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PREAMBULTE

ou

"LE DESSERT DE ROMAIN"

Un ouvrage consacré & L'échantillonnage se devait de comporter au moins
une définition du terme. 1L n'y a £& aucune difficulte parnticuliere et j'aunais
pu, 404t me reporter a un dictionnaire, S04t compulser £a bibliographie. Mais
a ces définitions académiques fe préfere, de Loin, La petife parabole que voicd.
12 y a quelques jours, servant d mon petit gargon, Romain, un yaourt; {'y ajou-
tai, en bon pere de famille, quelques cuilleries de suche powr en améliorer La
saveurn. Romain, muni de sa petite cuillerne, mélangea consciencieusement son
dessert (geste inné ou acquis?) avant d'affirmern d'un Ton péremptoire qu'il
n'était pas assez sucné. Cédant a sa volonté, mais craignant £'overdose, fe
najoutal quelques grammes de glucose. Le méme scénario se reproduisit : Romain
mélangea, puis godta ; enfin, apres mire réflexdion, consomma s0n dessent. 1L
venait de découvrnin Les grands prineipes de notre métien :

- L'échantillonnage avec homogénéisation préalable

- 2'analyse de fa teneur de L'échantillon (ick, La tenewr en Sucre de
La cuillenée)

- L'estimation de La teneun moyenne (ici, La teneun en sucre de L'assiettée)
- ot enfin, L'exploitation au dessus de La teneur de coupure.

L'échantillonnage est La base de toutes nos activités, aussd variles soient-
olles : Llacier est Gchantilloné & La sortie du haut fowweau, Les signaux élec-
triques sont échantillonnds ; La population L'est également, Lois des sondages
d'opinion. Chaque phase de conception nécessite une étape d'échantillonnage ; Le
bLE est Gchantillonné apnis La moisson, La farine & La sontie du moulin. Aussi
n'est-il pas swiprenant que dans Les activités minieres son noke 504t aussL Am-
portant. Rien de swrprenant non plus, que Loy disdiplines qui interviennent dans
2'analyse de £'échantillonnage solent aussi nombreuses. Une étude exhaustive Lm-
pliquerait des connaissances allant des techniques de sondage aux caleuls de pro-
babilités, en passant par La minéralogie. De La théorie & La pratique, Le sufet
est vaste, thop vaste powr nous aujouwrd'hui : aussd allons-nous seulement nous
pencher sun Les nelations qui existent entre L'échantillonnage minien et L£'esti-
mation géostatistique.



INTRODUCTION ET CONCLUSIONS

Estimation et Echantillonnage sont indissociables. L'estimation de la
valeur moyenne d'une variable sur tout ou partie d'un gisement n'est possible
qu' enayant mesuré cette variable sur un certain nombre d'échantillons. Ainsi
la qualité de 1'échantillonnage influencera-t-elle celle de l'éstimation elle-
méme. Il n'est nul besoin de développer des techniques d'estimation perfection-
nées si les données de base ne sont pas fiables. En fait, la qualité d'une esti-
mation, plus précisément de 1'éstimation géostatistique d'une variable régiona-

lisée, dépendra essentiellement de trois éléments :

-~ la méthode d'estimation elle-méme : elle est jugée par la moyenne et
la variance de 1l'erreur d'estimation. Le non-biais (moyenne des erreurs

nulle) est indispensable. La minimisation de la variance est souhaitable.

-~ le schéma d'échantillonnage ; il déterminera la nombre et 1'implantation

des échantillons.

~ la variabilité du phénoméne ; celle-ci est étudiée par 1l'intermédiaire
du variogramme qui en refldte toutes les caractéristiques : une crois-
sance rapide du variogramme correspond 2 une forte variabilité ; la
portée, distance 2 laquelle le variogramme atteint un palier, concré-
tise la notion de zone d'influence d'un échantillon. Le comportement
du variogramme 3 1l'origine est riche d'enseignement, et joue un rdle
déterminant dans la suite des calculs géostatistiques. L'apparente
discontinuité a 1l'origine est appelée "effet de pépite'. Cette compo-—
sante pépitique qui se comporte comme un terme purement aléatoire
s'ajoute aux structures continues. Elle éngendre alors une imprécision

qui se répercute & tous les niveaux des calculs.

Les techniques géostatistiques qui ont été introduites et développées
par G. Matheron permettent de maitriser les méthodes d'estimation et de contrd-
ler les schémas d'échantillonnage. Par contre, l'analyse détaillée de la com-
posante pépitique reléve beaucoup plus de 1'étude de 1'échantillonnage ; c'est
3 ce niveau que se situe le travail qui est présenté ici. Cette approche géo-
statistique de 1'échantillonnage montre comment le prélévement d'un échantillon
peut générer un effet de pépite. Aprés quelques rappels géostatistiques, desti-
nés aux lecteurs peu familiarisés avec ces concepts, les causes et les consé-
quences de 1'effet de pépite sont rappelées. Les deux causes essentielles :

1'effet de pépite di aux microstructures, et 1'effet de pépite di & 1l'éxistence



d'erreurs de mesure, seront ensuite analysées en détail.

1/ Les microstructures sont des phénoménes régionalisés dont les domaines
de variabilité sont trés petits, si petits méme qu'ils ne peuvent pas &tre
appréhendés aux échelles d'observation classiques. A la limite, pour certaines
minéralisations - 1'or par exemple - le domaine de variabilité est de 1'ordre
de grandeur du volume de 1'échantillon lui-mé@me. Aussi, la taille des prélédve-
ments aura une importance déterminante sur l'amplitude de la composante pépi-
tique associée. Ces microstructures correspondent 3 des minéralisatioms qui se
présentent sous forme de particules de métal treés disséminées dans une gangue
stérile. Pour modéliser de telles distributions, les processus de points sont
particuliérement adaptés, et tout spécialement, le processus de nuages de points
(ou schéma du tireur, d'aprés G. Matheron) semble le plus conforme aux observa-

tions expérimentales.

En modélisant la microstructure par un schéma du tireur, la covariance des

teneurs de cette microstructure se calcule alors explicitement :

K(h B
C(h) = A. —éz»-)-

iy *
T8 K(h)

2

REMARQUE : Cette expression est naturellement identique a4 1'expression du cova-

riogramme régularisé sur un support v, 8, ,développée par G. Matheron, avec
» K(h) K(h)
V2 vz

gq = é%—K(h) + gy 5 8, est la somme d'un terme régulier g *

et du terme é%—K(h) : "la perturbation apportée par l'effet de pépite" .

A et B sont des constantes qui dépendent des caractéristiques du processus
(nombre de germes, nombre moyen de points par nuage, étalement du nuage, moments
de la quantité de métal d'une particule...). Ces deux constantes ont des expres-—
sions théoriques bien définies, mais dont les termes qui les composent resteront
souvent indissociables en pratique.

g(h) dépend de la loi de distribution des points dans un nuage et repré-
sente physiquement 1'étalement d'un nuage de particules.

K(h) est le covariogramme géométrique des échantillons de volume v. Cepen-
dant, au stade des observations expérimentales classiques, les échantillons pré-
levés sont disjoints, si bien que dans ce cas K(h) = 0 : la covariance expérimen-—
tale observable ne se compose alors que du second terme de 1'expression ci-dessus.

Enfin, pour les grandes distances (h grand par rapport aux dimensions de v), la



covariance s'exprime, en premiére approximation, par :
Cc(h) == B g(h)

La covariance est alors directement liée a la structure des nuages.

L'effet de pépite observable sur le variogramme, calculé avec les échantil-

lons de volume v, s'exprime alors :

K(o)

+Bg# V2

<l

Toutefois 1'amplitude de cet effet de pépite dépendra de la taille relative du
nuage et de 1'échantillon. Ainsi, si les nuages de particules sont grands par
rapport & la taille des échantillonms, CO s'exprime en premiére approximation
par :

A.
o B
C S B g(o)

La taille et la forme des nuages auront donc un impact direct sur 1l'amplitude
de 1'effet de pépite. Par contre, si les nuages sont petits par rapport a la

taille des échantillons, C0 s'exprime alors en premiére approximation par :

L'effet de pépite est alors indépendant de la structure des nuages.

Un cas particulier sera ensuite examiné ; dans cet exemple, les points
des nuages sont répartis autour du germe selon une loi gaussienne. L'effet de
pépite est calculé explicitement dans tous les cas de figures, puis des ap-

proximations polynomiales seront développées.

2/ L'effet de pépite dii aux erreurs d'échantillonnage : du prélévement en
place & 1l'analyse chimique, les erreurs sont multiples et variées. Elles se
répercutent sur la qualité des estimations par leur variance qui génére un
effet de pépite dit d'erreur de mesure. En réalité, seule la variance de
1'erreur d'échantillonnage, appelée fondamentale par P. Gy, peut Etre déve-
loppée précisément. Nous rejoignons & ce stade les théories d'échantillonnage
des matiéres morcelées : en effet, quel que soit 1l'échantillon primaire, ca-

rotte de sondage, rainure, cutting de sondage destructif, 1'analyse chimique



ne s'effectue généralement que sur une fraction de 1'échantillon initial : ce
qui implique des broyages, des homogénéisationms, puis des divisions ou quarta-
ges. Les erreurs d'échantillonnage sont donc de méme nature que celles qui ap-

paraissent lors d'échantillonnage de matériaux, par nature, morcelés,

Rappelons que 1'homogénéisation est une opération fondamentale : c'est
elle qui assure 1'équiprobabilité de prélévement des particules, ce que P. Gy
résume par cet aphorisme : "L'échantillonnage doit &tre correct (probabiliste)

ou ne pas &étre'".

Bien que des erreurs s'insinuent 3 tous les niveaux, rares sont celles
qui peuvent &tre quantifiées, c'est—a-dire dont les moments (moyenne et variance)
peuvent &tre calculés, le plus souvent expérimentalement. De plus, le préleve-
ment d'un échantillon dans un lot de matiére morcelée entraine une erreur d'é-
chantillonnage irtéductible; méme si 1'échantillonnage est réalisé dans les
régles de l'art : cette erreur est liée & la nature morcelée. Cependant, de
toutes les erreurs d'échantillonnage, c'est la seule dont les moments peuvent
8tre calculés théoriquement, moyennant quelques hypothéses de base. Différentes
expressions permettent le calcul de la variance de cette erreur. Nous en re-

tiendrons deux :

- la premiére, proposée par Engels, Ingamells et Switzer, permet le
calcul de la variance relative R? de l'erreur commise en prélevant un échan-
tillon de masse w dans un minerai de teneur K, dont les éléments riches, de
teneur H, constituent une fraction mineure, par rapport & la fraction pauvre

(de teneur L) .:
Kg

R2 = —
W

— —_ 3
avec KS = (K L)é§ L) u p

KS est une constante d'échantillonnage qui dépend des caractéristiques
intrinséques du minerai (granulométrie u, teneurs des différentes phases,

masse volumique p).

- la seconde formulation, qui fait désormais autorité, a été proposée
2
par P. Gy. La variance relative de 1l'erreur d'échantillonnage Opp dépend de
la granulométrie des particules d®, et d'une constante d'échantillonnage C :
elle est inversement proportionnelle & la masse échantillonnée M.
2 Ccd3
%F T M



La constante C dépend également des caractéristiques intrinséques du minerai .
(degré de libération des particules £ , étalement granulométrique g, consti-

tution minéralogique c, forme des particules f)
C=cflgf

Cette expression présente l'avantage certain de s'appliquer a tous les types

de minerais, contrairement & la premiére expression.

Enfin, dans la troisidme partie, une autre méthode de calcul de cette
variance relative sera proposée : celle-ci repose qur 1'hypothése que le mine-—
rai de teneur t est globalement constitué de deux phases ayant chacune leur
teneur propre t., leur granulométrie u,, et leur masse volumique P si M est

la masse échantillonnée, alors :

1 Py V1 (t1—t) + po Vo (t—to) (t1-—t) (t—to)
M t2 (t1—to)

g% =

Une étude comparative de ces 3 formulations sera réalisée sur des bilans

d'étude granolodensimétrique.

L'objectif de cette thése est donc de proposer une méthodologie s'appli-
quant essentiellement & 1'échantillonnage minier qui, en alliant la géostatis-
tique et la théorie de 1l'échantillonnage, se propose de faire le trait d'union
entre des disciplines fort différentes et pourtant complémentaires ; par dela
les équations, c'est le dialogue entre le géologue et le géostatisticien qui

s'établit alors.



POSITION DU PROBLEME

1 - ECHANTILLONNAGE GEOLOGIQUE ET ECHANTILLONNAGE MINIER

Les termes d'échantillon et d'échantillonnage s'appliquent en réalité
4 tout un ensemble d'opérations et de concepts de nature différente, aussi doi-
vent-ils &tre accompagnés de qualificatifs les définissant exactement. Afin
d'éviter une énumération fastidieuse de définitions, un petit glossaire est
présenté en Annexe I. Toutefois, pour situer le cadre de la présente étude,
nous pouvons distinguer deux types d'échantillonnage ayant chacun un rdle spé-
cifique 3

- L'échantillonnage géologique : il est pratiqué & un stade tres

amont d'une exploration. Son rdle est de définir la zone minéralisée et, au
plus, de renseigner sur 1l'ordre de grandeur de la teneur moyenne de 1'indice.

Son implantation est essentiellement préférentielle.

- L'échantillonnage minier : il est pratiqué aux différents stades

d'une prospection (étude de réserves, faisabilité...) ou d'exploitation. La
minéralisation ayant été définie au préalable, cet échantillonnage est réalisé

de maniére systématique. Il sert avant tout & effectuer des estimations.

Pourquoi différencier ces deux types d'échantillonnage ? Avant tout
pour insister sur le fait que chacun a un objectif spécifique et qu'il ne doit
pas en &tre détourné. Par exemple : quand des sondages carottés sont échantil-
lonnés en passes dezlongueurs différentes selon les faciés traversés, il faut
souvent éviter d'utiliser ces résultats 3 des fins d'estimation. De méme des
questions du type : "L'échantillon est-il représentatif ? " - "Quel volume
faut-il prélever ? " - "Quelle maille faut-il adopter ?" - demeurent générale-

ment sans réponse dans le cadre d'un échantillonnage géologique.

Enfin il convient également d'insister sur le fait que tout probléme
d'échantillonnage ne peut &tre résolu sans une connaissance suffisante de la
minéralisation. A défaut, on utilisera des régles pratiques basées sur le bon
sens ou l'expérience de minéralisations équivalentes : cette premiére approche
doit alors permettre de définir les caractéristiques intrinséques de la miné-
ralisation 2 partir desquelles sera élaboré un véritable schéma d'échantillon-

nage.




2 - ECHANTILLONNAGE MINIER ET ESTIMATION

IL.'estimation est une procédure 2 deux niveaux :

- Le premier niveau est la collecte des échantillons, leur prépara-
tion et leur analyse. L'échantillon primaire doit au préalable &tre défini en
type (sondage carotté ou sondage percutant par exemple), en géométrie (diamétre
de carottage, longueur des passes analysées...), et doit &tre correc¢tement im-
planté. Des erreurs apparaissent alors irrémédiablement & chaque opération (pré-
lévement, préparation, analyse). Leur résultante engendre donc, individuellement,
une incertitude sur la valeur vraie de 1'échantillon prélevé et, globalement,
une variabilité artificielle, qui s'ajoute & la variabilité naturelle géologique.
Un probléme d'échantillonnage est donc soluble quand la variabilité artificielle

est quantifiable : en fait seuls les moments (moyenne et variance) des erreurs

d'échantillonnage peuvent &tre calculés.

Ce sont ces moments qui d'ailleurs déterminent les qualités de
1'échantillonnage. En fait (cf chapitre : Les erreurs d'échantillonnage), toutes
les erreurs ne peuvent €tre mesurées ; celles qui ne pourront 1'@tre doivent
alors @tre annulées, a défaut minimisées aux stades de la conception et de la
réalisation pratique de 1'échantillonnage. En réalité seuls deux types d'erreur

sont accessibles :

- l'erreur d'analyse : elle est généralement fournie par le labora-

toire.

- 1'erreur d'échantillonnage (sens_strict) : elle est irréductible,

car elle provient du morcellement du minerai qui apparalt dés le
prélévement de 1'échantillon. Cette erreur, qui dépend de la nature
du minerai, de la granulométrie des constituants et de la masse
échantillonnée, peut €tre étudiée par 1'intermédiaire de son espé-
rance et surtout de sa variance. Elle fera 1'objet d'un chapitre
assez important du travail présenté ici. Elle ne différe en aucun
point de 1l'erreur fondamentale de P. Gy, ou des erreurs d'échan-
tillonnage décrites par d'autres auteurs dans le seul cadre de

1'échantillonnage de la matidre morcelée.

- Le deuxiéme niveau de la procédure d'estimation est la technique
d'estimation elle-méme : c'est le domaine privilégié de la géostatistique. La
qualité de 1l'estimation, quelle qu'elle soit, est exprimée par la variance

d'estimation., Celle~ci dépend de la variabilité du phénoméne étudié par 1l'inter-



médiaire du variogramme, mais elle dépend aussi directement de 1'échantillonnage

en effet, la géométrie des échantillons (taille, volume, forme...) et le schéma
d'échantillonnage (nombre d'échantillons, position par rapport au bloc 3 estimer)
entrent directement en ligne de compte dans les calculs d'estimation et de va-
riance d'estimation. Cet aspect ne sera pas développé ici, car il est acquis par
l'utilisation de la géostatistique. Par contre, la structure intrinséque des
échantillons primairesa une nouvelle fois un r6le non négligeable : dans le cas
de minéralisations trés irréguliéres et trés disséminées, des microstructures
peuvent exister mais ne pas &étre accessibles & 1'échelle des observations pra-
tiques. Ainsi, suivant la taille des échantillons primaires, ces microstructures
seront ou non englobées dans le prélévement : suivant le cas, le variogramme,
qui mesure la variabilité de la minéralisation sur un support qui est celui des
échantillons, présentera ou non un effet de pépite & 1'origine. Or, le vario-
gramme est utilisé 3 tout moment dans une é&tude géostatistique, son comporte-
ment pour les petites distances a une grande importance ; si le variogramme
présente un effet de pépite, celui-ci va alors affecter tous les calculs ulté-
rieurs : une composante pépitique s'ajoute alors aux variances calculées avec
les structures macroscopiques continues. L'étude de 1l'influence du support des

échantillons sur 1'importance de 1'effet de pépite s'avére donc indispensable.

.
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I - RAPPELS DE GEOSTATISTIQUE

L'échantillonnage constitue le trait d'union entre le géologue et le
géostatisticien. Le géologue fournit 1'information, c'est lui qui échantil-:
lonne le gisement ; le géostatisticien utilise 1'information, il estime le
gisement. L'échantillonnage minier est réalisé 2 des fins géostatistiques ;
c'est donc en termes géostatistiques que 1'échantillomnage doit étre analysé.
Les notions qui vont intervenir par la suite ne sont pas toujours familieres
aux géologues et aux échantillonneurs. Ce chapitre se propose d'introduire

les concepts essentiels de la géostatistique, utilisés tout au long de cette

étude.

1-1. NOTION DE VARIABLE REGIONALISEE

Les variables géologiques et minieres (puissance, teneur, densité...)
présentent des variabilités spatiales, ce sont des variables régionalisées
(V.R.). Par exemple, si 1'on observe les teneurs le long d'un sondage ou d'une
galerie, celles-ci fluctuent. Généralement, les fluctuations des V.R. présen-

tent un double aspect :

- elles sont localement trés chaotiques : les variations d'un point a

un autre semblent totalement aléatoires.

- pourtant, ces variations semblent structurées en moyenne ; ainsi, le
long des sondages, une allure, caractéristique du phénoméne régionalisé, semble

se dégager.

La réalité physique se situe entre ces deux pdles contradictoires. C'est
le concept de fonctions aléatoires (F.A.) qui en permet la modélisation. La
variable régionalisée implantée au point X, z(x), est interprétée comme une
réalisation particuliére de la fonction aléatoire Z(x). Z(x) est aléatoire en
ce sens que Z(x) est une variable aldatoire, mais c'est une fonction dans la
mesure ofi Z(x) et Z(x+h), deux valeurs de Z(x) aux points x et x+h, ne sont
pas indépendantes : la corrélation correspondante caractérise la structure

du phénoméne étudié.
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1-2. INFERENCE STATISTIQUE, STATIONNARITE ET HYPOTHESE INTRINSEQUE.

L'interprétation probabiliste de z(x) comme une réalisation particuliére
de la F.A. Z(x) n'est utilisable que si 1'on connait la loi de probabilité et
les caractéristiques (moyenne et variance) de la fonction aléatoire Z(x). Or,
comment inférer la loi de probabilité de Z(x), n'en connaissant qu'une réali-
sation z(x) ? Plusieurs réalisations de z(x) seraient alors requises : z1(x),
zz(x)....De méfie ,comment inférer la loi de la fonction aléatoire Z(x)ne con-
naissant qu'un nombre limité de réalisations uniques z(x1), Z(Xz)....Z(Xn) ?

D'autres hypothéses sont alors nécessaires.

i) Hypothése stationnaire : La F.A. est stationnaire si, pour tout k,

quel que soit le vecteur h, les deux variables aléatoires a k compo-
santes (Z(X1), Z(xz)...Z(Xk)) et Z(x1+h)....Z(xk+h)) sont identiques

en loi : c'est-a-dire que la variable régionalisée Z(x) est homogene
dans 1'espace. Notamment, pour tout x, les z(x) sont interprétées com-
me des réalisations de la méme loi Z(x), et 1'inférence de la loi de
probabilité de Z(x) est possible & partir des réalisations expérimentales
des z(x). Cette hypothése permet de remplacer la moyenne de plusieurs
réalisations par une moyenne spatiale. Mais c'est une hypothese forte
dans la mesure ol elle s'applique & toutes les variables a k compo-
santes. La géostatistique linéaire ne s'intéressant qu'aux seuls mo-

ments de la F.A., cette hypoth&se peut &tre affaiblie.

ii) Hypothése de stationnarité d'ordre 2.

La fonction aléatoire Z(x) est stationnaire d'ordre 2 si :

- EZ&)) =m 3 1'espérance de Z(x) ne dépend pas du point d'ap-

pui x.

- Pour tout couple Z(X1> et Z(Xz), 1a covariance existe et ne dépend

que de la distance h = Xy =%y 3

C(h) = E(Z(x) Z(x+h)) - m?

Ces deux propriétés impliquent 1l'existence de la variance et du va-

riogramme :
Var(Z(x)) = Var(Z(x+h)) = C(o)

-1

y(h) = E-Var(Z(x) - Z(x+h))
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Cependant il existe des phénoménes pour lesquels la variance n'existe
pas (C(o) est infinie) mais dont les accroissements [Z(x) - Z(X+hﬂ
ont une variance finie. L'hypothése de stationnarité d'ordre 2 peut
alors étre encore réduite et restreinte aux seuls accroissements :
c'est 1l'hypothése intrinséque qui s'avére suffisante dans la plupart

des applications géostatistiques.

L'hypothése intrinséque.

La fonction aléatoire Z(x) est intrinséque si. les accroissements

(z(x) - Z(x+h)) sont stationnaires d'ordre deux :

- 1'espérance des accroissements existe et ne dépend pas de x :
E(Z(x) - Z(x+h)) =0

- la variance des accroissements existe et ne dépend que du vecteur h.

La variance des accroissements permet alors de définir la fonction in-

trinséque appelée variogramme :
Y(0) = & Var(z(x) - Z(x+h))

Si la fonction alédatoire est stationnaire d'ordre deux, alors :

Y(h) = C(o) -~ C(h)

Sous 1'hypothése intrinséque, 1'inférence statistique du variogramme
est possible & partir des données expérimentales Z(Xi)' Le variogramme
est 1'outil fondamental de la géostatistique : il caractérise les cor-

rélations spatiales qui existent au sein de la structure régionalisée.

VARIOGRAMME.

Par définition, v(h) = 1 E [(2G) - 2Ge+h))?] = 7 Var(zGo) - 2Geh))

Le variogramme est estimé par le variogramme expérimental Y*#(h), qui

est calculé & partir des données expérimentales :

N
= _ 2
ve(h) = 5% i§1 [2&x) - 2(x;+0)]
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ot N est le nombre de couples de données distantes de h.

it

iii) Quand la covariance C(h) = E(Z(x) Z(x+h)) - m?, existe alors

il

y(h) = C(o) - C(h) .

I-3.1 Propriétés du Variogramme.

¥(h)

SRS S S -

Gak

.h

a

Figure 1 = Allure générale d'un variogramme

Le variogramme expérimental est ajusté par un ﬁodéle théorique.
Mais n'importe quelle fonction ne peut pas servir a l'ajustement, seuls quel-
ques modéles de variogramme sont autorisés ; en effet, -Y(h) doit appartenir
3 la classe des fonctions de type positif conditionnel. Parmi les propriétés

du variogramme, trois d'entre elles sont fondamentales :

Y(h) = Y(-h)
v(h) = -‘2- Var(z(x+h) - zx))= { Y(o) = 0
Y(h) 2 0

En général le variogramme est croissant quand h augmente : en
effet, plus les échantillons sont éloignés, moins ils sont corrélés et donc,
plus grand est 1'écart moyen (Z(x) - Z(x+h))2. La croissance plus ou moins
rapide du variogramme & 1l'origine (pour h petit) correspond a4 une plus ou
moins grande régularité de la minéralisation ; le comportement aux grandes

distances est & lier & 1'amplitude des fluctuations possibles.

Dans la plupart des cas, le variogramme atteint un palier ; les
structures qui engendrent des variogrammes & palier sont parfois appelées
phénoménes de transition. La distance & partir de laquelle le palier est

atteint est appelée "portée du variogramme", et elle est notée a. La portée




correspond 3 la notion physique de zone d'influence des échantillons : pour
les distances h < a les échantillons sont corrélés ; pour h 2 a les échan-—

tillons ne le sont plus.

Cette corrélation peut s'exprimer également en terme de variance
d'estimation ; la définition de 2 y(h) peut s'interpréter comme la variance
d'estimation de Z(x) par Z(x+h) : plus les échantillons sont proches, meilleure
est l'estimation ; quand h augmente, 1'estimation se dégrade, la variance Y(h)
augmente ; quand h > a, les échantillons ne sont plus corrélés, et cette va-

riance d'estimation est maximale.

1-3.2 L'Effet de Pépite.

Lorsqu'aux petites distances pour h décroissant vers O, y(h) tend

vers une valeur C0 non nulle, il y a une discontinuité apparente a l'origine,

appelée "effet de pépite". Cette discontinuité peut avoir deux causes :

- existence de microstructures, indccessibles & 1'échelle des

observations

- existence d'erreurs de mesures (erreurs d'analyse et d'échan-

tillonnage).

Le cas extréme est l'effet de pépite pur : pour tout h, y(h) = Co
avec par définition y(o) = 0. Il caractérise alors une absence totale de corré-

lation entre échantillons.

L'effet de pépite sera examiné en détail dans le chapitre suivant.

I-3.3 Le Palier du Variogramme.

Pour les variogrammes qui atteignent un palier pour h > a, on dé-
montre que ce palier Y(®) est la variance a priori de la fonction aléatoire
Z(x) :

y{w) = Var(zZ(x)) = C(o)

En conséquence, la covariance C(h) = C(0) - y(h) existe.

2
La variance expérimentale des données 0 peut s'exprimer comme
la demi-moyenne des carrés de tous les couples qui peuvent &tre formés a par-

tir de ces données :
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[Z(X) = z? Z(Xj)] = 507 23 ZJ) (Z(Xi)—ZCXj))

qui est également la demi-moyenne de tous les couples utilisés pour le calcul
du variogramme (Biblio [8']). La variance expérimentale des données est donc
la moyenne de toutes les valeurs prises par le variogramme expérimental : en
conséquence, si la portée du variogramme est petite par rapport au domaine,
de nombreux écarts (Z(Xi) - Z(x.))2 auront une valeur proche du palier du va-
riogramme : la variance expérimentale est alors pratiquement égale au palier.
Dans le cas contraire, de nombreux écarts sont inférieurs au palier du vario-

gramme expérimental, la variance expérimentale est alors inférieure au palier.

I-3.4 Structures Gigognes et Anisotropies.

I-3.4.1 Les structures gigognes.

Les phénoménes naturels présentent souvent plusieurs
échelles de variabilité qui interviennent en méme temps ; par exemple,
a4 une variabilité pétrographique (due a la présence de minéraux diffé- .
rents) peut s'ajouter une variabilité géologique (due 2 l'existence de
zones préférentiellement minéralisées, venues hydrothermales par exem—
ple). Dans ce cas, le variogramme apparait comme une succession de struc-
tures emboltées, et peut se modéliser par la somme des variogrammes cor-

respondant a chaque structure.,

$3(h)
CotCy |-- Yo(h)+ 32 (H)
Co 3509
G Z&ﬂ@

»h

Figure 2 : Structures gigognes
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I-3.4.2 Les anisotropies.

Certaines minéralisations présentent des variabilités
différentes selon les directions : elles sont anisotropes. Les vario-
grammes calculés le long de ces directions seront donc distincts. Il

existe deux types d'anisotropies :

- 1'anisotropie géométrique : les variogrammes ont le méme palier

dans toutes les directions, mais des portées différentes d'une direction
3 1'autre. Une simple transformation linéaire des coordonnées permet alors

de se ramener a un cas isotrope.

- 1'anisotropie zonale : les variogrammes présentent des paliers et

des portées différentes selon les directions le long desquelles ils sont
calculés. L'anisotropie zonale peut &tre modélisée, par exemple, en utili-
sant des structures gigognes caractérisées par leurs propres variabilités

et anisotropies.

Le traitement des anisotropies doit conduire en fin de

compte & la définition d'un variogramme isotrope.

1-3-5 Variogramme Moyen - Variogramme Régularise.

La valeur moyenne du variogramme Y(x1—x2), quand le point X
parcourt le volume V1 et le point X, le volume V2’ est appelée variogramme
moyen ?KV1,V2) :

N T I R
Y(V1,V2) = V1 V2 oY Y(x1 X2) dx1 dX2 (3.5)
1 2

REMARQUE : Quand la covariance existe, on définit également la covariance
moyenne E(V1,V2) et pour 1'obtenir il suffit de remplacer y par C, dans

1'expression 3.5.

Le variogramme ponctuel y(h) n'est jamais connu en pratique : seul
le variogramme Yv(h) des teneurs de support v (le volume des échantillons)
peut &tre obtenu. Par abus de langage Yv(h) est souvent appelé variogramme
ponctuel car les volumes des échantillons sont toujours trés petits par rapport
aux volumes 3 estimer. La variabilité d'un phénoméne régionalisé apparalt dif-
férente en fonction du support sur laquelle elle est étudiée.: quand les volu-

mes d'échantillons augmentent, on observe un effet de régularisation. Le vario-
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gramme régularisé’yv(h) qui correspond donc & 1l'observation de la variabilité

sur des supports V, se déduit facilement du variogramme ponctuel :
Y@ =Y ,V) - Y (V,V)

VH est le volume déduit de V par la translation du vecteur h.

Quand la covariance C(h) existe, la covariance régularisée se cal-

cule également : il vient alors
¢ () = T,V - TV,V,)

Pour les grandes distances h, 1'expression de Yv(h) se simplifie. En effet,

.V(V,Vh) = v;%—- J J Y(x-y) dx dy = V%- \[Y(x—z+h) dx dy
h Vv OV, vV

et si les dimensions de V sont négligeables par rapport & h, alors
— 1
TV, V) = o J Y(h) dx dy = Y(h)
v v

Yy(h) s'exprime alors simplement :

Yy(h) = Y(h) - Y(V,V)

Cette expression illustre bien le fait que le palier du variogramme
régularisé est inférieur au palier du variogramme ponctuel : cet écart qui vaut
Y(V,V) ne fait aprés tout que traduire 1'homogénéisation des données par régu-—
larisation : les donndées expérimentales présentent d'ailleurs une variance de

dispersion d'autant plus faible que les supports d'échantillonnage sont gros.

1-4, CALCUL DES VARIANCES D'ESTIMATION ET DE DISPERSION.

Le variogramme synthétise la variabilité du phénomene régionalisé ; c'est-
a-dire que la variabilité n'est connue qu'au travers du variogramme. C'est pour-
quoi tous les calculs géostatistiques le font intervenir directement. Les va-
riances d'estimation et de dispersion s'expriment effectivement en fonction

du variogramme.
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1-4.1 Variance d'Estimation de V par v : g2(v,V)

Soient Z(v) la valeur moyenne de Z sur le support v (formé de une
ou plusieurs unités élémentaires)

et Z(V) la valeur moyenne de Z sur le support V.

La variance d'estimation 02 (v,V) est la variance de l'erreur com-
mise en estimant Z(V) par Z(v) :

2

)

. 2
02 (v,V) = E[ (2(V) - z(v)) ]
et elle s'exprime simplement en fonction du variogramme :
2 — - - 3
0y = 2 Y(V,v) = Y(V,V) = Y(v,v) 4.1
avec les notations du paragraphe 3.5.

REMARQUE : Ce résultat peut s'exprimer également en fonction de la covariance,

quand celle-ci existe :

o; = C(v,v) + C(V,V) - 2 C(v,V)

La variance d'estimation dépend donc :

- de la variabilité de la minéralisation par 1'intermédiaire du vario-

gramme.

- de la géométrie des échantillons (leur volume, leur forme, éventuelle-
ment la position relative des unités élémentaires constituant v) avec

le terme Y(v,v)

- de la géométrie du volume 2 estimer avec le terme'y(V,V)

= de la géométrie relative de 1'échantillon (v) par rapport au volume V
avec le terme vy(V,v) ; ce terme dépend du nombre et de la position par

rapport au volume V, des unités constituant le volume v.

Ainsi, indépendemment des valeurs prises par les échantillons, et méme

[N

sans connaitre ces valeurs, la variance peut &tre déterminée & partir du vario-
gramme et du schéma d'échantillonnage. Inversement, connaissant v(h), un schéma

d'échantillonnage peut &tre congu et optimisé, a priori, c'est—a-dire avant
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méme la campagne d'échantillonnage.

La variance d'estimation est parfois appelée variance d'extension de v a V.
En toute rigueur, la variance d'extension est 1l'estimation d'un volume V par
1'échantillon de volume v contenu dans V (c'est 1'extension de 1'échantillon
au volume V) et la variance d'estimation est l'estimation d'un volume V par

les échantillons constitutifs du volume v.

1-4.2 Variance de Dispersion de v dans V: D2(v|V).

Avant d'introduire la variance de dispersion dans le cas des Fonc~
tions Aléatoires stationnaires, rappelons la définition de la variance de dis-

persion dans le cas discret.

La dispersion de n valeurs discrétes z, autour de leur moyenne z
n'est autre que leur variance s? = % Z (zi-E)z. Dans le cas ol les z, sont des
réalisations de variables aléatoires Zi’ s?2 est alors une réalisation particu-
liere de §? = %-23 (Zi—232. La variance de dispersion notée D2, est l'espérance

mathématique de S2 : E(S2?).

Dans le cas continu et stationnaire, le raisonnement est identique.
s? (0|v) est la variance de dispersion des valeurs y(x) d'échantillons ponctuels

autour de leur moyenne z(V) = % J y(x) dx. V est l'ensemble constitué par la
A
réunion des échantillons ponctuels. En fait, y(x) est une réalisation de la

fonction aldatoire stationnaire Y(x) de moyenne Z(V). La variance de disper-

sion est alors définie comme 1'espérance mathématique de la variance $2(0|V) :
: 1 )
D2 (0|V) = E(s2(0|) =5 | E([¥(x) - 2(N] ) dx
v

La variance de dispersion Dz(O‘V) s'exprime alors comme la valeur
moyenne de variance d'extension ¢2(0,V) définie au paragraphe précédent. Ce
raisonnement se généralise au cas ou v et V sont des volumes quelconques, avec

v << V, et alors :

1
D2 (v|V) = V-J 02 (v(x),V) dx

v
La variance de dispersion s'exprime comme la moyenne de la variance d'exten-
sion 02(v,V). Le calcul se généralise méme 2 des volumes v et V tout-a-fait
quelconques, gais ici, la variance de dispersion perd sa signification intui-

tive de dispersion des échantillons v dans le domaine V.
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En introduisant 1'expression (4.1) de la variance d'extension,

on obtient facilement que
D2 (v|V) = y(V,V) - y(v,v)

Comme pour la variance d'estimation, 1'expression 4.2 de la
variance de dispersion ne dépend que de y(h), v et V. Son calcul ne fait

donc pas appel aux valeurs effectivement prises par les échantillons.

REMARQUE : Quand la covariance existe, la variance de dispersion s'exprime

également en fonction des covariances moyennes :

’D2 (v|v) =TC(v,v) - C(V,V)

RELATION D'ADDITIVITE DE KRIGE : D2(v|W) = D2(v|V) + D2(V|W) si ve VW,

Si D2(0|V) représente la variance de dispersion d'un point dans un

bloc V

D2 (0|V) = D2(0|v) + D?(v|V)

D2 (0|V) = y(V,V) et D2 (o|v) = Y (v,v)

Ces formules sont directement utilisées pour modéliser les change-
ments de support ; la relation d'additivité 'illustre d'ailleurs bien le fait
que la variance de dispersion est d'autant plus faible que le support des échan-

tillons est gros. En effet : v ¢ V = le support v est plus petit que celui de V.
D2 (V|W) = D2 (v|W) - D2(v|V)

La diminution de la variance (de dispersion dans le domaine W) en passant d'é-

chantillons v 2 des échantilons plus gros V est donc de D2(v|V).

I-5. LE KRIGEAGE.

Le krigeage. estle meilleur estimateur linéaire sans biais qui permet
. . K . .
1'estimation de Z(V), la valeur moyenne de Z sur le volume V, par ZV , a partir

d'une combinaison linéaire des informations Za (les données d'échantillonnage) :

X -3 \% g
Voo o
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. . o . . . e e s . .
Les coefficients A~ sont choisis de facon 3 minimiser la variance d'esti-

. K . PN . N N
mation de Z_, par Z.. Ces pondérateurs sont calculés a partir du systeme a n+l

v v*
équations (n est le nombre de données Zu) suivant :

n
8 — R s - _=
> A YOLB+” YoV a=1an avec Yag Y(v_, VB)
5> A% = 1 condition de non-biais.
o

La variance de krigeage est alors donnée par :
2 o - —
og = %3 N \AY

La résolution du systéme de krigeage fait donc appel au variogramme, a

la géométrie des blocs & estimer V, des échantillons (supports des Zu)’ au

Vo

nombre des v, et leur position par rapport & V. Une maille d'échantillonnage

o a
peut donc &tre définie a priori.

I-6. -CONCLUSIONS.

Ces rappels des principes fondamentaux de la géostatistique montrent par-
faitement que 1'échantillonnage peut &tre envisagé comme une application parti-
culidre de la géostatistique. Les schémas d'échantillonnage, les volumes des
échantillons, la représentativité de 1'échantillonnage peuvent &tre déterminés
moyennant une connaissance suffisante de la variabilité de la minéralisation ;
c'est—-a-dire que tout probléme d'échantillonnage minier est soluble dés que 1l'on
connait le variogramme. Ce principe est trés général puisqu'il s'applique aussi
bien & des gisements miniers classiques qu'aux gisements & 1 dimension que sont
les minerais en écoulement continu : en effet, lors de l'écoulement de tels
minerais, des variabilités temporelles et non plus spatiales apparaissent, des
variogrammes peuvent &tre calculés : les techniques d'estimation géostatisti-

ques sont alors utilisables.

En fait les choses ne sont pas aussi simples en pratique. L'essentiel
de 1a variabilité est exprimé par le comportement du variogramme aux petites
distances et notamment & l'origine ; or, bien souvent, les variogrammes pré-
sentent des discontinuités & 1'origine ; celles-ci, nommées "effet de pépite",
se comportent dans la suite des calculs comme un terme aléatoire qui "brouille"

la variabilité naturelle. Or cet effet de pépite dépend totalement de 1'échan-
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tillonnage ; le chapitre qui va suivre est destiné a faire le point sur ce
concept d'effet de pépite et & travers ces rappels apparaitront les deux

thémes qui seront traités ensuite, 2 savoir :

- la perception d'une microstructure, qui dépend beaucoup de la ma-
niere dont celle-ci est échantillonnée. La taille et la forme de 1'échantil-
lon, relativement 3 1'échelle de variabilité de la microrégionalisation, mo-

difient considérablement les caractéristiques structurales.

- les erreurs de mesures, et parmi elles les erreurs d'échantillonnage,
qui générent un effet de pépite, dit de mesure. Or, quel que soit 1'échantil-
lon initial, son traitement implique obligatoirement le passage a 1'état mor-
celé. La variance des erreurs d'échantillonnage doit alors &@tre calculée, car

c'est cette variance qui contribue & 1'effet de pépite.

Remémorisons-nous maintenant ce qu'est un effet de pépite.
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II - RAPPELS SUR L'EFFET DE PEPITE

Les erreurs d'échantillonnage créent, du fait de 1'iﬁprécision liée
4 chaque donnée, une variabilité artificielle ; quand il existe des micro-
structures, les échantillons peuvent ou non les englober selon leur taille,
engendrant un effet de pépite plus ou moins important. L'effet de pépite est
une notion qui va apparaitre & diverses reprises dans les problémes d'échan-
tillonnage, et qui va &tre analysée en détail dans la suite de 1'exposé :
aussi quelques rappels, voire méme quelques précisions quant aux calculs le
concernant, ne sont-ils pas superflus.

11-1. GE] F D'UN EFEET DE-PEPITE. - .=

II-1.1 Observations Expérimentales.

Dans des minéralisations assez réguliéres (Cu, Pb, Zn par exemple)
des échantillons trés proches présentent des teneurs du méme ordre de grandeur,
c'est-a-dire fortement corrélées. Par contre, dans des minéralisations trés ir-

réguligres (Au, WO,, U...) des échantillons trés proches peuvent présenter des

’
valeurs tout é-faii différentes (de 30 a 300 g/t dans certains gisements d'or,
pour des échantillons distants de 1.00 m.). Ces différences sont dues a la
présence ou non de particules minéralisées dans chacun des échantillons. L'é-
chantillonnage & maille serrée (0,50 m.) de filons de quartz & wolframite mon-
tre bien ce phénoméne : certains échantillons apparaissent comme du quartz pur,

d'autre comme de la wolframite pure, et celd sans aucune continuité apparente.

I1-1.2 Conséquences Expérimentales.

Les variogrammes expérimentaux calculés 3 partir de données aussi

PR

irrégulieres présentent une discontinuité & 1'origine.

De facon plus générale, tout variogramme expérimental calculé
pour des distances entre échantillons supérieures & 1'échelle de variabilité
des structures géologiques présentera cette discontinuité a 1'origine. Le
moyen le plus immédiat pour diminuer cette discontinuité est donc d'échantil-
lonner avec des distances entre échantillons beaucoup plus petites, puis de

calculer le variogramme expérimental correspondant.
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Souvent, dans le cas de minéralisations trés pépitiques, il
s'avere impossible, & 1'échelle de travail habituelle, de réduire suffisam-
ment la maille d'échantillonnage pour annuler totalement cet effet de pépite :
les structures qui le créent sont de portées beaucoup trop petites. Cette
maille peut cependant &tre réduite lorsqu'on étudie la variabilité le long

de sondages : il suffit pour cela d'analyser des troncons de carotte beaucoup

plus petits.

II-1.3 Définition Générale.

Bien que par définition Y(0) = O (cf rappels géostatistiques),
en pratique de nombreux variogrammes expérimentaux présentent une disconti-

nuité a 1l'origine, c'est—a-dire que :

lim Y(h) = C, C, est appelée constante de pépite et plus sou-
!hl'*O vent, par abus de langage, effet de pépite.
L'existence de structures présentant des échelles de variabilité
inférieures 4 1'échelle d'observation, est 1'une des causes essentielles de
cette discontinuité, mais ce n'est pas la seule ; les erreurs de mesures se
répercutent également sur le variogramme sous forme d'un effet de pépite addi-
tionnel qui s'ajoute au précédent. La prise en compte théorique de ces deux

comportements est différente, aussi doivent-ils &tre étudiés séparément.

[1-2. L'EFFET DE PEPITE DE MESURE.

La donnée zv(x) représente la valeur de la variable (aléatoire) échan-
tillonnée au point x sur un échantillon de support v. Les erreurs de mesure

qui affectent la valeur z(x) sont de deux types :

~ les erreurs d'implantation : le point x peut ne pas &tre reconnu

avec précision.

~ les erreurs d'échantillonnage : elles sont multiples et variées ;

elles comprennent :
. les erreurs de découpe de 1'échantillon primaire. Le support des
échantillons n'est que rarement égal 3 v ; quelques causes sont

évidentes : mauvaise récupération de carottes ou de cuttings,
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découpe irréguliere des rainures par exemple. Ces erreurs sont dif-
ficilement mises en évidence et sont généralement négligées. Elles

doivent cependant &tre présentes a 1l'esprit.

. les erreurs d'échantillonnage proprement dites (cf chapitre : Les
erreurs d'échantillonnage), qui apparaissent 3 chaque étape du pro-

cessus d'échantillonnage. .
. les erreurs d'analyse.

Ces deux types d'erreurs contribuent & 1l'effet de pépite. Les deux cas

doivent donc étre examinés.

I1-2.1 L'Effet de Pépite DG aux Erreurs d'Echantillonnage et d'Analyse.

I11-2.1.1 TImpact des erreurs de mesure.

La valeur vraie Z(x) de la teneur d'un échantillon
implanté au point x n'est jamais connue, seule la valeur Z'(x) obtenue
aprés échantillonnage et analyse peut &tre fournie. La différence
e(x) = Z(x) - Z'(x) représente l'erreur résultante de toutes les erreurs
d'échantillonnage et d'analyse. Le variogramme Y'(h) calculé avec les
données Z'(x) differe donc du variogramme Y(h) qui aurait di &tre obtenu

avec les vraies wvaleurs Z(x).

e(x) = Z(x) - 2" (%)

Y'(h) =4 E[2'Geh) - 2') ]
- 5 E[@Ge)- 2G)) ]+ 5 E[€G) -G)]
+ 2 E [(2G)-2(x) (€ Gxth) € () ]

= Y() + 4 E[(EG)€G)) ] + 3 E[ (2(xh)-2(0)) (€ Gevh) € () ]

Le variogramme calculé est donc majoré d'un terme de
covariance et du variogramme des erreurs. Cette majoration se simplifie

si les erreurs présentent les propriétés suivantes :

1/ les erreurs €(x) aux différents points x sont mutuellement

indépendantes et de méme loi. Dans ce cas :

2 2
E( [€(x+h) - E(X)] Yy =2 UE
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ou 0?2 est la variance des erreurs, Var(e).

2/ les erreurs sont indépendantes des valeurs prises. Ceci implique
que

E((z(x+h) - 2(x)] [ex+h) - ex)]) =0
Moyennant ces deux hypothéses, on obtient donc :

Y = Y@ + o

Le variogramme calculé avec les données expérimentales est égal au vario-

2
gramme vrai majoré par une constante, 0. , qui n'est autre que la variance
des erreurs d'échantillonnage. Cette constante apparait donc comme un effet

de pépite "artificiel" qui s'ajoute aux structures naturelles.

Les erreurs d'échantillonnage et d'analyse ne présentent

pas toujours ces deux propriétés, quelques exemples 1'illustreront.

- En uranium, les nuages de corrélation radiométrie—teneur se dispersent
pour les grandes valeurs ; en effet, la radiométrie ne fournit qu'une me-
sure approchée de la teneur avec une erreur dont 1'écart-type est gros-—
siérement proportionnel & la teneur : 1l'indépendance (efx), Z(x)) n'est
donc plus vérifiée. De méme, pour les analyses chimiques, il arrive que

les erreurs soient corrélées a la teneur.

- Les erreurs d'échantillonnage peuvent parfois &tre spatialement corré-
lées. Un cas tout & fait typique est le rainurage ; une rainure sera beau-
coup plus réguliére dans du minerai fracturé que dans du minerai massif :
les erreurs d'échantillonnage sont alors corrélées a la fracturation et

peuvent ainsi &tre régionalisées.

II-2.1.2 Prise en compte des erreurs d'échantillonnage et d'ana-

lyse.

a - Si les erreurs de mesure n'ont pas les deux propri-
étés ci~dessus, la prise en compte des erreurs de mesure demande
une étude particulidre ; les corrélations spatiales entre €(x)
et £(x+h) et/ou les corrélations (e(x) Z(x)) doivent €tre analy-

sées en détail.

b - Dans le cas ou y'(h) = y(h) + 0; : si la variance

des erreurs est connue, le variogramme vrai de la variable régio-
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nalisée Z(x) peut donc &tre retrouvé facilement : c'est le "fil-
trage de l'erreur de mesure'. Dans le cas contraire, la variance
des erreurs d'échantillonnage et d'analyse sera englobée dans
1'effet de pépite de microstructure : c'est en fait la pratique
la plus courante, car cette variance n'est que trés rarement

connue.

La variance des erreurs d'échantillonnage peut &tre
calculée de deux manidres =~ soit expérimentalement (en ré-échan-
tillonnant) - soit théoriquement ; ce sera le sujet de la troi-
sitme partie de la thése. Généralement, les erreurs d'analyse

sont négligeables.

1I-2.2 L'Effet de Pépite dd aux Erreurs de Localisation.

Une incertitude de localisation d'un échantillon entraine - les
erreurs d'échantillonnage et d'analyse étant nulles par ailleurs - que
la valeur expérimentale Z'(x) supposée mesurée au point x est en réalité
la valeur de Z au point x+u : Z'(x) = Z(x+u). L'erreur de localisation u

est assimilée & un vecteur aléatoire.

La connaissance des lois de distribution des vecteurs u, P(du) et
des lois conjointes P(du,du') de deux vecteurs est indispensable pour

déterminer 1'influence de ces erreurs sur le variogramme.

ue devient le variogramme sous l'effet d'erreur de localisation?
g

Le variogramme des valeurs échantillonnées est par définition :

v = T Edz Gm) - 2 @])

Si u et v sont les erreurs de localisation attachées aux points

x et x+h, ce variogramme s'écrit alors :

2
E([Z(x+h+u) - Z(x+v) ')

N -

y'(h) =

Avec P(du,dv), la loi du couple (u,v), on obtient par randomisation :
2
y'(h) = %:[J E([Z(x+h+u) - Z(x+v)] Iu,v) P(du,dv)

Un cas particuliérement intéressant est celui ol les erreurs



_..28._

de localisation sont indépendantes des valeurs. Dans ce cas le condition-

nement tombe et i1l reste :

y'(h) =j]iy(h+u—v) P(du,dv)

L'effet de pépite Cé associé a y'(h) est par conséquent :

o=
h=+0 h->0

C' = 1im vy ' (h) =;{J lim 7y (h+u~v) P(du,dv)

qui, lorsque Y(h) est un variogramme sans effet de pépite, vaut :

Cé =5JY(u—v) P(du,dv)

De plus, s'il y a indépendance des erreurs de localisation, P(du,dv) =

P(du) P(dv) et alors :

C(') =JJ Y (u-v) P(du) P(dv)

Ainsi, méme si le variogramme Y (h) ne présente pas d'effet de pépite,
les erreurs de localisation en créent un, qui vaut Cé, et qui ne s'annule

que pour u = V.

Un exemple de calcul d'effet de pépite 1ié aux erreurs de locali-
sation est donné par J.P. Chiles dans[1 ] . Il s'agit de mesures bathymé-
triques effectuées par des sondes se déplacant le long de profils. L'erreur
de localisation d'une sonde suit une loi gaussienne de moyenne nulle ;
1'erreur (ua,vu) pour une sonde donnée suit également une loi gaussienne.
Les erreurs de localisation entre deux sondes o et B de lignes différen-
tes sont indépendantes, et entre ces deux sondes la différence des erreurs

[¢
de localisation entre deux sondes d'une méme ligne suivent une loi gaus—

(a. - uB, Vo T VB) est gaussienne. Par contre, les différences des erreurs

sienne de moyenne nulle et d'écart-type proportionnel & la distance entre

les deux sondes.
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11-3. EFFET DE PEPITE DU A L'EXISTENCE DE MICROSTRUCTURES

I11-3.1 Causes de cet Effet de Pépite.

Le paragraphe 1.1 rappelle comment se manifeste cet effet de
pépite : généralement & 1'échelle des observations classiques (plurimétrique
4 décamétrique), les structures de petite portée (centimétrique & métrique )
se répercutent: sur le variogrammé par une discontinuité & l'origine, d'ampli-

tude CO, appelée constante de pépite.

I1-3.2 Modélisation.

La constante CO est interprétée comme le palier du variogramme

(h) d'une microstructure de portée a trés petite.
Yo o

¥(h)

Wrssamsmissmmmamsininmmsimnr$l

Maille d'échantillonnage

S R S ——
—— - - — -
- - o o s w W w-——

%o(h

Figure 3 : Interprétation de l'effet de pépite

en terme de microstructure
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Le variogramme y(h) est donc la somme de deux structures gigognes

de variogramme Yo(h) et Y1(h) telles que :

(Y =y () + v, ()
y() =0
avec (Y () =C_-C() - si hsa
iYo(h) = C, si h>a

La portée a dtant trés petite, h est supérieure a a, trés rapidement, et alors
le palier C, du variogramme Yo(h) est atteint, si bien qu'a 1'échelle d'observa-

tion, seule la constante Co rappelle 1'existence de Yo(h).

L'effet de pépite pur peut &tre modélisé par :

]
o

v (o) 0 pour h

v (h)

CO pour h >0

c'est-a-dire que pour tout h # 0, C(h) = 0. L'effet de pépite pur indique qu'il
n'y a aucune corrélation spatiale entre les données ; les résultats des statis-

tiques classiques des variables indépendantes sont alors applicables.

La modélisation de l'effet de pépite par un variogramme de mi-
crostructure Yo(h) de portée trés petite, rend Z(x) continue en moyenne qua-

dratique.

11-3.3 Conséquences de 1'Effet de Pépite.

Bien que les supports de prélévement ne soient jamais ponctuels,
(les variogrammes expérimentaux sont déja des variogrammes régularisés) les con-
séquences macroscopiques de l'effet de pépite peuvent &tre examinées en ne con-—
sidérant que le variogramme ponctuel Yo(h) de la microstructure : les variances
d'estimation, de dispersion et la régularisation dépendent linéairement des co-
variances et des variogrammes : ces calculs ne font d'ailleurs intervenir que
les covariances (ou variogrammes) moyens sur les supports v (d'échantillon) et

V (des domaines d'étude).
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1I-3.3.1 Calcul des covariances moyennes E;(V,V) et E;(V,V)

Les calculs des variances d'estimation, des variances
de dispersion et les calculs de régularisation du variogramme ponctuel
utilisent les variogrammes moyens ou les covariances moyennes du type
E(V1,V2). Dans ce chapitre, nous allons montrer comment ces covariances
moyennes s'expriment dans le cas d'une microstructure de covariance

ponctuelle Co(h). Cette covariance ponctuelle a une portée a trés petite.
Soient V et V' deux domaines quelconques.

Appliquons 1'algorithme de Cauchy au calcul de la co-

variance moyenne 3

— 1
' T t— — = ———
CO(V,V ) Al j I' CO(X v) dx dy A J\ Co(h) K(h) dh
vy
o K(h) = |V N Vﬁ | désigne le covariogramme géométrique de V et de V'.

Si h est petit, K(h) admet le développement limité :

K(h) = K(o) - |h| D(h) + o(h)

olt K{o) =1V N V'l et D(h) représente la variation diamétrale de V N V'

dans la direction du vecteur h.

| ;Vﬂ\Ph

La covariance admettant une portée trés petite,
seules les petites valeurs de h entreront en ligne de compte. Donc,
a4 1'aide de ce développement de K(h), on voit apparaitre une partie

principale
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[lvnv'] j Co(h) dh

'
ainsi qu'une partie secondaire

1

—v—v-,—fc(h) ln] D) dn .

Or, en majorant Co(h) par Co(o) pour h £ a_, ainsi que D(h) par la
plus grande variation diamétrale D de VN V', et en passant aux coor-—

données polaires, la partie secondaire se trouve majorée par

C (o) Dd wd ad+1
o o
V.V d+1

ot wd est le volume de la boule unité dans Rd, d est la dimension de
1'espace, et a, est la portée de la covariance Co(h).Donc quand a, est
trés petite, cette quantité devient négligeable et il ne reste donc

que la partie principale

On obtient immédiatement le variogramme moyen Y(V,V') de la microstruc-
ture en utilisant la relation Yo(h) = Co(o) - Co(h). Ainsi, dans les
quatre cas de figures possibles, covariance et variogramme moyens de

la microstructure s'expriment alors :

viev CRCAN) “% ou ¥ _(V,v') = C_(o) —%
V' =V c (v,v) =~ %— ou ¥ _(V,V) =C_(o) —%
VNV =@ 'c:(V,V') =0 ou Y (V,V'} = Co(o)

§

I1-3.3.2 Calculs des variances d'estimation et de dispersion.

Muni des covariances moyennes CO(V,V'), les calculs

des variances, pour la composante pépite, sont immédiats.

A
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a - Variance de dispersion : D2(v|V) E;(v,v) - E;(V,V)

D2 (v| V)

i
>
N
4=
i
<|—
\-/

TW,V) + C(v,v) -2 C(v,V)

1 1 vV
A‘<;7+ v 2 vV )

b - Variance d'estimation : 02(v,V)

it

62 (v,V)

avec A = Jco(h) dh.

11-3.4 Régqularisation d'un Effet de Pépite de Microstructure.

En pratique, les données ne sont jamais ponctuelles : les données
correspondent & des échantillons de volume v (v est un trongon de carotte, une

rainure...) ; les microstructures sont donc régularisées.

La constante de pépite COV observée sur le variogramme régula-
risé différe donc de la constante C0 observable sur le variogramme ponctuel.
Cependant, COV peut se calculer & partir de Co dans le cas ol v est grand par

rapport a a s la portée de la microstructure :
Soient | - Yo(h) le variogramme ponctuel de la microstructure

- Yov(h) le variogramme de la microstructure calculé avec des échan-

tillons de volume v

- Yov(h) = Yo(v,vh) - Yo(v,v) vy =V translaté du vecteur h
D'aprés 3-3.2, VQ(Vth) et VQ(V,V) se calculent facilement moyennant 1'hypo-
thése que v et h sont grands vis-a-vis de a s ainsi on obtient :

_A Mes v (1 v,
Yov(h) =7 A v2 1

<4

Les variogrammes sont toujours calculés pour des distances h telles que v N vh
=9 , c'est-a~dire que les échantillons ne se chevauchent pas ; ainsi en pra-
tique :
A
e —— =
Yoo = T avec A Jco(h) dh

L'effet de pépite est donc inversement proportionnel a la taille des échantil-
lons. En conséquence, la constante de pépite CcV qui affecte le variogramme
régularisé sur un support V peut &tre calculée a partir de Cov’ la constante

de pépite observable sur le variogramme Yv(h), calculé a partir d'échantillons



-3 -

de support v.

C =
ov

<> <l
(o]
<3
<

CoV =

Cette propriété fournit une méthode pour diminuer 1'effet de pépite de micro-

structure : le volume des échantillons doit &tre augmenté.

Si 1'effet de pépite dfi aux microstructures se régularise,
1'effet de pépite dii aux erreurs de mesure n'a pas toujours un comportement

comparable.

Si la régularisation sur le support V est effectuée en moyennant
n échantillons de support v, c'est-a-dire que V = nv et sous 1'hypothése que
les erreurs d'échantillonnage des échantillons v, de variance Var(eﬁ) sont in-
dépendantes entre elles et indépendantes des valeurs prises par les échantil=

lons, la constante de pépite du variogramme régularisé Yov(h) vaut alors :

¢ - c . Va;(sv) ) v COV . Vgx?ev)
o} oV n v n
c Var(e )
C - ov + = . v
o n n

ol COv est 1'effet de pépite observable sur le variogramme Yov(h)'

Si le variogramme Yov(h) est calculé directement avec des échan-—
tillons de volume V et si les erreurs d'échantillonnage des échantillons V ad-

mettent une variance Var(e#), la constante de pépite de Yov(h) vaut alors :

<
it

o= Coy ¥ Var(sv)

v COV
= g \
7 + Var(€V

La constante de pépite associée a Yov(h) peut donc Eétre obtenue
de deux manieres différentes, 1'une par régularisation sur un volume V = nv,
1'autre par calcul direct avec des échantillons de volume V. On constate par-
fois en pratique que les 2 résultats ne sont pas équivalents : cela signifie
que 1'un des termes Var(sv)/n ou Var(ev) ou méme les deux, ne sont pas négli-

geables. Une étude détaillée de 1'échantillonnage est alors conseillée.
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REMARQUE : Tous les développements précédents reposent sur les hypotheses impor-
tantes que les distances "h" et les volumes v sont trés grands par rapport a
a la portée du variogramme yo(h) des microstructures. Ainéi, pour des miné-
ralisations irréguliéres, (trés "pépitiques") comme des minéralisations auri-
féres (4 Au libre) par exemple, bien que les distances h des observations et
des calculs pratiques soient grands, les volumes des échantillons ne sont pas
toujours de grande taille par rapport aux domaines de variabilités des micro-
structures. Ce sont de tels cas qui seront examinés dans la partie de la these
consacrée au calcul explicite de 1l'effet de pépite dans le cas d'une micro-

structure étudiée & 1'aide de processus de points.

I1-4. AUTRES INFLUENCES DE L'EFFET DE PEPITE.

L'effet de pépite qui affecte donc le variogramme se répercute sur tous
les opérateurs géostatistiques ; ses influences sur les variances de dispersion
et d'estimation et sur la régularisation viennent d'€@tre rappelées ; pour &tre
complet, son influence sur le krigeage peut aussi &tre mentionnée.

78 est 1'estimation de Z(v) = %‘J\Z(X) dx, par une combinaison linéaire
~des données disponibles Za : ZK =7, 2> Za' Les pondérateurs 2* sont obtenus

par la résolution du systéme de krigeage (& moyenne inconnue)

B — = Z 1 s
%; A YaB tu = Yuv o 1an

%«l B ot Tag = Y(vgsvp)

] 2 — —
La variance de krigeage s'écrivant alors : Og = > A% yov + p = y(V,V)
o

a/ Krigeage en présence d'un effet de pépite pur.

L'effet de pépite pur peut donc &tre interprété comme une microstruc-
ture de variogramme Yo(h) de portée trés petite : Yo(h) = CO(O)— Co(h)° Les
variogrammes moyens qui interviennent dans le systéme de krigeage ont été cal-

culés au paragraphe 3-3.1 :

Les échantillons sont de support v, v << V
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- A _ . _ s .
Yo(va,va) = Co S < CO COv Cov la constante de pépite du vario
gramme régularisé Yov(h)
Yo(vd’VB) =C, car v, N VB =0
Yo(va,V) = Co si v, nNvs=~a
vnv v C
vy = -— __.___._.i'. —-.é'.:: -— ov:x 1
Yo, (Vs V) =C,  — A T, .==<cO 5 = C, 5 ¢, sivyCcV.
Y v, V) = ¢
Le systéme s'écrit alors :
e - )+ AP vu=o a=12n
[o] B#OL o (o] .
et comme 2, ku = 1, le systéme se simplifie :
o
AT ¢ = | Y
ov by o= oV ¢ 2% _1
n o n n
2 A=1)
o=1 g

n est le nombre d'informations disponibles.

Dans le cas d'un effet de pépite pur, toutes les informations ont le
méme poids : le krigeage est donc une moyenne arithmétique des données disponi-
bles. On dit que 1l'effet de pépite "léve les écrans", car les informations

éloignées du bloc 2 estimer ont autant de poids que les informations rapprochées.
2 C
. . ov . L
La variance de krigeage prend alors la valeur 10y =~ » qui repré-
sente donc la variance des échantillons v, divisée par n : c'est le résultat
classique de la variance d'estimation de la moyenne arithmétique de données
indépendantes. L'effet de pépite pur correspond bien (cf 3.2) & 1l'indépendance

de toutes les données.

b/ Krigeage en présence d'un effet de pépite.

Le variogramme y(h) peut alors &tre modélisé par la somme d'une micro-
structure de variogramme yo(h) de portée petite, représentant l'effet de pépite,

et d'une structure de variogramme y1(h) de portée beaucoup plus grande :

Y@ =y (B) + v, ()
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En introduisant les variogrammes moyens utilisés dans le cas de

1'effet de pépite pur, on obtient le systéme de krigeage suivant :

]
gy
B

» (?1 (Vo) = Coy) ¥ B? ¢ ?1 (Va’VB) T =71 SR o
4 0,

A% =
~ :

~

c¢'est-a-dire que l'on retranche Cév 3 tous les termes de la diagonale du sys-—

téme formulé uniquement avec y1(h), i.e. sans effet de pépite.
Les conséquences de 1'effet de pépite sur le krigeage sont doubles :
- il lisse les estimations

- il léve les écrans, c'est-a-dire que les informations éloignées
ont un poids plus important en présence d'un effet de pépite que
sans effet de pépite, 3 configuration égale. Le cas extréme est
naturellement l'effet de pépite pur, pour lequel toutes les infor-—

mations ont le méme poids.

¢/ Krigeage en présence d'erreurs de mesure.

Le variogramme peut alors s'exprimer par la somme d'un variogramme
continu Y1(h), qui représente effectivement la structure, et de la variance

2
des erreurs de mesure 0. (cf paragraphe 2.1) :

v(h) = Y1(h) + GZ

Rappelons que cette formulation n'est possible que moyennant quel-
ques hypothéses sur les erreurs de mesure, notamment 1'absence de biais; les
erreurs ne sont pas systématiques si elles sont indépendantes entre elles et

indépendantes des valeurs expérimentales.

Dans ces conditions, le systéme de krigeage s'écrit :
2w v ) o)+ B a8y v v = ,T
170’ o € 1 0B 10

B #o.
2% =

2
c'est—-a-dire que le terme O (variance des erreurs de mesure) est retranché

du terme de la diagonale du ler membre du systéme écrit avec Y1(h). L'influ-
ence des erreurs de mesure sur le systéme de krigeage est la méme que celle

de 1'effet de pépite.
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II-5. REPRESENTATION DE L'EFFET DE PEPITE PAR UNE MESURE DE DIRAC.

L'effet de pépite engendré par une microstructure admet donc un vario-
gramme Yo(h), respectivement une covariance Co(h), qui atteint son palier trés
rapidement, pratiquement dés que la distance h devient non nulle : c'est-a-

dire que la portée a_ est trés petite.

v, ) = ¢ ) - Co(h) pour h £ a

(o]

]

Co(h) 0 pour h > a_ pratiquement pour h # O

et alors yo(h) = CO(O) = Co

Pratiquement, les distances d'observation sont toujours grandes vis-a-
vis de a s si bien que la microstructure ne se manifeste que par son variogramme
Yo(h) = Co. Le comportement d'une telle structure peut &tre modélisé de fagon
plus symbolique : la fonction de covariance Co(h) est assimulée 3 une mesure
A § qui ne charge que l'origine ; sa masse en x = O vaut alors A =\[Co(h) da 3
§ est la mesure de Dirac a l'origine. Nous introduisons ici la représentation
des covariances en terme de mesure de Dirac, car elle nous sera utile ultérieu-
rement. En fait, cette notation est transparente pour l'utilisateur, car les
échantillons élémentaires ont toujours un volume (ou support) v ; ainsi les
covariances observées sont des covariances régularisées, et la notation en

terme de Dirac disparaft.

Soit C(h) la covariance ponctuelle d'une variable régionalisée, compre-

nant un terme pépitique Co(h) et un terme continu C1(h) :

En introduisant la notation en terme de Dirac :

C=A6+C1

Par régularisation sur un support V, on obtient

C(h) =A5%-)— +V12—C*K(h)

ot K(h) est le covariogramme géométrique du support V.

Notons précieusement ce résultat, c'est celui-12 méme qui sera retrouvé
dans les chapitres concernant le calcul explicite de l'effet de pépite & partir

d'un processus de points.
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DEUXIEME PARTIE

CALCUL EXPLICITE DE L'EFFET DE PEPITE

DANS

LE

CAS D'UNE MICROSTRUCTURE
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I - INTRODUCTION ET EXEMPLE

I-1. LES MICROSTRUCTURES.

Le chapitre III de la premidre partie nous rappelle les différentes
causes de l'effet de pépite et parmi celles—ci l'effet de pépite dd a 1l'exis-—
tence de microstructures. Mais que sont ces microstructures ? Elles apparais-—
sent le plus souvent dans des minerais trés erratiques pour lesquels des échan-
tillons trés voisins peuvent présenter des teneurs tres différentes, un peu
du type tout ou rien : ceci arrive fréquemment dans des minéralisations qui
se manifestent sous forme de cristaux, de grains, de particules ou de pépites
de métal dans une gangue stérile ; si bien que la présence ou non d'une parti-=
cule dans 1'échantillon modifie fortement la teneur. Intuitivement, on sent
trés bien que la taille de 1'échantillon doit &tre corrélée a la fréquence
et 4 la répartition spatiale des particules afin d'atténuer cet effet de tout
ou rien, qui se manifeste sur le variogramme sous forme d'un effet de pépite
(avec les conséquences rappelées précédemment). C'est d'ailleurs ainsi qu'o-
pérent géologues et mineurs qui préldvent systématiquement de gros échantillons

(de plusieurs dm® ou m®) dans des minéralisations de ce type (Au ou wolframite

par exemple).

Mise & part cette intuition naturaliste, aucune formulation ne permet
encore d'adapter les volumes des prélévements & la répartition spatiale des
particules. C'est 1'objectif que se fixe cette étude : étudier 1l'importance
de 1'effet de pépite en fonction du volume des prélévements et de la répar—
tition spatiale des particules. Aussi des hypothéses doivent-elles &tre faites
quant 3 la distribution des particules. Les processus de points vont en per-

mettre la modélisation.

I-2. LES PROCESSUS PONCTUELS.

Un processus ponctuel dans le plan ou dans 1'éspace est un phénoméne
aléatoire dont chaque réalisation est un ensemble de points dispersés dans

1'espace et ne présentant aucune accumulation infinie dans tout domaine borné.

Bien que les pépites ou plus généralement les particules de métal aient

une taille non négligeable et rarement constante, si chaque grain est représenté
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dans le plan par son centre de gravité, la répartition des grains dans une

lame mince ou une section polie correspond bien & un processus de points :

un processus ponctuel peut alors &tre utilisé pour modéliser la répartition

spatiale des particules.

Pour caractériser un processus de points, on a souvent recours a sa
mesure de comptage N. Ainsi, si B est un domaine quelconque, N(B) est une
variable aléatoire représentant le nombre de points du processus tombés dans

B . La mesure de comptage est additive :
N(AU B) + N(AN B) = N(A) + N(B)

et croissante :

AC B N(A) £ N(B)

Dans cette partie, nous nous intéresserons essentiellement a des pro-
cessus stationnaires, c'est-a-dire des processus spatialement homogénes. Dans
un tel cas; il est assez intuitif, et un théoréme 1'établit, que le nombre
moyen de points tombés dans un domaine B soit proportionnel & la mesure de

ce domaine (la surface dans IR?, le volume dans IR3) ; ce qui s'écrit :

E(N(B)) = X Mes(B)

Le nombre A est le nombre moyen de points tombés dans un domaine unité.

On 1'appelle densité du processus.

Les trois principaux processus de points illustrés par les Figures 4, 5

et 6 sont :

- le processus de Poisson (Fig. 4) : il est caractérisé par 1'indépen—

dance de N(B) et N(B') lorsque les deux ensembles B et B' sont dis-
joints.Ce cas correspond en fait a une absence de structure, c'est-a-
dire 3 un effet de pépite pur : en effet, pour tout échantillon B et
B' (en pratique toujours disjoints), N(B), le nombre de points tombés
dans B, est indépendant de N(B'), le nombre de points tombés dans B' ;
c'est bien la définition de l'effet de pépite pur donnée dans I-3.2

de la premidre partie.

- le schéma du tireur (G. Matheron, 1969) (Fig. 5) .

A partir de chaque point d'un processus de Poisson, appelé germe,
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PROCESSUS DE POISSON
de densité A= 1.00
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Figure 6.
SCHEMA DU TIREUR

Densité de germes: 0.20

Nombre moyen de points par nuage: 5

. . °
. .
.
.
. . .
°
. L :
o .
. °
.
b 4 . ® .
. - .
.
.* s
. . . o
* * L4 ']
. 'Y
. .'
. .
.
[3 f e ® ¢
* .
» 0
. * .
. . .
L . .
. .
* . e .
° . .
L * -
.
.
. » L)
.
Figure 5.

MODELE DE REPULSION
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est implanté un nuage (ou salve) de points ; le nombre M de points de
chaque nuage est aléatoire, et chaque point est implanté par rapport
au germe indépendamment des autres et selon une certaine loi de proba-
bilité. C'est le schéma qui sera utilisé pour modéliser l'effet de
pépite, car il correspond bien aux observations faites sur la réparti-

tion des particules d'Au, de WO,, voire de Mo.

- le modéle de répulsion (Fig. 6)

Ce modéle a été introduit par Matern (1960) [8] . I1 s'agit de proces-
sus de points pour lesquels chaque point du processus n'admet aucun
voisin dans un cercle de rayon R, R > 0. De nombreuses variantes exis-—
tent, par exemple : 4 partir d'un processus de points poissoniens, un
modéle de répulsion peut &tre obtenu en Stant tous les couples de points
distants de moins de R 1'un de 1'autre. Dans JR?2, la probabilité d'obtenir

un point dans dx est alors :

P(N(dx) = 1) = 0 exp(- 67 R?) dx

I-3. LE PROCESSUS DE POISSON ET L'EFFET DE PEPITE PUR  (G. Matheron {:9])

Avant de développer le schéma du tireur, 1'exemple classique du processus
de Poisson montrera comment relier un processus de points a 1l'effet de pépite

de microstructure . N(V) est le nombre de particules tombant dans un domaine V.

I-3.1 N(V) est une Variable de Poisson de Parametre A|V|

Les points (pépites) sont répartis selon un processus de Poisson ;

dans ces conditions :

{ P(N(dx) 1) = A dx

. P(N(dx)

0) 1 - A dx

Soit G(s) la fonction génératrice de N(V) : G(s) = E(SN(V))

or N(V) = 2. N(dx)
dx¢e_ V
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les dx sont disjoints, donc la fonction génératrice pourra s'éerire

2: N (dx) |
G(s) = E(s dx y = I E(SN(dX))
dx €V

G(s) = M (1 -4 dx) s° + Adx ¢!

dx €V J*

X ~-A(1-8) Jdx

Ge) = I 1 -A(1-8) dx~ I AITS)Exa v

dx €V dx€ V
G(s) = ek(s_1)IV‘ lV1= volume du .domaine V
G'(1) = E(N(V)) = Alv|
¢"(1) = E[NW).((W-1] = Var@(™) = Alv]

Loi de N(V) :

6(s) = &1Vl e“>~|V|§=f: o alvD® -alv]

: n!
. n=o
G(s) =\%2:’ Pnsn
n=o .
_opwpr e

par identification : P(N(V) =n) = =7

Donc N(V) suit une loi de Poisson de parametre A V|

I-3.2 CALCUL DU VARIOGRAMME DE Z(x) = N(VX)

Les pépites sont réparties dans l'espace R? selon un processus de

. . 4 a .
Poisson de demsité ), c'est-a-dire que :

i) E(N(V)) = X]Vl le nombre de pépites contenues dans 1'échantillon V est
proportionnel 2 la mesure de V ; N(V) est une variable de Poisson de

moyenne A|V].

ii) N(V) et N(V') sont indépendants dés que v v =¢

Calculons le variogramme de la fonction aléatoire Z(x) = N(Vx) ol

V. représente 1'échantillon V centré en x :

Cov(Z(x+h), Z(x)) = E(Z(x+h) Z(x)) - E(Z(x+h))E(Z(x))

]

Cc(h)

E(N(V) N(V_,.)) - E [N E[ N(V_)]
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Décomposons V et Vx+h en V1, V2 et V, tels que :

3
Vi = Ve Vean
V3 = Ve Vx
Vo = Ve 0 Ve
v Vs ) N(V,) = N(V,) + N(V,)
/ N(V ) = N(V,) + N(V,)
x Va+h
alors :
vnv,=%  E{NE) N ]=E[Nw)] . E[NE,]
VNV, =@ E[N(V) NE)]=E[NV)D] . E[NE,)]
v, N >V3 = E[N(V,) NV ]=E[ N(v,) ] . E[N(V,)]

C(h) devient alors :

Il
1

cw) = e[nwY?] - E[Nwp]" = var [N(v,)]

c(h) ) A K(h)

AV, | = A Mes(V_n V_,.

K(h) est le covariogramme géométrique de V (cf. Annexe II)

K(o) = Mes(V) =|VI
par définition y(h) = C(o) - C(h)
y(h) = AK(0) - K(h)]

Les échantillons prélevés en pratique sont toujours disjoints
(ils ne se chevauchent pas) et dans ce cas le covariogramme géométrique K(h) = O
par exemple si V est un cercle de rayon R, K(h) = O pour h 2 h0 avec h0 = 2 R,
Le variogramme expérimental calculé avec ces échantillons sera donc constant et

égal 3 AK(o) = AV : c'est un effet de pépite pur.
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1¥(h)

AV I 5
]

VA K(h)=0

/7 P ¥(W)=2v

;' ! Echelle dobservation pravique
J |
' !
ho >
Figure 7

De ces résultats on déduit facilement la covariance de la

teneur t(V) N (V)

t(v) = Mes (V)

Cov(t(V), t(Vh)) Cc(h)

_ A KM
K2 (o)

et alors

vy = A - K()

A

ou A- car les échantillons
K (o)

vl

qui en pratique est toujours égal a C0 =

sont toujours disjoints.
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I1 - LE SCHEMA DE SALVES DE POINTS (CAS STATIONNAIRE)

C'est le processus de points qui semble le plus apte a4 modéliser la
répartition de particules ou de pépites dans une minéralisation : ces parti-
cules sont dispersées dans une gangue généralement stérile. La notion de
"nuages" de pépites correspond bien aux observations pratiques et les géolo-

gues confirment d'ailleurs ce phénomeéne.

Ce chapitre présente, dans le cas stationnaire (les paramétres défi-
nissant le modéle ne sont pas régionalisés) 1'étude théorique d'un schéma du
tireur : la moyenne et la variance de la quantité de métal y sont calculées ;
les calculs seront partiellement développés en ce qui concerne les fonctions
de probabilité utilisées pour permettre 1'inférence du modéle 3 partir de réali-
sations expérimentales. Toutefois, ce probléeme d'inférence statistique est ac-—
tuellement loin d'@tre résolu ; les paramétres des modeles sont généralement

approximés grice 2 des simulations successives.

Le chapitre suivant sera consacré & une application sur des simulationms,
la comparaison entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux y
sera présentée. Une modélisation simple de la variance de la quantité de métal

dans les échantillons sera proposée dans un cas particulier.

I1-1. DEFINITIONS, HYPOTHESES ET NOTATIONS.

11-1.1 Définition et Hypotheses.

Le processus de salves (ou de nuages) de points ou schéma du

tireur, est caractérisé par les propriétés suivantes :

i) les germes des nuages sont implantés selon un processus de Poisson

de densité SG.

e
e
p 4

le nombre de points dans un nuage centré en X, M(x), suit une loi

de probabilité de fonction génératrice
[o.0]

H(s) = 2, p s" = E(SM(X))

m
m=0

Les nombres de points de deux nuages différents sont indépendants.
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iii) chaque point d'un nuage est implanté par rapport au germe indépen-
damment des autres points et selon une loi de probabilité isotrope
F(dx).

iv) chaque point d'un nuage est affecté d'une certaine quantité de

métal q, caractérisée par sa transformée de Laplace @) = E(e—xq).
Les quantités de métal d'une particule a une autre sont indépendan-
tes.

I1-1.2 Notations.

X représente un point, dans R? ou dans R3, de coordonnées X s X
X . L'intégrale | f£(x) dx est une intégrale étendue a3 tout l'es-
pace et s'exprime

4+ 4+ 4+
j dw J dv J f(x ,x_,x ) du dans R?
Joo J o o uw v v

B est un domaine de l'espace représentant un échantillon

K(h) est le covariogramme géométrique de B (cf Annexe I1). le volume
(ou surface) de B vaut alors K(o).

u(B) est le nombre de germes contenus dans B.

N(B) est le nombre de particules (ou de points de processus) contenus
dans B.

Q(B) est la quantité de métal contenue dans B.

T(B) = Q(B) /Mes(B) est la teneur de 1'échantillon B.

u(B), N(B), Q(B) et T(B) sont des variables aléatoires.

H(s) est la fonction génératrice de la variable aléatoire M, le nom-
bre de points dans un nuage, de moyenne H'(1) = M.

F(x) est la fonction de distribution des distances des particules
d'un nuage au centre du nuage (ou germe). F(x) admet une den-
sité £(x) :

F(s) = Faw)
B
V.,
g (h) est le covariogramme de f(x) g=f*f
g(h) =f £(x) £(x+h) dh
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11-2. TRANSFORMEE DE LAPLACE DE LA QUANTITE DE METAL Q(B).

Ce calcul interviendra plusieurs fois par la suite, aussi n'est-il pas

inutile de présenter au moins une fois son développement détaillé.

Les germes des nuages sont Poissoniens, donc :

P[uax) = 1] =9, dx
P[udx) = 0] =1-9, dx
Pl u@dx) > 1] = o(dx)

Un germe donné engendre une salve de M points (PM=m) = P > H(s) =§E:pm s™

répartis indépendamment les uns des autres autour du germe selon la loi F(dx).

SOlt QX(B) la quantité de métal tombée dans le domaine B, venant d'une ,
salve implantée en x. Bien entendu, s'il n 'y a pas de germe Poissonnien lmplante

en x, QX(B) = 0. La transformée de Laplace de Q(B) s'écrit alors :

A2 %®
60y = e[ M®] cgle HER T ] 1)
et, d'aprés 1'indépendance de Poisson
| -2Q, (B)
p\) = T d [e % ]
dx€ R
‘XQX(B)
I1 faut maintenant évaluer ¢X(X) = E[e ] . Pour cela, on condition-.

nalise par rapport au nombre de germes tombés dans dx. Ainsi :

-AQ_(B)
¢X(k) = (1 = GG dx) E[ e QX lp(dx) = 0]
| -)q, (B)
+ 6, dx Ef e | plax) = 1] + o(ax) (2)
-AQ (B)
Or nous savons que QX(B) = 0 si p(dx) = 0 donc E[ ‘p(dx) ] =1,
. -AQ, (B)

Que vaut par ailleurs le second terme E[ e | p(dx) = 1] ? Afin de le

calculer nous effectuons une seconde conditionnalisation quli porte, cette
fois, sur le nombre M(x) de points de la salve implantée & partir du germe X :

400

Q,_(B) : -AQ_ (B)
Ef e ® l pldx=17= 2 P[M(x)=m] E[e % | p@ax) = 1 et M(x) = m] (3

n=0o
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Supposons maintenant que M(x) = m. Les m points de la salve sont alors
AT SYRERS et leurs quantités de métal correspondantes sont Ags Gooeredye
Compte tenu de la position du germe en X, le point v implanté par rapport au
germe aura une incidence en B si et seulement si x + y; € B, soit, si yi€: B_.
domaine déduit de B par translation du vecteur -x. Or, le point v appartient
a B_, avec la probabilité F(B_X). Exprimée en terme de transformée de Laplace,

la contribution a QX(B) relative a ce point est donc :

[1- F(B_X)] e + F(B_) QM)

q.
avec 9Q) = E[ e l] la transformée de Laplace de la quantité

de métal d'un point d'une salve.

Et en conséquence de 1'indépendance conditionnelle des m points de la

salve, on obtient alors :

-AQ, (B) .
Ele lu@x) =1, MG =n]=[1-FE_DU ~-90))]

ce qui donne, en reportant cette expression dans (3)

-AQ, (B) 420
Ele * |u@ =1]=2 #Hue) =nll1 - (1-00) FE_]

n=o

-ul1 - (-900) Fe_ ]
En réintégrant cette valeur dans (2), nous obtenons ¢X(X)

9 00 = (1 = 8 dx) + 6, dx . H[ 1 - (1- Q) F(B_X>] + 0 (dx)

= exp 0, ax@[ 1 - (-0 F(B_X) 1 - 1)

Puis en effectuant le produit des ¢X(A) pour tout dx de Rd, d'aprés (1), on

trouve la transformée de Laplace de Q(B) :

£

-0, j[1 -l 1 - (-9 ) FG_)]]ax
d)()\) = e 1T1.2.d
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I1-3. MOYENNE ET VARIANCE DE Q(B)

11-3.1 Développement des Calculs.

La moyenne et la variance de Q(B) s'obtiennent immédiatement en

dérivant Ln ¢(A) :

pQ) =Ln¢Q) =6, J[H(1 —'FX(1—¢(A)) - 1] dx en posant F(B_) =F

X
' _¢'Q)
Y M\ W
') =P Q) $'(0) = Y'(o) = - E(Q(B))

O"O) = U"O) 60 + PTA) 6"
$"(0) = Y"(0) +[6'()] = EQ(B)?)

P (o) = Var(Q(B))

Nous calculerons ¥' (o) et " (o) par un développement limité de Y(A) a l'origine :

YOO =) + AP + A P + o) (1

Par ailleurs nous aurons également besoin du développement limité de P(A) a

1'origine :

90 = 9(0) + A9 (o) + 1 97(0) + 0(h2)
or nous savons que  9(o) = 1
¢'(0) = -E(@) =-74q
9" (o) = E(q?) = q, = q* + 0;
ainsi donc P00 = 1 =T +aqy B+ 002)

et du développement de H(1-s) au voisinage de s =0, qui donne :

H(1-s) = 1= s B'(1) + 3= H'(1) + o(s?)

ainsi obtient-on le développement limité de
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il

i1 - F @-q, & +..0]

H(1 - F_+F_ 9Q)) 5

1 =F (P-q, 22) B'(1) + @ 52 F 8'(1) + o(A2)
X A9, 2 ; q 2 “x °©

et ensuite celui de U(A)

v = er "’—FX B'(D qr + (Fx g, B'(1) +q F_H"(1) %"— + o<>x2>>€dx

En identifiant terme 3 terme ce développement avec (1), on obtient facilement

la moyenne et la variance de Q(®)

E(Q(B))= q H'(1) GGJF(B_i) dx I1.3.1 A

var(Q(B)) = 0, ' (1) (g + 0;) J‘F(B;X')dx +q2 H'(1) O, jFZ (B_ )dx
II.3.1 B

Pour mémoire q = - 9'(0) et (P + oé) = 9" (o)
H'(1) =m = EM) et H'(1) = EQMM-1))

M est le nombre de points dans un nuage.

II-3.2 Moyenne et Variance de Q(g)

Les intégralesJ\F(B_x)dx et \[Fz(B_X)dx qui interviennent dans
les expressions II.3.1 A et B se simplifient ; le calcul est donné en Annexe

III. On obtient aloré :

EWQ(B)) = - 8, H'(1) 9" (o) Mes(B)
= 6, q m Mes(B) II1.3.2 A
Var(Q(B)) = GG H'(1) 9" (o) Mes(B) + eG P (0)2 H"(1)\[g(h) K(h)dh
= 0, m(q + o;) Mes(B) + 8, T EMQE-1)) g * K(o)
I1.3.2 B
Posons €y =~ H'(1) ¢'(0)
c, = H'(1) 9"(0)

H'(1) 9'(0)?
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alors
EWQ(B)) = GG C1 Mes (B)

Var(Q(B)) ==6G C, Mes(B) + 6 C, g * K(o)

}1-3.3 Cas Particuliers.

I1-3.3.1__La quantité de métal d'une particule élémentaire_est

constante.

T=-0"'0) =1 et 9"(0) = q + d; =1; P = e

C'est le schéma du tireur classique: Q(B) = N(B)
EQ()) = EQN(B)) = B H'(1) Mes(B)

Var(N(B)) = 9G H'(1) Mes(B) + 9G H"(1)J‘g(h) K(h) dh

II-3.3.2 Chaque nuage ne comporte qu'un point_et_ tous_les points

ont le méme poids.

On retrouve le processus de Poisson qui a engendré les

salves
H'(1) =1 (q4=1
H'(1) =0 et 0; =0
H(s) = s

E(N(@®)) = QG Mes (B)
Var(N(B)) = QG Mes (B)

La fonction génératrice G(s) de N(B) s'obtient immédiatement :

B = exp - 0. | FGB_)(1 - 9(N)dx = exp ~L8,(1 =P (V) Mes (B)]
G X G

et en posant s = e A= IQN)

—GG(1—S) Mes (B)
(N = G(s) = e
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1I-4. COVARIANCE Cov(Q(B), Q(B"))

II-4.1 B et B' sont Deux Domaines Quelconques.

Le calcul de la covariance entre Q(B) et Q(B') - les quantités
de métal tombées respectivement dans les échantillons B et B' - utilise la

transformée de Laplace du couple (Q(B) Q(B")) ;
¢Qw)=E{54mm.emew}

en effet :

3 ¢?
(0,0) = EZQ(B) . Q(B)
ook {Q ? }

Le calcul de cette transformée de Laplace est tres comparable
au calcul de @()) du paragraphe précédent. Aussi ne sera-t—il pas repris en
détail et le lecteur pourra le trouver en Annexe IV. On obtient :

0 [0, 0,007 ax

d(A,u) = e II.4.1

avec ¢O(X,u) =1 + F(B_X)( Py -1) + F(le)( P)-1
Tout comme pour le calcul de la variance de Q(B), la covariance

s'obtient facilement en dérivant , Ln ¢(A,u) = ¥(A,u). On obtient alors aprés

calcul (développé en Annexe V)

Cov(Q(B),Q(B") = 0, H'(1) P7(o) Mes(B N BL) + O H'(1) P (o) [F(B_DF(BL Idx

11-4.2 B et B' sont Identiques et B' = Bh

IL'"échantillon B, est identique & B mais il est implanté a une distance
h de B. La covariance CQ(h) = Cov{(Q(B), Q(Bh)) se déduit directement du calcul pré-

cédent (voir Annexe V).:

Gu®) = 6 B'(1) "0 K@) + 8 H'(1) ¢'(0) & * KW

IT.4.2

eG m (q2 + Gczl) K(h) + eG EMM-1)) q2 g * K(h)

CQ(h) = 8 C, K(h) +6;C, g * K(h)
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i) Pour h = 0 :

ii)

iii)

Var(Q(®)) = 84 K'(1) 9"(o) Mes(B) + 0 H'(1) $'(0) g * K(o)

Si chaque nuage ne comporte qu'un point, et tous les points du
processus ont un poids égal & 1, on retrouve la covariance d'un

processus de Poisson calculée au paragraphe I.3 : c(h) = GG K(h).

La fonction aléatoire Z(x) = Q(B(x)), quantité de métal dans 1'é=

chantillon B implanté en x, est donc stationmnaire :

-~ pour tout x E(Q(B(x))) = constante

- la covariance de (Z(x), Z(x+h)) ne dépend que du vecteur h.

EXPRESSION DE LA VARIANCE ET DE LA COVARIANCE EN FONCTION DE LA

COVARIANCE PONCTUELLE.

La variance de Q(B) et la covariance CQ(h) peuvent &tre exprimées en

fonction de la covariance ponctuellefﬁg (x=y) en introduisant la mesure de
Q Y

Dirac § mentionnée dans les rappels géostatistiques (lere partie, paragraphe

1I-5)

alors

Posons C1 -H' (1) 9 (o)

]

aQ
|

, = H'(1) 9"(0)
c, =H"(1) 9' ()

g Var(Q(B)) = GG C, K(o) +C, g * K(o)

CQ(h) =0, 'C, K(h) + C, g * K(h)

G

En introduisant la mesure de Dirac notée symboliquement §(x-y) qui correspond

3 une masse unité implantée en y, K(h) s'exprime alors :

K(h)f[ J §(x~y) dx dy
B Bh

Ce résultat peut également se retrouver sachant que la convolution par § est

1'opérateur unité, soit : K = § * K.
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La covariance (respectivement la variance) s'éerit alors :
Coe) = 8¢ [c, §*K@m +C, g*KMJ
et en appliquant 1'algorithme de Cauchy :

g * K(h) =j‘g(h+u)>K(u) du =j ‘Y S g(x-y) dx dy

B Bh

La variance et la covariance s'expriment alors

c.(h) =86 j I C, 6(&-y) +C; gx-y) dx dy
Q ¢ B Bh

c'est-a~dire :

'CQ(h) =jB JB ‘éq(x—y) dx dy
. h 1I.5
| Var(Q(B)) = CQ(o) =j‘ J %é(x-y) dx dy
, BY B -

‘ ?fé(x—y) est la covariance ponctuelle de Q(B)

, Qfa(x—y) = GG c, S(x-y) + SG c, g(x-y)

II-6. OBSERVATION D'UN SCHEMA DU TIREUR.

1I-6.1 Covariance Observable.

En pratique miniére, la plupart des méthodes d'analyse des teneurs
sont destructives : elles impliquent avant toute analyse un prélévement de 1'é-
chantillon et le plus souvent un broyage de celui-ci. En conséquence, l'obser-
vation de la microstructure ne se fera qu'a partir d'échantillons disjoints :

seule une partie de la microstructure sera observable. (Figure 8 ).

Soit h_ la distance & partir de laquelle K(h) = [B N Bhl = 0.
Cette distance est égale 2 2 R quand, dans IR?, les échantillons sont des cercles

de rayon R. La covariance de Q(B) est alors, pour h 2 ho

Cé(h) = 0, C, g * K(h) I1.6.A
avec c, =H"(1) ¢'(0)?
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: _q®)
La covariance observable CT(h) de la teneur (T(B) TgT— )

est alors, pour h 2 h0

g * K(h)

O I1.6.B

1
Cp(h) =6, C,

G

I11-6.2 Effet de Pépite Observable.

Le variogramme de la microstructure est YT(h) = CT(O) - CTGI).

Appelons a, la distance pour laquelle CT(h) =0 : a  est la

portée de la covariance.

i) Pour hO £ h < a, s le terme de covariance C%(h) n'est pas nul
et ainsi 1'effet de pépite observable macroscopiquement est
alors (cf Figure 8 )

* K(h
g h)

C =CT(O)—6 W

o] Cs

G

Rappelons que CT(o) = Var(T(B)).

1
ii) Pour h 2 a s le terme de covariance CT(h) est alors nul. La
microstructure apparait macroscopiquement comme un effet de

pépite pur. Cé qui vaut alors :

c! =C.(0) =9 e 6. c, B Xio) I1.6.C
o T G X(o) G 73 R(o)? te
ot K(o) = |B| est la mesure de 1'échantillon.
I‘ K(h)#0 i Kh)=0 +
] )
C3=C1(0 A e e e O . W

CT(ho):C?,»(hﬂ)* “““““““

Co= Gr(ﬂ) "G‘T(ha);;yﬂ’a‘— L Ty

hp - Y

Echelle dabservation classique les échamtillons
Sonf digioints

Figure 8
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La valeur de l'effet de pépite Cé et le comportement du terme
de covariance C%(h) dépendent beaucoup du produit de convolution g * K(h).

Etudions~le plus précisément.

11-6.3 Comportement de g * K(h).

i) Pour h trés grand :

8, Cs 8¢ Cs
C%(h) = R(5)T & * K(h) = RO g(u+h) K(u) du

Puisque K(u) est nul pour les distances supérieures a la plus
grande variation diamétrale d'un échantillon B, l'intégration

est restreinte au domaine B, et alors, pour h grand
g(u+h) =~ g(h)
GG C,
on a alors C%(h):: BIOH g(h) J\K(u) du

Cr(h) =~ 6, Cq g(h) . I1.6.3A

Pour les grandes.distances de h, le comportement du variogramme
dépendra donc:. essentiellement de g(h); c'est-a~dire physique-
ment de la taille des nuages de points. Plus les nuages seront

étalés, plus la portée de la covariance sera grande.

ii) Pour h qui tend vers O :
Deux cas sont alors & considérer

g2 > R : les échantillons sont petits par rapport a la taille
des nuages : l'intégrale est calculée sur un petit
domaine, et sur ce domaine on peut admettre que g(u)
est pratiquement constant. Donc :
o? >> R g * K(o) g(o)J‘K(u) du
h~+0
L'effet de pépite Cé est alors, en premiére approxi-—

mation, égal a

8.C
c' S 2 410 c. g(o) II.6.3B
o = "K(o) ¢ v 89 "0




_59_

L'effet de pépite dépend donc directement de la taille des

nuages par l'intermédiaire de g(o).

g? << R : les échantillons sont grands par rapport a la taille
des nuages. On peut donc cette fois admettre en 1ére
approximation que K(u) est constant sur le domaine
d'intégration, car dans ce cas g(u) a une portée trés

petite.
Donc g * K(o) e:K(o)\[ g(u) du = K(0)

L'effet de pépite Cé est en lere approximation égal a

Remarquons que dans ce cas une meilleure approximation
peut €tre obtenue en effectuant le développement limité

de K(h) & 1'origine (voir Annexe II), et alors :

+00
8o C. 0, C,

Cl & oy Dy [1- éng\ i u? o (u)du] I1.6.3C

[Ble]

Y ’ » -~ ’ . v
ou P est le périmetre d'un échantillon B et g =f * f,
f est la fonction de densité de la loi de répartition
des points dans un nuage. Un exemple de calcul sera donné

au paragraphe IV-3.
REMARQUE : En repassant aux coordonnées polaires

J
: J
2 du = —— d
L u? g(u) du o ), [vl g(v) dv

y
Or g(v) = £ * £(v) n'est autre que la densité de X - Y ot X et Y suivent

indépendamment la loi f. Si bien que

+00
j u? g(w) du =5~ EC |X - %] )
-0
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E( IX - Y| ) représente physiquement la distance moyenne entre deux points
d'un méme nuage : or cette distance est trés petite comparée aux dimensions

des échantillons. Ainsi

E(PF)" E( |X - Y] ) << 1

et pourra donc &tre négligée en toute premiére approximation, comme nous

1'avons fait précédemment.

I1-7. PROBABILITES UTILES POUR L'AJUSTEMENT D'UN MODELE.

L'ajustement d'un modéle -sur des données expérimentales nécessite en
toute rigueur la détermination de 3 lois de probabilités, ou, en pratique, si
des hypothéses peuvent &tre faites quant & la nature de ces lois, la détermi-

nation des paramétres respectifs les définissant ; c'est-a-dire :

- 1la loi du nombre de particules dans un nuage, mais qui n'intervient
dans les expressions de la variance et de la covariance que par l'intermédiaire

des moments E(M) et EM(M-1)).

- F(dx) la loi de distribution des particules d'un nuage autour du centre
de ce nuage. F(dx) sera essentiellement caractérisée par la '"taille" du nuage

c'est-a-dire par la variance de dispersion des points.

- q la loi de la quantité de métal d'une particule. En fait la loi elle-
méme n'intervient pas directement ; il suffit de connaitre les moments de ¢

(moyenne et variance) pour caractériser le modéle.

En pratique, tous ces paramétres ne sont que trés rarement obtenus indi-.

viduellement ; la plupart du temps, ils sont indissociables et ce sont les cons-—

tantes C., C, et C., définies au paragraphe précédent, qu'il faudra déterminer.

1’ 3’
I1 existe différentes méthodologies pour ajuster un processus de points. Nous

2

n'en citerons que deux :

- la méthode du plus proche voisi11[1,2,3] Elle consiste 2 calculer expé-.

rimentalement des probabilités conditionnelles sur différents supports d'échan-

tillons, puis & ajuster les courbes expérimentales par des courbes théoriques.

- la méthode de Krickeberg et Ripley [11)12] , qui introduisent "the

reduced second moment measure AZ K(t)". La méthode consiste & tracer la courbe
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expérimentale de cette fonction K(t) pour différents supports, puis a 1'encadrer

par des simulations successives.

La méthode du plus proche voisin.

C'est la seule méthode que nous présenteroms ici, car les probabilités
utiles pour 1'ajustement se déduisent facilement des équations caractérisant
le schéma du tireur. Nous développons les expressions de la probabilité de
n'avoir aucun point dans un échantillon (un disque de rayon r) et de la proba-
bilité que le plus proche voisin soit & une distance supérieure 2 r. La fonc-
tion génératrice G(s) du nombre de points N(B) contenus dans un échantillon
B, et la fonction génératrice G(s,t) du couple N(B) et N(B') se déduisent

des transformées de Laplace ®(N) et P(A,u).

Le domaine B est un cercle de centre x et de rayon r : B(x,r).

11-7.1 Probabilité de n'Avoir Aucun Point dans un Disque de Rayon
r : P(N(B) = 0).

La fonction génératrice G(s) de N(B) s'obtient directement a
partir de ¢$(A) en considérant que tous les points ont un poids q égal a 1.

Dans ces conditions @(X) =e

60y = £ UB}

¢() = exp - 8, j[1 -H[1 - FB_D U - 9] ] ax

it

Posons e = s.
G(s) = E{SN(B)} - exp - eGju - H[1-FGE_)(1-)] ) dx

On en déduit facilement la probabilité P(N(B) = 0). En effet,

o0}

Gs) = 2. PN =n) s"

n=o

P(N(B) = 0) = G(o) .

Cette probabilité vaut alors :

o.

P(N(g) = 0) = exp - GGJ 1 - H[1-F(B_X)] ) dx I1.7.1




-62-

De méme, le calcul de P(N(B) = 1) est immédiat.

G'(s) = 20 n PN(B) =) s&

n=1
G'(0) = P(N(B) = 1) €))
P(N(B) = 1) =G(o). 6, J H'[1-FGB_D]FEB_) d& (2)

1I-7.2 Probabilité pour que le Plus Proche Voisin d'un Point Donné Soit
a une Distance Supérieure a r : Q(r{o)d'aprés les notations de[1] .

(N

La fonction génératrice G(s,t) s'obtient directement a partir

de ¢ (\,u) en considérant que tous les points ont le méme poids q = 1 ; dans

ce cas @(A), la transformée de Laplace de la quantité de métal gq, vaut e

Ainsi, en posant dans l'expression II.4.1 e_x =s et e =t, on obtient

immédiatement la fonction génératrice G(s,t)

e—ecf[1 - H(G, (s,t) )]dx

6(s,t) T1.7.2A

avec Go(s,t) =1+ F(B_x)(s—1) + F(B'_X)(t—1)

Cette fonction génératrice va alors permettre le calcul de

Q(rlo). En effet, rappelons la définition de G(s,t)

n._m

G(s,t) = 2. P[N(B) =n, NB") =u]s" ¢

n,m
En dérivant G(s,t) par rapport a t,
§E£§%El - P[N(B) = n, N(B") = m] ™!
n,m
on obtient facilement que

9G(0,0)

=2~ = P[N(B) = 0, N(B") = 1}

soit en utilisant 1'expression II.7.2A

P[N(B) = 0, N(B') = 1] = G(0,0) J m'[1-F@B_) - F(B! JHB! )dx

(1
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Maintenant, en utilisant les propriétés des probabilités condi-

tionnelles, on obtient que :

oot - - el o

Cette probabilité se calcule immédiatement & partir des résultats

(2) de II.7.1 et (1) de I1.7.2.

Maintenant, considérons deux domaines B et B' centrés en O,
avec B'C B. Quand B' se réduit & un petit élément de volume dx, contenant
le point de référence, et B au cercle de rayon r centré sur ce point, la pro-
babilité P(N(B)=O] N(B')=1) est égale & Q(r[o). Ainsi, Q(r‘o) s'obtient en

prenant la limite suivante :

Q(rlo) = lim P[N(B)=0|N(B")=1]
B' > o
avec B = B(o,r)
B'C B
B' = B(o,e)

Le calcul de cette limite sera un peu plus détaillé en Annexe VI. On obtient

alors :

[o[1-r@Em] @
Q(r|o) = P(N(B(o,r)=0) = D) 11.7.2

II-7.3 Les deux probabilités P(N(B)=0) et Q(r|o) sont facilement
obtenues expérimentalement pour toute valeur de r ; leurs expressions théori-
ques sont relativement simples ; la modélisation des courbes expérimentales

ne posera donc pas de problémes en principe.
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II1 - APPLICATIONS SUR DES SIMULATIONS DANS LE PLAN

(CAS STATIONNAIRE)

Nous allons maintenant étudier les comportements de E(Q(B)) et Var(Q(B)) dans
le cas particulier ol la fonction de répartition de 1'implantation des points
dans un nuage est gaussienne. A partir de ce modéle, nous allons développer
des formules asymptotiques simples permettant de calculer la variance de Q(B)

avec une simple calculatrice de poche (Chapitre v).

Naturellement, d'autres modeéles peuvent &tre envisagés. On peut également
concevoir que les particules sont réparties uniformément autour de grains : les
modeles retenus doivent &tre adaptés aux observations expérimentales. Dans ce

chapitre, nous choisissons a priori notre modéle.

I11-1. SIMULATIONS DE SCHEMAS DE SALVES.

III-1.1 Les Parametres des Simulations.

" III-1.1a Implantation des_germes.

Les germes auront une implantation poissonnienne
de paramétre 6 ., qui représente le nombre de germes par unhité de sur—
G

face.

III-1.1b Nombre de particules par nuage.

Le nombre de particules dans un nuage suivra une

loi de Poisson de paramétre GN.

III-1.1c Quantité de métal d'une particule.

Afin de ne pas compliquer outre mesure les simula-
tions, la quantité de métal q de chaque particule sera prise constante
et égale a 1 : c'est-a-dire que Q(B) = N(B), nombre de particules tom-
bées dans un échantillon B. En fait, cela ne modifie en rien les cal-
culs car la quantité de métal élémentaire n'intervient que par ses

2

moments, moyenne ¢ et variance Uq , qui pourront &tre "injectés" en-

suite si 1'on désire retrouver les valeurs de la variance et de la
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covariance lorsque les quantités de métal q suivent une loi de moyenne
— 2
q et de variance Oq .

III-1.1d Fonction de répartition des grains dans un nuage.

La fonction de répartition des distances des points
du nuage par rapport au centre du germe, F(x), admet une densité f(x) ;
différentes fonctions de densité peuvent &tre utilisées, des fonctions
exponentielles aux fonctions uniformes : la fonction de densité gaus—
sienne isotrope dans R a été retenue pour les simulations des micro-
structures. Cette hypothése sera & valider par la suite sur données
expérimentales ; dans le cas contraire, d'autres fonctions de réparti-

tion seront a rechercher.

5
Si x est le vecteur OM \:0.est le centre du nuage (germe)

M est un point du nuage (particule)

|x[est le module du vecteur OM. Dans R" :

£f (x) = e
B (VZT7 )"
donc dans {R? ‘X]Z
T E
£(x) = 27 g ¢

La variance o2 caractérise "l'étalement du nuage".

III-1.2 Réalisation Pratique d'Une Simulation.

Toutes les simulations réalisées ici impliquent 1l'utilisation

d'une loi uniforme qui sera simulée par la méthode traditionnelle de congruence.

IIT-1.2.1 Simulation des germes poissonniens.

Pour générer les germes poissonniens dans un do-

maine L X H, il faut :

i) générer une valeur poissonnienne de paramétre GGL.H.
Soit n cette valeur générée. (La génération d'une valeur

poissonnienne est reprise en III-1.2.2).

générer n points uniformes et indépendants dans (L x H).

{aadd
[
.’
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Pour générer une valeur uniforme, nous utilisons la méthode
de congruence. A partir d'une valeur entiére d'initialisa-
tion io’ on peut générer une suite d'entiers par récurrence

i =mod (1000 x i _. , 2001179) n = 1,2...

i
. n s .
La suite X_ = gm——=e véri alors en bonne approxima-—
n = 2001179 fie alors e pproxi
tion les propriétés d'uniformité et d'indépendance requi-

ses. [10] .

III-1.2.2 Génération du nombre de points poissonniens_dans

Rappelons la méthode couramment utilisée : on met
bout 3 bout une succession de segments de longueur exponentielle de
moyenne 1, segments indépendants 1'un de 1'autre (processus de Pois-
son sur$R+) ; le nombre des extrémités qui tombent dans un segment de

longueur GN suit précisément une loi de Poisson de parametre BN.

III-1.2.3 Positionnement des points dans le nuage.

On veut donc générer un point x implanté par rapport

32 0 (le germe du nuage) selon la loi gaussienne admettant pour densgité :

On établit facilement que :
-2 /2 o2

i) le module de x, lxl , suit une loi g(r) = =
Pour obtenir lxl , on génére une valeur uniforme u,

sur [0,1] et alors la valeur lxl = G-1(u) suit la loi
g(r)
|x| = [-20? Ln(1 - G(u))]”2
u
avec G(u) =\[ g(r) dr = (1 - e—u2/202)
()

ii) 1'orientation de x, x/lxl, est uniforme sur [O,Z‘E[

iii) |x|et -%*_ sont indépendants.

x|
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II11-2. EXPRESSIONS DES MOMENTS DE Q(B) DANS LE CADRE DES SIMULATIONS.

111-2.1 Calcul de 1'Espérance et de la Variance de Q(B).

Les expressions des moments de Q(B) = N(B) sont données dans
2
le paragraphe II-3.2 et dans le cas des simulations H'(1) = eN et H'(1) = eN s

on obtient alors :

E(Q(B)) = E(N(B)) = O, O Mes(B) = 8, By K(o) III.2.a
2 [
Var(Q(B)) = 6, 6 K(o) + 8, O ] g(h) K(h) dh III.2.b
REMARQUE :
Var(Q(B)) = eG GN j\f S (x~y) + 9N g(x-y)) dx dy d'aprés (II.5)
BB

|| /407
avec | g(h) = covariogramme de £(x). Dans R? : g(h) = Z%;EE e °
K(h) = covariogramme géométrique de B. Dans R? pour un cercle de

rayon R

grmm——r— 2
K(h) = 2 R?2 Arc cos %%L - |n] v@z - l%}_

L'intégrale;[g(h) K(h) dh n'a pas d'expression simple, tous
les calculs sont effectués par une intégration numérique utilisant la méthode

de Gauss.

Toutefois, afin d'obtenir des expressions utilisables facile-
ment, des approximations seront développées au Chapitre IV : celles—ci permet~—
tront alors de calculer, dans le cas du modéle simulé, la variance de Q(B)

avec une simple calculatrice de poche,

III-2.2 Calcul de 1a Covariance

La covariance se calcule aussi facilement dans le cas des

simulations retenues a partir de 1'expression II.4.2 . On obtient :

]

Ch) = Cov(Q(B),Q(By)) = 8 B K(h) + 6 6 & * K(h)

GG GN K(h) + GG 9; f g(u+h) K(u) du

g j;B [eG GN 6(X—y) + GG e; g(X—y)]dX dy
h

d'aprés II.5.
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La probabilité de n'obtenir aucun point dans un échantillon B,
P(N(B) = 0), se calcule facilement & partir de 1l'expression II.7.1, et pour
le modéle retenu ici on trouve :

0. |.(exp[ -6, F(B_ )] -1Ddx
P(N(B) =0) =e © jﬁ [ Oy ) ]

—6y (s=1)
En effet, ici H(s) = e .
Le calcul de F(B—x)’ qui représente 1'intégration de F(dx) sur le
domaine B—x’ peut présenter quelques difficultés. Ceci est détaillé en An-

nexe VII.

I1T-4. QUELQUES EXEMPLES.

II1-4.1 Visualisation de Simulations.

Les figures 9 & 11 illustrent les simulations d'un schéma du

tireur pour différentes valeurs des paramétres du modele :

Figure 9 : densité de germe GG = 0.03, nombre moyen de points dans

un nuage GN = 5 et variance de dispersion "des points d'un

2 -
nuage autour du germe" O = 0.25 ; ce sont les parametres

utilisés au paragraphe IV ; GG = 0.03 correspond donc a
un nombre moyen de 12 germes dans un domaine 20 * 20.
: 2

Figure 10 : GG =0.03 , 6, =5.et 0 = 1. Les points des nuages sont

plus dispersés autour de leurs germes.

________ : 0, =0.03, Oy = 10. et 02 = 0.25 ; méme modéle que pour
la Figure 9, mais le nombre moyen de points dans un nuage

est ici de 10.

III-4.2 Variance des Teneurs. (Figures 12 a a d).

Variances et covariances de la quantité de métal et de la
teneur sont proportionnelles a GG, aussi toutes les courbes sont tracées avec
eG = 1. Les variances et les covariances sont d'autre part des polyndmes du
second degré en GN ; 4 valeurs de 9N (1, 5, 10 et 20) et 6 valeurs de la va-
riance de dispersion des points autour des germes (o2 = 0.1, 0.25, 0.5, 1.,5.

et 10) ont été retenues pour illustrer 1'évolution de la variance des teneurs
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en fonction de la taille des échantillons. En fait les courbes sont tracées
en fonction de R2/02 (de O & 100) qui représente le rapport entre la taille

de 1'échantillon et la taille du nuage de points.

111-4.3 Covariances des Teneurs.

La Figure 13 représente les covariances des teneurs pour
GG = 1“00’6N = 5,et 02 = 1,00, et.pour 3 valeurs des rayons des échantillons :
R = 0.10, 0.15 et 0.25, ce qui représente des rapports R?/0? de 0.01, 0.0225
et 0.0625.
La Figure 14 représente les covariances des teneurs pour les

grandes valeurs de R2/02, soient 100, 225 et 625.

On retrouve naturellement les valeurs des covariances a

1'origine sur les courbes de la Figure 12b.

Dans les deux cas (Figures 13 et 14), on observe une rupture
de pente pour h = 2R qui correspond a 1l'annulation du terme Cg'é%%%} , car
pour h > 2R les échantillons sont disjoints et K(h) = O ; on observe également
que pour h > 2R les covariances ne sont pas nulles et sont lentement décrois-—

g * K(h) . . . . . . .
santes, c'est le terme C3~iT87?—~ qui intervient seul : ce qui est illustré

par la Figure 15 qui est un grossissement de la Figure 13.
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VRARIANCE TENEURS
EN PONCTION DE RE/SR

serues Oz = 1.88

nussES Oy = 1.88

2. 0.1 8.28 0.5 1.8 5.8 18,

0 25 50 75 100

Figure 12 b.

VANT ‘
04 '1 ’ YARIANCE DES TENEURS
EN FONCTION DE AR2/82
ozmes O = 1.88
NUAGES 0;,- s.88
0% 5.1 8.25 8.5 1.8 5.0 18.

0.3

0 25 50. 5 100

iy |

Figure 12 a,
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VANIANCE DES TENEURS
EN FONCTION DE BR/3R
semies O = 1.88
NURGES O}, = 28.88

0%, 5.1 8.28 8.5 1.0 5.8 18,

L 1 1 J m
0 25 50 ] 100
Figure 12 d.
VRAT
151 VARIMNCE DES TENEURS

£M FONCTION DE RR/SE
samnes O = 1.88
NURSES 67, = 18.88
ol 5.1 8.25 8.5 1.8 8.0 18,

L — - naed

Figure 12 c.
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COVARIANCES DES TENEURS POUR
DIFFERENTS RAYONS O 'ECHANTILLON
R =@.10 , 8.15 ET 8.25

GERMES Oz = 1.00

NURGES &y = 5.98 ET o2~ 1.08

- —
1 H 1 ]
8.88 8.25 8.50 8.75 1.080
COVARIANCE
Figure 13.
COVA _
8.188- , COVARIANCES DES TENEURS POUR
) DIFFERENTS RATONS D *ECHANTILLON
- A = 16.80 , 15.88 ET 25.80

GERMES Og = 1,00
NURGES Oy = 5.98 ET oZ = 1.88
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COVRRIANCE

Figure 14.
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1.7

COVARIANCES DES TENEURS POUR
DIFFERENTS RAYONS D*ECHANTILLON

R =0.18 , @8.15 ET 8.25
GERMES 0 = 1.00
NURGES Oy = 5.00 ET 02 = 1.08
}) 1 i |
8.08 8.25 8.58 8.75 1.00

COVARIANCE

Figure 15.
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IV - AJUSTEMENT DE LA VARIANCE EXPERIMENTALE DE Q(B)

DANS LE CADRE DES SIMULATIONS

La variance de Q(B) donne directement pour les grandes valeurs de R,
(c'est-a-dire a4 1'échelle des obéervations classiques) 1'amplitude de l'effet
de pépite qui affecte le variogramme. Le paragraphe I-3  rappelle le cas de
1'effet de pépite pur.

Lorsqu'un modéle théorique est connu, la variance de Q(B) se calcule
facilement en utilisant l'expression III.2.b. Cependant, c'est la manipula-
tion inverse qui, en pratique, est vraiment intéressante : connaissant la
courbe expérimentale de variation de la variance de Q(B) en fonction du vo-
lume, on doit pouvoir ajuster cette courbe par un modéle théorique simple.
Les expressions théoriques III.2.b sont trop lourdes pour 8tre utilisées

couramment, c'est pourquoi des expressions approximées doivent &tre déter-

minées.

IV-1. DEVELOPPEMENT ET APPROXIMATION DU CALCUL DE LA VARIANCE DE Q(B).

L'expression de la variance de Q(B) est, d'aprés IIL.2.b :
= i 2
Var(Q(®)) = 8, Oy Mes(B) + 6 GNJg(h) K(h) dh

La difficulté consiste 3 intégrer g(h) K(h) sur tout 1l'espace : c'est
donc cette intégration qu'il faut simplifier. Le développement des calculs est

trés fastidieux, il est donc reporté en Annexe VIII.

Une premidre étape permet d'obtenir cette intégrale sous forme d'un

développement en série :

[o] 5 N
J‘g(h) K@) dn = (1) rem 3 (-nf SEEDL (l‘-—> L w.iaa
n=1 Nyt \ '

En développant les factoriels, on obtient alors une expression de

cette intégrale sous forme d'une fonction hypergéométrique confluente, qui

s'éerit :
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Jg(h) K(h) dh

1 R?
[1 - M(Z > —Ei')] IV.1.1.b
2 =R2 2
Rzn[1 —M(g , 2,%—;) e R/O ]

L'intégrale jg(h) K(h) dh s'exprime donc comme une fonction de R? /0%,

ott R est le rayon de 1'échantillon B, et 02 la "variance d' étalement" du nuage
de points : R2/02 représente donc physiquement le rapport de taille de 1'échan-
tillon et des nuages. Un bref ra?pel des définitions et des propriétés des

fonctions hypergéométriques confluentes est fourni en Annexe IX.

L'utilisation de ces fonctions n'est pas aisée, surtout dans le but
recherché ici ; cependant, celles-ci possédent des approximations polynomia-
les pour les grandes valeurs et les petites valeurs de la variable R2 /02, Ces

approximations sont alors d'une utilisation simple.

A partir du développement IV.1.1b la variance de Q(B) s'obtient immé-

diatement :

- f ‘ 2 3 R2\ -R2 /02
Var(Q(B)) = QG QN,MGS(B) + EG GN . WR2 [1 - MZ(E-,Z, 5?> e ]
v.h.2

De méme la variance de T(B) s'éerit alors :

Tar (1)) = &N e R A
ar " Mes(B) Mes (B) 9 %2 G2 €

IV-2. FORMULES D'APPROXIMATION

Iv-2.1 Pour’]es Grandes Valeurs de R2/0?

Quand |Z| + o M(a,b,z) agﬁihl. eZ Za_b [1 - o(”|Z|_1)]
r(a)

Donc ‘ 02
3 2 O R? f02
M('Z", s o—z)g/ﬂ: 'ﬁ' e [1 +O(RZ)]

Dans le cas des modéles retenus, la variance s'écrit alors :

) 92 2 (¢} g
var (Q(8)) = 8, O Mes(B) + Y, ®y WR? [1 "= R (1 +o(zD) ]
En terme de teneur @
8¢ O, % Oy 2 g o2
Var(t(B)) = Mes (B) MES(B) [ 'f% R (+ O(§39)] Iv.2.1
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L'effet de pépite observable au-deld de la portée de la microstructure

n'est donc pas directement proportionnel a y d'autres termes apparaissent

1
V(B
du fait de la présence des nuages.

REMARQUE : Cette variance aurait pu &€tre calculée en premiére approximation
4 partir de l'expression II.6.3c qui s'écrit ici :
2 400
c' = eG eN + eG eN 1 - 2P - j\ u? g(u) du
K(o) = K(0) K(o) g

o

en effet dans ee cas, 1'intégrale se calcule facilement puisque g(u) est
une fonction de Gauss ; on obtient alors :

+o0
2P 2(27TR) o] 2
u? g(u) du = .
K (o) 5 T R? 2./7 ST

g
R

ce qui est bien le résultat obtenu.

Le calcul de la variance de la teneur peut donc s'effectuer "a la main"
A titre d'exemple, le tableau ci-dessous permet de comparer les valeurs obtenues

par 1'intégration numérique de la formule III.2.b , avec l'ordinateur (VAX) et

le calcul "3 la main" de la formule IV.2.1 :
Pour GG = 0.03 GN = 5. 02 = 0.25
Variance Variance
R R2 /o2 Formule III.2.b | Formule IV. 2.1
Avec le VAX "3 1la main"
10 400 0,0027 0,0027
9 324 0,0034 0,0034
8 256 0,0042 0,0042
7 196 0,0055 0,0055
6 144 0,0073 0,0073
5 100 0,0104 0,0104
4 64 0,0158 0,0158
3 36 0,0269 0,0268
2 16 0,0551 0,0547
1 9 0,1614 0,1518

Ce tableau montre donc que 1l'approximation pour le calcul de la variance
est plus que satisfaisante. Le probléme pratique ne sera donc pas de calculer
la variance théorique mais beaucoup plus de déterminer les différents parame-
tres du modeéle.
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IV-2.2 Pour les Petites Valeurs de R2/c2.

Pour les petites valeurs, on utilisera directement le dévelop-

pement IV.1.1a Jjusqu'au deuxiéme ordre en N, soit :

Jg(h) K(h) dh = R2TC [-}}- %;”"1'16' %::I
Les variances s'écrivent alors :
Var(Q(B))=> 6 6 Mes(B) + 0, 8 Rzn[% & - _116_%;]
‘ Iv.2.2
weceon= ot e (12 ]

REMARQUE : Calculons cette variance en premidre approximation 2 partir de

1'expression II.6.3.b qui s'écrit ici :

6,86
- G N L6 6’
€ =Xy * e ne&l
1 |n|” /402
et comme g(h) = e ©

on obtient bien le premier terme du développement limité IV.2.2. En effet :

(0) = ot = R2
& 402 T R2 4 02

Le tableau ci-dessous permet comme précédemment de comparer les valeurs

"yraies" obtenues par intégration numérique et les valeurs approximées, calcu-

1ées "3 la main'.
Pour BG = 0.03 GN =5, g2 = 0,25
Variance Variance
2
R R* /o Vraie Approximée
0,5 1. 0,38058 0,37003 l
0,4 0,64 0,50352 0,49895 Voir plutdt la méthode
0,3 | 0,36 0,74928 | 0,74776 du paragraphe IV-2.3
0,2 0,16 1,42315 1,42285
0,1 | 0,04 5,0110 5,0110
0,05 0,01 19,3367 19,3367
0,04 0,0064 30,0799 30,0799
0,03 0,0036 53,2902 53,29010
0,02 0,0016 | 119,6048 119,6048
0,01 | 0,0004 | 477,7036 | 477,7036
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Limite de la variance pour R /62 - O >0

1im M(a,b,z) = 1
Z -+ 0

done lim var(t(B)) ==
V(B) >0

IV-2.3 Valeurs Intermédiaires de R2/o2,

Pour les valeurs intermédiaires de R2/02, il n'y a pas d'éxpres-—

sions simples des fonctions hypergéométriques confluentes. Toutefois, les valeurs
2

de MQ% , 2, 5?9 peuvent &tre obtenues sans probléme (la variance est alors

calculée par 1'expression IV.1.2) de plusieurs maniéres.

- On dispose des abaques de M(-0.5, 1, x) et de M(0.5, 1, x) ; les
relations de récurrence permettent alors de calculer M(%-, 2, X)
(cf Annexe IX).

1

2

représentation intégrale (cf Annexe IX). Cette démarche donne de tres

— On calcule directement les valeurs de M(g-, , X) en utilisant sa

bons résultats.
- On dispose des abaques de M(%—, 2, x). Le calcul est immédiat.

Ces abaques se trouvent dans : "Report of the British Association for
the Advancement of Science" de 1926. Une copie en est donnée en Annexe, pour
R2 /02 variant de O & 8.00, soit pour 49 valeurs : la courbe de Var(t(B)) en
fonction du volume de 1'échantillon peut d'ailleurs €tre construite entiére-

ment avec cet abaque.

IV-3. CONCLUSIONS

Ces résultats illustrent le fait que les formules d'approximation ,
utilisables avec une simple calculatrice de poche, permettent de retrouver la
courbe de variation de la variance de la teneur en fonction du volume. Des
ajustements des courbes'expérimentales sont alors possibles sans utiliser
1'outil informatique. Ainsi, sous réserve que les paramétres de la micro-—
structure peuvent &tre déterminés rapidement, 1'impact de 1'effet de pépite
de microstructure en fonction du volume des échantillons peut &tre mesuré

a priori, avant méme toute campagne d'échantillonnage.
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V - PERCEPTION D'UNE MICROSTRUCTURE TRIDIMENSIONNELLE

Les simulations et les exemples précédents ont été développés dans le
plan afin de permettre la visualisation des schémas de salves. Ces études bidi-
mensionnelles correspondent en pratique & 1l'analyse de la surface de sections
polies de minerai. En fait, les expressions de la moyenne, de la variance et
de la covariance de la quantité de métal contenue dans un échantillon, sont
obtenues indépendamment de la dimension de 1'espace. Les phénomenes naturels,
tridimensionnels, peuvent donc &tre traités aussi facilement que dans le plan.
Pour illustrer cet aspect, placons-nous dans le cas relativement simple ol les
échantillons sont des cylindres verticaux de section circulaire. Ce type d'échan-

tillon permet 1'étude de la microstructure dans deux cas précis :

1 - Les échantillons ont une épaisseur € trés petite :ce sont des lames

minces de roches.

2 - Les échantillons ont une épaisseur non négligeable : ce sont des

troncons de carotte par exemple.

Rappel des Notations

~ Raisonnons avec le nombre de points N(B) contenus dans un échantillon B.
Les résultats, en ce qui concerne la quantité de métal, s'en déduisent directe-

ment.

- Les germes des nuages sont poissonniens de paramétre 9G.
~ Le nombre de points dans une salve (ou nuage) suit une loi de Poisson

de paramétre GN.

- F(x) est la fonction de répartition des positions des particules d'une
salve par rapport au germe de la salve ; la fonction de densité F(dx) =

f(x) admet un covariogramme g(h).
- K(h) est le covariogramme géométrique de B.
E(N(B)) = 8y 9 Vol(B) = 6y 6 K(o)
2
Var(N(B)) = eN GG Vol(B) + 9G GN ‘fg(u) K(u) du

Cov{(h) = Cov(N(B), N(Bh)) = GN GG K() + 6G G;j‘g(u+h) K(u)du
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Caractéristiques du modeéle

- f3(x) est la fonction de densité de la loi de distribution des parti-

cules autour de leur germe et g3(h) son covariogramme :

) = oIxl?/207
3 /7% )3
1 —‘h! 2/40‘2

g (h) = ———-——;'-'—"“ e -

> 2 /io)>

or, |nlz = x2 + y2 + 22
gy () = —— /L o~ (xE4y?) [ho?
2/mo (/T 0)?

g,(2) . g,(x,y)

Si B est un cylindre de section circulaire et de hauteur € selon Oz,
son covariogramme géométrique K3(h) s'exprime facilement a partir du covario-

gramme géométrique Kz(x,y) du disque (C) de rayon R :
pour x% + y%2 £ R
K,(h) =K, (x,y).€- |z]) et . K, (h) = 0 ailleurs
3 2 , 3
pour z€[ -e,+ €] :

Vol(B) = K3(o) = Kz(o,o) e = Aire (C). € = |C|.e

Moyenne et Variance de N(B)

- La moyenne s'obtient immédiatement :
E(N(B)) =6, O lc| €
— Pour obtenir la variance, il faut développer 1l'intégrale

i =‘L3 g3(u) K(u) du

I =JA 31(2)(8 —!Zl) dZJJ‘ gz(X,y) KZ(X’Y) dx dy
R

N —— T s

calculs développés dans les chapitres
précédents.

Calculons I1= J g1(z)(€ - |z|) dz

£
—2 2
1 o"? /4o

o 2/mo

(e-z) dz
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- En effectuant un développement en série de 1'exponentielle de —-z2 /402

o n+1 n+1
I = -20 Z -1 1 g2
v s 5 (+1)!  (2n+1) \4 o2

On obtient donc immédiatement la variance de N(B) lorsque B est un
cylindre, en utilisant les calculs développés dans les chapitres précédents.
Naturellement, les paramétres du modeéle, GG, GN, o2, sont les parametres rela-
tifs & la structure tridimensionnelle et ils n'ont pas la signification qu'ils

avaient dans R?

var((®)) =6_6 lc|l .e +1,.0_ 0 J‘ (u) K, (u) d
G N (MR o

Cas Particuliers.

1/ € << 2g : C'est le cas par exemple lorsque 1'échantillon est une lame

mince. On peut alors approximer I1 par le premier terme du développe-

ment :
€2
I1 e
/& 26
2
Var(N(B)) =0, 0 K, (o) € + 8¢ Oy j 8, (W) K;(u) du
T 20 R?
2/ € = 20 11 converge et on peut calculer sa limite.
-0 2 n
I = — 2_: (-1 1
» T n=1 n! n-1/2
1 _ T(m-1/2) _ I'@-1/2) _T(1/2)- T(=1/2)

oY 9ET72 T Tm+1/72) T T(-172) T@+1/2) T(1/2)
et en utilisant la formule de réflexion de i; fonction gamma : =7

o
I, = — [M(-1/2, 1/2, -1) = 1] .
U o/m [ ]

ot M(-1/2, 1/2, -1) est la fonction hypergéométrique confluente

M(=1/2, 1/2,-1) = e " M(1,1/2,1)

I1 = 0,243 0 = 0.1215 €
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3/ € > 20 : C'est le cas d'un troncon de carotte par exemple. L'expres-

sion de I, peut étre obtenue soit directement par intégration numéri-

1
que, soit en utilisant comme au chapitre IV les expressions asympto-
tiques des fonctions hypergéométriques. En effet :

n

6 w1 e2 1 o 1 1 -g2
g B b () e ()
1 = n.(AG el 5 25 3% o2
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VI - PROCESSUS DE POINTS A DENSITE REGIONALISEE

Dans les chapitres précédents, les processus de points possédaient des
densités constantes sur tout le domaine d'étude ; or ces densités peuvent trés
bien dépendre du point d'implantation x, 0(x), et méme posséder les caractéris=.
tiques de variables régionalisées . @Zx} . Avant de développer les calculs des
moments dans le cas du schéma de salves de points, examinons le cas simple et

classique du processus de Poisson.

VI-1. PROCESSUS DE POISSON.

VI-1.1 La Densité est une Fonction de x..

En suivant le méme raisonnement que pour le processus de Poisson
3 densité constante (cf paragraphe I-3), la fonction génératrice du nombre de

points dans B, N(B), se calcule de la maniére suivante :

6s) =EV®)) = M 1 -Ax) dx + A(x) s dx
dx€ B

exp - (1-s) J 0(x) dx
v

G(s)

Si 1'on note 9 (B) la valeur moyenne de ©(x) sur B, c'est-a-dire

B(B) = 1 j 0 (x) dx avec 1B]= Mes (B)
|B] B
a(s) = H®B| (-1

alors { EN®) = 6'(1) = 8 3] = | 060 ax
B

Var(N(B)) = 6(B) |B|

VI-1.2 La Densité est une Variable Régionalisée.

Le calcul précédent donne donc la fonction génératrice Go(s) a

0 constant ; pour obtenir la fonction génératrice a densité régionalisée, il

faut randomiser 8(x).
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. Soit P(d6 1la fonction de probabilité de ~ 0O(x). La densité

régionalisée O(x) est caractérisée par ses deux moments :

Efox)] = 8()
Var[g(x)] = O;(x)

Calculons .E.[@(B)]

E[0(3)]

it

[e@® r®) - I_l}'l' HBe<x> P(df) = 171?!— [FG) ax = 3w

E[Q(B)] B(B) . C'est la moyenne de 6(x) sur B.

Calculons maintenant la fonction génératrice de N(B)

G(s) = J‘Go(s) P(d6)

G(s) =j exp [(s—1)f g (x) dx] P(d6)
B

Dérivons cette fonction génératrice afin d'obtenir les moments

de N(B) :

2 f i 8Cx) [ exp(s-1) £ 8(u) du] dx P(d6)

or 1'espérance de N{B) est E®M(B)) = G'(1), c'est-a-dire que

EN®) =] £ 8(x) dx P(a0) = E[5(®)] [B]

soit E(N(B)) = 6(B) [B]

ii) nous savons que : Var(N(B)) = G"(1) + G'(1) - G'(1)2

Caleulons G"(1) :

G"(1)

f[ie(x) ax] P(a0) = E[le(x) ax)"]

G¢"(1) = |B |2 E [G(B)z]
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La variance de N(B)) s'écrit alors :

2
Var(N(B)) = El[(fS(x) dx) | + E [\{e(x) dx] - E [\YG(X) dx ]
B B B

soit Var(N(B)) = |B}2 Var((B)) + |B|] E(8(B))

VI-2. PROCESSUS DE SALVES DE POINTS (SCHEMA DU TIREUR).

Le schéma du tireur est caractérisé par 4 parametres :

-0 la densité de germes.

-9 le nombre de points par nuage

- q la quantité de métal élémentaire d'une particule d'un nuage
- g2 1'étalement du nuage.

Tous ces paramétres peuvent &tre régionalisés. Examinons dans un premier
temps la densité GG régionalisée. La démarche sera la méme pour les autres para-
métres : il faut les rendre aléatoires dans 1'expression de la fonction caracté-

ristique de Q(B) et passer 2 l'espérance mathématique.

VI-2.1 Transformée de Laplace de Q(B) et ses dérivées, avec 6(x) fonction
de Xx.

FEn suivant le méme raisonnement qu'au paragraphe II-2, la trans-

formée de Laplace de Q(B) s'écrit alors :
d(A) = exp —‘[{1 -H[1- F(B;i)(1—$(K))J}9G(x) dx

et avec PY(A) = Log ¢(1), les moments de Q(B) s'expriment alors :

V' (0)
} -q)" (0)

I}

- E(Q(B))

Var Q(B)

et on obtient donc :
E(QQ®)) = C1j~6G(X) F(B_) dx

Var(Q(B)) = czj‘ec(x) F(B_) dx + C, feG(x) F2(B_ ) dx .
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| Cy=-0" (D) ¢' (o)

avec C, = H'(1) ¢"(o)

c, = H"(1) cp'(O)2
Le second moment E(Q2(B)) s'écrit alors :
2@ ®) - ¢, [0, T ax + 0, [0 B x

; [c1 jeG(x) F(B_) dx:’

2

VI-2.2 Moments de Q(B) avec une densité régionalisée.

 Pour obtenir les moments de Q(B) avec GG régionalisée, il suffit

de randomiser GG(X) dans les expressions précédentes :
Soit G(d8) la fonction de probabilité de @G(x) :

E(Q(B)) = E~{E(Q(B))19G = constante}

=je CJeG(x) F(B_ ) dx G(d©)

En posant §é(x) = E[GG(X)] , on obtient

ICIOMECH j‘ 8,0 F(B_) dx

de méme pour E(Q(B)z) :
EQ® ) =, JE‘G(@ F(B_) dx + CBJ 0,(x) F2(B_) dx
v J G(dG)J 6o F(B_) dx\[GG(y) F(B_y) dy

1

or JG(de)JF(B_x) 8(x) dx JF(B_y) 8(y) dy

=‘{f F(B_) F(B_y) E[6,() eG(y)] dx dy .

En utilisant ces résultats, la variance de Q(B) s'exprime alors :

VIi.2.2.a
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Var Q(B) = CZ‘[Eé(x) F(B_) dx + Caj‘éé(x) F2(B_ ) dx
Vi.2.2.b

+ Ciiyj F(B_X) F(B_y) COV'[GG(X), BG(y)] dx dy

Ce résultat nous enseigne que dans le cas d'une densité de germes
régionalisée, 1'effet de pépite comprend un terme supplémentaire qui dépend de

la covariance entre eG(x) et eG(y), les densités aux points x et y.

Si la variable régionalisée O(x) est statiommaire d'ordre deux,

alors les expressions VI.2.2.a et b se simplifient en effet :
E[0G)]= B,
Cov [Cb(x), @G(y)] = Cove (x-y)
La variance devient alors :
Var(Q(B)) = 'GG [c, K(o) +C; g * K(0) ]+ ci -” F(B_,) F(B_y) Covg(x-y)dx dy

qui se simplifie en (cf développement Annexe X)

Var(Q(B)) = @é [C2 K(o) + C, g * K(o) ] + Ci £.L Covg * g(x~y) dx dy

Vi.2.2.c
soit également :

Var (Q(B)) =.[ j { @ét C, 8(x-y) +¢C, glx-y) ]+ Ci Covgy * g(x-y) }dx dy
BB '

Cependant il est 1légitime d'admettre que les variations de 0(x)
sont de grande amplitude par rapport & la taille des nuages ; ainsi, 1'intégrale

de 1'expression VI.2.2.c se simplifie :

L JCOVe * g(x-y) dx dy = J K(t) dt\[ g(t-u) Cova(u) du

2

o JK(t) Oejg(t—u) du dt
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Finalement on obtient que :

j\ J Covy * g(x-y) dx dy= 0; K(o)2
B B

La variance de Q(B) qui représente l'effet de pépite observable aux grandes dis-—

tances (macroscopiquement) s'exprime alors en premiere approximation :

Var(Q(B)) = 5& [c, K(o) +C; g * K(o)] + Ci o; K(o)2

K(o) est la mesure du domaine B.

Soit, exprimé en terme de teneur :

c,
_a g % K(O) 2 2
Co eG[K(o) * G K(o)? ] * C1 O

11 apparaft alors un terme supplémentaire, qui ne se régularise pas.

VI-2.3 Covariance de Q(B) avec une Densité Régionalisée.

La démarche est absolument la méme que pour le calcul de la

variance. La transformée de Laplace du couple (Q(B), Q(B')) s'écrit alors :

00w = exp - [5G0 (1 = B [0 Gum]rex

L.a covariance s'écrivant donc

covia(®), Q) = 224200~ 5e@) BQE))

et comme précédemment par randomisation on obtient :

J

2 N
3 ), - ~
_EX_(g“o) = J‘{(Czj by F(B_ N B, _) dx

¥ C, IeG(X) F(5_) F(B, ) dx

+ G, JFec<x> P(B_) dx jer) v, ) & | Gldo)

La covariance s'exprime alors :
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Cov (Q(B) Q(B))) = C, Jé—c(x) F(B_, N B _ ) + c3j 6,0 F(B_) F(B,_ )dx

+ Czj\j F(B_X) F(Bh—y) Cove[GG(x);G () ] dx dy

et si O(xX) est stationnaire :

Cov(Q(B),Q(B,)) = ﬁé[:cz K(h) +C, g * K(h) ]

+ chF(B_X) F(B, _) Covy(x-y) dx dy

ce qui donne, aprés avoir développé 1l'intégrale double (cf Annexe X) :

Cov(Q(B),Q(Bh)) = J J { -é-G[CZ S(x-y) +C, glx-y) ] + Cj l—_Cove * g(x-y)]}dx dy

By

Introduisons la fonction de covariance ponctuelle %f(x—y) telle que
— 2
Qf(X‘Y) = eG [02 S(x-y) + C, g(x—y)] + C1[Cov6 * g(x—y)]

et alors

Var(Q(B)) 'j J C(x-y) dx dy
B B

Cov, (h) -J J‘ E(x-y) ax dy
B
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VII - LES REALITES DE L'ECHANTILLONNAGE

Le modéle que nous venors de développer apparait comme un cas idéal com-
paré 3 la réalité. Certes, il nous enseigne quel rdle joue le volume d'un échan-
tillon en fonction de la taille du domaine de variabilité des microstructures.
La réalité est bien plus complexe. De nombreux phénomeénes s'ajoutent & ceux que
nous essayons et que nous pouvons effectivement étudier. Sans vouloir &tre ex-
haustif, nous pouvons considérer en premidre approximation qu'il y a trois ni-

veaux ou des difficultés apparaissent :

34 1'intérieur de la minéralisation ;

au prélévement de 1'échantillon ;

- au traitement de 1'échantillon .

i) Que se passe-t-il au sein d'une minéralisation ? Les modeles précédehts
ne prennent pas en considération le fait qu'un minerai est avant tout un assem-— .
blage de minéraux, c'est-a-dire de particules de nature différente. Aussi au
modéle simple initial, faudrait-il superposer un modéle granulométrique. Les
choses se compliquent alors sérieusement. En effet, de nouvelles corrélatioms,
voire régionalisations, apparaissent : la taille d'unme particule est-elle cor-
rélée 3 la teneur ? La teneur dans un grain suit certainement une loi qui dif-
fere selon la nature de ce grain ; y a-t-il des corrélations entre grains ?
Une masse de minerai est une mosalque de grains.C'est:donc ainsi qu'il faudrait
envisager une étude plus compléte de 1'échantillonnage. Certes, les développe-
ments mathématiques ne sont certainement pas immédiats, si toutefois ils peuvent
8tre menés ; cependant, des simulations adéquates de modéles reproduisant la

réalité et reposant sur des observations expérimentales précises pourraient

permettre .1'étude de telles structures.

ii) Le prélévement d'un échantillon d'un volume donné a-t—-il un sens ?
Lors du prélévement d'un échantillon, la découpe ne se fait jamais selon le
schéma théorique retenu, mais plutSt selon des plans de cassure préférentiels :
il y aura donc une erreur de découpe. Si la minerai est une mosaique de grains,
il y a de fortes chances que ces plans de cassure ne soient pas indépendants de
la texture. Ainsi, & la variance des teneurs que l'on obtient avec des volumes
d'échantillons fixes {II.B.Z] s'ajoute une variance provenant de cette erreur
de découpe. Donc, en plus du modéle granulométrique, il serait également néces-

saire d'introduire un modéle de découpe basé sur la texture du minerai.
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iii) Enfin, une fois prélevée, la masse de minerai se trouve morcelée :
elle doit alors &tre considérée comme telle. Des erreurs d'échantillonnage
indissociables de la nature morcelée vont apparaitre. La variance de ces
erreurs dépend en fait des caractéristiques intrinséques de la matiere, la
granulométrie, la composition granulométrique, la libération des espeéces
minérales pour n'en citer que quelques—unes. L'étude de ces erreurs d'échan—

tillonnage fait 1'objet de la troisiéme partie de la theése.

Ainsi, le modéle étudié grice au schéma du tireur se trouve &tre un
cas idéal et simplifié, mais qui s'avére accessible aux calculs. Toutefois,
afin de reproduire plus fidélement la réalité, d'autres contraintes seraient
a3 considérer. Mals les calculs explicites seront—ils alors possibles ? Il est
difficile de le prévoir a priori ; des simulations restent toujours possibles.
De telles études représenteraient la suite logique du travail entrepris ici.
N'omettons pas non plus le probléme stéréologique qui se pose déja dans le cas

simple traité ici, et qu'il faudra résoudre pour les grains constitutifs de la

mosaique minéralisée.
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I - LES ERREURS D'ECHANTILLONNAGE

Des erreurs d'échantillonnage peuvent apparaitre a tout niveau de la
procédure d'échantillonnage, lors du prélévement d'une rainure, du sciage
d'une carotte, du quartage du minerai morcelé, ou finalement lors de la prise
de laboratoire. Toutes ces erreurs sont en fait cumulatives ; le résultat de
1'analyse chimique ne représente (aux erreurs d'analyse prés) que la teneur
de 1'échantillon ultime, celui qui est entré réellement dans le laboratoire
d'analyse ; il n'est en fait qu'une estimation de la teneur de 1'échantillon
primaire, entachée de la résultante de toutes ces erreurs. Ces erreurs créent
donc une imprécision sur la donnée individuelle et se répercutent sur l'ensemble
des données par un effet de pépite (dit de mesure, paragraphe 2, lére partie),

qui affecte le variogramme, avec pour conséquence une imprécision supplémen-

taire et artificielle sur l'estimation finale.

Sous réserve que les erreurs de mesure sont indépendantes entre elles,
indépendantes des grandeurs mesurées, et qu'elles ne sont pas systématiques,
elles interviennent en fait par 1'intermédiaire de leur variance ; c'est donc
cette variance qu'il faudra mesurer et analyser, et nous allons voir que, mal-
heureusement, parmi toutes les erreurs possibles, seule la variance de l'erreur

d'échantillonnage (au sens strict) pourra étre modélisée.

De nombreux termes trés spécifiques seront employés dans cette partie
consacrée aux erreurs d'échantillonnage, aussi un glossaire de 1'échantillonnage

est présenté en Annexe I.

I-1. NATURE DES ERREURS D'ECHANTILLONNAGE.

Les erreurs peuvent &tre interprétées comme des variables aléatoires
dont chaque réalisation demeure inconnue, mais dont les moments (moyenne et
variance) peuvent &tre déterminés, soit par mesure directe, soit par calcul.
Les caractéristiques de ces moments définissent alors les qualités de 1'opé-

ration d'échantillonnage correspondante.

Les erreurs d'échantillonnage peuvent se classer en 4 catégories :
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- les erreurs systématiques ou biais : elles se caractérisent par une

moyenne différente de O, appelée biais : Ed%) = B, Leur annulation

est indispensable car elles sont fatales : elles se répercutent inté~
gralement 2 tous les niveaux, sur les moyennes des données de base
comme sur l'estimation du gisement (ou du lot de minerai). Elles sont
répétitives, de méme signe et de méme ordre de grandeur. A défaut d'an-
nulation, seule une correction pragmatique peut &tre envisagée, cas

par cas.

- les erreurs aléatoires : elles sont de moyenne nulle, non répétitives,

et indépendantes entre elles (elles se compensent donc mutuellement) .
Leur moyenne tend vers une loi gaussienne. Du fait de leur indépendance,
si 0?2 est la variance de l'erreur sur un échantillon, la variance de
1'erreur sur la moyenne des échantillons est 02/n, qui peut devenir

faible si n est grand.

- les erreurs opératoires : elles sont dues a des accidents opératoires

et peuvent donc &tre trés importantes. Leur prise en compte n'est donc
pas possible, mais le contrdle strict de toutes les opérations emp&chera

leur apparition.

- les erreurs volontaires : c'est le "salage", avec les conséquences

graves que l'on peut imaginer.

I-2. LES DIFFERENTES ERREURS D'ECHANTILLONNAGE.

Quel que soit 1'échantillon primaire, qu'il soit prélevé en place dans
un gisement ou qu'il soit prélevé sur du minerai en vrac, ou en écoulement sur
wmebande transporteuse, le devenir des sous-échantillons sera identique : les
erreurs seront donc des "erreurs d'échantillonnage de minerais morcelés" ;
aussi dorénavant ne distinguerons-nous plus les deux démarches, puisque 1'ob-
jectif final sera le méme, caractériser les moments des erreurs de mesure dues

3 1'échantillonnage, et notamment calculer la variance de ces erreurs.

Le tableau I présente la décomposition de 1l'erreur globale d'estimation
et d'échantillonnage. L'étude des erreurs d'estimation appartient au domaine
de la géostatistique, et ne fait pas 1'objet du présent chapitre. Examinons

donc maintenant les diverses erreurs d'échantillonnage.
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DECOMPOSITION DE L'ERREUR GLOBALE D'ESTIMATION ET D'ECHANTILLONNAGE

. Erreur globale d'échantillonnage et d'estimation.

. Erreur d'estimation. (G)
. Erreur de modélisation du variogramme. (I) )
. Erreur d'estimation du variogramme. (II) ' G)

. Erreur totale d'échantillonnage (sens large).

. Erreur d'échantillonnage primaire (sens large). (III)

. Erreur de localisation — d'implantation
. Erreur de matérialisation de 1'échantillon primaire.
. Erreur de préparation. (V)

. Erreur d'échantillonnage secondaire sens large. (IV)

—

. Erreur de préparation.
. Erreur de matérialisation de 1'é&chantillon
secondaire.

. Erreur d'échantillonnage sens strict.

| . Erreur fondamentale. (VI)

(G) Domaine d'application de la géostatistique.

. Erreur d'analyse.

(I) La modélisation est le choix d'un modéle de variogramme ajusté sur le
variogramme expérimental.

(11) Estimation du variogramme ré&gional ou local EéT j' ZIEIET:ETE)Z dx sur le
champ § par le variogramme expérimental s

=

2
Tl E: (2(x,+h)~Z(x,))

(III) Echantillon primaire : - en place : rainure, sondage.
~ matidre en écoulement : une prise par échantillonneur
automatique.
= gur un tas.
(IV) Echantillon secondaire ;'de nature morcelde — c'est sur un &chantillon secon-
daire que portera l'analyse.
(V) Erreur de préparation : pertes, contamination,...

(V1) Erreur incompressible, méme dans les conditions optimales.

- Décomposition de 1'erreur globale d'estimation et d'échantillonnage.

TABLEAU 1
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[-2.1 Les Erreurs de Prélevement.

En généralisant les concepts de P. Gy [7 a 10] , on peut décomposer

1'erreur de prélévement ou de matérialisation de 1'échantillon en 2 erreurs :

- 1'erreur de découpe : elle apparailt lorsque la découpe de 1'échan-

tillon, dans le lot ou le gisement, différe de la découpe théo-

rique retenue.

- 1'erreur de prise : elle apparait quand le prélévement réel dif-

feére du contenu effectif de la découpe réelle.

Malheureusement, ces erreurs ne sont généralement pas quantifiables,
ni en terme de moyenne, ni en terme de variance ; pourtant, elles peuvent intro-

duire de graves erreurs systématiques. Examinons-en quelques—unes :

- un rainurage peut favoriser le prélévement de roches plus tendres
au détriment de formations plus dures : un appauvrissement (ou
enrichissement) différentiel peut alors apparaitre : l'erreur

risque d'€tre systématique.

- lors de la récupération des boues de sondages percutants, ou de
foration des trous de tir (échantillonnage au front), les parti-
cules lourdes ont tendance 3 rester bloquées au fond des trous :

il v a risque d'appauvrissement systématique des échantillons.
q PP

- 1'utilisation d'échantillonneurs automatiques mal congus peut
créer également des erreurs de prélévement : par exemple, si
1'échantillonneur ne peut prélever que certaines fractions gra-
nulométriques, il y a une erreur de prise évidente qui engendre

des erreurs systématiques ; en effet, la teneur est souvent cor-

2y 2 N

rélée a la granulométrie de particules.

}-2.2 Les Erreurs de Préparation.

Sans vouloir noircir le tableau des erreurs d'échantillonnage, celles
qui apparaissent lors de la préparation des échantillons sont nombreuses : elles
sont certainement faibles mais peuvent parfois jouer dans le méme sens. L'exa-
men détaillé de toutes les causes possibles reléve beaucoup plus du guide pra-
tique, toutefois il convient de garder a l'esprit que ces erreurs existent

réellement :
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le séchage :

Durant

une décantation trop rapide de boues implique une perte systématique de
particules fines, souvent stériles, mais qui modifie tout de méme la

teneur globale.

un séchage trop violent peut, dans le cas de minerais sulfurés, entrai-
ner le grillage des pyrites, c'est—-a-dire une modification chimique

globale.

le broyage :

Durant

il y a souvent perte de particules fines sous forme de poussikres. Dans
le cas de certains minerais phosphatés calcaires, le broyage nécessaire
32 une bonne réduction granulométrique du calcaire entraine un surbroyage
du phosphate (apatite) : la perte de fineséquivaut ici & une baisse de

la teneur globale.

les tamisages :

Durant

aussi simple que puisse paraitre une opération de tamisage, celle-ci doit
8tre prohibée dans le cas des minerais a or libre : les particules d'or
trés ductibles ont en effet tendance 2 rester bloquées dans les mailles

des tamis.

1'homogénéisation :

avant toute procédure d'échantillonnage (sens strict), le minerai doit
8tre homogénéisé : c'est une des conditions assurant 1'équiprobabilité
de 1'échantillonnage. Une hétérogénéité de distribution des particules

risque de créer de graves biais.

Cependant, aucune de ces erreurs ne peut &tre quantifiée, sauf expéri-

mentation bien spécifique. Ces erreurs doivent alors &tre annulées ou, & défaut,

minimisées, ce qui demande une conception saine des procédures de préparation

et un contrdle rigoureux de chacune des opérations.

I-2.3 Les Erreurs d'Echantillonnage au Sens Strict.

Toutes les autres erreurs étant nulles par ailleurs, 1'échantil-

lonnage (sens strict), qui représente une réduction de masse de 1'échantillon
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secondaire par rapport au lot initial ou 3 1'échantillon primaire, engendre
une erreur. Cette erreur est irréductible : elle ne peut &tre annulée, d'ol
le nom d'erreur fondamentale donné par P. Gy. La cause essentielle de cette
erreur est 1'hétérogénéité de constitution de la matiére morcelée; c'est donc

une caractéristique intrinséque de la matieére a échantillonner.
Cette hétérogénéité de constitution de la matiere est due :
- 3 la nature morcelée du minerai

- & la multiplicité des constituants (grains stériles, mixtes,

riches)
~- & la distribution granulométrique des constituants
- a4 la distribution densimétrique des constituants.

Or, de toutes les erreurs d'échantillonnage, cette erreur fonda-
mentale est la seule dont les moments (moyenne et variance) peuvent &€tre calculés
a priori : ce calcul implique naturellement la connaissance des caractéristiques
intrinséques du lot ; & défaut de connaltre toutes ces caractéristiques, certai-
nes devront &tre estimées, des hypothéses devront parfois &tre faites. Le calcul
de la variance de cette erreur fondamentale, qui est la seule composante calcu-
lable de la variance des erreurs de mesure d'échantillomnage qui affecte le
variogramme sous forme d'un effet de pépite artificiel, fera donc 1l'objet de

cette troisieéme partie.
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II - VARIANCE DE L'ERREUR D'ECHANTILLONNAGE

Bien que la littérature semble abondante sur les sujets d'échantillon-—
nage, peu d'auteurs fournissent des résultats satisfaisants en ce qui concerne
le calcul de la variance de 1l'erreur d'échantillonnage ; deux formulations

méritent cependant notre attention :

- la formule de P. Gy, qui fait maintenant autorité dans de nombreux
domaines et qui se rattache & une théorie compléte de 1'échantillon-

nage des matiéres morcelées.

~ la formule de Engels, Ingamells et Switzer, plus restrictive, puisqu'
elle s'applique & des minerais & deux phases, formés de particules de

méme dimension.

Dans ce chapitre, nous allons analyser ces deux formulations ; nous
reviendrons au chapitre suivant sur le calcul théorique de la variance de 1l'er-
reur d'échantillonnage, développé par G. Matheron ; nous y vervons comment en
déduire le résultat de P. Gy, pour enfin proposer une troisiéme expression du

calcul de cette variance, au chapitre IV.

REMARQUE PRELIMINAIRE :

Les variances de l'erreur d'échantillonnage (au sens strict) sont calculées
pour des minerais parfaitement homogénéisés de maniére & assurer 1'équipro-

babilité de prélévement de toute particule.

I1-1. VARIANCE DE L'ERREUR D'ECHANTILLONNAGE D'APRES ENGELS, INGAMELLS ET
SWITZER. {6], [11][12][13] -

IT-1.1 Hypothese.

Le minerai est composé de deux constituants distincts formés
de particules de méme granulométrie ; la gangue (ou constituant pauvre) est

1'élément prédominant en masse et en nombre de particules.

En fait, pour développer 1l'expression de la variance relative,
il faut faire 1'hypothdse que le nombre de particules riches dans un échantil-,
lon suit une loi de Poisson : cette hypothése limite donc le domaine d'appli-

cation de cette variance d'échantillonnage.
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I1I-1.2 Notations.

Nous garderons les notations des auteurs dans cette présentation.
- K est la teneur moyenne de l'échantillon.

- H est la teneur moyenne du constituant riche (qui est 1'élément mi-

neur du minerai.

- L est la teneur moyenne du constituant pauvre (la gangue ; c'est

1'é1lément majeur).
- u est la dimension des particules ; u? est homogéne a un volume.

et p sont respectivement les masses volumiques du constituant

riche et du constituant pauvre.

II-1.3 Expression de la Variance Relative.

La variance relative de l'erreur d'échantillonnage R? dépend
d'une constante d'échantillonnage, K ui est une caractéristique intrinsé-
b S b
que du mineral, et cette variance est inversement proportionnelle & la masse

de 1'échantillon W.
K

s
R? = = [r1.1.3.a]
avec (K-L) (H-L) u® p
K, = LT [11.1.3.b]
) = 1.3,

La constante 104 permet d'obtenir K, en g quand u est en cm,

S
et p en g/em® ; R? = KS/W est alors exprimé en %2 : ainsi KS représente la
masse d'échantillons en g qui permet d'obtenir un écart-type relatif d'échan-

tillonnage R = 1Z.

Le calcul de la constante K_, est reproduit en Annexe XI.

S

I1I-1.4 Utilisation de la Formule.

Si x est la moyenne de M analyses X, d'échantillons de masse W,
les intervalles de confiance gaussiens (x* = X + s 4 687 de confiance, ou x* =
X + 2s & 957 de degré de confiance) ne peuvent &tre utilisés que si la distri-
bution des valeurs a; est symétrique et approximativement gaussienne. Or les

calculs sont développés en exprimant les X, en fonction du nombre de particules



-103-

riches;Zi dans 1'échantillon, et de la contribution c¢ d'une particule riche
a la teneur de 1'échantillon X, = L +c¢ Zi (cf Annexe XI). Les waleurs X

auront une distribution symétrique si les Zi ont une distribution symétrique.

Le développement des calculs repose sur l'hypothése que les Zi
suivent une loi de Poisson de paramétre Z, le nombre moyen de particules ri-
ches dans un échantillon ; ainsi les Zi auront une distribution pratiquement
symétrique lorsque le paramétre Z sera supérieure & 6. Ainsi les intervalles
de confiance gaussiens pourront &tre utilisés comme ''fourchette d'estimation"
lorsque le nombre moyen de particules riches dans un échantillon sera supé-

rieur a 6, ce qui implique de prélever des échantillons de masse W telle ‘que :

2
Kg K 4

26, >
W26, gy, 10

11-1.5 Exemple d'Utilisation. [13] .

Soit un minerai de scheelite (Ca WO4), a4 grains de scheelite

libres.
H = 807 (80% de WO3 dans Ca WO4)
K = 1.3% (estimée)
L = 0,1% (gangue)
u = 0,0149 cm (100 mesh)
o, = 6,02 g/cm?
Ko = 104(0,013 - 0,001) (0,8 - 0,001).(0,0149)3 6.02/(0,013)2
Ky = 11,3 g.
Un échantillon de masse 11,3 g permet d'obtenir une variance
relative R? = 1 72, La masse minimale 3 échantillonner pour que le nombre

moyen de particules riches dans l'échantillon soit égal a 6, est alors :

11,3 (1,3)2 -4

W =6 10 " = 0,008 g.

o) (1,3 -0,1)2
Pour un échantillon de masse supérieure a 0,008 g, 1l'intervalle de confiance
gaussien peut &tre utilisé ; pour W = 11.3 g : s = 0,0137 a 68% de confiance.
Un échantillon de masse 2,5 g par exemple donnera un écart-type relatif ou

erreur relative d'échantillonnage de
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K
Y - =1/_L1_,§_ =
R =\ 5oE 2,17

Si cette erreur est inacceptable, et que 1l'on désire tout de méme analyser

des échantillons de 2,5 g, il faudra alors modifier les caractéristiques du
minerai ; le calcul de la nouvelle constante d'échantillonnage KS permettra
alors de déterminer la nouvelle granulométrie de broyage ; par exemple, pour
obtenir R = 1,5% en analysant 2,5 g d'échantillon, la constante KS doit étre

égale 2 R2 W = 5,625, ce qui implique un broyage a la granulométrie

KS K2 1/3
u =< 4> = 00,0118 cm
(X-L) (H-L) o, 10

Ainsi donc a chaque étape de réduction granulométrique, la
constante KS est modifiée, et doit &tre recalculée en conséquence. La va-
riance de l'erreur d'échantillonnage globale est la somme des variances des
erreurs d'échantillonnage de chaque étape, puisque celles-ci sont indépendan-

tes les unes des autres.

I1-2. VARIANCE DE L'ERREUR FONDAMENTALE DE P. GY.

La variance de l1'erreur fondamentale s'intégre dans une théorie compléte
de 1'échantillonnage des matiéres morcelées ; aussi, la formule que nous pré-
senterons est généralement placée dans un contexte que nous ne pouvons dévelop-
per ici. Cependant, cette variance représente réellement la variance des er-
reurs de mesure que nous "traquons", et qui affecte le variogramme ; et c'est
pourquoi cette formule sera présentée, dépouillée de la théorie sous—jacente.
Nous présenterons d'abord 1'@xpression simplifiée de la variance relative pour

ensuite donner son expression développée.

Comme précédemment, le calcul de cette variance s'applique aux erreurs

d'échantillonnage (au sens strict) de minerais parfaitement homogénéisés.

I1-2.1 Expression Simplifiée.

La variance relative de l'erreur fondamentale dépend d'une
constante d'échantillonnage C, caractéristique intrinséque du minerai a échan-.
tillonner ; elle est proportionnelle & la granulométrie "d" et inversement pro-

portionnelle 3 la masse échantillonnée "M.".:
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2 (1 1 c d3
%r T\M T M
La masse du lot initial, ML , est généralement importante ; donc :

2
Q. =

1
EF ﬁ;

3

cd [1T.2.1]

d est la dimension des plus grosses particules, c'est le d95, c'est-a-dire

la dimension du tamis acceptant un refus de 57%.

La constante d'échantillonnage C dépend des caractéristiques
du minerai

C=¢.9%.g.f
. ¢ le paramdtre de constitution minéralogique (g/cm®) est fonction
des masses volumiques et des teneurs des constituants.

. g le paramétre granulométrique (sans dimension) caractérise la dis-

tribution granulométrique des particules (g = 0,25 en moyenne).

. % 1le paramétre de libération (sans dimension) caractérise le plus

ou moins grand degré de libération des espéces minérales (0 £ £ < 1).

. f 1le paramétre de forme (sans dimension) vaut 0.5 pour des spheres,
0,2 pour des paillettes : £ d® (en cm®) représente le volume des

particules.

I1-2.2 Expression Développée.

La formule II.2.1 est obtenue 2 partir de 1'expression suivante

S, M t. o, = t)?

2 2: z: VaB “aB aB ( B ) ]

g = — 11.2.2.a
EF ME o B ML t [

dans laquelle o désigne la classe granulométrique, B la classe densimétrique.
ML est la masse du lot
M, est 1la masse de 1'échantillon

le volume des particules de la classe granulodensimétrique af

Vol
Vg = Vo

6@8 la masse volumique de la classe granulodensimétrique af
é;aB = Goc ,

M la masse de la classe granulodensimétrique of

o8
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t la teneur de la classe granulodensimétrique af

oB

t la teneur du lot (teneur & estimer).

La formule[II.Z.Z] est obtenue aprés une démonstration rigoureuse
que 1'on trouvera dans la bibliographie de P. Gy, mais nous montrerons comment

la retrouver au chapitre suivant..
P. Gy propose alors deux approximations :

Approximation 1 — A 1'intérieur d'une classe granulodensimétrique of la teneur

varie beaucoup plus avec la densité B, qu'avec la granulométrie o. Ainsi :

Approximation 2 -~ La proportion granulométrique M&B /MB varie peu d'une classe
densimétrique A une autre et peut alors €tre assimilée & la proportion

MIOL/ML de la classe granulométrique o, dans le lot :

M M

a - o o M
o

Mg M

5T

donc

La formule II.2.2 se simplifie et s'écrit alors :

o =—J-Zv-b-4—°ﬁ 38 f-B——-—-—tZ}—d—@ II1.2.2.b
W 2 el 2 % - W

s~

C'est & partir de cette expression que les paramétres de la constante C peu-

vent étre définis.
t, - t\?
Soient : S 2:6 B___ .
1 B t
B
M

PR
2 OLO(.ML

Saltt

[92]
I

I11-2.3 Définition des Paramétres.

11-2.3.1 Paramétres ¢ et 2.

Si le minerai est parfaitement homogéne, il n'est

composé que d'une seule classe densimétrique, donc taB =t et S1 = 0.

Si le minerai est parfaitement 1ibéré, il n'est com~

posé que de minéraux purs :
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- de minerai tB = 1, alors (tB -t)/t = (1-t)/t
et MB/Mi =t , et de masse volumique §M

- de stérile tB = 0, alors (t - tB)/t = 1

et MB/ML = (1-t), et de masse volumique GS

la somme S, prend alors la valeur c :

1

1-t
c = T[Sm(1_t) + 53 t]

La somme S1 varie donc de O 2 ¢ quand le minerai passe de parfaitement
homogéne a parfaitement 1ibéré; soit £ le parameétre de libération granu-
lométrique qui vaut O pour du minerai homogéne et 1 pour du minerai li-

béré ; alors :

Le paramétre de libération peut &tre déterminé par ailleurs :
- soit dQ la dimension de libération ; c'est la dimension & laquelle
il faut broyer le minerai pour libérer les constituants minéralurgiques

(minerai et stérile) : c'est la maille de libération des minéralurgistes.
- d la dimension des particules.

alors | si d g 2 =1

A
[a 5
=
=

sid > dz Q =Y =

1T1+2.3.2 Parameéetre f.

C'est le coefficient de cubicité, qui peut se définir

de la maniére suivante :

Soient di la dimension de la maille du tamis qui retiendrait la

particule i.

v, le volume de la particule i

3
alors v, = f

i ii
. fi vaut 1 pour un cube, 0,524 pour une sphére et environ 0,2

pour des plaquettes. En pratique, la valeur retenue pour f

est 0,5 en assimilant les particules de minerai a des sphéres,
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ou 0,2 si les particules se présentent sous forme de plaquettes, ou la
valeur expérimentale si elle peut €tre calculée.

II-2.3.3 Parametres g et d.

En introduisant le paramétre de forme dans 1'expression
S, , on obtient
M
L]

3
S, = %; £, 4, y

o=

3 3
or, f est pratiquement constant ; donc, S, = f . 2: dd ﬁ; =f. gd
M

3 3 o
avec : gd = 2: du 7

o

La valeur de d retenue est la dimension des plus grosses parti-
cules ou plus précisément, la dimension du tamis & maille carrée retenant

5% de produit, c'est-a-dire le d95. Le paramétre g s'écrit alors

3

vh N
& ~ T W

Une étude expérimentale précise a permis de définir des valeurs moyennes

de g [7] :
a1 >4 g = 0,25
- 2<d¥/a <4 g = 0,50
- 2 <aP g = 0,75
TR R g = 1.00

Toutefois, les expérimentations montrent que la valeur moyenne de g
est de 0,25 ; c'est cette valeur qui peut &tre utilisée en pratique,

a3 défaut d'information plus précise.

I1I-2.4 Cas des Minerais de Métaux Précieux, ou Minerais a Faible Teneur.

Pour les minerais filoniens non 1libérés, la formule générale
reste applicable ; cependant le paramétre de libération peut parfois &tre dif-

ficile a déterminer.
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Dans le cas des minerais d'or totalement 1ibérés, une expression

plus spécifique peut &tre obtenue. Les paramétres sont alors les suivants :
- d est la dimension des plus grosses paillettes d'or

- £ = 0,2 1'or se présente généralement sous forme de paillettes

- g=0,2
._2,:1
.. 6or 19
Ainsi : c a‘-—g— = 5 g/cm? t est la teneur en or .
=~ 0,8

La constante d'échantillonnage C vaut alors : C et on obtient finale-

t
ment une formule simplifiée pour le calcul de la variance relative d'échantil-

lonnage :

ol = 9.8 &
EF € M

[I-2.5 Utilisation de 1a Formule.

Le calcul de la variance de 1'erreur d'échantillonnage dépend
donc de 5 paramétres : d, c; g, £ et & ; & chaque étape d'échantillonnage (sens
large), on opére généralement un broyage, une homogénéisation et un échantillon-
nage (sens strict) ; certains de ces parameétres (d, % , g) sont donc modifiés,

et la constante d'échantillonnage doit alors €tre recalculée.

La formule de la variance relative s'utilise de plusieurs manieres :
on peut, soit obtenir o? connaissant d, C et ME, ou caléuler la masse & échan-
tillonner pour obtenir une variance donnée, etc... Examinons maintenant un exem-
prle présenté par P. Gy [7] . Un minerai & 10% blende est concassé & 20 mm. ;
la dimension de libération de la blende est estimée & 0,2 mm. ; quelle est l'er-

reur commise sur un prélévement de 10 kg ?

. pour f et g on utilise les valeurs moyennes des paramétres :
f=0,5 et g=0,25

. ¢ se calcule immédiatement :

C

48.84 g/cm?

ainsi que & :

d
_ L 0,2 _
2=\ 5 = v/_m_ = 0,1
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On obtient alors C = 0,61 g/cm® .

Donc pour ME = 10.000 g et d = 2 cm., la variance de l'erreur

vaut alors :

3
2 0,612 -4
Ogr = ~fo.000 - +-88 10
soit : O, = 2,21 10_2 - o) = o(t) = 0,227

EF t

L'intervalle de confiance 2 957 est donc (si la teneur estimée du lot est de
10%) :
t = 102 + 0,47 blende .
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III - CALCUL THEORIQUE DE LA VARIANCE

DE L'ERREUR D'ECHANTILLONNAGE

Les expressions précédentes se déduisent naturellement de développements
théoriques, mais le calcul que nous allons présenter maintenant permet d'expri-
mer la variance de 1'erreur d'échantillonnage sans faire intervenir de parame-
tres globaux : la variance est alors exprimée en fonction de masses et de quan-
tités de métal des particules élémentaires. A partir de cette variance théori-
que, nous montrerons comment retrouver l'expression de P. Gy, et nous calcule-

rons une nouvelle expression de la variance.

La difficulté du calcul provient de la nature morcelée du minerai. Les
particules présentent des granulométries, des demsités, donc des temeurs, dif-

férentes. Si q; est la quantité de métal de la particule i, de masse m, :

- la teneur d'un échantillon contenant n particules est alors :

Zqi

n
t =

E
Ezmi

n

et la teneur du lot initial contenant N particules est donc :
29
i .
N

t TN eemrean
L
¥

Le probléme est donc de calculer 1l'espérance de tos qui est en réalité
1'espérance du quotient de deux variables aléatoires. Remarquons d'ailleurs
que E(tE) = E(%) différe de la teneur globale t qui vaut en fait E(q)/E(m).
Ce calcul classique a en particulier été développé par G. Matheron qui, paral-
1&lement 2 cette démonstration, confirme 1'équivalence de 1'échantillonnage
3 effectif constant et de 1'échantillonnage & poids constant : G. Matheron

montre alors que la variance relative de l'erreur d'échantillonnage est iden-—
tique dans les deux cas [15].

L'hypothése fondamentale est 1'équiprobabilité de prélévement de toute
particule du lot initial : cette équiprobabilité est obtenue, en pratique, par
homogénéisation du minerai. Toutes les autres erreurs d'échantillonnage sont

considérées nulles par ailleurs.



-112-

I11-1. VARIANCE DE L'ERREUR D'ECHANTILLONNAGE.

Nous ne reprendrons pas ici toute la démonstration que le lecteur

trouvera dans la bibliographie [15] .

III-1.1 Echantillonnage a Effectif Constant.

Soient deux variables aléatoires X et Y de moyennes et de

2 2
variances respectives (mX, OX) et(mY, GY), et telles que E(XY) existe. L'es-
pérance et la variance du quotient X/Y s'expriment alors asymptotiquement par :

2

O«
E(%) = fz ( 1+ E; - 9§¥£§4Xl + ...> III.1.a
My Y %y
2 2 2
g o
vy = Z (- F -2 a0 L) L1
Ty X Y My My

- o G-

Particularisons maintenant 3 un lot de minerai formé de parti-

cules caractérisées par leur masse m, , et leur quantité de métal q; - Considé-
.. p ' . .

rons alors que la quantité de métal et 1la masse d'une particule sont des varia-

bles aldatoires de méme loi F(q,m), et telles que

5|2

=i

si 1i=73 q; et m, ne sont pas indépendantes t., =
si i # 3 q; est indépendante de qj et de m.j

La teneur d'un échantillon contenant n particules est donc :

q. 1
t .—_-;l = B_%:.mmﬁ =..g
i p M
}n:“‘i ;§ ™

c'est-3-dire que t_ est le quotient de deux variables aléatoires Q et M de

E
variances faibles ; en effet, Q =*% 2: q; et M = %~§: m, admettent des va-
riances en % . Ainsi, en remplacant respectivement X et Y par Q et M dans

‘les expressions III.1.a et III.1.b, et en introduisant les moyennes de q et

de m, on obtient :
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_ E(q) 1 E(q) m qg _ m
E(ty) = iy ¢ n E@ E{E(m) (E(q) E (m) )}
2 2

_ 1 E(q) q _ _m
Var(ty) = — - E{(E(q) E(m)>}

Deux conclusions se déduisent de ces résultats :

i) 1'espérance de la teneur de 1'échantillon différe de la teneur vraie
. E . . -~ . . . .
du lot qui vaut E%%% . Un biais apparalt, mais ce bilails est toujours
trés faible car il est inversement proportionnel a n, le nombre de

particules dans 1'échantillon.

_ 1 E(Q) m q - m
B n E(m) E{'E(m) E(q) E(m) } III.1.c
.2 . , 2 .
ii) la variance relatlve'OR de 1'erreur d'échantillonnage (tE—tL)

s'écrit alors

2

.1 4 ___m_
Op = 2 E{(E(q) E(m))} III.1.d

~

III-1.2 Echantillonnage a Poids Constant.

En pratique, on n'effectue jamais d'échantillonnages a effec-—
tif constant, mais des échantillonnages & masse ou & volume constant. Le cal-
cul de la variance de 1'erreur d'échantillonnage conduit alors & des dévelop-
pements mathématiqueé plus compliqués que dans le cas précédent. Cependant,

G. Matheron a montré [15] que la variance obtenue pour un échantillonnage a
masse constante est identique & la variance d'un échantillonnage a effectif
constant. Nous retiendrons donc uniquement la formule III.1.1 ; dans le cas
de prélévements 3 masse constante, la valeur n représente alors le nombre

moyen de particules dans un échantillon.

L'espérance de la teneur d'un échantillon de masse m, diffeéere
de la teneur du lot. Ce biais, qui est totalement négligeable, est positif et
égal a E(q) dans le cas d'un échantillon prélevé par excés : c'est-a-dire

m
dont la masse serait inférieure 3 m avec N particules et se trouve donc supé-

rieure & m avec N+1 particules.
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II1-2. DEVELOPPEMENT DE LA FORMULE DE GY A PARTIR DES RESULTATS DE G. MATHERON

A partir de 1'expression [III.1.d] la formule de la variance relative
de l'erreur fondamentale se retrouve rapidement ; il suffit d'y introduire des
classes granulodensimétriques a,B et de "transformer" 1l'espérance mathématique
en une somme finie ; en effet, 1'échantillonnage est équiprobable, et le nombre
de particules N contenues dans le lot est donc trés grand : dans ces conditioms,

la somme finie sur N est une bonne estimation de 1l'espérance mathématique.

gptations :

qy quantité de métal de la particule 1

m, masse de la particule

ti teneur de la particule

n nombre de particules dans l'échantillon

t teneur du lot

0y le nombre de particules dans la classe granulodensimétrique aB

Ces particules ont une masse mdB , une granulométrie qu , une densité 6&8 et

une teneur t .
a8

L'expression IIL.1.d

s'éerit alors :

SV Y A S B Y
% T T N 2\ E@ B
Or
a3 mg  fg o) omy E(q)
(g E@ € R e )

Introduisant le taux de prélévement T tel que :

. n
T=F »on peut alors poser : T ML o ME

et en posant EM) = %-ML

on obtient : )
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Introduisons maintenant les classes granulodensimétriques telles
que :
058 Tag = Mog
= §
T8 = VaB "aB

La variance relative s'écrit alors

2 , v S M t -t \?
OR _ 2 Z aB aB 0B ( o . )
) B Mi

qui est donc bien la formule [II.Z.Z.a]que nous nous proposions de retrouver.
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IV - DETERMINATION D'UNE NOUVELLE FORMULE

Les développements précédents nous enseignent qu'il est difficile de
prendre en compte tous les paramétres caractérisant la matiére morcelée dans
le calcul de la variance de 1l'erreur d'échantillonnage, sauf naturellement
si 1'on dispose d'un bilan granuiodensimétrique (cf paragraphe IV-3), ce qui
permet alors d'utiliser 1'expression II.2.2.a. Aussi, pour développer une
nouvelle formule, la démarche adoptée a été la suivante : & partir de 1'ex-
pression "théorique" III.1.d , la variance a été exprimée en injectant un
modéle relativement simple dont les paramétres sont faciles a déterminer :
le minerai tout venant est formé de particules riches (minerai) et de parti=
cules pauvres (gangue), mais chacune de ces deux phases minérales posséde sa
propre distribution granulométrique ; celle-ci peut d'ailleurs &tre facile-.. .

ment obtenue par tamisages et pesées successifs.

De plus, pour de tels minerais, les approximations (paragraphe II-2.2)
utilisées dans le calcul de la variance fondamentale ne sont plus valables :
il n'y a pas conservation de la proportion granulométrique d'une classe densi-

tométrique & une autre par rapport a la proportion granulométrique globale.

IV-1. HYPOTHESES ET NOTATIONS.

L'échantillonnage (sens strict) est équiprobable.

Les quantités de métal q; et les masses m, de particules sont des va-

riables aléatoires indépendantes : q; et qj , m. et mj sont indépendants ¥i # j.

i
: t. est la teneur de la parti-

=t, m. j q. . t indé nts
q tl m. 3 q; et m, ne sont pas indépendant 5

i i

cule 1i.
Le minerai est constitué de deux phases minérales caractérisées par

leur teneur t, leur masse volumique p , et leur loi de distribution des masses
des particules F(dm) ; en pratique, les masses des particules ne sont pas con-
nues ; c'est la granulométrie des particules qui peut &tre déterminée (m = pv),
ce sont donc les lois de distribution des granulométries qui sont disponibles.
Les deux catégories de minerai sont en proportion P, et p, (proportions comp-

tées en nombre de particules).
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2
— minerai de catégorie O : t s P, s Fo(dm) (mo,Go) )

o
2
- minerai de catégorie 1 : ty s Py s F1(dm) (m1,01) > Py

La variance relative de l'erreur d'échantillonnage est donc d'aprés IIT1.1.d
2 1 3 2
_ v o q _ m.
%% T m E{(E(q) E m))t} )
. n est 1'effectif (nombre de particules) de 1'échantillon

. N est l'effectif du lot a échantillonner

. E(q) =q = po qo + P1 q1 = pO tO mo + P.I t,] I’ﬂ1 (2)
. E(m =m = P, m  + Py m, (3)
. MT masse totale du lot : MT = N m

p1 po
. VT volume total du lot : VT =N < p1 ET + po ﬁ;

. p masse volumique du lot : p =

[
S
N
<
~3

. t teneur du lot :
_E(@ _ PR ™M TR 5T @
E (m) p1 m1 * po o

t

1V-2. DEVELOPPEMENT DE LA VARIANCE RELATIVE.

En développant l'expression (1), on obtient :

p(t, = 0 (@, +0) +p (m +0)(e -t) o

£
= B

’(Iz

L'expression n'est cependant pas utilisable sous cette forme ; en effet,
les proportions P, et P, sont des proportions en nombre ; de méme les moments
(moyenne et variance) des masses, c'est-a—-dire les granulométries, sont expri-
mées en nombre, En pratique, les proportions ne sont jamais exprimées en nom-—
bre mais en masse 3 en effet, il est beaucoup plus facile de peser que de
compter les grains de minerai. Pour rendre utilisable l'expression de la va-
riance relative (5), il est donc nécessaire de 1'exprimer en fonction de pro-

portions comptées en masse.




-118-

IV-2.1 Proportions et Fréquences Comptées en Masse.

Les proportions de chaque catégorie de minerai, comptées en
m m . s . . p
masse P et p, se calculent facilement a partir des proportions comptees

en nombre p, et Py ¢

De méme, les fréquences des granulométries comptées en masse

\4 N . . . v
g (v) se calculent & partir des fréquences comptées en nombre f (v)

v £V (v) m dv £V (v) m dv
g (v) dv = =

'J\mv £ (v) dv

(6)

m

or les fréquences en nombre des granulométries peuvent s'exprimer en fonction

des fréquences en nombre des masses ; en effet :
v _ m m
£ (v) dv = [p, o, £,GwP ) +p 0 £ (vp)] dv

On obtient de la méme maniére les fréquences des granulométries

. . . . . . v v
comptées en masse, a l'intérieur de chaque classe de minerai, g, et g ¢

v vV P fz(v po)
go(v) dv = dv (7

m
o]

de méme pour g?(v).

f¥-2.2 Volumes Moyens Comptés en Masse des Particules du Lot V et des

Particules de Chaque Catégorie 76 et V&.

Par définition V = j v gv(v) dv.

En utilisant (6) on obtient V-:
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De méme Vg = F v gZ(v) dv et en utilisant (7) on obtient alors

2 2
e mO * GO
V =
0 0y ™,
m2 + 02 (8 )
S
1 P, m

IV-2.3 Calcul de la Variance.

Introduisons les volumes moyens des particules, comptés en
masse (8), dans 1'expression (5) :
i +p (£ T
s —_ + —
py (g7t) Vy Ppm R, £t o o

2 1
R o

o]

(9)

mz t2

or, les proportions en nombre P, et py s'expriment également en fonction des
teneurs et des masses moyennes comptées en nombre m et m,, et d'aprés (2) et

(4), on tire :

m (t—to)
Py = 'm"'1““'(' -t-{—_'tnom—)
(10)
(t—t1)

b = m
- —Ty
o m t1 to)

En remplacant dans (9) P, et p, par (10) et en remarquant que
n . m représente la masse de l'échantillon, ME , on obtient 1'expression de
la variance relative de l'erreur d'échantillonnage, avec les paramétres moyens

calculés avec des proportions en masse.

e V& (t,~t) + 0, V; (t=t))  (t-0) (-t )

1
R i@; t2 (t1—t0)

Iv.2.3

La variance relative (terme en 1/t?) est donc inversement
proportionnelle & la masse échantillonnée et elle dépend de la granulométrie

des éléments constituant le minerai, V0 et V1, ainsi que de la composition
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de ce minerai (avec les termes Poe P to et t1).

Les volumes moyens VO et 71 s'obtiennent facilement expérimen-
talement : il suffit de disposer d'une série de tamis. On tamise alors chaque
catégorie de minerai, et on pése & chaque fois le refus de chaque tamis ; les
volumes moyens sont alors obtenus en calculant les moyennes pondérées par les

masses respectives des refus,

IV-2.4 Etudes de Quelques Cas Particuliers.

a - Si toutes les particules ont la méme granulométrie :

V=V =V
o 1

) Py (e~t) + o (=t ) (£,-t) (et )

Y
R ﬂ; (tﬂ—to) t2

Dans ce cas la masse volumique p du minerai tout—-venant est alors :

Py Py (ty=t )
Py (t1—t) + po(t—to)

La variance relative s'écrit alors :
AR (§]—t)(t—to)

R ME P t?

b — Dans le cas d'un minerai parfaitement 1ibéré en minéral éco-

nomique (t1 = 1) et en gangue (to = 0), formé de particules de méme granulomé-
trie :
2 v 1-t
g [, -— [
(o, (1-t) + p_ ©)) —

koM

Cette expression est exactement la valeur de la variance de 1'erreur fondamen-

tale obtenue par la formule [II.2.1] de P. Gy dans laquelle :

-V =f a
- g =1 les particules sont de taille identique
-2 =1 le minerai est totalement 1libéré
o _ _ 1-t } e e
c = [01(1 t) + oy t] - c'est la définition méme du

parameétre c.
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1V-3. APPLICATIONS

Des tests de validation de 1'expression[IV.2.3] et de comparaison avec
les autres expressions ont été effectués sur des bilans d'études granulodensi-
métriques. La variance relative de l'erreur d'échantillonnage a été calculée

dans chaque cas selon 3 méthodes (éventuellement 4) :

2

METHODE 1 : O ME E: E: B aB ML ( OLBt t>

C'est 1l'expression la plus proche de 1'expression théorique[III.1.d]:
elle sera donc considérée comme la valeur réelle de la variance re-
lative de 1'erreur d'échantillonnage.

2
M

_'t
METHODE 2 : O, MEEVOL'M'T: Za (“”T:““)ﬁ%
Cette formule est donc déduite de 1'expression précédente en appli-
quant les deux approximations (cf paragraphe II-2.2) : celles-ci se-
ront testées lors des calculs (cf Tableaux IV-2, 4, 6).
1 oy Yy (t1-t) + 0,V (t—to) (t1—t)(t—to)
2 -
30 M t (t1 to)

2
METHODE 3 : 0, = =—

Pour utiliser cette formule, il faut donc "fictivement" diviser le
minerai en deux catégories : la teneur de coupure utilisée se situe

pour le maximumdes faibles teneurs et le minimum des fortes teneurs.

4

3
2 = - b
METHODE 4 : 0. = JK-L)(H-L) u "d 10
" 4 M, K2
Formule de Engels, Ingamells et Switzer (paragraphe

I1-1).

IV-3.1 Minerai de Wolframite (WO, Mn Fe) - Tableaux IV-1 et IV-2

=

— Minerai tout venant t = 4,37
— Minerai pauvre t, = 0,17%
Py = 2,1 g/cm3
= 0,30 cm?
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— Minerai riche t1 = 307
P, = 3,37 g/cm?
V1 = 0,32 cm?
2 —
g, = 1,48 10 4
o? = 2,35 107%
\ _
g2 = 1,79 1074
3
o = 2,03 1074

IV-3.2 Minerai de Magnétite - Extrait de Gy [9] - Tableaux IV-3 et V-4

- Minerali tout venant t = 55,147
- Minerai pauvre t0 = 35,747
Po = 3,47 g/cm3
Vo = 1,20 cm?
—~ Minerai fiche ty = 57,457
Py = 4,49 g/em3
V1 = 1,445 cm?
2 -—
o, = 5,37 10 /
2 -7
o, = 10,03 10
2 -7
o, = 6,50 10
2 —
04 = 8,28 10 7

2
Pour’04, la formule n'est pas valable ici car le minerai riche n'est
pas 1'é1lément mineur dans le minerai, il représente 907 du total.

IV-3.3 Minerai de Wolframite - Tableaux IV-5 et IV-6

— Minerai tout venant t = 0,567
— Minerai pauvre to = 0,07%
oy = 2,62 g/emd
Vv =0,127 107 cm?
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- Minerai riche t1 = 24,57
Py = 3,39 g/em3
v, = 0,37 1073 cm
2 -—
0, = 4,62 10 6
2 _ -6
g’ = 23,42 10
2 .
g = 7,09 107°
3
2 —
o, = 7,37 10 6

IV-3.4 Conclusion

Malgré 1'hypothése trés forte, qui consiste a considérer deux
catégories de minerai, ces trois exemples montrent que le calcul de la variance
relative de 1'erreur d'échantillonnage par cette nouvelle formule fournit un
résultat trés proche de la valeur réelle de la variance, et méme beaucoup plus
proche que ceux obtenus avec les approximations de P. Gy, dont les résultats
vont en fait dans le sens de la sécurité ; en effet, les valeurs obtenues sont,
dans les 3 cas, supérieures & la valeur vraie et aux résultats de la nouvelle
formulation. En fournissant une meilleure estimation de la variance relative,
cette nouvelle formulation va également dans le sens de l'économie, puisqu'a
variance égale la masse 3 échantillonner par la méthode 3 est inférieure a

celle calculée avec la seconde méthode.
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Densité
‘\\\\\“\\9\ d < 2.7 2.7<d < 2.8 2.8 <d < 2.9 2.9<¢<d <33 d>3.3
Granulo=
métrie B L
en cm? MoaB tocB MctB tOtB MotS taB MctB taB Mch taB
0.77 8.12 0.043 0.805 1.088 0.431 1.31 0.657 6.22 0.940 32.47
0.12 8.51 0.054{ 1.038 0.731 0.428 1.62 0.661 4.18 |1.028 42.08
0.007 4,79 0.022| 0.421 0.306 0.172 0.92 0.307 1.07 }|0.681 46.95
2.6 10-4 1.92 0.022| 0.131 0.116 0.094 0.17 0.263 0.32 10.354 48.03
4 106 0.883% 0.022] 0.098 0.099 0.081 0.1 0.175 0.68 [0.212 '36.22
tS 0.041 0.099 - 0.7T14 1.20 40.80
Catégorie "Minerai pauvre" '";igzziioziihe"
TABLEAU IV 1. -~ Bilan granulodensimétrique
- Comparaison des taB et des tB
- Définition des 2 catégories de minerai.
Densité
B d<2.7 |2.7<d4<2.8 |2.8<d4<2.9 |2.9<d<K3.3|4d>73.3
: Yo
; M
{ M()LB
’ 0.33 Mg— = 0.335 0.323 0.358 0.318 0.290
0.35 0.354 0.416 0.355 0.320 0.319
0.19 0.197 0.169 0.140 0.148 0.211
0.08 0.079 0.052 0.078 0.127 0.110
0.04 0.03%6 0.0%9 0.067 0.085 0.066

3

TABLEAU IV 2. - Tableau des rapports M&B/MB

-G ) des M /M et des M /M
omparaison des a/ et des aB/ 8
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Densité a ,
Granulo= 2.805 3.135 3.655 4.25 4.75
métrie B’
en cm? Mae taﬁ MOL8 tae Mae taB MaB tas MaB ta@
2.25 980.8 | 0.2275 | 4512. | 0.4245[ 30580. |0.5425 {25220 | 0.5805
0.266 250.20| 0.263 | 1177. | 0.4265| 6%03. |0.537 | 6130 |0.599
0.18 10 -1 198.40| 0.244 | 726.30{ 0.4195 2730. |0.534 | 5085. | 0.621
0.225 10-2 | 85. | 0.1635| 197.90| 0.289 | 521.50{ 0.372 | 1710.  |0.5449 | 3306. | 0.6550
0.2810-3  [113.20| 0.164 | 418.10] 0.2155 | 336.50| 0.3415] 684.30| 0.55 | 2608. | 0.6550
0.35 10 -4 [125.90| 0.177 | 144.70] 0.2365 | 202.30| 0.3150] 404.70| 0.5655| 2142. | 0.677
0.44 10-5  1164.20] 0.1705| 359.30} 0.177 | 105.50] 0.335 | 329.80| 0.6330| 1541. | 0.6786
tg 0.1694 0.2285 0.4128 0.5422 0.6048
) Catégorie "Minerai pauvre" - ..MiEZEifc’iihe.. ’
TABLEAU IV 3. =~ Bilan granulodensimétrique
— Comparaison des t,g et des tg
~ Définition des 2 catégories de minerai.
Densité 8
;, » 2.805 | 3.135 6.655 4.25 4.75
§ 0.61297 %3@ 0.3847 | 0.5952 | 0.7056 | 0.5479
0.613 0.385 0.595 0.706 0.548
0.145 0.098 0.155 0.160 0.1%3
0.874 1071 0.778 10 | 0.958 10-1} 0.630 1071 | 0.110
0.582 10~ | 0.174 |0.776 10 | 0.688 10~1| 0.395 10-1 | 0.718 10-1
0.416 1071 | 0.232 |0.164 0.444 10-1] 0.158 1071 | 0.567 10°1L
0.302 10~ | 0.258 |0.568 10 o'.267 10-1| 0.094 1071 | 0.465 1071
0.250 1071 | 0.3%6 |0.141 0.139 10"1 | 0.076 101 { 0.335 1071

TABLEAU IV 4.

- Tableau des rapports MWB/MB

- Comparaison des M,/M et des MdB/MB
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Densité '
o | 2.60 2.80 3.00 3.20 3.10
métrie o
enew’ Mg | thg Mg | fg | Mgl tug | My [t | My |
0.18 10-1  |289. | 0.05 |27. | 0.44 | 3. |4.6 1. | 9.5 | 0.001| 14.6
0.225 102 |917. ! 0.07 | 87. | 0.445 | 16. | 2.2 5. 1 9.2 | 7. 23.05
; 0.2812 10-3[1250. | 0.05 | &3. | 0.26 |22. | 1.1 6. | 4.851{ 28. 28.4
\ 0.35 104 [1323. | 0.02 | 186. | 0.115 | 12, | 0.595| 2. | 1.39 || 37. 30,77
0.44 1075 [1056. | 0.025 | 48. | 0.10 |16, |0.335| 1. | 0.95 ] 28. | 22.70
0.55 106 1213, { 0.04 114. 1 0.115 [ 19. | 0.29 13. 1.15 || 31. 17.50
t 0.0%6 0.2045 1.037 3.265 || 24.98
* Y ¢ Catégorie »
Catégorie "Minerai pauvre” "Minerai riche"

TABLEAU IV 5. -~ Bilan granulodensimétrique
~ Comparaison des t et des t

~ Définition des 2 catégories de minerai.

w 2.60 | 2.80| 3.00]| 3.20 | 3.40
M-

0.047 0.048 | 0.495 | 0.034 | 0.0%9 | 8. 1074
0.151 0.152 | 0.160 | 0.182 | 0.115 | 0.053
0.203 0.207 | 0.152 | 0.250 | 0.231 | 0.214
0.228 0.219 | 0.341 | 0.13 | 0.077 | 0.282
0.168 - 0.175 | 0.088 | 0.182 | 0.039 | 0.214
0.203 0.201 | 0.209 | 0.216 | 0.500 | 0.257

TABLEAU IV 6. - Tableau des rapports M,0/Mg

~ Comparaison des Ma/M et des MOtB/MB
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ANNEXE I

PETIT GLOSSAIRE DE L'ECHANTILLONNAGE

Echantillonnage au sens strict: C'est la véduction de la masse de matériaux par
prélévement ou partage.

Echantillonnage au sens large: C'est la séquence d'opérations qui conduit du lot
initial 3 la prise de laboratoire; 1l'échantillonnage au sens large comprend
des étapes successives de préparation (broyage, homogénéisation...) et d'é-
chantillonnage au sens strict.

Echantillon primaive ou échantillon: - 11 est prélevé en un point du lot initial
(gisement ou matériel en &écoulement). - Il n'a pas & &tre représentatif de
ce lot; par contre, l'analyse de plusieurs de ces &chantillons primaires per-
mettra l'estimation de ce lot.

Echantillon secondaire ou sous—échantillon: C'est une fraction '"représentative
de 1'échantillon primaire, c'est-d-dire qu'il doit en avoir les caractéris-
tiques (teneur, distribution granulométrique, distribution minéralogique...).
L'analyse chimique est pratiquée sur un sous-&chantillon de rang n, issu d'une
opération d'échantillonnage au sens large: c'est la donnée qui, une fois af-.:
fectée 3 1'échantillon primaire, sera utilisée pour 1l'estimation.

Préparation d'un échantillon: La préparation d'un échantillon comprend toutes les
opérations de manutention, séchage, concassage, broyage, tamisage, homogénéi-
sation, etc.

Homogénéisation: C'est une étape fondamentale de toute opération d'échantillonnage:
elle assure l'équiprobabilité de prélévement; c'est-a-dire que chaque fragment
a une égale probabilité d'€tre &chantillonné, quelle que soit sa position spa-
tiale dans le minerai en vrac. L'homogénéisation détruit 1'h&térogénéité de
distribution.

Hétérogénéité de distribution: Elle apparait lorsque la position spatiale d'un grain
donné dépend de ses caractéristiques physico-chimiques ou minéralogiques. Cette
notion d'hétérogénéité de distribution est étroitement 1lide 3 1l'échelle d'obser-
vation.

Hétérogénéité de comstitution: C'est le cas le plus fréquent dans un lot de minerai
en vrac: les grains de minerai diffé&rent les uns des autres par leurs caracté-
ristiques physico-chimiques, granulométriques et minéralogiques.
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ANNEXE II

'LE COVARIOGRAMME GEOMETRIQUE

V est un domaine de 1l'espace (R? ou R3),

Soit k(x) la variable géométrique ou indicatrice du domaine V telle que:

k(x)
k(x)

1 six €V
0 si xj{ v

I}

Le covariogramme gE€ométrique associé & k(x) ou covariogramme géométrique

du domaine V est la fonction K(h) telle que:

k* k

il

K(h)

fk(x) k(x+h) dh.

Le covariogramme est différent de zé€ro si x€ V et si x+h € V, c'est-a-

~

dire si le point x appartient 3 l'intersection de V et de son translaté par le

vecteur h, Vh; en conséquence:
K(h) = Mes(V N V) = |V N v, |

On démontre facilement les propriétés suivantes de K(h):

v =fk(x) dx = K(0)

f K(h) dh = V2

Quelques covariogrammes géométriques courants:

Dans R:i-- V est un segment de longueur &
K(h) = & - |n] K(0) = &
Dans R®: V est un rectangle de cotés & et k

K(h) = (& - |n])(x - |n]) K(0) = L.k.
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V est un cercle de rayon R

2
K(h) = 2R? ArcosI%L - |n| vé 2 - [-zll K(0)

= TR
Dans R V est une sphére de diamétre D.
_..pt 3h,1Hh° , _ D3
K(h) —'n'6 [1-2D+257] K(O) —1T”6""

Développement limité de K(h) & 1'origine:

K(h) = K(0) + |h| K'(0) +o (h)

On démontre que la pente de K(h) 3 l'origine, K'(0) est &gale (au signe
prés) a4 la variation diamdtrale Da (ou diamétre apparent) du domaine V dans la

direction O du vecteur h:
K(h) = K(0) - |h] D, + o(h)

Si P est le périmétre du domaine V, alors
2m

3|
P = > Da da
o
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ANNEXE III

CALCULS DEfF(B_x) dx., fF?—(B_,X) dx et fF(B_X) F(B" ) dx

W fro g e ff e[, oy
-x
R B "
-x
=ff ¥ 13(x) dx

En passant par la transformée de Fourier:

EN 7\ A
; fxg (u)=£().g)

N
£(0) =ff(x) dx

On obtient alors:
~ A\
f N\ AN
fF(B_X) dx = f % 1]*43(0) = f(O).l]‘é(O)

/f\(O) ff(x) dx = 1

/1\]‘§(0) fl (x) dx = Mes(B)

or le résultat est immédiat car

donc:

f F(B_) dx = Mes(B)

2) sz(B ) dx—-fdx f £(y) dyf £(z) dz
fdxfff(y) £(2) 1 (Y) 1 (z) dy dz

ff(u) f(u+x) du = f %

Or:

<

= g(x) covariogramme de g(x)

I

K(x) covariogramme géométrique de B.

le (u) lB (utx) du
-X -x
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On obtient donc:

FZ(B ) dx

)fg(h) K(h) dh

g * K(0)

(3) fF(B_X) F(B, ) dx =/dxff(y) 1, ) dyff(z) 1, (2) dz
-X h-x
=fdxff(u) lB(u+x) du.ff(u+x) lB(u+X+x—h) du
=f dx ff(u) f(u+x) dule(v) lB(v+X—h) dv

=fg(x) K(x~h) dx

g(u+h) K(u) du

fF(B_X) F(Bh_x) dx =

g % K(h)
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ANNEXE IV

TRANSFORMEE DE LAPLACE DE (Q(B).Q(B'))

o(Au) = E-{e'AQ(B) , e-uQ(B')}

Soient B et B' deux domaines tels que:

BS

BNB?

Soient QX(B) et QX(B') les quantités de métal tomb&es respectivement dans
les domaines B et B', et venant d'une salve implantée en x. S'il n'y a pas de

germe en X, alors QX(B) = QX(B') = 0. ®(A,U) s'écrit alors:

o(A,u) = E

-A Q. (B) -u Q (B"
{ o §X X o Ex X } (1)

et” d'aprés 1'indépendance de Poisson:

oA,

It

1 e (,w

I1 faut donc maintenant &évaluer @X(l,u). On conditionnalise donc par

rapport au nombre de germes tombés dans dx:

¢X(K,U) =1- GG dx E{e—AQX(B) e—UQX(B')IU(dX) = O}
+ GG dx E{e_AQX(B) e_UQx(B')lu(dx) = 1}

+ o(dx) (2
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- — ?
Quand p(dx) = 0, E e-AQX(B)e MQX(B_)}=1; calculons maintenant cette
espérance lorsque p(dx) = 1. Comme au paragraphe II.2, effectuons une seconde

conditionnalisation, cette fois sur le nombre M(x) de points de la salve im—

plantée en x.

3 P(M(x)=m) E{e_AQX(B).e—UQX(B') lu(dx)=1 et M(x)=m} (3)

m=0

Si M(x)=m, la salve centrée en x possé&de m points Vs Fgsees ¥y implan-
tés par rapport au germe; ces m points de quantités de métal respectives qps
4ys-++ 4 Peuvent appartenir soit & B, soit 4 B', soit 4 B 1 B', ou alors ni
4 B, ni & B'. Un point v de la salve appartiendra donc i ces différents do-

maines avec les probabilités suivantes:

yie: B/B' avec une probabilité F(B/le) = F(B1 )
-X
' tq 2 vy =
Yi€: B N B' avec une probabilité F(B N B_X) F(B2 )

v € B'/B avec une probabilité F(B'/B_X) = F(B3 )
-x
' ﬁ B et y¢ B' avec une probabilité 1—F(B1_x) - F(BZ_X) - F(B3_X)

Cependant, QX(B) et QX(B')“ﬁéﬁQeﬁf égalément s'exprimer en fonction de

ces différents domaines.

B=(8'/B)U (BNB") QB =Q(B) + Q)

B' = (B/B') y(Bn 3" QX(B') = %(B3) + QX(BZ)

et alors:
oM0x(B) _-ux(B") _ | -AQx(B1)-(M+1) Qx(B2)-1Qx(B3)

Ainsi, la contribution d'un point de la salve 3 QX(B) et QX(B') expri-

mée en transformée de Laplace est alors:

. 3
F(B; ) @) + F(B, ) 9O+ + F(B, ) W) + (1 ‘,ZF(Bi ))
-X -X -X i=1 ~X

1

¢ (A1)

1+ FB_) (PN - 1) + FB'_) (@) - 1)
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avec P(A) = E[e—kq] la transformée de Laplace de la quantité de métal d'une

particule d'un nuage.

Et en raison de l'ind&pendance conditionnelle des m points de la salve,

on obtient alors:

E{e—AQx(B) o HAx (B") luam)=1, M(_X)=m} B [4)0‘(}%11)]1“
En reportant cette expre;sion dans (3):
E{e—)\Qx(B) ~HQx(B") ]u(dx)=l}= H[o_(A,w]
Et en reportant cette valeur dans (2), nous obtenons alors ¢X(>\,u)
¢X(A,u) = (1—6G dx) + GG dx H[¢O(A,u)] + o(dx)
= exp -8, dx(1-H[$_(A,W)])

Puis en effectuant le produit des ¢X(A,u) pour tout dx de R , d'aprés

(1), on trouve la transformée de Laplace de [Q(B), Q(B')].

-0 f1-ro, (2, w]) ax
BOL) = e 0
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ANNEXE V

'CALCUL DE LA COVARIANCE
Cov[Q(B),Q(B")]

Cov(Q(B),Q(B"))

|

E{Q(®).Q8")} - E{Q®@)} E{Q(B")}

o(A, 1)

I

E{E-KQ(B) e-uQ(B')}

392 (0,0) = E{Q(®).qB"}
U A

Pour développer les calculs, considérons Y(A,u) = Lnp(A,u). Calculons

les dériveBes partielles de Y(A,U) par rapport 3 A et par rapport a .

AW _ 99(A, 1) 1
) oA (AW

(L

VAW _ (A1) 1
ou ou oA,

Or, comme ¢{0,0)=1, ces dérivées partielles en A=0 et =0 s'écrivent

alors simplement:

aY(0,0) _ 39(0,0) oY(0,0) _ 9¢(0,0)
Y -y W vTe 2)

Maintenant calculons la dérivée en A et en U de Y(A,U) en A=0 et u=0,

oA, 1 _ %Y, W) LW d(OL,W 1
Y R ) W TR A R i W TR Y G WeTY

9%9(0,0) _ 3%9(0,0) . 3¢¢0,0)  3¢(0,0)

oA du 9A adu LN o du

et d'aprés (2):

292¢(0,0) _ 3%P(0,0) , 3Y(0,0)  3y(0,0)

oA du oA ou A oo
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B2pQw  BL,Ww . B, W

Les dérivées partlelles PDNET R X o se calculent

facilement 3 partir de l'expression de ¢(A;u) obtenue en Annexe IV; leurs

A)

calculs font intervenir - §§§——-qui, en =0, est la moyenne de q la quantité

‘ 2
de métal d'une particule d'un nuage: E(q) = -9'(0), et BBA(gL qui vaut E(q?).

b = - ocf[1-le,0uu)] ax

Or, nous cbtenons en dérivant:

0.0 _ GGfH'(l) E(q) [F(Bl_x) *E@, )] dx -+ 0 m g |B| = ECQ(B))

2040,0) éﬁ O - eG'/‘H'(l) E(q) [F(B2 ) + F(By )] dx = E(Q(B")
—x x

La covariance s'exprime alors:

2
Cov(Q(B),a(8") = 7550

1

eG H'(1) P "(0) F(BZ_X) dx + eG H"(1) q)v(o)z F(B_X) F(B-:X) dx

Or, d'aprés les résultats de 1'Annexe IV, nous savons que:

/F(Bz ) dx = IBZI = |B N B'

-X

La covariance vaut donc:
Cov[Q(B),Q(B")] = 9 H'(1) ¢"(0) [BNnB'| + 6o H"(l)?‘(o)i/PF(B_X) F(B! ) dx

Si les deux domaines B et B' sont identiques, mais B' = Bh, c'est-g-dire

qu'il est implant&@ 3 une distance h de B, alors:
[BnB'| =|Bn Bh|‘= K(h)  covariogramme géométrique de B

fF(B_x) F(Bh-—;;) dx =ﬁ(u+h) R(u) du = g« K(h)

d'aprés le calcul 3 de 1'Annexe III.
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Dans ce cas, la covariance s'€crit:

Cov [Q(B),Q(B,)] = 6, [H'(1) 9"(0) K(h) + H'(1) P'(0)* g K()]

Rappelons pour mémoire que:

-P'(0) = E(q) = q quantité de métal moyenne d'une particule
P1(0) = (q® + 0?)
q
H'(1) = E(M) = m nombre moyen de points par salves

H"(1) = E(M(M-1))
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ANNEXE VI

CALCUL DE Q(r]|0)

A partir de 1l'expression (2) de II1.7.2 et des résultats (1) de
I1.7.1 et (1) de 1I1.7.2, nous avons:

’/%{}—F(B_x) - F(B'_)] F(B!) dx
P[N(B")=1]

P(N(B)=0|N(B")=1) = G(0,0) (1)

Considérons maintenant deux domaines B et B' tels que:

Blon)

8= B(o®) Blo)-B(08)=8

E<<nre

La probabilité Q(r]O) s'exprime alors en terme de limite

Q(r|0) = lim P[N(B) = O|N(B") = 1]
€ +0

Calculons cette limite. Les différents éléments de calcul ne sont
pas développés ici en détail; le lecteur souhaitant approfondir les dé-

veloppements les trouvera dans[l].

(1) puisque B U B' = B(0,r), 1l'expression G(0,0) devient:

G(0,0) = exp - GGU/Zl—H[l—F(BSQ,r)] dx

P[N(B(0,r))]= 0 d'aprés [II.7.1].

(ii) Si F(x) admet une fonction de densité

. F(B) ‘ F(ng,€))
]B]!_il(x)l -—I—B—l— = f(x) donc m —> f(x) quand € 0

(iii) ©Nous savons d'aprés II.7.1 (2) que:

P(N(B) = 1) = G(0) 8¢ H'[l—F(B_X)]F(B_X) dx
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Or on peut démontrer que:
P[N(dx)=1]~6, G'(1) + o (dx)

donc la limite de P(N(B(0,€))=1) quand € devient petit peut s'ob-
tenir & partir de cette relation. Si ¢ + 0, B(0,e) - dx et alors:

lim P(N(B(0,€))) = 6, H'(1). Mes(B(0,€))
>0

(iv) La limite de la probabilité (I) s'obtient alors en utilisant les

résultats (i), (ii) et (iii). Ainsi

P[N(B(O,r))=0]’fH'[l—F(B_(}(C),r))] f(x) dx
lim P[N(B(O,r) [N(B(0,€))=1] -
>0

H'(1)
c'est-d-dire B(0,€) - dx

Q(x|0)
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ANNEXE VII

CALCUL DE F(B-x)

B
-x

f(x) est isotrppe F(B_X) = F(Bx)

-|x|?/20*
avee f(x) = e

21 -g?

—p?/20%
Posons |x| = p. Alors £ (p) = —— P
o [o

Si B est un cercle de centre O et de rayon r, alors Bx est un cercle de

centre x et de rayon r. (Référence [1]).

Considérons deux cas:

(1) x| 2

2,2 2
0 = Arcog JxlZte-T?

2|x|p
'x|+r ee_pz/zgz
F[BX(O,r)j = F[B(x,r)] = %{(} SR o p dp dé6
X|=Y¥ O

x|+r

|
~/P Arcos lEl_iE____ £ (p) dp
| %]

Q{H

F[B(x r) |
2xip
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) x| <«

r—l I 2% —p /20 r+[ —p 2552
F[B(x,r)] = J 211: Smor— P dp a6 + 2] f ~qgr— P do 4@
o o r—l ] o
. r-|x| r+|x|
F[B(x,1)] =f £ (p) dp +f %fo(p) Arcos £otlxl®-r” dp

o T x| 2|x|p
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ANNEXE VIII

CALCUL DEfg(h)K(h) dh

2m

2 2
fg(h) K(h) dh = Z%r_ng/e-p,/zm K(p) dp

o O

K(p) est le covariogramme géométrique du cercle de rayon R, K(p) = O
pour P32R: le domaine d'inté@gration peut alors &tre restreint. Et aprés un

changement de variable adéquat, 1'intégrale s'écrit:

4R4
fg(h) K(h) dh = poa (I1 - Iz)
! 2 2,2
avec I1 =f e--R u®/o u Arcos u du

o}

1 2 242

12 =f e_R u®/o u/l-u? du

o}

I - Développement de I

1
Développons 1l'exponentielle en série, et intégrons terme 3 terme:

: 1
® n 2\n
I1 = Z (;') (%;_—) f u2n+1 Arcos u du
n=0 :

(o}

e O VIl £:5A S e S DY
17 2 W \o? 4 N
N=1

ce qui donne alors:

avec (2N-1)!! = 1.3.5.7... (2N-1).

IT ~ Développement de IZ'

Développons 1'exponentielle en série et intégrons aprés avoir effectué

le changement de variable u = sin 0.
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1
oo n 2\ Il
I, =% (-1) (%‘z‘) f 2n+2 07 du
n=0 n! \
0
b n 2\l TT/Z
= E (_:P %2— f (sin®) n+2 cos?f dp
n=0 "°
o
m
I
21 est en fait la représentation intégrale de la fonction Béta, B(ZE%Q’_%)

I2 s'écrit alors:

o N-1 2\N-1
_ G " (R 1 f28+1 3
L, =2 “H-D1 ("ET> 2 B( 7 2>

N=1
or 1 3
G2 3) _ Fang) I
222 T(N+2)
_ @2N-D T
M ey s
I, devient alors:v
2 o N-1
I = Z (-1) (2N-1)1 yiA
2 N=1 (N=-1)1! 2N+2 (N+1) 1

III - Calcul de ﬁ(h) K(h) dh.

o N-l oo \N-1
- = G-~ (R n 11
h-h= Ngl NTWD ! \07) Rz BNDM

L'intégrale vaut donc:

0 _ 2 N
N=1 2" (N+1)! i

Développons les factoriels:

= a(o+l) ... (o+n-1) avec O =

ol




- AVIIT.3 -

(N+1)! = 1.2.3 ... (N+1)

Y(Cy+1) (y+2) ... (y+n-1) avec Y = 2
ce qui donne exactement le développement de la fonction hypergéométrique

confluente M(Q,Y,x) en effet.

f alo+l) ... (emn-1) =
n=1 Y(y+1) ... (yn-1) n!

M(O,Y,x) = 1 +

La définition et les propriétés de cette fonction sont donndes en Annexe

IX. Nous obtenons finalement 1'expression suivante:

1 R®
Rzn {1 = M(‘Q'"szs— '6—'2'):]

f g(h) K(h) dh =
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ANNEXE IX

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES CONFLUENTES
OU FONCTIONS DE LAGUERRE

La fonction de Laguerre M(0,B,x) ou F(o,B,x) est définie par une série -

entiére.

- n
F(a,B,x) = 1 + ), ao+l) ... (o+n-1) x

1
n=l y(y+1) (y#n-1) ™
Transformation de Kummer : M(a,b,z) = e? M(b-a,b,-2z)
1
. . : [§ -1 b-a-
Représentation intégrale: M(a,b,z) = TTES*T%%%ES- oZt 2 (1-t)° 72 l dt
o

En particulier dans le paragraphe IV.2.3
1
3 _ 2 zt /t
M(=,2,2z) = = fe -t dt
o

Quelques relations de récurrence:

F(g;l,z) = F(-0.5,1,z) + 2z F(0.5,1.,z )

(0.5+z) F(0.5,1.,z) - 0.5 F(l.S,l.,z)

F(0.5,2.,z) =

0.5 z
F(3/2,1.,2z) - 0.5 F(1/2,2.,
F(é’zo ,Z) = (3/ Z)(O.S + Z)(l/ Z)
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[2] MATHERON G. "Les variables régionalises et leur estimation', Masson et .
Cie,- 1965, pp. 291-294. :

[3] Handbook of Mathematical Functions, US Department of Commerce, National .
Bureau of Standards, Applied Mathematics Series, 55, &dité par M. Abramo-
witz et L.A. Stegun.
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QUELQUES ABAQUES

1) Référence [3].

x F(-0.5,1.,X) F(0.5,1.,X)
0.1 9.4936442 E-01 1.0519282

0.2 8.9741399 E-01 1.1079356

0.3 8.4407999 E-01 1.1683788

0.4 7.8928921 E-01 1.2336474

0.5 7.3286360 E-01 1.3041668

0.6 6.7501992 E-01 1.3804019

0.7 6.1536936 E-01 1.4628604

0.8 5.5391714 E-01 1.5520971

0.9 4.9056201 E-01 1.6487185

1.0 4.2519583 E-01 1.7533877

2.0 | ~-3.6900042 E-O1 3.4415239

3.0 | -1.5616315 7.3801013

4.0 | -3.5187312 1.6843984

5.0 | -7.0143797 4.0078446 E+01
6.0 | -1.3733318 E+01 9.8033340 E+01
7.0 | -2.7432050 E+01 2.4433254 E+02
8.0 | -5.6658271 E+01 6.1706403 E+02
9.0 | -1.2119637 E+01 1.5736049 E+03
10.0 | -2.6750359 E+02 4.0427554 E+03

2) Référence [1] .

X M(3/2,2,x)| x M(3/2,2,x) X M(3/2,2,x)
0.00 1.00000 0.70 1.71502 2.00 4.97779
0.02 1.01513 0.75 1.784253 2.20 5.89913
0.04 1.03051 0.80 1.85647 2.80 9.89261
0.06 1.04614 | 0.85 1.93188 3.00 11.7796
0.08 1.06205 0.90 2.01060 3.50 18.3042
0.10 1.07822 1.00 2.17858 4.00 28.5973
0.15 1.11985 1.10 2.36173 4.50 44 .8869
0.20 1.16326 1.20 2.56144 5.00 70.7383
0.25 1.20854 | 1.30 2.77929 5.00 70.7383
0.30 1.25576 | 1.40 3.01697 5.50 111.892
0.35 1.30502 1.50 3.27635 6.00 177.439
0.40 1.35640 1.60 3.55949 6.50 282.195
0.45 1.41000 1.70 3.86861 7.00 | 449.842
0.50 1.46593 1.80 4,20620 7.50 |- 718.562
0.55 1.52428 1.90 4.57493 8.00 | 1149.91
0.60 1.58517 | 2.40 7.00015
0.65 1.64871 2.60 8.31685
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ANNEXE X

CALCUL DEffF(B_x) F(By.y) Covglx-y) dx &

Soit I cette intégrale, et aprés un changement de variable:

I =.[/‘F(B—x) F(Bh_u_x) Cove(u) dx du

En utilisant le résultat (3) de 1'Annexe III:

fF(B_X) F(Bh_u_x) dx =fg(t+h-—u) K(t) dt
I s'écrit alors:
I ﬂg(h—u+t) Cove(u) K(t) du dt

=fCove*g(h+t) K(t) dt

ce qui donne, en appliquant 1'algorithme de Cauchy:

I-= /f Cove—x-g(x—y) dx dy.
B Bh



NOTATIONS
K, Het L

u

Py et Pp,
N

N-Z
P=

PW etqw
2

S

- AXT,1 -

ANNEXE XI

CALCUL DE LA VARIANCE RELATIVE D'ECHANTILLONNAGE
D'APRES ENGELS, INGAMELLS ET SWITZER

sont les teneurs moyennes respectives du minerai, du constituant riche
et du constituant pauvre.

est la dimension des particules.

sont les masses volumiques respectives du constituant riche et du
constituant pauvre.

est le nombre moyen de particules dans 1'échantillon de masse W.
est le nombre moyen de particules dans ce méme échantillon.

. . Z . .
la proportion de constituant pauvre , q = la proportion de consti-
tuant riche.

les proportions en masse.

est la variance de M résultats d'analyse d'échantillons de masse W.

4 g2 . .
R% = 10 %7 est alors la variance relative.

est la contribution d'un grain de constituant riche, au résultat
d'analyse d'un échantillon de masse w.

INTERPRETATION DE_¢

7 = L+ = .
K =P, qQ, B=p, L+tci

or la gangue est 1'élément majeur, donc p_ ~ 1l et ainsi:
W

K=L+ ¢ Z

Considérons maintenant M échantillons de masse w, de teneur x,, contenant
: i

Zi grains.

Rl ==
=

xi =L+ c Zi = x =L +c Z avec.g

™
B

et Z =

™
N

La variance des M résultats d'analyse vaut alors:

2<xi—"£) 2_ , 22,0 2

ST Ty T ¢ TMa
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Les particules riches sont en faible proportion. Les auteurs font alors
1'hypoth&se, qui apparait légitime en premi&re approximation, que le nombre de
particules riches dans un &chantillon de masse w est une variable de Poisson de

< . 2 s
paramétre Z. La variance s° s'@crit alors:

La constante c et le nombre moyen de grains riches peuvent donc étre

déterminés expérimentalement.

X =1L+ cZ 2

DETERMINATION DE LA CONSTANTE D'ECHANTILLONNAGE K,
(o

La masse w de 1'échantillon se calcule immédiatement

3 3
= -+ £ —
W= Wt W (N-2) pL u’® + Z pH u

Calculons la variance relative R? = 10“32/K2; en utilisant les résultats

K=1L+ cZ et s> = c?Z, on obtient alors que:
2 2
2 _ S s _ (K-L) y
R
KS
Or, puisque R? = el la constante K.S s'obtient facilement:
2 2
S ) (K—L) 3 N y
= W= — -— -+ —
Ks = %7 %2 U (egmpy, + 7 pp) 10

En exprimant les proportions en nombre en fonction des proportions en masse,

= +
sachant que K pWL qWH

py(H-K) + pL(K—L)
py (R-1)

N
z

on obtient la constante KS:

(K-L) (H-L) u? Py
K. = : 10"

KZ






