Cabhiers de Géostatistique, Fascicule 1
Compte-rendu des Journées de Géostatistique,
6-7 Juin 1991, Fontainebleau, pp. 137-156

SUR LES LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES CONTINUES OU ENTIERES
DONT LA MESURE CANONIQUE DE PAUL-LEVY ADMET UNE DENSITE OU
UNE SUITE DECROISSANTE - LEUR CARACTERISATION - LEUR RELATION

AVEC CERTAINS PROCESSUS OU CHAINES MARKOVIENNES

Ph. FORMERY

Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris
60 boulevard St—Michel
Paris 6
France

TABLE DES MATIERES

Sommaire et introduction
1. Notions, notations, lois positives
Lois entiéres

2
3. Petits exemples de lois (IDD) quelconques ou entiéres -~ Contre-exemple
4

. Ou @y(4) et G,(s) apparaissent comme solutions d’équations fonctionnelles

5. Bijection avec un probléme simple de Markov et image donnée par ce dernier

ENSMP, 1991



Sur les lois indéfiniment divisibles... 139

SOMMAIRE ET INTRODUCTION

Les pages qui suivent se proposent d’introduire, de caractériser, d’illustrer par une
chaine de Markov une classe particuliére de lois indéfiniment divisibles.

Lois continues, par leur transformée de Laplace ¢ (4), dont la mesure canonique

de Paul-Lévy admet une densité décroissante. Lois entiéres, par leur fonction génératrice
G(s), dont la mesure de Paul-Lévy reléve d’une suite décroissante.

® (Cette classe est introduite par la condition que les fonctions associées a
pE[1,0](g=1-p)eta ¢ oua G:

G(s)
G(q + ps)

' A
.9 — ¢p(z>=gé—})-; ©.G) — Gys) =

soient des lois indéfiniment divisibles.

® I.a classe est caractérisée de facon simple sous ses aspects continu ou entier.

® Ausein de cette classe, la relation @(4) — G(s) = ¢(1 - s) transforme un élément

continu en un élément entier.

® Les fonctions introduites @,(4) et Gy(s) apparaissent aussi comme la solution
générale de deux équations fonctionnelles (E;) et (E;).

(E,) et (E,) traduisent des relations rencontrées dans la pratique entre les valeurs
d’un processus markovien X; ou d’une chaine de Markov N..

¢ On examine un probléeme simple de chaine de Markov dont les régimes limites
sont en correspondance bijective avec les éléments de la classe en question, dont ils
donnent en outre, ainsi que de la fonction génératrice G,(s), une représentation assez
concrete.

® Jes lois de Sichel et de Bessel appartiennent a cette classe de lois indéfiniment
divisibles.

A partir des notions de fonction complétement monotone et de loi indéfiniment
divisible positive que 1’on pourra trouver dans W. Feller (Tome 2 - XIII p. 439 et suiv.
et Tome 1 ~ XII p. 290) ainsi que dans les Exercices sur les lois stables et les processus
a accroissements indépendants de G. Matheron, janvier 1969 et, par une démarche dont
le but n’apparait pas immédiatement, on se propose d’introduire et de caractériser la
classe des lois indéfiniment divisibles dont la mesure de Paul-Lévy admet une densité
ou une suite décroissante.
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I - NOTIONS, NOTATIONS, LOIS POSITIVES

e  Fonction complétement monotone (notée CM)
Une fonction 6(A) définie pour 4 > 0 est dite complétement monotone si elle
admet des dérivées de tous les ordres, telles que :

VneEN A1>0 (-D*6®@) =0

La forme générale d’une fonction complétement monotone est donnée par le
théoréme de Bernstein :

A>0 0(4) = J e dm(t)
0
ol m est une mesure non nécessairement finie.
Sienoutre 6(0) =1, 6(4) estla transformée de Laplace d’une variable positive T :

A=0 6(2) = E(e™*T)

e Loi indéfiniment divisible positive (notée ID)

La loi ¢(4) d’une variable aléatoire positive est dite indéfiniment divisible si :
VnEN" ¢!/ estla transformée d’une variable aléatoire.

La forme générale des lois indéfiniment divisibles positives est donnée par un
théoréme de Paul-Lévy et W. Feller :

@)
A>0 o)

soit en précisant :

est une fonction complétement monotone (CM)

9D _[7

o) . e dP(x) ou
® 1 _ex

“Log ¢() = ]0 1= 4P

P étant une mesure (exempte d’atome a ’origine), dite mesure canonique ou mesure
* dP(x)
1 X

< 00,

de Paul-Lévy. L'existence de @(4) équivaut a la condition f
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e Fonction y(A)

@A) étant la transformée de Laplace d’une variable aléatoire positive

— c’est-a—dire une fonction complétement monotone non supposée indéfiniment divisible
jusqu’a nouvel ordre — on lui fait correspondre la fonction positive 1, définie par

@) _yQ@)
A>0 ——(;(I)—— 1

On a nécessairement :

lim y(4) =y(0)=0
A=0

D. Si u estla mesure de probabilité d’une variable aléatoire
A=0 o(A) = ] e du(x)
0
A>0 -¢'(A) = I e x du(x)
0

-A@'(A) = I : e Ax du(x)

-Ax

Comme (Ax)e™ est majorée par 1/e, le théoréme de la convergence dominée

donne :
lim { -A¢'() } = I lim (Axe™) du(x) =0
A0 0 A0

- ctim | -2ZHR ) il 20 @) =
- (450 ) -0 -0 m

: @A)
e Fonction @y(A) = ——*
7 ()
p€E [0,1], a peta ¢, on fait également correspondre la fonction :
A
o) =2 oo a1

¢(Ap)
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Ona:

RO A

__ @'(4p) _y@) __ y(@p)
¢ @)

oUp) A P ip

+Pp

_ @) _ (A - y(ip)
@p(4) Y3

dont on calcule la dérivée par rapport & p :

__q__ _‘p'p@) Y
S )y

N R
VeI [1—p %@}

e  Hypothése : pp(L) est indéfiniment divisible lorsque p est voisin de 1
Forme de (1) et dep(A) “

On suppose que, pour toutp voisinde 1: V p € [1-¢, 1] ¢p(4) estindéfiniment

@' p(4)
@p(4)

convergence d’une fonction complétement monotone, il en est de méme de y'(4) dont

divisible, c’est-a—-dire que - est complétement monotone. Par stabilité, pour la

la forme est :

-]

V@) = [ e dm(t)

0

puis, comme ¥ (0) = 0

L. ] " —A1 00
zp(}t)=j 1 = dam(y J d—mt@-mo

0

que 'on transforme par le théoréme de Fubini :

pA) =4 J:dm_(t) jte"lx dx=4 jwe‘}"‘ dxjwirflt—(i)-

t 0 0 x
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puis, en posant

h) = I‘” dm(t)

x t

et désignant pat P la mesure de densité h

P=h . dx

9D _y@ _ re—lx h(x) dx

ce qui montre que @ est une loi indéfiniment divisible, dont la mesure canonique P
a pour densité une fonction h(x), décroissante, tendant vers 0 & !’infini, non
nécessairement bornée a ’origine. Inversement toute loi indéfiniment divisible dont la
mesure canonique a pour densité une fonction décroissante tendant vers 0 a I’infini peut
étre écrite de la fagon précédente. La formule :

Proposition P; (Caractérisation)

' ® g M
—-%(-%)—=—1/i%—)- avec yY(A) = f . 1 te dm(t) caractérise les lois indéfiniment

divisibles @, dont la mesure canonique a une densité décroissante, notées (IDD).

Il en résulte que :

Y(Ap) - J e-Apx h(x) dx =_1_j B e Mx h(_)_(_) dx
Ap Jo 0 p

LD _ vy -yUp) [T _nl X
) 7 L e [h(x) h(p)] dx

h étant une fonction décroissante, etp < 1 h(x) - h(%) est une fonction positive et @,(4)

est donc une loi indéfiniment divisible. D’ou
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Proposition P, (Résultat de synthése concernant la fonction @, )

Si @A) = %_)_)_ est indéfiniment divisible lorsque p est voisin de 1, alors

® @A) est une loi indéfiniment divisible, dont la mesure canonique est &

densité décroissante h(x). Cette propriété entraine a son tour que
® ¢,(4) est une loi indéfiniment divisible pour tout p € [0,1]

La proposition exprime que, si et seulement si @(4) est (IDD) il existe une loi (ID)

d’une variable X, telle que :

i

X = pX+X,

Y pe|0,1]

les variables écrites au second membre étant supposées indépendantes

II - LOIS ENTIERES
La loi d’'une variable aléatoire positive entiére N est plutdt représentée par sa
fonction génératrice : ;

s € [0,1] G(s) = B(sN) = i P(N =n) s®
n=0

G(0) = P(N = 0)

¢(A) = Ee™) = G(e™)

Lois indéfiniment divisibles entiéres : G est (ID)si V n € N G1In(s) est une

°
Jonction génératrice
o0
Si P est une mesure entiére P = z ay &, la formule générale de Paul-Lévy et Feller
n=1
donne :

PN GEh 2
o S GeH 2me

s € [0,1] %f(—ssj)—= ian so!

n=1
€N

G(S) an an
€ [0,1 st a e
s € [0,1] G(O) ;n a,>0 g; <
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Afin d’introduire les lois indéfiniment divisibles entiéres dont la mesure de
Paul-Lévy est engendrée par une suite décroissante a,, nous suivons le méme plan que

pour les lois positives quelconques.

e Fonctions y(\)

G(s) étant la fonction génératrice d’une variable entiére, non supposée indéfiniment
PP

divisible, posant a = (é(((;))) > 0, on lui fait correspondre la fonction positive y(s) définie
par :

G'(s) _ 1-¥(s)

= 1 =
s € [0,1] o TS 7(0) =0

On a nécessairement lim y(s) =y(1) =1

s—>1
D. s € [0,1] G'(s)= > n P(N=n) s*!

n=1
(1-5) G'®) == 3, (1-9)n s* PN =n)
n=1

or st=enr Logs g g n(1-9) n(1-s) s® < n(1-s) e < %

et le théoréme de convergence dominée :

s>11 =1 n=1 57>

lim {(1—s) ‘é((:))} ~a lim [1-7)] =0

lim y(1)=1 MW

s—>1

G(s)

e Fonctions Gp(s) = ———
G(q+ps)

lim{i n(l-s) s* P(N=n) } = i lirr11 {n(1-s) s" PN =n)}=

0

Si p € [0,1] et q =1-p, & p et & la fonction génératrice G, on fait correspondre

la fonction
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G(s)

m Go(s) = G(s) Gi(s) =1

G,(s) =

Gps) _G'() _,G@+ps)  J1-6)  1-7(q+ps)
Gp(s)  G(s) G(q +ps) 1-s 1-(q+ps)

G'(8) _ , 1a+ps) -¥(s)
Gy(s) 1-s

dont la dérivée par rapport 4 p . (q = 1-p) est

B)SYeO__
ap{Gp(s)} ay'(q + ps)

, 1., 1 G'y(s)
V()= im {T; “"—Gj}s)}

®  Hpypothése : @y(s) est indéfiniment divisible lorsque p est voisin de 1
Forme de y(s) et de G(s)

On suppose que, pour tout p voisinde 1: V p € [1-¢,1], G,(s) est indéfiniment
G'5(s)
Gyp(s)
lorsque p tend vers 1, il en est de méme de y'(s) . Comme, par ailleurs y(0) =0 et
y1)=1

divisible, c’est-a-dire que est une série entiere positive. Par passage a la limite

y (s) est la fonction génératrice E(s¥) d’une variable aléatoire strictement positive

G'(s)
G(s)

G(s)

et celui de Log——= au moyen de cette

On cherche le développement de
nc e le développ GO)

variable.

Lemme L3 sefo1] 2 - ”(SS) =3 P(K>k)sk
- k=0
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D. ZP(K>k)s —Zs ZP(K n) = zP(K n)Zs

k=0 n=k+1
1- ) P(K=n)s”
=iP(K=n)1—Sn—ZP(K n)l st g) = _'Y(S) ]
= 1-s = 1- 1-s 1-s

Lemme Ly4. Soit K’ la variable aléatoire

ou les Y; sont des variables indépendantes entre elles et de K, de méme loi que
I’alternative de Bernouilli

Y PY=1)=p P(Y=0)=q
s € [0,1] 4Gl TS)S’ rs) i [P(K > k) - P(K' > k)] sk
- k=0

est une série entiére a termes positifs. Pour p=0 on obtient le Lemme Ls.

D. On vérifie immédiatement en conditionnant que E(X) =p(q+ps). Le lemme L;

donne alors :

1 —'}/(q+pS) = iP(KI >k) Sk
k=0

1-s
s € [0,1]
1- Y(S) Z P(K > k)s* par différence :
k=0
s € [0,1] ra+ fi)s" ) i [P(K > k) - P(K' > k)]s
k=0

or d’aprés la définition de la variable K’
K <K V k K'>kl C K>k
Y k P(K' > k) < P(K>k)

7(q + ps) - ¥(s)
-8

la série entiere est une série & termes positifs. |
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Il en résulte que

G _ 1-ys) _ = e i
G0 "% iss ¢ ZPE>Rst=a T PK = m)s

Lng-g%= i in“-sn avec ap=a PK=n) (a;=0)

n=1

ce qui montre que G(s) est une loi indéfiniment divisible dont la mesure canonique est
définie par une suite décroissante a,.

Inversement toute loi indéfiniment divisible définie par une suite a, décroissante
peut étre écrite de la fagon précédente au moyen d’une variable K > 0.

0
. ap . . . .
La condition > —= imposant toutefois que E(Log K) < « , précisons ce point :

n=1 .

>
oon k

- O« PEK=k)
> ag-——————

or

> B(Ek—z-l-‘L D % SPK=n)=>PK=n)> Il(-
k=1 n=k n=1 k=1

E(Log K) =< ii@—z—-kl < C+E(Log K)

Z%I-’-< o <> E(Log K) <
n=1

En résulte :

Proposition Ps (Caractérisation/homologue de P;).

G'() _,1-7(6) G'(0)
G(s) 1-5s G(0)

génératrice d’une variable K entiére strictement positive telle que E(Log K) < «

>0 et y(s) la fonction

La formule dans laquelle a =

caractérise les lois indéfiniment divisibles entieres dont la mesure canonique est
définie par une suite a, décroisante (lois notées IDD).
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Ce fait, compte tenu du lemme L,, entraine :

G'y(s) __ va+ps)-¥6) _ < e
G® " 1us "9 PE>H-PE>K

qui est une série entiére & termes positifs ce qui établit que Gy(s) est une loi indéfiniment
divisible.
D’otl1 la proposition Ps, exacte réplique de la proposition P;.

Proposition Pg (Résultat de synthése concernant la fonction G,/homologue de P»).

® Si Gy(s) =___G_(s)__ est une loi (ID) lorsque p est voisin de 1, alors

G(q + ps)
® G(s) est une loi (IDD). Cette propriété entraine a son tour que :
® Gy(s) est une loi (ID) pour tout p € [0,1]

Une relation entre lois positives quelconques et lois entiéres

a. Si @(1) estlatransformée de Laplace d’une variable positive, G(s) = ¢(1 -s)

est la fonction génératrice d’une variable entiére.
b. Si @ est (ID), G est également (ID).

Si ¢ est (IDD), G est aussi (IDD).

o

D. a. G(s)=g(1-5) VneEN G®(s) = (-1 e®(1-5) = 0
b. Y n€N" GU/M(s)=¢l/M(1-5) est une fonction génératrice
¢. Du fait que ¢ est (IDD) (caractérisation) :

@A) A

G __ @@-5_yd-s)
G(s) @(1-5) 1-s

_ﬂﬂ=}£@)_ avec Y'(A) = f e dm() et w(0)=0
0

qui peut s’écrire

G'(s) 1-y(s) _ . _Y(1-5)
G(s) v 1-s avee  ¥(s) =1 (1)
_— _ya-s 1 ? 1)
d’ol v (s) e ey L e dm(t)

est une série entiére a termes positifs. Comme y(0) =0 et (1) =1, y(s) est la fonction

génératrice d’une variable entiére strictement positive, ce qui caractérise une loi entiére
(IDD). N
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III - PETITS EXEMPLES DE LOIS (IDD) QUELCONQUES OU ENTIERES -
CONTRE-EXEMPLE

Donnons d’abord un contre-exemple : il est facile de mettre en évidence des lois
(ID) qui ne sont pas des lois (IDD). Si, par exemple, Kg et K'g sont deux variables de
Poisson de paramétre 0 indépendantes

N=Kg+2K'9 a pour fonction génératrice G(s) = e?¢D 0> - gf(sts>2)

VneEN" GY%s)=er"*2 : G(s) est indéfiniment divisible

Log —q(—sz-=l9s+ﬂs2 a,

G0) 0 a;=20 n>2 a,=0

0

n’est pas une suite décroissante, donc G(s) n’est pas IDD.

Pour mettre en évidence des lois (IDD) positives quelconques, on se fonde sur la
caractérisation de la proposition P; (cf. I)

- (Z(%) = 1/);__/1) avec P(0)=0 et y'(A) complétement monotone.

On peut en déduire des lois (IDD) entiéres par la relation R; (cf. II).

G(s) =o(1-53)
ainsi :

o Lois gamma et binomiale négative

aal 1 :
YO =1 P =T azy OO = a9
. S
correspondant a ¥(s) = 1+ a(1-s)

e  Lois stable et de Sichel

a€ 10,1], yp@)=aal® @A) =" | G(s)=e209% | est (IDD) on

y(s) =1-(1-5)* en particulier la loi de Poisson pour a=1.
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On remarque que ces deux lois sont “stables” pour les transformations :

(A%) . a(1-p%39
- @A) = ici A =e p
TP P
G(s) . . (1o (1)
G— GP(S) = ——-—-———G(q N ps) ict GP(S) =e (1-pH)(1-s)

o Loi entiére G(s) de Ueffectif d’une descendance

avi 1

Y(A) =m o) =m a>0
1 1-y1~5 @
Gr(s)—(1+ ’_1—s)‘1—( . )

e Loi de Bessel

On part de la fonction : p(A) = N a>0

Ja+n?-1

W) = al 1 a-
[A+A2-112 2424 [ +2)2-1
or
> 11 = J e2X e dx
+ 0

e _.I
JA+A)?*-1 0

sont deux fonctions complétement monotones, il en est de méme de leur produit 3’ () .

e e Iy(x) dx

Il en résulte que Y(A), avec Y(0) =0 est la primitive d’une fonction complétement

monotone et donc que @(4) est indéfiniment divisible. Précisons sa valeur

R AORRON a . - - _
Ty o R o(A) = a Arg Ch(1+1) aLog(1+l+‘/(1+l)2 1)

o) =(1+A-J(1+21)?%-1)% est (IDD)
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IV - OU @,(1) et Gy(s) APPARAISSENT COMME SOLUTIONS D’EQUATIONS
FONCTIONNELLES

On considére les équations fonctionnelles
E;) o' = 9p(4) @p(pA)
E;) Gypp(s) = Gp(s) Gy(q+9s) q=1-p

dans lesquelles @,(4) est une fonction de 4 = 0 et continue de p € [0, 1]

G,(s) est une fonction de s € [0,1] et continue de p € [0, 1]

Proposition Pg.
Les solutions générales de E;) et E,) sont respectivement
@od) Go(s)
A) = G,(s) = ———— A)=Gy(s) =1

@p(A) et Gy(s) sont des lois de probabilité (ID) si et seulement si
@o(A) et Go(s) sont des lois de probabilité (JDD).

D. Condition nécessaire passant i la limite lorsque p’ tend vers 0 dans E,) et E;)

o) = nod) Go®) = G+ b9
Condition suffisante
) = 2@ (od) = 2P _
7 @o(pA) #¢ (P) @o(pp'2)
o) Py (ph) = 5%%5 - Pp ()
G o Gyl+pG-1)
GO = Gepe-) PP TG pepGo-D)
_ Go1+p(s-1)
Go(1+pp'(s-1))
G,(8) Gy(a+ps) = ——28____G ().

Go(1+pp'(s-1))

La fin de la proposition reléve immédiatement des propositions P, et Ps. M
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e  Signification des équations Ej) et E>)

Pour se retrouver en terrain familier des processus ou chaines markoviens, il peut
étre commode de faire les changements de notations :

hett 20 p=e? p=e¢t
@p(4) = (4, h) Gyp(s) = G(s,h)
On note en outre simplement les lois limites
Po(A) = 94, ) = ¢(4)
Go(s) = G(s, ») = G(s)
E; et E, deviennent
E) @@ t+h) =@ h) ¢e™ 1)

E;) G(s,t+h)=G(s,h) G(1-eP+se™ 1)

dont les solutions sont :

__ 9@ _
E)) ¢@,1)= 2Ge) -@(1,0)=1

_ G(s) _
E) G(s,t)= G e G(s,0) =1

soit en écriture de variables aléatoires, si X, et N; sont des variables de transformées

oA, t) = E(e™X) G(s, t) = B(s™)

E; et E; se traduisent par les équivalences en loi :

L
Ei) Xun = €™ X+ Xy
FARAL
Ey) Nun = D Yi(h) + Ny
i=1

dans lesquelles les variables écrites au second membre sont supposées indépendantes
et les Yijh) de méme loi que Y(h) indicatrice de Bernouilli de paramétre
e® =P(Y(h) = 1).
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e Application a la solution de certains problémes

Soit X; un processus & valeurs positives quelconques (resp. N; & valeurs entiéres
positives) & accroissements indépendants et homogenes. En particulier

.
VY tk Xun—X; indépendante de X;

Niun—-N; indépendante de N,

L
=Xh
L

25
&
[
2
I

Ny

Vérifiant en outre les relations entre variables aléatoires

Y t, k E,l) Xt+h = e_h Xt + Xt+h - Xt et Xo =0

N;
E’;) Nin = z Yi(h) + Nyn - N, et Nop=0

i=1

ils vérifient les équivalences en loi E; et E,.
Les lois de X; et N; sont donc données en fonction de la loi limite par

B ) - 1, -5

B(s™) =Gls, ) = G —C:'('?I- se™)

Les solutions existent effectivement — et sont indéfiniment divisibles — si les lois

limites @(4) et G(s) sont des lois (IDD).

V - BIJECTION AVEC UN PROBLEME SIMPLE ET MARKOV ET IMAGE
DONNEE PAR CE DERNIER

L’interprétation de 1’équation E,) par les variables aléatoires N; oriente vers un

probléme simple de Markov.

On se référe & un probléme banal de bureau de poste :

Un bureau de poste, de grande capacité, muni d’un nombre infini de guichets. A
son arrivée, un client va vers un guichet libre ol I’attend un sourire. Sit6t servi, il quitte

le bureau. On suppose :
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® Les clients arrivent par paquets d’effectifs aléatoires K;, & des époquent dessinant
un processus de Poisson de paramétre a. Les K; sont indépendantes et de méme loi
qu'une variable K. On connait :

P(K=k) et 9(s)=E(*) = i P(K = k)s¥
k=1

® Les temps de service aux différents guichets sont des variables exponentielles
de parametre 1

® Les divers phénomeénes en cause sont supposés indépendants.
® I e bureau de poste est vide a 'instant initial.

On appelle N; le nombre de clients présents dans le bureau de poste — c’est-a-dire
en cours de service — & l'instant t, dont on cherche la loi que I'on note :

G(s, t) = E(s™/Np = 0)
G(s) = lim G(s,t) celle du régime limite ou stationnaire.
1~-» QO
Les propriétés de non vieillissement de la loi exponentielle des temps de service,

I’absence de mémoire du processus de Poisson des arrivées et I'indépendance des divers
événements permettent de voir facilement que N, vérifie 1’équation

N
E’;) Nun =, Yi(h)j' Nin - Ny Vth

i=1

avec les caractéristiques d’indépendance et I’équivalence en loi Ny, — Ny = Ny requises
plus haut.
Compte tenu de la condition initiale Ny = 0, la solution du probléme est donnée

au moyen de la solution limite G(s) par

G(s)
G(1-et+se™

G(s,t) =

e  Recherche de la solution limite ou stationnaire G(s)

Les conditions différentielles du probléme sont :
P(Nus=n-1/Ny=n) = n 4t
kZ 1 P(Nt+61=n+k/Nt=n)=aP(K=k) 6t
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dont on déduit le systéme de probabilités stationnaires p; par le raisonnement classique :

j
(@+i)pj= i+ pg1+a > prx PK=K)
k=1

qui se résoud par la fonction génératrice

G(s)=> p; ¢

j=0
On trouve :

G'(s) _, 1-76)
G(s) 1-s

¥(s) = B(s¥)

En se référant aux résultats du II, on conclut :

® le régime limite G(s) n’existe que si E(Log K) < «
® seclon la caractérisation Ps, G(s) est une loi (IDD)
e selon Pg, G(s,t) est alors une loi (ID)

e il existe une correspondance bijective entre les lois entieres (IDD) et les régimes
stationnaires des problémes du bureau de poste.

Exemples

e K est une variable de Pascal

k=1 PK = k) = af? ¥(s) = ?S

Bs a+fB=1

1

a/B
G(s) = (ILﬁs) est une loi binomiale négative

-1 a/B
G(s,t) = (a+ﬁ1iﬂ(sl —S))

o K est une variable de type Sichel a ¢ ]0,1] y(s)=1-(1-5)*

G(s) =exp {—%(1 - s)“}

G(s,t) = exp {—%(1 -e™ (1 - s)a}

Pour a=1, on a la solution banale de Poisson.



