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Résumé

Pour simuler conditionnellement une variable, il est nécessaire d’expliciter le lien
entre celle-ci et les observations. Deux types de relation ont été étudiés: une relation
fonctionnelle, la variable observée est la transformée par une fonction déterministe
du vecteur & simuler, et une randomisation, la variable observée est une variable
aléatoire dont le parametre est la variable & simuler. Le modele de la variable &
simuler étant le modéle gaussien anamorphosé, la simulation de la loi conditionnelle
peut se ramener a la simulation d’un vecteur multigaussien dont chaque composante
doit vérifier une ou plusieurs inégalités. La simulation d’un tel vecteur aléatoire s’ef-
fectue a l'aide d’une chaine de Markov ergodique dont la loi stationnaire est la loi
conditionnelle du vecteur gaussien. Ces techniques ont été utilisées pour modéliser
la corégionalisation entre une teneur et un faciés lithologique d’un gisement d’ura-
nium ainsi que pour filtrer la mesure entachée d’un bruit poissonien d’une image
micro-sonde. Dans ce dernier cas, I’espérance conditionnelle ne pouvant étre calculée
directement, on a recours a des techniques de Monte-Carlo : une approximation de
'estimateur est construite sur des simulations de la loi conditionnée par les obser-
vations.

Abstract

A conditional simulation is based on an explicit model that links the measured
variable to the variable to be simulated. Two different links have been studied :
— a deterministic link, i.e. the observed variable can be expressed as a deterministic
function of the variable to be simulated,
— a probabilistic link, i.e. the ditribution of the observed variable depends on a
parameter which is the variable to be simulated.
If the variable to be simulated derives from a gaussian model, then its conditional
distribution can be simulated in the same way as a multigaussian vector whose
coordinates satisfy inequalities. These inequalities can be validated by sampling
the stationary distribution of an ergodic Markov chain. This technique has been
used to model the coregionalization between the grade and a geological indicator in
an uranium orebody, and also to filter an image blurred by a Poisson noise. In this
latter case, since a direct computation of the conditional expectation was impossible,
a Monte-Carlo method has been used to build an estimator starting from several
simulations of the conditional distribution.
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Introduction

Les méthodes de simulations conditionnelles gaussiennes ont été développées il y a une
vingtaine d’années [25] et sont maintenant d’usage courant en géostatistique. On oppose
généralement simulations et estimation. Un estimateur construit sur un jeu de données ex-
périmentales fournit en chaque point une valeur aussi proche que possible de la variable vraie
inconnue. Une simulation conditionnelle reproduit seulement les principales caractéristiques
de dispersion de la variable étudiée — on impose généralement que la loi bivariable et par
conséquent ’histogramme et la covariance soient reproduits — et repasse par les données
expérimentales. Cependant les simulations ne sont pas calculées pour elles-mémes mais sont
utilisées bien souvent pour estimer une fonctionnelle de la variable: son calcul sur les simu-
lations fournit un échantillonnage de sa dispersion. On peut alors en déduire un estimateur.
Un exemple classique est 1’estimation de la surface d’une ile & partir de mesures bathymé-
triques [7]: 100 bathymétries sont simulées conditionnellement et sur chaque simulation la
surface de I'ile — les points ou la profondeur est négative — est calculée. L’histogramme des
terres émergées est calculé. En sont déduits des estimateurs tels que la moyenne, I’écart-type
et quelques quantiles. Les simulations conditionnelles apparaissent alors comme des inter-
médiaires de calcul pour construire un estimateur. Une telle démarche est lourde, elle est
employée lorsque la construction directe d’'un estimateur n’est pas possible — lorsqu’on ne
dispose pas d’expression explicite de ’estimateur ou bien lorsque les calculs sont imprati-
cables. De plus il convient de préciser le statut des estimateurs ainsi construits.

Pour cela on rappelle de maniere succinte les techniques d’estimjations utilisées en géo-
statistique. Il faut tout d’abord formaliser ’objet d’étude:

e Le phénomene étudié sur un domaine borné de 1’espace, D, est représenté par une
fonction y — scalaire ou vectorielle — définie sur D.

¢ On dispose de mesures liées au phénomene :

z2={(21,22,.-,2n)

On recherche une estimation d’une fonctionnelle de la variable y, ¥(y), qui peut étre, par
exemple, la valeur de y en un point de D ou une fonction de cette valeur, soit y(u) ou foy(u),
ou bien la valeur moyenne de foy sur un sous-ensemble V du domaine:

—I—é,—l /V foy(u)du
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L’estimateur est une fonction des données expérimentales, 1(z). Le cadre de travail est fixé
par I’hypothese constitutive de la géostatistique [37]:

La variable étudiée y ! et les mesures sont interprétées comme une réalisation
respectivement de la fonction aléatoire Y et de la variable aléatoire vectorielle Z
(Y et Z ne sont pas indépendantes).

Dans ce cadre, un estimateur est défini comme la fonction des données expérimentales mi-
nimisant 1’écart quadratique moyen:

ot = E{(%(Y) - $(2))’}

La classe des fonctions des données sur laquelle la minimisation s’effectue définit le type
d’estimation. Ainsi aux estimateurs couramment utilisés en géostatistique, le krigeage simple
[33], le krigeage disjonctif [34, 36] et I’espérance conditionnelle, correspondent respectivement
les classes de fonctions suivantes:

Cxs = {ZXz}
Ckp = {Zfi(z)}
CEC = {f(zla'-'azn)}

L’estimateur est alors la projection orthogonale de la variable & estimer, le modéle P(Y),
sur le sous-espace linéaire engendré par les données expérimentales et la classe des fonctions
considérées. Mais comme Cxs C Ckp C Cgc, il en est de méme pour les espaces linéaires
sur lesquels s’effectue la projection orthogonale. Plus les estimateurs sont précis — c’est-a-
dire, plus la variance d’estimation est petite —, plus ils exigent en contrepartie de préciser
le modele de fonction aléatoire utilisé. Pour le krigeage simple seules sont nécessaires les
covariances entre les données et la variable a estimer, pour le krigeage disjonctif les lois
bivariables et pour l'espérance conditionnelle la loi du vecteur composé par les données
expérimentales et la variable a estimer.

Dans la pratique, on retient le degré de spécification qui soit le plus faible possible et qui
soit compatible avec la résolution effective du probléme posé. En effet & un type d’estimateur
sont associées les caractéristiques d’un modéle de fonction aléatoire. Cependant ces carac-
téristiques ne déterminent pas en général une fonction aléatoire unique, mais un ensemble
de fonctions aléatoires — par exemple, la classe des fonctions aléatoires de covariance ex-
ponentielle ou la classe des fonctions aléatoires de lois bivariables gaussiennes. L’estimateur
est optimal pour toutes les fonctions aléatoires appartenant & cet ensemble. Ainsi limiter le
degré de spécification de la fonction aléatoire assure une certaine robustesse 3 1’estimateur.
D’autre part, tant que les caractéristiques du modeéle utilisées peuvent étre estimées ou tes-
tées a partir des données expérimentales — bien souvent tel est le cas des covariances voire
des lois bivariables —, I’estimation peut étre considérée comme une procédure ob jective.

Cependant, en fonction du probléme posé, il n’est pas toujours souhaitable de se limiter
aux estimateurs linéaires. Par exemple, I'estimation de foy & partir de z peut toujours étre

1Pour bien distinguer la réalité du modele, y est appelée une variable régionalisée.




faite par krigeage linéaire et dans ce cas seules les covariances doivent étre inférées. Pour
assurer que le modele des covariances simples et croisées soit un modéle autorisé [39], on
doit bien souvent passer par la modélisation des lois bivariables. Ayant fait ces hypotheses,
il faut utiliser ’estimateur qui les exploite au mieux, le krigeage disjonctif. Ce probléme de
la cohérence des modeles se rencontre par exemple lors de 1’estimation d’une indicatrice:
expérimentalement, on peut calculer les variogrammes simples et croisés sur les données,
(Ya> Lya>y. )aca- Mais pour I’ajustement de la covariance simple de I'indicatrice et de la co-
variance croisée entre la variable et I'indicatrice, on ne peut utiliser un modele quelconque.
Pour apporter une réponse cohérente a4 un probléeme d’estimation complexe, on peut donc
étre amené a utiliser un modéle qui n’a pu étre testé exhaustivement sur les données ex-
périmentales. Mais dans ce cas un estimateur ne s’appuyant pas sur un modéle cohérent et
explicite ne garantirait & la procédure qu’une illusoire objectivité. On rencontre la les limites
du jeu de données qui ne peut pas tout dire.

A cette présentation des estimateurs utilisés en géostatistique, on peut ajouter les esti-
mateurs construits sur les simulations conditionnelles. Il faut tout d’abord se donner une
définition formelle d’une simulation — la définition proposée au début de cette introduc-
tion est une définition des objectifs d’une simulation, reproduire la dispersion de la variable
étudiée. La variable étudiée y est interprétée comme une réalisation d’une fonction aléatoire
Y (u). Si on se donne une famille finie de points de ’espace, S = {u1,...,u,} — on considére
généralement une grille réguliere —, la restriction de la fonction aléatoire a ces points fournit
le vecteur aléatoire Y = (Y,)aes défini par sa loi u¥, appelée la loi a priori. Une simulation
non conditionnelle est une réalisation d’un vecteur aléatoire de loi ¥ . Pour conditionner une
simulation par le vecteur des mesures z, on se donne un modele du vecteur aléatoire (Z,Y)
défini par sa loi uZY tel que la loi marginale de Y soit la loi a priori de la simulation. Une
simulation conditionnée par z est une réalisation de la loi conditionnelle de Y a z fixé, notée
1Y . A Taide des simulations conditionnelles (ﬂ(i)hgigu, on construit ’estimateur empirique

e p(y) par
$(z) = T3 w(g?)

i=1
Si on a la convergence,

lim $(2) = E{p(¥)|z}

cet estimateur est une approximation de ’espérance conditionnelle calculée avec la loi u?Y.
Comme pour l’espérance conditionnelle, les estimateurs construits & 1’aide des simulations
conditionnelles s’appuient sur des hypothéses qui ne peuvent pas toutes étre controlées sur les
données expérimentales. Mais procédant de la sorte, on peut intégrer dans un cadre cohérent
des mesures de natures diverses: enrichissant le conditionnement on limite ’arbitraire du
modele. De plus pour choisir un modele, on peut s’appuyer sur la physique du phénoméne
ou de sa mesure. *

L’unique modele utilisé tout au long de ce travail est le modele gaussien anamorphosé.
Ce modele, tres utilisé en pratique, a été 'objet de trés nombreux travaux. Ici on présente



le conditionnement dans quelques nouveaux cas. En effet la méthode de simulation condi-
tionnelle classique a des conditions d’utilisation trés strictes qui sont parfois outrepassées
au prix d’approximations peu justifiées. En particulier, la fonction d’anamorphose doit étre
bijective ce qui exclut la représentation par ces méthodes de distributions présentant des
atomes (variables discretes, effet zéro).

Dans le chapitre 1, on rappelle tout d’abord le modele gaussien ainsi que la mise en
ceuvre des simulations conditionnelles classiques. Conditionner une simulation suppose un
lien explicite entre la mesure et la variable simulée. Deux modéles sont présentés : la variable
observée est soit la transformée par une fonction de carré sommable, soit la randomisée
d’une variable gaussienne liée a la gaussienne a simuler. De cette modélisation, on déduit
alors la loi conditionnelle & simuler. Pour chacun de ces modéles, un exemple d’application
est présenté:

e La corégionalisation entre une teneur en uranium et I’indicatrice d’un facies géologique
est modélisée par des fonctions d’anamorphose d’une corégionalisation de facteurs gaus-
siens (chapitre 2).

o Les simulations conditionnelles sont utilisées pour filtrer la carte chimique d’un élé-
ment obtenue par une micro-sonde électronique (chapitre 4). Le bruit & éliminer est
poissonien, c’est-a-dire que la variable observée est une variable de Poisson dont le
parametre est égal a la concentration 3 estimer.

Quelques algorithmes permettant la mise en ceuvre des simulations conditionnelles dans
le cas ou la condition s’exprime sous la forme d’inégalités sont étudiés au chapitre 3. Un
des algorithmes présentés est également utilisé, aprés quelques modifications mineures, pour
conditionner une simulation par des randomisées.



Chapitre 1

Des exemples de conditionnement

Ce chapitre présente les différents types de conditionnement qui seront mis en ceuvre par la
suite. Le conditionnement permet de caler les simulations aux observations. Cependant la
variable mesurée n’est pas toujours la variable 3 simuler. Aussi faut-il expliciter la contrainte
sur la variable & simuler définie par I’observation. On recense les méthodes disponibles pour
intégrer a un modele gaussien anamorphosé des mesures de nature diverse. Cette modélisa-
tion permet de conditionner par des données expérimentales la simulation d’un tel modéle.
Quatre types de relations ont été envisagés:

- les corrélations expérimentales entre plusieurs variables,
- des supports de mesure variables,
- des mesures entachées de bruit,

les mesures sont exprimées par des inégalités.

Ces types d’observations sont modélisés par
e une transformation ou
¢ une randomisation

de variables gaussiennes. Ces modélisations déterminent la loi conditionnelle & simuler.
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1.1 Le modele gaussien anamorphosé

Dans le modéle gaussien anamorphosé, la variable régionalisée y, étudiée sur le domaine D
(sous-ensemble de I’espace ou du plan), est interprétée comme une réalisation d’une fonction
aléatoire stationnaire , Y{.), définie par

Vue D, Y = 6(X(w)

ou X(, est une fonction aléatoire stationnaire multigaussienne centrée et normée et ¢ une
fonction d’anamorphose.

1.1.1 Fonction aléatoire multigaussienne

Une fonction aléatoire X(.) définie sur le champ D est multigaussienne si et seulement si quel
que soit le domaine fini ! U C D , le vecteur (Y{w))uer est un vecteur multigaussien.

Un vecteur aléatoire de dimensionn , X = (Xi)1<i<n, est un vecteur multigaussien si et
seulement si il vérifie une des conditions suivantes :

1. Toute combinaison linéaire des composantes du vecteur X est une variable aléatoire
gaussienne.

2. La densité du vecteur X est
_ 1 1 ] 1 R
g(z) = Wl_il_% ekP(—‘i(fU —m)E7 (x —m))

ou m est un vecteur réel et ¥ la matrice carrée définie positive des covariances tels
que:

E{X} = m

E{(X -m)(X —m)} = =

Dans le modéle gaussien anamorphosé, la fonction aléatoire multigaussienne et stationnaire
X est donc entieérement spécifiée par sa covariance

Cov(Xy, Xutr) = E{XuXysr} = p(h) .

1.1.2 Anamorphose

Dans le cas général, 'histogramme de la variable régionalisée étudiée n’est pas gaussien. Par
exemple, la variable est positive ou bien I’histogramme est fortement dissymétrique. Une
fonction d’anamorphose, ¢, permet de modéliser une variable d’histogramme quelconque
comme la transformée d’une variable gaussienne. C’est une fonction non décroissante de
L?*(IR, g) telle que
F(¢(z)) < G(z) < F(d(z)")

ou F et G sont les fonctions de répartition respectivement de la loi marginale de Y et d’une
gaussienne centrée normée [29].

1Un domaine fini est une réunion finie de points.
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1.2 Conditionnement

Une simulation conditionnelle de la fonction aléatoire Y(,) sur un champ fini S est une réa-
lisation de la loi du vecteur aléatoire (Y(4))ues conditionnée par le vecteur des observations
7Z = z. Pour cela, on simule conditionnellement la variable gaussienne, puis on calcule la
valeur de la variable: u € S, Y, = ¢(X,). On notera désormais X5 le vecteur (X(y))ues-

Il faut préciser tout d’abord la relation entre les observations et la variable a simuler.
Deux types de conditionnement seront étudiés ici:

1- le vecteur des observations, Z, est le transformé d’un vecteur multigaussien centré
normé Xz, c’est-a-dire il existe une fonction ¥ de IR* dans IR" telle que Z = (Xn),

2 - le vecteur des observations est le randomisé de Xjs, c’est-a-dire il existe une famille

de variables aléatoires, (©;),¢ Jp", telle que Z est la variable O de parametre aléatoire
X

On suppose de plus que le vecteur (Xps, Xs) est multigaussien. Par la suite, les composantes
de X)s seront appelées les gaussiennes associées aux mesures.

Il faut donc simuler la loi du vecteur Xs conditionnée par la valeur du vecteur Z. Cette loi
sera notée u2s —I’exposant rappelle la variable aléatoire dont on considére la loi et I'indice
désigne la valeur de la variable conditionnante. L’introduction de la variable Xs permet de
décomposer la simulation en deux étapes:

(i) validation des contraintes imposées par les observations, c’est-a-dire la simulation de la
loi de Xpr conditionnée par les observations, duX™(z),

(ii) simulation conditionnelle de la loi du vecteur Xg conditionnée par la valeur prise par
X, g(zs|lzar)des.
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Démonstration: On considere le triplet (Z, Xar, Xs) dont la loi est :

A2y s(2) 9221, 25) d ds

Dans les modéeles retenus, les observations ne dépendent que des valeurs gaussiennes
qui leur sont associées. Les lois conditionnelles de Z ne dépendent alors que des valeurs
prises par Xps. En particulier, on a

Hopws(2) = 12, (2)
D’aute part, le couple (X, Xs) est bigaussien, sa loi est donc
9(zm, xs) dry dzs = g(zm) dzy g(zs|ear) dzs
La loi du triplet se récrit donc sous la forme:

duZ, (2) g(zar) dzar g(zs|zar) dzs

Mais duZ, (z)g(zar)dzas est la loi du couple (Z, Xar) qui s’écrit aussi du?(2)duX™(zpy).
La loi du triplet se récrit donc

dp?(z) dp™ (zar) g(2s|zar)dz s

et duXM(zpr) g(xs|zar)des est expression de la loi conditionnelle de (XM, Xs) lorsque
la valeur de Z est fixée. De cette factorisation on déduit le procédé de simulation en
deux étapes. Le vecteur ainsi simulé suit la loi

du¥s (25) = des [ dpd™ (zar) g(oslom)
]

L’introduction de la variable auxiliaire Xas serait superflue si on pouvait directement
calculer et simuler la loi pXs(zs). Elle est nécessaire ou simplifie grandement la méthode de
simulation dans tous les exemples qui seront traités par la suite. Dans les paragraphes qui
suivent, on présentera tout d’abord la mise en ceuvre de ’étape (i) — la simulation d’un
vecteur multigaussien dont la valeur de plusieurs de ses composantes est fixée s’obtient par
un tres classique krigeage condxtlonnant — puis on ne parlera plus que de la validation des
contraintes (7).
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1.3 Simulations conditionnelles classiques

1.3.1 Rappels: le krigeage conditionnant

La simulation d’un vecteur multigaussien centré, (X;)1<i<p, dont la valeur des n premieres co-
ordonnées est fixée s’appuie sur ’équivalence dans le modeéle gaussien entre la non-corrélation
et I’indépendance. En effet toute composante du vecteur dont la valeur n’est pas fixée peut
se décomposer en une somme de deux termes indépendants,

n<i<p, Xi=X+(Xi-X[%)
ott XX3, le krigeage simple de X; par les gaussiennes fixées, est défini par
XES= Y NX,
1<5<n
les (M )1<j<n étant les solutions du systeme,

1<k<n, 3 E{X: X;N = E{X: Xi}

1<jsn

et X; — XX5 'erreur de krigeage. Cette erreur étant indépendante des (X;)i<j<n, il suffit de
simuler non conditionnellement un vecteur multigaussien centré, (U;)n<i<p, dont la matrice
des covariances est a3 — £},57] X1z avec

Su = [B{Xi X;hicijon D2 = [B{Xi X} hicicnncicr T2z = [E{Xi Xj}ncijco
La simulation conditionnelle du vecteur X est alors
X—Gine o Kim{ Sae g LSS0
On vérifie aisément que le vecteur aléatoire ainsi construit vérifie les conditions:
1. Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;),
2.1<i<n, Xi=X,
3. la loi de X est multigaussienne.

Le krigeage conditionnant[25] permet de simuler ce résidu : on simule non-conditionnellement?
le vecteur aléatoire T' = (T;)1<i<p dont la matrice des covariances est : [E{X; X }]1<i j<p. Puis
on calcule l'erreur de krigeage,

1<i<p, Ti— Y NT;
1<i<n
La simulation conditionnelle de la gaussienne est alors

1<i<p, Xi= Y NX;+(Ti— X NT)=T:+ Y N(X;-T))

1<i<n 1<i<n 1<i<n

20n dispose de trés nombreuses méthodes pour simuler une fonction aléatoire stationnaire gaussienne
(voir [6] ou annexes).



10 CHAPITRE 1. DES EXEMPLES DE CONDITIONNEMENT

Si la fonction d’anamorphose est bijective, cette technique permet de simuler le vecteur
Y = (¢(Xi))i<i<p sous la condition 1 < j < n, Y; = y;. La simulation conditionnelle classigue
se décompose alors en trois étapes [25]:

(i) calcul des gaussiennes “expérimentales”, 1 < j<n , X; = ¢7(y;)
(i) simulation conditionnelle des gaussiennes, (Xi)lsisp

(i4) transformation des gaussiennes, 1 <i<p, ¥; = ¢(X',-)

1.3.2 Accélération des calculs par krigeage dual

Le krigeage conditionnant doit s’effectuer en voisinage unique®. Il est alors possible de réduire
tres sensiblement le temps de calcul en utilisant la représentation duale du krigeage :

n<i<p, Xi=Ti+ Y E{X;X}¥

1<5<n

Les coefficients (57')199 sont la solution du systéme,

1Sk§n, Z E{Xka}Ejsz-Tk

1<5<n

Démonstration: On utilise les notations matricielles suivantes :

- X est la matrice de dimension n X n des covariances entre les composantes expé-
rimentales, ¥ = [E{X, Xj}]1<i,j5n7

- A est le vecteur de dimension n des différences entre les composantes expérimen-
tales mesurées et les composantes expérimentales simulées, A = (X; — T})1<i<n,

- 0(2) est le vecteur de dimension n des covariances entre les points expérimentaux
et la composante i (n <7 <p), 0(¢) = (E{X; X;})1<j<n.

Utilisant I’associativité du produit matriciel, I’erreur de krigeage simulée peut donc se
récrire sous la forme souhaitée:

> NX; —Ty) = (oY) A=o() (Z7'A) = Y B{X; Xi}¥

1<7<n 1<i<n

3Lorsque le nombre des données conditionnantes est grand on procéde généralement 4 I’aide d’un voisinage
glissant.
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Evaluons I’économie induite par cette représentation du krigeage conditionnant :

- Pour le krigeage direct, on calcule tout d’abord £~ et A, puis pour chaque composante
(n <1 < p) o(i) et les produits matriciels (X~ 1o (7)) A.

- Pour le krigeage dual, on calcule 5, A et le produit matriciel 2~ A, puis pour chaque
composante (n'< ¢ < p) o(7) et le produit matriciel o(z)' (£71A).

Procédant par krigeage dual, on économise p — n produits d’une matrice n x n avec un
vecteur ; en contrepartie on ne dispose pas de la variance de krigeage* qui dans le cas d’une
simulation présente peu d’intérét sinon pour évaluer I'intensité du conditionnement®.

1.4 La loi conditionnelle

L’objet de ce paragraphe est le calcul pour quelques exemples de la loi de Xy conditionnée
par les observations z. Ceci est nécessaire car le modele liant la mesure 3 la gaussienne ne
précise que la loi conditionnelle de Z a /s fixé, ufM, alors que pour procéder a une simulation
conditionnelle, ’expression de la loi conditionnelle de Xs & z fixé est nécessaire. On sait
par ailleurs que Xps est un vecteur multigaussien. Sa loi marginale est donc du*™(zy,) =
g(zpr)dzar. On en déduit la loi du couple (X, Z):

dpZ, (2)g(zn)dzy

Disposant de la loi du couple (Z, Xjs), on peut calculer la loi de Xy a z fixé en utilisant les
formules des probabilités totales et composées.

1.4.1 Formules de probabilités totales et composées

Ces formules bien connues permettent d’exprimer la probabilité d’événements en fonction
de probabilités conditionnelles. On distingue le cas discret, élémentaire, du cas continu.

Le cas discret

Soient (£, B, P) un espace probabilisé et (A;)ic; une partition dénombrable de Q par des
éléments de B tels

= Uie[ Ai = Qa

- i#j, AnA;=0.

4La variance de krigeage est o-é",.) = Var(X; — XX5) et vaut O’(Zi) = Var(X:) — 3 ici<n X E{X; X;}.
A une variance de krigeage conditionnant proche de 1 correspond un conditionnement faible et 3 une
variance quasi-nulle un trés fort conditionnement.
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La formule dite des probabilités totales et composées permet de calculer la probabilité de tout
élément de B en fonction des probabilités conditionnelles (P(B|A;))icr et les probabilités des
(Ai )iEIZ
P(B) =) _ P(B|A:)P(A;) (1.1)
el
Cette formule est utilisée pour exprimer les probabilités conditionnelles des A; connaissant
B en fonction des probabilités conditionnelles de B connaissant A; (formule de Bayes):

P(A;NB) _ P(B|A;) P(A;)
P(B) P(B)

P(A;|B) =

d’ou d’apres la formule 1.1

P(B|A;) P(A))

P(A;|B) = Sse1 P(BJA;) P(A;)

Le cas continu
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires vectorielles & valeurs respectivement dans IR"
et IR". Bpn (resp. Bpr) désigne la tribu des boréliens de IR" (resp. IR").

Soit une application ¥ de IR™ x B Jre dans IRt telle que

- Az fixé, z € IR*, pX(-) soit une probabilité sur IR?,

- a B fixé, B € Bpr, ,uf,{)(B) soit une application mesurable.

1Y est une loi conditionnelle de Y a z fixé si et seulement si pour toute fonction ¢ mesurable
et positive:

E{g(Y)le} = [ 6(s) il (v) -

Une telle loi conditionnelle existe[42] et est caractérisée par le théoréme suivant :

Théoréme: ¥ est une probabilité conditionnelle de Y sachant z si et seulement si pour
tous boréliens A et B respectivement de IR" et IR?

P{X€A,YeB)= /A dp* (2) ¥ (B) (1.2)

oi puX (resp. p¥) désigne la loi marginale de X (resp. Y). Cetts :elation définit une
classe de lois conditionnelles qui sont équivalentes u*-presque partout.

Si A = IR", la formule 1.2 donne P{Y € B} = [duX(z)u¥ (B) qui est donc la généralisa-
tion au cas continu de la formule de probabilités totales et composées. Si la loi du couple
est absolument continue par rapport & un produit de mesures, on obtient trés facilement
I’expression des lois conditionnelles ainsi qu’une généralisation au cas continu de la formule
de Bayes.
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Théoréme: Si le couple (X,Y") est absolument continu par rapport a la mesure A; ® A,
sa densité étant notée h(z,y), alors

a - la loi marginale de X (resp. Y') est absolument continue par rapport a Ay (resp.
A2) et sa densité-est

me) = [beydey) (19
(resp. ha(z) = [ h(z,y)dM(z) ),
b - la loi conditionnelle de ¥ & X fixé est absolument continue par rapport & Ay et

sa densité est
h(ylz) = h(z,y)/ha(z) - (1.4)
On a de méme h(z|y) = h(z,y)/h2(y).

Démonstration :
a- VYAeBpr, P{X € A} = [, d\(z) [ h(z,y) dAa(y) = [, dM(z)h1().
b - V(A,B)EBRHXBBP,

P{X € A,Y € B} /AxB di(z) dAx(y) h(z,y)

= [ @) m(@) [ da) b, 9)/ @)

On en déduit immédiatemment la généralisation au cas absolument continu de la formule

de Bayes:

h(zly) = h(z,y) _ h(h|z) /zl(:c)k x |

ha(y) [ h(h|u) hi(u) dr;(u)

qui permet donc d’exprimer la densité conditionnelle de X sachant y en fonction de la densité
marginale de X et la densité conditionnelle de Y sachant x. Par la Suite, la formule 1.5 sera
tres souvent utilisée pour établir la loi du vecteur des gaussiennes associées aux observations
lorsque la loi est absolument continue. Cependant, dans quelques cas (relation fonctionnelle)
il sera nécessaire de vérifier a l'aide de la formule 1.2 que la loi retenue est bien la loi
conditionnelle.

(1.5)

1.4.2 Relation fonctionnelle

Supposons qu'il existe une fonction 3 de IR" dans IR" telle que Z = (Xps). La loi condi-
tionnelle de Z & Xz fixé est'donc duZ (z) = by(z,)(2) et la loi du couple (Z, Xys) est

611«'(101»1)(3) g(:l:M) dzym

ou 6, est la mesure de Dirac implantée au point zp.
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On calcule la loi conditionnelle de Xjs & Z fixé dans les cas particuliers suivants:

a - ¥ est un difféomorphisme sur IR".

La loi conditionnelle de Xp & z fixé est duX™ (zpr) = by-1(5)(z).
Démonstration: V(A,B)€ B x B,

P{Z € A, Xy € B} = / 14(2)15(z) 64y (2) 9(2) dex

- / 14(2)15(2) 8y-1(z)(2) 9(2) 17,;(%@)‘;

dz
= -1 —_— -
/;49(¢ (z)) lJ¢(¢_l(z))l /;36¢ 1(2)(w)
En effet, ¢ étant un difféomorphisme, on a 8y (g)(2) dz = 8y—1(;)(2) dz/|Jy(P~1(2))| —
Jy est le jacobien de 1. Or g(¢~1(2))/|Jy(x»71(2))| est la densité marginale de Z, donc
0y-1(z)(+) est la loi conditionnelle de Xy a Z fixé. [

La validation des contraintes se réduit donc au calcul de ¥~!(z). Une simulation classique
correspond & ce cas lorsque % () = (¢(2;))1<i<n O ¢ est un difféomorphisme sur IR.

b - 1 est une fonction étagée.

¥ est définie par des ouverts disjoints de IR", (Ci)icr, tels que Uie;Ci = IR® et des
éléments de IR", (a;)ier:

P(z) = D aile(x) pop.

i€l
La loi du couple (Z, Xjs) est absolument continue par rapport & la mesure ¥;¢; 6a:(2) ® A(7)

et sa densité est g(z) iy Loiyxci(T,2) — A désigne ici la mesure de Lebesgue sur IR".

Démonstration :

511;(:c)(z) g(z)dz = Z lg,(z) 9(2)bs,(2)dz = g(z) E Il{a.'}XC'i(z, ) (Z 60;(2) ® dz)

el i€l el

Des formules 1.3 et 1.4, on déduit:
- la loi marginale de Z, du?(z) = ¥;c1 6a:(2) Jc, 9(u)du,
- la loi conditionnelle de Xys & Z fixé, du(z) = e, (z)g(x)/ [5, 9(u)du.

Ceci correspond au modele dit des gaussiennes tronquées ou seuillées.

T T AL
£ T
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¢ - Une forme de 1 un peu plus générale

Y= Z ]lBe"!)i + Z llcjaj P-p-

el ieJ

ol les (B;)ier et les (C;)jes sont des ouverts disjoints de IR", tels que U;e; B; U Ujes C; = IR",
les (%;)icr sont des difféomorphismes de B; et les (c;);es des éléments de IR™. On retrouve
les deux cas particuliers précédents lorsque B; = IR" ou lorsque {J; B; = 0. La loi marginale
de Z est alors:

goii(z)
() = d DA+ S o(e) [ o

ou A; = 9i(B;) et Jy est le jacobien de . Quant a la loi conditionnelle de Xy & z fixé, on a:

90 v (2)
Yoier Lz )W o 1(,(®)

2oy dufu(z) = O
Tierlai) AT
1c, (2)g(z)dz

x _
dpM(z) = W

Cette formule s’interpréte de la maniére suivante :
— ou bien la valeur observée est un atome, Z = «;, on choisit alors la valeur de X/

selon la densité
g(z) Ig,(x)
fc g(u) du

— ou bien la valeur observée n’est pas celle d’un atome, on choisit une valeur dans ¢~1({z}) =
{¥;7(2),z € A;} selon la loi de probabilité

goy; l(z 90¢;‘(Z)
Vw2 WO o

Par exemple, pour la fonction de transformation (n = 1),

$(2) = Yeoo,1((2) — 2 T_1,01(7) + 2% Do o0 (2)
on a leS cas Suiva.nts:

_ S-a(w)e(=2) + 8 4(2)g(V2) /2V/%
y(=2) + 9(v/2)/2\/Z
_ Boof(z)g(z)dz
f]—oo,—l[g(“) du
z>1 dufM(z) =6 ()

0<z<l dpXm(z)

z=1 du™ ()

Il peut sembler surprenant que pour z = 1, Xps ne puisse prendre la valeur 1. Mais la
probabilité de 'événement {Xp = 1} est nulle, puisque la loi marginale de Xjs ne charge



16 CHAPITRE 1. DES EXEMPLES DE CONDITIONNEMENT

pas le point 1, alors que celle de I’événement {Xpr < —1} est strictement positive. Ceci
implique P{Xy < —1|Z = 1} = 1. Pour une observation z = 1, on attibuera donc & X
une valeur inférieure & —1. Pour une valeur observée de z petite (< 1), 'influence du jacobien
est trés sensible: que z soit égale & \/z est alors beaucoup plus probable que —z.

Dans la pratique, une telle situation apparaitrait si ’observation était la transformée
par une fonction non monotone de la variable & simuler. Dans les applications qui seront
développées par la suite, il n’a pas été fait usage de cette formule.

d - ) se décompose en une partie bijective et une autre qui ne est pas.

z = (21,22) = (th1(21), ¥2(z2))

La loi conditionnelle se factorise:

dp¥ (2) = Byca () dpl2,, (22)

La simulation de Xjs conditionnée par z s’effectue en deux étapes. On calcule tout d’abord
z1 = ¥7(21), puis on simule z, selon la loi du2, (z,).

Des exemples de ces différents cas seront présentés aux chapitres 2 et 3.

1.4.3 Randomisation

Soit (¢z),e Jg", une famille de lois de probabilité dépendant du parametre z et v une loi de
probabilité sur IR". On définit [18] f, la randomisation de u, par v la loi de probabilité telle
que:

AeBr WA = [ p(A)dv(z)

On considére un couple de variables aléatoires (Z, Xps) dont la loi est du,(z)dv(z). Les lois
marginales respectives sont fi et v. La loi conditionnelle de Z connaissant z,y, est vz (z).
Comme il est toujours possible de trouver une variable aléatoire, @, de loi ,ufM (zar est
alors fixé), on définit intuitivement Z comme la variable Oy, , c’est & dire © de parametre
aléatoire Xjy.

Pour simuler Xjs conditionnellement & Z = z, il nous faut connaitre la loi conditionnelle
de X connaissant la valeur de Z. Pour cela, on fait I’hypothése que toutes les mesures ny
sont absolument continues par rapport & une méme mesure. Par ailleurs, X, est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebes sue. Soient f(z|z) et g(x) les densités respectives.
La loi du couple étant absolument continte par rapport au produit des mesures, la formule
de Bayes (page 13) donne alors la densité conditionnelle de X sachant z:

o) = _J l2)g(2)
91) = T w)g(u)da

Les modeles utilisés en pratique supposent de plus que, connaissant la valeur de la gaussienne
Xn, les composantes du vecteur des observations Z sont indépendantes et que leur loi ne
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dépend que de la valeur de la gaussienne associée. La densité conditionnelle, f(z|z), se
factorise alors: f(z|x) = IIi<i<nf(2i]zi). La densité conditionnelle & simuler se récrit donc:

H1<i<nf(zi|$i)g($1a veey xn)
— =S 1.6
9(zlz) S icicn f(2ilui)g(ua, - - oy un) dug -+ - duy, -

1.5 Des observations

L’objet de cette partie est d’illustrer comment les modeles présentés plus haut peuvent étre
utilisés pour expliciter la relation liant les observations et la variable & simuler. Quatre
exemples sont présentés:

e la corégionalisation de variables,
e le support de la mesure,
e un bruit affectant la mesure,

e l'observation est exprimée par des inégalités.

1.5.1 Corégionalisation linéaire de facteurs gaussiens

En un point expérimental on dispose de mesures de plusieurs variables corrélées. Ainsi, en
mine, sur un échantillon on détermine différentes teneurs ou la nature lithologique. De méme,
lorsque 1’on étudie une veine (considérée alors comme un plan), en un point il est possible
de définir la puissance de la veine et son accumulation en métal. Les corrélations entre les
variables sont mises en évidence par le calcul des variogrammes expérimentaux simples et
croisés.

On impose au modele de corégionalisation simulé de reproduire les histogrammes des va-
riables et les covariances simples et croisées. Un modéle possible consiste & considérer les dif-
férentes variables comme les transformées de fonctions aléatoires multigaussiennes corrélées.
Aux variables étudiées, (Z (i))ls'is'rw, sont alors associées les fonctiops aléatoires gaussiennes,
(X (i))lgs,w, a l’aide des fonctions d’anamorphose, (qS(i))lS;Sn,,. On a donc:

70 = g0 x©)

Les fonctions d’anamorphose, ( ¢(i))15;_<_nv, sont choisies de maniére a modéliser correctement
I'histogramme des variables. Mais ces fonctions de transformation, éléments de L*(IR,g),
s’écrivent comme des combinaisons linéaires des polynémes d’Hermite (normalisés) :
¢(i)(3") = Z ¢$:)77n($)
n20
Les corrélations entre les variables étudiées, C*(k) = Cov(Z{, Zg}
corrélations entre les gaussiennes selon les relations:
1<ij<ne  CU(h) =3 ¢D6 (o ()"

n>0

1), déterminent les
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On recherche donc un modéle pour les corrélations entre les gaussiennes, (p(%)); ;, tel que les
covariances (C*(h)); ; ajustent les covariances expérimentales simples et croisées. Un modéle
couramment utilisé est celui d’une corégionalisation linéaire [47] de facteurs gaussiens (indé-
pendants), (U¥)1<k<,. Ces facteurs sont définis par leur covariance 5*(h) = Cov(U¥, U* h)-

Les gaussiennes s’écrivent donc:
&) _ irrk
XW= 3 qU

1<k<y

ou les a}, sont choisis de sorte que:

k)= Y aialp(h)

1<k<y

Une telle modélisation n’est pas toujours possible, car elle impose en particulier que les
covariances croisées soient symétriques. Un contre-exemple simple est celui de la corégionali-
sation (Xi, X;) ou Xp(u) = Xj(u + ho). La covariance croisée entre ces deux variables est
donc la covariance de X; translatée de hg, cette corégionalisation ne peut donc étre modélisée
par une corégionalisation linéaire.

Lorsque la corégionalisation étudiée peut étre modélisée comme la transformée d’une
corégionalisation de fonctions aléatoires gaussiennes, on construit le vecteur, Xys, des gaus-
siennes associées par une fonction de transformation & une observation. On peut alors récrire
de maniere synthétique le vecteur des observations sous la forme:

Z = (Xu)

1.5.2 Changement de support

Dans de nombreuses applications, le support de la mesure et celui de la variable & simuler
different. On doit simuler une régularisée de la variable mesurée ou, inversement, la variable
mesurée est une régularisée de la variable & simuler. En mine, le volume des échantillons ana-
lysés et celui de I'unité de sélection different de plusieurs ordres de grandeur (respectivement
des centimetres cubes et des décamétres cubes). La teneur des blocs est donc la régularisée
de la teneur des échantillons. Par contre, les mesures indirectes sont souvent des régularisées
de la variable d’intérét. Ainsi de la radioactivité sont déduites des teneurs en uranium, et de
la gravimétrie des densités. La régularisation d’une fonction aléatoire Y par la mesure finie
v est définie par:

Yy = / Y, rodr(v)

Dans le cas ou la variable ponctuelle est gaussienne et la mesure de régularisation 3
support fini, le lien explicite entre X et X" est ainsi:

v o__ a
‘Xi = Z a,-)xa

o€V;
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Le conditionnement de I'une des variables par 'autre s’effectue aisément par un co-krigeage
conditionnant.

Des que la fonction d’anamorphose n’est plus linéaire, la résolution du probléme n’est
pas chose aisée, aussi dans la pratique on a recours a des approximations. On s’intéressera
ici a un cas simple de régularisation, le changement de support. La variable définie sur le
volume V, VY, est déduite de la variable ponctuelle Y, par:

1
V—— e
Yo = 1V|/vy“+”d”

Deux modeles sont ici utilisés, le modele gaussien discret et la randomisation. Tous deux
s’appuient sur les hypothéses suivantes. Au lieu de la teneur ponctuelle en un point, Yy,
on considére la teneur ponctuelle d’'un point aléatoire uniformément distribué dans V, Y,
Conditionnellement & la teneur Y,V du bloc, Y, est indépendante de la teneur des autres blocs,
YY, et de la teneur ponctuelle mesurée dans un autre bloc, Y,. Il reste alors a déterminer la
loi de changement de support, c’est-a-dire la loi du couple (Y,,Y).

Le modeéle gaussien discret

Dans le modele gaussien discret [35], la teneur ponctuelle Y, et la teneur de bloc Y,V sont
toutes deux modélisées comme ’anamorphosée de variables gaussiennes :

Y, = ¢(X,)

YV = ¢V(XY)

Le couple (X, X)) est bigaussien avec Cov(X,, XY) = r. Les paramétres de ce modele
sont ¢V et r. Ils sont déduits de ¢, déterminée 3 partir des données expérimentales, et de la
variance de la variable régularisée, calculée par géostatistique linéaire, en utilisant la relation
de Cartier:

E{YE’Y;V} = Yuv

Dans ce modele, la corégionalisation (Y,,Y,”) est donc modélisée & 1’aide d’une corégionali-
sation linéaire de facteurs gaussiens (ce modéle n’est utilisable que si on dispose d’un échan-

tillon au plus par bloc):
A’_E:?“A’,Y—{-x/l—r2 U,

ou U est un facteur pépitique. La relation entre I’observation et la variable 3 simuler est
donc la encore de la forme:

Z =p(Xum)
Randomisation

Dans le modele de changement de support par randomisation, les variables Y, et Y.V sont
modélisées comme les régularisées d’une méme mesure orthogonale (c’est-a-dire un effet de
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pépite) :
Yo = fhdM()
Vo= b b dM(u)

avec v, C V. Des choix particuliers de la mesure M conduisent aux modeles suivants.

La proportion minéralisée

Le bloc V est constitué par la réunion de ny petits volumes élémentaires. Ces petits volumes
peuvent étre ou non minéralisés et il n’y a pas de corrélation entre eux. On définit la propor-
tion minéralisée du bloc V, YV, comme la proportion des volumes élémentaires minéralisés.
Cette variable est donc comprise entre 0 et 1. La proportion minéralisée d’un petit bloc v,
v C V, est donc la proportion de volumes élémentaires minéralisés contenus dans v. Comme
il n’y a pas de corrélation entre la minéralisation des volumes élémentaires, un petit bloc
est un tirage sans remise de n, volumes élémentaires dans une urne en contenant ny, dont
nyY" sont minéralisés et ny(1 — Y") ne le sont pas. On a donc

Y® é n—l—'H(nVYV,nV(l — YV),nu)

ou H est une variable aléatoire hypergéomsétrique . On peut se ramener & des lois plus
simples dans les cas particuliers suivants.

. £ N . , . . .
e Sin, Kny: Y= ;1:3 (ny, YV) ot B est une variable aléatoire binomiale .

e SiYV est petit, n, grand et ny encore plus grand, Y” £ 7-Pn,yv ot P est une variable

aléatoire de Poisson 8.

En effet sous certaines conditions?, une variable aléatoire hypergéométrique converge en loi
vers une variable aléatoire binomiale et une variable aléatoire binomiale vers une variable
aléatoire de Poisson.

Le nombre de pépites

YV est le nombre de pépites dans V, rapporté au volume de V. Les pépites sont supposées
réparties de maniére uniforme dans V et leurs localisations sont mutuellement indépendantes.

5La loi d’une variable aléatoire hypergéométrique est: 0 < k < n , P{H(a,b,n) =k} = 9%9,31
a+b

La loi d’une ~iriable aléatoire binomialeest: 0 < k < n , P{B(n,p) = k} = Ckp*¥(1 — p)»~

8La loi d’une variable aléatoire de Poisson est: 0 < k , P{Py =k} = e"e%

9 : ’

! lim H(a,b,n) = B(n,p) lim B(n,p) = Py
a — o n — 00
b — 00 np — @
afa+b — p
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Le nombre de pépites contenues dans le petit bloc v divisé par le volume de v est donc:

c 1 v}
Y= —B(|V|YY, =)
|v] V]
Si |[V|YV est grand et |v|/|V]| petit, on a ’approximation
1
Y‘u é _PIUIYV
||
Dans ces deux cas, la relation de Cartier est vérifie, E{Y,|Y)} = Y,Y. La variable

mesurée est modélisée comme la randomisée de la variable d’intérét qui elle-méme peut étre
modélisée comme la transformée d’une variable gaussienne.

1.5.3 Erreurs de mesures

Bien souvent les mesures dont on dispose sont entachées d’erreurs. Pour modéliser ces erreurs,
on suppose généralement qu’elles sont d’une certaine maniére indépendantes et homogénes
(c’est-a-dire, d’une mesure a l’autre les caractéristiques du bruit ne varient pas trop).

Notons Z = (Z;)1<i<p le vecteur des observations bruitéeset Y = (Yii<i<p = (6(X5))1<i<o
le vecteur de la variable non bruitée. La modélisation probabiliste de ces bruits [3] suppose
généralement I'indépendance conditionnelle des composantes de Z 4 Y fixé et que la loi condi-
tionnelle de Z; ne dépend que de la valeur y; de ;. Si f(z;|y;) est la densité conditionnelle de
Z; sachant y;, la densité conditionnelle de Z sachant z est donc: f(z|z) = [Ti<ic, f(2il6(x:))
et la densité conditionnelle du vecteur des gaussiennes associées a la variable non bruitée est
calculée a l’aide de la formule de Bayes (voir page 13):

g(z|2) = Thicicp f(2i|d(7:))g(1, . . - Tn)
S Thcicp f(zild(ui))g(us, . . .y un)duy - - - dus,

De nombreux bruits peuvent étre modélisés par une randomisation de la variable sous-
jacente:
— Le modéle de bruit additif et indépendant: Z; = Y; + ¢; ou les ¢; sont des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées de densité h. La densité conditionnelle de
Z; a x; fixé est tout simplement h(z; — ¢(x;)). Si les erreurs sont uniformément réparties sur

[_a, a]’

g(:CIZ) — HISiSn ]l[—-a,a-](zi - ¢($1))g($1, ) xn) : ]lB(-T)g(-T)
: I H1gign ]l[—a,a](zi — ¢(ui))g(ur,. .., un)duy - - - du, S 9(u)du
avec ici B = [¢71(z1 — a),¢" 21 + a)] X - -+ X [¢7Y(2n — @), ¢ (2 + a)]. § est ici supposée
bijective et connue.

— Le bruit poissonien: ce bruit est rencontré en imagerie micro-sonde[10] : la variable obser-
vée est une variable aléatoire de Poisson dont le parametre est la variable sous-jacente. Dans
ce cas, les valeurs faibles sont relativement plus bruitées que les fortes valeurs.

S R
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1.5.4 Contraintes d’inégalités

Parfois, I’'observation est exprimée par des inégalités: 1 <: < n ,Y; € C; ol les (Ci)r<izn
sont des sous-ensembles de IR. Si le vecteur a simulerest Y = (¢(X;))15,-5,,, la contrainte sur
la variable Y peut s’exprimer comme une contrainte sur la variable X :

1<:1<n, Y; € C; <= XiEBi=q5”1(Ci). .

Les exemples suivants entrent dans ce cadre:

anamorphose non bijective

Des variables discrétes peuvent étre modélisée par une fonction d’anamorphose ° de la forme,
¢ = ¥;a;1p;. L’observation “z, = @;” se traduit en termes du modeéle par “z, € B;". De
cette maniére [40, 14], sont modélisés des faciés géologiques séquencés de réservoirs pétroliers.
Au chapitre 2, cette technique a été utilisée pour représenter un facies lithologique dans la
corégionalisation géologie-teneur d’un gisement d’uranium.

On peut aussi modéliser une variable présentant des atomes. Ainsi en mine, les teneurs
présentent bien souvent un fort atome en zéro. Cet effet zéro peut se modéliser 4 1’aide de la
fonction d’anamorphose, ¢(z) = 1p(x)i(z) o lintervalle B est de la forme [z, 4+oo[ et ¥
est une fonction strictement monotone sur B telle que ¥(z.) = 0. La mesure de z se traduit
alors en termes du modele de la maniére suivante : si z, > 0 alors z, = ¥~1(z4) sinon 2z, =0
impose la contrainte z, < z..

appareil de mesure

La valeur de la mesure est fournie par un appareil. Elle n’est significative que sur un intervalle
[a,b]. Cette limitation peut &tre due & I’étalonnage de 'instrument, réalisé sur cet intervalle,
au bruit de fond — au dessous du seuil, la mesure est une mesure du bruit de fond et non
du phénomene étudié — ou & la saturation de ’appareil de mesure. Aussi & une mesure z,
on fait correspondre dans le modéle la contrainte sur la variable y, :

Yo<a si Zo < a -
a€ A Yo=24 si a<2z,<b
Yo>b si b < 2z,

V. Langlais[26] a étudié la prise en compte, dans une procédure d’estimation, d’informations
données sous forme d’inégalités. Dans I'industrie pétroliere, ce type d’information apparait
par exemple lorsque un horizon géologique n’a pu étre atteint par un sondage de taille limitée.

fonction aléatoire de substitution

La simulation d’un vecteur gaussien tronqué intervient dans la simulation conditionnelle d’un
tout autre modéle de fonction aléatoire que le modéle gaussien anamorphosé: les fonctions
aléatoires de substitution. Le modeéle & simuler est Zwy = X(z,y) ot X est un processus

10Le terme d’anamorphose est ici abusif, car la fonction ainsi définie n’est pas strictement croissante.
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markovien discret et T est une FAI-0 gaussienne . X et T sont indépendantes. Cette fonction
aléatoire est observée sur le domaine A: Vo € A, Z, = z,. L’algorithme de simulation
conditionnelle proposé par Ch. Lantuéjoul[28] se décompose en quatre étapes:

(i) On simule le processus X(t) de méme loi que X.
(ii) X ayant été simulé, X(1,) = 2, définit aux points expérimentaux les contraintes,
a€A To€X'({z})

X~1({z4}) étant une réunion d’intervalles, la simulation du vecteur (Ty)sc4 se rameéne
a la simulation d’un vecteur gaussien tronqué. Puis T est simulé sur tout le champ
conditionnellement aux valeurs simulées aux points expérimentaux.

(#%i) On simule X conditionnellement aux valeurs prises par le processus aux temps (ty)ac4,
c’est-a-dire a € A, X;, = z,.

(iv) Enfin on calcule
uesS Z,= X(T(.,))

En toute rigueur, X~1({z,}) est une réunion infinie d’intervalles. Cependant, X est simulé
sur un domaine fini, ce qui limite le nombre d’intervalles. On a donc 13 un exemple ou la
contrainte sur chacune des composantes du vecteur gaussien tronqué est une réunion de trés
nombreux intervalles.

1.6 Conclusion

Pour simuler une variable régionalisée, il faut spécifier un modéle de fonction aléatoire. Or les
données disponibles ne permettent pas toujours de tester rigoureusement cette hypothese.
C’est pourquoi il importe de conditionner le plus possible les simulations de sorte que 1'im-
portance du choix du modéle soit tempérée par le conditionnement. Les relations entre les
variables mesurées et la variable a simuler sont modélisées & ’aide de deux outils:

e la transformation de variables par une fonction,
e la randomisation.

Dans le cadre de ces modeles, la simulation conditionnelle se décompose en deux étapes, la
validation des contraintes suivie d’une simulation conditionnelle classique. La mise en ceuvre
de la validation des contraintes est présentée aux chapitres 2 et 3 pour le cas de gaussiennes
tronquées et au chapitre 4 pour le cas d’une randomisation (poissonisation).






Chapitre 2

Le gisement d’uranium de Laporte

Dans de trées nombreux gisements miniers, la teneur est une variable régionalisée liée a
un guide géologique: deux types de controle, non exclusifs voire complémentaires, sont le
controle lithologique et le contréle structural. Ainsi le géologue pour décrire un gisement uti-
lisera des propositions telles que: “les minéralisations sont contenues par un type de roche”
ou “les minéralisations ne peuvent étre rencontrées dans le faciés X”. Mais bien souvent il
s’échappe de cette alternative, inclusion-exclusion, pour évoquer des notions plus complexes
de voisinage ou de localisation préférentielle. A cette logique ensembliste — le contréle li-
thologique — se superpose celle d’éléments structuraux tels que failles, fractures, diaclases
etc. “Les minéralisations sont portées par un réseau de fractures.” Ces logiques géologiques
ne sont pas impératives: un facies favorable n’est pas entiérement minéralisé, pas plus que
ne le sont les fractures porteuses. Elles ne sont pas indépendantes — la distinction entre le
controle lithologique et le contréle structural est une simplification propre au discours —, leur
conjonction permet d’affiner le modeéle géologique: ainsi “les minéralisations sont localisées
a Uintersection d’un filon et d’un réseau de fractures”. Cependant, si le modele géologique
permettait une localisation des minéralisations — il faudrait connaitre exactement la géo-
logie, ce qui n’est pas possible en début d’un projet minier — il ne détermine ni les formes
ni le métal contenu. Aussi est-il indispensable d’intégrer les caractéristiques principales du
gite au modele géostatistique, ceci afin d’utiliser au mieux toute I'information disponible et
d’autre part d’assurer la compatibilité entre le modéle numérique et le contexte géologique.

Au cours d’une étude géostatistique, I’étude géologique est implicitement prise en compte.
Ainsi le champ étudié sera décomposé en sous-ensembles sur lesquels la teneur est homo-
gene. Les parametres du modele stuctural — portée du variogramme, anisotropies, etc. —
sont inférés sur les mesures. Cependant ils refletent la géologie, sans que le lien soit ex-
plicité. Un deuxieme exemple est donné par le modele qui a été développé il y a quelques
années pour rendre compte des contrastes des teneurs dans certains gisements d’uranium
[24, 13]: ’enveloppe des fortes teneurs était tout d’abord déterminée et représentée par son
indicatrice. Les teneurs étaient ensuite simulées séparément de I’enveloppe et seules les te-
neurs situées dans I’enveloppe étaient conservées. Une conditionnalisation approximative de
la géométrie permettait localement le calage des teneurs fortes au ceeur de I’enveloppe plutét

-
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qu’en bordure. Ce modéle présentait deux inconvénients: le modele reliant la géométrie de
'enveloppe des teneurs fortes aux valeurs de la teneur n’est pas explicité et la conditionna-
lisation de I'indicatrice de la géométrie des teneurs riches était trés approximative. Dans ces
exemples, les inconvénients résultent de I'imprécision du modele: quel est le statut des va-
riables géologiques fixant la géométrie et par conséquent & quel modéle de corégionalisation
géométrie-teneur fait-on appel ? oo

Le but de ce chapitre est donc de présenter un exemple de corégionalisation entre la
teneur et une lithologie, établi sur le gisement de Laporte. Ce gisement ayant déjd été ex-
ploité, on disposait de sondages d’exploration, des résultats d’exploitation ainsi que d’un
modele géologique permettant de préciser la localisation des minéralisations. Ce gisement
ainsi que les données disponibles sont présentés au paragraphe 2.1. A I’aide de covariances,
il est possible d’étudier la relation entre la teneur et une géométrie: ceci est I'objet du pa-
ragraphe 2.2. Un modéle de corégionalisation entre la teneur et une variable géologique est
spécifié. Ce modéle ainsi que son utilisation, c’est & dire les simulations, seront présentés au
paragraphe 2.3.

2.1 Le gisement de Laporte

Le gisement d’uranium de Laporte est situé dans le Cantal (France) & proximité de Saint-
Privat. Il a été exploité en carriére par la société Total Compagnie Miniere (TCM) au cours
des années 83 et 84. Le gite est de type fissural encaissé dans un granite : les minéralisations
se rencontrent a l'intersection de filons de lamprophyres subverticaux de direction Nord-Sud
avec un réseau de diaclases quasi-perpendiculaires (N70) d’espacement décamétrique.

Le modele géologique est illustré par le levé d’exploitation du niveau 508 de la carriere
(figure 2.1). Les trois composantes du modéle sont représentées :

e 5 filons de lamprophyres sont visibles. Leur puissance varie d’une cinquantaine de
centimetres & cinq métres, leur espacement de 1.5 & 12 métres. Leur tracé présente
une bonne continuité Nord-Sud, avec des décalages dextres aux intersections avec les
diaclases.

e Les fissures ouvertes et les diaclases sont reportées, principalement sur les pourtours
du niveau, au pied du gradin.

e La radioactivité a été mesurée au sol. Le géologue en déduit une représentation approxi-
mative et lissée des courbes isoteneurs pour quatre coupures différentes. Les teneurs
les plus fortes sont situées & 1'intérieur des lamprophyres, elles ne présentent pas de
continuité Nord-Sud. Les teneurs plus faibles diffusent en dehors de ce facies, préfé-
rentiellement en suivant les diaclases; elles réalisent localement des jonctions entre des
filons voisins. Inversement, bien que les lamprophyres portent les teneurs les plus fortes,
ils ne sont pas minéralisés intégralement.
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Pour mener I’étude géostatistique de ce gisement, on disposait de deux types de données:
le levé d’exploitation présenté ci-dessus et les sondages de reconnaissance.

Le levé d’exploitation

Le levé d’exploitation mettant en évidence la relation entre la géométrie et la teneur servira
au départ a la construction du modéle. Pour ce niveau, il offre une description exhaustive
des filons. Par contre, le report des teneurs manque de fiabilité du point de vue numérique:
les mesures étaient effectuées approximativement sur une grille, puis elles ont été lissées et
interpolées de maniére empirique. De plus le regroupement en cinq classes rend malaisée
I’inférence du modéle. Enfin, fonder un modéle de gisement sur un levé obtenu & 1'issue de
I’exploitation ne correspondrait pas & une pratique miniére puisque ’étude géostatistique
précede généralement 1’exploitation.

Les sondages d’exploration

Le gisement a été reconnu par des sondages radiométriques. Apres corrélation, les échan-
tillons sont informés en teneur a pas de un metre. La lithologie dominante est déterminée &
partir des cuttings. Dans le parallélépipéde d’enveloppe de la carriére, les 73 sondages sont
répartis suivant quatre directions: verticale, & 60 degrés Sud, c’est-a-dire dans le plan des
lamprophyres, et les recoupant a 60 degrés Est et 45 degrés Ouest.

Les variables étudiées par la suite sont I'indicatrice des lamprophyres et leur teneur en
uranium. On recherche un modele de corégionalisation entre ces deux variables: pour le gite
de Laporte, le canevas géométrique sera donné par les filons de lamprophyres. Il n’a pas été
possible d’intégrer explicitement une des composantes du modeéle géologique, les failles, au
modele géostatistique. En effet les mesures des failles données par le levé d’exploitation sont
localisées préférentiellement & la périphérie de la zone d’étude; elles ne sont pas disponibles
sur les sondages radiométriques.

2.2 Covariances et géométrie

Dans le modele géologique, les minéralisations sont “plutét” dans les lamprophyres. Cette
aflirmation du géologue peut-elle se traduire en termes quantitatifs ? Tout d’abord, on pré-
sente les outils structuraux utilisés pour préciser le lien entre une variable régionalisée et un
ensemble. Puis, ce lien est étudié sur le gite de Laporte.

2.2.1 Les covariances d’indicatrice, des outils structuraux

Sur IR, on consideére une variable régionalisée z et un ensemble d. Sur le gisement de Laporte,
z représente la teneur et d les filons de lamprophyres. Le support ! de ces variables est

1Le support d’une variable régionalisée , z, est ’ensemble sur lequel la variable est non nulle:

suppz = {z € R", 2(z) # 0}
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d’extension limitée. L’ensemble d est défini par son indicatrice 1 :

1 sized
0 sinon

:cG]R",]ld(a:)z{

On convient d'un domaine d’étude, .S, contenant les supports des deux variables étudiées, z
et 1. Une premiére étape est le calcul de la valeur moyenne de z sur différents ensembles :
S, d et d°NS. On notera Zg la valeur moyenne de z sur ’ensemble E, c’est-a-dire

- 1
Zp = T—E-T/;Ez(u)du

De la valeur de ces moyennes, on peut déduire des relations simples sur la géométrie de z:
® si Zgns = 0 le support de z est contenu dans d,
e si Zg > Zg les valeurs de z sont en moyenne plus élevées dans d.

Elles ne permettent pas de préciser comment se répartissent les valeurs de z & l'intérieur
ou au voisinage de d. A titre d’exemple, quatre cas sont considérés: z est constante sur
d (I), les valeurs les plus fortes sont au coeur de d (II), les valeurs les plus fortes sont sur les
bordures de I'’ensemble (III) et les valeurs les plus fortes sont localisées sur un des bords de
'ensemble (IV). IIs sont schématisés sur la figure 2.2. Sur ces quatre exemples, I’épaisseur
et la teneur moyenne de la traversée sont constantes. Dans les cas II, III ou IV,il y a une
relation forte entre z et la géométrie d, qu’il conviendrait de modéliser.

teneur constante (I) enrichissement enrichissement  enrichissement dissymétrique
au centre (II) aux épontes (III) aux épontes (IV)

Figure 2.2: Quatre exemples de traversée minéralisée
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Pour cela, on définit les bords de la maniére suivante :
e le bord intérieur de d est dN d°,,
® le bord extérieur de d est d° N d_,

ou dj, est le translaté de d par le vecteur k et d° le complémentaire de d (figure 2.3). La
valeur moyenne sur les bords intérieurs calculée sur les exemples triviaux précédents est une
fonction de h: figure 2.4. Dans ce cas, 1'allure de ces courbes permet de mettre en évidence

les effets de bords.

dnd_
dﬂdfh

dcnd_y,

Figure 2.3 : Bord intérieur et bord extérieur

Figure 2.4: Valeurs moyennes calculées sur le bord intérieur de LI IITet IV

Zdnde ,
| QP
I .—
’ 1
I :---
v -
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Il est possible d’une part de calculer une approximation de la valeur moyenne sur les
bords a ’aide de covariances expérimentales et d’autre part d’interpréter les résultats ex-
périmentaux en termes de modeéle. En effet, sur un domaine S contenant d, on calcule la
covariance croisée expérimentale des variables z1,; et 14 :

1
hz h = e :c]l z]lc:c d
&2a(h) 57150 Jsns., “ON@ laeernde
= ———-—L—-—— z(z)dx

|S N S_p| Jande ,ns_y

Dans le cas particulier ol z est la fonction constante égale a 1, la covariance croisée est :

~ (d ﬂ dc_h ﬂ S—h'
h
5a(h) 1SN S|
De méme, on calcule les covariances expérimentales des variables z1. et 1;:
1
5 ,4c(h e z)d.
Grae(h) = TERET Jenauns SO
n [d°nd_,NnS|
(h) = ——m———
94:(h) 1SN Sl
Le rapport des covariances expérimentales donne:
G.a(h) Janae WOS—h z(z)dx
6a(h) —  |dNd, NS_4l
Gac(h) _ Jicrd_pns 2@dz
Gac(h) [dend_, N S|

Ce sont la presque les valeurs moyennes de 2 sur les bords, intérieurs et extérieurs, de
largeur h. Ce mode de calcul introduit un biais dii au champ. Mais S peut étre choisi tel que
dCcSNS_,NS;, on a alors

_ _ Gaa(h) Jinae, 2(@)dz
LT () T [dNde

Cependant, ce choix est incompatible avec I’hypothése de ’indépendance entre le champ S
et les variables considérées, hypothese sur laquelle s’appuie le formalisme intrinseque.

Ces grandeurs se traduisent aisément en termes de modele: on interprete alors z et d
comme une réalisation respectivement d’une fonction aléatoire Z et d’un ensemble aléatoire
stationnaire D — on fait ’hypothese de 'indépendance entre la corégionalisation (Z, D) et
le champ S. Les covariances expérimentales sont des estimateurs non biaisés des covariances
théoriques:

E{6zp(h)} = ozp(h)
= E{Z(z)1p(z)lp(z + h)}
= E{Z(z)lre DND,}P{x e DN D}
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On a de méme:

E{&D(h)} = O'D(h) = P{.T eDn Dih}

On prendra comme estimateur de E{Z(z)|z € D N D$}, le rapport des covariances expéri-
mentales: 6zp/6p. Rien ne nous assure cependant qu’il soit sans biais puisque:

E{6zp/6p} # E{62zp}/E{ép}
Par contre, si (Z, D) est ergodique,

lim]S]_,+°°OA'ZD = O0ZD P.s.
llm],g'_._l_oo op =

Donc si op(h) #0,

i &ZD(h) _ O'ZD(h)
|Sj—+o0 6D(h) - O'D(h)

= E{Z(z)|z € DN D}

Si les expressions précédentes sont symétriques en h, E{Z(z)|z € D N D5} peut s’exprimer
aussi en termes de variogrammes simples et croisés:

1
vz0(h) = 5E{(Z@1p@) — Z+mIpEn)(Ipe) — IpE+n)}
1
w(h) = 3E{(p@ - Ipe+m)?}

On a donc E{Z(x)|z € D N D§} = vzp(k)/vp(h).
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Les outils structuraux présentés ci-dessus précisent la répartition d'une variable régiona-
lisée a P’intérieur d’une géométrie. Le statut de la géométrie par rapport a la variable étudiée
permet de distinguer deux cas:

¢ la géométrie est définie par la variable z. Dans les exemples rencontrés, la géométrie
est le champ sur lequel la variable est définie, ou bien la géométrie est définie par une
coupure sur z. -

— Relation entre une variable et son champ géométrique [32]

z est la variable étudiée, d désigne le champ sur lequel elle est définie. Le cal-
cul de la valeur moyenne de z sur les bords (intérieurs) de d permet de tester
I’indépendance entre la variable et son champ. Cette indépendance interne se tra-
duit par 1’égalité entre la valeur moyenne sur les bords et la valeur moyenne sur
le champ. Elle est contenue dans ’hypothése de base du formalisme intrinséque
dans lequel la variable régionalisée est interprétée comme une réalisation d’une
fonction aléatoire intrinseque.

— Relation entre les indicatrices d’une variable z

La suite des coupures (z;)i<i<n, telle que z; < 23 < -+ < 2, définit une suite
d’ensembles emboités: (1,(z)>z )1<i<n. Pour un couple de coupures z; < z;, on
peut s’intéresser a la répartition de I’ensemble 1,(;)>.; a I'intérieur de ’ensemble
1.(z)>2;- Pour cela, on calcule le rapport de la covariance croisée des indicatrices
et de la covariance de I'indicatrice de la coupure la plus basse. Ce rapport est un
estimateur de

P{Z, > z|Z; > z; et Zyqn < 2}

En fonction des résultats expérimentaux, on choisit de modéliser la variable z
avec un modele sans effet de bords, appartenant 3 la famille des modéles & résidus
d’indicatrices auto-krigeables développés par J. Rivoirard[43, 44], ou un modéle &
effet de bords, par exemple le modéle multigaussien anamorphosé.

e la géométrie est une variable auxiliaire, qui est corrélée avec la variable étudiée sans
étre totalement définie par elle. Dans cette catégorie entrent les géométries dessinées
par les facies lithologiques.
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2.2.2 Etude de Laporte

Les outils structuraux présentés aux paragraphes précédents ont été utilisés sur le gisement
de Laporte pour préciser la localisation relative des fortes teneurs et des faibles teneurs
et la relation entre la teneur et les filons de lamprophyres. L’étude a été faite sur le levé
d’exploitation du niveau 508 (figure 2.1).

Ce levé est échantillonné sur une grille 351 x 351. La teneur discrétisée sur cinq classes
(t €{0,1,2,3,4}) est représentée par les quatre indicatrices: k € {1,2,3,4} Ii>x. Les filons
de lamprophyre sont également représentés par leur indicatrice. Les valeurs moyennes des
indicatrices des teneurs sur les bords des ensembles définis par une coupure plus basse et
sur les bords des lamprophyres sont calculées par le rapport des covariances non centrées
expérimentales. 41 /6% (K < k') désigne donc le rapport des covariances croisées avec au
numérateur les variables lly(z)>5 et ly(z)<k €t au dénominateur les variables Li(z)>k et Dyoy<k-
De méme, 614/61 est le rapport des covariances croisées avec d’une part les variables y(z)>x X
Izer et Nzere et d’autre part les variables l.¢z et Toege.

¢ A la figure 2.5 sont reportés les rapports G,3/65 et &24/3 pour les directions Nord-Sud
et Est-Ouest. Les courbes ont un comportement trés semblable pour des décalages
positifs ou négatifs; elles sont croissantes avec |h|. Au bord de I’ensemble défini par
¢ 2 2, les proportions des valeurs supérieures & 3 ou 4 sont inférieures 3 la proportion
moyenne sur cet ensemble — 0.24 pour k =3 et 0.05 pour k =4. Les courbes Ga3/ 62
et §24/67 se stabilisent a ces valeurs pour de grands décalages. Les teneurs les plus
fortes sont entourées par des teneurs moyennes, elles mémes entourées par des teneurs

faibles.

e A la figure 2.6 sont reportés les rapports (641/5L ) et Grre/61e pour la direction Est-
Ouest. On peut distinguer deux types de comportement. Pour les faibles et moyennes
teneurs (t = 1 ou 2), les courbes sont approximativement symétriques et la proportion
des teneurs supérieures a 1 ou 2 est légérement supérieure a 'intérieur qu’s 'extérieur
des lamprophyres. Par contre, les fortes teneurs (¢ = 3 ou 4) sont localisées sur le bord
Ouest des lamprophyres (ce qui correspond a A > 0 pour le bord inférieur et & < 0
pour le bord extérieur) et de trés fortes teneurs ne sont pas rencontrées sur le bord
extérieur Est. En moyenne, les lamprophyres sont plus riches que leur complémentaire.

Dans la modélisation utilisée par la suite, il n’a pas été tenu compte du décalage des fortes
teneurs sur les bords Ouest des lamprophyres. Seul a été retenu le caractére diffusif de la
minéralisation et la localisation préférentielle des fortes ter>urs dans les lamprophyres.
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Figure 2.5: Rapports des covariances expérimentales (6i2/82)i=34 en fonction du décalage
(—h<0Oet=--h>0)
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Figure 2.6: Rapports des covariances expérimentales (6;1/61); en fonction du décalage
(—h<0et---h>0)
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2.3 Modélisation de Laporte

L’étude expérimentale a ainsi confirmé le modele géologique : les fortes valeurs sont localisées
de maniére préférentielle au cceur des filons de lamprophyres et les teneurs faibles diffusent
autour des plus fortes. Cependant les filons ne sont pas entierement minéralisés et on ren-
contre des teneurs moyennes ou faibles dans les lamprophyres et en-dehors. Le but de ’étude
étant une simulation du gisement, il nous faut disposer d’un modéele de corégionalisation qui
rende compte des observations précédentes. Le modéle retenu est tout d’abord présenté, il est
spécifié pour Laporte sur les sondages d’exploration dans la partie suivante. Enfin quelques
exemples d’utilisation de ce modele, des simulations conditionnelles, sont donnés.

2.3.1 Modéle de corégionalisation teneur-géologie

Le tracé continu mais irrégulier des lamprophyres suggére une représentation par une gaus-
sienne tronquée. La teneur présentant des transitions continues des valeurs fortes vers des
valeurs faibles est décrite par un modéle gaussien anamorphosé. La relation entre la géo-
métrie des filons et la répartition des teneurs est modélisée par une corrélation entre les
variables gaussiennes associées respectivement & la teneur et la géologie. Explicitement, le
modele de corégionalisation est le suivant :

e La teneur est obtenue par anamorphose d’une fonction aléatoire gaussienne centrée
normeée :

Z(z) = ¢(¥1(z))
¢ L’indicatrice des lamprophyres est modélisée par la troncature d’une gaussienne:

Ir(z) = Iy, >y (z)

Afin de modéliser les corrélations entre les deux gaussiennes, on décompose la gaussienne
des teneurs, Y, en un terme géométrique, linéaire en Y3, et un résidu indépendant également
gaussien: Yi(z) = aY3(z) + BU(z) « est donc le coefficient de corrélation entre les deux
gaussiennes.

Ce modele de corégionalisation permet de traduire et de quantifier les remarques du
géologue en termes du modeéle. Supposons « positif et appelons une forte teneur une te-
neur supérieure a z* = @(y*). Vérifier si les fortes teneurs sont préférentiellement dans les
lamprophyres nous ameéne & comparer les deux probabilités conditionnelles :

P{Z2>zzel} = Pi>y|Ya2>y.)
P{Z >z e L} = P{¥;>y*|Va <y}

A titre d’exemple, prenons P{Z > z*} = 0.05 et P{x € L} = 0.2. Pour différentes valeurs
de a, les valeurs de P{Z > z*|z € L} et P{Z > z*|z € L°} sont reportées au tableau 2.1:
dans le modele, la concordance plus ou moins stricte entre les fortes teneurs et les filons de
lamprophyres dépend de la valeur de . D’autre part, la proportion des lamprophyres non
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minéralisés est donnée par P{Z < z*|z € L} = P{Y; < y*|Y2 > y.}. Ainsi la lithologie
explique en partie la répartition de la minéralisation et joue un réle prépondérant pour
la génération des valeurs fortes de la teneur. La structure du résidu U(z) explique des
différences de structure des filons et des teneurs: différence d’anisotropie, répartition des
classes de teneurs a l'intérieur des lamprophyres et en-dehors.

Tableau 2.1: Relation théorique entre les fortes valeurs et I'indicatrice de lamprophyres

P{Z>2}=0.05 P{zeL}=0.20

a |P{Z >z2*lz €L} | P{Z > 2*|z € L°} Pi{{zz;'% P{Z < z*|z € L}
0.5 0.1460 0.0260 5.6 0.85
0.6 0.1705 0.0199 8.5 0.83
0.7 0.1965 0.0134 14.7 0.80
0.8 0.2225 0.0069 32.4 0.77
0.9 0.2440 0.0015 162.0 0.75

Ce modéle comporte les parametres suivants:
e la fonction d’anamorphose de la teneur ¢,
e la coupure définissant la géologie y.,

e les covariances simples et croisée des variables gaussiennes Y; et Y2 (ou, ce qui est
équivalent, la corrélation entre Y et Y2, a, et les covariances simples des gaussiennes
indépendantes Y; et U).

L’objet de I’analyse structurale est de vérifier ces hypothéses sur le gisement et de choisir

une valeur pour chacun des parametres.

2.3.2 Analyse structurale

Statistiques et histogrammes des échantillons de sondages donnent les résultats suivants:

¢ La forme de la distribution des teneurs est usuelle pour des données d’uranium. De trés
nombreuses faibles valeurs, voire strictement nulles pour 13 % d’entre elles, s’opposent
a quelques tres fortes valeurs (figure 2.7). A partir de cet histogramme on détermine
une fonction d’anamorphose ¢ [29].

¢ La proportion des échantillons appartenant aux lamprophyres, p, détermine la coupure
gaussienne associée, y. =G (1 —p): p=0.23 y.=0.74.

e La relation teneur-lithologie est précisée par le tableau 2.2.
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Figure 2.7: Histogramme des teneurs du gisement de Laporte

Les variogrammes simples et croisés calculés le long des sondages pour la teneur et ’indi-
catrice des lamprophyres sont présentés sur la figure 2.8. Ils présentent des structures com-
prises entre trois et dix metres. Afin d’assurer la cohérence du modele[39], ces variogrammes
expérimentaux ne sont pas ajustés directement. On a recherché un modele de covariance pour
les gaussiennes, modéle qui apreés transformation ajuste les variogrammes expérimentaux?:
les deux fonctions de transformation, ¢(-) et 1.5, , peuvent s’écrire comme des combinaisons
linéaires des polyndémes d’Hermite normés,

Z(z) = ¢(Yi(x)) = 3 ¢na(Yi(2))

n>0

Ip(z) = ]le(x)Zyc = Z Yl (Ya(z))

n>0

Les covariances simples et croisée entre Z(z) et 1.(z) s’expriment donc de'ia fagon suivante :

2Le variogramme croisé entre la teneur et la géologie est symétrique et ne peut rendre compte du léger
décalage entre les trés fortes teneurs et les lamprophyres

Tableau 2.2 : Relation teneur-lithologie sur le gisement de Laporte

|| lithologie nombre d’échantillons | moyenne des teneurs | variance ||
granite 1058 122 82000
lamprophyres 323 269 415000
total 1381 189 170000
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Figure 2.8: Variogrammes simples et croisés du gisement de Laporte

39



40 CHAPITRE 2. LE GISEMENT D’URANIUM DE LAPORTE

C??(h) = Cov(Z(z), Z(z+h)) = Lasoda’[Cov(Ya(z), Yi(z + h))]"
C?Y(h) = Cov(Z(z), Ie(z +h)) = TusoPatn[Cov(Yi(z), Ya(z + k)"
CH(h) = Cov(Ig(z), I(z+h)) = Tasota’[Cov(Ye(z), Ya(z + h))["

Ces relations imposent un comportement parabolique au voisinage de ’origine pour la co-
variance de la gaussienne Y5, ceci afin que le comportement au voisinage de 'origine du
variogramme de I’indicatrices des lamprophyres soit linéaire.

Les résultats sont les suivants:

e La gaussienne de la géologie est la somme de deux schémas cubiques anisotropes. Une
des deux composantes présente une anisotropie zonale dans la direction Nord-Sud afin
de rendre compte de ’aspect filonien.

e Le résidu est une somme de deux composantes sphériques anisotropes.

¢ Le coeflicient a déterminé & partir de la corrélation expérimentale des variables est 0.5.

On a donc,
Yi(z) = 0.5Y3(z) + 0.866U(x)

Les caractéristiques des facteurs gaussiens, Y; et 1, sont reportées au tableau 2.3. Ce modele
ajuste également les variogrammes expérimentaux de 'indicatrice des lamprophyres du levé
d’exploitation : figure 2.9.

Tableau 2.3: Détails des facteurs du modéle de Laporte

gaussienne de la géologie: Y; résidu: U
Y; = 0.58X; +0.81X, U=047X3+0.88X,
composante X Xa X3 X4
type de covariance || cubique cubique sphérique | sphérique
portée 9 m 9m 3m 9m
anisotropie selon Ox 3.2 2.5 1.0 3.2
anisotropie selon Oy 1.0 0.0 1.0 1.0
anisotropie selon Oz 1.0 1.0 1.0 1.0

#
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Do

Figure 2.9: Variogrammes de l'indicatrice des lamprophyres du levé d’exploitation et ajus-
tement (direction Est, Nord-Est et Nord)

2.3.3 Simulations

Le modele structural présenté plus haut se préte aisément a une simulation conditionnelle de
la corégionalisation géologie-teneur. La simulation du niveau 508 sera présentée pour deux
types de conditionnement : simulation conditionnée par les sondages d’exploration (lithologie
et teneur) et simulation conditionnée par la géologie du levé d’exploitation.

Simulation conditionnée par les sondages

En tout point conditionnant, on dispose de la valeur de la teneur et de ’indicatrice des
lamprophyres. Cette information est équivalente dans le modeéle & la donnée de la valeur de
la gaussienne associée & la teneur — cette valeur est calculée par inversion® de la fonction
d’anamorphose y1(z.) = ¢7'(21(zs)) — et une inégalité sur la gaussienne associée & la
géologie:

Y2(zo) <ye si Ip(z,) =0
ya(za) 2 9o si Ip(ze) =1
La simulation conditionnelle se décompose en deux étapes:
e validation des inégalités, c’est-a-dire la simulation aux points expérimentaux de la

variable gaussienne associée a la géologie et respectant les inégalités. Les méthodes
pour réaliser cette simulation sont présentées dans le chapitre 3.

e simulation conditionnelle classique. En chaque point conditionnant la valeur de deux
gaussiennes est connue; on calcule donc les valeurs des deux facteurs indépendants.
La simulation conditionnelle de la corégionalisation se raméne alors 3 la simulation
conditionnelle classique de chacun des facteurs.

30n a négligé ici I’atome en zéro sur les teneurs.
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A la figure 2.10, une simulation du niveau 508 est présentée. Pour ce niveau le nombre des
données conditionnantes est faible (73). On ne pouvait espérer retrouver la géologie connue
a priori. Cependant nous retrouvons les filons décrits par le géologue, par rapport auxquels
les corps minéralisés s’organisent convenablement.

Simulation conditionnée par la géologie du levé d’exploitation

A Tlissue de I’étude géologique, I'exploitant dispose d’une interprétation géologique du gi-
sement. En pratique, un tel document peut étre utilisé pour conditionner des modéles nu-
mériques des teneurs. Le levé des lamprophyres du niveau 508 est discrétisé sur une grille
réguliere de pas 0.6 metre. La gaussienne de la géologie est simulée en respectant les in-
égalités, puis indépendamment le résidu. Par combinaison linéaire de ces deux facteurs et
anamorphose on obtient les teneurs ponctuelles. Afin de les comparer & la cartographie lissée
du levé, les teneurs simulées sont régularisées sur neuf points.

2.4 Conclusion

L’étude de Laporte a permis d’intégrer au modele géostatistique du gisement une partie du
modele géologique : un faciés lithologique, les filons de lamprophyres, y est représenté par son
indicatrice. Ainsi le recours & des variables auxiliaires permet-il d’affiner la représentation de
la réalité étudiée ; il dépend de la nature des mesures disponibles. Ceci suppose une étude des
relations entre les variables & incorporer au modele. Ici les outils structuraux utilisés sont de
covariances expérimentales. Le modéle retenu permet de ne rendre compte que d’une partie
du phénomene étudié. La corégionalisation de facteurs gaussiens est une généralisation du
modele gaussien anamorphosé qui avait été étendue & la simulation d’ensembles aléatoires
pour représenter des facies lithologiques séquencés [40, 14].

Cette étude est un cas particulier — le lien particulier existant entre les variables sur le
gisement de Laporte n’a pas de valeur générale pour tous les gisements. Mais intégrer dans
un modele cohérent toutes les mesures disponibles sur un phénomeéne est un des objets de la
géostatistique. De plus, il est nécessaire d’introduire dans le modele des earactéristiques du
gite pour assurer sa compatibilité avec le contexte géologique. Les contraintes apparaissent
dans ce cas comme des éléments d’information qu’on ne peut négliger.
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Figure 2.10: Simulation de la corégionalisation teneur-lamprophyres (niveau 508) condition-
née par les sondages (les teneurs faibles sont représentées par un gris clair et les fortes teneurs
un gris foncé; la trace des filons de lamprophyres apparait sous forme de points noirs)

Figure 2.11 : Simulations de la teneur conditionnées par la géologie du niveau 508 (les teneurs
faibles sont représentées par un gris clair et les fortes teneurs un gris foncé; la trace des filons
de lamprophyres apparait sous forme de points noirs)






Chapitre 3

Simulation de gaussiennes tronquées

Dans le chapitre précédent, le modéle géostatistique utilisé pour décrire la corégionalisation
d’une teneur et I'indicatrice d’un facies associe & une mesure de la lithologie L une inégalité
sur une variable gaussienne:

uel <= Xi(u) <z
ue L < X(u)>az

Pour simuler conditionnellement cette corégionalisation, il faut donc simuler un vecteur mul-
tigaussien vérifiant des inégalités. L’objet de ce chapitre est de présenter des techniques pour
réaliser cette simulation.

On précise tout d’abord la forme des inégalités que doit vérifier la simulation. Ceci dé-
finit ce qui est appelé par la suite un vecteur aléatoire gaussien tronqué. Puis deux types
d’algorithmes sont présentés: ceux fournissant une simulation exacte et ceux simulant une
approximation de la loi modélisée. Dans la premiére catégorie entrent deux algorithmes,
la simulation par la méthode d’inversion et la simulation par acceptation et rejets. Tous
deux ne s’appliquent qu’a des vecteurs de trés petite dimension. Ils sont introduits ici car
ils seront utilisés pour mettre en ceuvre les algorithmes approximatifs. Dans cette derniére
catégorie, sont successivement présentées la méthode incrémentale — toutes les composantes
sont simulées 'une apres I’autre — et la méthode itérative — la loi est simulée comme la loi
stationnaire d’une chaine de Markov.

45
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Dans la définition d’une gaussienne tronquée deux éléments interviennent, d’une part la
loi gaussienne et d’autre part la troncature. Un vecteur gaussien centré ! de dimension n est
défini par la matrice strictement? définie positive des covariances,

T = [oijliciign 0 03 = Cov(X;, X;) = E{X; X;}

Sa densité est: 1

z € R" g()—( P ||

xp(——-:c'E‘" z)
On impose au vecteur la contrainte:
X€B=B; xByx---xB,
Chacune des composantes doit appartenir a la réunion finie d’intervalles:
B; = [a;,b5] U [af, }] U - - - U [a]¥, B]

Dans la plupart des applications, la contrainte sur chaque composante se réduit & un inter-
valle. Cependant, il arrive que B; soit la réunion de trés nombreux intervalles (un exemple
est donné page 22). La densité conditionnelle du vecteur X sachant X € B est

n g(z)1p(z)
se B fla)= fsg(?f)du

Un vecteur gaussien tronqué par B est un vecteur aléatoire réel dont la densité est f.

Le type d’inégalités retenu peut sembler restrictif. Il répond au probléme qui nous était
posé — la conditionnalisation de la corégionalisation teneur-géologie du gisement de Laporte.
D’autre part, il apparait dans de nombreuses applications, dont quelques exemples ont été
présentés au paragraphe 1.5.4.

3.1 Simulations exactes

3.1.1 Simulation par inversion

La méthode de simulation par inversion est une méthode générale pour simuler une variable
aléatoire scalaire X, dont la loi est donnée par la fonction de répartition :

r€R F(r)=P{X <z}.

1Si le vecteur n’est pas centré, on simule le vecteur centré Y = (X: — E{X; })1<,<n la matrice des
covariances centrées n’est pas modlﬁee et seules les inégalités & vérifier sont translatées.

2La matrice des covariances est supposée strictement définie positive car si r < n est le rang de la matrice,
la simulation de X sous la contrainte X € B; x --- x B,, se raméne 3 la simulation d’un vecteur gaussien de
dimension r sous une contrainte qui n’est plus un produit cartésien de contraintes sur chaque composante.
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Comme F' est une fonction croissante et continue & gauche, on peut lui associer un pseudo-
inverse F~'(u) = >{y,F(y) < u} — si F est bijective, ce pseudo-inverse coincide avec
I'inverse. La méthode est déduite de la proposition suivante: si U est une variable aléatoire
uniformément répartie sur ]0, 1] alors F~}(U) est une variable aléatoire dont la loi est F.

Il est possible d’utiliser cette méthode pour simuler une gaussienne tronquée scalaire car
la fonction de répartition d’une gaussienne, G, et son inverse sont tabulées, et on dispose de
méthodes pour simuler un nombre aléatoire uniformément réparti sur 0, 1{ — par exemple,
la méthode de congruence de Lehmer [30]. Cette méthode présente deux limitations: la
contrainte ne comporte qu’un intervalle — cette limitation est d’ordre pratique, les expres-
sions de F' et F~! deviennent inextricables pour plusieurs intervalles —, et la contrainte doit
étre incluse dans le domaine sur lequel G et G~ sont tabulées. L’expression de F' et F~! est
alors

0 r<a
F(z) = %(%’—))-_'—'g(%l a<z<b
b<z

F7Yuw) = GH(1 - u)G(a) +uG(b))
L’algorithme de simulation est donc

Algorithme 1 (i) simulation de U, variable aléatoire uniformément répartie sur ]0,1],

(ii) calcul de X = F~Y(U).

3.1.2 Simulation par acceptation et rejets

Cette méthode de simulation due & Von Neumann [46] permet de simuler une variable aléa-
toire réelle, scalaire ou vectorielle, de densité f. n désigne la dimension de la variable &
simuler. Un élément de IR™" est noté (z,y) oit = € IR™ et y € IR. A; désigne I'intersection
du sous-graphe de f et du demi-espace IR" x IRt :

A={(z,y) e B x R, 0 <y < f(z)}
La méthode d’acceptation et rejets s’appuie sur les deux théorémes suivants :

Théoréme 1 Si (X,Y) est un point uniformément réparti dans Ay, alors la loi de X admet
f pour densité.

Théoréme 2 Si X et U sont des variables aléatoires de densité respective f et Yo, alors
(X,Uf(X)) est un point uniforme dans Ay.

Les démonstrations détaillées de ces théorémes peuvent étre trouvées par exemple dans le
cours de Ch. Lantuéjoul [27] que suit cette présentation de la méthode d’acceptation et rejets.
La simulation d’une variable aléatoire X dont la densité est f suppose que f soit majorée
par une densité k que ’on sait simuler (par exemple, par la méthode d’inversion si n = 1):

ze R f(z) < Chlz)
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La simulation d’une variable aléatoire X dont la densité est f suppose que f soit majorée
par une densité h que ’on sait simuler (par exemple, par la méthode d’inversion si n = 1):

ze R f(z) < Ch(z)

D’apres le théoréme 1, il suffit de simuler un point uniformément réparti dans A;. Pour cela,
on simule un point uniformément réparti sur Acy,: on simule U et X de densité respective
Tyo,1( et h. D’aprés le théoréme 2, (X,Cg(X)U) est uniformément réparti dans Agy. Ce point
s’il tombe dans Ay est uniforme dans A; puisque Ay C Agy, (figure 3.1).

[N
¢ L(x) .

£

Figure 3.1: La méthode d’acceptation et rejets

L’algorithme de la méthode de simulation par acceptation et rejets est le suivant :
(i) génération des variables X et U de densité respective b et lyg yp ,

(i) si CUK(X) < f(X) le candidat est retenu, sinon retour en (i).

La vitesse de cet algorithme est déterminée par le nombre de candidats qu’il faut simuler
puis tester pour accepter une valeur. Ce nombre est une variable aléatoire de Pascal 2 de pa-
rametre 1/C, dont I’espérance est donc C. Cette méthode est applicable dés que ’on connait
une densité h que P’on sait simuler et pour laquelle la constante C n’est pas trop grande.
Cette méthode est utilisée pour simuler une gaussienne tronquée scalaire — la contrainte
peut étre une réunion finie d’intervalles — et de petits vecteurs gaussiens tronqués — mais
dans ce cas la contrainte sur chacune des composantes est un intervalle.

Une gaussienne tronquée scalaire

La contrainte est une réunion finie d’intervalles non vides disjoints, B = J; I;. Sur chacun
des intervalles, on majore la densité ¢ par une fonction positive et sommable A; :

ze€l; g(z)<h(z)

3La loi d’une variable aléatoire de Pascal de parameétre p (0 < p < 1), N est:

nelN' P{N=n}=(1-p)"p
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On majore la densité de la gaussienne tronquée par

i Jr, hilw)du

C —_—
§@I5(z) _ s BE@) or
r€R f(z)= Is g(u)du <C Z f, h(u)du ot I, hi(w)du
w; . = >, Ir, hiled

Les fonctions (k;); sont choisies de sorte que soit possible le calcul explicite du systéme de
probabilité (w;);, ainsi que I'inverse des fonctions de répartition des densités construites avec
les fonctions positives majorantes. La loi majorante est un mélange qui se simule aisément
par la méthode d’inversion (cf. page 46). En pratique (figure 3.2), les inégalités utilisées pour
majorer la densité gaussienne sur chacun des intervalles sont de deux sortes:

2
x
e”z < 1
2 2
-5 < Me”%‘

a < |z e

Figure 3.2: Exemples de majoration de la densité de Gauss

a)—o0 < X < +4o0 <X <2 ¢)1.5 < X < 400
L) I L]
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0.15 - ~ -10.15
0.05 - — 0.05
-3. -2. -1. 0. 1. 2. 3. 1.
—~-- densité de Gauss
22
—— majoration a)—00<X<+0o f(z)= ;W(]IMQ + ]i ‘T]l;x|>a) a=1.09
b)0< X <2 f(z) = 2,,(110<z<a + J— T ]1a<.1:<2) -
)l5<X < +oo  f(z) = A=Fe Tlsco

R B -
o, E T RN .
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Il faut donc simuler une variable aléatoire X selon la densité majorante h(-) et U uni-
formément répartie sur ]0,1[. Le test C UR(X) < f(X) se simplifie grandement et ne fait
plus intervenir que des grandeurs aisément calculables. En effet, X appartenant a un inter-
valle, par exemple iy, I'inégalité & vérifier est équivalente & U f;,(X) < g(X). L’algorithme
de simulation des gaussiennes tronquées scalaires par la méthode d’acceptation et rejets *
est donc:

Algorithme 2 (i) simulation de lintervalle i, selon la loi (i),
(ii) simulation des variables aléatoires X et U de densité respective

h_,'_]l[i(:l:)

Thiwyde & Toa(w)

(iii) si U hy(X) < g(X), le candidat X est retenu. Sinon retour en (i).

Comparaison pratique des méthodes de simulation d’une gaussienne tronquée
scalaire

Les temps moyens d’exécution ont été calculés sur 10000 valeurs simulées 3 1’aide des mé-
thodes par inversion et par acceptation et rejets® (tableau 3.1): lorsque la contrainte s’ex-
prime a l'aide d’une seule inégalité, les deux méthodes de simulation ont des temps d’exé-
cution comparables. Par contre si la contrainte est définie par deux inégalités, le temps
d’exécution pour la méthode d’inversion est le double de celui de la méthode d’acceptation
et rejets. Enfin, pour la méthode d’inversion, on rencontre des problémes numériques — le
calcul de G=1(0) ou G~1(1) — dés que I’on impose 3 la valeur absolue de la gaussienne d’étre
supérieure a 3. La méthode de simulation par inversion ne peut étre utilisée dans des appli-
cations. Aussi, toutes les simulations de gaussiennes tronquées scalaires qui seront utilisées
par la suite seront simulées par la méthode d’acceptation et rejets.

“Cet algorithme quelque peu modifié — les intervalles sont alors pondérés par les poids p;, le systéme de
probabilités (m;); est remplacé par (w}); out @} = p; |, 1, fi(w)du/3; pj ij fi(v)dv — sera utilisé au chapitre 4
pour simuler une gaussienne conditionnée par sa poissonisée.

5Ces comparaisons ont été effectuées sur une station de travail en FORTRANT7 avec des réels déclarés
en simple précision.
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Tableau 3.1: Temps d’exécution pour la simulation de 10000 gaussiennes scalaires tronquées
a) X Z Te !

] Zc | -25[-15]-05] 00| 05] 15| 2.5
acceptation et rejets || 0.51 | 0.50 | 0.47 | 0.50 | 0.54 | 0.54 | 0.49
inversion 0.74 [ 0.74 | 0.61 [ 0.43 | 0.62 | 0.83 | 0.85

(tcpu en secondes)

b)a< X <b
[ négalitdés [ [-2,2] [[-1,1]] 0,05 [ [0,1] [ [0,1.5] ]
acceptation et rejets 0.56 0.49 0.46 | 0.49 0.53
inversion 1.26 1.02 0.83 | 0.83 0.96

(tcpu en secondes)

Un vecteur gaussien tronqué

Pour simuler un vecteur gaussien tronqué par la méthode d’acceptation et rejets, une loi
majorante acceptable est la loi gaussienne a priori. En effet on a trivialement,

o@)lplz) 1 ‘
Ty s(w)du = Tygw)da ¢

Le test pour vérifier si le point généré (X,C Ug(X)) appartient au sous-graphe de f est
équivalent a U < 1p(X). Or U appartenant & ]0, 1] et 15(X) ne prenant que les valeurs 0 ou 1,
le résultat du test ne dépend que de la valeur de Iindicatrice: il n’est donc pas nécessaire de
tirer la variable aléatoire uniformément répartie. L’algorithme consiste a tirer des vecteurs
gaussiens indépendants jusqu’a ce que la valeur tirée vérifie la contrainte. Mais ceci peut étre
tres long quand [g g(u)du est treés petit.

Vee IR* f(z)=

L’efficacité de cet algorithme peut étre améliorée en utilisant pour loi majorante non
pas celle de la gaussienne a priori mais la loi d'une gaussienne tronquée sur un ensemble A
contenant B et que ’on sait simuler par une autre méthode. En effet si B C A,

9(2)p(z) _ Jag(v)dv g(z)la(z)
[pg(w)du = Jpg(u)du [49(u)du

. g(v)dv . e s e N . .

Le nombre moyen d’essais est alors L) uil est inférieur a 1 si A est strictement
y q
B glu)du B g(u)du

inclus dans IR".
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Le probléme est la détermination de ’ensemble A, sur lequel il est possible de simuler
un vecteur tronqué a l’aide des techniques présentées aux paragraphes précédents. Ces tech-
niques ne s’appliquent qu’a des variables scalaires. Cependant, si la densité gaussienne ainsi
que la contrainte se factorisent,

g(z) = g(z1) 9(z2) 9(x=)
B = B, x B, x --- x B,

la densité du vecteur gaussien tronqué se factorise aussi

9(z)lp(z) _ g(&1)lp,(z1) g(z2)lB,(22)  g(za)lp,(zn)
Jp 9(u)du f131 g(u1)duy fB2 g(uz)dus ang(un)dun

La simulation du vecteur se rameéne alors a la simulation des composantes indépendamment
les unes des autres. Ce cas trés particulier correspond 3 la troncature d’un vecteur sans
corrélation. '

Par la suite, nous nous limiterons au cas ou la contrainte est de la forme
B = [al,bl] X [ag, bz] Xoeee X [an,bn]

Il faut donc rechercher un ensemble A sur lequel il sera possible de se ramener au cas
des composantes indépendantes. Pour cela, on utilisera la représentation des composantes
d’un vecteur gaussien comme des combinaisons linéaires de variables aléatoires gaussiennes
indépendantes :

XEIT

Y., la matrice de covariance de X, étant strictement définie positive, les dimensions de X et
T sont égales et la matrice carrée L peut étre obtenue par factorisation de ¥ sous la forme
LI’ ®. Deux factorisations classiques d’une matrice définie positive sont la décomposition
de Cholesky et la décomposition par éléments propres 7. Simuler X sous la contrainte B =
{z € R", a; < z; < b;} est équivalent A simuler T sous la contrainte B* = {te R*, a; <
> lit; < b;}. T tronqué sur B* sera simulé par acceptation et rejets. La loi majorante est
celle d’une gaussienne tronquée sur le plus petit hypercube contenant B*:

A* = [al‘)ﬂl] X [a27ﬂ2] Xoewe X [an,ﬁn]

Les bornes de A* sont déterminées par: a; = ming,,.. :,)eB*ti et B; = maxs,....t,)eB* Li-
Ces probleémes peuvent étre résolus par la méthode du simplexe [8]. Mais dans le cas d’une
décomposition de Cholesky, la géométrie trés particuliére du polyedre A* — la matrice L est
triangulaire inférieure — peut étre utilisée pour calculer de maniére beaucoup plus efficace
les bornes de A*.

6Cette représentation est & la base des méthodes matricielles de simulation [15, 12, 11].

7Y étant une matrice symétrique et définie positive s’écrit sous la forme £ = PAP’ ot P est la matrice
des vecteurs propres et A celle des valeurs propres. L = PA% — A% = [6aﬁm(a,p)e 4 — fournit donc la
décomposition souhaitée.
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L’algorithme de simulation du vecteur gaussien tronqué par la méthode d’acceptation et
rejets est donc:

Algorithme 3 (i) Détermination de L et A*.
(ii) Simulation de T trongué sur A*.

(iii) 8¢ X = LT € B, le candidat est retenu, sinon retour en (it).

La simulation du couple bigaussien centré normé (X,Y’) de covariance Cov(X , Y)=05
sous la contrainte B = [0,1] x [0, 1] permet d’illustrer cette méthode. Sur la figure 3.3, sont
reportés les ensembles A* et B* obtenus par les deux types de factorisation de la matrice de
covariance. Le nombre moyen de tirages en fonction de la loi majorante est 7.08 pour la loi
gaussienne a prior, 1.77 pour la loi obtenue par factorisation de Cholesky et 1.42 pour la loi
obtenue par la factorisation par éléments propres. Dans ce cas particulier, la décomposition
par éléments propres conduit & un algorithme plus efficace.

. 7/
LN
Figure 3.3 : Simulation d’un couple bigaussien tronqué par la méthode d’acceptétion et rejets
(X,Y) €[0,1] x[0,1] Cov(X,Y)=0.5
. . ’, ., » ]lA z,y)g({z,y Y ’ \
Les candidats sont simulés selon la densité TW ou A est égal 3

A" avec la décomposition de Cholesky et
A" avec la décomposition par éléments propres.

B [0,1] x [0,1]
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Dans la méthode par acceptation et rejets, la forme de la contrainte n’intervient que dans
la. détermination de A*. On pourrait donc I'utiliser pour simuler des gaussiennes sous des
contraintes plus générales, par exemple un polygone quelconque

B={zeR', k=1,...,p Z utz; < v}

1<i<n

Cependant, la dimension du vecteur a simuler limite le domaine d’utilisation de cette mé-
thode, car le temps de calcul croit trés rapidement. La simulation d’un vecteur de dimension
n se décompose en trois étapes: détermination de la matrice L (I), détermination de la loi
majorante (II), simulation et test des candidats (III). On leur associe les temps respectifs,
tr, trr et tr17. Ces temps de calcul ont été estimés sur un exemple : le vecteur gaussien est un
échantillon d’un processus stationnaire de covariance exponentielle. La matrice de covariance

est donc, o
1<i,j<n Cov(Xi, X;) = pi

Pour une coupure z., on simule tout d’abord P’indicatrice (1 Xi>zc)1<i<n, PUis le vecteur gaus-
sien tronqué déterminé par cette indicatrice. Sur 10000 simulations, la moyenne des temps
de calcul ainsi que le nombre d’essais ont été calculés pour les deux types de factorisation de
la matrice de covariance ; les simulations des candidats ont été faites avec pour loi majorante
ou bien la loi gaussienne a priori ou bien la loi d’une gaussienne tronquée (tableau 3.2).

Tableau 3.2: Temps d’exécution et nombre d’essais moyens pour 10000 simulations de vec-
teurs gaussiens tronqués par la méthode d’acceptation et rejets (p = 0.7 et z. = 0.0)

temps de simulation : t;+t;7 4t
nombre d’essais : nt
Calcul de L simulation majoration simulation
tr trrr prog. lin. geom. E.P. Cholesky

E.P. l Cho. || nt | E.P. ] Cho. E.P. l Cho. | Cho. nt | trrr | nt | trpr

0.5 031 2| 15| 14| 11.51 12.7 03] 1.0 1.5]1.0] 1.2
3.8 05 4] 26 26| 40.0| 41.6 06| 2.0 3.5 15| 27
8.5 0.7] 8| 65| 7.8 95.7| 84.6 1.2 )| 4.1 94122 49
12.0 0916 ] 13.3 | 15.2 || 164.4 | 157.7 3.2]12.0| 33934 87
16.5 13132 36.7| 424 | 316.4 | 242.0 831250 89.1}5.0]14.0
22.0 1.8 [ 64 | 74.7 | 84.2 | 528.2 | 382.4 | 22.1 || 57.7[235.7 7.6 | 21.9

(tcpu en secondes)

| O ] O B =] 13

-Sur I'exemple étudié (p = 0.7 et 2. = 0.0), la décomposition par éléments propres conduit
a des temps de simulation beaucoup plus grands. Pour la décomposition de Cholesky, le
temps moyen de simulation avec pour loi majorante la loi gaussienne a priori ou la loi d’une
gaussienne tronquée est reporté a la figure 3.4. Dés que la taille du vecteur est supérieure
deux, la recherche d’une loi gaussienne tronquée permet d’économiser du temps de calcul.
Cependant, P’allure exponentielle de cette courbe limite cette méthode & de petits vecteurs
(n < 10).
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T T T T

90. |- -1 90.

70..— - 70.

50.- — 50.

30.:- - 30.

10.:- - 10.
0. 2. 4. 6.

Figure 3.4 : Temps moyen de simulation d’un vecteur gaussien tronqué par la méthode d’ac-
ceptation et rejets; décomposition de Cholesky

(B = [p"1)1<i j<n avec p = 0.7 et z, = 0.0)
— loi gaussienne a prior:

Loi majorante: . . .
—-=~ loi gaussienne tronquée

Les algorithmes présentés — simulation par inversion ou simulation par acceptation et
rejets — permettent de simuler de maniére exacte de petits vecteurs gaussiens tronqués
(n < 10). Ils seront utilisés dans les algorithmes approximatifs présentés dans la partie
suivante. Ces derniers sont utilisés pour simuler des vecteurs beaucoup plus grands.
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3.2 Simulations approximatives

Les algorithmes de simulation étudiés dans cette partie fournissent, au lieu de la loi g mo-
délisée, une loi p, dépendant d’un parametre entier choisi par l'utilisateur, v. On peut
donc construire une suite (1, ), pv- L’algorithme proposé sera une approximation si la suite
(&), v converge vers la loi a simuler u. Généralement, la quantité de calculs nécessaires
pour produire la loi g, est une fonction croissante de v: les moyens de calcul disponibles
déterminent la précision de la simulation retenue.

Tout d’abord, deux méthodes sont présentées: la méthode incrémentale et la méthode
itérative. Ne disposant par de critére théorique pour déterminer la précision de la simulation,
celle-ci sera étudiée de maniére empirique sur quelques exemples, dont on tentera de dégager
certaines regles pratiques.

3.2.1 Méthode incrémentale

Le principe de la simulation d’un vecteur par la méthode incrémentale consiste 3 simuler
chacune des composantes 1'une aprés 'autre. Si le vecteur noté X = (Xj,...,X,,) admet la
densité h(zy,...,z,), il faut simuler la premiére composante selon la loi marginale,

hi(z) = /h(w, U2y .oy Uy )dUs. .. du,

et la i-éme composante (1 < ¢ < n) est simulée conditionnellement & toutes les composantes
préalablement simulées, c’est-a-dire selon la densité

Jh(Z1, oo Tisy, Ty Uiy ooy U ) AUy o . duy

hilzlz: reies) =
Z( I( J)ISJSt) fh($1,---,CC,'-],U{,UH.I,---,un)dU-idUi+1---dun

La densité du vecteur ainsi simulé est bien A.

Dans le cas extrémement favorable d’un vecteur multigaussien centré et sans contrainte,

la mise en ceuvre de la méthode incrémentale est particuliérement simple. En effet,
X, = XiKS(Xl, vaes Xi—-l) + GKs(i) U;
> HU;
1<7<i

ou XF5(Xy,...,Xi-1) est le krigeage simple de X; & I’aide des (Xjh<i<i, 0k () la variance
de krigeage et (U:)icicn des gaussiennes sans corrélation. On montre aisément que cette
méthode est équivalente & la méthode de simulation matricielle utilisant la décomposition

de Cholesky de la matrice de covariance. Mais dés que ’on impose une contrainte, on perd
pour une grande part la simplicité des variables gaussiennes.

Les : — 1 premiéres composantes ayant été simulées, il reste & simuler un vecteur gaussien
de dimension n — 7 + 1 avec la condition:

(HXi=2;}n () {ae < X < b}

J<i i<k<n
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On peut toujours récrire les composantes du vecteur sous la forme,
Vizi Xj=X[I5+oxs(5)U;

ou XJK 5 est le krigeage simple de X; & partir des Xy,...,Xi_1 et (Uj)icj<n est un vecteur
centré normé dont la matrice de covariance est

Okl = 2L0pO0 ro RP ol
oxs(k)ors(l)

C = [Ckl]igk,tgn avec ¢ = COV(Uk y U]) =

L’inverse de la matrice [04p]1<a,0<i €st noté ici R = [R*®)i<4p<i. Le probléme revient &
simuler un vecteur gaussien tronqué des résidus de dimension n —z+1, U, sous la contrainte,

. _  KS . _ K8
a; — x; bj — z;

t<Jj<n <U; <

oxs(Jj) oks(J7)

La dimension du vecteur des résidus, auquel on est ramené, reste généralement impor-
tante, aussi a-t-on défini un voisinage de la composante i : les inégalités sur les points n’ap-
partenant pas au voisinage modifient peu la loi de la composante :. Le vecteur aléatoire
considéré étant un échantillon d’une fonction aléatoire, le voisinage de la composante ¢ est
composé du point a simuler et de ses plus proches voisins. C’est une hypothése similaire qui
justifie 1’usage du voisinage pour le krigeage.

Si le voisinage est suffisamment petit, le vecteur des résidus des points appartenant & ce
voisinage peut étre simulé par la méthode d’acceptation et rejets (voir page 50). Seule la
composante ¢ est simulée avec le voisinage idoine, aussi du vecteur simulé seule la valeur de
la composante ¢ est conservée. La densité de la composante ainsi simulée est donc:

1p,(z) me x--xBiya g(x, Uig1y e ooy Ui Ty e oy Timy )dU 1 - . dUigg

fB;ng“ XX Bjya g(ui, Uigls o 0n Ui+d]$1, veey ~’Ci—1)duidui+1 <o dui+d

(d est la taille du voisinage, c’est-a-dire le nombre de points qu’il comporte) alors que la
densité du modéle est :

ngi(.’L‘) fBH-:X"'XBn g(.'c, Uit1ye sy unlml, N a:i_l)dui,*.l A dun

IBixBipy xx B 9(Wis Uit1s « « < s Un [T, o ooy iy )dusdutiyy . . duy,

Lorsque-la taille du voisinage grandit, la convergence de la loi du vecteur ainsi simulé vers
la loi du modele est assurée car, la dimension du vecteur aléatoire étant finie, un voisinage
glissant de taille supérieure ou égale a la dimension du vecteur est équivalent & un voisinage
unique. Cependant cette configuration est théorique, elle n’est pas celle de la pratique ou la
taille du voisinage (praticable) et celle du champ different d’un ordre de grandeur. Il sera
donc nécessaire d’étudier empiriquement la convergence de la loi en fonction de la taille du
voisinage des inégalités.
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'3.2.2 La méthode itérative

Dans la méthode itérative, on renonce a simuler directement la loi du modéle : une simulation
initiale, non satisfaisante, est modifiée jusqu’a ce qu’une solution satisfaisante soit obtenue.
Si les modifications successives ne dépendent que de ’état courant, la suite des simulations
constitue une chaine de Markov. De plus les modifications seront générées de sorte que
la chaine soit stationnaire. La convergence de la loi des simulations successives vers celle
d’un vecteur gaussien tronqué est assurée si la probabilité de transition est ergodique. Ces
techniques de simulation introduites par Metropolis et al. [41] en mécanique statistique sont
également utilisées pour simuler des images modélisées par des champs markoviens [20].

On rappelle tout d’abord les chaines de Markov & temps discret et & états continus dans
le cas général. Puis on précise les chaines de Markov utilisées : deux probabilités de transition
sont étudiées ; leur mise en ceuvre est aisée dans le cas des gaussiennes tronquées.

Rappels sur les chaines de Markov & temps discret et états continus

Dans ce paragraphe, B désigne un sous-ensemble de IR" de mesure non nulle et By la tribu
des Boréliens de B.

Une chaine de Markov a valeurs dans B est un processus (X (V))VE v tel que:
VA€ Bg, P{X(”) € AlX(O),. .. ,X("_l)} = P{X(V) = A]X(u—-l)} _

La connaissance de 1’état du phénomeéne & un instant donné apporte autant d’information
sur le futur que la connaissance de tout le passé. :

Si de plus, la probabilité P{X®) € A|X*~1D} ne dépend pas de v (v > 0), la chaine est
homogene et est définie par:

- une loi initiale po, c’est-a-dire une probabilité sur (B, Bg), et
- une probabilité de transition, P.

Une probabilité de transition P est une application de B x Bg dans IR" telle que:

- acfixé, x € B, P(z,-) est une probabilité sur (B, Bg),
- a Afixé, A € Bp, P(-,.A) est une fonction mesurable de (B, Bp).
P(z, A) est la probabilité que X*) € A conditionnelle & X~V = 2.
P(z, A) = P{X™ ¢ A|IX"V =g} .

La loi d’une chaine homogéne s’exprime par: Ay € Bp,..., A, € Bpg,

P{XO € Ao,..., X" e A4} = /,4 dpo(z°) /A dP(2°, ") /A /A dP(z",z¥)
0 1 2 v



3.2. SIMULATIONS APPROXIMATIVES . 59

En particulier, la loi de la v-eme itération est donnée par:
P{X® € A} = / dpo(u) P (u, A)

ot P¥ désigne la probabilité de transition d’ordre v, P¥)(z, A) = P{X ¢t ¢ A|IX® =z},
qui est définie par:

PNz, A) = P(z,A) siv=1
= [dP(z,u)P*V(u,4) siv>1

Si la loi de la v-éme itération est indépendante de v alors p — la probabilité initiale — est
une probabilité stationnaire de P et vérifie alors:

VA€Bs p(A)= / dp(u)P(u, A) .

Une probabilité de transition est ergodique si quelle que soit la loi initiale po, la suite formée
par les lois des itérations successives converge vers une loi p strictement positive (c’est-a-dire
pour tout ouvert de B, p(A) > 0). Cette loi p est alors 'unique loi stationnaire de P.

a - Une chaine de Markov

On voudrait construire une suite de vecteurs aléatoires (X ("))mE v convergeant en loi vers
X, vecteur gaussien tronqué sur B:

lim X® £ x
v—+400

L’ensemble des états de ce processus est constitué des points de IR" satisfaisant a la contrainte,
c’est-a-dire B. Parmi tous les processus possibles, seules les chaines de Markov ont été étu-
diées. En effet, ces processus présentent deux avantages:

— leur mise en ceuvre ne nécessite pas le stockage de toutes les itérations, mais seulement de
Pitération courante,

— ils sont définis par une loi de probabilité initiale, p, et une loi de probabilité de transition,

P.

On a recherché une probabilité de transition ergodique P dont 'unique loi stationnaire
soit la loi gaussienne tronquée sur B. Deux probabilités de transition sont étudiées — la
probabilité de transition de Metropolis[41] et celle de Geman[20]. Toutes deux admettent
pour loi stationnaire la loi gaussienne tronquée mais ’ergodicité n’est démontrée que dans
le cas ou la contrainte est compacte.

Si on dispose d’une probabilité de transition ergodique P , une simulation approximative
de la loi gaussienne tronquée est obtenue en calculant les premiers termes de la chaine de
Markov. On arréte la chaine des que I'itération courante est jugée satisfaisante, c’est-a-dire
des que la loi n’est pas trop différente de la loi du modéele.
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b - Une probabilité de transition

Une fagon simple de modifier un vecteur est de modifier une et une seule de ses compo-
santes. La encore, la transition ne dépend que de 1’état courant et on note P; la probabilité
de transition ne modifiant que la seule composante :. On modifie séquentiellement toutes
les composantes du vecteur. Une itération est définie par I’ensemble de ces modifications.
Sa probabilité de transition s’exprime a ’aide des probabilités de transition- élémentaires :

V(z,A) € B x Bpg,
P(z, A) = / APy (z,u®) / APy (u®, u@) / s / AP, (™D, ™Y1 4 ()
Si les probabilités de transition élémentaires P; vérifient les équations®
1<i<n VAcBg / dzf(z) Pz, A) = /,4 f(z)dz (3.1)

ou f est la densité de la loi gaussienne tronquée sur B, la probabilité de transition P admet
pour loi stationnaire la loi gaussienne tronquée.
Démonstration: Les équations 3.1 impliquent que pour tout fonction mesurable A,

[ f(@)dzdPi(e,)h(y) = [ h(z)f(e)dz

Aussi pour la probabilité de transition de I'itération on a:

/dwf(x)P(:l:,A) = /f(:c)d:chl(m,u(l)) /sz(u(l),u(z)).../dPn(u("_l),u("))llA(u("))
- / f(z)dzdPy(z,u?). .. / AP, (u™) u ™)1 4 (u™)
= d
[ f@)de
La probabilité de densité f est donc une probabilité stationnaire de P. ]

Avant de présenter les deux probabilités de transition, on donne quelques notations et
relations utilisées par la suite:

z est un élément de IR". Sa i-éme composante est notée z; et le vecteur privé de sa i-eme
composante Z; = (Z1,...,Ti—1, Tit1,-- -, Ty ). On écrira donc = = (z:,T;). Ces notations sont
transposées aux vecteurs aléatoires: X = (X;, X;).

Si f est la densité de la gaussienne tronquée sur B, on notera f(z;) la densité de la i-eme
composante, f(7;) la densité du vecteur privé de sa i-eme composante et f(x;|Z7) la densité
conditionnelle de la i-eéme composante ; étant fixé. D’apres les formules 1.3 et 1.4 (page 13),

8La loi fdz est une loi stationnaire des probabilités de transition élémentaires, mais ces probabilités de
transition ne sont pas ergodiques.
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on a donc:
fw) = [ flanm)im
f@) = [ fumdu

155 = f(:l?,,f:)

La derniére formule se simplifie grandement. En effet, la densité d’un vecteur multigaussien
se factorise sous la forme:

— o %(2)

UKs(i)g O‘Ks(i)

) (3-2)

g(z) = g(TD)g(:|77) = 9(T7)

ot zX5(%;) est la valeur du krigeage simple de X; & 'aide de X; et o%4(:) la variance de
krigeage.
Démonstration: ¢ étant fixé, X; = XK5(X:) + oxs(i) U;. U; est une variable aléatoire
gaussienne centrée normée. Les variables X; et U; sont orthogonales donc indépendantes
car le couple (X;, U;) est multigaussien. La densité du couple est donc ¢(7;) g(u;). On
effectue le changement de variable (77, ;) — (2X%@) + oxs(:) w;) qui donne donc la
formule 3.2. n

La densité conditionnelle f(z;|Z;) se récrit donc:

fonim < [T __o@elalm) to(em) 9Tty
=@ T @) ol Ta(un 30 du  g(nE)

1 - Probabilité de transition de Metropolis

L’idée de base de la probabilité de transition de Metropolis[41] consiste & décomposer la
transition en une modification arbitraire suivie d’'une validation — le nouvel état est accepté
avec une certaine probabilité, sinon 1’état initial est conservé — qui assure que la loi de densité
[ soit une probabilité stationnaire. Pour cela, on se donne une probabilité de transition dont
la densité ¢(y|z) est symétrique (c’est-a-dire ¢(z|y) = ¢(y|z)). La probabilité de transition
de Metropolis est alors:

f(y)
f(=)

L’intérét de cette méthode est qu’il n’est pas nécessaire de connaitre une valeur de f, mais
seulement le rapport f(y)/f(z). De plus, malgré son aspect, cette probabilité de transition
se simule aisément :

dP(z,y) = min(1, =2)d(yle) dy + (1 — [ min, —-—)¢(u|m)du>5 (v)

(i) On simule tout d’abord un vecteur y selon la densité conditionnelle ¢(y|z).
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(ii) Puis cette transition est validée avec la probabilité min(1, £ HE )), sinon ’état initial est
conservé.

Sur ce principe, on construit une probabilité de transition, P, ne modifiant que la com-
posante ¢ :

f(y) f(ui, 77)
f(z) f(z)

ot ¢(*) est la densité d’une probabilité de transition telle que qS(’ _)(y,) = qS(y ’z‘)(x,) (donc
symétrique) et que ’on sait simuler. La simulation de cette transition élémentaire se décom-
pose en deux étapes:

R (e,) = 6s() {min(t, Hy g0+ (1 = [ mint, T, 0 o)}

(i) On simule y; selon la densité ¢, z7)(-).

(ii) Le vecteur y = (y;,Z;) est validé avec la probabilité min(1, f( )), sinon la valeur initiale
t = (z;,%;) est conservée.

o f est la densité d’une probabilité stationnaire de P,.
Démonstration: VA € Bg,

/dwf(:c)P,-(:c,.A) = /A dy f(y) +
J 3 | decmin (@), #0570 9 i )i
— [ dasmin(£(2), £00, 369 (93 L, 7]

La deuxiéme intégrale est nulle car ¢(1‘¢ (i) = (y”x’)( z;). n

e Cette probabilité de transition est bien adaptée & la simulation d’un vecteur multigaussien
tronqué, car le rapport des densités permet d’éliminer la constante de normalisation difficile,

‘'sinon impossible, a calculer. De plus comme seule la composante ¢ est modifiée (formule 3.2)

le rapport des densités devient extrémement simple.

f_(y_)____ CRED) - Yexn 4 — 1 2 _ .2 _ z;)aX 5@ }
705 =10t = s { gl = ot 20020t

e La densité symétrique utilisée est ¢{)(-) = h(z; — y;) ot h est une densité symétrique que
P’on sait simuler ; le candidat a tester est dans ce cas

Y=X;+e

ou € est une variable aléatoire de densité h. Les seules conditions sur % sont que A soit
symétrique et qu’elle soit aisément simulable. Par la suite, cette perturbation centrée sera ou
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bien une variable aléatoire uniforme ou bien une gaussienne ; la densité h sera donc spécifiée
par sa variance.

A la v-eéme itération, la modification de la i-éme composante s’effectue de la maniére
suivante:

Algorithme 4

X+ _ X( “ 4 e si U< min {1 15, (X(") +¢€) exp[-— (6 + % (X(") X{{s))]}
z X,-(”) sinon

ol
— XKS est le krigeage simple de X; par (x(**),...x# ) x) . x),
~ ¢ et U sont des variables aléatoires de densité respective h et Iy y.

2 - Probabilité de transition de Geman S. et Geman D.

Le principe de cette probabilité de transition[20] est d’oublier la valeur initiale de la compo-
sante a modifier et de la remplacer par une valeur simulée selon sa loi conditionnelle. Cette
probabilité de transition se construit donc a aide de la densité conditionnelle de la i-éme
composante a 7; fixé, f(-|77):

dPi(z,y) = bz(:) f (yilT0)dy:

o f est la densité d’une probabilité stationnaire de P,.
Démonstration: VA € Bg,

/d-Tf(-T)Pi(x,-A) = /da:f(w)&-ﬁ(‘g;)dy,- Fyilm)1ay)
= f 1a(y) }Jﬁ% f(yi, Ti)dy: de; dT; (%)
= [ 1u(w) £y, 7) f(ol22) dy: d: dgi 65()
= [y [ 167 65(7) [ flailm) do
= [ v [ fv ) ()
= [ i@

e Dans le cas d’un vecteur multigaussien tronqué, on a d’apres la formule 3.3 :

i =T (-'L'l
_ g(%&%{(z——) Bi (y’)axs(z
dP,(a:,y) = 5E yt) f (u,-sz(zg)) du;

B oxs(t) /oks(i)

On peut récrire ceci en termes de variables aléatoires, ce qui conduit & ’algorithme de
simulation suivant :
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Algorithme 5
X = XIS+ oks(i) U

ou XK5 désigne le krigeage simple de X; par (Xl("+l), ceesy ,-(f'll-l), ,(,';)1, coy X)) et U est
une gaussienne scalaire tronquée sur Bf = {u € R, XX5 + oxs(i)u € B;}.

3 - Convergence vers la loi gaussienne

Les deux probabilités de transition élémentaires présentées ci-dessus admettent pour loi
stationnaire la loi de la gaussienne tronquée. Les probabilités de transition d’une itération
admettent donc elles aussi la loi gaussienne tronquée pour loi stationnaire. De ces deux
probabilités de transition, la seconde est plus simple & mettre en ceuvre dés que 1’on dispose
d’une méthode efficace pour simuler une gaussienne tronquée scalaire. De plus, on verra
que la convergence empirique vers 1’état stationnaire de la chaine de Markov construite en
utilisant cette probabilité élémentaire est plus rapide.

Si B est compact, la probabilité de transition P est ergodique et sa loi stationnaire est donc
la loi gaussienne tronquée sur B.

Démonstration: Selon le théoreme de la décomposition de Lebesgue [18], la probabilité
de transition s’écrit comme la somme de deux mesures, I’'une absolument continue et
'autre singuliere — une mesure est singuliére par rapport & la mesure de Lebesgue
si elle est concentrée sur un ensemble de mesure nulle — par rapport 3 la mesure de
Lebesgue :

Pz, A) = ]A ¥(z,y)dy + A(A)

Dans le cas de la probabilité de Metropolis, on peut choisir la loi des modifications —
par exemple si la densité h ne s’annule pas sur IR — telle que la densité v soit continue
et strictement positive; la partie singuliére, due aux transitions élémentaires qui n’ont
pas été validées, est une mesure ne comportant que des atomes. Quant 3 la probabilité
de Geman et Geman, elle est absolument continue et sa densité ne s’annule pas. Si B
est compact,

(z,;g3x3¢(w’y) —(3;2Bx8¢(w,y) =6>0

Doob [16] montre que dans ce cas la probabilité stationnaire est unique et telle que:

Y(z,A) € BxBg |P¥(z, A)— /,4 Flu)du| < (1 8|B|)*" .
]

Cependant, la valeur de § est inconnue. D’autre part, si B n’est pas compact, je n’ai pu
trouver une démonstration de I'unicité de la probabilité stationnaire. En pratique aucun cas
pathologique n’a pu étre mis en évidence. La convergence de ces méthodes de simulation a
donc été étudiée empiriquement.
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d - La simulation initiale

Pour simuler le vecteur initial, on peut négliger les corrélations entre les coordonnées qui
peuvent alors étre simulées indépenda mment les unes des autres. En effet, si les corrélations
entre les composantes sont négligées la densité gaussienne se factorise: g(z) = [Ty<;<, 9(z:)
et le numérateur comme le dénominateur de la densité de la loi tronquée se factorisent :

fB g(u) du 1<i<n fB.- g(u,) du,-

Une seconde méthode pour initialiser la chaine est d’utiliser la méthode incrémentale
avec un voisinage d’inégalités réduit au minimum. En procédant de la sorte, on ne tient pas
compte des inégalités que doivent vérifier les composantes pas encore simulées du vecteur.
Aussi le vecteur initial ainsi simulé n’est-il pas un vecteur gaussien tronqué.

3.3 Tests des algorithmes approximatifs

Les algorithmes présentés dans les parties précédentes permettent théoriquement de simuler
un vecteur gaussien tronqué. Cependant la vitesse de convergence de ces algorithmes et
donc les temps de calcul nécessaires n’ont pas été déterminés. L’étude empirique de ces
éléments importants pour la mise en ceuvre pratique est maintenant abordée. Il faudra tout
d’abord choisir les exemples traités ainsi que la maniére de les tester. Puis on détermine
pour la méthode incrémentale et la méthode itérative respectivement la taille de voisinage
et le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir des simulations acceptables. Ceci permet
d’évaluer le temps de calcul propre & chaque algorithme.

3.3.1 Tests des algorithmes

Afin de mesurer ’adéquation d’un modéle & un jeu de données, expérimental ou simulé,
on calcule quelques statistiques — par exemple, moyenne, variance, histogramme et vario-
grammes. Dans le modeéle, le jeu de données est interprété comme une réalisation d’un vecteur
aléatoire, il en est de méme pour les statistiques. Dans le cadre du modele testé, on peut
théoriquement calculer la loi des statistiques, ou au moins leurs deux premiers moments. La,
variance des statistiques calculées sur une simulation est généralement petite, le modéle est
donc accepté si les valeurs des statistiques ne sont pas trop différentes de leur espérance.

Cette démarche va étre utilisée pour tester les algorithmes de simulation des gaussiennes
tronquées. Cependant la loi d’un vecteur gaussien tronqué ne permet pas un calcul explicite
des deux premiers moments des statistiques élémentaires. On ne peut donc pas exploiter les
statistiques calculées sur la simulation d’un vecteur gaussien tronqué pour juger des méthodes
de simulation. Par contre si on randomise la contrainte, le vecteur tronqué redevient un banal
vecteur multigaussien et un test est alors possible. On précise tout d’abord ce que I’on entend
par randomisation de la contrainte.
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On considere un échantillon de taille n d’une fonction aléatoire gaussienne, X = (Xk)1<k<n
et une famille d’intervalles de IR, (Bi)i<k<n — par la suite, on se fixe un seuil z. et les in-
tervalles sont By = [z.,+00[. Le vecteur gaussien tronqué dont la contrainte est randomisée
se simule en deux étapes:

(i) On simule tout d’abord un vecteur T de méme loi que X. Ceci deﬁmt pour chaque
composante une contrainte, Ty € By ou T} € Bf. :

(ii) On simule un vecteur gaussien tronqué vérifiant les mémes contraintes.

Le vecteur ainsi simulé est un vecteur multigaussien. La fonction de IR" dans {0,1}",
I(u) = (1p.(¢a))aca, définit pour toute valeur ¢ de {0, 1}" un sous-ensemble de IR"™ : I=1({:}).
On note la famille (X(;))ic{o,1}» des vecteurs gaussiens tronqués sur I=1({¢}) dont la loi est
donc

1-1 gy (x)g(z)dz
dui(z) =
ki) f1~1({i}) g(u)du

On définit d’autre part, le vecteur aléatoire & valeur dans {0,1}" dont la loi est

Vie (o)t PI=i}= [ gluy

La loi de la randomisation de (X(;))iefo,13» par I est donc

VA€Bp Y P{I=i}u(A) = /A g(u)du

i€{0,1}"

Le vecteur randomisé, X7, est donc bien un vecteur multigaussien. Supposant correcte la
simulation du vecteur T', donc la simulation de I, le test du modéle gaussien de X; va
permettre d’évaluer les algorithmes de simulation d'un vecteur gaussien tronqusé.

3.3.2 Le cas d’un processus gaussien markovien

Tout d’abord, I’étude est réalisée sur un processus gaussien de covariance exponentielle : on
simule le processus conditionné par la contrainte définie par une indicatrice préalablement
simulée ; les trois méthodes présentées aux paragraphes précédents — la méthode incrémen-
tale et les méthodes itératives avec pour probabilité de transition celle de Metropolis ou celle
de Geman — sont utilisées. Quelques statistiques — moyenne, variance et variogrammes —
sont calculées sur plusieurs simulations indépendantes, elles sont comparées avec les valeurs
théoriques, celles du modéle gzussien a priori puisque ’indicatrice est simulée au préalable.

a - La méthode incrémentale

Le voisinage des inégalités considéré pour la simulation d’un point est constitué des plus
proches voisins non encore simulés. On cherche donc & évaluer la taille du voisinage nécessaire
pour reproduire les statistiques du modéle. Cette taille dépend de la covariance entre deux
points voisins p et la valeur de la coupure z.. Expérimentalement (figure 3.5), on constate
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que pour une taille de voisinage réduite & un — seule I’inégalité portant sur le point simulé
est prise en compte — la moyenne est satisfaisante tant que la valeur absolue de la coupure
n’est pas trop importante. Par contre, la variance expérimentale est inférieure a la variance
théorique — ceci correspond & un regroupement des valeurs autour du seuil visible sur
I’histogramme calculé sur les simulations (figure 3.6) — et le variogramme (figure 3.7) n’est
pas correctement rendu: au voisinage de l’origine on observe une rapide destructuration et
le palier, correspondant & la variance expérimentale, est inférieur au palier théorique. Ces
effets indésirables sont d’autant plus marqués que les corrélations sont fortes et que la valeur
absolue de la coupure est petite (figure 3.5). Dans un cas défavorable (p = 0.8 et z. = 0.5),
la variance et les variogrammes sont reportés aux figures 3.8 et 3.7 pour différentes tailles
du voisinage. On constate que la taille du voisinage nécessaire pour que les simulations
deviennent acceptables croit avec la corrélation : un voisinage de deux points suffit lorsque la
corrélation entre deux points adjacents vaut 0.6 mais cinq points sont nécessaires pour une
corrélation de 0.8.
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Figure 3.5: Moyenne et variance expérimentales de simulations produites par la méthode
incrémentale avec une taille de voisinage égale & un (600 simulations de 100 points)
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Figure 3.8: Variances des simulations produites par la méthode incrémentale pour différentes
tailles de voisinage (z, = 0.5)
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b - Les méthodes itératives
La méthode de Geman

La probabilité de transition de Geman est totalement spécifiée par la loi du vecteur 3 simu-
ler. 1l faut donc étudier I'influence de la simulation initiale sur la convergence de la suite
des simulations. Pour cela on présente tout d’abord I’évolution de la variance expérimen-
tale en fonction du rang de I'itération: la convergence de la variance expérimentale vers la
variance du modele est une condition nécessaire. Sur la figure 3.9, on constate que la simu-
lation initiale n’influe guere sur le nombre des itérations nécessaires pofir que la variance
se stabilise. Par contre, la valeur des corrélations conditionne fortement la convergence: il
faut cing itérations lorsque p vaut 0.6 mais au moins 25 itérations sont nécessaires lorsque p
vaut 0.8. Les variogrammes expérimentaux calculés sur les premiéres itérations (figure 3.10),
confirment ces observations: les premiers points du variogramme sont correctement rendus
dés les premieres itérations, alors que le palier expérimental ne rejoint le palier théorique
que tres progressivement, en particulier lorsque les points simulés sont fortement corrélés.
Or ce palier expérimental est lié & la variance expérimentale qui apparait donc comme un
bon indicateur de la convergence expérimentale.
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Figure 3.9: Variance expérimentale en fonction du rang de I’itération — Méthode de Geman
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La méthode de Metropolis

La probabilité de transition de Metropolis utilisée dépend d’une loi de perturbation arbi-
traire — on impose simplement que sa densité conditionnelle soit symétrique. Deux types
de perturbations ont été utilisés: un bruit additif indépendant gaussien ou uniforme; tout
deux sont définis a un facteur d’échelle prés, égal & ’écart type.

De méme que pour la méthode de Geman, la rapidité de la convergence des statistiques
est tres fortement liée aux corrélations entre les valeurs simulées. De plus, la variance des
perturbations est prépondérante (figure 3.11): il semble qu’il y ait une valeur optimale de
cette variance. Si les perturbations sont trop faibles la convergence est lente, mais il en est
de méme lorsque les perturbations sont trop importantes car alors peu d’entre elles sont
validées. Sur ’exemple présenté, 'optimum est obtenu pour une variance des perturbations
égale a 1.
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Figure 3.11: Variance en fonction du temps de calcul — Méthode de Metropolis
(p = 0.8,z = 0.5, perturbation uniforme)
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A la figure 3.12, sont reportées les variances en fonction du temps de calcul, pour les deux
types d’initialisation et les deux types de perturbations, uniformes ou gaussiennes, lorsque
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la variance des perturbations est égale a un. Les perturbations gaussiennes conduisent &
une convergence légérement plus lente en termes de temps de calcul — en termes du rang
d’itération, les convergences sont tres similaires — car la simulation d’une valeur gaussienne
nécessite plus de calcul que la simulation d’une variable uniforme. Si la simulation ne tient
pas compte des corrélations entre les valeurs & simuler, on observe tout d’abord une décrois-
sance de la variance expérimentale ; puis la courbe croit pour atteindre la valeur théorique.
Il semble donc que la chaine de Markov de Metropolis la plus performante soit obtenue avec
des perturbations uniformes et une simulation initiale calculée par la méthode incrémen-
tale — le voisinage d’inégalité est réduit au seul point & simuler. La encore, les premiers
points du variogramme expérimental sont satisfaisants dés les premiéres itérations ; le palier
expérimental suit les variations de la variance expérimentale.

0.8 ' . ' : 0.8
0. 100. 200. 300. 400. 500.

Figure 3.12: Variance en fonction du temps calcul — Méthode de,Metropolis
‘ (p=0.8,z.=0.5)
symbole type des perturbations simulation initiale
gaussien (Var(e) = 1.0) méthode incrémentale
uniforme (Var(e) = 1.0) méthode incrémentale
———— gaussien (Var(e) = 1.0) p=0.0
s=+-+==+ uniforme (Var(¢) = 1.0) p=0.0
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Conclusion

Pour les trois méthodes, les courbes de la variance expérimentale en fonction du temps calcul
sont reportées a la figure 3.13. Sur ’exemple présenté, la vitesse de convergence expérimentale
par les trois méthodes est équivalente.

0. 100. 200. 300. 400. 500.

symbole méthode de simulation

incrémentale
.- Geman
— Metropolis

0.8 . . . L 0.8

0. 100. 200. 300. 400. 500.

Figure 3.13: Variance en fonction du temps calcul(p = 0.8, z. = 0.5)

Cependant, la méthode incrémentale est légérement plus lente; de plus ’extension de la
méthode incrémentale & IR? et IR® n’est guére possible. En effet, la taille du voisinage aug-
mente trés rapidement avec la dimension de I’espace. Or le temps de calcul nécessaire — ou
le nombre moyen d’essais — pour simuler par la méthode d’acceptation et rejets croit de
maniere exponentielle en fonction du nombre de composantes de celui-ci. Par contre, les mé-
thodes itératives permettent de simuler dans IR? ou IR®: toutes deux nécessitent le calcul en
voisinage unique du krigeage et de sa variance en tout point & simuler. Ceci est possible tant
que la taille du vecteur a simuler reste raisonable. Dans ce cas, la relation matricielle suivante
permet un calcul aisé de tous les éléments du krigeage simple nécessaires & la simulation:
Y = [0apl(a,8)caz est la matrice de covariance du vecteur & simuler. Pour une composante
fixée, ap, la matrice ¥ se récrit classiquement sous la forme

Z:( Z,:QO YU(e) ) ot { j30:0 = [aaﬁ]a,ﬁ;éao
Ulag) oo Uay) = [Taoslstao

L’inverse de X s’écrit alors [38]:

~ A’ A(a ) A ~
$-1 (ag)Ma0) _ Aag) _ -1
2_1 _ g + l,,%‘_s(ao) a§(s(ao) ol :,A(ao) = an u(ag) .
_ r -
(2 —’Z"l_ UKS(QO) = Oagag — u(ao)zao U(a)

I ) o% s(ao)
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A et o} g(ap) sont donc les coefficients et la variance du krigeage simple de la composante «
a partir des autres composantes. Cette décomposition est valable pour tout ap. Aussi pour
calculer tous les coefficients de krigeage, on inverse tout d’abord la matrice de covariance,
271 = B = [b°](4,5)ca2, Puis on calcule

aﬁ-s(a) = EEIF

afB
{ove 7 2 72

Parfois, le voisinage unique se réduit de lui-méme & un voisinage glissant restreint. Ceci est
le cas de I'exemple présenté ci-dessus: le processus est markovien, le voisinage de krigeage
est réduit aux deux plus proches voisins, de part et d’autre, du point & simuler. A deux ou
trois dimensions, on a des propriétés similaires lorsque la covariance des gaussiennes est une
exponentielle factorisée :

a€A

o) = exp{— (=] 1 [l el
az Y a,
ot hg, hy et h, sont les composantes du vecteur h selon les trois axes. Le voisinage de
krigeage est alors constitué des plus proche voisins. Les propriétés de cette covariance sont
utilisées pour simuler des réservoires pétroliers[40]. Dans le cas général, on peut limiter la
taille du voisinage de krigeage. En effet, si la covariance des gaussiennes tend vers zéro
pour de grandes distances, les pondérateurs du krigeage simple tendent également vers zéro
lorsque la distance au point a kriger augmente. Procéder de la sorte revient 3 substituer 3 la
matrice de covariance du modele une approximation de celle-ci. (A2)g., sont les coefficients
du krigeage simple de « a partir des points du voisinage V, (si # ¢ V,, A8 = 0 ) et o2
la variance de krigeage. Le vecteur effectivement simulé est le modéle auto-normal [2] défini
par ses densités conditionnelles :
1 1,25 — 3, A8

1
a €A g(zal(zp)ppa) = Vo eXP{—§ -

)%}
SiXS /0% = X5 /0%, la densité du vecteur est

_ 1 L 1,
g(z) = WW*P ekP{—ix B.z}

ou la matrice B, est définie par

- ;2 sinon

«

1 .
baﬁ_{ v S1 a:ﬂ

En voisinage unique, on retrouve bien B! = X. Par contre le voisinage glissant n’assure
ni la symétrie A /o2 = A§/o% — lorsque,la simulation s'effectue sur une grille réguliere,
on peut choisir des coefficients de krigeage constants, mais ceci fait apparaitre des effets de
bords — ni la condition de positivité de la matrice B. Cependant en pratique, Iutilisation
du voisinage glissant permet de reproduire correctement les covariances modélisées.
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Sur I’exemple présenté plus haut, la méthode de Metropolis nécessite plus d’itérations
que la méthode de Geman pour atteindre 1’état stationnaire. Par contre, le calcul d’une
itération par la premiére méthode est plus rapide que par la seconde. En effet la modification
d’une composante se décompose en deux termes: le calcul du krigeage et la simulation du
résidu. Or sur 'exemple, 1’étape importante — en temps calcul — est la simulation du
résidu : la simulation et le test d’une perturbation uniforme sont beaucoup plus rapides que
la simulation d’une gaussienne tronquée. Par contre si le voisinage de krigeage est grand
— ce qui est le cas lorsque 'on travaille 4 deux ou trois dimensions avec une covariance
quelconque — ’étape importante est le calcul du krigeage. La méthode de Metropolis est
alors plus lente que la méthode de Geman.

Un deuxieme argument joue en défaveur de la méthode de Metropolis: la variance des
perturbations est un parameétre important de la probabilité de transition, pour lequel on ne
dispose pas de détermination théorique. Il faut donc procéder & des essais préalables pour la
déterminer expérimentalement.

Par suite, on utilisera donc la méthode de Geman pour simuler des exemples de gaus-
siennes tronquées. La courbe rang de l’itération — variance expérimentale permet de contrdler
la convergence vers la loi conditionnelle & simuler.

Pour les deux méthode itératives, 'initialisation peut s’effectuer ou bien en négligeant
les corrélations entre les composantes ou bien par la méthode incrémentale, le voisinage des
inégalités étant réduit au point & simuler. La seconde méthode est plus compliquée, il faut
calculer de multiples krigeages, et ne permet pas d’accélérer la convergence expérimentale.
C’est pourquoi par la suite les chalnes seront initialisées en négligeant les corrélations.

TR
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3.3.3 Trois exemples de simulation 2D par la méthode de Geman

La méthode de Geman est utilisée pour simuler des gaussiennes tronquées sur une grille
réguliére. Trois exemples sont présentés: une covariance exponentielle factorisée, une cova-
riance exponentielle isotrope — ces deux covariances exponentielles coincident sur les axes
mais différent ailleurs; la corrélation entre deux pixels adjacents est 0.8 — et une covariance
sphérique isotrope de portée 15. Une image 200 x 200 est simulée sous la contrainte Ix>q.67
(la proportion théorique des points de la grille appartenant & ’ensemble simulé est donc
0.25) par la méthode de Geman ; I'image initiale est calculée en négligeant les corrélations.
La chaine est arrétée lorsque la variance expérimentale se stabilise (figure 3.14): 200 itéra-
tions sont nécessaires dans le premier cas, 100 dans le second et 300 dans le dernier. Pour le
premier modele, le voisinage se réduit au huit plus proches voisins. Pour les deux derniers
modeles, un voisinage glissant 9 x 9 est utilisé. Dans tous les cas, le variogramme expéri-
mental correspond au modele a simuler, ceci en dépit de ’approximation introduite par le
voisinage glissant. Les images et variogrammes sont reproduits & la figure figure 3.15.

!
o (=] o o =
N L] (+)} o (=]

I L ] . I
50. 150. 250.

Figure 3.14: Variance en fonction du rang de I'itération
~—— : covariance exponentielle factorisée &
~ = = : covariance exponentielle isotrope
eessss : covariance sphérique isotrope
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Figure 3.15: Simulations conditionnées par 'indicatrice 1 X>0.67

exponentielle factorisée exponentielle isotrope sphérique isotrope

indicatrice conditionnante

! | I 1 1 I | ] | ! | |

10. 20. 30. 40. 10. 20. 30. 40. 10. 20. 30. 40.
variogrammes expérimentaux des simulations conditionnelles
—— : modéle
-==-=- . variogramme expérimental horizontal

-------- :  variogramme expérimental vertical
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3.4 Simulation et estimation

Disposant de plusieurs simulations conditionnelles, il est possible de calculer une approxima-
tion de ’espérance conditionnelle. Les méthodes itératives sont bien adaptées a la résolution
de tels problemes. En effet, bien que deux simulations successives ne soient pas indépen-
dantes, on a la convergence presque siire:

lim lzxm =E{X|X € B}
=1

V400 =

Cette utilisation des simulations conditionnelles pour calculer une espérance conditionnelle
empirique est illustrée sur un exemple trés simple; elle sera plus amplement exposée au
chapitre suivant: I'indicatrice lx»067 d’un processus markovien (p = 0.8) est observée.
A partir de ces données expérimentales, on voudrait estimer le processus lui-méme ou une
fonction de celui-ci. Disposant de la covariance simple de I’indicatrice et la covariance croisée
entre 'indicatrice et la variable a estimer, on peut estimer par un cokrigeage simple — dans
la mesure ou le krigeage disjonctif est un cokrigeage simple A partir de toutes les indicatrices,
la procédure utilisée ici peut étre interprétée comme un sous-krigeage disjonctif car seule ici
une indicatrice est disponible — ou bien par I’espérance conditionnelle. Trois fonctions du
processus ont été estimées : une transformation linéaire, y = z, une transformation cubique,
y = z° + 32” + 3z + 57, et une autre indicatrice, 1x50.0-

A la figure 3.16 sont reportées la variable & estimer et les deux estimations:

a) L’estimateur de la gaussienne par co-krigeage et celui par espérance conditionnelle
empirique donnent des résultats tres similaires.

b) Pour I’estimation de la fonction cubique, on observe un léger décalage entre les deux
estimateurs pour les faibles valeurs. L'espérance conditionnelle empirique tient mieux
compte de la dissymétrie de ’histogramme de la variable a estimer.

c) L’estimateur de 'indicatrice par espérance conditionnelle empirique est comprise entre
0 et 1. Exceptés les points ou le co-krigeage simple ne respecte pas ces inégalités, on
observe peu de différences entre les deux estimateurs.

Dans tous les cas, les différences entre le co-krigeage simple et 1’espérance conditionnelle
empirique sont minimes. En modélisant correctement les covariances simples et croisées de la
variable observée et la variable & estimer, un estimateur linéaire fournit d’excellent résultats.
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indicatrice observée: Ix>o.67

25. 50.

75.

a) estimation de la variable gaussienne

Figure 3.16 : Estimations a partir de I’indicatrice 1x>0.5

=== : variable & estimer
—— : estimation par co-krigeage simple

memew : estimation par espérance conditionnelle empirique







Chapitre 4

Simulations et filtrage

Dans les chapitres qui précédent, nous nous sommes efforcés de construire des simulations
conditionnelles contraintes par des inégalités ou des égalités, sans beaucoup nous préocuper
de I'utilisation qui en est faite. L’objet de ce chapitre est double: on présente une méthode
pour construire des simulations gaussiennes conditionnées par des variables poissonisées, puis
ces simulations sont utilisées pour calculer une approximation de I’espérance conditionnelle
dite espérance conditionnelle empirique. Les résultats sont comparés avec deux estimateurs
classiques de la géostatistique, le krigeage simple et le krigeage disjonctif.

Comme on I’a rappelé au chapitre 1, de nombreux bruits peuvent étre modélisés comme
une randomisation de la variable régionalisée étudiée. On se restreint ici au cas d’une pois-
sonisation. La variable mesurée est alors modélisée par une variable aléatoire de Poisson
dont le parametre est la variable d’intérét. Ce cas est illustré a 'aide d’images microsondes:
un point d’un échantillon métallique est bombardé par un faisceau d’électrons; pour une
fréquence caractéristique d’'un élément, le nombre de photons émis est modélisé par une
variable aléatoire de Poisson dont le parametre est la concentration de ’élément étudié. C.
Daly [10] a montré que ’estimation de la variable sous-jacente peut étre résolue de facon trés
satisfaisante par des techniques linéaires, telles que le krigeage simple ou le krigeage ordinaire
mais que I’estimation d’une indicatrice, ly(u)>y., ou de sa régularisée, I’histogramme local,

1
m‘/‘."r lly(u)zyc du

nécessite une modélisation de la loi bivariable. Le krigeage disjonctif fournit alors un estima-
teur non biaisé de I’histogramme local. Pour ce type de bruit, une approche bayesienne est
possible: la loi a priori de 'image sous-jacente et la modélisation du bruit par une randomisa-
tion détermine la loi conditionnelle de ’image. Sur cette loi conditionnelle sont construits des
estimateurs maximisant la vraisemblance [20, 3] ou minimisant la variance d’estimation [4].
Cette derniere approche sera utilisée ici: on calculera 1’espérance conditionnelle empirique
de la variable sous-jacente et de son histogramme local.

Tout d’abord, il est nécessaire de présenter le modele d’image qui a été utilisé. Puis la
technique de simulation conditionnelle étudiée et les approximations effectuées sont précisées.

83
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Enfin, la méthode sera validée sur des données simulées, pour étre appliquée a un jeu de
données réelles.

4.1 Un modele d’image

Le modeéle d’image utilisé par la suite est constitué, d’un part, par la modélisation du bruit
et d’autre part, par la modélisation de la variable sous-jacente 3 estimer. Les mesures sont
effectuées sur une grille réguliére, elles sont indexées sur ’ensemble A. On considére les deux
vecteurs aléatoires Z et Y indexés tous deux sur A: Z = (Z,)aeca correspond aux mesures
bruitées et Y = (Y4 )aca correspond a la variable sous-jacente.

4.1.1 Bruit poissonien

L’image observée est modélisée comme la poissonisée — c’est-a-dire la randomisée ! par
une variable de Poisson — de 'image sous-jacente. On suppose donc que pour tout pixel «,
Yo €tant fixé, Z, est indépendante des autres mesures et des autres variables sous-jacentes,
(Zs,Y3)pa, €t que la loi conditionnelle de ’observée, Z,, est une loi de Poisson ayant comme
parametre la valeur, y,, de la variable sous-jacente. La loi conditionnelle du pixel o est donc:

Za
—yo \Yo
P{Zo = z4lya} = f(zalya) = € yu_(_;.l'_
o)
L’indépendance conditionnelle des observations connaissant ’image sous-jacente entraine la
factorisation de la loi conditionnelle de Z :

P{Z = zly} = f(zly) = ] f(2alya)

aEA

4.1.2 Modéle gaussien anamorphosé de ’image sous-jacente

L’image sous-jacente est modélisée comme la transformée d’une image multigaussienne par
une fonction d’anamorphose. On suppose donc qu'il existe une fonction aléatoire stationnaire,
X, multigaussienne, centrée, normée de covariance p, et une fonction d’anamorphose ¢,
élément de L?(IR, g) telles que:

Ya € A }/o: = ¢(Xa)

Les parametres de ce modele sont donc d’une part la loi marginale de la concentration
sous-jacente, dont on déduit la fonction d’anamorphose, et d’autre part la covariance des
gaussiennes. On rappelle tout d’abord comment ces paramétres peuvent étre inférés 3 partir
d’une réalisation de I'image bruitée. Puis, on cherche & construire une fonction des données
expérimentales minimisant la variance d’estimation, c’est-a-dire I’espérance conditionnelle.
L’expression de cet estimateur ne peut étre utilisée pour un calcul direct. Une approximation
est obtenue en calculant la moyenne de plusieurs simulations conditionnelles.

1Une définition de la randomisée est donnée page 16 ou dans Feller [18, pages 52-53]
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4.1.3 Inférence des parameétres du modéle

Les parameétres du modéle sont la loi marginale de Y, ou la fonction de transformation ¢
ainsi que la covariance de la fonction aléatoire gaussienne p. C. Daly[10] a montré qu’il est
possible d’inférer ces paramétres sur une réalisation :

e L’estimation par moindres carrés de la loi sous-jacente a partir de la loi expérimentale
est un probleme mal posé. Cependant une solution acceptable est obtenue par régula-
risation. On obtient un estimateur de la loi de Y sous la forme,

dF(y) = 3 i 6u.(y)

1

ou p; est la fréquence estimée associée a la valeur y;. La fonction d’anamorphose em-
pirique [29] s’en déduit par

:I)) = Z yi]l[a;',aiu[(w)

avec a; = G71(T;«; P;)- Par la suite, la fonction ¢ sera connue pour les données simu-

lées ; pour I'image micro-sonde, on a retenu la fonction d’anamorphose obtenue par C.
Daly [10].

e Sur 'image bruitée, on calcule le variogramme expérimental,
4 Z %
TN (h) ity
dont ’espérance est :
h#0 E{§(h)} =m+ C(0)— C(h)

ou m est I'espérance de Y et C sa covariance. Z étant la poissonisée de Y, on a
Cov(Zs, Zg) = mbyg + Cov(Yy, Y3). C étant la covariance de la transformée par la
fonction ¢ d’une fonction aléatoire de lois bivariables gaussiennes, ne peut étre ajustée
par une fonction de covariance quelconque [39]. En effet, ¢, élément de L2(IR, g), s’écrit
sous la forme,

+o00
¢= Z Puln
0
ou les 7, sont les polynémes d’Hermite normés. On a donc les relations suivantes:

+o0
m=¢o C(h)= ; $n2p"(h)

Connaissant les (¢,)n>0, on choisit la covariance des gaussiennes, p, telle que le vario-
gramme expérimental 4 soit ajusté au mieux par:

hAO dot 3 6:2(1—p"(h))
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Cette procédure pour ajuster les parametres du modeéle permet de spécifier un modeéle
cohérent. On vérifie simplement une relation entre les covariances; on ne teste pas de ma-
niere exhaustive I’hypothése gaussienne. Cependant la physique du phénomeéne étudié peut
suggérer la loi multivariable, par exemple un modele diffusif. D’autre part, on constatera sur
un exemple de modele non adapté que le conditionnement, ici défini par le modeéle de bruit,
I’emporte sur le modéle a priori de I'image.

4.2 Simulation et espérance conditionnelle empirique

Le modele présenté ci-dessus permet de calculer la loi conditionnelle du vecteur des gaus-
siennes. Sa densité est donnée par la formule de Bayes (formule 13 page 13):

oca f(2a|8(20)) 9()
z|z) =
) = e Fealblua) 9lu) du
ol g est la densité de Gauss de la loi a priori du vecteur X et z (resp. u) désigne le

vecteur (Z4)aca (resp. (Ua)aca). L'espérance conditionnelle d’une fonction des gaussiennes
sous-jacente, ¥ est donc

J () laeaf (ual$(za)) g(u) du
f HaEAf(Za|¢(ua)) g(u) du

En particulier, toute fonction des concentrations sous-jacentes peut s’exprimer comme une
fonction des gaussiennes, ¥(Y) = ¥ ((#(Xa)aca), et peut donc étre estimée i 1’aide de la
formule précédente. Bien souvent la fonction % est une fonction vectorielle et & chacune de
ses composantes est associé un pixel de 'image. On a par exemple, Vo € B C A,

y $(X0)
'(/JO,(X(l)) = ou
T‘-};T ZﬁEVa ]lxz(x'.)zzc

E{$(X)|z} =

Ces deux cas correspondent a l’estimation de la variable sous-jacente ou dg I’histogramme
local. Dans la pratique le calcul direct de I’espérance conditionnelle n’est pas possible. Ici
une approximation sera calculée par la méthode de Monte Carlo [23]. A 'aide de simulations
conditionnelles de 'image des gaussiennes, (X);50 — c’est-a-dire des réalisations de la loi
conditionnelle de densité g(z|z) — on calcule la valeur moyenne ? de 1 :

* 1 & v (7
Pi(n) = =Y (X))
ni=1
¥*(n) est une approximation de ’espérance conditionnelle de ¥(X) si

Jim p*(n) = B@(X0)l:} ps.

2(X®);50 constitue un échantillon de la loi conditionnelle. Au lieu de la valeur moyenne, il est donc
possible de calculer d’autres statistiques telles que la médiane ou des quantiles.
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Pour assurer la convergence, on peut prendre des simulations indépendantes — ceci est
la méthode de Monte Carlo la plus simple — ou bien les états successifs d’une chaine de
Markov ergodique — ceci est la méthode proposée par Metropolis et al. [41]. Par la suite,
ces deux méthodes sont appelées respectivement la méthode de Monte-Carlo et la méthode
de Metropolis. Dans ces méthodes, I’approximation de I’espérance conditionnelle est une
variable aléatoire. Sa précision sera donnée par sa variance.

On présente tout d’abord, la méthode de simulation. Ensuite, on détermine la méthode
d’estimation — Monte Carlo ou Metropolis — qui nécessite une moindre quantité de calculs
pour obtenir la précision désirée.

4.2.1 Simulation conditionnelle

Pour simuler la loi conditionnelle des gaussiennes, g(z|z), on a utilisé ’algorithme proposé
par Geman et Geman[20]. Cette méthode a été utilisée au chapitre 3 pour simuler des
gaussiennes tronquées (page 58): La loi & simuler est ’unique probabilité stationnaire d’une
probabilité de transition ergodique. A l’aide de cette probabilité et d’une probabilité initiale
quelconque, on construit une chaine de Markov, (X ("))V€ IN- La loi des itérations converge
vers la loi stationnaire.

a - Simulation initiale

Dans cette application, pour générer 'image initiale, on choisit de ne pas tenir compte
des corrélations entre les gaussiennes — la fonction aléatoire gaussienne est alors supposée
pépitique. La densité a priori des gaussiennes se factorise g(z) = [[,e4 9(zo) et la densité
de la loi initiale est donnée par la formule 1.5:

Noea f(zal¢(2a)) 9(2)  _ _ Tloea f(2ald(za)) 9(7a)  _ I f(2al4(z4)) 9(a)
JTloea f(zal$(ua)) g(u) du S Taca f(zal¢(ua)) 9(ua) duq «€EA ff(zal¢(ua))g(ua) dug

La densité se factorisant, chacune des composantes se simule indépendamment 1’une de
I'autre. On doit donc simuler la densité,

f(za]8(2a)) 9(2a)

€A T ldun)) 9(ua) dua

b - Probabilité de transition

La probabilité de transition est définie de la sorte:

¢ Une itération est constituée par une modification séquentielle de toute les composantes
de 'image.

e Pour modifier la composante o du vecteur des gaussiennes, les valeurs des autres gaus-
siennes, (Xg)gxzq, étant fixées, on remplace la valeur de X, par une valeur simulée selon
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sa loi conditionnelle. On note z = (,,%4) oll T, = (28)e. La densité a simuler est
donc:

9(@eTal?)  _ _ f(ald(@e)) 9(zalzs)  _ S(zald(ze)) 9T ) ok
[9(uorTal2) dta | f(2al$(ta) 0(talTa) dua [ f(za|d(ua)) g(tazhs

_Q_._.
oxs(a) / ok s(a)

ou =55 est la valeur du krigeage simple de X, par les (Xj)px« €t 0k g(a) sa variance.
On peut récrire ceci en termes de variables aléatoires :

Xa = st(i’—a') + GKS(Q) Ua
ou la densité du résidu U, est proportionnelle & f(za|d(zX5 + oxs(a) uq)) g(uq).

On vérifie (voir page 63) que la loi de densité g(z|z) est une loi stationnaire de la chaine
de Markov ainsi construite. L’ergodicité de la probabilité de transition n’est pas démontrée.
Cependant, dans aucun des exemples traités, il n’a été rencontré de cas pathologique.

¢ - Simulation du résidu

Pour simuler 'image initiale 3 ou les itérations successives, il faut simuler une densité pro-
portionnelle a

F(za]$(z5® + oxs(a) ua)) g(ua)

Pour cela, on fait ’hypothése * que la fonction d’anamorphose, ¢, est une fonction constante
par morceau :
¢=7>_y:lp, p.p.
el
ol (B;)ier est une famille finie d’intervalles disjoints, non réduits & un point, et (y;)icr des
réels. La densité & simuler est alors proportionnelle 3

> Ii(u) f(zalyi)g(u)

el

avec B! = {u,zX5 + oxs(a) u € B;}. Cette densité est simulée par la méthode d’acceptation
et rejets. La methode de simulation utilisée ici est trés similaire & celle utilisée pour simuler
une gaussienne tronquée scalaire (voir page 48); la seule différence e3t que les intervalles B!
sont pondérés par les probabilités conditionnelles f(z4(y;). En effet, sur chacun des (B!);, la
densité de Gauss est majorée par une fonction sommable, u € B, _q(u) < fi(u). La densité

3Pour la simulation initiale, les corrélations entre les composantes gaussiennes ayant été sciemment né-
gligées, on a zKS = 0 et 0% 5(a) = 1.

4Le calcul de la fonction d’anamorphose empirique & partir d’un estimateur sous-jacent (voir page 85)
fournit bien une fonction de cette forme. Si cette hypothése n’est pas vérifiée, on approximera la fonction
d’anamorphose par une fonction monotone et constante par morceau.
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du résidu est alors majorée sur IR par

i f(zalyi)p1g(u)

Ji(w) g (u)

2 f(zaly:) fBg g(v)dv

SO L o

X fzalys) | p J3(0)dv
Zj f(zaly;) fB( g{w)dw
J

’ f(zakh')fB: fi(v)dv
Ej f(zalys) fB§ g(w)dw

w; =

L’algorithme de simulation de U par la méthode d’acceptation et rejets est donc:

(1) simulation de l'intervalle ¢ selon la loi (w);,

(i1) simulation des variables aléatoires U et V de densité respective

fi(w) 1By
Jp; fi(v)dv

et ]l]o,l[('v) 3

(1ii) si V fi(U) < g(U) le candidat U est retenu. Sinon retour en (3).
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moyenne variance
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Figure 4.1 : Statistiques calculées sur les itérations successives
....... . p=05
image 100 x 100, ¢(z) = 100 + 10z, p(h) = plh=l*ltsl —==-. 5=106
— p=0.7

Pour simuler la densité g(-|z), on simule tout d’abord une image initiale X©® puis les
itérations successives (X' ("))n>o- On arréte la chaine lorsque 1’on estime avoir atteint 1’état
stationnaire. Cependant n’ayant pas trouvé de critére théorique pour déterminer le nombre
d’itérations nécessaires pour atteindre cet état, nous avons étudié expérimentalement les deux
premiers moments des statistiques calculées sur les itérations successives. L’état stationnaire
est estimé atteint lorsque ces statistiques sont égales — aux fluctuations statistiques prés —
aux valeurs du modéle.

Sur les figures 4.1 et 4.3, est présentée ’étude réalisée sur un cas particulier: les sta-
tistiques élémentaires — moyenne et variance — et le variogramme sont calculés sur les
itérations successives pour 10 simulations indépendantes. On constate que dés les premiéres
itérations, la moyenne est satisfaisante. Par contre, la variance ne croit que lentement. Quant
aux variogrammes expérimentaux, les premiers points sont trés rapidement acceptables, mais
la valeur du palier suit ’évolution de la valeur de la variance. La variance expérimentale
semble un bon indicateur de I’état stationnaire. La vitesse de convergence expérimentale
dépend de la corrélation entre les pixels voisins mais ne dépend pas de la taille du champ 3
simuler (figure 4.2).
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Figure 4.2: Variances calculées sur les itérations successives
(p(h) = 0.71h=lHBul | () = 100 + 10z)

=== : grille 50x50
~— : grille 100 x 100
—— i grille 200 x 200

4.2.2 Calcul de I’espérance conditionnelle empirique

La méthode de simulation présentée aux paragraphes précédents utilise une chaine de Mar-
kov: la loi conditionnelle a simuler est une loi stationnaire de la probabilité de transition
que ’on a supposée ergodique. Cette méme chaine peut donc étre utilisée pour calculer I’es-
pérance conditionnelle par la méthode de Metropolis. Ainsi les quantités de calculs effectués
dans les deux méthodes — moyenne de simulations indépendantes ou moyenne des itéra-
tions successives de la chaine de Markov — peuvent étre comparées par le nombre total
d’itérations calculées. On choisit la méthode fournissant pour un méme effort de calcul la
plus grande précision, c’est-a-dire la plus petite variance de 1*. Calculons tout d’abord la
précision obtenue pour chacune des deux méthodes par le calcul de n;,; itérations. n; désigne
le nombre d’itérations pour atteindre 1’état stationnaire. Dans la méthode de Monte Carlo,
pour chaque simulation il faut calculer n; itératinus d’initialisation. Le nombre de simula-
tions indépendantes obtenues par le calcul de n,, itérations est donc Bet T, variance de
approximation de 'espérance conditionnelle est alors Var(y*) = 2 ar(z/)(X )|z). Dans la
méthode de Metropolis, il suffit d’initialiser une fois la chaine. Pour n.,; itérations calculees
I’approximation est donc

1 Niot—Ny

¢* — Z ,(/)( Xr(n,+k))
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p=05 p=0.6

o T Rl Ll |

Figure 4.3: Variogrammes spatiaux calculés sur les itérations successives
(image 100 x 100, p(h) = plb=I+1hsl  ¢(2) = 100 + 10z)

modéle
. 0
o : 1
A 5
]} 10
+ 20

et sa variance est
1 Ntot —N4

— ¢ (ni+i) v (ni+i)
s 5, R, ()
Mais au dela de n;, la chaine est & peu prés stationnaire, il en est de méme pour la covariance
temporelle, Cov(y(X™+), o(X+)), qui ne dépend donc plus que de la différence i — j.
Elle sera notée par la suite C(¢ — j). On a de plus Var(¢(X|z)) = C(0). Cependant 1a
encore, l'expression théorique de cette covariance est restée inconnue. On a donc adopté une
approche expérimentale: le variogramme moyen a été calculé sur les itérations successives

dans la direction du temps.

[p(XHD) — (X (it0)2

iy 1%
7(k)_n—-k£""’2

t=1

Le palier de ce variogramme donne la variance d’estimation & z fixé:

E{[(X) — E{s(X)|2}]*[2}

Cependant il faut disposer d’un trés grand nombre d’itérations pour obtenir un variogramme
expérimental structuré. De plus, 7 est bien souvent une fonction vectorielle dont les com-
posantes sont associées a des pixels de I’image — par exemple, la variable estimée est la
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variable sous-jacente ou I’histogramme local. On peut alors calculer le variogramme moyen
dans la direction temporelle sur un sous-ensemble du champ, B C A:

n—k

A(k) = !BI Doy PO S (RO0) — g, (ROt

I=1

Travaillant sur un modéle stationnaire et ergodique, calculer une valeur moyenne dans ’es-
pace donne une approximation de I’espérance. Le variogramme temporel moyen est alors un
estimateur de

E>n SE{9(X®) - p(XE))

Ce variogramme expérimental (figure 4.4) peut étre ajusté a ’aide d’un modéle stationnaire®.

IR W B
5. 15. 25. 35.

Figure 4.4 : Variogramme temporel
(image 100 x 100, p(k) = 0.7, ¢(z) = 5 4 z)

En procédant de la sorte, on détermine une précision moyenne de ’image, qui est plus opéra-
toire qu’une précision associée a chacun des pixels estimés. De plus, le palier du variogramme
temporel donne la variance d’estimation associée & ’espérance conditionnelle empirique.
Dans tous les cas traités, la méthode de Metropolis donne une variance de ’approximation
plus faible pour un méme effort de calcul.

Un deuxieme argument joue en faveur de I’algorithme de Metropolis : si on a sous-estimé
le nombre d’itérations d’initialisation, dans la méthode de Monte Carlo simple la loi des
simulations conditionnelles indépendantes n’est pas exacte alors que le biais s’estompe avec
la méthode de Metropolis, puisqu’on ne relance pas la chaine.

Les résultats présentés par la suite utilisent donc la méthode de Métropolis.

5Sur cet exemple, la variance d’estimation vaut 0.5, c’est & dire la moitié de la variance du modéle.
Cependant le rapport signal sur bruit avant et apres filtrage passe de 0.2 a 2.
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4.2.3 Conclusion

La méthode présentée permet de calculer une espérance conditionnelle empirique: théorique-
ment optimale — cette estimation minimise la variance d’estimation — la méthode présente
cependant des inconvénients qu’il faut maintenant récapituler.

e La méthode s’appuie sur un modéle de bruit et un modeéle gaussien de la variable sous-
jacente. La modélisation du bruit s’appuie sur la physique de la mesure; le modele
gaussien est une hypothése qu’il est difficile de tester sur les données expérimentales.

e On ne connait pas les valeurs théoriques des parameétres de calcul, par exemple la
variance d’estimation et le nombre d’itérations d’initialisation. Cependant ces valeurs
peuvent étre estimées expérimentalement : les premiers termes de la chaine de Markov
sont simulés puis les statistiques sont calculées.

e Cette méthode est beaucoup plus lente que les méthodes classiques, krigeage simple,
krigeage ordinaire ou krigeage disjonctif gaussien.

Dans les paragraphes qui suivent, on se propose d’utiliser cette méthode sur des données
simulées : la valeur des concentrations bruitées et celle des concentrations sous-jacentes sont
connues; il est donc possible d’estimer les performances de I’espérance conditionnelle em-
pirique — EC — et de les comparer A celles des autres méthodes (krigeage simple — KS — et
krigeage disjonctif gaussien — KD). On testera aussi le cas ot le modele d’image n’est pas
adapté en utilisant des modeles d’images mosaiques. Enfin, la méthode sera utilisée sur des
données réelles.

4.3 Comparaison de trois méthodes d’estimation

A partir d’observations de la variable poissonisée, on estime la variable sous-jacente Y, =
#(X,) ainsi qu’une indicatrice 1 Xa>z. €t sa régularisée sur le voisinage V,, — [lhistogramme
local. Les estimateurs seront calculés sur des images simulées. On connait la valeur de la
variable estimée. Il est donc possible de calculer 'erreur d’estimation expérimentale. Deux
statistiques ont été retenues, la moyenne et I’écart quadratique moyen :

» - E*(¢) = T,'l&Tz:aEA(z/)(Xa) - ¢*(Xa))

* € {IX S,KD, EC} { DE(%[’) — I‘};TZQGA("»L’(Xa) . lb*(Xa))Z
La premiere permet de vérifier que ’estimateur est sans biais, la seconde doit étre comparée 3
la variance d’estimation théorique. De plus, dans le cas du filtrage — c’est-a-dire I’estimation
de la variable sous-jacente — on définit [10] le rapport signal sur bruit avant et apres filtrage
par:

Var(Y)
Var(v —77)

(S/B); = Var(Y)  Var(Y)

~ Var(Y - Z)  E{Y} (S/B)r =



4.3. COMPARAISON DE TROIS METHODES D’ESTIMATION 95

Nous avons étudié P'influence de la fonction de transformation ainsi que 1’influence du
modele. Mais tout d’abord, on rappelle les estimateurs classiques auxquels ’espérance condi-
tionnelle empirique sera comparée.

Le krigeage simple

Le krigeage simple [33] de la variable Y, a partir des observations Z = (Za)ae 4 est Pestima-
teur linéaire, i
acA YS=E{Y}+3 X, (Z:-E{2})
BeA
minimisant la variance d’estimation :

Var(Y, — YX5)
Les (A(ﬁa))ﬁe 4 vérifient donc le systeme,

VBe A ) Cov(Zs, Z,)X],) = Cov(Zs, Y.)
+EA

La variance d’estimation est 0% g(a) = Var(Y,) — T )\fa)Cov(Zp , Ya).

Le krigeage disjonctif gaussien

On désire estimer une fonction de Y, f(Y,) & l'aide d’un estimateur de la forme f* =
>_p f5(Zp) minimisant la variance d’estimation. Pour mettre en ceuvre le krigeage disjonctif
gaussien [34, 10], on modélise la corégionalisation (Z,,Ya)aca comme la transformée d’une
corégionalisation de facteurs gaussiens:

{Za = 43();’01)
Ya = ¢(Xa)

ot Xo = rXo+ V1 —r2U,. X est la gaussienne de la variable sous-jacente et U un facteur
gaussien pépitique. f o ¢ et les ( fg 0 ¢)g appartenant & L2(IR, g) dont les polynémes d’Hermite
constituent une base orthonormée compleéte, la variance d’estimation par krigeage disjonctif
s’exprime comme la somme des variances d’estimation par krigeage simple des facteurs:

Var(fo ¢(Xa) — Xﬁ:fﬁ(Xﬁ)) =) Var(n.(Xa) — Y M () (Xp)) f2

n>0 ¢}

ol les (fn)n0 sont les coordonnées de fo ¢ par rapport aux (7,)x>0 et les (M(a))sesnso
sont solutions des zystémes de krigeage simple suivants,

nelN', BeA D [(1-r")bpy+7r%p(B—7)]"No(a) = [rp(8 — a)]"

YEA

L’estimateur et sa variance s’écrivent alors:

{ fKD = fo+Xnsofn [Zﬁ ’\g(a)nn()zﬁ)]
okp = Lnsoll = TsM(a)(rp(B — a))"] 2
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Estimateurs et modéles

Pour calculer le krigeage simple, il faut disposer des covariances entre les données expéri-
mentales et les covariances croisées entre les mesures et la variable & estimer. Dans le cas de
’estimation de la variable sous-jacente, le modéle de bruit poissonien permet d’exprimer ces
covariances en fonction de ’espérance de la variable sous-jacente et de sa covariance:

Cov(Zy, Zg) = E{Y}bss + Cov(Yy,Ys)
Cov(Ys, Zg) = Cov(Y,, Ys)

On doit modéliser cette covariance & I’aide d’'un modéle qui soit cohérent [39] avec I’histo-
gramme estimé par ailleurs. Ne disposant pas de critéres généraux pour assurer cette com-
patibilité, on doit expliciter un modéle de fonction aléatoire présentant les caractéristiques
requises. On a retenu la covariance du modéle utilisé pour le calcul de ’espérance condi-
tionnelle empirique, car, outre la cohérence entre la covariance et 1’histogramme, ce choix
permet de calculer le krigeage simple et ’espérance conditionnelle avec la méme covariance.

Pour calculer le krigeage simple de l'indicatrice, Iy >y, il faut connaitre la covariance
croisée entre la variable bruitée et I'indicatrice. La encore, le modele de bruit permet de
ramener cette inférence & celle de la covariance entre la variable sous-jacente et une de ses
indicatrices. En effet, Cov(Zg, ly,»,.) = Cov(Y3, ly,>,.). Pour assurer la cohérence du
modele, on fait I’hypothése que Y est ’anamorphosée d’une fonction aléatoire dont les lois
bivariables sont gaussiennes. On a Y, = ¢(X,) et ly,5y. = Ix,>z ot z. = ¢~1(y.) . Les
covariances simples et croisées vérifient alors les relations:

{CYY(h) = Ynx1 950"(R)
CUh) = —g(r.) ozt a2 pn(h)

Ces deux hypotheéses different grandement : dans le premier cas — filtrage — elle conduit &
limiter la classe des fonctions de covariance dans laquelle sera choisie une fonction ajustant
au mieux le variogramme expérimental, dans ’autre cas — estimation d’une indicatrice — on
s’impose un type de covariance croisée qui n’est pas contrdlé sur des données expérimentales.

Pour mettre en ceuvre le krigeage disjonctif, on suppose que la variable sous-jacente
comme la variable bruitée sont les anamorphosées de fonctions aléatoires de lois bivariables
gaussiennes et que ces variables sont liées par une certaine relation qui sous ’hypothése d’un-
bruit poissonien ne peut étre vérifiée. Ceci revient donc 3 substituer au modéle de bruit pois-
sonien un modele approximatif pour lequel la résolution du krigeage disjonctif soit possible.
Sur simulations, on constate que dans certains cas la relation est une bonne approximation.
Ceci limise 'usage qui peut étre fait du krigeage disjonctif gaussien pour résoudre ce type de
probléme. En particulier, il faut associer une gaussienne 4 la variable bruitée entiére. La fonc-
tion d’anamorphose, associant des entiers & des réels, n’est pas bijective. On convient d’un
pseudo-inverse pour le calcul des valeurs de la gaussienne de la variable bruitée. Mais effet
de cet artefact doit étre contrélé: en particulier la loi bivariable des gaussiennes associées 3,
la variable bruitée doit étre bigaussienne.

8Si ¢ n’est pas bijective, z, = infg=1({y.}).
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L’espérance conditionnelle empirique s’appuie quant a elle sur ’hypothése selon laquelle
la variable sous-jacente est ’anamorphosée d’une fonction aléatoire multigaussienne.

Ainsi le modeéle de bruit est poissonien pour le krigeage simple et ’espérance condition-
nelle empirique, le modéle de bruit utilisé pour le krigeage disjonctif est une approximation.
Par contre, si on adopte la méme covariance pour le calcul des trois estimateurs, les modeles
de I'image sous-jacente sont compatibles: le modele du krigeage disjonctif est déduit du mo-
déle du krigeage simple en précisant que la loi bivariable est gaussienne; celui de 1’espérance
conditionnelle exige de plus que la loi de 'image soit multigaussienne.

L’hypothése multigaussienne ne peut étre testée sur une réalisation. Dans la pratique,
on se limite généralement au test de la loi bivariable, ce qui conduit & confondre sciemment
les fonctions aléatoires de lois bivariables gaussiennes et les fonctions aléatoires multigaus-
siennes’. Mais, dans le cas d’une poissonisation, le test de cette loi bivariable pose probleme
puisque les données expérimentales ne sont pas liées de maniére simple avec la variable
gaussienne dont les valeurs ne peuvent étre calculées. C’est pourquoi nous avons comparé
ces estimateurs sur simulations.

Influence de la fonction d’anamorphose

On simule tout d’abord une image multigaussienne de taille 100 x 100 dont la covariance est
p(h) = exp(—|h|/2.8). Cette image est transformée a ’aide d’une fonction d’anamorphose
(tableau 4.1), puis la poissonisée de cette image est calculée. A partir de I'image (trés) bruitée,
figures 4.7 et 4.8, la variable sous-jacente ,¢(X), une indicatrice, 1x>1.64, €t sa régularisée sur
un carré de 5 pixels de coté ont été estimées a ’aide des trois méthodes présentées ci-dessus,
figures 4.8, 4.11 et 4.12. La variance d’estimation et les statistiques de I’erreur d’estimation
expérimentales® sont reportées aux tableaux 4.2 et 4.3. Les cas envisagés se divisent en deux
groupes : d’une part le cas ou la fonction d’anamorphose est linéaire et d’autre part les autre
fonctions de transformation.

a) anamorphoses linéaires

Pour l’estimation de la variable sous-jacente, les trois méthodes donnent des résultats équi-
valents. On peut expliquer cette équivalence expérimentale 3 1’aide des approximations sui-
vantes. Si m est suffisamment grand, on substitue au bruit poissonien le modele de bruit °:
Zy = Yo +/YoU, ot U, est un facteur gaussien pépitique. Si de plus on peut négliger 1°

Il n’est pas facile d’exhiber des contre-exemples de fonctions aléatoires non multigaussiennes dont toutes
les lois bivariables sont gaussiennes. Feller [18, page 99] donne un exemple de vecteur aléatoire de dimension
n non multigaussien mais dont toutes les lois de rang inférieur 4 n sont gaussiennes.

8Ces trois estimateurs sont non biaisés.

®D’aprés le théoréme de la limite cenfrale, 2\%—2 converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne
centrée normée lorsque @ tend vers 400

10Tes valeurs de o et m sont choisies de sorte que m + o X soit positif avec une probabilité trés voisine de
1, ce qui entraine que ’hypothése 0. X <€ m est vérifide.
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Tableau 4.1: Fonctions d’anamorphose

| moyenne | variance | rapport signal/bruit

anamorphose linéaire

dlr)=5+= 5.0 1.0 0.2
¢(z) = 20 + 3.16x 20.0 10.0 0.5
¢(z) =100 + 10z 100.0 100.0 1.0
anamorphose lognormale

$(z) =mev==/2 s=1. | 1.0 | 1.7 | 1.7
anamorphose cubique

¢(z) = z° + 32* 4 3z + 57 | 60.0 | 60.0 | 1.0
transformation discrete

figure 4.5 l 1.8 | 3.8 | 2.1

-4. -2. 0. 2. 4.

Figure 4.5: Anamorphose discréte
fonction d’anamorphose

fonction modélisée par les 30 premiers polyndomes d’Hermite
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0 X, devant m, on a 1’équivalence suivante,

o / m
Zo=m+oXy+\ym+oXUy>m+vVm+o? (—\/—m——TU_EXa+ mUa>

On retrouve donc I’hypothese du krigeage disjonctif gaussien et ’anamorphose associée &
la variable bruitée est elle aussi linéaire. Le nuage de corrélation entre la gaussienne de la
variable sous-jacente et celle de la variable bruitée (figure 4.6) confirme cette interprétation.
On estime dans le cadre multigaussien une combinaison linéaire : les trois estimateurs utilisés
sont équivalents. Dans ce cas, la méthode la plus simple, le krigeage simple, doit étre retenue.
On peut noter que ’espérance conditionnelle fournit des résultats tres légérement inférieurs,
imputables aux approximations nécessaires pour mener a bien les calculs.

Pour 'estimation de l'indicatrice ou de I’histogramme local, I’espérance conditionnelle,
utilisant toutes les propriétés du modéle, fournit 'estimateur le plus précis. On a reporté 3 la
figure 4.8 les estimateurs de I’histogramme local lorsque la fonction d’anamorphose est ¢(z) =
100+ 10 z : 'image la plus réaliste est celle obtenue par ’espérance conditionnelle empirique.
Le krigeage simple lisse beaucoup trop le phénomeéne & estimer ; le krigeage disjonctif fournit
un résultat intermédiaire entre le krigeage simple et I’espérance conditionnelle. De plus seule
I’espérance conditionnelle empirique assure que ’estimateur soit compris entre 0 et 1.

$(z) =5+=z,7r=042 §(z) =20+3.16z,r =058  ¢(z) = 100 + 10z, r = 0.71

Figure 4.6 : Nuages de corrélation entre la gaussienne de la variable sous-jacente et la gaus-
sienne de la variable bruitée



100

CHAPITRE 4. SIMULATIONS ET FILTRAGE

Tableau 4.2 : Erreur d’estimation

(image multigaussienne, anamorphose linéaire)

1- estimation de la variable sous-jacente

KS KD EC
anamorphose E oty  D? E o%p D? E otn  D?
S5+« -0.0038  0.50  0.50 || -0.0053 0.50 0.50 || 0.0144 0.50 0.52
20 + 3.16x -0.0300  3.70  3.70 | -0.0100 3.70 -3.68 || 0.0300 3.70 3.86
100 + 10z 0.1200 28.32 27.92 || -0.0053 28.12 27.90 |l 0.1700 27.50 28.77
2- estimation de l'indicatrice Ix>.64
KS KD EC
anamorphose E ks D? E okp D? E ot D?
S+ 0.0011 0.0421 0.0421 || 0.0012 0.0413 0.0409 || 0.0026 0.0320 0.0374
20 + 3.16z 0.0025 0.0408 0.0408 | 0.0010 0.0372 0.0377 || -0.0022 0.0310 0.0352
100 + 10z 0.0028 0.0398 0.0402 || 0.0012 0.0331 0.0331 |[ 0.0016 0.0280 0.0307
3- estimation de I’histogramme local (V =5 x 5)
KS KD EC
anamorphose E D? E D? E 0o D?
S+z 0.0000 0.0070 |f -0.0005 0.0063 || -0.0010 0.0039 0.0040
20+ 3.16z 0.0019 0.0066 | 0.0002 0.0045 || -0.0045 0.0029 0.0031 |
100 4 10z 0.0024 0.0065 || 0.0004 0.0030 {| 0.0006 0.0020 0.0020

S T - L
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Figure 4.7: Images bruitées simulées

en haut d gauche :  variable gaussienne

en haut & droite :  variable bruitée — ¢(z) =5+ =

en bas 4 gauche :  variable bruitée — ¢(z) = 20 + 3.162
en bas & droite 1 variable bruitée — ¢(z) = 100 + 10z
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Figure 4.8: Estimation de I’histogramme local (¢(z) = 100 + 10z)

en haut ¢ gauche :  histogramme local calculé sur I'image simulée (V = 5 x 5)

en haut d droite  :  histogramme local estimé par krigeage simple

en bas ¢ gauche :  histogramme local estimé par krigeage disjonctif

en bas ¢ droite :  histogramme local estimé par espérance conditionnelle empirique
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b) anamorphoses non linéaires

Lorsque la fonction d’anamorphose n’est pas linéaire, I’hypothese sur laquelle le krigeage
disjonctif s’appuie n’est pas vérifiée (figure 4.9). Expérimentalement le krigeage disjonctif
est cependant plus précis que le krigeage simple mais il y a des divergences entre la variance
d’estimation calculée dans le modele et la variance expérimentale de 1’erreur d’estimation.
Pour toutes les variables estimées, ’espérance conditionnelle empirique fournit I’estimateur
le plus précis. Les images estimées par krigeage simple et espérance conditionnelle sont
reportées aux figures 4.11 et 4.12.

a - anamorphose lognormale b - anamorphose cubique ¢ - anamorphose discréte (p. 98)

-3.0 -1.0 1.0 3.0

Figure 4.9: Nuages de corrélation entre la gaussienne de la variable sous-jacente et la gaus-
sienne de la variable bruitée

On doit noter cependant que la variance d’estimation de 1’espérance conditionnelle empi-
rique, dont la valeur est déterminée comme le palier du variogramme temporel, sous-estime
parfois I’erreur d’estimation expérimentale.
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Tableau 4.3 : Erreur d’estimation

(image multigaussienne, anamorphose non linéaire)

1- estimation de la variable sous-jacente

KS KD EC
anamorphose E ots D? E o D? E 0%x  D?
lognormale -0.0152 0.45 0.46 || 0.0080 0.49 0.48 || 0.0600 0.35 0.40
cubique 0.0800 19.96 20.58 || 0.0200 19.32 15.86 || 0.1100 15.50 13.14
discrete -0.0200 0.86 0.85 | -0.0100 0.79 0.78 [| -0.0009 0.79 0.71
2- estimation de 'indicatrice 1y>q.64
KS KD EC
anamorphose E Oks D? E okp D? E oEc D?
lognormale -0.0010 0.0289 0.0282 | 0.0010 0.0269 0.0250 | 0.0008 0.0210 0.0226
cubique 0.0022 0.0297 0.0295 {| 0.0010 0.0286 0.0246 || 0.0010 0.0240 0.0210
discrete 0.0008 0.0379 0.0377 || 0.0010 0.0242 0.0378 || -0.0009 0.0290 0.0316

3- estimation de I’histogramme local (V =5 x 5)

KS KD EC
anamorphose E D? E D? E 0%e D?
lognormale -0.0013 0.0021 || 0.0003 0.0016 || 0.0004 0.0010 0.0011
cubique 0.0020 0.0023 || 0.0005 0.0014 || 0.0004 0.0008 0.0010 ‘
discrete 0.0005 0.0054 || 0.0008 0.0042 {[ -0.0006 0.0020 0.0022
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Figure 4.10: Images bruitées simulées

en haut & gauche :  variable gaussienne
a - en haut d droite :  variable bruitée — anamorphose lognormale
b - en bas ¢ gauche : variable bruitée — anamorphose cubique

¢ - en bas & droite :  variable bruitée — anamorphose discréte

v
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a - anamorphose lognormale

b - anamorphose cubique

Figure 4.11: Estimation de la variable sous-jacente
d gauche : variable & estimer
au centre :  krigeage simple
a drotte :  espérance conditionnelle empirique
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a - anamorphose lognormale

Figure 4.12: Estimation de I’histogramme local (V = 5 x 5)
4 gauche : variable 3 estimer
au centre : krigeage simple
d drotte :  espérance conditionnelle empirique
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Influence du modéle

Le calcul de ’espérance conditionnelle empirique s’appuie sur le modele multigaussien de
I’image sous-jacente. Les exemples suivants illustrent comment réagissent les estimateurs
sur des images non multigaussiennes. Les images mosaiques considérées sont construites sur
la partition générée par des droites poissoniennes. Les polygones poissoniens sont valués
par des variables aléatoires gaussiennes mutuellement indépendantes. La covariance de cette
fonction aléatoire stationnaire est exponentielle: Cov(X,, X,4,) = exp(—20|h|) ol 8 est
la densité de Poisson des droites. A 1'aide d’images mosaiques indépendantes, (M?);51, on
construit les images X = 71—77 ¥, MY, La suite des (X(),,50 converge en loi vers 'image
multigaussienne de méme covariance exponentielle.

Figure 4.13 : Images mosaiques bruitées
d gauche: n=1, au centre: n=2 et 4 droite: n=4

La variable sous-jacente obtenue par anamorphose cubique de I'image mosaique — n =1,
2 ou 3 — est estimée a partir de la variable bruitée (figure 4.13. Pour les deux estimateurs,
krigeage simple et krigeage disjonctif, on calcule ’erreur d’estimation expérimentale (ta-
bleau 4.4). Les images obtenues sont reportées a la figure 4.14. On constate que, bien que le
modele sous-jacent ne soit pas multigaussien — ni bigaussien —, ’espérance conditionnelle
empirique fournit la encore ’estimation la plus précise. L’estimateur proposé, le calcul de
I’espérance conditionnelle par la méthode de Metropolis, semble aussi robuste que les esti-
mateurs classiques par rapport au modele d’image. Ici la modélisation du bruit, c’est-a-dire
le conditionnement des simulations, semble ’emporter sur le modéle de 'image.

Tableau 4.4 : Erreur d’estimation de la variable sou.- jacente (tmage mosaique, anamorphose
cubique)

KS EC
E o%s D? E 0tn  D?
-0.0074 14.53 15.13 || -0.0900 9.50 11.38
-0.0059 19.64 19.61 || -0.0064 15.50 12.72
-0.0700 22.01 22.82 || -0.1100 17.50 15.50

[N RN ]
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Figure 4.14 : Estimation de la variable sous-jacente sur des images mosaiques
¢ gauche :  variable 3 estimer
au centre : krigeage simple
d droite : espérance conditionnelle empirique
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4.4 Une image micro-sonde

L’espérance conditionnelle est calculée maintenant sur des données réelles : 'image, fournie
par 'LR.S.LD., est obtenue par I’étude d’un échantillon métallique & la micro-sonde (fi-
gure 4.17). Les statistiques calculées sur cette image de taille 256 x 256 sont données au
tableau 4.5 et les variogrammes expérimentaux a la figure 4.6. La variable mesurée est la
poissonisée d’une concentration.

Tableau 4.5: Image micro-sonde, Statistiques

nbr. | Minimum Maximum Moyenne Variance
image bruitée 65377 801. 1815. 1053. 7623.
krigeage simple 65536 911. 1554. 1053. 6051.
krigeage disjonctif 65536 960. 1476. 1051. 5782.
espérance conditionnelle | 65536 969. 1420. 1053. 6112.

(Pour 159 pixels, la variable bruitée n’est pas définie.)

La loi de cette variable sous-jacente, estimée par moindres carrés régularisés, & été fournie
par C. Daly [10]. On a:

m = 1051

O’y2 = 5721

L’image a estimer est modélisée comme ’anamorphosée d’une fonction aléatoire stationnaire
gaussienne: o € A, Yo = ¢(X,). La fonction d’anamorphose (figure 4.16) est déduite de
la loi de Y. Les variogrammes expérimentaux sont ajustés & ’aide du modéle stationnaire

suivant :
h#0 mt Y P2[l— o (h)]

n>1

ot la covariance!! de la gaussienne est :
p = 0.02sph(4) + 0.36sph(6) + 0.62exp(20)

(La distance entre deux pixels adjacents est égale a 1.)

Ysph(a) et exp(a) désignent respectivement les fonctions de covariance :

[1— 3/2|h|/a% 1/2(|k]/a)*ljp<a
exp[—|h|/a]
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7000.

5000.

3000.

1000.

| 1
0. 20. 40.

Figure 4.15: Variogrammes de I'image micro-sonde
—=-~ : variogramme calculé dans la direction horizontale
----- -t variogramme calculé dans la direction verticale
—— ¢ modéle

1400.
1300.
| 1200.
1100.
1000.

Figure 4.16 : Fonction d’anamorphose de la concentration sous-jacente
fonction d’anamorphose

= « = : fonction modélisée par les 30 premiers polynémes d’Hermite
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Figure 4.17: Image microsonde et trois estimateurs de la concentration sous-jacente

21 haut & gauche : image bruitée
en haut a droite : krigeage simple
en bas & gauche : krigeage disjonctif

en bas a droite : espérance conditionnelle empirique
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Cette image a été filtrée a 1’aide des trois méthodes comparées aux paragraphes précé-

dents (figure 4.17). La variance d’estimation et le rapport signal sur bruit sont reportés au
tableau 4.6.

Tableau 4.6 : Image micro-sonde, performances des estimateurs

estimateur variance d’estimation | rapport signal/bruit
image bruitée 1051. 5.4
krigeage simple 500. 11.4
krigeage disjonctif 650. 8.8
espérance conditionnelle 390. 14.6

e Le krigeage simple est calculé avec le voisinage 7 x 7.

o Le krigeage disjonctif gaussien est calculé avec un coefficient de corrélation entre les
gaussiennes égal a 0.91 et un voisinage 9 x 9. Cependant la loi bivariable des gaus-
siennes associées a la variable bruitée n’est pas bigaussienne (figure 4.18). La variance

d’estimation, plus forte que celle obtenue par krigeage simple, n’est pas vraisemblable
car le résultat du filtrage est trés satisfaisant.

Figure 4.18: Nuage de corrélation différée des gaussiennes associées a la variable bruitée
(k= 1 pizel)

e L’espérance conditionnelle empirique est calculée par la méthode de Metropolis. 550
itérations dont 50 d’initialisation ont été calculées. Le variogramme temporel moyen

(figure 4.19) est pépitique, son palier vaut 390. La précision de ’approximation est

390
donc =50

L’espérance conditionnelle empirique permet donc un filtrage plus précis de I’image. Cepen-
dant, le krigeage simple, infiniment plus simple, fournit déja un tres bon résultat.
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400. W

300. - m
200. -

100. 7

10. 20. 30. 40.

Figure 4.19: Variogramme temporel des simulations conditionnelles

4.5 Conclusion

La méthode proposée permet de produire des simulations conditionnées par I'image poisso-
nisée. Dans ce cas la relation entre la variable observée et la variable a simuler est de nature
probabiliste. Ces simulations ont été utilisées pour calculer ’espérance conditionnelle de la
variable sous-jacente ou un histogramme local. Cette méthode est lourde — les temps de
calcul nécessaire varient de 1 & 10 — mais les résultats obtenus sont plus précis. De plus, le
modele sur lequel s’appuie 'estimation est cohérent et peut étre appliqué a une classe plus
vaste de problémes. En particulier, la poissonisée d’une variable dont les valeurs sont petites
ne peut étre étudiée comme une variable continue: le calcul du krigeage disjonctif gaussien
est dans ce cas impossible.

Enfin, les estimateurs par espérance conditionnelle vérifient les mémes inégalités que celles
vérifiées par la variable & estimer. Ainsi, I’estimateur de ’histogramme local est compris entre
0 et 1, celui d’une variable positive est positif.



Conclusion

Lorsqu’un probléme d’estimation ne peut étre résolu directement, on a trés souvent recours
a des techniques de Monte-Carlo: l'estimateur est construit par moyenne de simulations
de la loi conditionnée par les observations. Ceci implique deux hypothéses: on doit spéci-
fier completement le modéle probabiliste décrivant le phénomeéne étudié et le lien entre les
observations et la variable.

Le modele utilisé au cours de ce travail est le modele gaussien anamorphosé ; deux types
de relation ont été étudiées pour expliciter le lien entre les observations et la variable simulée :

relation fonctionnelle: la variable observée est la transformée par une fonction détermi-
niste!? du vecteur & simuler.

randomisation: la variable observée est une variable aléatoire dont le paramétre est la
variable a simuler.

La simulation de la loi conditionnelle peut alors se ramener & la simulation d’un vecteur
multigaussien dont chaque composante doit vérifier une ou plusieurs inégalités. La simu-
lation d’un tel vecteur peut s’effectuer a 1’aide d’une chaine de Markov ergodique dont la
loi stationnaire est la loi conditionnelle du vecteur gaussien. La probabilité de transition de
Geman permet de construire aisément une telle chaine.

Ces techniques de simulation ont été utilisée sur deux exemples:

~ la simulation conditionnelle d’une corégionalisation entre la teneur et un facies litho-
logique du gisement de Laporte.

~ la simulation d’une concentration conditionnée par sa mesure entachée d’un bruit pois-
sonien.

Cependant, une réponse satisfaisante n’a pu étre donnée aux points suivants:

— Pour les deux applications, la convergence de ces méthodes itératives n’a été abordée
que d’un point de vue pratique. Il serait souhaitable d’étudier théoriquement la vitesse de
convergence, ou bien pour conforter le critere utilisé — la stabilisation des deux premiers
moments expérimentaux — ou bien pour proposer un autre critere.

2Dans le cas d’une fonction aléatoire de substitution, cette fonction est un processus indépendant du
vecteur a simuler.
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~ Pour le filtrage d’un bruit poissonien, un test de ’adéquation du modéle gaussien
anamorphosé n’a pas été étudié.

— Actuellement la simulation conditionnelle par des techniques itératives est lente. Ces
temps de calcul devraient étre réduits par une détermination de critére plus strict de conver-
gence ou par une optimisation des algorithmes.



Annexes : simulations non
conditionnelles

En modéle gaussien, une simulation conditionnée par la connaissance de la valeur de la fonc-
tion aléatoire en des points expérimentaux peut étre construite par un krigeage conditionnant
(voir page 9). Il faut pour cela disposer d’une simulation non conditionnelle sur la réunion
du domaine a simuler et de ’ensemble des points de mesure. De trés nombreuses méthodes
de simulation sont disponibles; Boulanger[6] en donne une présentation générale. Dans les
annexes suivantes, sont présentées les techniques utilisées au cours du travail. Les phéno-
menes étudiés se déployant dans IR® ou IR®, la méthode des bandes tournantes a été utilisée
pour produire des simulations de fonctions aléatoires gaussiennes, elle permet de ramener la
simulation dans IR" (n = 2,3) & de multiples simulations dans IR, mais en contrepartie, il
faut discrétiser la demi-sphére de IR". L’étude de la discrétisation de la demi-sphére de IR® a
été 'objet d’'une présentation aux journées de Juin 1991 ; P’article[19] écrit en collaboration
avec Ch. de Fouquet est reproduit. Les processus sur les droites ont été simulés a ’aide
des techniques proposées par Boulanger[6]: la droite réelle est discrétisée et la restriction
du processus sur cette grille réguliére est modélisée par des processus auto-regressifs ou des
moyennes mobiles discretes. Utilisant les liens entre ces deux méthodes, il est possible de
calculer les parameétres des deux modélisations en un seul calcul. Enfin, la mise en ceuvre
des moyennes mobiles par des méthodes spectrales permet de réduire trés sensiblement le
temps de calcul. Ces méthodes sont donc étudiées & une dimension pour simuler les droites
des bandes tournantes mais aussi & deux dimensions.
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Remarques sur la pratique des bandes tournantes & 3D

X. FREULON et C. de FOUQUET

Ecole des Mines de Paris
Centre de Géostatistique
35 rue Saint—-Honoré
77305 FONTAINEBLEAU

FRANCE.,

RESUME

La méthode de simulation par bandes tournantes permet de construire des fonctions
aléatoires isotropes sur R” 2 partir de processus sur R. Dans le cas de R3, 1a relation entre 1a covariance de
la fonction aléatoire, C3, et celle des processus, C; , est tréssimple, par contre, il n’est pas possible de répartir
uniformément plus de 15 points sur la sphére. Aussi avons nous étudié plusieurs méthodes pour distribuer
des points sur la sphére et proposons une pondération minimisant I'anisotropie introduite par une
discrétisation non-uniforme de la sphére. Puis pour une simulation sur un champ plan, nous comparons en
pratique le passage de R! 2 R2 et celui de R1 et R3. Une alternative a P'inversion de 'équation fonctionnelle
reliant Cq et C; est une discrétisation fine de la demi-sphére de R3.

ABSTRACT

In order to simulate an isotropic random function on R™ using the turning bands method, we have to
simulate random processes on the line. In the three dimensional case, the equation which links the covariance
of the random function, C3, to the covariance of the processes, Cy, is very simple, but it is not possible to
spread more than 15 directions uniformly on the sphere. In this paper, we study several series of points on
the sphere. We propose an optimal weighing, which minimizes the anisotropy introduced by these
non-uniform discretizations of the sphere. Then on the plane, we compare the direct simulation of a 2D
random function and the simulation induced by a 3D random function, both with the same covariance: either
we have to invert the equation between Cz and C; or to perform a fine discretization of the sphere.
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ANNEXE A. REMARQUES SUR LA PRATIQUE DES BANDES TOURNANTES A 3D

0 - Introduction

G. Matheron a montré (1972) que pour toute covariance, C, stationnaire et isotrope dans R" , il existe
une covariance sur R!, Cy, telle que :

C(h) = C(n]) = 2L+ C, (< hs >) dwas (5) o)

od S, est la demi-sphére unité de R® (Si;={x € R* <x,x>= 1, <xu>2 0}, u étant un axe
arbitraire) et Wy-; est la loi uniforme sur la sphére Sy,_1.

S’il existe une fonction f € LZ(R) telleque C; =f . } , il est possible de construire une F.A. isotrope
de R®, de covariance C, 4 I’aide d’'une mesure aléatoire, M, orthogonale sur Sf_; x R et telle que, si A
et B sont deux boréliens de S}.; x R,Cov(M(A), M(B)) =|ANnB| :

Zx=\/5 J f(<x,s> —-t) dM(s,t)
st xR

La méthode de simulation par bandes-tournantes est le calcul des intégrales sur la demi-sphére par
n
quadrature. On approxime la mesure aléatoire M par la mesure : M®T = —/—1-=2- z (@)* 64, ® TV ot
i=1
lesT® sont des mesures aléatoires orthogonales mutuellement indépendantes sur R (si
(F, F) € (Br) alors E{TO(F; ).TO(F, )} = 6Y|F;nF;| )et (@ i)1<i<n npoints de la demi-sphere.

n
La FA simulée par bandes-tournantes est Z2T = Z (w )% j f(<apx>-t) dTO ()

i=1

La simulation se décompose donc en deux étapes :

- simulation de n processus indépendants de covariance C1: 1 <i<n X9 = f*T9%)

n
- calcul de la simulation sur R", par "épandage” des processus simulés : Z2T = Z (@)* X% o

i=1

La covariance de 1a F. A. ainsi construite est :

n
CPT(x~y) = Cov(ZF%, Z8") = > ; Cy(<a,x-y>)

i=1
qui est une approximation de 2 f . C(< a,x~y >) dw,, (a).
$n~1

De plus, la relation (1) entre les covariances Cj et C,, reste valable dans le cas de covariances
généralisées (Matheron 1973).

Pour mettre en ceuvre cette méthode, il faut donc résoudre deux problémes :

- Pinversion de ’équation (1), c’est-a~dire le calcul de la covariance, Cj, & simuler sur les droites,

- 1le choix de la quadrature (a;, ©;);<isn -

Dans cet article, nous étudions tout d’abord différentes quadratures pour la simulation d’'une EA.
isotrope dans R® . Puis, nous regardons en pratique la simulation par la méthode des bandes tournantes d’'une
FA dans le plan : nous comparons la simulation par passage de R! & R? et la simulation par passage de R' &

R*. La FA i simuler est alors considérée comme la restriction au plan d’une FA a 3D.
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1 - Suites de points sur la demi-sphére de r®

Nous avons étudié trois types de suites de points :
¢ les points obtenus par recouvrement des faces de I'icosaédre

* les points de l'orbite du sous-groupe dénombrable engendré par trois rotations d’angle
Arc cos (-3/5) autour des trois axes orthogonaux (Ox, Oy, Oz)

* les points dérivant des méthodes de simulations de points aléatoires uniformément répartis sur
la sphére.

Ces suites sont denses sur la sphére, on obtient donc, moyennant une pondération adéquate, une
approximation de I'intégrale recherchée. De plus, le troisiéme type fournit des suites équi-réparties c’est 4
dire :

vice ) im(->f6) = [ 1) doto

Dans ce cas, la pondération des directions est simple.

1.1. Icosaédre et suites de points denses sur la demi-sphére

Dans R?, une discrétisation de la sphére est obtenue en considérant les sommets des polygones

réguliers. Cependant dans R*, le nombre des poly&dres réguliers est limité 4 cinq. Licosaédre, comportant
20 sommets et 20 faces, qui sont des triangles équilatéraux, définit la plus fine discrétisation réguliére de la
sphére : les sommets de I'icosaédre et les milieux des arétes fournissent respectivement 10 et 15 directions
réguliérement réparties (Guibal, 1972).

Afin d’aller au-dela de cette limite des 15 droites, tout en conservant les propriétés de symétrie de
I'icosa¢dre, plusieurs solutions ont été envisagées :

 implanter plusieurs icosagdres selon des directions uniformément réparties sur la sphére (un
icosaédre est un solide, on tire une direction aléatoire, puis une rotation aléatoire autour de
cet axe) ;

* recouvrir les 10 triangles sphériques définis par les faces de I'icosaédre par des points répartis
de maniére la plus uniforme possible. Deux méthodes sont présentées ici :

- la triangulation des faces de I’icosaédre permet de définir des directions qui, denses sur
la sphére, ne sont pas équi~réparties

- des points aléatoires uniformément répartis sur les polygones sphériques
correspondant aux faces du polyédre sont simulés en utilisant la méthode d’acceptation
et rejets. Ceci correspond donc 4 un échantillonnage aléatoire-stratifié de la
demi-sphére.

La projection des points obtenus par ces méthodes est reportée sur la figure 1. La projection utilisée
conserve les surfaces :

v, W) € S > (ToW —memeee VT W e
Gy EST Y Y o)
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figure 1 : icosagdre et points sur la demi-sphére de R3

- milieu des arétes de ’icosaédre (1.0)
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1.2, Points définis par un sous-groupe dénombrable de rotations} (Lubetsky et al.,1986)

Soit I’ le sous—groupe dénombrable engendré par les trois rotations d’angle Arc cos (-3/5) autour des
axes Oy, Oy et Oy, notées A, B et C. Pour tout point x de la sphére, on construit le sous-ensemble de la sphére,

{ % | ¥ € T}, des images de x par les éléments de I". 1l est possible d’ordonner cet ensemble pour
construire une suite dense sur la sphére.

On considére les éléments ¥ de I', différents de Pidentité et pouvant s’écrire comme le produit (non
commutatif) de s éléments de { A,B,C,A",B",C! }, deux termes consécutifs ne pouvant étre

Pinverse I'un de I'autre. () est la longueur du mot représentant ¥ (I’identité est de longueur nulle). On
considére la suite :

({%|s(®)=n})n=0

Cependant la croissance du nombre de directions en fonction de s, 1+ (3/2 (55-1) ), est trés rapide :
un grand nombre de points est nécessaire avant que les directions semblent uniformément répartie sur la
sphere (figure 2).

figure 2 : orbite de I'action d’un groupe discret de rotations (II)

37 points 187 points 937 points
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1.3. Points aléatoires sur la demi-sphére

1l existe des fonctions, f, continues sur ]0,1[4 sur S; telles que Pimage de la mesure de Lebesgue sur
10,1[4 soit la mesure de Lebesgue sur S7 . Ces fonctions fournissent des méthodes pour simuler des points
uniformément répartis sur la sphére. Nous avons utilisé deux méthodes de simulation de points aléatoires
sur la sphére et trois suites équi-réparties sur ]0,1[4 :

Ces deux simulations de points aléatoires sur la sphére sont les suivantes :
o La direction a du vecteur aléatoire dont les coordonnées sont trois gaussiennes centrées,

——

normées et indépendantes est uniformément répartie sur la sphére (Lantuejoul, 1982). Ces
trois gaussiennes peuvent étre simulées par la méthode d’inversion. On peut donc simuler ¢

a Paide de u = (Ujy, Uy, U3) uniformément réparti sur 1013:i=1,20u3X; = G1l(Ujet

X, X, X,
/ix+xt X+ x+ X2 R+ + X

a = fj(u) =

» Larelation entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques fournit une autre
méthode pour simuler un point uniformément sur la demi-sphére :

a = f(u) = (cosx U, ) J1-UZ ,sin(2x U, ) /1-U3 , U,)

ot u = (Uy, Uy) est uniformément réparti sur 0,1[2.

N NP s 4 N 1<
Trois suites de points équi-réparties sur ]0,1[4 (Cest & dire que les mesures discrétes ;—Z Oy
1
convergent étroitement vers la mesure de Lebesgue sur ]0,1{¢ ) ont été utilisées (Bouleau, 1987) :

 tirage d’une suite de points aléatoires indépendants uniformément répartis sur J0, 1[4;
o partage régulier de 0,1[9 :

iy 14
n+ 17" n+ 1/1sip.dasa Jase
* la suite de Van der Corput :
Soient les d premiers nombres premiers, 2,3, ..., n € N s’écritenbase p(l <i< d):
n=ag+api+..+vap+..

On pose :

a a
@) =;5:-+ —_— p’-‘:l + ..

La suite de Van der Corput d-dimensionnelle est alors la suite : (@, (1), ..., @p(1))a>0 -

Si (xp)n est une suite équi-répartie sur 10,19, alors (f(xy)), est une suite équi-répartie sur S3 .En
combinant les deux méthodes de simulation aux trois suites équi-réparties sur 10,1[9, on dispose donc de six
suites équi-réparties sur la demi-sphére (figure 3).

Le tableau 1 présente un récapitulatif des ces différentes suites.
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Tableau 1 : Suites de points sur la sphére

a) Point de licosaédre

milieu des arétes :
o dun icosaédre

 de plusieurs icosaédres aléatoires

recouvrement des faces :
s par triangulation

e par des points pseudo-aléatoires

1.0
11

1.2
L3

b) Orbite de laction d’un groupe discret de rotation I1
¢) Points pseudo-aléatoires
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Méthodes de simulation

Suites équi-réparties
sur ]0,1]

des trois gaussiennes”

des "coordonnées sphériques”

points aléatoire

Im.1.1.

IIL.2.1.

partage régulier

I.1.2.

IL.2.2.

suite de Van der Corput

1.3

IIL.2.3.

a) méthode des trois gaussiennes

partage régulier I11.1.2

figure 3 : points pseudo-aléatoires
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fig. 3 : points pseudo-aléatoires
b) méthode des coodonnées sphériques
50 points 100 points 200 points
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2 - Calcul de la covariance

Afin de comparer Pefficacité pour le calcul de P'intégrale par quadrature de chacune des suites de
points présentées au paragraphe précédent, nous avons utilisé I’erreur quadratique moyenne sur le champ
a simuler entre le modéle de covariance et la modélisation de la covariance par la méthode des bandes
tournantes.

2.1. Erreur quadratique moyenne

Soit (ay);<is. ndirections de R* .Soit D le champ, compact, sur lequel la E A. est simulée. On définit

le domaine de la covariance : E = {x-y | (x,y) € D?} . Soit P la restriction, normée, de la mesure de
Lebesgue 4 E. Lerreur quadratique moyenne de la modélisation par bandes tournantes est :

1 C-C Bagagy= [, (C®)-C0) ap(h)

Nous n’avons pu calculer 'expression exacte de 'erreur quadratique moyenne que dans le cas d'un
variogramme linéaire simulé sur domaine sphérique (le diamétre du champ intervenant par une constante
multiplicative qui a été prise égale a un):

n n
I C-C* agsny=1-2 2 ot 2. O Fag; @,

i=1 =1
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2 . '
VEDES, pe=(C<s,. >), C< t. >Npmsp = 3 (sin ay + (%—a“) COS ay )

avecay = arc cos(< s,t >gs).

Au lieu d’une pondération sur les distances, on aurait pu considérer les pondérations sur les points
d’appui :

JC-Cl= [ (Cx-y)-Cx-y) J e@e6) dudy = [ ( CH)-Ch) ) K(wy

ot g est une densité et K = g* g. Dans le cas du variogramme linéaire simulé sur un champ sphérique, on
montre que, si g est isotrope, toutes ces normes ne différent que d’une constante multiplicative fonction de g.

Ceci nous permet donc de comparer Pefficacité des différentes suites dans le cas du variogramme
linéaire.

2.2, Pondération optimale

Les directions ne sont pas strictement uniformément réparties dans R® . En particulier, si les points
sont aléatoires, il apparait des agrégats fortuits qu’il conviendrait d’éliminer. Une solution consiste 2 ne pas
conserver une pondération uniforme des droites. Les pondérateurs optimaux sont ceux minimisant Perreur
quadratique moyenne. On impose que ces pondérateurs soient positifs, ceci est une condition suffisante pour
que CBT soit une covariance, et que leur somme soit égale 3 un.

On peut interpréter cette minimisation en termes de Krigeage. Comme P est une probabilité sur R?,
C.=Ci(<a.>)EL R,P) et { €., a €S, } estdonc une FA d’ordre 2 (stationnaire dans le cas

d’un champ isotrope) dont la covariance non centrée est : E{C.€g} = pqg.

On ade plus:
O = 7 J eyh) ds

La covariance optimale est donc le krigeage ordinaire de la valeur moyenne sur le champ de la FA
{ €C«, a €8, } avec la contrainte de positivité sur les pondérateurs.

11 faut donc résoudre le probléme de programmation quadratique suivant (Barnes et Johnson, 1984):

Min ( zwa HBap Wg )

we2z0 a,p

Sur la figure 4, on a reporté erreur quadratique moyenne, pour une moyenne arithmétique et une
moyenne pondérée, en fonction du nombre de points, pour trois des suites présentées au paragraphe
précédent.

Expérimentalement, 2 nombre de directions fixé, erreur quadratique moyenne minimale est obtenue
avecles suites 1.2 (triangulation des faces de I'icosaédre) et I11.2.3. (coordonnées sphériques, Van der Corput).
La pondération accroit trés sensiblement I'efficacité des suites de points pseudo-aléatoires en gommant
Panisotropie introduite par des agrégats fortuits.
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figure 4 : erreur quadratique moyenne pour le variogramme linéaire

130
- moyenne arithmétique
0. 25.0 S0.0 75.0 100.0
0. T T T 0
-2.0 Mo 4 -z2.0
o Lt teen,
NNy gota,
log | C-CoT? -
-4.0 -4.0
%0 b e 4 -6.0
i 1

0. 25.0 50.0 75.0 100.0

nombre de points

log |[C-CPT|?

- moyenne pondérée

0. 25.0 50.0 75.0

100.0
0

0. 25.0 50.0 75.0

100.0

nombre de points

triangulation des faces de 'icosaédre (1.2)

coordonnées sphériques et points aléatoires (I11.2.1)
coordonnées sphériques et suite de Van der Corput (I11.2.3)

Pour ces deux suites, on a regardé dans une direction particuliére [111] le variogramme sphérique
modélisé (figure 5). Dés 40 directions, les résultats sont trés satisfaisants et dans ce cas la précision apportée
par la pondération n’est guére appréciable.

figure 5 : variogramme sphérique modélisé dans la direction [111]

Suite 1.2 : triangulation des face de Vicosaédre

15 points

40 points

81 points

Suite I11.2.3 : coordonnées sphériques et suite de Van der Corput

.......

moyenne pondérée
moyenne arithmétique

15 points

40 points

81 points

Les suites présentées permettent une discrétisation fine de la demi-sphére de R® . Deux suites nous
sont apparues particulierement efficaces : 1.2 (triangulation des faces de I'icosaédre) et III.2.3. (coordonnées
sphériques et suites de Van der Corput). Avec moins de 100 directions, il est possible de modéliser avec
précision la covariance a simuler.
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-3 -~ Simulations

Dans cette partie, on compare deux types de simulations par bandes tournantes sur un champ plan.
Dans le cas ol les modeéles a simuler sont autorisés dans R? et R?, on peut simuler dans le plan par passage
de R i R? ouparpassage de R 2 R3, le plan étant alors considéré comme un sous-ensemble de R3.

Dans le premier cas, la simulation 2D, le principal probléme est la modélisation de la covariance a
simuler sur les droites. La relation entre les covariances Cj et C; (tableau 2) ne permet pas toujours un calcul
explicite de C;. Cependant pour simuler les processus sur une grille réguliére, il est nécessaire de connaitre
la valeur de la covariance, C;, en un nombre fini de points. Ces valeurs peuverit étre calculées
numériquement : connaissant la dérivée de Cj, on calcule I'intégrale, et donc Cy, par quadrature de Gauss
(Les polyndmes orthogonaux utilisés sont les polyndmes de Tchebichef de 121¢ espéce). Par contre, il est trés
facile de répartir réguliérement des points sur le demi-cercle.

Dans le second cas, la simulation 3D, la relation entre Cq et C3 permet un calcul explicite de Cq, Les
points de la demi-sphére de R? et la pondération associée, présentés dans les parties précédentes, sont
utilisés pour calculer I'intégrale sur la demi-spheére.

Tableau 2 : relation entre les covariances pour la méthode des bandes tournantes dans R? et R®

Relation entre les covariances

w| =7 [Fh | 0@ = e [

R | Cio) =-;- [[cwa |cao- j’% @ Cie)

Ces simulations se décomposent donc en deux parties : simulation sur les droites, puis "épandage” sur
le plan.

3.1 Simulation sur les droites

Les droites sont simulées en utilisant des processus discrets, mutuellement indépendants,
( X9 )uez , dont Ia covariance est Cov ( XY, X ) = C,( At |n-m]| ). Ceci est équivalent & considérer
les processus continus , constants sur des intervales de longueur At :

X9 = > X9 Iinatm+ pat(®) -
nEZ

L’épendage se fait donc sur des bandes de largeur At, selon la formule :
n 1o
Z?T = Z(wi)z )ani,rb /a8)
i=1
(I - 1 note ici 1a partie enti€re.). La covariance entre deux points du plan est donc :
Cov (ZMZJ") = Zwi C: (At |[< apx > /At]-[< a,y > /AL]] )
i=1

Cette covariance n’est pas stationnaire et il est bien difficile de préciser le biais introduit par la discrétisation
sur les droites. Cependant ce biais tend vers zéro lorsque At tend vers zéro. Nous avons donc choisi un pas
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de discrétisation proportionnel  la portée du schéma a simuler sur le plan. Ceci est équivalent & la simulation
sur les droites d’un schéma de portée unitaire : la modélisation des droites ne dépend pas de la portée a
simuler sur le plan. Pour simuler des schéma de portée différente sur le plan, on peut donc utiliser la méme
modélisation des droites & un facteur d’échelle prés. Dans le cas d'un schéma de transition, on choisit le
nombre de points sur lequel cette transition est modélisée. Dans le cas d’'une covariance tendant
asympotiquement vers zéro, la portée pratique retenue est la plus petite distance au dela de laquelle la valeur
absolue de la covariance est inférieure & 10-2. Dans cette étude, la portée pratique correspond & 20 points
de discrétisation.

Pour simuler ces processus & temps discret, nous avons utilisé dans le cas du variogramme linéaire,
des processus de Wiener-Levy et dans le cas d’une covariance stationnaire, les méthodes proposées par
Boulanger (1990). Dans ce dernier cas , les covariances sur R ont des propriétés bien distinctes selon que
I'on passe de R a R?oude R a R’ : figure 6. Les covariances pour le passage de R a R? tendent
beaucoup moins rapidement vers z€ro, elles sont beaucoup plus difficile & simuler (Par exemple, les
modélisations par processus auto-régressif ou par moyenne mobile sont en général d’ordre plus élevé.).

figure 6 : covariance sur R pour la simulation par bandes tournantes sur R2 ou R3

- variogramme sphérique - variogramme exponentiel
0. 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 0. 2. 4. 6. 8. 10.
1.0 1.0 T—T—1 1.0
2
—_— C;
0.5
3 6.5 0.5
..... Ci
0.
0. 0.
0.5 i i i i
0. 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 0. 2. 4. 6. 8. 10.

3.2 Mise en ccuvre des simulations

Nous avons étudié en pratique le nombre de droites nécessaire.

La grille simulée est carrée de taille 256-256 . Deux modéles sont utilisés :
— un variogramme sphérique de portée 10,
- un variogramme linéaire de pente 1.

Les points utilisés pour calculer P'intégrale sur la demi-sphére sont 2 2D les sommets des polygdnes
réguliers et & 3D les points des suites 1.2 et I11.2.3. Le nombre considéré de points varie de 15 4 81.

Avec 15 directions, on observe des fluctuations fortes sur les statistiques et variogrammes
expérimentaux (figure 7) et les linéaments induits par les bandes sont trés visibles (figures 8 et 9).

Dés 40 droites, les fluctuations statistiques, compatibles avec le modéle, sont plus importantes que le
biais introduit par la discrétisation (figure 7). Ainsi, avec 40 droites, les linéaments s’estompent dans le cas
d’un simulation 2D. IIs restent trés visibles avec les directions déduites de 'icosaédre et perceptibles avec
les directions de la suite II1.2.3. Avec 81 droites, des linéaments ne sont plus distinguables pour une simulation
2D ou une simulation 3D avec la suite IIL.2.3. Par contre les droites restent visibles sur la simulation 3D avec
les points 1.2 (figures 8 et 9).

Avec moins de 100 droites, la méthode de simulation par bandes tournantes permet une simulation
satisfaisante des schéma considérés. Ceci rejoint les recommandations de Tompson et al. (1989) qui

discrétisaient la sphére de R?a l'aide de 100 points aléatoires. Cependant, la suite I1.2.3 (coordonnées
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sphériques et suite de Van der Corput) donne 2 3D les meilleurs résultats : les projections des 28+ 1
premiéres droites sur le plan horizontal sont réparties réguli¢rement aveclesangles (7 k/2°); <, <0+1., - Dans
ce cas, ’épandage se fait comme un passage de R a R? et la portée sur les droites projetée est inversement

proportionnelle au cosinus le ’azimuth.
figure 7 : quelques variogrammes expérimentaux calculés dans la direction [100]

simulation par passage de R!

variogramme sphérique

-— modéle

" variogramme expérimental

variogramme linéaire

4 - Conclusion

points de I'icosaédre (1.0)

81 droites
suite de Van der Corput (I11.2.3)

Il existe des suites de points permettant une discrétisation fine de 1a demi-sphére de R® . Ceci permet

une modélisation par “bandes tournantes” de toute covariance isotrope de R? . Une simulation dans le plan
peut étre obtenue comme coupe d’une simulation dans I’espace. Cette démarche n’était pas conseillée dans
la mesure oil les droites utilisées pour simuler & 3D étaient les 15 droites de I'icosaédre (Chilés, 1977). Elle
peut s’avérer particuli¢rement intéressante dans le cas d’une covariance & portée finie car le passage de C3

a C1 conserve cette portée, ce qui n’est pas le cas du passage de Cy a Cy.



134  ANNEXE A. REMARQUES SUR LA PRATIQUE DES BANDES TOURNANTES A 3D

figure 8 : simulations par la méthode des bandes tournantes y (h) = sph (|k|/10)

-

n, = n, = 256

RrR2 R3

points de l'icosaedre (1.0)

15 droites

triangulation (1.2)

40 droites

81 droites
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figure 9 : simulations par la méthode des bandes tournantes

v (h) = |A]
n, = 256
R2 R3
points de I'icosaédre (1.0)
15 droites
triangulation (1.2) Suite de Van der Corput (I11.2.3)
40 droites

81 droites
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Annexe B

Modeéles auto-regressifs et moyennes
mobiles

Dans cette partie, on étudie la simulation d’un processus stationnaire admettant une cova-
riance fixée. La droite réelle est discrétisée a pas régulier: on se limitera donc & présenter
la simulation de processus sur Z. Le domaine de simulation est toujours borné, on peut
théoriquement se ramener a la simulation d’un vecteur multigaussien dont la matrice de
covariance se déduit de la covariance stationnaire. Une technique de simulation bien adaptée
est alors la méthode matricielle. Cependant dans la pratique, la taille des vecteurs a simuler
limite souvent I'utilisation d’une telle méthode. Aussi modélise-t-on la covariance 3 simuler
par des processus auto-regressifs ou des moyennes mobiles. Pour une covariance fixée, les
parametres de ces deux modélisations peuvent étre calculés simultanément, ce qui permet
de choisir pour une méme précision la modélisation la plus économique. L’utilisation de cet
algorithme proposé par Boulanger[6] est présentée sur quelques exemples.

B.1 Meéthode matricielle de simulation

Le processus gaussien stationnaire (X(¢)), Jg, centré et de covariance p, est échantilloné aux
points (o;)i<i<a: on consideére donc le vecteur multigaussien X = (X(as))1<i<n — on notera
X(a;) = X; — dont la matrice des covariances est

Y =[oijhcijcn o0 0y = B{X; X;} = p(ai — 0j) .

La méthode matricielle de simulation di: » cteur multiganssien, X, s’appuie sur la factori-
sation de la matrice des covariances: ¥ = LL'. Le veci ¢ & simuler se récrit donc sous la
forme X = LU ou U est un échantillon gaussien, centré, normé et sans corrélation. Le vec-
teur construit par combinaisons linéaires de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
est multigaussien et sa covariance est bien:

E{XX}=LE{UU'}L' =%.

Deux factorisations classiques d’une matrice définie positive sont la décomposition de Cho-
lesky et la décomposition par éléments propres (voir page 51). Toutes deux s’interprétent
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en termes de variables aléatoires: si ¥ est strictement définie positive!, les (Xi)1<i<n en-
gendrent une sous-espace vectoriel de dimension n, dont les (U;)i<i<n constituent une base
orthonormée. La matrice L n’est rien d’autre que la matrice de changement de base. Les
deux factorisations correspondent donc a deux procédés d’orthogonalisation.

B.1.1 Décomposition par éléments propres

On procéde & une analyse en composantes principales[45] des vecteurs (X;)1<i<n, C’est-a-dire.
on recherche une base orthonormée (U;);1<i<» du sous-espace engendré maximisant 1’inertie
des (Xi)i<i<n sur chacun des vecteurs (Ui)i<icn: J(k) = L0, (BE{X; Ux})?. Posant Uy =

2_i=1 @i Xi, on doit maximiser la forme quadratique

=1
Jky= Y dlal Y oioip

1<45,5'<n 1<i<n

. y !
sous les constraintes: k' < k, 31<; jrcn €40;j@4s = bipr. Les facteurs sont donc les vecteurs
propres de la matrice ¥, normalisés par rapport & X ; I'inertie associée & un vecteur propre
est le carré de sa valeur propre. Si ¥ est diagonalisée sous la forme ¥ = PAP' avec P'/P =1
et A est la matrice diagonale des valeurs propres, on a Uy = 1/v/ Ay Y, piXi. Sous forme
matricielle, le vecteur des X se récrit donc

X = PAT U .

Décomposition de Cholesky

Les vecteurs (U;)1<i<» sont construits de la maniére suivante (orthogonalisation de Schmidt) :

1
Uy = Xi/oh

1<i<n, U; = (Xi-D E{X;U;}U;)/Var(X; - > E{X;U;}V;)

i<t i<

Le terme X; — Y=, ; E{X; U;}U; est la projection de X; sur le sous-espace vectoriel engendré
par les (U;);<:. Aussi cette construction peut s’interpréter en termes de krigeage car le sous-
espace vectoriel engendré par les (U;);«; coincide avec celui engendré par les (X;);<:. Le
krigeage simple de X; par les (X;);<; et sa variance sont donc:

XK xynxi) = Xi - Y E{X;U;}U;
i<t
oks(i) = Var(X;— Y E{X;U;}U;)

i<t

1Si ¥ n’est pas strictement définie positive, le sous-espace engendré est de dimension r < n et la matrice
L = [B{X; Ur}1<i<n , 1<k<r st rectangle.
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U; est Verreur de krigeage normalisée. La ¢-éme composante s’exprime de deux manieres:

X‘l = X{(S(le-"xl'—l) + O‘KS(Z.) Ut
> _E{X:U;}U;
it
On en déduit deux maniéres, strictement équivalente pour simuler le vecteur X :

méthode séquentielle: Pour chaque composante, on calcule son krigeage par les compo-
santes préalablement simulées et on simule I’erreur de krigeage?.

méthode matricielle: On simule tout d’abord 1’échantillon gaussien puis calcule le pro-
duit matriciel X = LU.

Sous forme matricielle, ces deux méthodes s’expriment :

X = AX+SU
LU

ott A est la matrice des pondérateurs de krigeage — la ligne 7 correspond aux poids du
krigeage de la composante ¢ & 1’aide des seules composantes (X;);j<i —, S est la matrice
diagonale dont les termes non nuls sont les racines carrées des variances des krigeage successifs
et L la matrice obtenue par décomposition de Cholesky de la matrice des covariances. De
I"équivalence des méthodes, on déduit les relations matricielles:

A=T1-SL' et L=(I—-A)"S.

B.2 Simulation d’un processus multigaussien sur 27

B.2.1 Processus auto-régressifs

Le processus (X,), .7 est un processus auto-régressif d’ordre p s’il peut se mettre sous la
forme,

P

neZ, X,= Z/\‘Xn-; +oU,

=0
ot les (A*)1<i<p et o sont les parametres du processus et ( U")ne 2 est une suite de variables
aléatoires centrées normées et indépendantes. Ce processus est stationnaire si et seulement
si les p racines (p;)i1<i<p de I'équaiion p? — 3%, XpP™* = 0 sont de module inférieur & un.
La covariance est alors de la forme

14
E{X, Xnp} = p(k) = > aipl! .

=0

2Gi le vecteur aléatoire & simuler est constitué des valeurs sur une grille réguliére d’un processus station-
naire et que pour chaque point simulé les seuls pondérateurs de krigeage non nuls sont ceux associés aux p
points précédents, le vecteur simulé est un échantillon de taille n d’un processus auto-regressif d’ordre p.
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et elle vérifie les équations k € Z, p(k) = Y0 M p(k—1)+ 0280(k). Inversement, connaissant
la covariance p et son ordre p, on peut déterminer les parametres du processus par les

équations de Yule et Walker:
P ) R
1<i<p, Yo (i = )N = p(i)

i=1
2 2 i
o = p(0) = D Np(j)
=t
On reconnait 13 les équations du krigeage simple de X, par les p points précédents.

Une covariance quelconque, p, n’est pas toujours la covariance d'un processus auto-
régressif. Cependant, si cette covariance tend asymptotiquement vers zéro, une modélisa-
tion par un processus auto-régressif d’ordre p permet de simuler une approximation, p® ()
de celle-ci. En effet résolvant les équations de Yule et Walker, on détermine un processus
auto-régressif d’ordre p: n € Z, X2® = ¥2 M X*P 4 51, dont la covariance vérifie:
0 <k <p, p»® (k) = p(k). On a de plus [6]:

lim {|p— p”®||o =

p—++00
Si les variables aléatoires indépendantes (Up, )necz sont des gaussiennes, le processus est multi-
gaussien.

B.2.2 Les moyennes mobiles

Un processus sur Z modélisé par moyennes mobiles s’écrit sous la forme

P
Xn = EfiUn—i

=0
ot ( fi)o<i<p sont les parametres du processus et (Uy),, <7 est une suite de variables aléatoires
centrées normées et indépendantes. Sa covariance est :

p—k
E{X n+L} =p "') E fifivk -
=0
Soit p une covariance sur Z que l'on voudrait simuler par moyennes moblles Il est
possible, si 3 1< p(k) < 00, de construire une suite de covariances p™*P)(k) = 1_0 kfifin
telle que

lim |lp—p™*®||os = 0.

p—>+00
La fonction sur IV, f, est obtenue par décomposition de Cholesky de la matrice de covariance
Yn = [p(t — 7)]1<i j<n- En effet, ¥, étant une matrice définie positive, elle peut se factoriser
sous la forme X, = L, L, (Ln = [l; j]1<i,j<n)- On définit les fonctions sur IV, (f(),.5¢, par
. ) e 10<:<
i IV, f(")(z):{é’" Bosi0Sisn

sinon

La fonction f est la limite ponctuelle des (f(™),50, c'est & dire, lim, .40 f™(3) = (7).



B.3. DETERMINATION DES PARAMETRES DES MODELES 141

B.3 Détermination des parametres des modeles

Si la covariance & modéliser est sommable, il est possible de la simuler par les deux mé-
thodes présentées aux paragraphes précédents. Or pour ces deux méthodes, une simulation
nécessite approximativement — généralement 1'ordre du processus, p, étant trés inférieur a
la taille du vecteur & simuler, n, on néglige la phase d’initialisation — la simulation de n
gaussiennes indépendantes puis le calcul de n combinaisons linéaires de p termes. On choisit
donc la modélisation qui pour un ordre minimal assure que la différence entre la covariance
4 modéliser et celle effectivement modélisée n’excéde pas une valeur fixée. Or les parametres
des deux modélisations se calculent par un méme algorithme itératif. I1 est donc possible de
déterminer, sans multiplier les calculs, la modélisation optimale.

Le calcul des parametres de la moyenne mobile nécessite le calcul de la décomposition de
Cholesky de matrices des covariances de plus en plus grande. On note

2'n—l Cn }

1
Cn Onn

ne N, T.=oijlicij<n = [
La décomposition de Cholesky de la matrice £,, L,, s’exprime en fonction de celle de la

matrice X1, Lp_1:
L, = [ L"‘ll 0 ]

Un  Up

Aussi, pour calculer L, connaissant L,_1, seul le vecteur u, et le scalaire v, sont a calculer:

-1
U, = L.  cq
1
— ! 5
U = (Un,n - Uy un)2

Or, on a de méme une expression de L en fonction de L2, :

- Lt 0
Lnl = [ ! 1 ]

N T
o Un L, -

Le calcul de L;! nécessite donc le calcul de u,'L;’;. Les composantes de ce vecteur sont les
coefficients du krigeage d’un point par les n —1 précédents; ils constituent avec la variance de
krigeage — égal au terme diagonal v, — les parameétres du processus auto-régressif d’ordre

n—1.

Les parameétres des de .. modélisations sont déterminés en calculant successivement la
décomposition de Cholesky des matrices X, : & l'itération n, les paramétres de la moyenne
mobile d’ordre n—1 sont (f (=1)(k))ogk<n—1 €t ceux du processus auto-régressif d’ordre n—1,
(Ai_1 hi<icn—1 et oxs(n —1). On évalue les erreurs de modélisation .

€ma(n-1) ~ m&xlp(k) - pma(n~l)(k)l

€ar(n-1) = mgxlp(k)_par(n—l)(k)l
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Ces itérations sont poursuivies jusqu’a ce qu’une des erreurs de modélisation soit inférieure a
une valeur fixée. La modélisation correspondante est alors retenue. Le calcul des covariances
effectivement modélisées a I'itération n s’effectue a 1’aide des équations suivantes:

n—1-k
pma(n_l)(k) — Z fi(n—l)fi(.:,:ﬂ
) =0
n—1
par(n—l)(k) — Z par(n——l)(k _ Z))\t o+ U?{S(n — 1)50(16)
i=1

L’algorithme présenté ci-dessus est utilisé sur deux exemples pour modéliser les cova-
riances sur IR' utilisées pour simuler par la méthode des bandes tournantes les covariances

sur IR? isotropes exponentielle et sphérique:
e Covariance exponentielle, Cy (k) = (1 — |A|)e~ I,
e Covariance sphérique, Cy(h) = (1 — 3|k| + 2|A*) 1<,

Sur la figure B.1, on a reporté le nombre d’itérations nécessaires en fonction du pas de
discrétisation des droites pour trois erreurs de modélisation ¢ = 0.1, 0.01 et 0.001. Ces
exemples montrent qu'une modélisation par moyenne mobile est préférable, excepté le cas
d’une modélisation grossiére (¢ = 0.1) de la covariance exponentielle sur IR. Les variogrammes
modélisés sont reportés a la figure B.2: la modélisation par processus auto-régressif induit
des effets de trous qui ne sont atténués que par le recours & de grands voisinages de krigeage.
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de discrétisation

Figure B.1: Modélisation par processus auto-régressif ou moyenne mobile en fonction du pas

moyenne mobile

Ci(h) = (1 — |R])e ™

processus auto-régressif
l‘._. 1 1} 1 ] T 3 T T T
80.0[ 41 so.of
60.0 |- 60.0} \‘ -
40.0 40.0 \\\ -
20.0 | 20.0L ¥ e .
0. ] 1 I T —
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
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erreur de modélisation
e=0.1
-=== ¢=0.01

oooooooo

e = 0.001
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Figure B.2: Variogrammes modélisés par processus auto-régressif ou moyenne mobile

1 - Erreur de modélisation € = 0.1

Cu(h) = (1~ [hl)e™™

—— modéle — modéle
.« |——=— AR(11) ——— AR(21) | *
L - - - maa - - - MAQY)
1 | 1 |
dt = 0.2 dt = 0.1
Ci(h) = (1 - 3|r| +2|RP)1jR| < 1
| |
— modeéle — modéle
——— AR(®9) ——— AR(19)
- - - MA(®9) - - - MAUI9] x
1 i
dt = 0.1 dt = 0.05

* modélisation retenue

e
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9 - Erreur de modélisation € = 0.01

Ci(h) = (1 — [h])e™

modele - .
AR(31) ——— AR(62)
MA(31)] * - - - MA(62)] %
| i
dt = 0.1
Ci(h) = (1 = 3|h| +2/R]?) 1| < 1
] | ] |
—— modéle —— modele
" ——— AR(29) ——— AR(59)
- - - MAQ9)| * - - - MA(S9)| =
! L
dt =0.1 dt = 0.05

* modélisation retenue






Annexe C

Simulation par méthodes spectrales

C.1 Transformée de Fourier discréte

L’ensemble Z/nZ = {0,...,n—1} muni de I’addition, (z,y) € (Z/nZ)* — z + y[n] —pour
tout élément = de Z, z|[n] désigne la reste de la division euclidienne de x par n — est un
groupe fini commutatif. Sur cet ensemble, on peut donc définir le produit de convolution de
deux fonctions,
n-1
k€ ZnZ, frg(k)=7) f(i)g(k~1i),
=0

ainsi que la transformée de Fourier (T'F D) et son inverse (T'FD™!),

1 n—1

Y e R f()

TFD(f) (k) = =3

n—1 "
TFD(f) (k) = -—\}—H-Z(j)e“"" = ()

La transformée de Fourier sur Z/nZ transforme le produit de convolution en un simple
produit de deux fonctions: .

frg=vnfg
Disposant d’un algorithme rapide pour calculer une transformée de Fourier discréte (FFT[9]),
la simulation de processus stationnaires par des méthodes spectrales permet de réduire treés
sensiblement les temps de calcul.

C.2 Simulation d’un processus sur 2/

Dans cette partie, on s’intéresse a la simulation d’un processus stationnaire sur Z de moyenne
nulle et dont la covariance est I’auto-convoluée d'une fonction f de support {o,...p}:

ke Z, p(k)=3 f@)f(i+k)

147
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Par la suite, on conviendra que p(0) = 1. Le processus a simuler est la convolution d’un bruit

blanc! par la fonction f:
ke Z, X(k) = f * M(k)

Cependant, on ne simule jamais un processus sur Z tout entier, mais sur un nombre fini,
I, de points consécutifs — on a n = [ 4 p. La simulation de (X(;))i<i<i se réduit donc a la
simulation du vecteur (U;)i<i<n puis on calcule la régularisée :

p
1<k<L, Xpy=) fiUkipi -

=0

Pour utiliser les méthodes spectrales, il est nécessaire d’abandonner la covariance initiale
p pour conserver la covariance périodique o construite de la maniére suivante: on considére
la restriction & {0,...,n—1} de la fonction de pondération f comme une fonction de Z/nZ;
la covariance périodique est o = fx f (* est ici le produit de convolution de ZInZ ). Si
p < n/2, la valeur de o(k) ne différe pas de la valeur de p(k) pour k € {0,...,n —p—1}
(figure C.1). Pour simuler un échantillon du processus de covariance p sur Z, on simule sur
Z[nZ un processus de covariance o, dont seul n — p consécutifs sont retenus. En effet, les
distances dans Z entre les points retenus n’excédent pas n—p—1 aussi les valeurs modélisées
de covariance sont bien celles du modéle dans Z.

¥ —— covariance sphérique de portée 20
: %--% covariance périodisée sur {0,...,49}

Figure C.1: Covariance sphérique sur IR et covariance périodisée sur Z/50Z

Sur Z/nZ, une fonction aléatoire stationnaire d’ordre 2, X, est définie par sa moyenne
¢:¢ Ja covariance :

E{X;} = m
E{(X; - m)(X; —m)} = o(i-j)
Comme précédemment, on supposera que m = 0 et ¢(0) = 1. Mais Z/nZ étant un

groupe commutatif fini, les covariances stationnaires sont caractérisées par le théoréme de

1Sur Z, un bruit blanc n’est autre chose qu’une suite infinie, M = (Ui);c z» de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées telles que E{U;} = 0 et Var(U;) = 1.
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Bochner[22]: o est une covariance stationnaire de Z[nZ si et seulement si il existe une
fonction positive & telle que o = TFD(6). Dans ce cas, la simulation par moyenne mobile
et la simulation par méthode spectrale sont équivalentes. En simulant des processus sur
Z[nZ, la transformée de Fourier discréte de la covariance utilisée est exacte alors que la
discrétisation de la transformée de Fourier de la covariance définie sur IR [5, 31] entraine une
troncature des hautes fréquences ; le comportement de la covariance au voisinage de lorigine
peut alors étre mal reproduit.

Moyenne Mobile

Si on connait la fonction f — par exemple, celle fournie par la décomposition de Cholesky
de la matrice des covariances sur Z (page 140) —, le processus sur Z/nZ s’écrit X = fxM :
on simule tout d’abord le vecteur M, puis on calcule les transformées de Fourrier inverses
de fet M, f = TFDY(f) et M = TFD (M), enfin on calcule la transformée directe,
X =TFD( n: fM ). Cette méthode “fréquentielle” ne différe d’une moyenne mobile discrete
que par la facon de calculer le produit de convolution.

Méthode spectrale

Une méthode spectrale de simulation consisterait a simuler directement un vecteur complexe
X sur Z/nZ tel que:
0<i,j<n, E{X.X;}=46;j/né:

puis de calculer la transformée de Fourier: X = TFD(X ). Cependant procéder de la sorte
assure que la covariance de X est o mais non que X est réel. Cette derniére condition
complique la maniére de simuler X. Aussi, on recherche simplement un vecteur X tel que
X = R(TFD(X)) admette o comme covariance. Un vecteur particuliérement simple est un
vecteur de la forme

Xy = (Vnéw)s (My(k) + i My(k))

ou les vecteurs réels, M; et M,, vérifient

{E{A-fi(k)} =0
E{M(k)M}(K)} = 6ijbu

Il est tres facile de construire de tels vecteurs a 1’aide de variables aléatoires uniformes :

o My(k)+ iMy(k) = V/2e%"Uk o les (Uy)x sont des variables aléatoires indépeﬁdantes
uniformément réparties sur 0, 1].

o M;(k)+iMy(k) ou les (My(k))x et les (M(k))x sont des variables aléatoires indépen-
dantes uniformément réparties sur | — /3, \/?:[

Si on pose X = R(TFD(X)) et Y = TFD(X)), on vérifie que
Cov(X:, X;) = ofi-j)
1<ij<n { Cov(¥i,Y) = oli—)
Cov(X;,Y;) =0
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Cette méthode présente un double avantage:

e Toute variable simulée est une combinaison linéaire de n variables indépendantes — n
étant grand — aussi la loi marginale des processus est asymptotiquement gaussienne.
Expérimentalement, on vérifie qu’il en est de méme pour la loi bivariable.

e Deux processus orthogonaux sont simulés & 1’aide d’une seule transformée de Fourier.
1l faut cependant calculer (6(k))ock<n—1:

e Si on connait la fonction f, on calcule alors f = TFD-1 (f) et 6=+mf ? .

o Si on connait la fonction de covariance périodisée o, il suffit de calculer la transformée
de Fourier 6. Ce dernier calcul est possible si le modéle dans Z, p, admet une portée
finie p et que p < n/2: la covariance périodisée se calcule alors directement par la

formule o (k) = p(k) + p(n — k).

C.2.1 Comparaison des méthodes de simulation

La méthode des moyennes mobiles et les deux méthodes de simulation présentées ci-dessus
— moyennes mobiles par méthode spectrale et méthode spectrale — sont utilisées pour
simuler k& échantillons indépendants et de taille ! d’un processus stationnaire sur Z dont la
covariance a une portée p. Ceci correspond au probléme de la simulation des droites pour
une simulation par bandes tournantes dans IR* d’une fonction aléatoire dont la covariance
est isotrope et de portée finie®. La covariance isotrope dans IR® utilisée ici est la covariance
sphérique, la covariance & simuler sur les droites est donc Cy(h) = (1 - 3|h| + 2| [*) jp<r ;5 12
discrétisation des droites est prise égale & 1/(p + 1), aussi faut-il simuler sur Z la covariance

p(k) = (1 — 3[A|/p + 2(|k1/P)*) Lk <p-

Au tableau C.1, sont reportés les temps de calcul pour simuler 200 droites avec différentes
valeurs de [ et p; on a distingué le temps de modélisation du temps de simulation :

e Le temps de modélisation pour les moyennes mobiles — le calcul de la fonction
(f(2))ogi<p Par décomposition unilatérale de la covariance — est indépendant du domaine de
simulation. Par contre, le temps de modélisation pour la méthode spectrale — il faut calculer
la transformée de Fourier discrete de la covariance périodisée sur le champ — dépend de la
taille du champ mais reste trés inférieur au temps de modélisation par moyennes mobiles.

¢ La simulation par moyenne mobile nécessite pour chaque droite le tirage de [ + p
gaussiennes indépendantes puis le calcul de ! combinaisons linéaires de p termes. Le temps
de simulation est approximativement tarar ~ E[(I + p)tr + Iptyr]. Expérimentalement, on
trouve t; = 1.6107% et t;; = 3.11077; ¢; correspond au temps nécessaire pour simuler une
gaussienne et ;5 a celui nécessaire au calcul d'un terme de la combinaison linéaire.

Le calcul du produit de convolution par méthode spectrale nécessite le produit de ! + p
nombres complexes et le calcul de deux transformées de Fourier discretes. Le calcul de la

2La relation liant la covariance dans IR! et celle dans IR?, Ci(p) = dCs(p)/dp, implique que C; admet la
méme portée que Cj.
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transformée de Fourier discréte de la fonction de pondération se fait dans la phase d’initiali-
sation. Le temps de simulation est donc: tarar. = k[(I+ p)tr + (I 4+ p)(t) + 2 trrr logy(1+ p))]
ot t; = 1.6107%, ¢} = 2.9107% et tppr = 2.21077; ¢y correspond au temps de simulation
d’une variable gaussienne et ) au temps pour multiplier deux complexes et tFrr est un
coefficient associé a 'algorithme de FFT. Le calcul du produit de convolution par méthode
fréquentielle ne se justifie que si Ipt; > (I + p) (17 + 2trrr logy(l + p), clest-a-dire si I’ordre
de la moyenne mobile est tres grande.

Pour la méthode spectrale, les droites sont simulées par paire. Il faut tout d’abord simuler
2(1 + p) variables uniformes puis calculer une transformée de Fourier discrete.

On a donc tys = k/2[2(1 + p)t; + trrr(l+ p)logy(I+ p)] ot ¢ = 1.3107° et ¢, = 2.21077;
% est le temps de simulation d’une variable uniforme.

Dans les exemples présentés, on a toujours tps < tamar; I’économie de temps calcul
est obtenue en substituant la simulation de gaussiennes indépendantes par la simulation
de variables uniformes. La méthode des moyennes mobiles avec le calcul du produit de
convolution par des méthodes spectrales nécessite toujours plus de temps calcul que les deux
méthodes précédentes.

Le calcul de la transformée de Fourier discréte d’un vecteur de dimension [ par FFT
nécessite un temps proportionnel a llog,(!), si [ est une puissance de 2. Dans la méthode des
bandes tournantes, cette condition n’est pas restrictive car on peut choisir la discrétisation
sur les droites de sorte que cette condition soit satisfaite: si t,,,, désigne la longueur des
droites & simuler, la relation liant le pas de discrétisation des droites et le nombre total
de points simulés, n = 2, est dt = (1 4 tmax)27"; 'unité de longueur est la portée de la
covariance et tyhax est le diametre du champ 3 simuler.

Pour un cas particulier (k = 200, ! = 482 et p = 30), les statistiques calculées sur les
droites simulées par méthode spectrale sont reportées a la figure C.2: pour le variogramme
et ’histogramme, on ne distingue pas la courbe expérimentale de la courbe théorique; le
nuage des corrélations différées est bien d’aspect bigaussien. Ceci justifie donc de simuler la
mesure spectrale en utilisant des variables aléatoires uniformes.

C.2.2 Simulation 2D par méthode spectrale

Les résultats sur Z/nZ utilisés dans la section précédente se généralisent & 2 dimensions:
Vensemble sur lequel une fonction aléataire stationnaire est simulée est Z/ny Z x Zfn,Z.
La transformée de Fourier discréte ainsi ¢ .« son inverse sont définies par:

1 ny~1ny—1 —ir !i.’ﬂ.+121‘1 o

TFD(f) (ki, k) = S Z Z € m e f(j1, g2)
N & J1=0 j2=0

1 ny1—1nz—1

gin ILRL i2k2
N SN e f(5y, 2)
71=0 j»=0

TFD7f) (ky, k2)
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Tableau C.1: Temps de simulation de 200 processus indépendants de covariance Lj<, (1 —

2(k/p) + 2(k/p)?)

1 - la portée de la covariance est 20

Moyenne Mobile Moyenne Mobile * Méthode Spectrale
l modélisation | simulation || modélisation | simulation || modélisation | simulation
108 0.25 0.52 0.26 1.10 <0.01 0.25
236 0.25 1.06 0.26 2.24 0.02 0.69
492 0.25 2.15 0.26 4.85 0.03 1.50
1004 0.25 4.42 0.26 10.18 0.04 3.10
2. I+4+p=1024
) Moyenne Mobile Moyenne Mobile * Méthode Spectrale
p ) modélisation | simulation || modélisation | simulation || modélisation | simulation
10 | 1014 0.25 3.77 0.26 10.20 0.04 3.10
20 | 1004 0.25 4.42 - 0.26 10.20 0.04 3.10
30 | 994 0.25 5.05 0.26 10.20 0.04 3.10
40 | 984 0.25 5.68 0.26 10.20 0.04 3.10
50 | 974 0.25 6.28 0.26 10.20 0.04 3.10

* Le calcul du produit de convolution s’effectue par méthode spectrale.

T
1 S TN
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variogramme expérimental

© O 0 O K KB M
N & O ® O N &
T

nuage des corrélations différées

10. 20. 30. 40.

histogramme expérimental

0.09

0.07

0.05

0.03

0.01

Min

-3.0 -1.0 1.0 3.0

Max Moy Var

-4.26

4.22 -0.00 1.00

Figure C.2: Simulation par méthode spectrale de (1 — 3(k/30) + 2(k/30)?) Ijxj<30
(Statistiques calculées sur 200 échart*!" »ns indépendants de 482 points)
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La encore, la transformée de Fourier transforme le produit de convolufion en simple produit,
frg=vmmaf§
Pour simuler la covariance p de portée finie, on la périodise par la formule
o(ky, k2) = p(ky, k2) + p(ny — ky, k2) + p(ky,n2 — ko) + p(n1 — ki, m2 — k2)

puis, apres avoir calculé sa transformée de Fourier inverse ¢ = TFD~(¢), on simule la
mesure orthogonale

X (kyy ko) = (v/ramz 6(ky, k2))7 (My(ky, k2) + i Mo (ky, ko)) -

Enfin, on calcule la transformée de Fourier directe. La variable simulée est donc X =
R(TFD(X)) ou Y = T FD(X)). Ces deux champs sont orthogonaux (voire indépendants

car ils sont asymptotiquement gaussiens).

La méthode spectrale & deux dimensions est utilisée pour simuler un schéma sphérique
isotrope: a la figure C.3 sont reportés une image 200 x 200 et les variogrammes expérimen-
taux, la portée de la covariance est égale a 20.

image simulée variogrammes expérimentaux
1 T T LR
1.0 ST
o . 8 a | e -.--_‘ ’
0.6} -
——— [10]
0 - 4+ t—e—— 2 [01] ™
N I . [11] 1
I L 1 1
10. 20. 30. 40.

Figure C.3: Simulation par méthode spectrale d’une image 200 x 200 de covariance sph(20)

Un tel schéma peut étre simulé également par d’autres méthodes: moyennes mobiles et
bandes tournantes. L’image simulée est une grille carrée n x n ; la portée de la covariance est
p. Pour ces trois méthodes, les temps de simulation sont décomposés de la maniére suivante :

e La simulation par moyennes mobiles nécessite la simulation de (n+p)? gaussiennes puis
pour chaque pixel de I'image d’un calcul d’une combinaison linéaire de p? termes dans le cas
ot le domaine de récursion est le quadrant supérieur gauche. Le temps de simulation est
tam = (n+p)’tr+n?ptyy on tr =2.8107° et ;1 = 5.710~7. Le temps de calcul nécessaire
pour identifier les coefficients de la moyenne mobile n’a pas été évalué ici.
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¢ Dans la méthode des bandes tournantes, les droites sont simulées par la méthode
spectrale; on a donc considéré le passage de IR' & IR® car la covariance & simuler sur les
droites est elle aussi de portée finie. Le temps de simulation des droites ne dépend que du
nombre total des points simulés N (page 151). Pour chacun des n? points de I'image, on
calcule une combinaison linéaire de k termes od k est le nombre de droites. On a donc:
tpr = k/2[2Nt} + t3;Nlogy(N)] + nktryy. t} et t5; sont les constantes de la méthode
spectrale 3 une dimension et t;;;y = 3.3107%s. Pour la méthode des bandes tournantes, 100
droites® discrétisées sur 512 points ont été utilisées.

e Par la méthode spectrale, on simule une image N x N, ot N = min{2” ; v € INet n+
p < 2"}, dont on ne retient qu'une image n x n. La modélisation nécessite le calcul d’une
transformée de Fourier discréte et de N? racines carrées. Quant a la simulation, elle nécessite
la simulation de 2N? variables uniformes indépendantes puis le calcul d’une transformée
de Fourier discréte. Le temps de simulation est donc tas ~ 2Nt} + t5,N?log,(N?) ou
1=2310"3 et t5; = 2.21077.

Les temps de calcul effectifs sont reportés au tableau C.2 et les courbes des temps de
simulation en fonction de la taille du champ A la figure C.4.

40. | - -1 40.
30. ~ ~ 30.
20. ~ -4 20.
I-F: ---------------
10. ~ : - 10.
0. 100. 200. 300 0. 100. 200. 3000. 300.

Figure C.4 : Temps de simulation d’une image n X n en fonction de n

moyennes mobiles : —
bandes tournantes : ---
méthode spectrale

points expérimentaux - +

3Dans ’annexe A, on a vu qu’une centaine de droites était nécessaire pour que les linéaments induits par
les droites disparaissent
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Tableau C.2: Temps de simulation d’un schéma sphérique de portée p sur une grille carrée

1 - grille 50 x 50

Moyenne Mobile || Bandes Tournantes Méthode Spectrale
P simulation simulation modélisation | simulation
10 0.24 1.64 0.16 0.19
20 0.70 1.64 0.64 0.78
30 1.43 1.64 0.64 0.78
40 2.41 1.64 0.64 0.78
50 3.66 1.64 0.64 0.78

2 - grille 100 x 100

Moyenne Mobile || Bandes Tournantes Méthode Spectrale

P simulation simulation modélisation | simulation
10 0.90 4.14 0.64 0.78
20 2.65 4.14 0.64 0.78
i 30 5.52 4.14 2.67 3.21
40 9.51 4.14 2.67 3.21
50 14.82 4.14 2.67 3.21

3 - grille 200 x 200

Moyenne Mobile || Bandes Tournantes Méthode Spectrale
P simulation simulation modélisation | simulation
10 3.51 - 14.22 2.67 3.21
20 10.53 14.22 2.67 3.21
30 21.92 14.22 2.67 3.21
40 37.80 14.22 2.67 3.21
50 58.54 14.22 2.67 3.21
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Les moyennes mobiles ne sont intéressantes que pour de trés petites portées, c’est alors
la méthode la plus performante. Pour des portées plus importantes, la méthode des bandes
tournantes est légérement moins rapide que la méthode spectrale.

Cette derniere méthode devient trés performante lorsqu’il faut calculer plusieurs simu-
lations: la densité spectrale n’est calculée qu’une fois et les simulations sont produites par
paires, la partie réelle et la partie imaginaire de I'image complexe simulée par transformée
de Fourier discrete.

Cependant si le domaine & simuler n’est pas une grille réguliére, la seule méthode appli-
cable est la méthode des bandes tournantes ; les droites peuvent toujours étre simulées par
méthode spectrale.
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