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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

0.1. Les distributions spatiales des variables régionalisées

Considérant un phénomeéne naturel se réalisant dans un domaine D, et se repré-
sentant par la variable régionalisée z(z) (z € D), nous nous intéressons & la distribution
spatiale de z(z) , c’est-a-dire a la fonction de répartition des valeurs prises par z(z) dans D
ou une partie de D. La reconnaissance de distributions spatiales & partir des échantillons
(souvent fragmentaires) présente son importance dans des domaines d’application bien
variés. Si par exemple, z(z) représente la teneur en un certain polluant dans une zone
D, alors la distribution spatiale de z(z) dans D permet de caractériser le pourcentage de
surface contaminée; si z(z) représente la teneur d’un gisement, sa distribution spatiale

permet d’obtenir la proportion de volume minéralisé.

En particulier, dans 'industrie miniére, les méthodes d’exploitation définissent un
support de sélection (bloc) largement plus grand que celui des échantillons. L’expérience
montre que la distribution des teneurs de blocs est toujours moins dispersée et présente
moins de valeurs extrémes que celle des échantillons. Ce phénomene connu sous le
nom: “effet de support” préoccupe les géostatisticiens qui cherche 3 estimer les réserves
récupérables. D’autre part, au moment de I’exploitation, la sélection de blocs est ef-
fectuée obligatoirement d’aprés les teneurs estimées mais pas les teneurs réelles (incon-
nues), ce qui entraine inéluctablement une perte de ressource naturelle. En effet, les
blocs dont la teneur réelle est au-dessous du seuil de coupure, mais dont la teneur es-

timée est au-dessus, seront considérés comme minerais, tandis que les blocs & teneur

1



réelle riche, mais estimée pauvre, seront considérés comme stériles. L’existence de
ce phénomene appelé “effet d’information” dénonce que dans I'estimation des réserves
récupérables, il n’est pas suffisant de corriger P'effet de support, mais il faut aussi savoir

ce que I’on peut obtenir & partir des informations disponibles.

0.2. Pourquoi le modéle gamma

C’est pour répondre & ces besoins que la géostatistique non linéaire se développe
maintenant depuis une quinzaine d’années. Parmi les différents modéles existant, le
modéle gaussien est le plus utilisé en pratique, et a fourni les vérifications les plus nom-
breuses. Le point de départ de ce modeéle est de transformer les données d’étude en
valeurs 3 distribution monogaussienne par une fonction d’anamorphose. Toutefois, il
s’avere de temps en temps que I'anamorphose gaussienne n’est pas souhaitable (cas des
données trés dissymétriques), ni méme possible (cas des données présentant des com-
posantes atomiques importantes). D’un autre c6té, méme si cela est possible (e.g. cas
de données respectant une loi lognormale), il n’y a pas de raison pour que les lois bivari-
ables soient aussi gaussiennes (ou plus généralement hermitiennes), ce qui est pourtant
nécessaire pour permettre la mise en ceuvre de la moins exigeante des techniques non
linéaires, qui est le krigeage disjonctif. De 13 vient la nécessité d’introduire des modeles
batis & partir des lois non gaussiennes (surtout des lois trés dissymétriques et des lois

discrétes) permettant de mieux évacuer ce genre de difficultés.

Dans cette thése, nous nous intéressons au modéle gamma proposé par Matheron
en 1973. La loi gamma a 'avantage d’avoir des formes trés variées selon son parametre
@, ce qui lui confére une grande souplesse dans les applications. Avec une petite valeur
de «a, la loi gamma admet une forme trés dissymétrique; en contre-partie, on retrouve
approximativement une loi gaussienne lorsque « est suffisamment grand. On voit ainsi
que le modéle gamma peut étre vu comme généralisation du modele gaussien. Ceci
suggére que le modéle gamma pourrait s’adapter & certains cas, notamment les jeux
de données trés dissymétriques, 14 ol le modeéle gaussien ne s’avére pas souvent tres

efficace.




0.3. Le fil directeur de ce travail

La mise en ceuvre du modéle gamma commence par une anamorphose qui trans-
forme le jeu de données d’étude en un autre a loi gamma. Le choix du parametre o de la
loi gamma intervient donc dés le départ. On choisit une valeur de a plutot quune autre,
si celle-13 nous permet d’obtenir une anamorphose robuste (en ce sens qu’elle est peu
sensible & des perturbations affectant les faibles valeurs), et de plus une modélisation
correcte de lois bivariables des données anamorphosées. La recherche d’un tel parametre

a constitue ’objet du premier chapitre.

Dans le chapitre 2, on énonce des méthodes d’estimation de distributions spatiales
locales au support d’échantillon. Ces méthodes sont ensuite illustrées par des exemples
tirés de simulations de deux types de processus gamma (diffusion et mosaique). A l'aide
de ces exemples, nous verrons "importance de la modélisation de lois bivariables dans

I’estimation de distributions spatiales.

Disposant d’un modele de loi bivariable au support d’échantillon, on se propose
au chapitre 3 de modéliser les distributions spatiales au support de bloc (correction
d’effet de support). On examine également l’effet d’information. Ceci nous conduit en
particulier & 'estimation des réserves récupérables globales. Nous discuterons aussi la
possibilité d’estimation des réserves récupérables en cas de mélange des supports et des

estimateurs.

Le chapitre 4 est consacré a 'estimation des réserves récupérables locales. Les
deux méthodes habituellement utilisées en pratique & savoir le krigeage disjonctif et le

conditionnement uniforme s’expriment ici dans le cadre du modele gamma.

Le chapitre 5 est un simple bilan, qui tente de tirer quelques points essentiels des
chapitres précédents, et aussi de montrer quelques problémes importants tant au plan

théorique que pratique.

Enfin, dans annexe, j’énumeére quelques résultats concernant I’application de la
loi de Gauss inverse (appelé aussi loi de Sichel continue par les géostatisticiens) qui est
comme la loi gamma, un cas particulier de la loi de Gauss inverse généralisée. Bien

que ces résultats ne constituent pas encore I’ensemble d’un modéle opératoire sauf dans
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quelques cas particuliers (les difficultés de mise en ceuvre de ce modele dans le cas général
sont purement mathématiques), quelques bonnes propriétés de cette loi telle que son
infinie divisibilité et son interprétation physique & I’aide du mouvement brownien sont
fort prometteuses. La lecture de cette annexe est indépendante des autres parties de ce

mémoire, excepté I’exemple d’application & la fin ol le méme jeu de données est repris.




CHAPITRE 1

MODELISATION DE LOIS BIVARIABLES
PONCTUELLES

1.1. Quelques rappels sur le modéle gamma

1.1.1. La loi gamma

On dira que la variable Y suit une loi gamma si sa densité vaut :

9e(y) = 1—:(1;58“”1/"“1 (1-1)

ol a est un parametre positif et ou la constante I'(x) est la classique fonction eulérienne.

La forme de la densité g, dépend de « (Figure 1-1). Si a < 1, g, est une fonction
décroissante, non bornée a l'origine. Si a > 1, g, est une courbe en cloche qui tend vers
une loi gaussienne aux grandes valeurs de a. Dans le cas intermédiaire a = 1, g; est

exponentielle.

La loi gamma posséde des moments de tout ordre :

I'(a+n)
I'(e)

En particulier, m = a et 0% = a. Sa transformée de Laplace vaut :

E(Y™) =

1

B = e
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Figure 1-1.: Les diverses formes prises par la densité gamma

en fonction de son parametre «.

et sa sélectivité vaut (Matheron, 1982) :

T(a+ 1)
V()

ol Y et Y’ sont indépendantes et & la méme loi gamma g, .

S = %EIY—-Y’I:

Rappelons d’ailleurs que la loi gamma g, correspond au cas b=1 de la loi gamma,
de parameétre o (> 0) et d’indice b (> 0) qui a pour densité :
ba
9o, b(y) = 'I'.-(E)‘e"by y* (y>0)

Si Y admet la loi gamma g, , alors Y/b admet la loi g, ;. Autrement dit, b n’est qu’un
facteur d’échelle. Dans ce qui suit, on s’intéresse uniquement & loi g, , excepté certains

cas qui seront indiqués.
1.1.2. Les polyndmes de Laguerre

De méme que les modéles isofactoriels gaussiens s’expriment en termes de poly-

ndémes d’Hermite, les modéles isofactoriels gamma vont se développer de maniére simple
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sur une base de polyndmes de L?(R,, g,). On définit les polyndmes de Laguerre a ’aide
de la formule de Rodrigues :
(m)

9a(y)
Désignons leur version normée par I%(y) :

2(y) = ba La(y)
«_  [Dlatn)
b = I'(a)n!
H(y) =1

s =va(1-1)

avec :

En particulier :

a(a 2
1) = /& a D [1—-2&31+a(ay+ 1)}

et plus généralement I2(y) est un polynome de degré n :

s =1 0 () sy

Ces polyndomes se calculent rapidement grace & la relation de récurrence :

~(e+n—-1)L5(y) =ly—o—2(n—D]L5_(y) + (n— 1) L7_5(y)

On vérifie aisément que ces polynomes sont orthogonaux pour g, :

/0+°° () 15 () 90(y) dy = bnp

Notons aussi la transformée de Laplace de 12(y)g.(y) qui s’obtient aisément & partir

de la formule de Rodrigues :

oo —Ay Jo n o A"
/0 eI (Y) 9o(y) dy = (-1) bnm



1.1.3. La loi bigamma

Soient maintenant X et Y deux variables aléatoires de méme loi g,. On dira que
le couple (X, Y) suit une loi bigamma s’il existe un coeflicient p positif mais strictement
inférieur & 1, tel que la densité du couple a pour expression :

()™ ()

%29 = Fya=a \p = p

ou I désigne une fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espece :

Z = z n
2= (3)" Y morarn G)

n=0

Sous cette forme, la loi bigamma n’est guére manipulable. Fort heureusement, elle peut

également s’écrire au moyen d’un développement en polynomes de Laguerre :

+00
gz, y) = D P IE(2) 13(Y) 9a () ga(y) (1-2)

n=0

Compte-tenu de 'orthogonalité des polynomes de Laguerre, il est aisé de montrer

que la loi bigamma échange les facteurs :

E[I(X)|Y]=p*[5(Y)
E[I3(Y)| X]= o 13(X)

Ces équations sont du reste caractéristiques du modele bigamma compte-tenu de ce que

les 1 constituent une famille totale de L2(R;, go). De la, il découle facilement que :
CoulI2(X), I5(¥)] = Snp (1 = ba0) 4"

et que le coefficient entre X et Y est précisément p.

La forme d’une loi bigamma dépend fortement de son parameétre o (Figures 1-2).
Lorsque a < 1, les deux variables prennent en général de faibles valeurs. Il se peut
toutefois que 'une d’entre elles prenne une valeur plus élevée. On observe alors que des
motifs en ailes de papillon particulierement nets lorsque p n’est pas trop proche de 1.
Lorsque o augmente, ces motifs s’estompent peu a peu pour totalement disparaitre a la
valeur a = 1. A partir de cette valeur, les lignes d’isodensité se referment pour dessiner

des formes de plus en plus elliptiques.



0.45-]
0.40
0.35-}
0.30
0.25
0.20

0.15

g.10 N ) .,;.o
8250

0 0.050.100.150,200.250.300.350.400.45

(a): a=01

.
- W E N DWW O - VW =

I

O 0O O O 0O O O O O O = m m m =

Fiures'1-2 : Tracé de lois bigamma par lignes d’isodensité.
Le parametre o prend les valeurs 0.1, 0.5, 1. et 10.

Le coefficient de corrélation entre les variables reste le méme (0.6).
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Figures 1-2(suite) : Tracé de lois bigamma par lignes d’isodensité.
Le parametre o prend les valeurs 0.1, 0.5, 1. et 10.

Le coefficient de corrélation entre les variables reste le méme (0.6).
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La raison de ce phénomene vient de ce qu’une loi bigamma tend & se rapprocher
une loi bigaussienne etre o ente ele re le peti
d’une loi bigaussienne lorsque son parameétre o augmente, comme le montre 1 tit

calcul suivant :

Partons de la transformée de Laplace d’une loi bigamma qui s’obtient & partir de

celle des polyndmes de Laguerre :
E(e? X # ) = [1+ A4 pu+ (1= p)Agl™®

On en déduit immédiatement la transformée de Fourier du couple centré réduit :

Passons au logarithme et faisons tendre & vers I'infini. On obtient :

im tnp{ )] o e H20uy
a—+4o0o —-— 2

qui est précisément le logarithme de la transformée de Fourier d’une loi bigaussienne.

Notons aussi qu’une anamorphose gaussienne ne transforme pas une loi bigamma
en une loi bigaussienne. En effet, si Y(z) est une fonction aléatoire stationnaire 2 loi
bigamma (1-2), son anamorphosée gaussienne Z(z) = G-*{G.[Y(z)]} admet la densité bi-
variable :

400
F(s,8) = 9(5) 9(®) Y p" IAGS GG GO}

n=0
ol g et G désignent respectivement la densité et la fonction de répartition de la loi de
Gauss centrée et réduite, et ou G, est la fonction de répartition de la loi gamma g..
Sous cette forme, il est clair que f(s,t) n’est point une loi bigaussienne. On observe sur
les figures 1-3 que f(s,t) s’éloigne de plus en plus de la densité bigaussienne lorsque o

diminue.

1.1.4. La loi de Laguerre

Par mélange de lois bigamma, on peut obtenir une généralisation de la loi bigamma.
Il s’agit de la loi de Laguerre dans la terminologie de Matheron (1975), qui admet une

densité de la forme : oo
9a(2, ) = Y, P 15(2) 13(y) 90 (%) 9a(y) (1-3)

n=0
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Figures 1-3 : Tracé de lois de deux variables monogaussiennes obtenues par

anamorphose d’une fonction aléatoire bigamma (p =0.6).
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ol les p, sont les moments d’une variable aléatoire R comprise entre 0 et 1 et non presque

stirement égale a 1 : .
pn=FE(R") = / ™ @(dr)
0

Il est aisé de voir que si R est une constante, on retrouve une loi bigamma.

On peut aussi vérifier qu'une anamorphose gaussienne ne transforme pas une loi
de Laguerre en une loi hermitienne (sauf le cas mosaique olt R est concentrée aux deux

points 0 et 1).

1.2. L’anamorphose empirique

Nous désirons anamorphoser la fonction aléatoire stationnaire Z en une autre fonc-
tion aléatoire Y de la loi stationnaire go. Pour ce faire, nous devons connaitre la loi
stationnaire F de Z, ce qui, en général, n’est malheureusement pas le cas. Nous ne

disposons souvent que d’un estimateur de F, & savoir la loi empirique :
7

N
F*(dz) = pib,,(dz)

i=1
ol les z; sont les valeurs prises par les échantillons de Z et les p; sont leur fréquence

d’apparition.

Dans ces condition, pourquoi ne pas introduire la fonction d’anamorphose entre
F* et g, 7 Compte-tenu du caractére atomique de F*, cette fonction notée ¢ aura pour

valeur :
N

#(y) = Zzi 1[ys_1,ya[(y)

i=1

les y; s’exprimant simplement & l’aide de la fonction de répartition G, associée a la loi

Ja
1
yi=G;1 ij t=1,2,...,.N
j=1

et particulierement y, = 0. Une telle fonction ¢ est appelée anamorphose empirique
(Lantuéjoul, Rivoirard, 1984).

L’anamorphose empirique n’étant pas bijective, il n’existe pas & proprement parler

d’anamorphose inverse. En contrepartie, on peut définir une fonction pseudo-inverse en
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associant a tout z; la valeur moyenne de la loi g, sur 'intervalle [y;_1, y[ :
Yy

1 Yi
Y(z) = o ¥94(y) dy

T JSYin

ce que 'on peut écrire de fagon plus synthétique :

¥(z) = E[Y |$(Y) = z]

Cette fonction pseudo-inverse est bien slir purement conventionnelle. Elle a du

moins le mérite de préserver la moyenne de g, :

N N Ui 400
Y= [ " vendy= /0 Y 9a(y) dy

i=1 i=1

- e e - - -

e > - - - - - - -

e iy e e e e e -

&

e ( %= ¢(y)
¥(2i) Y € li-nul

«
o

Figure 1-4 : Définition de ’anamorphose empirique

et sa fonction pseudo-inverse.

Par contre, les moments d’ordre plus élevé ne sont plus respectés. En particulier,
la variance des ¥(z;) est inférieure a celle de la loi g,. En effet, siY ~ g,, alors ¢(Y) ~ F*
et :

E{Y|4[$(Y)]} = E[Y | $(Y)] = ¢[4(Y)]
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qui est une relation de dispersion de Cartier (Matheron, 1984). Il faut noter toutefois
que Pécart entre la loi de ¥(Z) et g, n’est jamais bien important pour peu que 'on
dispose d’un nombre raisonnablement élevé d’échantillons et que les valeurs de ceux-ci

sont assez bien diversifiées.

Enfin, pour la mise en ceuvre du modeéle gamma, il est avantageux de développer

Panamorphose ¢(y) en polynomes de Laguerre :

+00
) =D nll(y)

n=0

avece <
N

b = / B0 12 ) dy = 3z / " 18(y) galy) dy

i=1 Yi-1
qui se calcule sans aucune difficulté. En pratique, on ne peut utiliser bien sfir qu’'un
nombre limité (noté n;) de polyndmes. n, est choisi habituellement de facon & ce que
la variance de Y0t ¢,12(Y) qui vaut Yot ¢2 ne differe guére de Var[¢(Y)] = 3513 42
L’autre critere vraisemblablement plus robuste consiste a respecter au mieux la valeur

minimum de é(y), & savoir :
e
min[d(y) ]~z = Z¢,,, bEm Y hnbS
n==0

Notons d’ailleurs que ce critere perd sa signification lorsqu’il s’agit d’une variable

aléatoire sans limite inférieure.

1.3. Choix du parameétre d’anamorphose gamma

La mise en ceuvre du modéle gamma débute par le choix du paramétre « de la loi

gamma, g, que ’on appelle (abusivement) parameétre d’anamorphose gamma (ponctuel).

Du point de vue pratique, il parait naturel de choisir o de facon & ce que la loi
gamma g, de Y et la loi empirique de Z se “ressemblent” le plus possible, car cela
permet d’obtenir une fonction d’anamorphose robuste. Pour comparer les deux lois, on

introduit un parametre d’échelle b tel que :

E(bY)=E(Z)
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Notons X =bY. En fait, c’est la ressemblance entre X et Z qui est significative ici. Les

caractéres de ressemblance dont nous énumérons quelques uns ici sont nombreux :

(a) le méme coefficient de variation pour X et Z ou, ce qui revient au méme :
g=c

(b) la méme médiane pour X et 7 :

(¢) la méme sélectivité pour X et 7 :
Sx =85z
(d) le méme indice de normalité pour X et Z :
R N TV
ox oz

Rappelons que la croissance de cet indice reflete la convergence vers la normalité
(Matheron, 1985(b)). Il existe encore d’autres caracteres de ressemblance possibles,
citons en particulier celui utilisé par Demange, Lajaunie, Lantuéjoul et Rivoirard

(1987) & savoir de préserver le pourcentage des échantillons stériles.

Selon ces différents caracteres, on obtient souvent des valeurs de o assez variées.
Dans le cas des données tres dissymétriques (une proportion tres forte de faibles valeurs
et une queue de distribution trés allongée) par exemple, le paramétre o obtenu selon le
caractére (a) ou (d) est souvent tres faible, au contraire on tombe sur des valeurs de o
plutot élevées d’apres le critére (b) ou (¢). D’ou encore indétermination du parametre

.

Par ailleurs, le krigeage disjonctif et bien d’autres techniques de géostatistique
nécessitent la connaissance de lois bivariables. C’est ici qu’intervient un critére interes-
sant : a sera choisi de facon & ce que les couples anamorphosés suivent au mieux des lois
bigamma ou plus généralement des lois de Laguerre. C’est d’ailleurs 1a l'intérét capital

du modele gamma, par rapport au modele gaussien.

Notons que le critéere du respect des lois bivariables ne donne pas de formule ex-

plicite pour obtenir la valeur de «. En pratique, on peut procéder en choisissant a priori
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quelques valeurs d’essai (selon les caractéres (a), (b), (c) et (d) précédents par exem-
ple), et puis en testant le caractére bivariable des données anamorphosées. La valeur
retenue sera celle dont les anamorphosées respectent le mieux le caractére bigamma ou
de Laguerre. C’est la raison pour laquelle nous allons voir comment tester le modele

gamma.

1.4. Quelques tests pour le modéle bigamma

Nous entendons ici par test la définition de propriétés vraies dans le cadre d’un
modele, et que 'on vérifie ou non dans le cas des données expérimentales. Dans la ter-
minologie des statisticiens, le mot test recouvre des procédures beaucoup plus completes,
aboutissant & la définition de zone d’acceptation et de rejet d’hypotheéses formulées pour
un niveau de risque fixé & Pavance. Cela suppose en général que l'on soit capable de
connaitre les distributions de certaines statistiques sur lesquelles sont fondées ces tests,
ce qui semble peu réaliste dans notre contexte. Les procédures dont il sera question ici
pourront néanmoins conduire au rejet de certains modeles, ou a la comparaison de deux

modéles en concurrence.

Considérons comme précédemment la fonction aléatoire stationnaire d’étude Z(z),
et désignons par Y(z) la fonction déduite de Z(x) par anamorphose selon la loi gamma de
parametre a. Nous voulons tester le caractére bigamma de Y(z) : existe-t-il une fonction

de corrélation p(h) telle que le couple (Y(z), Y(z + k)) admette la densité bivariable ?

400
ga(s,t) = D A (R I5(5) 13(2) gals) 9a(2)

n=0
1.4.1. Les nuages de corrélation différée

Nous avons constaté dans §1.1.3. que la loi bigamma revét des formes tres différentes
selon son parameétre . Pour une anamorphosée gamma Y(z), il est donc intéressant
d’établir les nuages de corrélation différée (c’est-a-dire les nuages de corrélation entre
les variables Y(z) et Y(z+h)), ce qui permet une comparaison avec le tracé de la densité
bigamma théorique de méme parameétre . En particulier, pour 'anamorphose gamma
3 grande valeur de « (ou 'anamorphose gaussienne), les nuages de corrélation différée

doivent étre de forme elliptique si Y(z) suit une loi bigamma (ou bigaussienne).
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1.4.2. L’espérance conditionnelle des facteurs

Le test qui parait le plus approprié est le controle des égalités :

E{Ii[Y (z + h)]| Y(2) } = " (R) 1]V ()]

qui caractérisent le modéle bigamma. Une telle aproche a été pratiquée avec succes
dans le cas gaussien par D. Guibal et A. Zaupa-Remacre (1984). Elle présente toutefois

un certain nombre d’inconvénients que nous consignons ci-dessous :

e Le .calcul des espérances conditionnelles requiert un nombre considérable de don-
nées.

e En toute rigueur, pour tester le modéle bigamma, il faudrait effectuer le controle
des espérances conditionnelles & tous les ordres et a toutes les distances qui sont
nécessaires pour la mise en ceuvre du krigeage disjonctif. Cette opération, parti-
culiérement lourde, n’est ou ne peut jamais étre menée complétement.

e Un estimateur sans biais ne présente véritablement d’intérét que s’il est entaché
d’une faible variance. S’il en est ainsi pour le modeéle bigaussien, il n’en va cer-

tainement pas de méme pour le modéle bigamma. Par exemple, on trouve :

Var( (e + WIYE) = v} =1 o(8)] [2DL 41— o) |

Il s’agit d’une fonction affine de la valeur conditionnelle et décroissante en «.

Lorsque o tend vers 0, cette variance peut devenir arbitrairement grande.

A vrai dire, il est possible de remédier au premier de ces inconvénients en remplagant
la condition “Y(z) = y” par une condition plus souple du type “Y(z) < y” par exemple.

On parvient & des expressions tout aussi simples :
E{Q[Y(z+h)]|Y(z) <y} =p"(h) E{I;[Y(2)]|Y(z) <y}
que l'on obtient immédiatement en remarquant que :
E{I3[Y(z+ M) 1y@<y } = E{Y (@ + B Y(2) | vy } = 2" (B) E{ 5 [Y (2)] | Ly (s)<y }

Malheureusement, cette amélioration est insuffisante pour pallier les autres inconvé-

nients.
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1.4.3. Les variogrammes d’ordre 1 et 2

Si la fonction aléatoire Y(z) suit un modele bigamma de parametre o et de fonction
de corrélation p(h), Matheron (1982) a établi :

1r(h) = 3 BE{[Y(z+h) = Y(@)P } = a[1- o(h)]

a4+ L
A0 = LEQ¥ @+ h) - Y = Dot D T

VT I(a)
d’ot1 il résulte que :
B0 _ [r®)
1% (e0) 1y (0)

Interprétons ce résultat : & chaque distance h sont associées les valeurs des variogrammes
d’ordre 1 et 2 normés. Le graphe de la courbe paramétrée en k (v (h)/7(00), vy (R)/ 1y (0))
a une forme parabolique. Cette forme, particulierement simple a reproduire, peut servir

de test au modele bigamma.

Ce test est-il caractéristique du modeéle bigamma ? En autres termes, si le couple
(Y(z), Y(z +h)) vérifie :

T(at3) o

Vr(a)

est-il bigamma ? En fait, rien n’est moins stir. A 'heure actuelle, nous ne connaissons
3 v

VE{[Y(z+h) - Y@} _ \/%E[Y(wh)w(m)]z

pas la réponse & cette question, méme dans le cas ou le couple est infiniment divisible.

Notons toutefois le fait suivant : si le couple (Y (z), Y(z+h)) suit une loi de Laguerre

vérifiant la propriété ci-dessus, alors le couple est bigamma.

En effet, la propriété étudiée se réécrit :

/01\/1“3@(@) = \//01(1—r)w(dr)

qui est une formule de Cauchy-Schwarz appliquée aux fonctions 1 —7r et 1. Puisqu’il y
a égalité, on a donc :

1—-r=C1 w p.s.

ce qui ne peut se faire que si @ a un support ponctuel, i.e. @ = §,, et le couple (Y(z),

Y(z + b)) suit bien une loi bigamma.
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Une application possible de ce test est la recherche du parametre o de 'anamorphose
gamma. « sera choisi de fagon & ce que le graphe de la courbe paramétrée en h des vario-
grammes d’ordre 1 et 2 de la fonction aléatoire anamorphosée Y, soit le plus conforme

3 larc de parabole y =22, 0 <z <1 (cf. Figures 1-5).
1.4.4. Contréle du variogramme de Z(z)

Losqu’une valeur de o est obtenue, on peut estimer le variogramme de Z(z) a
Paide de celui de son anamorphosée Y(z). D’ol1 vient un contrdle possible du caractere

bigamma de Y(z) qui est le respect du variogramme expérimental de Z(z) :

+00
1z(R) =Y dal1=p"(h)]
n=1
ou les coefficients ¢,, désignent les coefficients du développement de la fonction d’anamor-

phose en polynomes de Laguerre.

Notons par contre que ce controle perd sa signification lorsque la fonction d’anamor-

phose est linéaire.
1.4.5. Le variogramme de rang

Considérons tout d’abord le cas d’une fonction aléatoire bigaussienne Y(z) de fonc-
tion de corrélation p(h). Notons G la fonction de répartition de la loi de Gauss, il n’est

pas difficile d’établir que :

1 1 . plh
Tar)(h) = T ﬂArcszn (2 )

Plus généralement, soit Z(z) une fonction aléatoire stationnaire de loi ', admettant Y(z)

pour anamorphosée gaussienne. Alors, F(z) = G(y) de sorte que :

1 1 . p(h
Trzy(h) = i é—ﬂArcszn—%l

ce qui permet de “lire” la fonction d’autocorrélation de Y(z) & partir du variogramme
de rang de Z(z) :
. ™
(k) = 2sin | = 27 7z (B) |
Une démarche tout a fait similaire peut étre appliquée au modele bigamma.
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Figures 1-5 : Un exemple d’adéquation & un modéle bigamma
sur un jeu de données simulées d’un processus de diffusion

gamma avec a = 0.5, p(h) = e~I*! et ses anamorphosées.
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Considérons une fonction aléatoire bigamma Y (z) de parametre o et de fonction de
corrélation p(h). Pour évaluer 74 _y,, il est commode d’introduire le développement en

polynomes de Laguerre de la fonction de répartition G, :

+o0
Galy) =Y _€212()

n=0

+00
=] a0 sul) dy
0
comine :

+o0
Tour(B) = 7= D 0" (h) (67
n=1

on voit que tout se ramene a I’évaluation des ¢2. Pour ce faire, il suffit d’intégrer par
parties de facon a faire disparaitre G,, puis d’intégrer séparément chaque monome du

polynome de Laguerre. On obtient :

1
o =
§0_2

o I(a+n) T(a+1) . . 1
E":_v 47 I'(a)n! I‘(a+f) F(l-—-n, 205 a+ 1 5)
-1 I'(n+a) o 1V n-1\ TQa+k)
= 2%aT(a) r(n+1)r(a)§)("2') (k )I‘(a+1+k) (n21)

ol F' est une fonction hypergéométrique. L’expression plutdt compliquée de ces coef-

ficients ne nous a pas permis de calculer explicitement la somme de la série. Tout au

plus avons-nous pu en donner une représentation intégrale :

I'%(20) (1 =)t

70 = QTR D Jyy @- 0

F [2a, 20; o+ 1; (2—_-;-5-2-] dr

qui donne lieu & plusieurs cas intéressants de simplification. Citons en particulier :

— p(h

En pratique, les méthodes du variogramme de rang doit étre utilisée avec prudence.
L’expérience nous a montré (cf. §1.9.) qu’un test basé sur ce variogramime est parti-
culierement peu puissant, en ce sens qu’il ne permet pas, par exemple, le rejet d’un
modéle bigaussien, lorsque celui-ci est manifestement inadapté au vu d’autres statis-

tiques.

22



1.4.6. Remarques

Parmi les différents tests de loi bivariable qui ont été présentés aux paragraphes

précédents, seule 1’espérance conditionnelle :
E[RX)|Y]=pl5(Y) (n20)

constitue un test exhaustif en ce sens qu'il caractérise la loi bivariable. Cette exhaus-

tivité est d’ailleurs purement illusoire & cause de la difficulté de sa mise en ceuvre.

Les autres critéres de type variographique ne sont en général pas suffisants pour
caractériser les lois bivariables. Mais ils ne sont pas difficiles & mettre en oeuvre pourvu
que Pon puisse estimer les variogrammes. Dans les trois cas d’études qui suivent, nous
verrons comment la combinaison de ces criteres permet de controler les hypotheses et

peut nous orienter vers le choix d’un modele.
1.5. Quelques exemples du modele de Laguerre et leurs tests

1.5.1. Expressions générales

Il peut arriver qu’il n’existe aucune anamorphose gamma permettant une modélisa-
tion bigamma adéquate des lois bivariables. Dans ce cas, il est nécessaire de se situer
dans un cadre plus général que le modele bigamma. Dans cette partie, nous reprenons

le modéle de Laguerre qui n’est autre que le mélange des modeles bigamma.

Rappelons que, dans ce modéle, le couple (Y (z), Y(z + h)) admet la densité :

+o00
9a(5:1) = Y pa(R)I3(5) 15(1) 9(5) 9a(t)

n=0
ou les p,(h) sont les moments d’une variable aléatoire R(h) comprise entre 0 et 1, et
non presque siirement identique & la constante 1. Dans ce modéele, le coefficient de

corrélation entre Y(z) et Y(z + h) n’est autre que pi(k) (noté simplement p(h) ).

Les formules d’échange des facteurs deviennent :
E{[Y(z+h)]|Y(2) } = pn(R) [Y (2)]
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et la formule de controle du variogramme de Z(z) (= ¢[Y(x)]) s’écrit :
+0o0
12(k) =Y 6% [1 = pu(B)]
n=1

Quant aux variogrammes normés de Y(z), on obtient :

) E[1—R(k)]=1—- p(h)

7y (20)
(k) _ —
ey = 2 [VIZ TR

Ces relations servent ensuite de tests du modele de Laguerre.

Notons que si R(h) est une constante, on retrouve le modele bigamma étudié
précédemment. Dans ce qui suit, nous allons considérer tour & tour trois autres ex-

emples de modeles de Laguerre en spécifiant la loi de R(h).
1.5.2. Le modéle mosaique

R(h) prend les valeurs 0 et 1 avec les probabilités repectives 1 — p(k) et p(h). Dans
ce cas : .
1y (h) 1v(R)
=1-ph)=
(o)~ T = )
de sorte que les variogrammes d’ordre 1 et 2 de Y(z) sont proportionnels. Parmi les

modeles de Laguerre, le modeéle mosaique est celui qui minimise la destructuration
(Matheron, 1982).

1.5.3. Le modéle barycentrique

Dans cet exemple, R(h) prend trois valeurs, & savoir 0, p(h) et 1 avec les probabilités
g, r et p. Pour avoir E[R(h)] = p(h), on doit nécessairement prendre p = p(h)(1 —r) et
g = [L — p(h)] (1 —r) de sorte que le modele dépend d’un parametre » qui peut varier entre
0 et 1. Pour une valeur de r fixée, on obtient :
pn(h) = E[R"(R)] =7 p"(h) + (1~ r) p(h)
Quant aux variogrammes d’ordre 1 et 2, on obtient :

M—l—p(h)

Yy (00) B
71%/(’7') =1 =r)[1—p(h)]+r+/1—p(h)
7y (00)
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de sorte que 'on a :

711((") (1 v (h) vy (h)
o) - 775000 T 3o

En fonction de la valeur du paramétre r, le modéle barycentrique varie contintiment du

modéle bigamma au modéle mosaique (Figure 1-6).

l'a Ld l L I ) l L) l 1 ]
. IDu hout ou bos -
r=0.8, r=0.2
9.8~ | r=@.4. £=0.5 -
r=0.8, r=1.8 l
~~
8 e.5 | i
hee
P
~ 5 i
~~
<
e’
?->: 8.4 - -
2.2 -
l L l 1 l F I A
2-%25.0 2.2 e.u 8.6 3.0 i.0

1y (B)/ 7y (o0)

Figure 1-6 : Formes possibles du modele barycentrique.

1.5.4. Le modéle beta

Dans cet exemple, la variable R(h) suit une loi beta de densité :

T(+v) ue1q _pyo-
Twre) " A=

ol1 u et v sont deux parametres positifs.

w(r) =

Cette loi posséde des moments de tout ordre :

I'(u+v) T(ut+n)
M(p+v+n) T(p)

Pn (h) =
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avec en particulier :

pi(h) = p(h) = = (1-4)

Pour les variogrammes, on trouve :
1v(h)
2L — 1 p(h
7y (0) )

() _ _Te+v) TE+3)
(o)  T(u+v+i) T(@)

qui peut se récrire & 'aide d’un seulement des deux parameétre p ou v en tenant compte

de la relation (1-4). Par exemple :

Am _ T(=m) re+p
() 1 (i) @

Les relations entre les variogrammes normés d’ordre 1 et 2 n’ont pas de forme simple
(Figures 1-7 (a) et (b)).

lua L] I 1 l 1] I 1] l 1
. |Du hout au bae: .
H98.0, 4 =08.2
8.8 Flu=0.5, u=1.8 -
p=2.8, H4—+ ]
C—~
8 8.6 —
=
Z‘
~ B =
L~
(ol
=
2 e.u -
8.2 |- —
{ L 1 N 1 A ] L
8-85.0 9.2 8.u 8.6 8.8 1.0
: 1
; 7y (h)/ 1y (00)

(a) : En paramétre u

Figures 1-7 : Quelques formes possibles du modéle beta.

26



lla 14 ‘ L} ' k § l ¥ l |
L. |Du haut ou bos: 4
V48.8, v =08.2
8.8 |yeg.5, vr=1.0 7
v=2.0, v -rtoo i
—~~
8 .5 | -
=
F -
S~ -
o~
ok
e’
S et -
.2 | ~
° 1 . 1 . 1 \ ] .
8-25.2 8.2 2.4 2.6 8.8 i.e
1
75 (h)/ 7y (c0)
(b) : En parametre v
1.6 T | 1] I T ! ¥ I 13
. [Du hout ocu bae: 4
p2e.08, g=0.2
8.8 - | 3=0.5. §=1.0 B
f=2.8, g-t> i
~—~
8 8.6 |- —
=
2 |
Ry B
~~
)
A
Ze.ul 4
8.2 -
l L I 1 l i | 1
@-25. 9 8.2 8.4 8.6 2.8 1.8

7 (h)/ 7% ()

(c): En parameétre g

Figures 1-7(suite) : Quelques formes possibles du modéele beta.
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On peut aussi prendre pg = Bp(h) et v = B[1 — p(k)] en introduisant un paramétre g

(0< B < +0). Les p,(h) se récrivent :

L(8) TiBp(h)+n]
L(8+n) T[Bp(h)]

La relation entre les variogrammes normés d’ordre 1 et 2 a des formes différentes (Figure

1-7 (<))

pa(h) =

1.6. Cas d’étude : gisement de Bertholéne

Il s’agit d’un banc d’une mine d’uranium. On dispose de 144 sondages verticaux
de 6m de longueur, implantés selon une maille réguliére de 2mx3m. Les échantillons
correspondent a des passes de 1m obtenues par régularisation le long des sondages, et

pour lesquels on connaft la position du centre de gravité et la teneur moyenne exprimée

en ppin.
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Figure 1-8 : Gisement de Bertholéne - histogramme des données brutes.
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Compte-tenu de ce que les échantillons présentent un histogramme (Figure 1-8)
dissymétrique (o/m = 1.9), nous avons choisi de travailler dans le cadre de 'anamorphose

gamma. Le tableau 1-1 présente les statistiques des anamorphosées empiriques gamma
pour différentes valeurs du parametre .

s 0?
a
théorique expé. err. rel. (%) | théorique expé. err. rel. (%)

0.1 0.08831 0.08831 0.000 0.1 0.09905 0.950

0.5 0.31831 0.31831 0.000 0.5 0.49885 0.230

1.0 0.50000 0.50000 0.000 1.0 0.99869 0.131

GAMMA

2.0 0.75000 0.74999 | 0.001 2.0 1.99840 0.080

5.0 1.23047 1.23044 0.002 5.0 4.99724 0.055

10 1.76197 1.76190 0.004 10 9.9412 0.059
GAUSS 0.56419 0.56416 0.005 1 0.99867 0.133

Tableau 1-1 : Gisement de Bertholéne - statistiques des anamorphosées.

On note que pour chaque valeur de «, les valeurs expérimentales de sélectivité
et de variance sont pratiquement confondues avec les valeurs théoriques. Cela justifie

Putilisation de anamorphose empirique gamma pour toute valeur de son parametre o .

Ensuite, nous avons construit les nuages vy /7% pour ces différentes valeurs de «. Il
se trouve que le nuage ne devient trés proche de la courbe théorique bigamma qu’aux

grandes valeurs de o (Figure 1-9). Le cas bigamma o = 5 est pratiquement équivalent
au cas bigaussien (Figure 1-10).

Par ailleurs, il n’est pas inintéressant de visualiser les nuages de corrélation différée

des anamorphosées gaussiennes (loi bivariable empirique des (Y(z), Y(z +h)) ).

Quelques uns sont reproduits (Figure 1-11). Ils ont été obtenus le long des sondages
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Figure 1-9 : Gisement de Bertholéne - nuage associé aux variogrammes d’ordre 1 et 2

des anamorphosées gamma (a = 5).
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Figure 1-10 : Gisement de Bertholene - nuage associé aux variogrammes d’ordre 1 et 2

des anamorphosées gaussiennes.
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1.7. Cas d’étude : le gisement de Luceda

La situation oll une anamorphose gaussienne restitue une fonction aléatoire bi-

gaussienne n’est pas générale, comme nous allons le voir maintenant.

Les données proviennent d’un autre gisement d’uranium reconnu par une cinquan-
taine de sondages verticaux. Chaque sondage contient en moyenne 40 échantillons. Le
coefficient de variation (o/m = 3.7) est beaucoup plus élevé que celui du gisement de
Bertholene étudié précédemment (o/m = 1.9). L’objectif ici est de modéliser la loi bivari-
able de la teneur des échantillons. S’agissant d’un gisement d’uranium, nous avons fait
choix de 'anamorphose gamma. Le paramétre o a été choisi a priori de facon a ce que
Z et Y admettent le méme indice de normalité (S/o+/7). On obtient ainsi : « = 0.0541.

Un tel choix a permis une approche grossiére de 'histogramme des échantillons.

La comparaison des nuages expérimentaux vy, /v} obtenus par anamorphose gaus-
sienne et par anamorphose gamma, est fort instructive (Figure 1-13). Le premier nuage
est fort éloigné de la courbe bigaussienne. L’adéquation dans le cas bigamma est bien
meilleure. Elle peut du reste étre encore améliorée par ajustement & un modele beta

(8 =1.) ou un modele barycentrique (r=0.6).

A partir de ce modele de loi bivariable, nous avons calculé le variogramme 7, qui

est en excellent accord avec le variogramme expérimental de Z (Figure 1-14).

Pour finir, il est intéressant de regarder le nuage de corrélation différée des anamor-

phosées gaussiennes (Figure 1-15). On sait qu’un tel nuage n’est en rien bigaussien.
g g g g
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Figure 1-13 : Gisement de Luceda - Nuages expérimentaux vy /7} des anamorphosées

gaussiennes et gamma (a = 0.0541).
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Figure 1-15 : Gisement de Luceda - Nuages de corrélation différée des

anamorphosées gaussiennes (h = 1.5m).

1.8. Cas d’étude : le site JMC4

Les données considérées ici sont des mesures de pentes le long d’'un profil sous-
marin. On dispose de 4285 valeurs espacées tous les 10m. Une anamorphose gamma a
été construite & partir de plusieurs valeurs de a. Sur le tableau 1-2, ol1 sont consignées les
statistiques des anamorphosées, on observe que les valeurs expérimentales de sélectivité
et de variance deviennent de plus en plus éloignées des valeurs théoriques lorsque o
augmente. Cela résulte de la forte fréquence des faibles valeurs (la fréquence maximale
est de 17%). Toutefois, ces écarts sont suffisamment faibles pour que les anamorphoses

empiriques gamma puissent étre considérées comme acceptables.

Le probléme est encore ici la modélisation des lois bivariables. Mais ici les choses
ne sont guére aisées. Pour le voir, considérons tout d’abord le cas a = 5. Le nuage vy /7%

qui lui correspond peut &tre ajusté par un modele beta ol g = 0.5 (Figure 1-16).

Malheureusement, ce modéle de loi bivariable entraine une sous-estimation notable

du variogramme de Z (Figure 1-18).
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S al
a
expé. théor. err. rel. (%) expé. théor. err. rel. (%)
0.05 0.04682 0.04683 0.021 0.04975 0.05 0.500
GAMMA 0.1062 0.09309 0.09315 0.064 0.1059 0.1062 0.282
0.208 0.16441 0.16468 0.164 0.20757 0.208 0.207
5 1.21815 1.23047 1.001 4.95365 5 0.927
GAUSS 0.55657 0.56419 1.351 0.97490 1 2.51

Tableau 1-2 : Site JMC4 - Statistiques des anamorphosées gamma.
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Figure 1-16 : Site JMC4 - Nuage expérimental vy /4 pour 'anamorphose gamma

(a=5) et sa modélisation par un modele beta (x=0.5).
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Notre conviction est qu’'une anamorphose gamma & partir d’une grande valeur
de a ne permet pas une modélisation satisfaisante des lois bivariables. Par voie de

conséquence, il ne faut pas attendre grand-chose non plus de 'anamorphose gaussienne.

En revanche, lorsque ’on choisit a = 0.05, le nuage expérimental des anamorphosées
gamma est proche de la courbe mosaique (Figure 1-17), et & partir de la loi bivariable

ainsi obtenue, on restitue bien le variogramme expérimental de Z (Figure 1-18).

Par ailleurs, il convient de signaler que le modele mosaique est un modele sans
destructuration quel que soit le choix du parameétre « : les données anamorphosées
gamma d’un modéle mosaique restent mosaique, et cela pour toutes les valeurs du
parameétre o. Les données expérimentales dont nous disposons ne se comportent pas
ainsi, de sorte qu’elles ne sauraient s’ajuster & un modele mosaique. Pour le moment,
nous ne connaissons pas encore le modeéle susceptible de s’ajuster a ce jeu de données. Si
nous arrétons notre choix au modele mosaique aprés anamorphose gamma de parametre
a = 0.05, c’est en raison de la bonne restitution du variogramme de Z, ce qui est capital

dans bon nombre d’applications (simulation et changement de suﬁport).

1.9. Quelques considérations sur les variogrammes de rang

Dauns les trois cas d’étude précédents, nous avons constaté qu’apres anamorphose
gaussienne, la modélisation bigaussienne connait des succes treés inégaux. Et pourtant, le
test du variogramme de rang ne permet jamais d’infirmer le modéle bigaussien (Figures
1-18, 1-19 et 1-20). Comme déja signalé, ce test est trés peu puissant pour pouvoir étre

de quelque utilité en pratique.
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CHAPITRE 2

ESTIMATION DE DISTRIBUTIONS SPATIALES
LOCALES PONCTUELLES

2.1. Position du probleme

Considérons une variable régionalisée z(x) reconnue par des échantillons (z(z,), z(z2),
., Z(zx)). On s’intéresse & la distribution de z(z) dans un domaine V donné. Pour cela,
introduisons la fonction d’indicatrice de z(z) :
1, sizz)<z;
]-z(z)<z = .
0, sinon.
Son intégrale dans V :
),
2)= = 1ly(s)ez de
W) =177 f, o
est manifestement une fonction de répartition. Si par exemple, x est un point au hasard
dans Vv, alors la variable aléatoire 2(x) a pour fonction de répartition fi-(2). On voit que
fv(2) caractérise la fréquence d’apparition de valeur prise par la fonction z(z) dans V,

et celle-13 est appelée la distribution spatiale de z(z) dans V.

En géostatistique, z(z) est interprétée comme une réalisation d’une fonction alé-
atoire Z(z). Dans ce contexte, le probleme de reconnaissance de la distribution spatiale

de z(z) dans V devient l'estimation de 'intégrale stochastique :

1
o) = 7 /V 17ey<s da

connaissant ( Z(z1), Z(z2), ..., Z(zn)).
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2.2. Krigeage disjonctif isofactoriel gamma

Pour estimer Fy(z), le krigeage disjonctif (K.D.) consiste & rechercher la meilleure

approximation par une somme de N fonctions monovariables :
FFP(z) = if.‘[Z(zi)]
ou les fonctions f; sont déterminées par le s;rstéme d’équations :
E[F§P(2)12(2:)] = E[Fv(2)| 2(2:)] (i=1,2,..,N) 2-1)

Sous cette forme, il est clair que le K.D. nécessite la connaissance préalable de toutes
les lois bivariables de ( Z(z;), Z(z;)) et (Z(z:), Z(z)) (i,j=1,2, .., N; z € V). Le systeme
(2-1) est une série d’équations intégrales plutot difficile & résoudre. On est donc conduit

a rechercher des cas de simplification : telle est la raison d’étre des modeéles isofactoriels.

En pratique, la mise en ceuvre du K.D. s’effectue assez souvent dans un cadre
gaussien : on commence par transformer Z(z) en une fonction aléatoire monogaussienne
Y(z) au moyen d’une anamorphose Z(z) = ¢[Y(2)]; et si les couples (Y (z:), Y(z;)) et
(Y(z:), Y(z)) sont bigaussiens (ou plus généralement hermitiens), le K.D. se réduit & une
suite de krigeages simples des polyndmes d’Hermite grace au développement isofactoriel

des lois bivariables.

Toutefois, il s’avére de temps en temps que ’anamorphose gaussienne n’est pas
souhaitable (cas des distributions trés dissymétriques), ni méme possible (cas des dis-
tributions présentant de fortes fréquences atomiques). D’un autre coté, bien que cela
soit possible, il n’y a pas de raison pour que les lois bivariables soient bigaussiennes ou
hermitiennes. D’ol1 vient la nécessité de travailler dans un cadre autre ou plus général

que le cadre gaussien.

Le modéle gamma proposé par Matheron en 1973 est un modéle non gaussien
auquel nous nous intéressons dans ce travail. Dans ce modele, on considére que la
fonction aléatoire d’étude Z(z) peut étre anamorphosée & une autre fonction aléatoire
stationnaire a loi gamma Y(z) :

Z(z) = ¢a[Y(2)]
et 'on suppose que les couples anamorphosés (Y(z), Y(z + h)) obéissent aux lois isofac-

torielles gamma (1-2 ou plus généralement 1-3). Au moyen de cette transformation,
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lestimation de Fy(z) devient celle de 1 [y ly(s)<y dz ot y = ¢3'(z). Dans le cadre du
modéle gamma, le K.D. de Fy(z) se réduit & une série de krigeages simples (K.S.) des
polyndmes de Laguerre au lieu des polynomes d’Hermite dans le cadre gaussien :
400 1 KS
FEP () = 0a() + 3 0alt) { o [ 11 (@Y1}
n=1 1V‘ v
ol les 6,(y) sont les coefficients du développement de la fonction d’indicatrice 1y(;)<, en

polynomes de Laguerre :

+o0
1Y(:c)<y = Z gn(y) o [Y(:L’)]

n=0

soit : v Ga(y), n=0;
gn(y) =/0 In(t) ga(t) dt = { \/%'lgtll(y) ga+1(y), n>1.

Les K.S. s’expriment :

{% /V LY ()] da:}KS = é/\,,,.zg[y(m,.)] n=1,2 ..

ou les poids de krigeage A,; sont déterminés par les systemes :

N
E/\nipn(:c,; ~z;)=pn(z;, V) (n=1,2 ..; j=1,2,..,N) (2-2)

i=1
En ce qui concerne la variance d’estimation de Fy(z), on a :

+oo N
o2(y) =D 0%(y) [ﬁn(V, V)= Ani alzi, V)
n=1

i=1

Il est important de noter que les systémes (2-2) sont indépendants de la coupure
z. On a donc besoin pour le K.D. de Fy(z) de résoudre ces systémes une seule fois pour

toutes coupures a utiliser.

La convergence de I'estimateur FEP(z) dépend essentiellement des coefficients 0.(y)
et des poids de krigeage A,;. Bien que le développement en polynomes de Laguerre d’une
fonction d’indicatrice converge plutot lentement, les poids de krigeage A,; s’annulent
rapidement lorsque les p,(h) sont les moments de R(h) n’ayant pas d’atome a la valeur
1 (P{R(h) = 1} =0). Si P{R(h) =1} # 0, il y a des moyens approximatifs possibles pour
évacuer le probleme de convergence. En particulier, dans le cas du modéle mosaique,

les )\,; sont constants en n (> 1), et FEP(z) se récrit :

N N
F§P(2) = Galy) (1 - Z/\i) + Z)\i ly(z)<y
i=1

i=1
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ol les \; vérifient :
N
S hip(zi—z)=p(z;, V) (§=1,2, .., N)
i=1

Ceci ne pose donc pas de probleme de convergence.

On vérifie aisément que la “moyenne” de FFP(z) (une pséudo—distribution) n’est

pas autre chose que le K.D. de la moyenne de Z(z) dans V :

M=/0+°°zdF§D(z)= [Tlf-/VZ(x)dm}KD

Tandis que la “variance” de FED(z) s’exprime sous la forme suivante
q v

400 +o0 N
52 = / (z— M dFEP(2) =3 9n 3 A 81V (24)]
i=1

n=0
avec :

+o00
Yo = / [6(y) — MP1%(3) ga(y) dy
0 N

2.3. Méthodes non paramétriques

Ayant pour fin 'estimation des distributions spatiales, le K.D. est basé sur un
modele de lois bivariables. Dans le but d’éviter le recours & un modeéle de distribution,
certaines méthodes se basent sur les covariances et les covariances croisées d’indicatrices.
Ces méthodes ont recu I’appellation de méthodes non paramétriques (Journel, 1982,
1983 et 1984). Des commentaires sur ces deux familles de méthodes ont été données
par des nombreux auteurs. Citons en particulier Matheron (1982) et Maréchal (1984).
Dans ce paragraphe, nous résumons les différents types de méthodes non paramétriques,

ce qui nous amenera a une comparaison numérique au paragraphe suivant.

Tout d’abord, considérons le cokrigeage des indicatrices (C.K.I.). Il consiste &
utiliser les indicatrices des informations a toutes les coupures possibles. En pratique, on
se limite évidemment & un nombre raisonnable de coupures z (k=1,2, .., K). Posons

my, = E [17(z)<z] , alors le C.K.L (& moyenne connue) de Fy(z;) est de la forme :

N K
FE¥(2) =YD dawrl2r) [Mz(eiycs, — mur | +ma
=1 k/=1
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ou les \;/(z;) satisfont au systéme de cokrigeage :

N K
Z Z A,-k:(zk) Cklkll(:c,' - Zj) = é’kkn(wj, V) (k” = 1, 2, veny K; j = 1, 2, veey N)
t=1k'=1

ol Cypr(R) = Cov [1z(2)< 2, » 12(a+h)<z |- Ainsi la mise en oeuvre de cette méthode nécessite
le calcul et Pajustement des covariances de toutes les indicatrices & utiliser et leurs
covariances croisées. Ceci est particulierement lourd au niveau du calcul. Mais surtout,
la difficulté d’obtenir un modéle cohérent de toutes ces covariances rend impossible

I'utilisation de cette méthode dans la plupart des situations pratiques.

Toutefois, 'ensemble des covariances (simples) et des covariances croisées des indi-

catrices caractérise les lois bivariables de Z(z), car on a :
Ckkl(h) = P[Z(:L‘) < 2, Z(m -+ h) < zk:] — M My

On voit que 'utilisation du C.K.I. devient possible si 'on recourt a un modéle de loi
bivariable, ce qui n’est pas autre chose que le K.D. En effet, les combinaisons linéaires des
indicatrices 35 _, Airr(21) 1 Z(z)<zs (1=1,2, .., N) engendrent les fonctions monovariables
fil Z(=:)] & des constantes pres. D’ou l'identité entre K.D et C.K.I.

Pour simplifier le C.K.I., mais sans avoir recours a un modele de loi bivariable
Journel (1982) propose de remplacer le C.K.I. par le krigeage des indicatrices (K.I.).

Dans ce cas, Pestimateur (4 moyenne connue) de Fy(z) s’écrit simplement :

N
F&{I(z) = Z/\:(Z) [1Z(a:.-)<z —m, ] +m,

i=1

avec les X;(z) vérifiant :
N
> xi(2) Ca(mi —x5) = Cul=;, V) (§=1,2, .., N) (2-3)
i=1

La variance d’estimation est donnée par :
- N —
o2 =Co(V, V) = 3 Xi(2) Ca(z:, V)
i=1

ol C;(h) = Cov [lz(s)<s» 1z(minycs] = PL2(z) < 2, Z(z + h) < z] — m2 est la covariance de
1z(z)<s - 1l est clair que la mise en ceuvre de cette méthode nécessite de connaitre la

covariance d’indicatrice et de résoudre le systéme (2-3) & chaque valeur de coupure z.
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Le cas le plus simple est lorsque Z(z) obéit au modele mosaique. Dans ce cas, il y a une
proportionnalité entre les covariances des indicatrices de différentes coupures; et le K.D.
et le K.I. sont identiques (cf. §2.2.). Cependant, dans la plupart des cas pratiques, on
constate Pexistence d’un effet de destructuration, a savoir que plus la coupure s’éloigne
de la médiane, plus la covariance d’indicatrice se détériore. Examinons par exemple
le cas ol Z(z) obéit au modele bigamma de corrélogramme p(h) = e~!*. On a pour les
corrélogrammes d’indicatrices :
| 1 2
el = 57 3022 ()

O'Z_

olt 62 = m, (1—m,) est la variance de 15(4<,. On observe sur les figures 2-1 que les indi-
catrices sont en corrélation toujours moins bonne que Z(z) elle-méme, et cette différence
devient trés importante pour les fortes et les faibles coupures. C’est la raison pour
laquelle dans le modele bigamma comme dans le modéle bigaussien, substituer le K.I.
au C.K.I (c’est-a-dire le K.D.) doit entrainer une perte d’information trés substantielle
(Matheron, 1982).

Une fagon d’améliorer le K.I. consiste & utiliser en méme temps les données d’indica-
trices et les données de rang (c’est-a-dire les anamorphosées uniformes des données
brutes) (Journel, 1984 et Sullivan, 1984). Il s’agit donc d’une sorte de cokrigeage appelé
par ces auteurs “probability kriging”. Il serait sans doute plus convenable de I'appeler
cokrigeage d’indicatrice-rang (C.K.LR.). Cet estimateur de Fy(z) & moyenne connue
s’exprime:

N

Y 1
Fo(z)=m, + Z/\,-(z) [1Z(w;)<z —m, ] + ZV,-(Z) { FlZ(z)]— 5 }

g=1
ol F désigne la fonction de répartition de Z(z), et ol X;(2) et vi(z2) vérifient le systéme

de cokrigeage simple :

N : N
D Ai(2) Cali — 25) + O vi(2) Cuslzi — 25) = Ca(z, V)
i=1 =1

(j=12,..,N) (2-14)

N N
D " 2i(2) Cuslmj — ) + Y vi(2) Culei — 2;) = Cus(zj, V)
=1

i=1

La variance d’estimation s’écrit :

i=1

N N
02(z) = Co(V, V) = Y Xil2) Culs, V) = Y v4i(2) Cua(zi, V)
i=1
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Figures 2-1 : Corrélogrammes d’une fonction aléatoire bigamma Z(z) (a=0.5)

et ceux de ses indicatrices 1z, -
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Dans ce systéme, C,(h), Cu(h) et Cy.(h) sont respectivement la covariance de 15(;)<. ,
la covariance de F[Z(z)] et la covariance croisée entre 1z, et F[Z(z)]. Sauf pour
Cu(h), C(h) et Cy, (k) doivent étre calculées et ajustées pour toutes coupures z a utiliser.
Notons que, dans le cas particulier ou Z(z) obéit & une loi mosaique, les choses se
simplifient considérablement grace a la proportionnalité des C,(k) et aussi des C,,(h)
pour les différentes coupures. En effet, le systéeme (2-4) se récrit :

N N
C.(0) 2;/\.-(;:) p(ei — 23) + Cus(0) Y wil2) plzi — 25) = C1(0) B, V)

=1

(=12 ..N)

N N
Cuz(0) Y Xi(2) p(2; — ) + Cu(0) Y vil2) plai — 2;) = Cus(0) Pzj, V)
i=1

i=1

D’ou 'on déduit immeédiatement :
N
Y Ai(2) Colzi—z5) = Calz, V) §=1,2,., N
=1
w(z) =0  i=1,2,.,N

ce qui montre que le cokrigeage d’indicatrice-rang coincide avec le K.I. (donc aussi avec

le K.D.) dans le modéle mosaique.

2.4. Comparaison numérique sur des données simulées

Les méthodes d’estimation que nous avons présentées dans les paragraphes précé-
dents nécessitent des connaissances inégales sur la fonction aléatoire Z(z). Le K.D. est
basé sur la connaissance totale de la loi bivariable de Z(z), tandis que le K.I. et le
C.K.IL.R. profitent seulement de la connaissance partielle de la loi bivariable de Z(z).
On s’attend & ce que les résultats fournis par ces méthodes soient bien différents dans
les applications. C’est pour faire apparaitre ces différences que nous allons confronter
ces méthodes sur des données simulées. Ceci a 'avantage de satisfaire les hypotheses de
départ des méthodes et de permettre la comparaison entre les estimateurs et le résultat

empirique fourni par la simulation.

2.4.1. Utilisation du K.D. et du K.I. sur des données d’un processus de
diffusion gamma

A la figure 2-2 est présentée une réalisation d’un processus de diffusion gamma de

parametre a = 0.5 et sur un segment de longueur L = 3 (cf. Lantuéjoul (1984) pour
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l’algorithme de simulation). Pour deux longueurs différentes de segment, nous avons
estimé les distributions spatiales de cette réalisation en utilisant le K.D. bigamma et le
K.I. Les deux échantillons utilisés dans les deux cas sont prélevés aux points z; et z
(Figure 2-3).

La figure 2-4 montre les résultats d’estimation sur tout le segment simulé (i.e.
L =3). Le K.D. est remarquablement proche de la distribution empirique fournie par
la simulation, tandis que le K.I. donne un résultat trés pauvre, bien que nous ayons
utilisé les covariances d’indicatrice exactes déduites & partir de la loi bivariable. Ceci
montre que la perte d’information n’est vraiment pas négligeable lorsque I'on substitue
le K.I. au C.K.I. (c’est-a-dire le K.D.). Ensuite, nous avons considéré deux segments
plus courts dont 'un va de 0 & 0.5 (zone pauvre) et autre de 2.5 & 3 (zone riche). Les
conclusions concernant les résultats d’estimation par K.D. et K.I. sont similaires aux

précédents (Figures 2-5, 2-6).

Notons aussi en pratique que, lorsque beaucoup d’échantillons sont disponibles dans
le voisinage de la zone & estimer, et lorsque leurs poids de krigeage sont assez proches, le
K.D. et le K.I. donnent des résultats voisins. Par contre, s’il y a trés peu d’échantillons,
ou bien si I'un ou deux échantillons ont des poids nettement plus importants que les
autres (par exemple, dans 'estimation des réserves récupérables, I’échantillon au cen-
tre du panneau 3 estimer posséde souvent un poids tres élevé), le K.I. est fortement

déconseillé.
2.4.2. Utilisation du C.K.LR. pour les mémes données que précédemment

Sur les mémes données que précédemment, nous avons testé le C.K.I.R. Les figures
2-7, 2-8 et 2-9 montrent que le C.K.I.LR. a amélioré P’estimation par rapport au K.L
Notons toutefois que ces résultats ont des comportements assez éloignés des distributions

empiriques.

2.4.3. Utilisation du K.D. bigamma et du K.D. bigaussien sur données de
processus de diffusion gamma

Au §1.1.3., nous avons indiqué que 'anamorphose gaussienne ne permet pas de

transformer un jeu de données bigamma en un jeu de données bigaussiennes. Si 'on
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utilise le K.D. bigaussien pour estimer la distribution d’un processus de diffusion gamma,
on doit s’attendre & de mauvais résultats. Les figures 2-10 et 2-11 montrent effectivement
que le K.D. bigaussien est catastrophique dans le cas d’une petite valeur du parametre
a (les caractéristiques des jeux de données aux figures 2-10(a) et 2-11(a) sont « = 0.1
et o/m = 3.16). Par contre, la différence entre les K.D. bigaussien et bigamma devient

négligeable lorsque o n’est pas trop petit (Figure 2-12 avec a = 0.5, o/m = 1.41).

De ces exemples et de plusieurs autres, nous suggérons d’utiliser le modéle gaussien
pour les données pas trop dissymétriques (o¢/m < 2). Le modeéle gamma parait mieux
adapté si o/m est supérieur & 2. Ceci est aussi confirmé par les jeux de données venant de
deux gisements d’uranium précédemment étudiés. Le premier, avec o/m = 1.9 (gisement
de Bertholéne), peut &tre décrit par un modéle gaussien, tandis que pour le deuxieme,

avec o/m = 3.7 (gisement de Luceda), un modéle gamma est meilleur (cf. §1.6. et §1.7.).

Notons par ailleurs que le modéle gaussien peut couvrir une trés large gamme '
d’applications vu qu’il s’adapte aux phénomenes de coeflicient de variation pouvant

aller jusqu’a 2.
2.4.4. Sur des données de processus mosaique gamma

Finalement, comme nous 'avons indiqué, le K.D., le K.I. et le C.K.L.R. coincident
dans le modele mosaique. La figure 2-14 présente une réalisation d’un processus mosai-
que gamma de paramétre o = 0.5. Les figures 2-15 et 2-16 montrent deux exemples
d’estimation de distributions spatiales sur deux segments différents de cette simulation.
Il apparait que les résultats d’estimation se comportent de fagon analogue par rapport

aux distributions empiriques.
2.4.5. Remarques complémentaires

Le K.I. et le C.K.L.R. sont par définition des estimateurs discrets. On peut envisager
en pratique de lisser ces estimateurs pour rendre les résultats plus conformes & la réalité.
Par contre, si le phénoméne & étudier a en quelque sorte le caractére mosaique, ce lissage
n’est pas nécessaire. Ceci suggére donc le besoin d’un modéle sous-jacent de loi bivariable
pour savoir s’il faut ou pas faire un lissage. D’ailleurs, ces méthodes de type d’indicatrice

nécessitent de calculer et modéliser les covariances des indicatrices (plus les covariances
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croisées des indicatrices-rang et la covariance de rang pour le C.K.LLR.). Ceci n’est pas
difficile dans le cas mosaique. Par contre, lorsqu’un effet de destructuration se présente,
il est souvent difficile d’obtenir une modélisation cohérente entre les différentes coupures
sans recourir & un modéle de loi bivariable. Or cette cohérence est nécessaire pour que
la distribution spatiale estimée respecte au mieux les relations d’ordre & savoir qu’elle

doit étre non-décroissante et entre 0 et 1.

Les comparaisons entre le K.D. bigaussien et le K.D.bigamma ont montré aussi
I'importance de la modélisation de loi bivariable. Une modélisation incorrecte peut
engendrer une estimation fausse. Différents modéles sont donc nécessaires pour décrire -
des phénomenes de natures différentes. D’ailleurs, nous allons voir dans ce qui suit que la
modélisation des loi bivariables symétriques ponctuelles peut nous orienter vers le choix
d’un modéle de changement de support. Un tel modéle est nécessaire pour l'estimation
des distributions spatiales au support de bloc, et en particulier pour P’estimation des

réserves récupérables.

Mentionnons aussi que ’estimation d’une distribution spatiale locale est beaucoup
plus délicate que celle d’'une moyenne locale. En général, une modélisation correcte
de la loi bivariable, bien que nécessaire, n’est pas suffisante pour que la distribution
spatiale estimée soit conforme a la réalité. Il faut aussi que les échantillons voisins soient
“représentatifs” de la régionalisation locale, en ce sens qu'ils permettent au moins une
estimation correcte de la moyenne locale. Les exemples précédents entre autres ont
montré que le K.D. fournit une bonne estimation lorsque le modele de loi bivariable
est bon et la moyenne locale est bien estimée par le K.D. (identique au K.S. pour
ces exemples ot1 il n’y a pas d’anamorphose). Par contre, si les échantillons ne sont pas
représentatifs, une erreur radicale est inévitable, comme le montre I’exemple de la figure
2-16 o1 la distribution spatiale estimée par le K.D. bigamma est fortement biaisée. Dans
cet exemple, la variable d’étude est la réalisation d’un processus de diffusion gamma sur
le segment [0.5, 1.] de la figure 2-2, et les échantillons pris se situent aux deux extrémités
du segment. La moyenne du segment estimée par le K.D. bigamma vaut 0.156, ce qui
est fort différent de la moyenne empirique (0.394). Par ailleurs, on constate que le K.I.

et le C.K.L.R. ont donné aussi des résultats faux.
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Figure 2-2 : Simulation d’un processus de diffusion gamma avec
a=05et ph)=e ",

é z 2
i N ™
L/4 Lfa
;
L
g —

Figure 2-3 : Configuration des échantillons pour tous les exemples (sauf le dernier)

présentés dans ce chapitre.
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Figure 2-4 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour tout le segment [0, 3].

Empirique
K.D.
K.I.

bigommd

Figure 2-5 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour le segment [0, 0.5] (une zone pauvre).
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Figure 2-6 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour le segment [2.5, 3] (une zone riche).
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Figure 2-7 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour tout le segment [0, 3].
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Figure 2-8 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour le segment [0, 0.5] (une zone pauvre).
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Figure 2-9 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour le segment [2.5, 3] (une zone riche).
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Figure 2-10(a) : Simulation d’un processus de diffusion gamma avec
a=0.1(c/m=3.16) et p(h) = e~ I4l,
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Figure 2-10(b) : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données
présentées dans la figure 2-11(a).
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Figure 2-11(a) : Une autre simulation d’un processus de diffusion gamma avec
=01 (0/m=3.16) et p(h) = e I".
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Figure 2—11(5) : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-11(a).
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Figure 2-12 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées & la figure 2-2 pour le segment [2.5, 3] (o = 0.5, o/m = 1.41).
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Figure 2-13 : Simulation d’un processus mosaique gamma avec
a =05 et p(h) =e It
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Figure 2-14 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées & la figure 2-13 pour le segment [8, 11].
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Figure 2-15 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-13 pour le segment [12, 15].
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Figure 2-16 : Distributions spatiales estimées et celle empirique des données

présentées a la figure 2-2 pour le segment [0.5, 1.].
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CHPITRE 3

MODELISATION D’EFFETS DE SUPPORT ET
D’INFORMATION

3.1. Concepts et exemples

3.1.1. Effet de support

Soit z(z) une variable régionalisée, on s’intéresse & sa régularisée sur un support v :
1
zo(z) = — | =z(t)dt
vl Jo,

ol v, désigne le support v localisé au point . En particulier, lorsque z(z) représente
la teneur ponctuelle (ou le plus souvent sur le support d’échantillon) dans un gisement

(noté D) alors z,(z) représente la teneur moyenne sur le support de bloc v.

En donnant une teneur de coupure z, on définit le tonnage de minerai #(z) et la

quantité de métal ¢(z) au support ponctuel :

1
t(z) = rﬁT /D lz(z)Zz dz

1
q(z) = TD—T /D 2(x) 1,(z)> . dz

Pour la régularisée z,(z) (v << D), si l'on néglige 1'effet de bordure, z,(z) a la méme

moyenne que z(z), et on peut définir de méme les relations tonnage-teneur :

1
tv(z) = m /D 1z,,(a:)2z dz

1
0(2) = |—5|- /D 2o(2) 1,,(2)>z d2
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L’expérience montre que la distribution des teneurs de blocs est toujours moins dispersée
et présente moins de valeurs extrémes que celle des teneurs d’échantillons (support en
général beaucoup plus petit que celui de bloc). Par conséquent, un tonnage de minerai
sélectionné au support de bloc contient moins de métal qu’un méme tonnage sélectionné
cette fois-ci au support d’échantillon. Ce phénomene, fondamental en géostatistique,
est connu sous le nom : “effet de support”. Ceci mérite dés maintenant une illustration

a ’aide d’un exemple concret, bien que nous y reviendrons plus tard.

Considérons la variable régionalisée unidimensionnelle z(z) présentée a la figure 3-
1. Il s’agit une réalisation d’un processus de diffusion gamma de parameétre o = 0.5 sur
un segment de longueur L = 1000. La covariance est une exponentielle C(h) = ae .
Imaginant que z(z) représente la teneur en un certain métal, on peut alors parler de
tonnage de minerai et de quantité de métal. Dans la figure 3-2 est présentée la courbe
de quantité de métal en fonction du tonnage de minerai (que 'on appelle aussi courbe
de sélectivité) de z(z) et celle de z,(z) ol v est ici un segment de longueur I = 2. La
réduction de variance de dispersion de support ponctuel & celui de segment [ vaut 43.2%
calculé selon la formule :

D*(/L) _

D) T

2
1—ﬁ(e‘l—l+1)

Ces courbes montrent que, pour un tonnage de minerai fixé, on récupere une quantité
de métal considérablement moins élevée au support ! que ce que I'on pourrait obtenir
si I'on sélectionnait au support ponctuel. En général, cette différence est d’autant plus

grande que ! augmente.
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Figure 3-2 : Courbes de sélectivité - exemple d’effet de support.

3.1.2. Effet d’information

Au moment de D’exploitation miniére, on ne connait pas les teneurs réelles des
blocs, la sélection est effectuée obligatoirement d’aprés leurs teneurs estimées. Bien
que l’estimateur dont on dispose au moment de la sélection (appelé estimateur ul-
time) est beaucoup plus précis que celui que 'on peut former avec les informations
disponibles & Pexploration, I’écart qui existe entre les teneurs estimées et réelles en-
traine inévitablement des erreurs de sélection. Les blocs dont la teneur réelle est au
dessous de la coupure, mais dont la teneur estimée est au dessus, seront exploités, tan-
dis que les blocs & teneur réelle riche, mais estimés pauvres, seront considérés comme
stériles. Par conséquent, le méme tonnage de minerai sélectionné selon l’estimateur
ultime contient toujours moins de métal que celui que 'on pourrait sélectionner si I'on
connaissait les teneurs réelles. Ce phénoméne, lié & ’état d’informations et aussi a la
précision de ’estimateur que 1’on forme avec ces informations, est donc appelé “effet

d’information”.

En tenant compte de cet effet, le tonnage de minerai et la quantité de métal
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s’expriment :
. 1
t,,(z) = W /D lz;(z)Zz dz

),
(2) === | z(2)Lyx(s)>2dz
@) =157 [, @@ L@
ou zi(z) désigne I'estimateur ultime de z,(z). Sil’on dit que la sélection d’aprés les
teneurs réelles est “directe” ou “idéale”, alors la sélection d’apres leurs estimations est

dite “indirecte” ou “effective”.

Reprenons I'exemple des données dans la figure 3-1, et supposons que la sélection
n’est pas d’aprés la teneur vraie z,(z) mais d’aprés sa valeur estimée z%(z) (v est un
segment de longueur I = 2). Considérons d’abord que z}(z) est le krigeage ordinaire avec

trois informations prélevées selon la configuration de la figure 3-3(a).

| 1/2 L2
\ ' 1/2 o l 1/2 l
(a) (b):

|

Figures 3-3 : Configurations des informations.

Aprés avoir obtenu les estimations pour chaque segment, on peut établir le nuage
de corrélation entre z%(z) et z,(z) (Figure 3-4(a)). Ayant fixé une teneur de coupure z,
il est remarquable que la sélection d’aprés les teneurs estimées a abandonné une partie
des segments de teneur réellement supérieure & z et retenu une partie de ceux qui ont
une teneur inférieure & z. Ainsi du métal est perdu lorsque 'on sélectionne d’apres les

teneurs estimées (cf. Figure 3-5).

Considérons maintenant que z:(z) est le krigeage ordinaire avec toujours trois in-
formations, mais prélevées d’aprés la configuration de la figure 3-3(b). L’estimation
devient cette fois plus précise, comme le montre le nuage de corrélation plus reserré
entre zi(x) et z,(z) (Figure 3-4(b)). Par conséquent, la courbe de sélectivité effective est

plus proche de celle idéale (Figure 3-5).
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Y.

Figures 3-4 : Nuages de corrélation entre z2}(z) et z,(z).
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Figure 3-5 : Courbes de sélectivité - exemples d’effet d’information.

3.2. Modélisation

3.2.1. Passage a la modélisation

Les effets de support et d’information sont liés étroitement & la définition des
réserves récupérables, et sont particulitrement intenses pour les gisements de métaux
précieux (e.g. uranium, or etc.). Cependant, au moment de la planification d’exploita-
tion ol 'on a besoin de connaitre les réserves récupérables (globales ou locales), on ne
dispose ni des teneurs vraies des blocs, ni méme des valeurs de leur estimateur (ultime).
11 faut donc passer par un modeéle qui tient compte de ces effets pour estimer les réserves

récupérables.

La géostatistique interprete la variable régionalisée z(z) a laquelle on s’intéresse
comme une réalisation d’une fonction aléatoire Z(z), et de méme z,(z) est une réalisation

de Zy(z) :
Zo(2) = I'vl"l / 7(8) dt
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Notons aussi Z;(z) pour Pestimateur ultime de Z,(z). Supposons maintenant que Z(z)
est une fonction aléatoire stationnaire, alors il en est de méme pour Z,(z) et Z:(z) (notées

plus souvent Z, et Z* dans ce qui suit). Les fonctions de tonnage-teneur se récrivent :

o Cas ponctuel :
T(z) = E [1z(5)2: ]

Q(2) = E[2(2) 12(s)>: |

¢ Cas de sélection directe au support de bloc :
Tv(z) = E[IZsz]

Qu(2) = E[Zy12,3:]

e Cas de sélection indirecte au support de bloc :
T5(2) = E 12534 ]

Q:(Z) =k [Zv 1Z:2z]

On voit ainsi que pour évaluer ces fonctions de tonnage-teneur, il faut connaitre
les lois monovariables de Z(z), Z, et Z: et la loi bivariable de (Z,, 2;). Cela revient a
modéliser les distributions spatiales des variables régionalisées z(z), z,(z), zi(z) et celle
du couple (z,(z), z:(z)). Nous avons discuté au premier chapitre la modélisation de la
loi monovariable et surtout de la loi bivariable de Z(z). C’est a partir de la que nous
allons établir les modéles de lois de 7, , Z} et (Z,, Z}).

3.2.2. Modéle de loi de 2z,

A partir des données au support ponctuel (z(z1), z(z2), ... 2(zn) ), on considere qu’il
est possible d’évaluer la moyenne et la variance de Z, :
m=E(Z,) = E[Z(z)]

o2 =Var(Z,) = lv% / C(z—y)dzdy
vIv

ol C(z — y) est la covariance de Z(z). Dans la plupart des cas, ce sont les deux seuls
paramétres dont on dispose concernant la loi de Z, . D’autre part, 'effet de support est
caractérisé par la relation de Cartier (Matheron, 1981 et 1984) :

Z,=E[2(%)]|Z,] B-1
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ou x désigne un point aléatoire uniforme dans ». Ainsi le probleme d’évaluation de la
loi Z, se raméne a celui de I’espérance conditionnelle de Z(x) a Z, fixé, ce qui revient &

modéliser la loi bivariable de (Z(x), Z,).

Dans le cadre du modéle gamma, on commence par anamorphoser Z(x) (qui admet
la méme loi que Z(z) sous ’hypothése de stationnarité) et Z, en deux variables aléatoires
Y(x) et ¥, a loi gamma :

Z(x)=¢alY(®)] Y (X)~ 9a
Zy = ¢pur[Yo] Yy ~ gor
Le choix du parametre o pour la détermination de la fonction d’anamorphose ponctuelle
b, a fait objet d’étude du chapitre 1. Pour la fontion d’anamorphose de bloc, il semble
tout d’abord naturel de choisir o/ supérieur & «, vu que la loi de Z, est moins dispersée
que celle de Z(x). Sous cette contrainte, on introduit une hypothése sur la loi de

(Y(x), Y, ), & savoir qu’elle admet la densité :

400
Fou(s, ) =Y P cnle, &) 13(8) 15 (2) 9a(s) g (8) 3-2)

n=0

(o o) [ EE T T@)
e I'(a/ +n)T(a)

Silon appelle (3-2) la loi dissymétrique de Laguerre, c’est parce qu’elle se déduit a partir

ou0<pl <1let:

de la loi symétrique de Laguerre (1-3). En effet, considérons deux variables aléatoires S

et T construites de la maniere suivante :
S=U
T=V+W
OUU ~ gy, Ve~gy et We gy o (¢ >a), et W est indépendante de U et V. Si (U, V)

obéit a la loi symétrique de Laguerre (1-3) de coefficient p, = p¢, alors (S, T') admet la

transformée de Laplace :

E(e?51T) = (e~ -V ) g (W)

_ I re+n) A™ " 1
- [2” T@nl {1+ (1+u)“+"} e

= R NN [(a+n) A" |T(a +n) u"
= ,;, Pn cn(a, ) [ Fla)n! (14 A)atn ] [ T(a)n! (14 p)e'+n

qui est précisément la transformée de Laplace de la loi (3-2).

69



Au moyen de cette hypothése de loi bivariable (3-2), on déduit aisément la fonction

d’anamorphose de bloc ¢, :

400
Zy = par(Yo) = D 415 (¥,) = E[Z(%) | Z,] = E{ $a[Y (¥)]| Y2 }

n=0

400 +00
= E{ Y ealE[Y ()] Y, } = bn o} cnla, o) I (Yy)

n=0 n=0

Rappelons que les coefficients p?, dépendent d’un seul parameétre p, . Par exemple, gt = p}
dans le cas bigamma, et p = p, (n > 0) dans le cas mosaique (cf. §1-5 pour des autres
cas). Dans I'expression de ¢/, , il reste donc deux parametres o’ et p, a déterminer. Pour
cela, on recourt aux relations entre ces parametres et les statistiques disponibles qui
sont la moyenne et la variance de Z,. Or la moyenne est indépendante du choix de
o et p,, puisqu’elle est déja prise en compte par la relation de Cartier. Il reste donc

seulement la variance liée aux o et p, par la formule :

+o0
EDIACIEACKD (3-3)
n=1
qui n’est pourtant pas suffisante pour déterminer o’ et 4, . En revanche, en raison de la

cohérence interne du modéle, certaines conditions doivent étre respectées pour le choix

de o’ (Demange, Lajaunie, Lantuéjoul et Rivoirard, 1987) :

e o' > o, cette condition étant imposée au départ parce que la loi de Z, est moins
dispersée que celle de Z(z), devient ensuite nécessaire pour la contruction de la loi
bivariable (3-2).

e o/ < al,,, cette contrainte résulte de ce que la relation (3-3) entraine nécessaire-

ment 'inégalité :
400

Z #2 2(a, o) > o2 3-3)

n=1
Mais c(e, ') (n =1, 2, ...) sont des fonctions décroissantes de o’. Cette inégalité ne
peut donc &tre satisfaite que si o ne dépasse pas un certain seuil noté o, - @as

est obtenu par la majoration de la partie gauche de I'inégalité (3-3’), & savoir :

+o0
Z ?n szz(a’ a;naw) = 6121 (3 - 4)

n=1

Notons d’ailleurs que 'on a toujours al,,, > . En effet, si of,,, < a, on aurait

max

(e, &gy ) > €2(a, @) = 1 pour que I'inégalité (3-3’) ne soit plus vraie.
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En résumant ces deux considérations, o' doit étre choisi dans l'intervalle [a, o/,,,]-
Cette liberté du choix de o' est avantageuse dans le sens qu’elle confére au modéele une
souplesse. Mais la question est de savoir sur quel critére on choisit une valeur explicite
de o’. Sur ce point, voici une remarque intéressante : On examine les valeurs minimales

prises par les réalisations de Z(x) et de Z, :

min[2(x)] = ¢a(0) = Z¢,,za(o) Z Latn)

o =\ Tn!

min(zy ) = ¢o(0) = Z(ﬁnpncn(a a')Ie (0)_2 (o +n) —— b P

n=0 n=0 F(C\!) !

La relation de Cartier entraine nécessairement :
min[2(x)] < min(z ) (3-5)
pourvu que min[z(x)] # —oco. En effet, si min[2(x)] > min(z, ), on aurait :
E[Z(x)| Z, = min(zy)] > min(z,)

ce qui est contradictoire avec (3-1). D’ott (3-5). Il est facile de voir que la relation (3-5)
devient une égalité si et seulement si p? =1 (n=0, 1,2, ...), c’est-a-dire o/ = of,,,. On
apercoit ainsi une signification objective du parametre o/. Lorsqu’il s’agit par exemple,
d’un gisement de minéralisation par facies, il y a une bonne chance pour que la teneur au
support d’échantillon et celle du bloc aient une valeur minimum trés proche, pourvu que
le changement de support ne soit pas trop grand. Dans ce cas, on doit choisir une valeur
de o’ plutét proche de of,,, . Au contraire, s’il s’agit d’un gisement diffusif, il serait plus
convenable de prendre une valeur de o éloignée de o/,,,. Ici, nous ne pouvons pas ou
sans doute nous ne devons pas donner une formule générale qui détermine explicitement
le parameétre o/ . En fait, un tel choix doit étre confronté au phénomene concret en
question (e.g. un mode de minéralisation). Nous verrons dans §3-3, §3-4 et §3-5, quelques

exemples de données simulées et réelles.

Notons par ailleurs que si ¢, est une fonction affine de Y(z) ou plus généralement
une fonction affine d’un facteur 12[Y(z)], le modéle de changement de support selon la
loi (3-2) de parameétre o’ = o coincide avec le modeéle de correction affine. En effet, si

Z(z) = ¢o[Y(2)] = m £ o IJ[Y (2)]
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ou m et o sont respectivement la moyenne et 1’écart-type de Z(x), on obtient d’apres
(3-1) et (3-2) :
Zy = E{¢a[Y(X)]|Ys } =m*op,15(Ye)

qui admet la méme loi que m + Z[Z(z) — m].
3.2.3. Modzéle de loi de z;

Au moment de I’exploitation, les informations disponibles (trous de tir) sont beau-
coup plus nombreuses qu’au moment de ’exploration. Pour estimer la teneur d’un bloc,

on se contente en pratique, d’un simple estimateur linéaire (souvent un krigeage) :

Ny
Z: = E Ai Z(:L';)

=1
avec la condition de non-biais : Ihe, A = 1 pour que E(Z) = E(Z,) = m. N, désigne le

nombre d’informations ultimes dans le voisinage du bloc v.

Bien qu’au moment de lestimation des réserves récupérables, on ne dispose pas
des valeurs explicites de ces informations ultimes, on peut considérer que leurs positions
sont connues. Ceci est suffisant pour calculer les poids de krigeage );, ainsi que la

variance de l'estimateur Z} :

N, N,
ol=Var(Z}) = ZZA; AjC(zi—xj5)

i=1 j=1

Si maintenant, les ); sont tous non négatifs, ils peuvent étre interprétés comme un
systeme de probabilité. Désignant par z le point aléatoire qui coincide avec z; avec la

probabilité );, alors Z(z) et Z; sont liées par la relation de Cartier :
Z, = E[Z(z)| 2] (3-6)

Notons d’ailleurs que Z(z) admet la méme loi que Z(z). En effet, leurs transformées de

Laplace sont identiques :
Ny
E [e—”z(i)} = Z/\,’E [e—pZ(a:,-)] =F [e—yz(x)]
=1
La relation (3-6) montre donc que la loi de Z; est moins dispersée que celle de Z(z). On

voit aussi que le probléme de la modélisation de la loi de Z} revient & évaluer ’espérance
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conditionnelle E[Z(z)|Z}]. Ceci nous amene & introduire un modéle de loi bivariable
de (Z(z), z¢). Pour cela, procédons comme dans le cas de changement de support en

transformant Z(z) et Z; en deux variables & loi gamma, :
2(z)=¢.[Y(z)]  Y(Z)~ga

Zy = ¢ (V) Y ~ gor

Puisque 7} est toujours moins dispersée que Z(z), il est 1égitime de prendre o” > . On

fait ’hypothése que le couple (Y (z), ¥;) suit la loi bivariable de type (3-2) :
+w 1"
fouls,8) =3 o cnle, @) I5(8) 15" (2) 9a(5) gar (£)
n=0

ol10 < p < 1, et p*en(a, o) est le coefficient de corrélation entre I2[Y ()] et 12"(¥;*). De
cette hypothese de loi bivariable, 'expression de la fonction d’anamorphose ¢+ découle

facilement :

Zy = ¢an(Yy) = Z¢” I7'(Y) = E[2(2)1 2,1 = E{¢a[ Y ()]}

n=0

{qu,,za [Y ()] ]Y*} qu,,,p,,cn(a a1 (Y*)

n=0 n=0

Le choix du parametre o” et la détermination des coefficients pf peuvent s’effectuer
de fagon similaire au modele de changement de support : o doit étre choisi dans un

intervalle [e, a/,,] ou o, est déterminé par I’équation :

z cn(a amaa:) ¢i (3 - 7)

On se propose par analogie du choix de o’ , de prendre une valeur de o’ . On détermine

ensuite les g% d’apres :

+o0
D () (e, o) g2 = o2
n=1

3.2.4. Modéle de loi de (z,, Z3)

Pour modéliser Veffet d’information, il faut en plus connaitre la loi bivariable du

couple (Z,,2;). Aprés avoir anamorphosé respectivement Z, et Z* en deux variables
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3 loi gamma Y, et Yy, il parait naturel d’imposer au couple (Y,, Y;), la loi de densité

suivante :

+00
Fo(s, ) =Y rncn(ar, a2) 13 (8)15 (£) gar(5) gar (2)

n=0
ol a; = min(a/, &), az = maz(a’,a"). Les coefficients r, sont entre 0 et 1 et peuvent étre

déterminés par :
400 .
Cov(Z,, Z3) = 3 én b i ch(@ @) T

n=1

olt Cov( Z,, Z*) est obtenu d’aprés la covariance de Z(z) :

Ny
Cov(Zv, Z3) = »_ X C(xi, v)

$=1

3.2.5. Relations tonnage-teneur

A partir des modéles de lois de Z,, Z; et (Z,, Z}), nous pouvons calculer les réserves

récupérables globales sans aucune difficulté.

e Cas de sélection directe (cas idéal) :
T() = B (12.20) = B [ly5 0230

400
= / 9o (t) dt
¢

i (2)

Qu(z) =E(Zy1z,5:)=E [¢a'(Yv) 1Yuz¢;,‘(z)]

+o0
= ROOL:

o Cas de sélection indirecte (cas effectif) :
()= E(lz33:) = E [1y;2¢;},(z)]

+00
= / Jal! (t) dt
¢

—u(2)
Qu(2)=E(Zy1z;5.) = E{E[Z,12;2. 127 ] }
=E (1255 B(Zs | Z}) ]
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Notons h(Z%) = E(Z,]|Z}) qui s’exprime selon la loi bivariable de (Z,, 2}) :

+o00
h(Z3) =Y ¢n h cn(@, @) racalar, @)l (V)

n=0

Ainsi on obtient :

-1
7ACS

400
@@= [ HLbar (D) (8

3.3. Cas d’étude : données simulées

Pour les mémes raisons que dans §2.4., nous allons utiliser dans ce paragraphe,
des données de simulation d’un processus de diffusion gamma pour tester les modéles

présentés précédemment.

Reprenons la réalisation du processus de diffusion gamma Y (z) présentée dans la
figure 3-1, et étudions la régularisée Yi(z) de support I = 2. La réduction de variance du

support ponctuel au support I = 2 est de 43.2%.

Matheron a établi la transformée de Laplace explicite de la loi de ¥; qui conduit
ensuite & une méthode de simulation de cette loi (Matheron, 1984(b) et Lantuéjoul,
1985). Ainsi on peut déduire les courbes tonnage-teneur de v;. D’ailleurs, puisque la
trajectoire (réalisation) de Y(z) est presque stirement continue, on peut donc également
procéder par calcul approché de Pintégrale : y, =} [ y(z)dz, et puis en tirer les courbes
tonnage-teneur. L’expérience montre que ces deux méthodes donnent pratiquement le

méme résultat.

Dans ce qui suit, nous partons du caractére bigamma de la fonction aléatoire Y(x),
et moyennant le modéle de changement de support gamma, nous cherchons & approcher

les courbes tonnage-teneur de v; .

Tout d’abord, Y(z) s’exprime & l’aide des polynomes de Laguerre :

+00
Y(2) =) énlalY (@)] = do+ b1 f[Y (2)]
n=0
oll ¢o = @, ¢1 = —/@, ¢n = 0 (n > 2). D’aprés la formule (3-4), on obtient o/,,, =
o?/o} = 0.881, ainsi le parameétre o’ de la fonction d’anamorphose au support I doit étre
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choisi dans Vintervalle [0.5, 0.881]. La figure 3-6(a) montre que la courbe de sélectivité
empirique est entre celles des modeles gamma respectivement avec o/ = a et o/ = aj,,, -

Si ’on choisit une valeur de o' de la maniere suivante :

2
! o

a\
o =;2"a+ _;_'2" X maz (3—'8)

on obtient o' = 0.665, ainsi qu’une modélisation trés satisfaisante (Figure 3-6(b)).

Dans ce cas particulier ol la fonction d’anamorphose ponctuelle est une fonction
affine du facteur I¢[Y(z)], le modéle de changement de support gamma avec o/ = «a
coincide comme nous 1’avons déja indiqué dans §3.2.2., avec la correction affine. Toute-
fois, une différence apparait si la fonction d’anamorphose n’est pas une fonction affine

d’un facteur quelconque I%[Y(z)]. Considérons '’exemple du carré de Y(x). Nous avons :

Z(z) =Y*(z) = +Z¢n Y ()]
n=0

= a(a+1)-2va(a+ DEY(E)]+vZala+ DEY ()]
Prenons toujours « = 0.5. Les variances de Z(z) et de la régularisée Z; sont respectivement
o2 =6 et of = 3.12. Nous avons tracé aux figures 3-7 la courbe de sélectivité empirique de
7 et celles des modeéles gamma. Nous constatons que la courbe empirique est entre celles
des modeéles gamma correspondant respectivement & of = a = 0.5 et a o' = aj,,, = 091,
et pour un tonnage de minerai fixé, la correction affine a entrainé une sous-estimation
remarquable par rapport aux modeles gamma. Lorsque 'on choisit o’ selon la formule
(3-8), on obtient une approche satisfaisante (o = 0.697) (Figure 3-7(b)).

Examinons maintenant un cas ou l’effet d’information se présente. Il s’agit du
méme exemple au §3.1.2. Supposons que Uestimateur Z; d’apreés lequel va s’effectuer la
sélection est un krigeage ordinaire selon la configuration d’informations de la figure 3-
=a?/02=0.7.

Le parametre o” de la fonction d’anamorphose de Z; doit donc étre entre 0.5 et 0.7. On

3(a). La variance de Z} vaut o2 = 0.357. D’aprés la formule (3-7), on a o},

maz

se propose ici d’essayer le méme type de critére pour le choix de o/, & savoir de prendre:

2 2
o = %a-}- (1— %) o, = 0.557

Un tel choix permet une approche correcte de la courbe de sélectivité empirique dans

ce cas de sélection indirecte(Figure 3-8).
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Figures 3-6 : Courbe de sélectivité empirique de V; et ses modélisations.
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Figures 3-7 : Courbe de sélectivité empirique de Z; et ses modélisations.
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Figure 3-8 : Courbe de sélectivité empirique dans le cas de sélection indirecte

et sa modélisation.

3.4. Cas d’étude : gisement de Bertholéene

3.4.1. Changement de support le long des sondages

Revenons au gisement de Bertholéne étudié dans §1.6. et rappelons que les teneurs
en uranium des échantillons sont de moyenne m = 847.371 et de variance o? = 2627280.
Comme les sondages sont & maille réguliére et de longueur constante, il est possible
d’étudier un changement de support en allant de 1m (longueur d’échantillon) & 6m
(longueur de sondage), ce qui permet de comparer un modele 3 la réalité. La vari-
ance des teneurs de sondage vaut o = 1332888. La réduction de variance du support
d’échantillon au support de sondage est de (0% — of)/0? = 49.3%. On montre dans la

figure 3-9, les courbes de sélectivité aux supports d’échantillon et de sondage.

Compte-tenu de ce que la distribution bivariable de la teneur au support d’échan-
tillon peut étre approchée par un modéle bigaussien (cf. §1.6.), nous sommes amenés

3 utiliser le modéle de changement de support gaussien pour calculer la courbe de
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sélectivité au support de sondage. On constate qu'une telle modélisation est excellente

(Figure 3-9).

H —— Echontillon
2.2 Sondoge m
+=4~ Goussien
-—— Rffine T
|
| ) ] ) i : 1 ) i )
0'8.0 2.2 9. 8.6 8.8 1.0

Figure 3-9 : Courbes de sélectivité aux supports 1m et 6m - comparaison entre

modéles et réalité.

A titre de comparaison, il est intéressant de voir ce que donne le modele gamma.
Nous avons choisi plusieurs valeurs du paramétre o de la fonction d’anamorphose au

support d’échantillon. Leurs valeurs correspondantes de o/,,, sont obtenues selon (3-4)

(Tableau 3-1).

o 0.2733 0.5 1. 2.
d 0.5327 0.9573 1.8487 3.5478

maxy

Tableau 3-1 : Parametres d’anamorphose du modeéle gamma.

Lorsque o' prend sa valeur minimale (o' = a), la quantité de métal récupérée a un
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tonnage de minerai fixé est toujours inférieure & celle prévue par le modele gaussien.
Cette différence devient de plus en plus faible aux grandes valeurs de a (Figure 3-10(a)).
Ce phénomene est la simple conséquence de la convergence de la loi bigamma vers une loi
bigaussienne lorsque « tend vers infini (cf. §1.1.3.). Par ailleurs, si on prend o' = o/, ,
la courbe de sélectivité est pratiquement confondue avec celle du modele gaussien, ce

qui est de plus invariant quelle que soit la valeur de o (Figure 3-10(b)).

Notons par ailleurs, que le modéle de correction affine conduit & une sous-estimation

considérable de la quantité de métal & un tonnage de minerai donné. (Figure 3-9).

3.4.2. Estimation des réserves récupérables globales

Considérons maintenant les réserves récupérables définies au support de bloc v =
2m x 1.5m x 1m. La variance des teneurs au support v vaut o2 = 1492451. La réduction
de variance (o2 —02)/0? = 43.2% est du méme ordre de grandeur que pour le changement
de support le long de sondages de 1m a 6m précédemment étudié. Compte-tenu de ce
que le modele gaussien est tout a fait approprié au changement de support le long des
sondages, on peut se permettre de 'appliquer & ’estimation des réserves récupérables
au support v. Aux figures 3-11 sont consignées les courbes tonnage-teneur dans le cas
de sélection directe. On peut voir aussi ce que donne le modele gaussien, si la sélection
s’effectue sur un estimateur de teneur des blocs. Les échantillons dont on dispose sont
implantés selon une maille réguliere (Figure 3-12(a)). On s’apercoit qu’il y a deux
types de blocs différemment informés, les uns contiennent un échantillon a4 leur centre
(Figure 3-12(b)), tandis que les autres n’en ont pas (Figure 3-12(c)). Nous sommes donc
obligés de faire la distinction entre les deux types d’estimateur (krigeage ordinaire) qui

en résultent.

Nous avons ensuite établi les courbes de sélectivité indirecte (effective) du modele
gaussien selon ces deux types d’estimateur respectivement (Figure 3-13). Dans le cas de
la configuration & la figure 3-12(b), 'effet d’information n’est pas vraiment significatif,
ce qui montre d’une certaine fagon que cet estimateur est assez précis. Dans le cas de la
configuration & la figure 3-12(c) au contraire, 'effet d’information est particulierement
fort. Notons que la sélection s’effectuant en fait apres mélange de ces deux estimateurs,

la courbe de sélectivité indirecte devrait donc étre intermédiaire entre celles correspon-
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Figures 3-10 : Courbes de sélectivité au support de sondage (6m) - comparaison entre

le modéle gaussien et le modele gamma.
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(a) Courbes de sélectivité
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(b) Courbes de tonnage de minerai

Figures 3-11 : Courbes tonnage-teneur directes au support de bloc v

- gisement de Bertholene.
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Figures 3-11(suite) : Courbes tonnage-teneur directes au support de bloc »

- gisement de Bertholene.

dant respectivement aux estimateurs obtenus selon les configuration des échantillons
aux figures 3-12(b) et (c).
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Figures 3-12 : Configuration des échantillons - gisement de Bertholéne.
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Figure 3-13 : Courbes de Sélectivité indirecte - gisement de Bertholéne.

3.5. Cas d’étude : gisement de Luceda

Nous avons vu dans §1.7. que les données de Luceda peuvent s’adapter a un modele
gamma, mais pas & un modéle gaussien. Rappelons que la distribution bivariable des
anamorphosées gamma Y(z;) = ¢3'[Z(2:)] (i = 1,2, .., N) avec « = 0.0541 peut &tre ap-
prochée par une loi de Laguerre (1-3) de type beta, a savoir :

L(B)TIB p(h) + ]
L(B+n)T[Bp(h)]

On obtient selon le modéle de changement de support gamma, 'expression de la fonction

avec B = 1.

pn(h) =

d’anamorphose de bloc :

+o00
Zy = Z¢n P:. Cn(a; a’) lg (Yv)

n=0

IR T(BT(Bpy+n) o
= 2 b a1 myT (AR o ) )

Nous avons pu ici aussi confronter ce modele & un changement de support le long des

sondages ol la loi de bloc (plus exactement le regroupement des échantillons le long des

86




sondages) est parfaitement connue. On retrouve a la figure 3-14 les courbes de sélectivité
des échantillons et des blocs, et aussi les deux courbes extrémes (o' = o = 0.0541 et
o = aly,e = 0.2075) du modéle gamma au support de bloc. Ceci montre clairement que
le modéle gamma avec o' = al,,, est trés satisfaisant, contrairement a celui avec o/ = .
En effet, la teneur minimale des échantillons et celle de leurs regroupements considérés

ici sont identiques.

Nous avons aussi testé le modele gaussien et la correction affine. Les résultats
comparatifs avec le modéle gamma sont donnés dans la figure 3-15. Remarquons d’abord
que le modéle gaussien se confond ici avec le modéle gamma de parametre o' = afy,,,
ainsi donc avec la réalité, bien que la distribution bivariable des échantillons soit trés
éloignée du modele gaussien (cf. §1.7). Cela montre dans une certaine mesure que la
distribution bivariable ponctuelle n’est guere dominante pour le changement de support.
Notons aussi que la correction affine admet quasiment le méme résultat que le modéle
gamma de parameétre o’ = a. Ceci se traduit simplement par le fait que ’anamorphose

des échantillons est quasiment une fonction affine.

———— Echontillon

Bloc »
8.2 Empirique o
A alzainaz
——_ o =a g
0.0 s e eE - i.e
T (%)

- Figure 3-14 : Courbes de sélectivité du gisement de Luceda - comparaison entre

le modéle gamma et la réalité.
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Figure 3-15 : Courbes de sélectivité du gisement de Luceda - comparaison entre

le modeéle gamma, le modéle gaussien et la correction affine.

3.6. Mélange des supports et des estimateurs ultimes

3.6.1. Remarque pratique

Dans ce qui précede, le support de sélection est considéré comme constant partout
dans le gisement dont on estime les réserves récupérables (globales). Cependant, la
sélection de I’exploitation d’un gisement ne s’effectue pas souvent sur un support con-
stant pour diverses raisons (utilisation des engins de capacités différentes etc.). Par
ailleurs, ’estimateur ultime peut aussi varier d’un bloc & 'autre - en fonction de I'implan-
tation des informations ultimes (e.g. trous de tir). A ce sujet, on a déja vu au §3.4.
un exemple simple oli deux estimateurs ultimes différents ont été utilisés. Ainsi se pose
le probléme d’estimation des réserves récupérables (globales) pour des supports non

identiques et pour des estimateurs ultimes mélangés.

88




3.6.2. Cas de sélection directe

Considérons le gisement D divisé en I blocs v; (i = 1,2, ...I) de support identique

ou non, et notons w; la proportion du tonnage fourni par »; dans D. Alors :

Yy

I
E j=1 Vj

w; = (i=1,2,..1)
constitue une loi de probabilité (noté w ). Le tonnage de minerai et la quantité de métal

4 une teneur de coupure z donnée s’écrivent donc :
I

tw(z) = Zwi 1z,,'.22
i=1

I
qw(Z) = E(Ah' Zy; 1%;23
i=1

Considérons ici que la division du gisement est indépendante de la teneur, et sup-
posons que z(z) est une réalisation d’une fonction aléatoire stationnaire Z(z). La modé-

lisation de t,(z) et ¢.(z) s’écrit alors :

I I
T.(z) = Zwi Ellz,>:]= Zwi Tu,(2)
i=1

i=1

I I
Qw(z) = Zwi E[Zvi lzv.'Z"] = Zwi Q"‘(z)
i=1

i=1

Cela signifie que pour estimer les réserves récupérables de supports mélangés, on peut
procéder par calcul respectif des fonctions tonnage-teneur & chaque support , et puis les

pondérer par leurs tonnages.

Notons que cette procédure n’est applicable que si le nombre de supports différents
est limité. Dans le cas contraire (e.g. cas oll w est une loi continue), une telle méthode,
bien que possible, est trés dispendieuse. Ceci nous amene a la recherche d’une simplifi-

cation. Regardons d’abord un exemple.

Il s’agit d’étudier les comportements des changements de supports mélangés sur
la simulation d’un processus de diffusion gamma présentée i la figure 3-1. Nous avons
choisi de diviser la droite en segments de longueurs aléatoires indépendantes selon la loi

gamma g, ; de parameétres a et b (loi en nombre de segments). Alors les tonnages des

89



segments suivent également une loi gamma, mais de parametres a+1 et b (loi en mesure
de segments) :

w(8) = ga+1,5(5)
Fixant la moyenne de w(s) : sm = %L, on envisage de comparer les courbes Q.(T.)
pour différents parameétres « et . La figure 3-16 montre que des valeurs de a tres
différentes donnent des courbes Q. (T.) remarquablement proches de celle obtenue au

support constant s, .

Ces résultats empiriques étonnants méritent sans aucun doute quelque réflexion.
Pour comprendre ce qui se passe, introduisons la variable aléatoire Z, qui vaut Z,

(=t /. Z(z) dz) avec la probabilité w(ds), et qui admet alors la loi :

Fu(z) = / Fo(2) w(ds)

ol F,(z) est la fonction de répartition de Z,. Il est évident que les relations tonnage-
teneur aux supports mélangés selon la loi w correspondent & la loi F,,. La comparaison
entre Q,(T.,) et Q.. (T;,) revient donc & celle entre les lois F, et F, . Par construction,

F, et F, ont la méme moyenne. En ce qui concerne la variance de F, , nous avons :

3= [otui)

Dans I’exemple précédent, w est la loi gamma = ga41,s, €t le processus (de parametre

a, = 0.5) admet la covariance exponentielle : a,e71*. On obtient les expressions de ¢ :

a-1
s o en s 1o (atn) ]} 0<a<tan )

%= 222 [(sm + 1) In(5m +1) = sm], (a—0)
%.L[sm—2ln(1+"—§-‘=)], (a=1).

Nous avons tracés & la figure 3-17, quelques courbes de (o2 — 02 )/0? (la différence
relative de o2 par rapport & o2 ) en fonction de a et pour quelques valeurs de s, .
Sur cette figure, on voit que pour un changement de support pas trop grand et pour
une parametre « pas trop faible, o2 et o2 sont peu différentes. Ceci explique grosso
modo la coincidence des courbes tonnage-teneur & s,, fixé dans I’exemple précédent,
car la valeur maximum de (o2 — o2 _)/0?_ est de 14% (o — 0), et une différence relative
inférieure & celle-ci est peu sensible sur les courbes tonnage-teneur. Notons d’ailleurs

que (02 — o2 )/o?_ ne dépend pas du paramétre du processus de diffusion a,.
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Figure 3-17 : Courbes de (¢2 — 02 )/oZ en fonction de o et s,,.
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En pratique, lorsque que les variances o2 et o2  sont peu différentes, Q,,,(T;,,) serait
une approximation trés raisonnable de Q,(T,). Nous avons d’ailleurs une forte chance
de tomber sur cette situation dans la pratique miniére, puisque les supports de sélection
ne se varient jamais du ponctuel & Pinfini (la dimension du gisement) comme dans

I’exemple précédent. Donnons ici un exemple sur des données réelles.

Il s’agit du gisement de Luceda dont on a étudié au §3.5. un changement de sup-
port constant le long des sondages. Considérons maintenant un changement de sup-
ports mélangés toujours le long des sondages. Nous avons choisi deux supports s,
(21 métres par regroupement de 14 échantillons) et s, (3 meétres par regroupement de
2 échantillons). Apres regroupement, chaque sondage est composé d’un échantillon
de support s; (position au hasard) et de 14 échantillons de support s;. La longueur

moyenne en mesure des supports s; et s; vaut :

1
sm = 381+ g-.sg =9 (métres).

La variance aux supports mélangés o2 et celle & support constant ¢2 valent respective-

ment :

qui ne sont que peu différentes. On donne dans la figure 3-18 la courbe de Q.(T.)
expérimentale associée & ces supports mélangés et aussi celle a support constant s =9m.

Elles sont en excellent accord.
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Figure 3-18 : Courbes de sélectivité — données de Luceda.

3.6.3. Cas de sélection indirecte

Lorsque 1'estimateur ultime change, le formalisme est analogue & celui du mélange
des supports. Considérons d’abord une sélection sur un support constant mais sur des
estimateurs ultimes différents. Notons @; la proportion du tonnage de blocs en mettant
en ceuvre 'estimateur ultime de type i, alors les relations tonnage-teneur indirectes
s’écrivent : ;

To(z) =) & T} (2)

i=1

I

Qu(2) =) @i Qi(2)

i=1
ol T¥(2) et QI(z) sont les relations tonnage-teneur indirectes correspondantes a I’estima-
teur de type i. Ceci signifie que dans le cas d’étude sur l'effet d’information des
données de Bertholéne (§3.4.), il suffit de faire la moyenne des T} (z) et des @}(z) des deux
estimateurs pour en déduire les courbes aux supports mélangés, car les deux estimateurs

ont partagé équitablement les blocs de support constant.

En cas de mélange des supports, les estimateurs vont changer certainement d’un
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support a autre. Considérons ici seulement le cas ol les blocs de méme support ont le

méme estimateur. Nous avons pour les relations tonnage-teneur indirectes :

I
To(z) =) wi Ty (2)

f=1

I
Qu(z) =Y wiQ(2)

=1

ol w; est la proportion du tonnage du support v;.
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CHAPITRE 4

ESTIMATION DE RESERVES RECUPERABLES
LOCALES

4.1. Les expressions des réserves récupérables locales

L’estimation des réserves récupérables locales se distingue de I’estimation de celles
globales en ce que les réserves récupérables locales sont conditionnées par les informa-
tions dans le voisinage du panneau & estimer. Les informations disponibles au moment
de l'estimation des réserves récupérables sont en général trop peu nombreuses pour
que 'on puisse obtenir une estimation précise de chacun des blocs du panneau. C’est
pourquoi I’estimation des réserves récupérables est effectuée sur ’ensemble des blocs du

panneau au lieu de les considérer séparément.
Pour définir les réserves récupérables locales & savoir les relations tonnage-teneur
locales, on distingue comme dans P’estimation globale, le cas de sélection directe (cas

idéal) et le cas de sélection indirecte (cas effectif).

e Réserves récupérables locales directes (idéales) :
1 X
T = g, 212

1 X
Qu(2) = 3= 2 Zu 12,28
k=1

o1 N; désigne le nombre de blocs dans le panneau V.
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Figure 4-1 : Exemple de configuration d’informations dans Pestimation des

réserves récupérables locales.

 Réserves récupérables locales indirectes (effectives) :

1 &
T(2) = 5 217,20
k=1

1 &
Q:(Z) = 'N_; szk ]-Z,‘,kZz
k=1

ou Zy est Pestimateur ultime de Z,, .

Rappelons que dans le cadre du modele gamma, Z,, et Z;, sont transformées re-
spectivement en deux variables & loi gamma Y,, et Y, au moyen de deux fonctions
d’anamorphose ¢ et ¢on. La détermination de ces deux fonctions a fait Pobjet du
chapitre 3. Aprés transformation, les expressions des réserves récupérables locales se

s e .- .
récrivent de la. maniere suivante :
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e Cas de sélection directe (cas idéal) :

1 Ny , +o00 , 1 Ny ,
To(2) = A D v, oy =08 (W) + ) 0% () [Fb DI (V)
k=1 n=1 k=1
(4-1)

1 ¥ - 1 Oy
Qu(@) = = D ber (V) L 2y =6 (1) + D_ w2 (®) {;,—v; 20 (Yva]
k=1 n=1 k=1

oll y = ¢71(2) et ol 6% (y) et w¥ (y) sont respectivement le coefficient de développement

en polynoémes de Laguerre de ly,>, et celui de ¢ (Yy) 1y,>y :
1 +w 7
6= [ e O gl d

1—-Gu(y), n=0;
—\/ &1 (Y) gara(y), > 1.

@)= [ w0115 0 gt
+oo f00
= [ X[sro] Fomoe
+o0 +oo ,
=St | [T OB O0]

+00 ,
=Y G T (Y)
m=0

ol 7%, (y) se calcule & 1’aide de son développement fini :

’ +oo 7 I}
< = [l 5 al
2 () / < (4) 12 (2) g (1) dt
I'(a! +m)T(a' + n) m\ _I(d) ¢ [(a)
‘\/ ~ mIn!T? (o) [Z( b (p> 1“(cv’+17) q_zo( D ( )F(a’+q)

N I

p=0g=0

gor(t) dt

o Cas de sélection indirecte (cas effectif) :

1 & Yo 1 X,
Ti@) = g 2 w20 =05 () + D 05" W) [m- > i (Y,,z)}
k=1 n=1 k=1
42
o (4-2)
Qy(z) = N, Z¢a’(Yvk) lys >y
k=1
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4.2. Estimation par krigeage disjonctif gamma

4.2.1. Les modéles de lois bivariables

Les quatre types de lois bivariables que nous énumérons ici sont nécessaires pour la
mise en ceuvre du krigeage disjonctif gamma des réserves récupérables locales (directes

et indirectes), & savoir :

400
(Y(X), Y(%5)) ~ D (%0 %) 15(8) 15(2) 9al5) 9a(2) (4-3)

n=0

+00
(Y(X:), Yo, ) ~ D P4(%s> vk) enla, &) I3(s) 12 (£) gal(5) g (£) (4-4)

n=0

+00
(Y(x), Yo ) ~ D A(Xsy v6) ealer, @) I5(5) 15 (1) 9a(s) gan (2) (4-5)

reo
(Yo, Yoo ) ~ D Pnenlon, az) 1S ()12 (£) gar (5) gar (t) (4—6)

n=0
(i, 5=1,2, .., Ne; k=1,2, ..., Ny)

oll a; = min(o/, ") et ay = maz(c/, ). N, désigne le nombre d’échantillons dans le
voisinage du panneau V, et les points x; (échantillons) sont considérés comme au hasard
dans les blocs ou ils se situent. Cette randomisation de position des échantillons est
nécessaire pour assurer la cohérence interne du modéle. En effet, les deux hypotheses
a savoir que les deux couples (Y(z), Y,) et (Y(x), Y,) suivent chacun le méme type de
loi (4-4) ne sont pas compatibles. Cela est tout & fait similaire au modele gaussien
(Matheron, 1978(Db)).

Nous avons déja discuté aux chapitres 1 et 2 comment déterminer les parametres «,
o et o’ de ces modéles de lois bivariables. Les coefficients p,,, p? , pf, et r, se déterminent

par des covariances.
4.2.2. Cas de sélection directe

A partir des expressions (4-1), on voit que les krigeages disjonctifs de T,(z) et Q,(z)

se ramenent tous & ceux des quantités ﬁzggl 1¢(v,,) (n=1,2,..), compte tenu de ce
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que le K.D. est un opérateur linéaire. Nous avons :

R KD N, N, +oo
N (Y.,o] =Y A=Y 3 M Y ()
L k=1 i=1

i=1 m=0

ot les AL, = [F% fi()12(t) go(t) dt satisfont aux équations de K.D. :
[ 1 Ny , N; oo
B | g7 2 )] Y(x,-)] =E { D X N Y 1Y ) }

(j=1,2,..,Ne; n=1,2,..)
d’ol1 'on déduit immeédiatement :
M, =0, m# n;
{Zf& N pn(Xp> X;) = 22 530 po(x;, m), m=n.
(i=1,2,..,N.; n=1,2,..)
Notons i = ), (m=mn). Nous avons alors :

1 o
[-ﬁb- Yo (Yuk)] =) NBE[Y(x)] (n=12..)
k=1

g==1

Remarquons que 'orthogonalité entre 12(:) et 1% (:) n’est en général pas vérifiée pour

n # m lorsque o # o/ . En effet, nous avons :

+°°a o 0, m<n
[T rononoalZ0

m2>n.

et
Foo e 0, m>n;
/0 5z (t)ga,(t)dt{;éo

m<n.
Cependant, les relations d’échange des facteurs :
E[I3(X)|Y] = p} enle, ') 17 (Y)
lorsque (X, Y) suit une loi de Laguerre dissymétrique de type (4-4), permettent toujours

la simplification du K.D. En particulier, le K.D. de 3- YN 1 (Y,,) se réduit & son

krigeage simple par les 2[Y(x;)] (i=1,2, ..., N,).

Enfin, les K.D. de T,(z) et de Q,(z) s’écrivent :

[T.(2) *P = 68 (y)+§:0°’ () ZA‘ LY (x)

i=1

[Qu()*P = w§ (v) + Zw" ®) ZA' LY (x)]

n=1 i=1
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4.2.3. Cas de sélection indirecte

La démarche du K.D. de T(z) est tout a fait similaire a celle du K.D. de T,(2),
tandis que le K.D. de Q¥(2) est un peu plus difficile & cause de la présence de I’espérance
conditionnelle :

E [ $ar(Yo) 113, 9 1Y&E)] (k=12 . N5 i=1,2, ., V)

Yo

Son calcul requiert en toute rigueur la connaissance de la loi trivariable de (Y(x,), Ys,, Yii)
(ou la loi de (Z(x;), Zu,, Zz,)), ce qui est en général difficilement accessible en pratique.
Toutefois, dans la plupart des cas, espérance conditionnelle de Z,, connaissant son
estimateur ultime Z; et les informations actuelles Z(x;) (i = 1,2, .., N.) ne doit pas
étre réellement différente de celle connaissant seulement Z} . En effet, Z; est une
estimation de Z,, avec une base d’informations (ultimes) beaucoup plus riche que celles
dont on dispose actuellement, de telle sorte que ces derniéres ne peuvent guére modifier
’espérance conditionnelle de Z,, & z;, fixé. Il est donc légitime de poser en premiere

approximation (Matheron, 1978(c)) :
E[Z,1(2;,, 2(%))]| ~ E[ 20,12, ]
ce qui se récrit en utilisant ’anamorphose :

E[$or(Yo) | (Yo, Y(%:)) | m B [$er (Vo) | Yo, ]

Notons :
h(YvZ) =EK [¢a'(Y”k) th‘; ]
+°° "
=D nracnlas, @)l (V)
n=0
On obtient :
E [ ot (¥or) Iz, 59 | Y (£) | = B [ oo (Var) Ty 29 | (Ve Y(£D) Y ()]
400
~ B [h(%5) 1y 20 | Y (x) | = B [E 6 W (v Y(}_c,o]
n=0
ol1:

" +m "
52" (4) = / B(E) 12" (£) g (1) dit

+m 1
= Z ¢;n Tm Cm(Q1, @2) Ty (Y)

m=0
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Moyennant cette approximation, on déduit que le K.D. de Qi(z) se rameéne également a

ceux des & Y12, 12" (¥;). Or on sait que ces derniers sont autokrigeables :

Ny KDy,

1 Nt * = ija

[-N; >k (nk)] =2 NEYE)] (r=12.)
k=1 i=1

ou M, s’obtiennent selon le systéme de krigeage simple :

Ne . cn(a, a//) Ny
Z/\:. Pa(X; X;) = N ZP;(&" vk)
j=1 k=1

(i=1,2,..,Ne; n=1,2,..)

Enfin, les K.D. de T¥(z) et Q%(z) s’expriment :

+o0 N,
[T ()IFP = 63" () + D 62" (v) DALY (x,)]
n=1 i=1

400 N
[QEIFP = 6" () + D, 62" (y) D NIV ()]
n=1

i=1

4.3. Estimation par conditionnement uniforme gamma

Le K.D. n’est certainement pas le seul substitut de ’espérance conditionnelle pour
estimer les réserves récupérables locales. Le conditionnement uniforme (C.U.) (Math-
eron, 1978(c)) entre autres est particuliérement intéressant en pratique grace a sa sim-
plicité d’utilisation et a sans doute & peu preés la méme efficacité que le K.D. Ceci est
confirmé par I'expérience de Guibal et Zaupa-Remacre (1984) dans le cadre du modele
gaussien. Dans cette partie, nous transposons la démarche de la méthode de condition-
nement uniforme gaussien au cadre gamma, ce qui pourait s’avérer tres utile dans le cas

de gisements trés dissymétriques.
4.3.1. Variable conditionnante

On sait que dans le cadre du modele multigaussien, les anamorphosées gaussiennes
Y(21), Y(22), - Y(zy,), Yo, suivent une loi multigaussienne. Par conséquent, la loi condi-
tionnelle de Y,, & (Y(z1), Y(z2), .., Y(zy,)) fixé ne dépend que du krigeage simple de Y,
a partir de (Y (z1), Y(z2), ..., Y(zn.)) :

£
(Yo [ (Y(21), Y(22), -, Y(n.)) ] = [V, l(Yvk)KS] (k=1,2,.., N})
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On s’apercevoit ainsi que l’estimation des réserves récupérables locales nécessite de
calculer un K.S. pour chacun des blocs dans le panneau, et puis de les utiliser pour
conditionner la loi de chacun de ces blocs. Ceci est tout & fait dispendieux en pra-
tique. L’idée du conditionnement uniforme consiste a remplager les différents krigeages
(%, )55 (k =1, 2, ..., Ny) par un krigeage unique pour conditionner tous les blocs, ce qui
simplifie considérablement les calculs. Ce krigeage unique peut étre le krigeage simple
de 3~ >N Y, . De la méme maniére, on peut penser que cette démarche pourrait aussi

étre possible dans le cadre gamma.

Posons donc :
[F(Y)1°Y = E[£(Yo)] 2]

ou Z, désigne le K.S. de }%,;2,1:’;1 Y,, alaidedes Y(x;) (i=1,2,.., N.):
Ne
Zu=Y MIY(x)—al+d (4-7)
i=1
ol les ); vérifient le systeme :

N, Ny
3 2 ColY (%), Y(x,)] = 7\% 3 Coo[Y(x), Yol (i=1,2, ... V)
j=1 k=1

Ici, une difficulté apparait par rapport au cas multigaussien. On ne sait pas que
les couples (Y,,, Z,) sont laguerriens, ni méme que Z, suit une loi gamma. Pour cette
raison, il est nécessaire d’effectuer une anamorphose gamma sur Z,. Posons :

+o00
Zy=¢ao(Ya) = ) $015 (Ya)  Yur~ goo (4-8)
n=0

avec : o N
¢ = Eldoe (Yu) Iy (Yu)] = E[Zu 17 (Va) ]

N
=—va Y N E{IF[Y(x)IE (Ya) } + o BT (V)]
i=1

Si lon considére que (Y(x;), Y. ) obéit & une loi de Laguerre de densité :

+00
Z ra(X;, 4) enla, @°) 15 (s) lgo (t) 9a(3) 90 (t)

n=0
on en déduit immédiatement :

#=o

N
o [+ 4
= A ‘s
¢ \/a,—ozi=1 (% )

$p=0 n22
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L’anamorphose (4-8) est donc une fonction affine :

Zy=0o +¢3 ( w/_> (4-8)

de sorte que l'estimation par conditionnement uniforme peut également s’écrit :

[F(Y)1°Y = B[ f(Ye,) | Yu]

D’autre part, pour respecter la variance de Z,, on a nécessairement :
N, N, 2
o= Var(Z) =a 355 A s 1) = (8 = [ZA, e u)]
t=1 j=1

d’oli on obtient la valeur maximum du parametre o°

’ E:—l ZNil A A
e =2 (S50 =a -
i=1 Z IE j=1 Ai ’\.7 pl(—z’ —])

Pour choisir une valeur explicite de «°, on procede par identification des termes con-
stants de (4-7) et de (4-8’) :

Ne
o a3 = 4V
i=1
ce qui nous conduit finalement & prendre o° = a?,,,

En résumant ce qui précede, on conditionne les réserves récupérables par Y, :

N, N,
Yu = AL ma:c(¢o max + o — Z ) -Ciz (Z A,> I:Z Ai Y(}_C,)]
Tu i=1

i=1

qui est supposée suivre la loi gamma de parametre o?,,,, .
4.3.2. Cas de sélection directe

On introduit une hypothese sur les lois bivariables de (Y,,, Y,) (k=1,2, .., N}), &

savoir qu’ils admettent des densités de type :

+00
> P(ves ) en(on, a2) 7 ()17 (1) g () e (4) (4-9)

n=0
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oll ay = min(c/, a°) et as = maz(a’, o°). Les coefficients p¥(vk, u), quant a eux, sont

déterminés par les covariances entre Z,, et Z,. Nous avons en effet :

+o0
Cov( Zu,, Zu) = E{ [sz'(nk)] (#2127 (%) ] }
n=1

LAl o
et d’autre part :
+o0 , N,
Cov(Zy,, Zu) =E { Dognls (Vo) QoMY () - a]}
n=1 i=1

o

Ne
= ¢ Z)\i PL(X;> vk)
‘\/&7 i=1
Par identification, on en déduit :

N,
ay a 1
pi(ves w) = P > i pY(%;s )
i=1

qui permet obtenir tous les p%(vg, v) (n=1,2,..).

Moyennant cette hypothése de lois bivariables (4-9), on obtient les espérances con-

ditionnelles des facteurs :
E[I5 (Ya) | Ya ] = pbon, wen(or, a1 (V) (k=1,2, .., N.)

qui conduisent au conditionnement uniforme des réserves récupérables :

Ny
1
[T,()]°" = E [J—V; D lx, 2y IYu]
k=1

, 40 ; ° 1 Nb
=65+ {eﬁ (¥) en(a1, c2) 17 (Ya) [-1\-,; > pa(ox, u)] }
k=1

n=1

Ny
[Qv(z) ]CU =FE [.]—Vl-; Ean:(Yvk) lYuk2y|Yu:|

k=1

, +00 , Y 1 Ny
=w W)+ { wy (¥) enla, a2) 15 (Ya) [-ﬁ; P ACE ")] }
k=1

n=1
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4.3.3. Cas de sélection indirecte

La démarche du conditionnement uniforme des réserves récupérables indirectes est
tout & fait analogue au cas direct. Toutefois, on doit connaitre en plus les lois bivariables
des (Y},Y,) (k=1,2,.,N.). Il parait naturel de supposer que ces couples admettent
les lois de densité :

400
3 6ok, w) enlen, @2) 1" ()17 (2) g (5) gao ()

n=0

oll a; = min(a”, a°) et a; = maz(a”, o). Les coeflicients pf(vi, u) se calculent de méme

par identification des covariances, & savoir :

Cov( Z},, Zu)=E{ [Z‘ﬁ"’“

1 pi(vk, u) \/_

(o102 (v0) | }

D’autre part :

Ne
CO’U(Z:k, Zu)— {qu”la‘ va;,) EA,‘[Y(}_('-)—CZ]}
i=1

= —va ¢y Z}le(xz’ k)

D’ot1 'on déduit :

Olga

Pi(ve, u) = o o oe ZA*pl(Xv k)

i=1

qui permet obtenir tous les pf(v, v) (n=1,2,..).
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On obtient enfin le conditionnement uniforme des réserves récupérables indirectes:
1 &
(TEIY=E [zv 2 1rs2 m]
b k=1

1" % " o 1 Ny
=05 () + { 0 (¥) en(e, 02) I (Ya) [—m‘ > ok (v, U)] }
k=1

n=1

Ny
(@)1 =E | o= 3 (Vo) 1z 5y | Y
Nb k=1 *

v =

1 )
:E;E[¢al(yuk)ly.>yl(y;k’Yu)lyu]
1 X .
A ;E [A(¥2) 175, 5 | Y ]

7" I " ° 1 Ne
=65 (y)+ Z { 6n (y) enlon, az) Iy (Ya) {—ﬁ-b- Zp:‘,(vk, u)] }
k=1

n=1

4.4. Cas d’étude : gisement de Luceda

Reprenons les données du gisement de Luceda sur lesquelles ont été testé les modeéles
de changement de support gamma et gaussien au §3.5. Rappelons que ces modeles ont
donné tous deux des résultats satisfaisants. Cependant, on s’attend & ce que ces deux
modeéles se comportent différemment pour ’estimation des réserves récupérables locales,
puisque les réserves récupérables d’un panneau sont conditionnées par des données dans
son voisinage et de plus, les lois bivariables de type échantillon-échantillon interviennent

en général dans le calcul. Pour le voir, étudions ’exemple simple suivant.

Considérons l'indicatrice de teneur d’un support v : 1z,>,. v est le support de 14
échantillons (21 meétres) regroupés le long de sondage. Nous essayons d’estimer cette
indicatrice par le K.D. gamma et le K.D. gaussien en prenant au hasard un échantillon x
dans v. Prenons par exemple z = 0.81 qui correspond grosso modo 4 la teneur de coupure
pratique. Chaque segment (de longueur 21 meétres) est estimé respectivement par chacun
des 14 échantillons du segment estimé, de sorte que I'on dispose de suffisamment de

valeurs (plus de deux mille) pour en faire des inférences statistiques significatives.
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Le nuage (ou plutdt la courbe) de corrélation entre le K.D. gaussien et le K.D.
gamma présenté & la figure 4-2 retient notre attention. On constate sur cette figure que
ces deux estimateurs sont fortement différents. En particulier, on observe un alignement
des points (plus de 80% de ’ensemble des points), 14 o1 les K.D. gamma valent approx-
imativement 0.18, tandis que les K.D. gaussiens varient de 0 & 0.6 . En effet, ces points
correspondent aux cas ou les échantillons sont stériles; et leurs teneurs sont souvent
trés peu précises. Le K.D. gamma ignore la différence entre ces faibles valeurs, tandis
que le K.D. gaussien, a cause de la manque de robustesse de 1’anamorphose gaussi-
enne, attribue a ces faibles valeurs dont la différence est peu significative, une forte
différence dans Pestimation. Ceci est un défaut d’utilisation du modele gaussien dans
le cas d’estimation locale avec des données présentant une forte proportion des valeurs
tres faibles. Ce défaut est malgré tout sans rapport avec I’hypothése de la binormalité

ponctuelle souvent inadéquate dans ces situations.

Pour savoir si les estimations par K.D. gaussien et par K.D. gamma se conforment
\ rd . I . - 4 - .
ou non a la réalité, il est intéressant de regarder la regression : 1z,5./1% 5, . En fait, un

estimateur sans biais conditionnel de 15,5, doit vérifier :

E(IZvZZ l 1},,21,) = 1},,2z

ce qui signifie simplement qu’a une estimation donnée, on doit s’attendre a ce que la vari-
able réelle est en moyenne égale a cette estimation. Dans ’exemple présent, pour pouvoir
calculer 'espérance conditionnelle E (1z,5,|1%,5,) , on procede en regroupant les valeurs
estimées en 10 classes de largeur 0.1 . Dans le cas gamma, seule la classe 0.1 < 17,5, < 0.2
a un nombre suffisant de points pour permettre une statistique significative. Sur la fig-
ure 4-3, on constate effectivement un bon accord entre E (1z,5,|0.1< 1} 5, <02) et la
moyenne de 1} ., dans la classe ]0.1,0.2]. Au contraire, pour ces indicatrices estimées
pauvres par le K.D. gamma, le K.D. gaussien a donné des valeurs dispersées entre 0
et 0.6 . La regression : 1z,5,/1% ., montre bien que cette dispersion est assez illusoire.
En effet, des segments estimés pauvres sont en réalité moins pauvres, tandis que ceux

estimés assez riches sont en réalité moins riches(Figure 4-3).

Enfin, deux points supplémentaires sur cet exemple sont & noter. D’abord, le
K.D. est ici identique a Pespérance conditionnelle, car on n’utilise qu’une seule infor-
mation. C’est aussi la raison pour laquelle les lois bivariables échantillon-échantillon

n’interviennent pas dans le calcul
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Figure 4-2 : Nuage de corrélation entre le K.D. gaussien et le K.D. gamma de 15,5,.
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Figure 4-3 : Regression : 1z,5./1% .
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Figure 4-4 : Nuage de Corrélation entre le K.D. gaussien et Le K.D. gamma de 1z,5,.

Le deuxiéme point concerne le probléme de-convergence du K.D. gamma de I'indica-
trice 17,5, dans le cas particulier ot l’on a choisi o’ = a,,, , de sorte que les coeflicients o},
sont strictement égaux 4 1. En pratique, il serait préférable dans ce genre de situation, de
prendre une valeur de o’ légérement inférieure & o/, . Ceci change trés peu notre modéle,
mais permet de gagner considérablement sur la vitesse de convergence de l'estimateur.
C’est ce que nous avons fait dans ’exemple précédent. Sil’on prend strictement o =
o!.., le nuage de corrélation entre le K.D. gaussien et le K.D. gamma ressemble & celui
de la figure 4-4. On observe que la convergence du développement du K.D. gamma n’a
eu lieu, surtout au grande valeurs, bien qu’une cinquantaine de polynomes aient été

utilisée.
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CHAPITRE 5

CONCLUSIONS ET QUELQUES THEMES DE
REFLEXION

5.1. Conclusions

On se propose maintenant de faire un tour d’horizon sur les aspects essentiels que

Pon peut tirer de ce travail sur le modéle gamma.

e L’estimation des distributions spatiales et son application a ’estimation des ré-
serves récupérables nécessitent de recourir a un modeéle de distribution. La loi gamma
a 'avantage en premier lieu d’avoir des formes trés variées selon son parameétre o, ce
qui lui permet d’approcher la forme de 'histogramme des données empiriques, et ainsi

d’obtenir une fonction d’anamorphose robuste.

e Dans le cas de données trés dissymétriques, 'anamorphose gaussienne (méme
lorsqu’elle est possible) ne conduit pas toujours & une modélisation correcte de lois
bivariables; une anamorphose gamma peut étre plus convenable. De plus, on peut
choisir le parametre o de facon a ce que les données anamorphosées respectent au mieux
une loi isofactorielle gamma. Pour tester le caractére bivariable, on dispose d’un certain
nombre d’outils possibles & mettre en ceuvre. Bien qu’ils ne soient pas tous exhaustifs,
la combinaison de leur utilisation permet de controler le choix du modéle et le choix des
parametres dans un modele. C’est avec des exemples de simulations que nous avons pu
montrer Pimportance de la modélisation de lois bivariables. Dans les cas ou le krigeage
d’indicatrice ou sa version améliorée (qui, tous deux, ne recourent pas & un modéle

de lois bivariables explicite) s’averent peu éfficaces, le krigeage disjonctif basé sur un
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modele de lois bivariables admet encore des résultats satisfaisants. Cependant, il faut
étre prudent lors du choix du modéle. Une modélisation incorrecte de lois bivariables

peut fausser 'estimation.

e Pour estimer les distributions spatiales & un support v différent de celui des
échantillons, un modéle de changement de support est obligatoire. Un tel modele
est souvent difficile & tester sur la base des données d’exploration. A partir d’une
modélisation de type gamma des distributions des données des échantillons, on peut
constuire un modele de changement de support & loi gamma. Ce modéle a 'avantage de
dépendre du paramétre o’ de la fonction d’anamorphose au support v. Ceci lui confere
une souplesse vis & vis des phénomeénes différents. On choisi différentes valeurs de o’
pour différents types de phénomenes. De la méme maniére, on a pu construire des
modeles gamma pour décrire Ueffet d’information. Cela conduit immédiatement aux
estimations des réserves récupérables globales. A partir de ces modeéles, on peut aussi
estimer les réserves récupérables locales moyennant la technique du krigeage disjonctif
ou la technique du conditionnement uniforme. A 1’aide d’un exemple pratique, nous
avons pu montrer, dans le cas de données trés dissymétriques, 'avantage du modele
gamma, par rapport au modéle gaussien pour I'estimation locale, bien que parfois, ces

modeles conduisent & des estimations globales analogues.

e Notons d’ailleurs que la loi bigamma comme la loi monovariable gamma, ainsi
que le modéle de changement de support gamma, tendent & se rapprocher du modele
gaussien aux grandes valeurs du parameétre o de la fonction d’anamorphose au support
d’échantillon. Tout phénomeéne susceptible d’étre décrit par le modele gaussien peut
donc I’étre aussi par un modéle gamma. Or, 'anamorphose gaussienne ne permet pas
de transformer une loi bigamma en une loi bigaussienne. On s’apercoit ainsi que le
modéle gamma se comporte comme une généralisation du modeéle gaussien. Dans les
applications, lorsque le modéle gaussien s’avere inadéquat, cela vaut la peine d’essayer le
modéle gamma, surtout dans les cas de données trés dissymétriques (e.g. les gisements
d’uranium et d’or ou la concentration en un polluant etc.). Remarquons finalement que
la mise en ceuvre du modéle gamma n’est pas plus difficile que celle du modele gaussien,

bien qu’une grande attention doive étre prétée au choix des parametres.
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5.2. Quelques themes de réflexion

Pour étre complet, il convient aussi d’indiquer quelques problémes importants, bien
qu’ils ne soient pas traités ou pas soulignés dans ce qui précede. On peut croire que la
future recherche sur ces problemes contribuera au développement de la géostatistique

tant au plan théorique que pratique.

e Dans les cas de données trés dissymétriques, I’estimation du variogramme n’est
pas souvent chose aisée. Par rapport a ’anamophose gamma, I’anamorphose gaussienne
réduit 'influence des fortes valeurs, et permet ainsi une analyse structurale plus facile
sur anamorphosé. Mais, il ne faut pas oublier que ’on ne peut en profiter que si 'on
peut construire un modéle de loi bivariable & partir duquel vont s’effectuer les autres
étapes d’estimation des distributions spatiales. Malheureusement, ceci n’est souvent
pas le cas. Chauvet (1982) suggére de regarder “la nuée variographique” qui contient
plus d’information sur la structure des données & étudier que le variogramme usuel, et
permet ainsi de mieux comprendre la structure des données dans ’espace. Par ailleurs,
de nombreux travaux ont visé & définir des “algorithmes robustes” d’estimation du
variogramme (cf. par exemple les proceedings des congrés géostatistiques 83 et 88).
Citons ici en particulier la méthode, proposée par Srivastava et al. (1988), qui consiste

N - /2 P . \ Vd . »
a calculer simplement le corrélogramme expérimental, puis a en déduire le variogramme.

e Les méthodes présentées dans cette these reposent sur ’hypothése de station-
narité assez stricte. Ceci limite leur application. On se demande naturellement si ’'on
pourrait s’affranchir de cette hypothése pour se situer dans un cadre moins exigeant tel
que le cadre de ’hypothése de stationnarité locale ou le cadre de ’hypothese intrinséque.
En 1977, Matheron a considéré la possibilité d’imposer au krigeage disjonctif des condi-
tions d’universalité en s’inspirant du krigeage ordinaire qui ne requiert qu’une hypotheése
de stationnarité locale ou intrinseque. Cependant, ces conditions d’universalité ne se
justifient que pour des variables définies au support d’échantillon et leurs régularisées.
D’autre part, méme si ’on se trouve dans cette situation, ces conditions d’universalité
doivent étre utilisées avec prudence. Par exemple, on tombe sur des problémes de con-
vergence tres séveres lorsque 1’on cherche a estimer des distributions spatiales locales. En
effet, le krigeage disjonctif avec conditions universalité converge aussi lentement que le
développement en polynomes orthogonaux de la fonction d’indicatrice (Rivoirard, 1985).

Notons par contre que toujours dans le but de franchir le seuil de la stationnarité stricte,
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Matheron a suggéré d’utiliser une variable conditionnante supplémentaire représentant

la teneur moyenne locale. Cette teneur locale provient de l'estimation du panneau ou
une zone englobant le panneau, grace & des méthodes reposant sur ’hypothese de sta-
tionarité locale ou intrinséque : krigeage ordinaire par exemple. Une simplification de
cette méthode consiste a n’utiliser que cette variable conditionnante. Ceci est développé
et utilisé par Zaupa-Remacre (1984) pour P’estimation des réserves récupérables locales.
La simplicité et les résultats expérimentaux rendent cette méthode trés séduisante. En-
fin, bien que cette méthode soit exposée par Zaupa-Remacre dans le cadre gaussien, il
en va & peu prés de méme dans le cadre gamma. Du point de vue pratique, lorsque qu’il
s’agit d’un gisement trés dissymétrique et présentant une zonéographie, cette méthode
est sans doute plus intéressante que ce que 'on a présenté au §4.3., ou la variable con-

ditionnante est un krigeage simple des anamorphosées des blocs.

e En suivant la démarche du cas gaussien (Maréchal, 1980; Rivoirard, 1984(a)),
on peut établir parallélement une extension du krigeage disjonctif gamma et du condi-
tionnement uniforme gamma au cas multivariable. Cette extension est tres utile surtout
pour estimer les gisements polymétalliques et trés dissymétriques. Notons d’ailleurs que
le modéle gamma apparait particulierement souple dans le cas d’un gisement dont la
variable principale n’est pas trés dissymétrique (adaptation au modéle gaussien), tan-
dis que la variable secondaire est trés dissymétrique (inadaptation au modéle gaussien)
(e.g. les gisements de cuivre de type porphyridue ol la minéralisation en cuivre (peu
dissymétrique) est acompagnée par celle en or ou autres métaux précieux (trés dis-
symétriques)). Dans ce genre de situation, on peut appliquer une anamorphose gamma
avec une grande valeur de o pour la variable peu dissymétrique, mais une petite valeur

de « pour la variable trés dissymétrique.

e Au contraire de ce qui se passe dans le cas gaussien, on ne dispose pas & ’heure
actuelle de méthode générale de simulation dans le cas gamma, sauf pour certains cas
particuliers tels que le processus de diffusion & une dimension et son extension a n
dimensions par la méthode de substitution ou la mesure aléatoire orthogonale régularisée
etc. Mentionnons par ailleurs que si Y(z) est une fonction aléatoire gaussienne, alors
1Y?(z) est une fonction aléatoire & la loi gamma de parametre 1. Les algorithmes de
simulation de type non gaussien font actuellement l'objet de recherches tant dans le

domaine géostatistique que dans les autres domaines.
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e Devant des phénoménes de natures trés variées, on ne dispose pas, a ’heure
actuelle (sans doute pour toujours ?), de modele universel capable de tous les décrire.
C’est la raison pour laquelle on s’oriente vers la cherche des modeéles différents pour des
phénomenes différents. Le modéle gaussien est performant pour les phénomeénes ayant
une distribution pas trés dissymétrique (gisements de fer, de cuivre et de zinc etc), tandis
que le modele gamma est plutdt destiné aux ceux qui présentent une distribution tres
dissymétrique (gisements d’or et d’uranium etc.). Citons aussi la famille des modéles
discrets (Matheron, 1984(d) et 1988(b); Lajaunie et Lantuéjoul, 1988) destinés & estimer
des phénomenes de nature discréte tels que des gisements de pierres précieuses ou des
phénomenes discrétisables, et aussi le modéle & résidu d’indicatrice autokrigeable de
Rivoirard (1988). A titre de curiosité, on se demande d’ailleurs si I'on peut généraliser
- le modéle gamma en remplacant la loi gamma par la loi de Gauss inverse généralisée,
comme ’on sait que la loi gamma est un cas limite de cette derniére. Sur ce point,

quelques résultats sont rassemblés dans 'annexe qui suit.
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ANNEXE

QUELQUES REFLEXIONS SUR LA LOI DE GAUSS INVERSE
ouU
VERS UNE GENERALISATION DU MODELE GAMMA

A.l. Introduction

Le modéle gamma se comporte comme une généralisation du modéle gaussien.
Ceci lui confére un domaine d’utilisation beaucoup plus large que le modéle gaussien.
Toutefois, la loi gamma n’est aussi qu'un cas particulier d’une famille de loi que I'on

appelle loi de Gauss inverse généralisée, et qui admet comme densité :

o4 e)] o0 e

ol K est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce. La loi de Gauss inverse
généralisée dépend de trois parametres a, # et A. On retrouve une loi gamma en prenant
2> 0 et en faisant tendre o vers 0. Ainsi se pose la question de savoir si ’on pourrait
constuire des modéles batis sur la loi (4 —1) qui pourait généraliser le modéle gamma,

permettant ainsi de couvrir un domaine d’utilisation plus large.

La loi de Gauss inverse généralisée a été proposée par Good en 1953. Puis, elle a été
utilisé par Sichel (1971) pour construire un mélange de loi de Poisson (que ’on appelle
maintenant loi de Sichel discréte). Cette famille de distributions discretes, a queue trés
allongée, a un grand intérét pour modéliser les gisements de métaux précieux dont les

gisements de diamant en particulier.

Un cas particulier bien connu de (4 —1) est la loi de Gauss inverse (A= -1). Elle
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été obtenu tout d’abord par Schrodinger (1915) en considérant le temps d’atteinte d’une
droite par une particule suivant un mouvement brownien. Depuis, elle a été étudié abon-
damment dans la littérature. En particulier, Matheron (1985(b)) a développé certaines
propriétés de cette loi (appelée loi de Sichel continue par cet auteur) qui suggérent son

intérét dans le domaine géostatistique.

Cependant, on ne connait que fort peu de chose & propos des lois multivariables
gaussiennes inverses. Wasan (1968), puis Kocherlakota (1986) ont introduit des lois
bivariables & loi marginale gaussienne inverse. Ils’agit de lois de deux variables aléatoires
dépendantes, mais non-corrélées, de sorte qu’elles ne présentent que tres peu intérét pour

la géostatistique.

Dans ce qui suit, aprés quelques rappels sur la loi de Gauss inverse (§A.2.), nous
essayons de construire une loi bivariable symétrique & partir du mouvement brown-
ien (§A.3.), et aussi de définir un processus stationnaire admettant cette loi bivariable
(§A.4.). Le paragraphe §A.5. est consacré & une loi bivariable dissymétrique qui con-
stitue un modele de changement de support. Ce modeéle est testé sur un jeu de données
de teneurs en uranium (§A.6.). Enfin, dans le paragraphe §A-7, sont présentées des

séries de fonctions orthogonales & loi de Gauss inverse.

Mentionnons aussi que Barndorff-Nielsen et al. (1978) ont montré que le temps
d’atteinte d’une droite par la trajectoire d’un processus de diffusion homogene suit une
loi de Gauss inverse généralisée. Ceci suggeére que le procédé de contruction de lois
bivariables gausiennes inverses, que nous allons présenter, pourrait donner naissance
A - . . . . 2 2 L4
3 des lois bivariables gaussiennes inverses généralisées, en remplagant le mouvement

brownien par un processus de diffusion. Nous n’aborderons pas ici ce probléme.

A.2. Quelques rappels sur la loi de Gauss inverse

On dira qu’une variable aléatoire Y suit une loi de Gauss inverse si sa densité vaut:

2 2
Bloy) = — oy~ 3 _x Py -
fa(y) = my ea:p(aﬁ 2y 5 ) (y> 0) (A 2)
qui est le cas A=~1, a >0, #> 0 de la loi de Gauss inverse généralisée (4 — 1).
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Figure A-1: Quelques courbes de densité de la loi de Gauss inverse avec
m=1, 02 =28, .., 0.063 (de gauche & droite).

A partir de la représentation de Sonine-Schléfli des fonctions de Bessel modifiées de
deuxitme espece (cf. par exemple Matheron 1965, p.49), nous déduisons les moments
de tout ordre de la loi (A—2) :

ny_ 208 ([« "o B
By =222 (£) ok, y(ah)

En particulier, nous avons pour la moyenne et la variance de Y :

= 2. 2_ @
m — E’ of = ﬁ
Avec les deux parametres m et o2, la loi (A-2) se récrit :
1 m) 2 m? m v ,
7 (§) w[F(-5-%)] w0 e

A m fixé, la loi de Gauss inverse est trés dissymétrique aux grandes valeurs de o.
Au contraire, elle tend approcher 3 une loi de Gauss lorsque ¢ tend vers zero. (Figure
A-1).
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La fonction de répartition de la loi de Gauss inverse s’exprime de maniére simple &
’aide de celle de la loi de Gauss (centrée et réduite) G :

romo(pg) e [ic(imeg)] s

La transformée de Laplace de la loi (4—2) vaut :

E(e_AY)=e°(p'sz+2)‘) (A—14)

D’oti il est clair que la loi de Gauss inverse est indéfiniment divisible (Matheron, 1985).

A.3. Une loi bivariable symétrique

Les techniques pour 'estimation des réserves récupérables de la géostatistique non
linéaire ont besoins de deux sortes de lois bivariables, & savoir des lois symétriques (du
type échantillon-échantillon ou bloc-bloc) et des lois dissymétriques (du type échantillons
-blocs). Une maniére commode d’introduire des lois bivariables a loi marginale gaussi-
enne inverse consiste & partir de son interprétation en terme du mouvement brownien,
3 savoir que si X(t) est le processus gaussien (mouvement brownien) d’espérance nulle
et de variance o%(t) = t, I'instant aléatoire ol la trajectoire de ce processus atteint pour

la premiére fois la droite ¢ = a— gt (a >0, #>0) admet la loi de densité (4—2).

Considérons maintenant les instants aléatoires Y;, Y et Y; ou la trajectoire de
X(t) atteint respectivement pour la premiere fois les droites z = v — 8¢, 2 = a — Bt et
z=(r+a)—pft(a>7>0et #>0).

Notons Y/ = Y2 — ¥;. On montre que Y’ suit également la loi de Gauss inverse de

parametre « et 8. En effet :

E(e—)\Y') - E [e—A(Yg—Yl)] =E{E [e.—A(Yz—Yl)lyl] }zea(ﬁ—\/ﬁﬂ—w—k)

A P’aide de la transformée de Laplace de la loi de Gauss inverse (A-4), On déduit

facilement celle du couple (Y, Y’) :

E(C—AY—;:Y’) = F [e-,\y-,‘(yg—yl)] —E [e—p(Yg—Y)—(].l+>‘)(Y‘Yl )—,\Yl]

=emp[(a+r),3—T(\/ﬂ2+2,u+\/,32+2)\)—(a—r)\/ﬂ2+2(u+)\)] (A-5)
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Figure A-2 : Schéma pour la construction d'un couple symétrique

3 loi marginale gaussienne inverse.

Sous cette forme, on apercoit que le couple (Y, Y’) est aussi indéfiniment divisible.

La covariance entre Y et Y’ vaut :

o —T

Con(¥, Y') = E{[(Y - Y1) + %] (%= Y) +(¥ =Y1)]} - m? = 257

et leur coefficient de corrélation vaut :

Remarquons que si p=0, Y et Y’ sont indépendantes, et que dans le sens inverse, siY

et Y’ sont indépendantes, alors p = 0. Autrement dit, 'indépendance et I'absence de

corrélation entre Y et Y’ sont équivalentes.

On montre d’ailleurs que la loi bivariable (4 —5) tend & se rapprocher d’une loi

bigaussienne lorsque o augmente & 8 fixé, ou lorsque 8 augmente a o fixé. Pour le voir,

Posons g =1 (ce qui ne nuit pas & la généralité). Partant de la transformée de Laplace

du couple (Y,Y’), on en déduit immédiatement la transformée de Fourier du couple
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centré normé :
w{e i () + (520 ]}
=e.’cp{a [(2-—p)—(1—p) (\/1_%+\/1_%) , /1_2i($u) _i(/:/-gv)]}

Faisant tendre « vers 'infini, on obtient :

A, } Y -a ) Y —a _ W+ 4+2puv
g, {0 (577 ) +ov (55) [} oo (-5

qui est précisément la transformée de Fourier d’une loi bigaussienne.

Maleureusement, nous n’avons pas pu obtenir une inversion simple de (4 - 5).
Cependant nous pouvons donner une représentation intégrale de la fonction de den-
sité :

YA

fw, v) = / U ) Py 2) PG - 2)de

ol y Ay’ désigne la plus petite valeur parmi y et y'.

Notons que la transformée de Laplace (A —5) se développe aussi sous la forme

suivante:

E (e—AY—pY’ )

=B () E(e Y ) ezp{ap [VET2A+ VB F 28~ VET200+0) - 8] }

=E () E (') {5 (ap)” [VE+2X+ VBt 20— VB 23t ) - B
B n=0 n! # #
qui suggere éventuellement une factorisation que nous ne sommes pas parvenus a ex-

ploiter.

Notons par ailleurs que si ’on définit les variables Y1, Y2, Y3 et Yy comme les temps
d’atteinte par le processus gaussien X(t) des droites z = r— B¢, 2 = o—ft, z = (n+o)—Ft
et ¢ = (n+a)—pt (n < ), alors le couple (V3—Y;, Y2—Y> ) suit encore la loi (4-5), puisque

avec un simple changement d’origine, on se retrouve dans la situation précédente.
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A.4. Un processus stationnaire a loi de Gauss inverse

D’apres le schéma de construction d’un couple & loi de Gauss inverse, on peut
définir un processus & loi bivariable (4 —5). Notons T(r) (7 € [0, +o0[) I'instant ol la

trajectoire de X(t) atteint pour la premiere fois la droite z = r — gt. Posons :
Y(r)=T(r+ o) —T(1)

On vérifie aisément que Y(7) (7 € [0, +00[) est un processus stationnaire de covariance

triangulaire :

o:—h’ f h
C(h):E[Y(r+h)Y(7)]~m2={F mh<e
0, sinon

Compte-tenu de ce que T(r) est un processus & accroissements indépendants et & loi
de Gauss inverse, on en déduit un procédé simple de simulation de Y(r). Pour ce faire,
faisons choix d’une unité dr de facon & ce que le parametre « soit un multiple de dr.
Puis, on génére une suite de valeurs mutuellement indépendantes et a la loi de Gauss

inverse de parameétres dr et 8 : s, s3, ..., sv. Notons p= £ et prenons enfin :

ntp
Y(ndr) = E 8; (n=1,2,..,N-p)

t=n+1
Rappelons que pour générer des valeurs a loi de Gauss inverse, Matheron (1985) a donné
une méthode simple. On part d’une gaussienne centrée réduite X de sorte que X?/2 est

une variable gamma réduite, et ’on prend :
S=X2%/a®; %(S)= %(5+2— VS22 +48)

puis Z = z(S) avec la probabilité 1/(1+2,) ou Z = 1/2(S) avec la probabilité complémen-
taire : la variable Z ainsi construite obéit a la loi de Gauss inverse de parametres o et
B = a. Pour une simulation de la loi de Gauss inverse de paramétres r et g, il suffit
d’utiliser la méthode précédente en prenant o = /78, puis de multiplier les valeurs

générées par /8.

Pour tester le modéle de fonction aléatoire & loi bivariable (4 —5), On s’intéresse &

la relation entre les variogramme d’ordre 1 et d’ordre 2. Partant de la transformée de
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Figure A-3 : Simulation d’un processus stationnaire a loi de Gauss inverse

a=p=05; dr =0.05

Laplace (A-5), on en déduit :

E{eiu[Y(TM)—Y(T)]}=emp[(a+h)ﬂ—h(\/ﬁ2—2z‘u+ \/ﬂ2+2iu)—(a—h)ﬂ]

= exp [2hﬁ-—- h(\/ﬂz —924u+ \/Bz +2iu)] —_ eh(ﬁ—\/p2+2iu)eh(p-,/pa..ziu)
- F [eiu(X——X')]

ce qui montre que Y(r+h)—Y(r) admet la méme loi que la différence entre deux variables
X et X' indépendantes et & la méme loi de Gauss inverse de parametres h et . D’ou
vient :

LBIY(r+h) - Y()| = 5E|X - X'|

ainsi que la relation entre le variogramme d’ordre 1 v (k) et le variogramme d’ordre 2
v(h) :

71(h) = S(h, B) = S(8°7(h), B)
ott 5(a, b) désigne la sélectivité de la loi de Gauss inverse de parametre a et b. Quelques
courbes de cette relation sont reproduits & la figure A-4. Nous constatons que, & moyenne

m fixée, la courbe /v, tend & se rapprocher de la diagonale (caractére mosaique) lorsque
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mosaique) lorsque la variance ¢? augmente. Au contraire, elle devient de plus en plus
proche d’une parabole lorsque 0% décroit. Notons d’ailleurs que I’on ne dispose pas d’une
formule simple de la sélectivité de la loi de Gauss inverse, les courbes dans la figure A-4

sont obtenues par calcul numérique des intégrales.
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Figure A-4 : Courbes de destructuration de la loi bivariable de Gauss inverse
m=1, o2 = +00, 10, 2, 1, 0.5, 0+ (de gauche & droite).

A.5. Une loi bivariable dissymétrique

Des lois bivariables dissymétriques peuvent étre contruites également & partir du
mouvement brownien. Pour cela, il suffit de considérer les deux instants Y et ¥, ou le
processus gaussien X () atteint pour la premiére fois respectivement les droites ¢ = a— g1t
etz=a -t (0<a’<a 0<f<p;i;0u0<a<a, 0<p<p) (Figure A-5). On en
déduit immédiatement la loi conditionnelle de Y a Y, fixé:

YYo=y ~ ffy-m) (v>w0) (A-6)

o160 =(a—a')+(B —B)y., ainsi que la loi bivariable de type dissymétrique entre Y et
Y, :

(V,Y,) ~ flu-w)fom)  (3>w) (A6
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Figure A-5 : Schéma pour la contruction d’un couple dissymétrique

4 loi marginale gaussienne inverse.

Considérons maintenant le probléme de changement de support. Si Z(z) et Z,
représentent respectivement la teneur au support d’échantillon et celle de bloc v, alors

elles sont liées par la relation de Cartier :
Z,= B(2(x)| Z) (4-7)

ol x désigne I’échantillon au hasard dans v. Considérons que Z(x) et Z, peuvent étre

anamorphosées respectivement aux deux variables Y et Y, & loi de Gauss inverse :

Z(x)=¢[Y(x)]

Z,=4¢'(%y)
et supposons que (Y(x), Y,) suive la loi (4 —6’). On en déduit I'expression de ¢’ en

fonction de ¢ :
Zy=¢'(Yo) = E{4[Y(x)]]Y0}

- [ " b) By~ Yo) dy

=/0+°°¢(y+Y.,)ff(y)dy (4-8)
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Il s’agit d’une intégrale plutot difficile a calculer sauf dans des cas particuliers ou par
exemple, 'anamorphose au support d’échantillon est une fonction affine. Prenons le cas

ou Z(z) = Y(z). On aurait simplement :

’B,Y +a___al
v

H=FrtTg

(4-9)

Dans ce simple modéle de changement de support, les parameétres o et g sont
déterminés par la moyenne m et la variance o? des échantillons, tandis que o' et g
doivent satisfaire d’abord la variance de 7, :

1o
Cab-b
Sous cette condition, le choix de o’ et de 8’ est encore tres arbitraire. Il est pourtant a

remarquer les contraintes suivantes :

e o’ <a;
e (' > qui entraine :

’ ! 9 0.2
’ 3 . Yv
< = aZavﬁ__a_za

| R
IQ

1
v 'B"z" 3

’

@
o

Par conséquent, o/ doit étre choisi dans Vintervalle [(02/0?)a, «]. Silon prend
o = a, alors min(Z,) = min[Z(x)]. Sinon, Z, sera strictement supérieure & la constante
positive (e — a’)/8. En tout cas, il faut confronter le choix au phénomene en question
(cf. §3.2.2.).

A Taide de la formule (A - 3), on peut calculer les courbes tonnage-teneur sans
aucune difficulté. Notant Z, =aY,+baveca=p'/fet b=(a—-c')/f,0ona:

-b
T(2) = E(12,5:) = E [ly,s(s-t)ja] = 1= F ( )
Qv(Z) = E(Zu ]'ZvZZ) =F [(aY,, +b) IYuZ(z—b)/a]

=al [Y;; lY‘,Z(z—-b)/a] +bE [1Yu2(1"b)/a]

=a/:tf(t)dt+b [1—F(z;b)]
+b [I—F(z;b>]

o o\’ a
”FF[(;?) =
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ol F est la fonction de répartition de la loi de Gauss inverse de parameétres o et #'.

A.6. Cas d’étude : gisement de Bertholéne

A.6.1. Approche de la distribution de teneur des échantillons

Les données de teneur en uranium auquelles nous nous intéressons ici proviennent
d’un échantillonnage & maille réguliere du gisement de Bertholéne (cf. aussi §1.6. et
§3.4.). L’histogramme empirique de ces données montre une répartition dissymétrique
(coefficient de variation o/m = 1.9), & savoir, d’une part la fréquence majeure des valeurs

faibles, d’autre part une queue trés allongée de quelques fortes valeurs.

Pour la mise en ceuvre des techniques de la géostatistique non linéaire, il est avan-
tageux d’associer la variable d’étude & une distribution usuelle, soit par un ajustement
direct de I’histogramme empirique, soit plus généralement par une anamorphose. Dans
le cas présent, compte-tenu de la forme de I'histogramme empirique, nous avons essayé
de ’ajuster par une loi de Gauss inverse. A titre de comparaison, on a envisagé d’utiliser
également une loi lognormale. A partir des statistiques sur les données disponibles telles
que la moyenne et la variance, on a pu obtenir les parametres de la loi de Gauss inverse

et ceux de la loi lognormale (Tableau A-1).

expérimental m = 847.371 o? = 2627280.
loi de Gauss inverse a=15.22 B =0.01796
loi lognormale o =59727 v = 1.2405

Tableau A-1 : Parameétres statistiques sur les échantillons.

Dans le tableau A-1, u et v sont les paramétres de la loi lognormale de densité :

f(z):w_%—gexp[—ﬁ—l;f(lnz—u)z] (2>0)
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Les figures A-6 reproduisent les courbes de tonnage-teneur empiriques et leurs
ajustements respectifs par la loi de Gauss inverse et par la loi lognormale. Nous consta-
tons une bonne adéquation de la loi de Gauss inverse avec les résultats empiriques, mais
il n’en est pas ainsi avec la loi lognormale. On observe d’ailleurs que la loi de Gauss
inverse est plus sélective que la loi lognormale. Plus généralement, on montre que a
moyenne et variance égales, la loi de Gauss inverse est toujours plus sélective que la loi
lognormale, et cet écart est d’autant plus important que le coefficient de variation o/m
augmente (Matheron, 1985(b)).

A.6.2. Changement de support le long des sondages

La mise en ceuvre du modéle de changement de support présenté au §A-5 est ici
chose aisée parce que la distribution des échantillons peut étre approchée par une loi de
Gauss inverse. Considérons le changement de support de la longueur d’échantillon (1m)
3 celle de sondage (6m) d’ol une comparaison possible entre le modéle de changement
de support et la réalité. Rappelons que la variance des sondages vaut o2 = 1332888. On

en déduit l'intervalle du parametre o’ :

o €[fPol, o] = [1.72, 15.22]

ainsi que l'intervalle du parametre ' = 35 %

1
g €8 -E;;ag] = [0.01796, 0.0354]
v

On constate sur les figures A-7, que le modéle avec o = o admet des résultats excellents

contrairement celui avec of = #362 ol se produit une sous-estimation trés substantielle.
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Figures A-6 : Courbes tonnage-teneur au support d’échantillon.
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2.2 Empirique -

+-+=- Gouss inverse
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(c) : Courbes de sélectivité

Figures A-6(suite) : Courbes tonnage-teneur au support d’échantillon.
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Figures A-7 : Courbes tonnage-teneur au support de sondage.
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Figures A-7(suite) : Courbes tonnage-teneur au support de sondage.
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A.7. Fonctions orthogonales a loi de Gauss inverse

Pour rechercher des fonctions orthogonales pour la loi de Gauss inverse, partons

des polynomes écrits de la maniére suivante :
Wwo = 1
wi=14+ai1u
wy = 1+ ag u + azp u?

wp=1+ap tt+anau’+...4 app u®

ou u = u(Y) avec Y suivant la loi de Gauss inverse de parameétres o et §. Ensuite, on

envisage de déterminer les coeflicients a;; (7, j=1,2,...,n). Notons :
wo 1 0 0 . 0 1
wy 1 ail 0 e 0
W = wo s A= 1 an a29 .o 0 , U = u2
Wy, 1 ap1 @Gnz ... @nn u”

On vérifie sans peine que :
W=AU=>WW = AUU'A' = E(WW')= AE(UU') A’

En imposant la condition d’orthogonalité E(w;w;) =0V i # j, On obtient les coefficients

aij
-1
anl my ma aas my (1]
an2 ma mga . s Mpt1 -mi
= (A - 10)
Ann My, Mpy1 ... Mpin-1 =My.1
(n=1,2,...)

ou m, = E(u").

Prenons ’exemple u =Y, alors :

E(u")=E(Y") = %ﬁeaﬁ (%)“ Kn_3(af)

ainsi que w, (=0, 1, ...) est une suite de polynémes qui constituent une base d’Hilbert

dans L%*(R,, ff). Notons aussi que le systéme (A — 10) est plutdt difficile & résoudre.
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Cependant, il se simplifie considérablement si I’on prend u = e~ &y (Wasan, 1968). En

effet :
my, = FE (e“g;‘“y> =eaﬁ(1—Vn+1)

Les coefficients a;; se récrivent :

-1
an1 2 B —gVT
an2 | g3 v ... /SR —qV2
Apn g/m L gtz gV2n —qV?®
(n=1,2..)

ol ¢ = e~?#, ainsi que les fonctions orthogonales :
2 2
wp(Y) = 1+anle"éry + ...+a,me’%'"y (n=0,1,...) (A-11)

Nous démontrons que cette série de fonctions orthogonales constitue une base d’Hilbert a

loi de Gauss inverse. Pour cela, il suffit de montrer que V h(y) € L3( Ry, ff)etVn=0,1,...,
+o00 22
/0 e” TV h(y) fE(y)dy =0

si et seulement si h(y) =0 p.s.

La condition est évidemment suffisante. Pour la nécessité, partons de la fonction

continue définie comme :
Y
H@)= [ O £Od (110, +oo)
H(0) = H(+00) = 0. En intégrant par partie, on obtient :
+00 Lz
/ e TV H(y)dy=0 Yn=1,2,...
0

Faisons changement de variable y = Z-In %, et définissons :

0, . z=0;
H*(2) = H(Fzﬂ'ln%)’ z€]0,1[;
0, z=1

H*(z) est continue sur [0, 1]. Selon le théoréme d’approximation de Weierstrass, ¥ ¢ > 0,

il existe un polyndme P(z) = N, p; z* tel que

|H*(z) — P(2)| < € (z€[0,1])
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D’autre part :
/ H*(2) P(2)dz = Ep, / H*(z) ' dz

i=0

9 N
285 [ e Era o

On en déduit : ) )
[1r@rd= [ re e - pe)ds
0 0

1 1
<e [1r@lase) [ 1m@rds
(] 0
d’olu ; .
[ e se
0

qui entraine H*(2) =0 VY z € [0, 1] p.s. Cela revient H(y) =0V y €]0, +oo[ p.s. Dot en
déduit h(y) =0V y €]0, +oo[ p.s.

Pour calculer les fonctions w,(Y) (n =0, 1, 2, ...), il est souhaitable de le faire par

récurrence. D’apres Palgorithme de Stieltjes, on peut poser :
Wni1 (Y) = by uwn(Y) + cn wa(Y) + dnwn_a(Y) (n>1) (A-12)

2
oltu = e~ FY. En utilisant Porthonormalité des w,(Y), il est aisé d’obtenir les coefficients

bn, ¢, €t d,. Nous avons :

1

"= VE[w wi(Y)] - E?[uwi(Y)] - E?[uwa(Y) wa-r(Y)]

cp = —by E[u w;z(Y)]

dy = —by, E[uwn(Y) wa_1(Y)]

avec

[u Wn(Y) wn(Y)] ZZam Amj €LP [aﬂ ( \/z_—}-—_y—m) ]

=0 j=0

(=12 m=n-1,n n=12 ..)

Par conséquent, partant de wo(Y) = 1 et wy(Y) = 1 — e(VZ-DaBe- %QY, nous pouvons

calculer selon (4 — 12) toutes les autres w,(Y) pour n > 1.
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