
SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRESHAMILTONIENNES.CHRISTIAN LAJAUNIE
1. ContexteOn suppose une fon
tion potentiel U ∶ X → R dé�nie sur un espa
e d'état X ,telle que exp(−U(x)) soit intégrable sur X , et on pose :

K−1 = ∫
X

exp(−U(x))dx < ∞La densité de probabilité de Gibbs asso
iée à 
e potentiel est :
π(x) = K exp(−U(x))On est dans 
ette situation dans le traitement bayésien de problèmes inverses. Al'état x est asso
ié une observation y, via un opérateur T , en général non linéaire,mais parfaitement 
onnu. Un 
as typique est 
elui dans lequel x représente les
oe�
ients, et éventuellement les 
onditions limites, d'une EDP dont la forme estdonnée. Si la mesure z est a�e
tée d'une erreur gaussienne de 
ovarian
e Σ , et sid'autre part à x est asso
ié un prior Ω(x), alors la densité a-posteriori de x sa
hant

z admet le potentiel :
U(x) = 1

2
∥z − T (x)∥2

Σ−1
− logΩ(x)(pour alléger l'é
riture, on ne fait pas �gurer expli
itement z par la suite, qui restedon
 sous-entendu). Une problématique générale dans 
e 
ontexte est de produiredes simulations de réalisations de 
ette loi. Par rapport aux méthodes qui visentsimplement à estimer x par minimisation du potentiel, la simulation sto
hastiqueprésente l'avantage de proposer des s
énarios 
ompatibles ave
 
e que l'on sait (lamesure z et le prior Ω) et don
 d'illustrer l'in
ertitude résiduelle.Dans le 
as de systèmes di�érentiels, ou d'équations aux dérivées partielles li-néaires, les méthodes d'état adjoint permettent une évaluation de ▽T , et don
 de▽U , au prix de la résolution d'un système adjoint similaire à 
elui dé�nissant T .Il est alors intéressant de tirer parti du gradient pour orienter les transitions d'unesimulation par 
haine de Markov vers les valeurs de plus forte vraisemblan
e. Unautre avantage par rapport à un é
hantillonneur de Gibbs est le parallélisme de tran-sitions qui modi�ent tous les paramètres simultanément, 
e qui devrait 
onduire àdiminuer le nombre d'évaluations de U requises pour un même niveau de pré
ision.L'algorithme de Langevin permet déjà de réaliser 
e programme, mais la simulationhamiltonienne o�re d'avantage de souplesse. On suppose don
 par la suite que l'ona a�aire à un potentiel di�érentiable. 1
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he 
onsiste à asso
ier à X un espa
e auxiliaire de même dimension, Y,sur lequel on se donne une fon
tion énergie E(y). L'hamiltonien que l'on 
onsidèreest dé�ni sur X × Y 
omme la somme des deux termes d'énergie :
H(x, y) = U(x) +E(y)L'idée sera de générer des simulations de la loi 
onjointe KZ exp−H(x, y), et deré
upérer sur la 
omposante x une simulation de π(x). On va s'intéresser à destraje
toires véri�ant :
{ d

dt
xt = ▽E

d
dt
yt = −▽UCe qui amène une nouvelle 
ontrainte sur le potentiel : le gradient du potentiel doitêtre lips
hitzien. Le long de telles traje
toires l'hamiltonien est 
onservé :

dH

dt
= ∂

∂x
(H) × dx

dt
+ ∂

∂y
(H) × dy

dt

= ▽U dx

dt
+▽E dy

dt
= 0On peut véri�er que les volumes dans l'espa
e des phases sont aussi 
onservés(
ette propriété est trivialement véri�ée pour la version dis
rétisée de l'équation de�ot, 
omme on va le voir). Ces deux propriétés, jointes à la réversibilité du �ot,impliquent que la loi de Gibbs est invariante. Autrement dit, si le ve
teur u = (x, y)est une réalisation de f(u) = K exp(−H(u)), et que le �ot hamiltonien fait passerde u à v = φt(u) alors v est en
ore une réalisation de la loi 
ible f .Lemma. La loi de Gibbs est invariante dans le �ot hamiltonien.Démonstration. Pour le voir, il su�t de s'assurer que la loi 
onjointe de u et v aune expression symétrique en ses arguments. En e�et si la loi de transition u → vest donnée par P (u, dv), la 
ondition :

f(u)P (u, dv)du = f(v)P (v, du)dv
onduit, par intégration sur u (en se souvenant du fait qu'une probabilité de tran-sition véri�e ∀v, ∫uP (v, du) = 1), à :
∫

u
f(u)P (u, dv)du = f(v)dvI
i, nous envisagerons un suivi pendant un intervalle de temps △t, dont la dire
tionest randomisée. Je note φ+ le �ot dans le sens 
roissant (dé�ni arbitrairement) et

φ− dans le sens opposé. Nous avons :
P (u, dv) = 1

2
{δφ+(u) + δφ−(u)} (dv)et, si u suit la loi de Gibbs :

f(u)P (u, dv)du = K exp(−H(u)) 1

2
{δφ+(u)(dv) + δφ−(u)(dv)} duConsidérons le premier terme :

K exp(−H(u)) 1

2
δφ+(u)(dv) du
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exp(−H(u)) 1

2
δφ+(u)(dv) du = exp(−H(v)) 1

2
δφ−(v)(du) dvLe plus simple pour voir 
omment on obtient 
e résultat est d'intégrer une fon
tiontest ψ(u, v) :

I = ∫ ψ(u, v) exp(−H(u)) 1

2
δφ+(u)(dv) du = ∫

u
ψ(u,φ+(u)) exp(−H(u))duOn fait ensuite le 
hangement de variables :

u = φ−(v)
e qui est possible du fait des propriétés du �ot, et on arrive à :
I = ∫

v
ψ(φ−(v), v) exp[−H(φ−v)] ∣Dφ−

Dv
∣dvLa 
onservation de l'hamiltonien entraîne

exp[−H ○ φ−(v)] = exp[−H(v)]et 
elle des volumes :
∣Dφ−
Dv
∣ = 1Il reste :

I = ∫ ψ(u, v) exp(−H(v)) δφ−(v)(du)dv
e qui su�t à montrer l'identité. La même relation s'appliquant au se
ond terme,on a �nalement la relation de symétrie annon
ée :
f(u)P (u, dv)du = f(v)P (v, du)dv

�Cette propriété d'invarian
e ne su�t pas. On a besoin de propriétés de 
onver-gen
e, qui ne sont possibles que si des éléments sto
hastiques sont introduits. Ceséléments aléatoires seront introduits par le biais de l'impulsion y, dont la simu-lation est élémentaire. D'autre part, le suivi de �ot hamiltonien n'est pas possibleexa
tement en général, et il est né
essaire d'utiliser des s
hémas numériques. Le pa-ragraphe suivant 
onsidère le s
héma leap-frog. D'autres s
hémas seront 
onsidérésensuite. 3. S
héma numérique, et algorithme sto
hastique.Pour simuler approximativement une telle traje
toire, l'algorithme leapfrog peutêtre utilisé. Cet algorithme vient en deux versions, selon que l'on 
ommen
e parmodi�er x ou y. Une étape de la se
onde version de 
et algorithme est la 
ompositionde trois pas élémentaires (�gure 3.1) :(1) dépla
ement de y, dans la dire
tion donnée par le gradient de U(x) :
( x
y
) Ð→ ( x

y − 1

2
ǫ ▽U(x) )(2) dépla
ement de x :

( x
y
) Ð→ ( x + ǫ ▽E(y)

y
)



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 4Fig. 3.1. Les trois pas d'une itération de l'algorithme leap-frog
1

2
3

(x,y)
n−1

(x,y)
n

x

y

(3) Nouveau dépla
ement de y ∶
( x
y
) Ð→ ( x

y − 1

2
ǫ ▽U(x) )Si Tǫ est la 
omposition de 
es trois dépla
ements, alors on a T −1ǫ = T−ǫ, 
e qui ané
essité de dé
omposer en deux (étapes 1 et 3) le dépla
ement de y. Une autrepropriété de 
et algorithme est la 
onservation du volume dans l'espa
e des phases.En e�et, 
onsidérons dans le premier dépla
ement, un volume A donné par :

A = ∫
x
∫

ys(x)

yi(x)
dy dx = ∫

x
(ys(x) − yi(x))dxor la transformation des bornes pour une abs
isse donnée x se traduit par l'ajoutd'une 
onstante : ys(x)→ ys(x)− ǫ

2
▽U(x), 
e qui implique que la longueur ys(x)−

yi(x) est 
onservée dans la transformation, et 
e qui ensuite entraîne la 
onservationdu volume A. Le même raisonnement s'applique aux deux autres transformations, 
equi montre la 
onservation des volumes par Tǫ. Une autre manière de voir 
e résultatest de 
onsidérer le déterminant du Ja
obien de la première transformation :
∣ I 0− ǫ

2
▽2 U I

∣ = 1Le même résultat appliqué aux deux autres étapes, 
onduit à ∣▽Tǫ∣ = 1.Si la 
onservation de volume est exa
te dans la version dis
rétisée par leap-frogde l'équation d'évolution, l'hamiltonien n'est 
onservé que de manière appro
hée.Il faut 
orriger une simulation de traje
toire si on veut 
onserver la loi stationnaire
K exp(−H(x, y)), en appliquant une probabilité d'a

eptation, selon la dynamiquede Métropolis. On véri�e que la loi 
ible est bien loi stationnaire du pro
essus, parl'argument de symétrie déjà utilisé.Par rapport à la situation pré
édente, l'approximation du s
héma numériqueet la dynamique de Métropolis, 
onduisent à loi 
onjointe suivante, si on note Tǫl'approximation numérique du �ot :

P (du, dv) = P (du) {Pacc(u, v) δTǫ(u)(dv) + (1 −Pacc(u, v)) δu(dv)}
e qui traduit le fait que la transition u → v est a

eptée ave
 une probabilité
Pacc(u, v) = min(1, exp(−H(v) +H(u)) , l'alternative étant de rester en u (ave
 la
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omplémentaire). La se
onde 
ontribution étant évidemment symétriqueen u et v, on peut se limiter à examiner la première :
P (du)Pǫ(u, dv)Pacc(u, v) = K exp(−H(u)) δTǫ(u)(dv)× {1 ∧ exp(−H(v) +H(u))} du

= K {exp−H(u) ∧ exp−H(v)} δTǫ(u)(dv)duMais les propriétés d'inversibilité de T , et le fait que la ja
obien ait un déterminantunité donnent par l'argument de 
hangement de variables vu pré
édemment :
δTǫ(u)(dv)du = δT−ǫ(v)(du)dvCe qui veut dire que :

P (du)Pǫ(u, dv)Pacc(u, v) = P (dv)P−ǫ(v, du)Pacc(v, u)Si maintenant le sens de par
ours est randomisé selon une loi symétrique, Pǫ(u, dv)est rempla
é par
1

2
{Pǫ(u, dv) +P−ǫ(u, dv)}on a bien en dé�nitive une expression symétrique en u et v . Remarquons que lefait d'adopter un é
hantillonneur aléatoire pur pour y revient de fait à randomiserle signe de par
ours ǫ.On remarque aussi que, à partir du moment où on utilise le 
ritère de Metropolis,les seules propriétés de Tǫ solli
itées sont la symétrie et la 
onservation des volumes.Don
 en prin
ipe, n'importe quel s
héma symétrique symple
tique pourrait êtreutilisé à la pla
e de Tǫ. On a 
ependant évidemment intérêt à suivre au plus prèspossible le �ot Hamiltonien, pour limiter le taux de rejet.Le 
ontexte standard d'appli
ation de l'algorithme est donné par :
E(y) = 1

2
∥y∥2
e qui 
orrespond à attribuer à y une loi gaussienne à 
omposantes indépendantes.Dans l'interprétation mé
anique, E(y) est une énergie 
inétique, pour des massesunité. Il sera 
ommode par la suite de prendre des masses di�érentes selon les
omposantes de y pour équilibrer leur impa
t sur la dynamique. La se
onde équationde mouvement, d

dt
y = −▽U est la loi de Newton, dans un 
hamp de for
e dérivantdu potentiel U . L'algorithme sto
hastique 
onsiste à alterner des simulations de yave
 des traje
toires hamiltoniennes. L'introdu
tion de y est intéressante dans lamesure où la simulation dire
te de K exp−U(x) est bien plus 
omplexe que 
ellede y.3.1. Convergen
e de l'algorithme. L'étude de la 
onvergen
e dans le 
as généralest 
omplexe. I
i, seule la 
onvergen
e dans le 
as de lois gaussiennes, et don
 depotentiel de la forme

U(x) = 1

2
(x − µ)tΣ−1(x − µ)est examinée. C'est un peu trivial, 
ar l'algorithme lui même ne présente pas d'in-térêt dans 
e 
ontexte, mais véri�er 
ette 
onvergen
e est néanmoins utile, et peut
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tif. En outre, seule la version 
omportant un pas de s
héma leap-frogasso
ié à un é
hantillonneur indépendant est 
onsidérée. Pour 
ette version :
Y ∗ = ηn − ǫ

2
Σ−1(Xn − µ)

Xn+1 = Xn + ǫ Y ∗ave
 ηn ∼ N [0, I] indépendant des valeurs pré
édentes. Cela se résume à :
Xn+1 − µ = (I − ǫ2

2
Σ−1) (Xn − µ) + ǫ ηnOn re
onnait la dis
rétisation de l'équation de Langevin ave
 un s
héma d'Eulerexpli
ite. Si la valeur initiale est gaussienne, tous les itérés le restent, et on peut selimiter à examiner les moments d'ordre un et deux. Les espéran
es suivent :

µn+1 − µ = (I − ǫ2
2

Σ−1)(µn − µ)La matri
e d'itération A = I − ǫ2

2
Σ−1, a un rayon spe
tral ρ(A) < 1 pour ǫ > 0 pastrop grand, 
e qui su�t à assurer que µn − µ → 0. Pour les 
ovarian
es, on a :

Σn+1 = AΣnA + ǫ2I
= An+1Σ0A

n+1 + ǫ2(I +A2 +⋯ +A2n)dont la limite est :
Σ∞ = ǫ2 (I −A2)−1Mais :

(I −A2)−1 = (ǫ2Σ−1 − ǫ4
4

Σ−2)−1 = ǫ−2Σ (I − ǫ2
4

Σ−1)−1et :
Σ∞ = Σ (I − ǫ2

4
Σ−1)−1Où il apparaît que la 
ovarian
e limite est faiblement biaisée, sauf si nous utili-sons un pas dé
roissant ǫn → 0. Le fait d'utiliser un 
ritère de Metropolis 
orrigenéanmoins 
ette situation.4. Autres s
hémas de dis
rétisationD'après 
e qui vient d'être vu, les propriétés souhaitables des intégrateurs nu-mériques de traje
toires hamiltoniennes sont :� Réversibilité : si y = Tǫx alors x = T−ǫy� 
onservation des volumes (intégrateur symple
tique).Le s
héma leap-frog a 
es deux propriétés, mais n'est que d'ordre deux. Il existe dess
hémas symple
tiques d'ordre supérieur, qui pour l'hamiltonien séparable (
ano-nique) qui nous intéresse, s'é
rivent sous la forme de 
omposition de pas expli
ites.Partant de x0

n = xn et de y0

n = yn, 
es s
hémas sont donnés par :
xk

n = xk−1
n + ǫ ck ▽E(yk−1

n )
yk

n = yk−1
n − ǫ dk ▽U(xk

n)puis xn+1 = xN
n et yn+1 = yN

n . L'argument donné plus haut pour montrer la 
onser-vation des volumes de leap-frog s'applique en
ore i
i. D'après l'ordre d'entrée enjeu des 
oe�
ients (�gure 4.1), la réversibilité demande seulement :
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e d'utilisation des 
oe�
ients pour un intégrateur.
c1

d1

c2

d2

cN

dNTab. 1. Coe�
ients d'un s
héma symple
tique d'ordre 6 réversible
c1 = c8 0.39225680523878

c2 = c7 0.510043411918458

c3 = c6 −0.471053385409758

c4 = c5 0.0687531682525198

d1 = d7 0.78451361047756

d2 = d6 0.235573213359357

d3 = d5 −1.17767998417887

d4 1.31518632068391

ci = cN−i+1

dN = 0

di = dN−ipour i = 1,⋯,N . Le s
héma leap-frog, par exemple est dé�ni par c1 = c2 = 1

2
, d1 = 1et d2 = 0, et véri�e bien 
es 
onditions. On peut aussi évidemment é
hanger les r�lesde x et y dans 
es itérations, de telle sorte qu'il y a en réalité deux appli
ationspossibles . J'ai trouvé dans la littérature plusieurs s
hémas symple
tiques d'ordre

3, qui ne sont pas réversibles (les s
hémas réversibles sont né
essairement d'ordrepair). On trouve aussi un s
héma d'ordre quatre :
β = (1/2)3
c1 = c4 = 1/(2(2 − β))
c2 = c3 = (1 − β)/(2(2 − β))
d1 = d3 = 1/(2 − β)
d2 = −β/(2 − β)(et d4 = 0), qui est réversible, et une s
héma d'ordre six, également réversible,
omportant N = 8 pas élémentaires, dont les 
oe�
ients sont donnés par le tableau(1) .Ces di�érents intégrateurs ont été 
omparés sur un problème jouet, à une di-mension d'espa
e, et potentiel de Lennard-Jones U(x) = 1/x12 −2/x6. Le graphe de
e potentiel est donné par la �gure (4.2). Il s'agit d'un potentiel très utilisé dansles modèles de dynamique molé
ulaire, 
onduisant à des for
es fortement répul-sives à 
ourte distan
e (
e qui traduit l'en
ombrement des atomes) et faiblementattra
tives à distan
e un peu plus élevée, avant de disparaitre progressivement . Laprésen
e de singularité à l'origine en fait un bon modèle test.



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 8Fig. 4.2. Graphe du potentiel de Lennard-Jones U(x) = 1

x12 − 2

x6 .
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Fig. 4.3. Hamiltonien dans le 
as du potentiel Lennard-Jones, ettraje
toires simulées par les 4 intégrateurs testés.
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La �gure (4.3) montre le potentiel hamiltonien, ainsi que les traje
toires simuléespar les 4 intégrateurs, en partant du même point initial, et en utilisant le mêmenombre de pas élémentaires (
ompte pour pas élémentaire 
haque modi�
ation de laposition ou de l'impulsion. On en 
ompte par exemple 3 pour leap-frog. On 
omparedon
 à e�ort de 
al
ul identique). On a simulé 8400 pas élémentaires ave
 ǫ = 0.01pour 
haque méthode, 
e qui génère plusieurs périodes.La plus ou moins bonne 
onservation de l'hamiltonien est montrée dans les deux�gures (4.4). Le s
héma d'ordre 4 donne des résultats plut�t dé
evants par rapportà 
elui d'ordre 3, mais 
omme 
e dernier n'est pas symétrique, il n'est malheureu-sement pas utilisable. Par 
ontre, le s
héma d'ordre 6 est ex
ellent, et le passageprès de la singularité n'est pas dé
elable à 
ette é
helle.5. Experimentation préliminaire du simulateur sto
hastique.La simulation d'une variable aléatoire s
alaire présente l'avantage de pouvoirêtre suivie visuellement, on 
ommen
e don
 par une simulation 1D. Le potentielLennard-Jones tendant vers 0 aux grandes distan
es, il ne 
onduit pas à une distri-bution intégrable. En ajoutant un terme linéaire, 
e 
omportement est 
orrigé, eton a une distribution donnée par :
f(x) = K exp(−1/x12 + 2/x6 − x)
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onservation de l'hamiltonien par les 4intégrateurs. Dans la première �gure, l'abs
isse est le nombre depas élémentaires, et dans la se
onde la position.
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Fig. 5.1. Quelques pas du simulateur hamiltonien, pour un poten-tiel de type Lennard-Jones, ave
 terme linéaire ajouté.
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Cette distribution 
onserve le 
ara
tère fortement répulsif aux 
ourtes distan
es dupotentiel initial.La �gure (5.1) montre 8 pas sto
hastiques de l'appli
ation de l'algorithme, ave
randomisation du sens de par
ours. Les parties noires sont les traje
toires hamilto-niennes, dans lesquelles on a fait �gurer la dis
rétisation (10 pas utilisant le s
hémad'ordre 6, ave
 ǫ = 0.03), et les sauts sto
hastiques sont �gurés par les lignes verti-
ales rouges (ave
 un é
hantillonneur aléatoire pur). On remarque que la vitesse depar
ours est grandement a

élérée dans la partie la plus abrupte des traje
toires.La pré
ision du s
héma fait que les transitions sont presque toujours a

eptées.Ce genre de �gure peut être d'une aide pré
ieuse pour 
hoisir les paramètres del'algorithme.Pour véri�er que l'on obtient bien une simulation de la distribution 
ible, on asimulé 500 points, lesquels sont obtenus en 
onservant un point sur 8 dans une tra-je
toire de 500×8 pas sto
hastiques. Chaque pas est 
onstitué d'un tirage gaussien,suivi de 10 pas dis
rets, puis d'un test de metropolis. Ces points sont utilisés ensuitedans la �gure 
omme abs
isse xi auxquels on asso
ie les ordonnées yi = Ui f(xi)
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hantillon de 500 points pris dans une traje
toire ha-miltonienne sto
hastique (voir texte. Les 
ouleurs permettent unsuivi : on a 100 points noirs, suivis de 100 rouges, puis verts, bleusfon
és, et bleus 
lairs).
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dans lesquelles les Ui sont des variables uniformes indépendantes. On doit obtenirainsi un semis de points poisonnien de densité uniforme dans le sous-graphes de fsi la simulation est 
orre
te. La �gure (5.2) montre que tel semble bien être le 
as.L'histogramme empirique donne une autre image de 
ela.6. Appli
ation R1C1Le problème de la simulation 
onditionnelle des impédan
es et de la tempéra-ture intérieure d'un modèle de bâtiment, ave
 un régulateur de type proportionnel,mais ave
 saturation est abordé i
i. Sont 
onsidérés 
omme 
onnus la températurede 
onsigne ainsi que la température extérieure, le 
hau�age, le gain du régulateurainsi que la puissan
e maximale de l'installation. La puissan
e e�e
tive résulte dansle modèle adopté d'un double seuillage de la puissan
e demandée par le régulateur,ave
 un lissage par 
onvolution. Le premier seuil traduit la 
ontrainte de positivité,le se
ond est imposé par la puissan
e de l'installation. Con
rètement, la fon
tionde saturation adoptée est la 
onvoluée d'une fon
tion rampe ave
 une densité gaus-sienne de faible varian
e, 
ette 
onvolution assurant la di�éren
iabilité. Elle est dela forme :
Qch = φ(K(θc

n − θi
n))ave


φ(x) = ∫ h(u) g(x − u;σ2)duou h est la fon
tion linéaire saturée en 0 et en WM :
h(x) = (WM ∧ x)+La fon
tion réponse φ est supposée une donnée du problème, 
e qui revient i
i àse donner, outre la puissan
e maximale, la varian
e de la gaussienne. L'évaluationexpli
ite de h ainsi que de sa dérivée, en un point x font intervenir la fon
tion derépartition de la loi de Gauss, qui est disponible sous R. Dans l'expérien
e dé
ritei
i, on s'est donné WM = 5 (kw) et un é
art-type de σ = 0.1 pour le noyau gaussien,
e qui entraîne un e�et de lissage très faible. On a dans 
e 
as expli
itement, si G



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 11Fig. 6.1. Températures dans la simulation de référen
e. La tempé-rature extérieure est périodique (ave
 deux phases et une transitionbrutale), et saisonnalisée (deux saisons de 5 
y
les). La 
onsigneest maintenue 
onstante à 20 degrés.
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consigne
exterieure
interieure

temperatures

est la fon
tion de répartition de la loi de Gauss :
φ(u) = (WM−u)G(u −WM

σ
)+uG(u

σ
)+ σ√

2π

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩exp(−1

2

u2

σ2
) − exp

⎛
⎝−

1

2
(u −WM

σ
)2⎞⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭et :

φ
′(u) = G(u

σ
) −G(u −WM

σ
)La température extérieure imposée dans la génération des données est périodiqueet saisonnalisée (�gure 6.1). Les valeurs de température 
onduisent à observer lesdeux formes de non-linéarités dans la puissan
e, ave
 saturation à WM et hiver etnon-linéarité due à la positivité en 
ours de journée par dépassement de tempéra-ture de 
onsigne en demi-saison (�gure 6.2). La série générée 
omporte 400 valeurstemporelles pour 
et essai.Les paramètres à inférer sont l'inverse de la résistan
e, notée Ri, l'inverse de la
apa
ité Ci, et aussi la série des 400 valeurs de température intérieure. On adopte unmodèle à temps dis
ret, et un s
héma d'ordre un pour la dérivée de la température.Les �ux dans les deux bran
hes sont au pas n donnés par :

W r
n = Ri (θi

n − θe
n)pour la bran
he résistive, et :

W c
n = Ci (θi

n+1 − θi
n)pour la bran
he 
apa
itive (pas temporel unité). La 
ondition de bou
lage est assu-rée par l'équilibre des �ux Qch =W r

n +W c
n, 
e qui permet le 
al
ul de θi

n+1 à partirde toutes les valeurs en n. Le système linéarisé est stable si K +Ri < 2Ci.



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 12Fig. 6.2. Puissan
e de 
hau�age. On observe saturation en saisonfroide, et 
oupure à zéro en milieu de journée lors de la saison plus
haude.
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Pour mémoire, la dis
rétisation d'ordre supérieur :
W c

n = 1

2
Ci(θi

n+1 − θi
n−1)
onduit à des instabilités. L'é
art à la 
onsigne Dn = θi

n − θc suit, pour un telmodèle :
Dn+1 =Dn−1 − 2

Ci

(K +Ri)Dn + 2
Ri

Ci

(θe
n − θc)soit :

( Dn+1

Dn
) = ( −2(K +Ri)/Ci 1

1 0
)( Dn

Dn−1
) + ( 2(θe

n − θc)Ri/Ci

0
)La matri
e d'itération a les valeurs propres λ = −ρ±√(1 + ρ2), ave
 ρ = (K+Ri)/Ci.Elle a don
 toujours une valeur propre λ < −1, et la 
omposante asso
iée va don
diverger.Les données de référen
e ont don
 été générées d'après le premier modèle, enajoutant un bruit sto
hastique à 
haque terme, selon :

θi
n+1 = θi

n − Ri

Ci

(θi
n − θe

n) + 1

Ci

Qch(n) + ǫn+1
Qch(n + 1) = φ [K(θc − θi

n+1)] + ηn+1I
i, ηn+1 est à interpréter 
omme traduisant des apports 
aloriques non 
omptabili-sés par l'instrumentation, et in
onnus (mais de moyenne nulle : les apports internessont supposés 
ompensés par des pertes intermittentes). La di
hotomie entre η et ǫest liée au fait que Qch est supposé observé. Si dans la première équation, Qch étaitrempla
é par φ(K(θc − θi)) le bruit η serait véritablement un bruit d'observation,mais on perdrait en stabilité dans l'inversion.



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 13Pour l'inversion, les potentiels suivants ont été utilisés :
V1 = 1

2σ2prop ∑n {Qch −Ri(θi
n − θe

n) −Ci(θi
n+1 − θi

n)}2On remarque que par rapport au modèle utilisé en simulation dire
te, 
e poten-tiel attribue à ǫ une varian
e proportionnelle à C2

i . Le se
ond potentiel est lié àl'équation d'observation :
V2 = 1

2σ2obs ∑n {Qch(n) − φ(K(θc
n − θi

n))}2Les potentiels suivants proviennent du prior. Pour la température, il est naturel desupposer une température de 
onfort, autour de laquelle les faibles é
arts serontpeu pénalisés, mais par 
ontre une augmentation rapide de la pénalisation pour lesvaleurs importantes de l'é
art. Le potentiel suivant a été utilisé :
V3 = κ∑(θi

n − 20)4Selon la valeur de κ, 
e terme peut être plus ou moins 
ontraignant. On a pris unevaleur unité i
i. Les potentiels pour Ri et Ci sont quadratiques, 
e qui 
orrespondà des priors gaussiens, de paramètres respe
tivement µRi = 0.5 et σRi = 0.5 d'unepart, et µCi = 25 ave
 σCi = 10 pour l'inverse de la 
apa
ité. Ces valeurs sont assezpro
hes des valeurs de référen
e pour les moyennes, mais les é
art-types du mêmeordre que les moyennes rendent 
es distributions peu informatives de fait.Il reste à �xer les paramètres de l'algorithme. Cela 
omprend les varian
es destermes d'erreur σ2prop et σ2obs, qui peuvent di�érer des varian
es génératives, d'unepart par
e que les modèles di�èrent, et d'autre part par
e que l'on peut envisagerun s
héma de re
uit simulé pour 
ontraindre progressivement les valeurs de Qch.I
i on a pas utilisé un tel s
héma, et on s'est limité à σ2prop = 1 et σ2obs = 0.5, maisil pourra être utile de le faire par la suite.Un se
ond type de paramètres de l'algorithme 
on
erne les varian
es des impul-sions. Ces varian
es 
onditionnent les vitesses de l'algorithme : la dispersion desvaleurs d'impulsion est proportionnelle aux é
art-types, mais le gradient du po-tentiel est en 1/σ2. Au total, augmenter l'e
art-type revient à réduire le pas. Unautre e�et de 
es varian
es est de permettre d'équilibrer les di�érents paramètres.A un paramètre ayant une forte in�uen
e, on asso
iera une faible vitesse, et don
un é
art-type élevé. I
i, les valeurs σ2

∗θ = 0.5 et σ2

∗Ci = σ2

∗Ri = 10 ont été utilisées,pour 
ompenser le déséquilibre entre l'e�et d'une perturbation de 
ondu
tan
e, quia�e
te toutes les données, et 
elui d'une seule valeur de température.Devant la di�
ulté à 
hoisir le pas de l'intégrateur, on a utilisé un s
héma adapta-tif basé sur le taux d'a

eptation dans le test de Metropolis sur les quatre itérationsantérieures (
e qui gagnerait probablement à être augmenté). Un taux de rejet su-périeur à 50% traduit une perte de pré
ision de l'intégrateur, et il a été 
hoisi dediviser le pas par 2 lorsque 
ela est observé. A l'inverse, un taux de 100% indiqueque l'on peut augmenter 
e pas (d'un fa
teur de 1.2 i
i, par pruden
e). En outre,pour avoir une sé
urité supplémentaire, le pas a été plafonné à 0.01.Un nombre �xe de 2000 itérations, 
omportant 
ha
une 5 pas hamiltoniens, sanstest d'arrêt, et partant d'une simulation de valeurs indépendantes de moyenne 18 etvarian
e 0.5 pour la température, et 
onforme au prior pour les 
ondu
tan
es, a étésimulé. Les résultats, après 1000 et 2000 itérations, en 
e qui 
on
erne le 
hau�age(re
onstitué à partir des températures intérieures simulées) sont montrés en �gure



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 14Fig. 6.3. Chau�age re
onstruit à partir des températures inté-rieures simulées. Les valeurs de référen
e sont en noir, et les va-leurs initiales en vert. La température initiale étant pro
he de 18degrés, on est en butée sur toute la durée simulée. Les 
ourbes bleueet rouge montrent une estimation satisfaisante des 
onsignes. Il se-rait probablement possible d'améliorer le suivi de Qch en adoptantune stratégie de re
uit simulé, 
e qui n'a pas été fait i
i.
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Fig. 6.4. Température intérieure de référen
e, simulation initiale,puis simulations après 1000 et 2000 pas de l'algorithme.
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(6.3). La re
onstitution des températures intérieures est illustrée en �gure (6.4). Lasérie initiale est rapidement oubliée, et on obtient vite une simulation 
onditionnellesatisfaisante sur les deux saisons. Seule la phase initiale (montée de 18 à 19.8 degréspendant les 30 premiers pas approximativement) est di�
ilement re
onstruite.La 
onvergen
e semble très rapide si nous nous limitons à examiner les tempé-ratures, et puissan
es, puisque les résultats à 2000 itérations ne montrent pas de



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 15Fig. 6.5. Estimation de l'inverse de la résistan
e. La 
onvergen
eest obtenue très rapidement, et ave
 un pré
ision inattendue. leslignes bleues montrent la distribution a-priori : moyenne en traitplein, et intervalle à 95% et tiretés.
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Fig. 6.6. Estimation de l'inverse de la 
apa
ité. A l'inverse del'estimation de résistan
e, la 
apa
ité ne montre pas de 
onver-gen
e, sans que l'on puisse dé
ider s'il s'agit de propriété de ladistribution a-posteriori (manque d'informativité du 
hau�age) oude l'algorithme. D'autres essais seront né
essaires pour é
lair
ir 
epoint.
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priordi�éren
e marquée par rapport à 
eux à 1000. Les valeurs estimées des 
ondu
-tan
es (�gure (6.5) pour l'inverse de la résistan
e, et (6.6) pour la 
apa
ité inverse)montrent que si tel est bien le 
as pour la résistan
e, on a pas stabilisation pour la
apa
ité. Con
lusionsLes premiers essais de simulation hamiltonienne ave
 intégrateur symple
tiquesymétrique d'ordre 6 sont 
ertainement en
ourageants. Ils permettent de traiter demanière e�e
tive la non-linéarité due à la saturation. En outre, ils donnent unegrande liberté dans le 
hoix des priors, puisqu'il su�t que les potentiels asso
iés



SIMULATION STOCHASTIQUE PAR TRAJECTOIRES HAMILTONIENNES. 16soient di�érentiables. Ainsi, des dissymétries, des valeurs interdites, et
 peuventêtre introduites.Un avantage de 
ette méthode est son parallélisme : toutes les 
omposantessont mises à jour simultanément, en exploitant les lignes de plus grande pentede la vraisemblan
e. Cet avantage pourrait 
ependant être un in
onvénient dans
ertains 
as (grandes dimensions, et fort 
ontraste de dynamique). On a vu queles varian
es des impulsions permettaient d'ajuster les in�uen
es des paramètres. Ilexiste une autre possibilité par partitionnement des in
onnues. Si le ve
teur d'étatest partitionné selon X = (X1,X2) et de même l'impulsion selon Y = (Y1, Y2) ,l'hamiltonien partiel :
H(X1, Y1∣X2, Y2)obtenu en �xant simplementX2 et Y2 dans l'hamiltonien 
omplet, est asso
ié à la loide Gibbs 
onditionnelle f(X1, Y1∣X2, Y2). Autrement dit, nous pouvons partitionneren blo
s les in
onnues, et alterner les itérations sur 
haque blo
, à la manière del'é
hantillonneur de Gibbs. On a don
 ainsi un algorithme hybride, intermédiaireentre un s
héma 
omplètement parallèle, et un s
héma série (une 
omposante paritération), qui pourrait nous aider à résoudre des situations dans lesquelles en raisond'un 
ontraste trop grand d'é
helle on devrait 
hoisir un pas exagérément petit.Les perspe
tives sont don
 intéressantes, mais demandent évidemment à être
on�rmées lors d'appli
ations à des modèles plus 
omplexes, et de dimension plusélevée.


