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- RESUME

Un modéle de changement de support est nécessaire en estimation mini&re lorsqu'il s'agit
de prévoir la distribution d'unités de sélection (blocs) i partir de données ponctuelles (sonda-
ges). Dans cet article, nous considérons trois mod&les de changement de support correspondant a
une distribution ponctuelle gamma & partir de processus stationnaires. Pour chacun d'eux, nous
donnons la loi du changement de support, les courbes tonnage/teneur pour différents supports,
ainsi que la variation de 1'indice de sélectivité en fonction de la réduction de variance due

au changement de support.

ABSTRACT

THREE MODELS OF CHANGE OF SUPPORT USING A GAMMA POINT DISTRIBUTION

A model for a change of support is necessary in mining geostatistics in order to estimate
block grade distributions starting from point data (drill holes). In this paper, three models
for a change Pf support are considered. All of them are built using stationary gamma processes.
We give the explicit formula for each model, the grade/tonnage curve for various support, and

the selectivity index as a function of the decrease in the variance duye to the change of support.
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A - INTRODUCTION

Parmi les grands problémes qui orientent le développement de la géostatistique non-lingaire
figure-cerq%ingment le probléme du changement de support. Pour p;évpir 1'effet de lg sé%gctiog sur
blocs i partir de valeurs ponctuelles, il est nécessaire de recourir a un mod&le. Et bien gg;urgl—
lement le choix d'un mod&le est importamnt: la qualité de l'estimateur obtenu vaut ce que vaut

1'adéquation du modéle & la réalité physique &tudiée.

La géostatistique non-linéaire fait actuellement un large usage des modgles gggggigqs. Ce;a
tient tout autaht & leurs proprigtés théqriques de robustesse qg'a la cquqdité de leur gisg en
oeuvre. Toutefois si 1'on veut utiliser ces modéles, les données doivent étre anamqrphqségg, et
1'exPérience montre qu'une anamorphose gaussienne n'egt pas tqgjoq;s gguhgi;ablg (ggs qgs,digtri—
butions i queue allongée), ni méme pogsible (cgs des d;stribu;iopg ?réggnggg; un atome El 1'9r%gin§).

De 13 vient la nécessité d'introduire des modéles‘bﬁtis i partir de lois non gaussiennes permettant

de mieux résorber ce genre de difficultés.

Pour le présent article, nous avons fait choix de la }gi gamma. Cette ;qi est en effet
intéressante @ plus d'un titre: lorsque le paramétre croit, elle rev§t une grande richesse de
formes pour aboutir asymptotiquement 3 une loi gaussienne. Nous allons présenter tour & tour trois
processus monodimensionnels 3 loi stationnaire gamma. Il s'agit du processus de diffusion gamma,
du processus d'Ambarzumian, et de la régularisée d'une mesure algatoire qrthqgonale gamma. T1 se
trouve, et c'est 13 une circonstance tout & fait gggept@gngglle, que 1l'on connait explicitement
les lois de:changement de support Qg ces trois mgdé}g§. Q§§ 191§ ?92? d9gg§$§ par leur transfo;mée
de Laﬁlace et non pas par leur densité de probabiligé, ?§EliFit§? pour gqg;ques valegrs du para-
métre seulement. Pour comparer les trois gpdél§$? il est possible de tracer les courbes toqna%sl
teneur que l'on obtient par simulation a partir de la transformée de Lgplggg. Mais il peut étre
aussi int&ressant de faire la comparaison au moyen d'un indice de ;électivité qui est un peu mqins
informatif mais en revanche beaucoup plus synthétiqqe. Les indices de sélec;iyité peuvent §tre

obtenus par des méthodes numériques toujours 4 partir des transformées de Laplace.

Tout au long de cet article, nous utiliserons pour plus de concision plusieurs notations
courantes en statistique mais qu'il est peut gtre bon de rappeler. Si une variable aléatoire X

admet la loi F, nous’ &crirons X * F. Nous noterons X = Y si les deux variables X et Y admettent
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la méme loi. Parmi les lois que nous rencontrerons, citons entre autre

- ua,b loi uniforme sur [a,b]

-e, loi exponentielle de paramdtre a

-8y loi gamma de paramétre O et d'indice b
2

- Py loi de Poisson de paramétre 6,

B - LA LOI GAMMA

1 - DESCRIPTION

On dira qu'une variable aldatoire X suit une loi gamma de paramétre ¢ et d'indice b si sa

densité vaut

o
gy, b(x) = ‘b ePx Lol (x > 0)
s T() -

oi o et b sont > 0 et ofi T est la classique fonction eulérienne

00

ot t()L—l

T'(a) = dt

avec en particulier I'(n+l) = n! si n est entier.

Si X v 8y b? alors bX v 8y 1 Autrement dit, b n'est qu'un facteur d'échelle. Au contraire,
E '] N
le r3le joué par o est essentiel. Si o < 1, 8y p 5t décroissante et non bornée a 1'origine. Si
E]
4

a>1, 8y p ©St une courbe en cloche qui tend vers une loi gaussienne aux grandes valeurs de a.
3

Dans le cas intermé&diaire a = 1, 811 est exponentielle.
L .

2.8

8.5 -

o8 s Figure 1 - La loi gamma revédt de multiples formes
en fonction de son paramétre.
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La loi gamma poss&de des moments de tout ordre

avec en particulier E(X) = %'et DZ(X) = %2. Sa transformée de Laplace vaut

- b
E{e }\X} = (m)a

ce qui montre clairement que la famille des lois gamma de méme indice est stable par convolution :

ga+6,’b = g(x,b * gB,b

2'— SIMULATION

b n'étant qu'un facteur d'échelle, il nous suffira de savoir simuler &, (notation abrégée

).

pour ga’l

On sait déja simuler = dans un certain nombre de cas particuliers; en effet gy est expo-
nentielle tandis que g1/2 est la densité du carré d'une variable aléatoire gaussienne. Compte-
tenu de la stabilité par convolution, on sait donc d'ores et d&ja simuler g, pour « entier ou

demi-entier. Ce procédé@ partiel est d'ailleurs peu &conomique aux grandes valeurs de 0.

En fait, il existe déj3i dans la littérature des procédés généraux et rapides de simulation
de 8y Bon nombre d’entre eux reposent sur les méthodes dites d'acceptation et de rejet proposée

par von Neumann (1951). Son principe est le suivant: supposons que 1'on puisse Ecrire

£Cg

oll C est une constante > 1 et oli g est une densité que 1l'on sait simuler pér ailleurs. On génére
U uniforme sur [0,1] et VNV g, S1UC g(V) € goﬁv), alors V suit la loi 8y Sinon, on recommence

la génération de U et de V.

Géométriquement parlant, il s'agit simplement de générer un point uniforme dans le sous~
graphe de Cg. Si ce point tombe dans le sous-graphe de 8y alors son abscisse est une wvaleur

générée de gy,
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Figure 2 — Description géométrique de la méthode d’acceptation et de rejet.

La constante C, rapport des aires des deux sous-graphes, s'interpré&te alors comme le nombre
moyen d'essais 3 effectuer pour générer une valeur de gg. Plus C est petit, plus la méthode est

rapide.

Dans le cas o < 1, le choix de C et de g s'impose de lui-méme. On prend

o-1

X
si 0<x g1

T'(a)

Cegx =

o X
six>1

()

ce qui-conduit 3 C = T%u) Ei%-. C croit entre | et 1.368 quand o varie de 0 3 1. g est aisément

simulée par la méthode de Monte-Carlo.

Dans le cas O > 1, plusieurs choix sont possibles. Citons entre autre

(oc _ 1) a-1
1 e

. (x-a+1)?
200 - 1

proposée par Ahrens et Dieter (1973), oli g est une loi de Cauchy et

/26 -1 (a—l)“’l
C=

I'(w) e
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¢ décroit de I3 V I quand varie de 1 & +. Autrement dit, plus o est grand, plus la génération

d'une valeur g est rapide!

(ii) Cheng (1977) a proposé

A o A-1

4 o (a) x
cg(x) = - x> 0)
I'(e) ‘e (M x}‘)2
he )
avec A = ¢ 20, - 1. Dans ce cas, la quantité C vaut ——4-—7;— et décroit de 1.47 3 1.13 quand ¢
’ ‘ ’ T(a) e A
varie de 1 & +». g admet pour fonction de répartition
A
o
G(x) =1 - T %
o'+ x

ce qui rend trés facile sa simulation par 1a méthode de Monte-Carlo.

3 - LES POLYNOMES DE LAGUERRE

De méme que les mod&lés isofactoriels gaussiens s'expriment eén termes de polyncmes d'Her-
mite, les mod&les isofactoriels gémma vont se développer de maniBre simple sur une base de poly-

nomes de LZ(R}, go?' On définit les polynomes de Laguerre i 1l'aide de la formule de Rodrigues

1 &

.
L (x) = - L) nz0
g (x) dx
o
Explicitement, on trouve
a p k n, _T(®) Kk
L) = I (D7 () ————x
=0 T(a + k)
En particulier
o
Lo(x) =1
o =] -2
L& =1-%
. 2
Lg(x) =1 —-ga§ v —=
a(o+1)
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On vérifie facilement que ces polygones sont orthogonaux pour 8y

o 0 sip#n
J L0 L) gyl dx =
o I'()n!

*_——_F(oc T o) sip=n

Pour la suite, nous poserons

a_ I'(o +m)

A
®r(a) nt

On vérifie aussi que le polynome Lg satisfait 1'équation différentielle

et 4 120
% bl -l + (0 - %) bl i = —n L:(X-) 1

d x? d x

C - PROCESSUS DE DIFFUSION GAMMA

1 — RAPPEL SUR LES PROCESSUS DE MARKOV

On sait qu'un processus de Markov stationnaire est caractérisé par sa probabilité de tran-

sition Pt
P f(x) = E [ £(X) X, = x]

La propriété de Markov (le dernier &tat connu du processus résume toute 1'information pour
prévoir le futur) entraine 1'équation de semi-groupe
P £+

R Pt(Pt' £)

Pour décrire le comportement infinité@simal du processus, il est commode d'introduire son

générateur infinitésimal
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P, f(x) - £(x)
A f(x) = lim —————— = lim E

>0 t £>0 t °

£(X) - £(X) T
—t % | x = XJ

On vérifie facilement que A et Pt commutent. Plus précisément, on a:

dP f .
t = _ P(AF) = AR )

It

d'oli 1'en tire

compte~tenu de Po £ = f. Ceci montre entre autre gu'un processus de Markov est caract@risé par

son générateur infinitésimal.

2 - DIFFUSION GAMMA

Un tel processus admet pour générateur infinité&simal

Af(x) = x £'(x) + (0 - x) £'(x)

Si 1'on premd f = L:, alors (1) entraine

+ @ P +° PP g _
P La - etA La - ¥ E—-AP La - ¥ t n La = e nt La
tn n n n n
p=0 p! p=0 p!
+ o
et plus généralement si f €:L2(R+,ga), on écrit £ = I Ag < f,Lg > Lg et on obtient
n=0
+ .
P f= % et A% <g,1Y> 12
t n=0 n n n

Appelant alors gt(ylx) la densité de thxo = x, cette dernidre formule se récrit :

+o o0
* ¥ at o
_ -nt @ )
£(y) gt(yIX) dy = nEO e AL (x) £(y) L (y) g (y) dy, ce qui donne
3 o
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+
g, (0 = I AT LI® L) g ()

n=0

De cette densité conditionnelle, on déduit la loi stationnaire du processus

lim g (yix) = g (y)
tr4e0 € | o

et finalement la densité du couple (Xo,Xt) vaut

gy = T e AT 120 12 g, g ()

n=0

-nt O _O (2)

ce qui montre que le processus de diffusion gamma constitue un mod&le isofactoriel (Matheron, 1975,

1983).

-

On vérifie sans peine 3 partir de (2) que

0

&
I

o

1
lim < P({X - x| > elx
b t t [] o

pour tout € aussi petit soit-il, ainsi que

1
lim - E(X-X |X =% =0a-x
£+0 t t o'"o
. 1 [ 2 . =
1lim = E|(X - X)) ]X = ,x] = 2x
£50 t t o [¢]

Ces trois propriétés sont caractéristiques d'un processus de diffusion admettant pour
cients de dérive et de diffusion les fonctions a(x) = o - x et b(x) = 2x. La terminologie
tifie physiquement de la maniére suivante: si une particule en suspension dané un liquide se
en un point x & 1l'instant t, son mouvement entre les instants t et t+dt est la superposition

terme déterministe a(x,t) dt qui est l'entrainement provoqué par la circulation du liquide,

coeffi-
se jus-
trouve
d'un

et d'un

terme aléatoire 6(x, t, t+dt) qui prend en compte les fluctuations provoquées par l'agitation ther-

mique des mol&cules (Guikman, Skorokhod, 1980). On admet de surcroit que E[G(x,t,t+dt)] =0

que szﬁ(x,t,t+dt)] = b(x,t) dt.

ainsi

En termes géostatistiques, les trois formules traduisent la continuité du processus, l'exis-

tence d'une dérivée infinitésimale qui est une forme de rappel vers la moyenne du processus,
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Figure 3.1 -~ Simulation &'un processus de diffusion observé a divers

grossissements O = 0.1.
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que 1l'existence d'un variogramme infinitésimal qui laisse apparaitre un effet proportiomnel.

3 — SIMULATION

Compte~tenu de [2]; la transformée de Laplace de la densité conditionnelle vaut

-t
o0 Ax —
-AX i -t
E{e t|Xo=x}=<-———-——1 —-t) e 1+ Ml-e )
1+ A(l-e )

Développant 1'exponentielle en série, la densité gt(y|x) se récrit

P X X

N E:E- e 1 ( o x ) n e 1-p xn+0t—1

g (y|x) =g * D N - -
t n=0 %'\1 -0/  (1-p™** I(n+a)

avec p = e—t, ce qui permet d'interpréter g, comme mélange poissonnien des lois gamma (Matheron,
1984).
= 4" avec . MY
Xt Xo X g N

P
a+N,igL— flfi
-p 1-

el

Compte~tenu du caréctére markovien du pfocessus, la génératibn des Xt va s;effectuer de
proche en proche. Plus précis€ment, faisons choix d'une origine 0 et d'une unité de temps At.
On commencg par générer Xo u 8y Puis on procéde par récurrence: si la valeur générée de X(n—l)At
est x, on génére XnAt en utilisant le fait que XnAtlx(n—l)At =x "V gAt(.lx).

Pour r@aliser la simulation, il est donc nécessaire de savoir générer des valeurs poisson-
niennes. Une méthcde classique utilise le fait que dans un processus de Poisson de paramdtre 6,
le nombre de points tombés dans un segment de longueur 1 suit une loi de Poisson de paramdtre 6.

Une méthode d€rivée de celle-ci, mais beaucoup plus rapide lorsque 6 est grand est présentée dans

Ahrens et Dieter (1974).

Le lecteur trouvera & la figure 3 des simulations d'un processus de diffusion gamma pour
g g p

@ = 0.1, 0.5, 1, 2 et 5. Chacune de ces simulations a 8té représentée i plusieurs échelles de

grossissement.
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Aux trds faibles valeurs de o, les r8alisations restent collées 4 l'origine avec apparition
sporadique de quelques pics. Quand o croft, le nombre de pics augmente, sstompant peu i peu l'effet de
de collage. Aux grandes valeurs de o, cet effet a totalement disparu. Les réalisations tendent

i se symétriser par rapport 3 la valeur moyenne de ¢, faisant apparaitre aussi bien des pics que

des vallées.

Pour mieux comprendre la répartition des pics, nous avons choisi un seuil de coupure z et
considéré 1l'ensemble alatoire {Xt % z}. En considérant le développement de 1'&chelon unité en

polygones de Laguerre, il est aisé de voir que la covariance de cet ensemble est

*® -ah o ool 17
c,(n) = nfl e A !:ga+l(z) Ln_l(z)]

La dérivée par rapport a h de Cz s 'exprime commodément 3 1l'aide de la fonction de Bessel modifiée

de ldre espéce

A (u/2)2n
Ia<u) = <§> r —

n=0 n! I'(otn+l)

En posant p = e—h, on trouve

o
-3

3 C p - 2z /5
—_31’_1?_ (h) = = e 1 - e ZOL IOC(#)
(1-p) T(e) P

et connaissant le comportement de Iu aux grandes valeurs de u

u
I () v <
V2T u
on en déduit que
1
8¢, -z %72
() v- &2 =2
dh 2/m T(e) A
quand h + 0.
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4 - CHANGEMENT DE SUPPORT

t =AY
f Xu du, et posons ¢t()\) = E{e t}. En impliquant la transformée de Laplace
o

= x) dans une équation aux dérivées partielles, Matheron (1984) a &tabli .

1"expression rigoureuse de la formule de changement de support

t . o

_ ce
$. (A = ;
t 5 St <t et ct
(c ch 4+sh 4>(ch 4+csh 4>
ol c = /1 + % . De cette formule, on tire la moyenne et la variance de Yt
mo = - (comme prévu)
-t
02 = 298 -=l*t
t t2

REMARQUE : Soit N une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre % Les deux

variables [%:{ et ]:g-}l—:[ admettent pour fonctions génératrices

t
( A t 1 t
G (s) = e (ch + Vs + — sh — Vs )
g] 4 VA

£
G[Eﬂ](s)=e l’(ch{—/5+/§sh—2-/s_)
2

Autrement dit, la transformée de Laplace de Yt peut se récrire sous la forme

-
_ 42 4
¢t(7\)— GI:H](1+ t.)G&_l_(1+ =)
2 (2

Cette formulation particulidrement simple n'est siirement pas une coincidence. Nous ignorons

toutefois 3 quoi 1l'attribuer. Par ailleurs, les deux variables [I;—] et [N—Zl-] n'étant pas infiniment

-~

divisibles, nous ne sommes pas parvenus i exploiter cette constatation.
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On ne sait malheureusement pas inverser ¢t, sauf dans le cas particulier o = 1 (Matheron,

1984). En s'intéressant aux pdles de cette transformée, Matheron a &tabli qu'elle se met sous la

forme

+ o t bn
o ) = w[ ]

n=0

ce qui s'interpréte en disant que Yt est une somme de variables aléatoires mutuellement indépen—

+
dantes Yt = I 2_, ol Zn>suit ume loi gamma de paramdtre o et d'indice t bn' Le coefficient bn
n=0

est donné par

= xr 2
4 b {(n 5 * en) + 1

=]
"IH
L

le nom re En (0V< En < g§ étant quant 3 lui solution unique de 1'équation

2 tg e, = £
ol + 2 €
n

On dispose ainsi d'un moyen commode de simulation de Yt. En pratigue, pour &viter une

I Z_par un r@sidu alédtoire Ry.
n
n>N
d'attribuer 3 Ry la transformée de Laplace

sommation infinie des Zn’ on remplace la gueue de la série

Ici, on est tenté

Alors E (RN - I Zn) = (. On choisit N de fagon & ce que ILa variance de RN - Z Zn soit infé-
n>N n>N

rieure 3 un seuil donné. Or

2
[¢3

o f 1\ ‘
Var ( - I Z) <= ( z —;)‘ + X
g O TS e £b2

n27?
tZ

et comme bn >
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o t? 1 z 1
- — L =) + I =
ver Gy n§N %) < Tr'* }:(n?N n2> n>N nl‘]

+ o + o
1 1
Cette convergence est assez rapide puisque 3 o2 = 1.645 et 3 o = 1.082. On trouvera

n=1 n=1
figure 4 les courbes tonnage/teneur tracdes pour o = 0.1, 0.3, 0.5, 1, 2 et 5 et pour des supports

de taille &gale 3 0, 0.1, 0.5, 0.75, 1 et 5. La comparaison avec la correction affine est particu-

lidrement instructive (cf figure 5).

D - LE PROCESSUS D'AMBARZUMIAN

Imaging€ par V.A. Ambarzumian pour décrire les fluctuations lumineuses de la voie lactée,

ce processus a &té utilisé par G. Matheron (1969) et J. Jacod (1969) comme modéle de s&dimentation

-

détritique. Pour en donner une description simple, nous allons recourir i une analogie &lectrique.

1 -~ DESCRIPTION ET SIMULATION

Des charges Sl’ SZ,..., Sn... arrivent sur une capacité aux instants Tl, TZ,...,Tn...
On s'intéresse & 1'&tat X, de cette capacité 3 1'instant t compte-tenu du fait que celle-ci a

des fuites. Les paramdtres du moddle sont les suivants:
- les T, sont les points constitutifs d'un processus de Poisson de paramétre O,
= leSeSn sont indépendantes et suivent toutes une 19i exponentielle de paramétre a.
- le taux de fuite est indépendant de la charge de la capacité. Il est pris égai ac.

Le processus est compl&tement décrit par la relation

4 o
_ -ct
Xt = Xo e + X Sn 1T <t
n=] n

e—c(t—Tn) (3)

On en déduit facilement

8
c

-ét -ct
E {e-uxtlx = x} = e Wx e (éLj;JEi___)
s} . a+ U
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Figure 4 - Courbes tonnage/teneur associBes au processus de diffusion.
Taille des supports : O, 0.1, 0.5, 0.75, I et 5.
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Figure 5 — Courbes tonnage/teneur relatives i la correction affine. Les
tailles des supports restent inchangées.
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Quand t devient trés grand, cette loi conditionnelle converge vers une loi de densité gy -
Za
. . . c
On en déduit que le processus est ergodique et admet gg o comme loi stationnaire. Si Xo suit

t]
une telle loi, on obtient la loi bivariable €

L)
"'Ct) 163

T aa+ue
E {e-kxo— uxt} = - ot
(a+1) (a+A+ue™Ch)

Mais il ne s'agit pas d'un mod&le isofactoriel. En effet, la transformée bivariable se
récrit
9 6 8 -ct\n
. {e_xxo_ UXt} ) ( a )c ( a )é +Zm T+ @) N (we ™)
Y AW o001 1D @D (atu e HD

Cela &talt du reste prévisible, puisque sur un tel processus le retournement du temps est

impossible.

Le processus d'Ambarzumian est un processus de Markov. Cela résulte de 1l'absence de mémoi-

re de la loi exponentielle. Cette remarque facilite grandement la simulation du processus:

i) poser T = 0 et générer Xy " 8g
Ta
ii) générer U v eq et poser T' =T+ U

P T = _C( t_T)
iid) siT gt <T Xt XT e ,

e—c(T'— T)

iv) générer S Vv e, et poser XT' = X + S. Pogser T = T' et aller en 1i).

Figure 6 - Simulation du processus d'Ambarzumiar.
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2 - CHANGEMENT DE SUPPORT

En intégrant (3) entre 0 et t, on obtient

-ct + @ -c(t-T )
_ 1l -e 1l ~-e n
Yt a xo ct + I Sn lT’st ct 4
n=1 n’

_@_(act _1>
clact+A
| et A ct
¢ (X)) = le et (e™ -1
ainsi que ses premiers moments
n =0
t ac
o2 = 2 ] e St 14 et
t ¢ (act)?

Compe dans le cas de la diffusion, nous ne savons pas inverser la transformée de Laplace.

1 »

Mais la formule (4) se préte aisBment i une simulation :
. P " a
i) générer Xo %9 . et N Py
c b ‘ B

PN : > éné P n i P ~
ii) si N 1, générer Tl’ TZ’ s TN uQ’t ainsi que Sl’ SZ’ , SN ea

iii) poser Yt conformément & la formule (4), la somme &tant &tendue aux n < N.

Pour comparer les courbes tonnage/teneur du processus d'Ambarzumian (cf Figure 7) et du

.~

processus de diffusion (ef Figure 5), nous avons choisi les paramdtres de mani&re 3 ce que les

Yt admettent la méme moyenne et la méme variance pour les deux processus, et cela quelle que soit

la taille du support. Cela conduit & prendre O = o ainsi que a = c = 1.
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Figure 7 - Courbes tonnage/teneur pour le processus d'Ambarzumian. Taille
des supports : 0, 0.1, 0.5, 0.75, 1 et 5.
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E - MESURE ORTHOGONALE REGULARISEE

1 - DESCRIPTION ET SIMULATION

le point de départ de ce paragraphe est une mesure aléatoire ¥ sur R, stationnajre, ortho-

gonale et 3 loi gamma. Celle-ci vérifie les propriétés caractéristiques suivantes :

i) pour tout intervalle [é,bj; x([ﬁ,b]) est une variable aléatoire qui suit une loi gamma de

paramétre proportionnel & b-a :

' - B -2)
E{e—}‘x(‘[a,b:{)} =< 1 > .
1+ A
ii) si [a,b] et[a',b'] sont disjoints, les deux variables x(Ta,p]) et x([a',b7) sont indében—
dantes.
Soit Ib,t&]'un intervalle fix& une fois pour toutes. La régularisée de la mesure Y par

[b,to] est un processus stationnaire que nous notons X :

+00

Xt =¥ ([t, t°+ t]) = ;[O,toj (u-t) ¥(du)

=00

On peut montrer que ce processus constitue un modéle isofactoriel (Matheron, 1973). Mais
il ne s'agit pas d'un processus de Markov. Il nous sera facile de simuler Xo’ Xt’ XZt"" dés
que t > tO (génération de variables indépendantes), ou bien dés que le rapport t/to est rationnel.
En effet, posons t/tO = p/q £ 1 avec p et q entiers premiers entre eux. Il suffit de générer
une suite {Zk} de variables alBatoires mutuellement indépendantes t de méme loi que X([é,gg])

pour en déduire les Xnt :

(n+l)p
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8. 25. 58. 75. 190,

Figure 8 - Simulation d'une mesure alatoire orthogonale régularisée.

2 —- CHANGEMENT DE SUPPORT

t
Posons Yt = %—{ X.u du. En vemplagant Xu par sa wvaleur, on obtient

7~

o

00 oo

(: *o,e] o [yt ] ““) X (av)

QO —00

ce qui permet d'exprimer Y_ comme somme infinie de variables indépendantes. Passons & la trans-

formée de Laplace :

B dv

0. () = E{e_;\th} - ’ 4 1 —
t dv { . l[b,t] f)Ev—t ,vﬂ|
A1+ A- - il [¢]

£

ce qui donne finalement

2t
t At —B(to+t+—x) 28(t Ar)
¢ N = «1+l»°t» e °

La moyenne et la variance de Yt,s’obtiennent en congidérant le développement limité 3

1'origine de 1a ¢t(k). On trouve

B tOAt 2 T
l of: = ~3—( 2 ) [S(tDV't) - (toAt)j_
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3 — INTERPRETATION PROBABILISTE

X étant une mesure aléatoire infiniment divisible, Yt est également infiniment divisible.

D'aprés le théoréme de Lévy-Kintchine, ¢t(l) peut se mettre sous la forme

400

¢t(k) = exp { - qu +- 1. (e_)\u - 1):u(du)}

o]

ol u 2 0 est un facteur de translation, et oli U est une mesure non négative, pas nécessairement
1
400
sommable, mais vérifiant J u(du) < + ainsi que J up(du) < 4+, U est appelée mesure de Lévy atta—
1 o
chée 3 la loi de Yt'

Aprés quelques tatonnements, on parvient-au résultat suivant :

+00 t At

-A T u
¢t()\) = exp (e . o= 1) u(du)

ol u(du) admet la densité .

400
-u -V

n(u) = Bt + t) e—u— - 2B(t _At) 97— dv

u

On constate que U(du) vérifie bien les trois propri&tés requises plus haut. En particulier,
. : +O -y +02 —y -u
u(du) > 0 compte-tenu de 1'inégalité t0 +t 22 tdAt, et du fait que J E;—-dv < J e
u

gy = &—

.
u

Pour la suite, nous poserons a = B(to+t) t b= ZB(toAt).

11 est 3 remarqﬁer que la fonction un(u) est décroissante: en effet (un(u))' < 0. Par

ailleurs, lim un(u) = a ainsi que lim un(u) = 0. Par conséquent un{u) est, & une constante prés,
u=>0 yr+o
une fonction de répartition complémentaire

un(u) =.a 1 - H(u)]'

dont la densité est le mélange d'une exponentielle et d'une exponentielle intégrale
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A partir de h, introduisons la famille de densités hS(u) = esh(ues). Si Z vh, alors

ez hS. Remarquant que

400 400 X
=1 _ n(y)
hs(u) ds ” h(v) dv "
o u

1'expression de ¢t devient

[+ 400

-A toﬁt u
¢t(l) = exp 4 a (% -1 hs(u) ds du
o o

Cette formule admet une interprétation probabiliste particulirement simple en termes de
toAt + @ T
—— I e Z oili les Z_sont des variables aléatoires
t t =0 n n
mutuellement indépendantes de méme loi h, et les Tn sont les points constitutifs d'un processus

processus de Poisson composé : Y

de Poisson de paramétre a = B(to+ t)

C'est cette interprétation que nous avons utilisée pour simuler Yt. Tout comme dans le cas
de la diffusion, nous avons dd nous limiter & une somme finie de variables en introduisant une
variable résiduelle. Nous n'insisterons pas ici sur ce point. En ce qui concerne le choix des
paramétres, nous avons posé o = B to de fagon 3 faciliter la comparaison avec les deux autres
mod&les. Dans la gamme des valeurs possibles, nous avons choisi to = 1 et donc B = 0. La simulation

de la loi h est fort simple. Fn effet, le produit de deux variables indépendantes, l'une exponen-

tielle et 1'autre uniforme, admet une densité exponentielle intégrale.

F - LA SELECTIVITE

A vrai dire, les courbes tonnage/teneur cbtenues au cours des paragraphes précédents sont
assez difficiles 3 comparer. Il faudrait pour cela ou bien les superposer, ou bien confronter

leurs valeurs numériques. C'est la raison pour laquelle nous allons recourir i un autre critére

qui est moins informatif car plus synthétique, mais qui permettra une comparaison aisée des trois
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Figure 9 - Courbes tonnage/teneur associées 3 la mesure aléatoire ortho-

gonale régularisée. Taille des supports : 0, 0.1, 0.5, 0.75,

1 et 5.
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mod&les. Ce critdre repose sur la notion de dispersion que nous présentons dés maintenant.
1 — LA DISPERSION

Soit f une densité de probabilité positive. On appelle dispersion de £ le nombre
400 (00
5 =—;— ly_z! £(y) £(z) dy dz
qui s'écrit aussi

-1 _
s = 5 E(]T-z])

sl Y et Z sont deux variables aldatoires indépendantes de méme loi £.

Statistiquement parlant, la notion de dispersion est assez proche de gelle de variance.
Toutefois, elle présente sur cette derni®re un certain nombre d'avantages. Tout d'abord la dis-
persion existe d&s que la moyenne existe (S € m), ce qui n'est pas le cas de la variance. Par
ailleurs, du point de vue de 1'inférence statistique, il est plus facile d'estimer la dispersion

qui met en jeu une simple moyenne que la variance qui est une moyenne gquadratique.

Si f admet une variance finie o?, Matheron (1981) a &tabli 1'inégalité isopérimétrique

§/3<o0
et méme S VI € 0 dans le cas ofi £ est infiniment divisible,
Comment en pratique &valuer S$? Ceci peut se faire par simulation, mais dans bien des cas

le calcul est possible, Par exemple, si f = 8y> Matheron (1982) a montré que

1

I'(a + 3)
g = 2
YT T(a)

Flus généralement, supposens que f soit caractérisée par sa transformée de Laplace ¢. Pour

déterminer S, Matheron propose la méthode suivante: partons de 1'intégrale

400
lh| =4 L - cos 2luh du
41-[2‘-,‘2
o
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qui n'est autre que la représentation spectrale d'un variogramme lin&aire sur R. Alors

+°°1 - E[cos u(Y—Z)]

u2

S =—;—E(IY—ZD = du

Lml._‘

e]

13

Or E[éos u(Y—Z)] =E {elu(Y_Z)} = ¢(iu) ¢(-iu). Par conséquent S se met sous la forme intégrale

P - $(iw) ¢(-iw)

1

= du
I u?

S =

0

qu'il est facile de calculer par des méthodes numériques.

2 - LA SELECTIVITE

Comme d'habitude, on désigne par T(y) et Q(y) le tonnage et la quantité de métal sélec-
tionnés 4 6 la coupure y :
4-00 ‘ 40
T(y) = £(z) dz  Q(y) = | =z £(z) d=z
Y- y

On sait que la courbe tonnage/teneur (T, Q(T)) est une fonction concave paséant par les

points (0,0) et (l,m). Elle est d'autant plus &loignée de la droite Q(T) = m t que f est sélec-

tive (Matheron, 1981). Ceci nous améne i prendre en considération 1'intégrale

1
1=J [Q(T) - m T] 4T

¢ el

qui correspond 3 l'aire hachurée de la figure 10.

1\0.(T)

>T

P T O ke

Figure 10 - On caractérise la sélectivité d'une loi par 1'aire limitée
par la courbe tonnage/teneur et la droite Q = mT.
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Sur cette figure, on voit imm&diatement que 1'intégrale I se met sous la forme

m
1=2| | «n dr - | 7@ do

o o

Introduisant la coupure y comme nouvelle variable, I apparait proportionnelle & la moyemne

de la valeur conventionnelle du minerai :

400

I=5| [ -y 1] £ dy

En remplagant alors Q(y) et T(y) par leur expression intégrale, on obtient :

2] o]
T =L (z-y) £(z) £(y) dz dy
2
o’y
ce qui: ge récrit plus symétriquement : -
0O 00
1 Le .
I=7 ly-z] £(y) £(2) dy dz
o’o
et finalement on obtient I = %-S.

Nous avons reproduit & la figure 11 les courbes de sélectivité des trois processus que nous
avons présentés. Afin de disposer de courbes bornées en abscisse comme en ordonnée pour toutes les
tailles de support et pour toutes les valeurs du paramétre, nous avons adbpté un systéme de coor-
données uﬁ»peu particulier. En abscisse, nous avons pris la réduction de variance due au change-
ment de support. L'abscisse varie donc de I & 0 lorsque le support, ponctuel au départ, crolt

jusqu'a 1'infini. Pour une r&duction de variance &gale 4 p (0 < p € 1), il existe une et une seule

2
)
taille de support t qui vérifie-ag = p. t &tant alors donnée, nous avons reporté en ordonnée le
S o
rapport £ qui reste toujours inférieur & ; pour une loi infiniment divisible.

g
t
Plusieurs constatations s'imposent: tout d'abord, des trois processus le plus sélectif est
certainement le processus d'Ambarzumian; le moins s&lectif est la diffusion. Du point de vue de
la sélectivité, la mesure orthogonale régularisée proche d'Ambarzumiati aux faibles valeurs de o,
tend i se rapprocher de la diffusfon quand o croft. Mais par dessus tout, il convient d'insister

sur les fluctuztions de la sélectivité que 1'on observe: atténuées lorsque o est grand (les pro-
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Figure ~ll — Courbes de sélectivité en fonction de la réduction de variance
due au changement de support
... processus d'Ambarzumian
———————— mesure al@atoire orthogonale régularisée
processus de diffusion
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cessus devenant progressivement gaussiens), elles peuvent dépasser 15 7 pour o = 0.1. Ces fluctu-

ations parfois considérables, montrent & quel point le choix d'un modé&le est important.

Nous n'avons pas représentd sur la figure 1l les courbes de sélectivité associées 2 la
Yt--'mt Xo—m
correction affine. Il s'agit tout simplement de segments horizontaux. En effet, si = = o
; [ 20,
alors EE-= 2
ota’
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