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Résumé: Cet article porte sur estimation de grandeurs stéréologiques as-
sociées 3 un certain phénomene physique et accessibles 3 partir d’échantillons
(sections polies ou lames minces par exemple). Quelle taille de champ convient-
il d’analyser de fagon & ce que les mesures recueillies soient représentatives
du phénomene étudié? C’est pour répondre i cette question que le concept
de portée intégrale est introduit. Un tel concept permet de comparer deux
échelles, celle du phénoméne et celle de son observation. L’évaluation de la
portée intégrale se fait en tragant une courbe de variance de dispersion. In-
cidemment, cette courbe peut également fournir une loi empirique de change-
ment d’échelle.

Mots-clefs: Géostatistique, portée intégrale, variance de dispersion, ergod-
icité, changement d’échelle, modéles non fractals.

1 Introduction

L’objet de cet article est 1’évaluation de moyennes spatiales connues sous le
nom de grandeurs spécifiques en Stéréologie. Une telle évaluation souldve deux
types de difficultés. La premitre, non étudiée ici, est de nature quantitative. I
n’est pas toujours facile ni méme possible d’effectuer des mesures spatiales. La
deuxitme, qui retiendra toute notre attention, est de nature statistique. En Mi-
croscopie Quantitative, il arrive fréquemment que les objets d’étude (e.g. lames
minces ou sections polies) soient beaucoup trop grands pour &tre analysés de
fagon exhaustive. On se borne alors  effectuer des analyses sur des échantillons
prélevés, ce qui ne manque pas de soulever le probléme de la représentativité
des mesures obtenues.

Ce probléme de représentativité des mesures se pose en fait & deux niveaux
bien différenciés:

i) si les échantillons sont remplacés par d’autres échantillons de taille plus
grande, il importe que les mesures obtenues ne soient pas significativement



différentes.

ii) si Pon peut disposer non pas d’un, mais de plusieurs objets d’étude
élaborés sous les m&mes conditions expérimentales, les mesures obtenues sur
les différents échantillons doivent &tre approximativement les mémes.

C’est dans le cas ol ces deux conditions sont satisfaites que Pon pourra
prétendre avoir atteint une grandeur spécifique.

En toute rigueur, une grandeur spécifique est une caractéristique d’une fonc-
tion aléatoire stationnaire ergodique (en abrégé Faste). Physiquement parlant,
la stationnarité exprime que les réalisations de la Faste posstdent une certaine
homogénéité spatiale, ce qui garantit la validité de la condition i). L’ergodicité
quant & elle énonce que I'inférence statistique est possible & partir d’une seule
réalisation, ce qui correspond précisément % la condition ii). De sorte que le
passage d’une mesure sur échantillon & la grandeur spécifique correspondante
g’effectue en deux étapes:

i) on considére que Pobjet d’étude est une réalisation d’une Faste. Cette hy-
pothése garantit & la fois existence de la grandeur spécifique que Pon cherche
4 évaluer, ainsi que la possibilité de son inférence statistique.

ii) on suppose que les échantillons sont connus dans un domaine V suffisamment
grand pour que la valeur explicite de la grandeur spécifique puisse &tre obtenue
avec une bonne précision.

Mais la grandeur spécifique recherchée existe-t-elle vraiment? Si oui, peut-on
I'obtenir avec une bonne précision?

L’objet de cet article est une tentative de réponse 4 ces deux questions. Nous
les aborderons tour A tour, mais dans l'ordre inverse. Dans un premier temps,
nous admettrons I'existence de la grandeur spécifique. Nous considererons le
probléme de son estimation i partir d’échantillons, et nous regarderons tout
particulitrement comment varie la précision sur cette estimation en fonction de
la taille V' des échantillons, et cela aux grandes tailles de V. Cette partie donnera
Poccasion de rappeler quelques propriétés liées i Pergodicité et d’introduire
le concept de portée intégrale qui joue un rdle essentiel dans le calcul de la
précision. Les résultats obtenus seront repris dans une deuxidme partie od
nous regarderons dans quelle mesure les échantillons disponibles permettent
d’infirmer ou non Phypothese de Pexistence d’une grandeur spécifique.

2 Estimation de la valeur moyenne d’une Faste

Pour fixer les idées, partons d’une fonction aléatoire stationnaire (Z,),cre de
moyenne ponctuelle m, de variance ponctuelle 62 et de fonction de corrélation p.
Toutes ces quantités sont inconnues. La seule chose connue est une réalisation
(2z)zev de Z dans le champ V. Nous cherchons 3 évaluer m.



Pour ce faire, on peut penser & considérer Papproximation

1
(V)= w1/, 2z dz

mais cette approche n’est pas pleinement satisfaisante dans la mesure oh Pon
ne sait pas donner la précision dune telle approximation. Cela vient de la cir-
constance générale suivante: & partir d’'un jeu de données seulement, il n’est
pas possible d’en déduire 2 la fois une approximation ainsi que sa précision
(Matheron,1969). Pour donner une précision, il faut disposer d’une informa-
tion supplémentaire, par exemple d’un modele. Or dans le cas présent, nous
disposons d’un modgle. Il g’agit de la fonction aléatoire Z. Dans ce contexte
aléatoire, nous sommes amenés % considérer I’estimateur

1
Z(V) = = / Z, dz
=), %
Il n’est pas difficile d’établir que cet estimateur est sans biais
E{Z(V)}=m

Quant 3 sa variance, elle vaut:

Va2 = 77z [ [ ple=) do ay

11 convient ici de s’arréter un instant sur le sens physique de cette variance. Il
g’agit d’une valeur moyenne prise sur ’ensemble des réalisations. En d’autres
termes, il s’agit de la précision moyenne que Pon est en droit d’attendre si la
méme procédure d’estimation est effectuée un trés grand nombre de fois .

On aurait bien envie que la précision moyenne devienne parfaite lorsque le
domaine V s’étend a linfini. Malheureusement, il n’en est pas toujours ainsi,
comme le montre Pexemple suivant: soit ¥ une variable aléatoire, et posons
Z;=Y. Alors Z(V) =Y, de sorte que Var{Z(V)} = Var{Y} qui ne tend pas
vers 0 lorsque V tend vers Pinfini.

C’est la raison pour laquelle le concept d’ergodicité est introduit. Par
définition, on dit que la fonction aléatoire Z est ergodigue si Var{Z(V)} tend
vers 0 lorsque les dimensions du domaine V deviennent infinies.

Ainsi, Pergodicité peut se récrire
E{[Z(V) - m]*} —0

ce qui s’exprime en disant que la variable Z(V) converge en moyenne quadra-
tique vers m. Pour obtenir une interprétation physique intuitive de Pergodicité,



exprimons cette espérance en intégrale, faisant ainsi apparaitre les diverses
réalisations w de la fonction aléatoire:

Jim /n 2(V,0) — m?dP(w) = 0

Maintenant, si la fonction aléatoire vérifie quelques conditions de régularité, il
est licite d’inverser Pintégrale et la limite, si bien que

/n lim [Z(V,w) — m|2dP(w) = 0

V=00
Or, ceci ne peut se faire que si A
Vli_iw;o[Z(V,w) -m2=0 P—ps
ou en d’autres termes
Vl;n’r:oZ(V,w) =m P-—ps
Ainsi, 'hypothése d’ergodicité ne fait qu’exprimer la possibilité d’atteindre la

moyenne m & partir d’une réalisation unique, et cela pour presque toutes les
réalisations.

Donnons ci-dessous deux propriétés équivalentes & Pergodicité qui peuvent
servir & son établissement:

¢ On a la formule de Slutsky (citée dans Yaglom, 1986)

1
lim —/ R) dh =0
A Vp()

qui exprime que les corrélations entre la valeur en un point quelconque de
Pespace et la valeur moyenne dans le domaine V' g’éteignent lorsque V devient
trés grand.

¢ On sait qu’une fonction de corrélation est de type positif, condition qui
exprime que les variances des combinaisons linéaires des variables sont non
négatives. Un théoréme dfi 3 Bochner énonce qu’une fonction de type posi-
tif est la transformée de Fourier d’une mesure positive sommable

p(h) = -/;24 exp{—i < u, h >}x(du)

On peut montrer (cf. Annexe 1) que la fonction aléatoire est ergodique si et
seulement si la mesure x n’a pas d’atome a Porigine. En guise d’illustration, si



on revient au cas Z; = Y cité plus haut, la limite de Slutsky est 1. La mesure
associée n’est autre que la mesure de Dirac & l'origine.

Ainsi donc, Vergodicité est nécessaire pour établir la convergence de esti-
mateur de la moyenne dans V. En revanche, cette propriété d’ergodicité ne
permet en aucun cas de savoir pour quelle taille de champ V la variance de
Z(V) peut &tre considérée comme négligeable. C’est le rdle qui va &tre imparti
4 la portée intégrale.

3 La portée intégrale

Commencons par deux exemples pour souligner 'importance du probléme.

A la Figure 1 on peut voir la réalisation d’une Faste qui a été obtenue par
simulation (cf. Annexe 4 pour le procédé de construction). Cette réalisation
dégage une trés grande impression d’homogénité spatiale. Ce que 'on voit est
une texture.

Figure 1: Exemple de réalisation d’une Faste. De la trés grande impression
d’homogénéité spatiale se dégage une impression de texture.
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La Figure 2 quant 3 elle est la réalisation d’une autre Faste (en fait, il s’agit du
méme modele de Faste, mais avec des paramétres différents). Ici, au contraire,
on n’a plus du tout 'impression d’homogénéité spatiale. Nous avons représenté
la réalisation 4 4 échelles doubles I'une de P'autre, et & chaque échelle on assiste
& Pémergence de nouvelles structures. Qu’est ce qui fait que ces réalisations
paraissent aussi différentes?

A la Figure 1, il est frappant de constater & quel point il est difficile de
prévoir la valeur prise en un point lorsque I’on connait la valeur en un autre
point suffisamment éloigné. L’effet de mélange est tel que la variance de la
valeur moyenne dans un domaine V' décroit trés vite en fonction de la taille de
V. On n’observe rien de tel 4 la Figure 2. La présence de chenaux  toutes les
échelles fait que deux points méme éloignés peuvent avoir une corrélation non
négligeable. Pour la méme raison, la variance dans un domaine V assez grand
peut étre trés différente de 0. Au fond, ce qui différencie les deux réalisations,
c’est la différence de vitesse de décroissance de la fonction de corrélation aux
grandes distances.

On a vu au paragraphe précédent la définition de Pergodicité
lim Var{Z(V)}=0
V00

On définit la Portée Intégrale par la formule

A= tim v 2erZ00}
V—+o0 o

Cette quantité peut trés bien ne pas exister. Lorsqu’elle existe, il s’agit d’une
quantité non négative (mais éventuellement infinie) qui a la dimension d’un d-
volume (d’olt la terminologie de longueur de corrélation, ou bien de surface de
corrélation etc... qu’on trouve parfois dans la littérature (Yaglom, 1986)). La
Figure 1 correspond 3 une Faste de portée intégrale finie, la Figure 2 4 une Faste
de portée intégrale infinie.

Quel sens physique attribuer & la portée intégrale? Si A < +00, on peut
écrire aux grandes tailles de V'

Var{Z(V)} = gl-;—?

Si de plus A # 0, on peut trouver un nombre entier N tel que

o
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de sorte que .
c
Var{Z(V)} = A

Or, cette formule approximative n’est autre que la variance de la moyenne de
N points indépendants. Tout se passe donc comme si le domaine V avait été
découpé en N domaines indépendants de méme taille A. C’est la raison pour
laquelle on attribue & A le sens de Péchelle du phénomene. Le champ V joue
quant 3 lui le réle de Péchelle d’observation.

Nous avons consigné en Annexe 2 quelques formules pour la portée intégrale
dans le cas ol la fonction de corrélation est intégrable. Mais plus important est
de connaitre le comportement de la variance de Z{(V)} aux grandes tailles de
V, car c’est sur lui que reposera la procédure d’échantillonnage. Nous avons vu
que la variance est en 3 8i 0 < A < +00. Dans le cas ot A = 00, on sait que
la variance décroit doucement. On doit donc s’attendre i un comportement plus
lent qu’en T%T Enfin, lorsque A = 0, le premier terme du développement limité

de la variance en I%;‘- est nul, de sorte que le comportement sera certainement
plus rapide qu’en TéT

A titre d’illustration, estimer la moyenne de la Faste 4 partir de la réalisation
donnée Figure 1 ne présentera pas de difficulté particulitre. Il n’en est cer-
tainement pas de méme pour la réalisation de la Figure 2. Pour montrer
Pampleur des fluctuations, nous avons reproduit Figure 3 plusieurs réalisations
indépendantes de la méme Faste de portée intégrale infinie. Le domaine sur
lequel les réalisations sont connues est manifestement beaucoup trop petit pour
permettre une estimation précise de la moyenne de la Faste.

4 Mise en oeuvre pratique

Revenons au probléme tel qu’il se rencontre dans la pratique. On dispose
d’un objet d’étude confectionné selon un certain procédé d’élaboration, et par-
tiellement reconnu par quelques échantillons. L’on se demande 8'il existe une
grandeur spécifique attachée & ce procédé d’élaboration (et pas & Iobjet d’étude).
Si oui, comment Pestimer avec une précision donnée 3 I'avance. Nous adop-
terons ici la démarche préconisée par Matheron dans *Estimating and Choos-
ing” (1988). :

*Considérons pour cela les échantillons comme réalisation dans un domaine
V d’une Faste Z. Dans le cadre de ce modtle, la grandeur spécifique en question
g’identifie 3 la moyenne ponctuelle de la Faste. On admet donc dans un premier
temps 'existence de cette grandeur spécifique, et Pon en testera les implications.
Supposons que le domaine V' puisse &tre décomposé en une réunion disjointe de



sous-domaines vy, ..., vk, tous de la méme forme et de la méme taille qu’un
champ v. Dans chaque sous-domaine v;, la fonction aléatoire a pour moyenne

Zi = —1—/ Zdz
vl Jy

ol |v| désigne le volume de v;. La variance des Z; dans V n’est autre que la
variance de dispersion

o?(v|V) = Var{Z(v)} - Var{Z(V)}

Supposons maintenant que la portée intégrale soit finie et non nulle, et que v
soit trés grand vis i vis de A. Dans ce cas, les formules d’approximation sont
valides pour Var{Z(v)} comme pour Var{Z(V)}, et 'on obtient:

1Y)~ 45~ 1)

et si maintenant V' a été découpé en un nombre assez grand de sous-domaines
(par exemple une cinquantaine), alors P}T peut &tre négligé devant ]—16[’ et il

reste

o?(v|V) » I I
Ainsi la variance de dispersion apparaxt-elle inversement proportionnelle au vol-
ume des sous-domaines.

Cette formule peut &tre testée expérimentalement. Pour chaque découpage
de V en sous-domaines, on commence par déterminer la valeur moyenne z; de
la réalisation dans chaque sous-domaine v;, puis on forme la variance des z; qui
est une variance expérimentale de dispersion

3(o[V) = Z;cz? _ (E;zs)z

et I'on trace la courbe de dispersion expérimentale en fonction de la taille du
sous-domaine en coordonnées bilogarithmiques.

Nous avons tenté cette expérience sur des échantillons qui sont les réalisations
données aux Figures 1 et 2. En ce qui concerne la premitre réalisation, les
points expérimentaux sont représentés 4 la Figure 4. Plusieurs de ces points
apparaissent sur la méme verticale, correspondant 3 des sous-domaines rectan-
gulaires de méme surface, mais d’allongement différent. En tout cas, ces points
s’alignent pratiquement en une droite de pente —1. Il s’agit d’une d’une obser-
vation parfaitement cohérente avec le modgtle, et rien donc n’empéche d’affirmer
que Péchantillon étudié est un morcean de la réalisation d’une Faste de portée
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intégrale finie non nulle. Le produit 02 A peut étre estimé comme la valeur prise
par la droite au point |v| = 1. Compte tenu alors de ce que

Var{Z(V)} =~ T—;‘?—;

il n’est pas difficile de choisir V' de fagon 3 ce que la variance soit inférieure 2

une valeur donnée & Pavance.
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Figure 4: Points expérimentaux donnant la variance de dispersion en fonction
de la taille des sous-domaines. L’alignement des points en une droite de pente
—1 est cohérent avec le modle d’une Faste de portée intégrale finie et non nulle.
La moyenne de la Faste peut &tre estimée avec une trés bonne précision.

Remarque: Il peut paraitre curieux de passer par estimation d'une quantité
qui dépend essentiellement de moments d’ordre 2 (des variances), alors que
le probléme initial qui nous concernait était I'évaluation d’un simple moment
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d’ordre 1 (la moyenne m). Or précisément, la possibilité de calcul de la portée
intégrale servira de gage de stabilité pour Pestimation de m.
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Figure 5: Points expérimentaux donnant la variance de dispersion en fonction
de la taille des sous-domaines. Les points non alignés en une droite de pente —1
infirment ’hypothise d’une Faste de portée intégrale finie et non nulle. Dans
un tel cas, il est préférable de renoncer i I'existence d’une grandeur spécifique.

Rien de tel avec Péchantillon de la Figure 2. Les points expérimentaux
obtenus ont été reproduits Figure 5. Ils suggirent plusieurs commentaires:

e Tout d’abord, les points ne s’alignent pas sur une droite de pente —1.
L’hypothése d’une Faste de portée intégrale finie non nulle ne trouve donc pas
confirmation dans ses implications. Il se peut que la taille des sous-domaines
ne soit pas suffisamment grande vis-a-vis de la portée intégrale, de sorte que
la formule d’approximation n’est pas légitime. Mais il se peut également que
certains éléments du modele doivent &tre reconsidérés, tels que le caractire fini
de la portée intégrale, voire la stationnarité. Avec une portée intégrale infinie,
tout au mieux peut-on espérer estimer la moyenne de la Faste entichée d’une
grosse imprécision. Il n’en va pas du tout de méme en Pabsence de station-
narité, car dans un tel cas Pexistence méme d’une moyenne (donc d’une grandeur
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spécifique) est remise en cause. Or & partir du seul jeu d’échantillons, il n’est
pas possible d’expliciter les raisons de cet accroc au modile. Aussi devons-nous
renoncer & attribuer une existence effective & la grandeur spécifique.

e La courbe expérimentale obtenue Figure 5 est pratiquement linéaire, ce
qui suggere une formule empirique du type
K
2
s“(vjV)  ——
V) ~ o
c’est-a-dire une formule empirique de changement d’échelle. Le coefficient o qui
régit la pente de la droite est clairement inférieur 3 1. Comme prévu, la variance
décroit tout doucement en fonction de la taille des sous-domaines.

Figure 6: Par variation continue d’un paramé&tre, on peut passer d’une Faste de
portée intégrale finie 3 une Faste de portée intégrale infinie. Les trois réalisations
du haut correspondent & une portée intégrale finie, les trois du bas 3 une portée
intégrale infinie.

5 Quelques remarques

Au vu des exemples montrés dans cet article, on peut penser qu’il y a une
différence d’aspect considérable entre des réalisations d’une Faste de portée
intégrale finie et une Faste de portée intégrale infinie. La différence peut parfois
étre ténue, comme le montre la Figure 6.
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Au cours de Particle, nous avons évoqué l'existence de Faste de portée
intégrale nulle. Un exemple en est donné & la Figure 7. Il s’agit d’une fonction
aléatoire de dilution (cf. Annexe 4).Conformément 4 ce qui avait été annoncé,
la variance décroit plus vite qu’en I%T (cf. Figure 8).

Figure 7: Réalisation d’une Faste de portée intégrale nulle (fonction aléatoire
de dilution).

I convient également de mentionner la possibilité d’évaluer des portées di-
rectionnelles. Si Z est une Faste de IR sa restriction 3 IR® (e < d) est encore
une Faste et I'on peut donc évaluer sa portée intégrale dans IR®. Il se peut que
la portée intégrale soit finie dans certaines directions et infinie dans d’autres. A
titre d’exemple, considérons une fonction aléatoire de fonction de corrélation

1
ph) = TITE

dans IR3. Sa portée intégrale est infinie. En revanche, prise comme fonction
de IR, sa portée intégrale est finie. Cela voudrait-il dire que estimation de la
moyenne se passera mieux avec des échantillons monodimensionnels plutdt que
tridimensionnels?

Dans le cas monodimensionnel, la variance associée & un segment de longueur

r trés grande est en -,1-,- Dans le cas tridimensionnel, la variance associée 3 une
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Figure 8: Points expérimentaux donnant la variance de dispersion en fonction
de la taille des sous-domaines, 4 partir d’un échantillon qui est une réalisation
d’une Faste de portée intégrale nulle. Aux grandes tailles des sous-domaines, la
décroissance est particulidrement rapide.

boule de rayon r (toujours trés grand) décroit plus lentement que ;1,- puisque la
portée intégrale est infinie. Un simple calcul montre que cette variance est en
;1,—. Méme si la variance ne décroit pas aussi vite que Pon pourrait escompter,
il vaut quand méme mieux faire Pestimation dans IR® plutdt que dans IR!

6 Conclusions

La difficulté qu’il y a d’évaluer une grandeur spécifique réside dans ce qu’une
telle grandeur est une caractéristique d’un modgle, et que I'on ne dispose pour ce
faire que de mesures expérimentales obtenues sur des échantillons. L’ergodicité
est nécessaire pour garantir 'existence, au niveau du modele, de la grandeur
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spécifique. Pour lui attribuer une existence autre que conventionnelle, il faut
d’une part que les données fournies par les échantillons soient en adéquation
avec le modele, et que les échantillons soient suffisamment grands pour per-
mettre P'inférence statistique d’autre part. A ce niveau, la portée intégrale
s’avére particulitrement utile, car elle permet la comparaison entre I'échelle
d’un phénomene et celle de son observation. On peut évaluer la portée intégrale
en tracant des courbes de variance de dispersion qui incidemment fournissent
des lois empiriques de changement d’échelle.
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Annexe 1: L’ergodicité

Commengons par rappeler la définition de Pergodicité qui a été adoptée
pour cet article. La variance de la moyenne dans un bloc tend vers 0 lorsque les
dimensions du bloc deviennent trés grandes:

Jim Var{Z(V)} =0

Il convient bien siir de préciser ce que Pon entend par limy_.o,. Ici, les V
désignent des compacts de IR?, et I'on dira que la suite (Va)n>o converge vers
IR si les deux conditions suivantes sont réalisées:

i) les V,, convergent vers IR? au sens des fermés (Matheron, 1975). Cela signifie
que pour tout point z de IR%, on a limp—o d(z,V,,) = 0.

ii) pour tout compact W, le rapport entre le volume de I’érodé de V,, selon W
et le volume de V,, tend vers 1

. |VaoW|
i VeOW[ _

1 =1

n—co |Vn|

Physiquement parlant, ii) signifie que les V;, peuvent &tre morcelés, mais que les
morceaux sont pour Pessentiel de grande taille. Le recouvrement de Pespace,
quant & lui, est assuré par i). Ce mode de convergence n’est pas trés restrictif.
Il s’applique aussi bien aux suites croissantes de boules ou de parallélépiptdes,
qu’aux suites des homothétiques d’un compact d’intérieur non vide. On pourra
voir en fin de cette Annexe la démonstration de ce qu’une suite de compacts
convexes converge vers JR? des que la condition i) est satisfaite.

Commengons par deux lemmes techniques:

Lemme 1 Soit V un compact de IR?, et soit K son covariogramme géométrique.
La transformée de Fourier de ’indicatrice 1y de V vérifie en chaque point u non
nul de IR® linégalité

()| < inf [K(0) - K(n)]

la borne inférieure étant prise sur tous les points h de IR® tels que < u, h >= —x.

Démonstration: Soit A € IR? tel que < u,h >= —x. Puisque e~ <%h> = 1,
on peut écrire
iv(u) = / e~ m> 1y (z)dz = ——/ e~ i<wEth> 1, (z)dz
R4 IrRd
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Un changement de variable dans la deuxi®me intégrale donne
iv(u) = / eTI%T> 1y (z)dz = — / eTi <> 1y (z)dz
R Ré

Par addition, on obtient

21y (u) = / gTiI<HmE> [lv (z) — 1y, (:c)] dz

IRé
ce qui conduit & I'inégalité
2|iy (u)] < / lly(z) - 1Vu(“’)l dz
e
Or
/ |1V (z) - 1v, (:c f [1v(2) - 1w, (:c)] dz = 2[K(0) - K(h)]

Ce qui conduit 3 P’'inégalité de Pénoncé.

Lemme 2 Soit (V,,n € IN) une suste de compacts de IR® qui converge vers
IR%. Alors les transformées de Fourier des V,, vérifient

Illv,. ()] = Loy(v)

n—+oo |V,
Démonstration: Comme 1y, (0) = |V,|, le cas 4 = 0 est immédiat. Sup-
posons donc u # 0, et posons h = —wu/|u|?. D’aprés le lemme 1, on a

'iVn (v)| < K,(0)~ K.(h)
ol les K,, désignent les covariogrammes géométriques des V,,. Divisons les deux
membres par |V,,]
1 . K, (h)
el 1= —=
|Vn’l va(u)] < K.(0)

et faisons tendre maintenant tendre n vers Pinfini. La condition ii) de conver-
gence des V,, entraine

Ka(h) _ . [Va©{0R}| _
n—»n-ll}oo Kn(()) n—ltu-il:loo IV l
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d’ol1 le résultat annoncé.

Venons en maintenant 3 ’énoncé qui figure dans le corps de ’article.

Théoreme 1 Si Z est une fonction aléatoire stationnatre ergodique, les trois
assertions sustvantes sont équivalentes:

1) la variance de Z(V) tend vers O quand V tend vers Uinfins.

1) la covariance entre Zy et Z(V) tend vers O quand V tend vers linfini.

1#1) la mesure spectrale associée & la fonction aléatoire n’a pas d’atome & lors-
gine.

Démonstration: i) est simplement la définition de Pergodicité. En ce qui
concerne les deux autres assertions, la démonstration va étre établie grice &
Pimplication i) = ii) ainsi qu’aux équivalences ii) <= iii) et i) <=> iii).

¢ L’implication dans le sens i) = ii) est aisée en vertu de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz:

[Cov{Zo, Z2(V)}]? < o*Var{Z(V)}

e Pour montrer Péquivalence entre ii) et iii), il nous suffira d’établir
Aim_ Cov{Zo, Z(V)} = o* x({0})

ol x désigne la mesure spectrale associée & la fonction de corrélation p. D’apris
le théordme de Bochner, on sait que p peut 8’écrire:

o) = [ emihex(aa

Soit V un compact quelconque. On a:

2 2 )
Cou(z0, 2V} = 7 [ oW ah = T2 [ [ es<he(au) an

ce qui donne, aprés permutation des intégrales

Cov{Zo, Z(V)} = l%'fl' /R‘ 1y (4) x(du)
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ol Iy est la transformée de Fourier de Pindicatrice de V.

Considérons maintenant une suite de compacts V,, qui converge vers IR%.
Les intégrants étant bornés par 1 et x étant une mesure sommable, la limite
peut passer sous l'intégrale, et Pon obtient

lim_Co{Z, Z(Va)} = o? / lim Vl—ivn(u) x(du)

e n—-4co I nl

11 suffit alors d’appliquer le lemme 2, ce qui donne

Jim Cov{Z, 2(V,)} = o7 /md Liop(w)x(du) = o®x({0})

e Pour établir I'équivalence entre i) et iii), la démarche est analogue. On va
établir également que

Am Var{Z(V)} = o°x({0})

Partant de

Varlz(V)} = / [ #l—v) daay

on exprime p & Paide de son développement spectral, et 'on arrive &

0.2 . .
VarzZWh= 7 [ 3 Tl xta) = 2 [ 1] xa)

Si maintenant (V,,n € IN) est une suite de compacts qui converge vers IR?,
alors

hm Var{Z(V,} = 02/;24 nlu_:lw ‘{,’Till"n(“)l x(du)

n—+00 I

= o2 /R Loy (wx(du) = o*x({0})

Pour clore cette Annexe, on établit le résultat suivant:

Proposition 1 Soit (Vy,,n € IN) une suite de compacts convezes de R¢ qui
converge au sens des fermés vers IR®. Alors pour tout compact W, on a

Voo W|

n—+-+0co IV I =1
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Démonstration: Comme tout compact est contenu dans une boule, il suffira
d’établir la proposition uniquement pour des boules. Soit donc pB une boule de
rayon p. La convexité de Papplication p ++ |V;, © pB| (Matheron, 1978) a pour
conséquence _

IVnI —'PlaVnI < |VnepBl < anI

ol 3V, désigne la frontitre de V,,. Aprés division par V,, on obtient:

A

[V © pB|
<
Vel

1 s
[Val

IA

1

Tout revient donc 2 montrer que |9V,|/|V,| tend vers 0 quand n tend vers
Pinfini.
Soit A, le rayon de la boule inscrite dans V,,. Comme on a toujours

|oVal _ d
< —
Vol = X

(Berger, 1978), il suffit de voir que ),, tend vers P'infini.

On considére un hypercube de coté 4, o A un nombre positif quelconque. Soit
z; (1=1,2,...,2%) un sommet quelconque de I'hypercube. D’apres le mode de
convergence des Vy, d(z;, V) < A dés que n > N;. Sous cette condition, il
existe z;n € V,, tel que d(z;,%;n) < A. posons alors N = max(Ny, ..., Nod).
Pour n > N, le convexe V,, contient I'enveloppe convexe des Zin, qui contient
3 son tour la boule de m&me centre que 'hypercube et de rayon A. Nous avons
ainsi établi que
VA>0 INelN Vo2 N A2

ce qui signifie exactement lim,— 4.0 Ap = -+00.
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Annexe 2: Cas ou la fonction de corrélation est intégrable

La portée intégrale a été définie par
A= Lm |V]| —-——V“'{Zz‘v)}
Vo0 a

avec le mode de convergence spécifié en Annexe 1. Nous allons établir le résultat
suivant:

Théoreme 2 Si p € L1(IRY), alors A < +o0, et de plus

A= [ o ah=n)is(0)

ot f désigne la densité spectrale de p.

Démonstration: soit (V,)pev une suite de compacts qui converge vers IR4.
On a:

Var{Z(V,,)} _ Ko (h)
ol ZEZE o [ bte - asay = [ amzzt) 20

ol K, (k) = |V, N (V,.)n| désigne le covariogramme géométrique de V,,. Tous
les intégrants sont majorés par la fonction intégrable |p(h)|. Par ailleurs, ces
intégrants convergent simplement vers p(k) (cf. le lemme 2 de PAnnexe 1). On
peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue:

n—r+oo lV | M‘%& - /Rd n—-+co (h) Knggg dh= /}Rd P(h) dh

ce qui établit la premire partie de I'énoncé.

Si p€ L(IR4), sa transformée de Fourier

plu) = fw e~* <> p(h) dh

est une fonction continue bornée et s’annulant & Pinfini. Par ailleurs, comme
p%(R) < |p(h)} £ 1, on a aussi p € L2(RY). Or, la transformée de Fourier est
bijective sur L2. Plus précisément, on peut écrire

o) = ooy /R e ) du
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Ainsi, p/(2n)? est la densité spectrale de p. 1l sensuit

_ a1 oea 8(0)
a= [ o) h=30) = (o

Remarque: le fait que A soit finie n’entraine nullement que la fonction de
corrélation soit intégrable. Prendre par exemple p(h) = cos h sur RR.
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Annexe 3: Influence du comportement a l’origine
de la densité spectrale sur la variance de Z(V)
aux grandes tailles de V

Dans ce qui suit, on désignera par AV Phomothétique de centre o et de
rapport A du domaine V.

Théoreme 3 51 la fonction de corrélation admet une densité spectrale de la
forme

0]
. f(u) - |ulp

ot g est une fonction continue bornée telle que g(0) # 0 et 0 < B < d, alors

?9(0) [ Rv(w)
XEAVE Jpe TulP

Var{Z(A\V)} =~

lorsque A est grand. En particulier la variance de Z(V) est en |V|F/%1 quz
grandes taslles de V.

Démonstration: Il s’agit donc d’établir que

Var{Z(AV)} _
e g0 [ Kv(@

ASPIVIZ J e [ul?

Nous allons commencer par donner une forme simple & la variance de Z(AV),
puis nous étudierons le passage i la limite.

e Partons de la formule qui donne la variance de Z(AV') en fonction du covari-
ogramme géométrique de AV:

Var{Z(A\V)} = T;VQF /M p(h) Ky (k)dh

Compte tenu de ce que Ky (k) = A4Ky (h/}), le changement de variable /A +
h permet d’écrire:

Var{Z(\V)} = % fw p(AR) Ky () dh

Remplagons maintenant p par sa transformée de Fourier

Var{Z(\V)} = % fm /;R , e~ i<ARY> () Ky (h)dudh
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et nous obtenons, aprés permutation des intégrales

o? o
Var{Z(\V)} = VE /R‘ f(u) Ky (Au)du
ou encore

Var{Z(A\V)} = :\-%,l-z- fm f(;)kv(u)du

¢ Etudions maintenant le passage 4 limite. Remplagant Var{Z(A\V}) par sa
valeur, tout se raméne & montrer que

u Kv(u)
Jee o) 5 2 _
A=too Rv(y)
~/R¢ 9(0) [P du
ou, ce qui revient au méme
: 9(%) - 9(0) -
dm [ T Rviwdu=o0

Notons I(1) cette intégrale et décomposons la sous la forme I(A) = I (A)+I2(}),
avec

) = /Iu|<r %‘;ﬂm(u)“

I3())

/M» 9(%?(;1(0) Ry (u)du

Soit € un nombre positif quelconque. La fonction Ky étant intégrable, il en est
de méme de Ky (u)/|ul® (pas de problime en particulier 3 Porigine grice 3 la
condition 8 < d), et 'on peut trouver r > 0 tel que

|Bv (u)] £
——n iy < e
-/l‘ul>r |u|ﬂ 2M

olt M est la borne supérieure de |g|. Alors

f{v(u)l €
I(A)] < ZM/ I—-—du < =
()] fu>r  |ulf 2

Fixons ainsi la valeur de r et passons & la limite de I;. Compte tenu de Ia
continuité & Porigine de la fonction g, le théordme de convergence dominée de
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Lebesgue s’applique, et I'on peut trouver Ag > 0 tel que lon ait pour tout
A> Ao

-4
<&
[1L(A)] < )

et finalement [I())| < € des que A > Ao, ce qui est la premitre partie de énoncé.

Soit maintenant V un grand domaine, de volume A%. Appliquons la formule
d’approximation précédente 3 V = AW. Alors:

a2g(0) Rw(v)
[VI1=Ald e Jul?

Var{Z(V)} = du

On trouve bien une décroissance moing rapide que 1117]- Le coefficient associé &
cette décroissance dépend de Ia forme de V.

Théoreme 4 St la fonction de corrélation admet une densité spectrale de la

forme
f(w) = g(u) [uf?

od g est une fonction continue bornée telle que g(0) # 0, et B un nombre positif
tel que |u|® Ky (u) soit intégrable sur R4, alors

a?9(0) / p s
Var{Z(AV)} ~ W - KV(U)IUI du

lorsque A est grand. En particulier le comportement de Var{Z(V)} est en
|V1ﬁ/d+1.

Nous ne reproduisons pas ici la démonstration qui est fondamentalement la
méme. Signalons toutefois une différence importante entre les deux précédents
énoncés: aucune valeur maximale ne peut étre attribuée % 8. La valeur maximale
autorisée dépend en fait de la forme de V. Plus V' a des contours réguliers, plus
B pourra étre grande.
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Annexe 4: Modéles simulés

Dans cet article, les simulations qui ont été proposées & titre d’illustration
proviennent de deux types de modeles différents. Il s’agit d’une part des fonc-
tions aléatoires de substitution, et des fonctions aléatoires de dilution d’autre
part. Nous allons donner une description succinte de chacune d’entre elles.

Fonction aléatoire de substitution

Une fonction aléatoire de substitution dans IR? est de la forme Z = Yx ol
X = (Xs,z € R?) est une fonction aléatoire & accroissements stationnaires,
et Y = (Y;,t € IR) est une fonction aléatoire stationnaire et ergodique. Il se
trouve que lorsque X et Y sont indépendantes, Z est stationnaire et ergodique
(Lantuéjoul, & paraitre). La loi marginale de Z est celle de Y. La corrélation
entre Z; et Z,j vaut:

pz(h) = E{py (Xz+n— Xa)}

py étant la fonction de corrélation de Y.

Bien siir, de nombreux choix sont possibles pour X et pour Y. Dans les
exemples proposés au long de cet article, nous avons pris pour Y un processus
Markovien de naissance et de mort & nombre fini d’états (Feller, 1966). On sait
que la fonction de corrélation d’un tel processus est de la forme

N
pr(t) =D wne M
n=1

avec Ap,wn > 0 et Eg=1 wy = 1.

En ce qui concerne X, nous sommes partis d’un réseau de droites Poissoni-
ennes. Chaque droite d du réseau sépare le plan en deux demi-plans. Tous les
points de 'un sont valués aléatoirement & Uy, tous les points de Pautre 3 —Uj.
On définit ainsi une fonction aléatoire du plan, que Pon note Vg, et qui vaut Uy
ou —Uy (peu importent les valuations des points de la droite d qui constituent un
ensemble négligeable du plan). Procédons ainsi indépendamment pour toutes
les droites du réseau. On pose conventionnellement X = 0, puis

X.=Xo+ Z Vd(:z:)
dn[02]#8

Notons que c’est par un tel procédé que Mandelbrot (1975) parvient & simuler
des fonctions aléatoires auto-homothétiques. Mais la fonction de substitution
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Z obtenue n’est pas auto-homothétique puisque stationnaire. Elle n’est pas
davantage fractale.

X et Y ayant ainsj été choisies, revenons 4 la détermination de la fonction
de corrélation de Z:

N
pz(h) = z wnE{e‘*nlxﬂh“le}
n=1

Le calcul de la transformée de Laplace de | Xetn — X, | s’effectue en remarquant
que la différence X1, — X, ne dépend que des droites qui coupent le segment
[%, 2 + h]. Tous calculs faits, on trouve

+oo 2ulhl[®(22u)—1
G Y g LY
T J oo 1+ u?

ol u est la densité Poissonienne du réseau et ® est la transformée de Fourier
commune aux valuations Uy des demi-plans. On a ainsi obtenu:

L[ 1SS oumie@aee1)
B =1 uH[@(2A0u)-1] 4
) = L[ e :

Passons maintenant au calcul de la portée intégrale de Z. Puisque pz est posi-
tive, on peut poser

A=./;R’ pz(h)dh

cette intégrale prenant une valeur finie ou infinie. On passe en coordonnées
polaires, ce qui donne

N
1 Wy

+o0 1
4= ,7/0 1+u2nz=:1{<1>(2knu)—1]2 du

Pour des valuations en %1, ®(u) = cos(u) et A est infini. Clest le cas de la
Figure 2. Pour des valuations stables de paramétre «

(u)=e" (0<a<?2)
on vérifie que A est fini lorsque o est inférieur & 0.5 et infini sinon. Un tel

résultat n’a rien de surprenant: plus « est faible, plus la loi des valuations est
disymétrique. La Figure 1 correspond au cas a = 0.47.

Fonction aléatoire de dilution
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Une fonction aléatoire de dilution est définie dans IR? par

Z$=Zf(z—y)

 yeP

ol P est un processus de Poisson ponctuel dans IR? et f une fonction numérique.
Z, étant somme infinie de variables aléatoires, il importe d’imposer certaines
conditions sur f pour éviter tout probléme de convergence. Ces conditions
sont que f et f2 doivent &tre intégrables. Moyennant quoi, Z est une fonction
stationnaire et ergodique. La fonction de covariance de Z est donnée par

c®=n 1@)il+nds
m3
1 étant la densité Poissonienne. La portée intégrale quant & elle prend la valeur
2
[ s(e)ee]
A=
; 2(z)dz
IR3

Il est donc possible de générer des fonctions de dilutions de portée intégrale
nulle. 11 suffit pour cela de prendre pour f une fonction d’intégrale nulle. Dans
le cas de la Figure 8, nous avons fait choix de

f(z) = (= — r*)*(r* - 4lz/*) 1)<,

29



