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DE
COKRIGEAGE ET REGRESSION EN CORRELATION INTRINSEGUE

.\ CEOSTATISTIQUE {%

‘ e = P
A Mardchal QR

Nous savons que dans un champ ol sont données deux
variables régionalisées dont les variogrammes et variogrammes
croisés sont connus, il est toujours possible d'estimer paf CO-
krigeage n'importe quelle valeur moyenne de 1l'une ou l'autre des
deux varigbles, en améliorant la variance de krigeage par rapport
& 1'éventualité ob l'on n'utiliserait les régionalisations que
séparées, Le cokrigeage a été bien étudié, en particulier par
J. SERRA [1]. Le but de cette note est simplement d'attirer 1l'atten—
tion sur les relations existant entre cokrigeage et technique de
regression. Comme on pouvait s'y attendre, celle ﬁKétant un estima=~
teur croisé sans biails et optimal au sens des moindres carrés, nous
verrons qu'il y a équivalence entre cokrigeage et régression lorsgue
toutes les covariances de pbint & point sont nulles., Lorsque ce n'est
pas le cas, la régression n'est jamais l'estimateur croisé optimal et .

nous le verrons sur quelgues cas simples.

Pour dépasser ensuite.un peu le probléme de la régression,
hous verrons - une propriété particulidre de la corrélation intrinstgue
la transitivité des krigeages; I1 permet de trouver la solutlon exacte
au probleme classique des mineurs qui consiste & passer d'une verisble
mesurée & la varisble intéressante (en général par régression), puis

de travailler sur ces valeurs comme si elles étaient des données

"dtobservation,

NOTATIONS

e oo paievespammindpvnpentibonnsd

Nous considérons deux V.R. A{x) et B(x) connues sur deux

ensembles SA(Ai’ i=15..0n) €% SB(B19 i=n+l;.0. n+nt),

by

H

i
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Ces deux ensembles peuvent avoir des points communs, ou
méme &tre confondus. Nous travaillerons toujours sur S = SA + SB

S(Xi, i= 1,..0 Iy see n+n')o

Nous utiliserons les notations o, 5 = E{(A,-R) (B-B)}
i3 + J
et & et B en supposant que Op p.? L et B existent,
i

Si A et B ne possédent que des variogrammes, la notation

o représentera - y et & et B les moyennes de A et B dans un
A.A. AjA

Ry J

grand champ quelconque.

Nous ferons parfois l'hypothése de corrélation intrinséqué

gqui est la suivante

i

)
ci(x,y) oy o(x,y)

i

cﬁ(x,y) c§ o(x,¥)

X 2
GAB(X9Y)= Oin o(x,y)
Dans ce cas, nous savons gue le coefficient de corrélation

GAB(X’y)

Véi(xgy) o5 (x,7)

p(x,y) = a un sens intrinseque si les V,R. sont

stationnaire ou intrinséque : en particulier,'le coefficient de corré-
lation entre Av(moyenne de A dans un volume v) et Bv reste égal & p.
Dans le cas de corrélation intrinsdque, p est évidemment égal au
coefficient de corrélation des statisticiens (c'est méme le seul cas

ol celui-ci ait un sens en géostatistique).
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Tous les calculs sont faits dans le cas stationnaire. Il
est facile de retrouver les équations, dans le cas ou n'existent

gque des variogrammes.

I1 - EQUATIONS GENERALES DU COKRIGEAGE SANS DERIVE.

=

== ==

{ - Soit A = %‘j/‘A(X) dx B, = %'.J/t B(x)dx
v v

On se propose d'estimer oc% + BBV; par une forme linéaire

(om‘v—z-BBV,,)%:aL']Aj+‘DJBj a‘j’.—:O > W, bY = 0 J £ e

a/ Condition de non biais.

!

Bla A, + B By, - ad 4, -2 B]=0

==>1(§a3 - q) + E(zba - B) = 0 quelques soient les A et B

. T inconnus
$ad = ¢«
T ol =p

=

b/ Condition d'optimalité,

p%[¢ A, + B B, ~ &’ Ay - Y B,] = E[aj(Aj4z)+b3(Bj~§)~a<Av-K)ug(Bv,4§

» .

22 2 2

2 J i J
D = aVva I R + aoi + B0
. Ayhs B,3, TR
v2ad o, 208l o, , -28al o, g
1% ihv g
-2abl o, , ~28ba +2 a0
ByA, BB, AB.,
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On obtiendra l'optimum compte-~-tenu des conditions

. pX a‘j =, X 'ba = B, aJ = 0 J = n+ly.cont+n, bva =0 J =1,el
"\‘
/ :“‘;
J J Dol
a? o + b?¢ ¢ =q o + B o + AoH A
(‘ AlAj A:.LIBj AlAv Ale, a i
bl o + ad o =q 0 +B o 4—;1,{@
BB AsBy By A, BB, B S
i

/ 2&3 =
(II,1)
| £bd = p
Ki = 0 i= 1,.-0 n aj = 0 j = n+1goo-n+n,

« BN O i = n+1,coon+n' bj = O i j 1y000 n.

it

, .
=0 (aAv+ﬁBv) - al Op. (aAv+gB ) T b 6B (aAv+BB )

+ ak + B“B + a’ A + bl pi

2 =~ Cokrigeage d'une erreur de mesure,

i On peut prendre l'exemple traité par J. SERRA [1] comme

| cas particulier de cokfigeage.

Soit une variable stationnaire Y(x) de covariance GY(h).
Au cours de la mesure, on rajoute & Y(x) une erreur de mesure de moyen-
ne nulle et de covariance ce(h), qu'on supposera indépendante de la

. vrale variable Y(x). Expérimentalement, on ne connait que les

s

4



Zi = Yi + ei, qui permettent de calculer expérimentalement la cova-

.v riance C)'Z = O’Y + G'eo

Soit & kriger la moyenne de Y dans v, pa

. 51 la présente de l'erreur de mesure est inconnue, on kriger¢ra

a4 partir des %; et de la covariance g,

Bk = atd Zj qui donne le systéme (II,2)

()
a'“(o O e ) = Oy vy * Gg ¢ + M

11,2,1 +
T yiyj i7] i~v i7v

Z:a'j = 1

.
2 2 ..
0y = 05 + o- = aid(o + C ) + A!
X Y e YjYﬁ ejev
o Si, par une étude des méthodes de mesure (quartage, analyse), on peuw
déterminer la décomposition 0, = Oy + 0., On cherchera a kriger Yos

gul est la seule variable physiqﬁe.

Y

= aj Zj qul donne

-

’ .
a?(c 4+ O ) =0 + A
Yin eiej Yin
11,2,2 <
. 5 5 .
I oad = 1 og = Oy - aJ(UY.Y +0, o) + A
% . iv v

« S9i maintenant on cherche & kriger ey (valeur moyenne de l'erreur

. de mesure dans v, si celui-ci était analysé de la méme facon que les

/
rd

échantillons),



a"d (o + 0 ) =0 + A"
(II,2,3) | LTy 0 Tesey €iey
T and b
GQK" = go - alj (GY v * % o )+ A®
JTv v

en ajoutant les systémes II,2.1 et II,2.3, on voit que 3

R I nd togtwdedire # * *
a a' + a clest—-a~dire ZV, Yﬁ + e¥
2 2 2
Ogy = 0 g + 0 gn
- La connaissance de la décomposition %z_z Oy + O permet

donc, par cokrigeage, de diminuer l'erreur dtestimation.

3 = Cas particulier : corrélation intrinséque,

Le systeme II,1 s'éerit alors

. - .
2 .3 J _ 2
(GA a’ + oy b ) Oj5 = & Oy gy + B oyg Oyyr + Ay + Ay
(o ‘aj + o2 bj) Oiu = O Oy Ou + B 62 G o + o
( ) AP B ij AB Tiv B "iv! “ﬁ ]
11,3
Eajza 7\,130 i':'- 1,....Il a’j=0 j=n+1eotn+n'
KE: bj = B ui = 0 1 = n+l,...n+n' bj =0, J=15c0e

e

Dans ce cas particulier, on s'attend & trouver des simpli-

fications dans le cokrigeage, en particulier si le coefficient de
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corrélation est égal & 1.

IIT - COKRIGEAGE EN CORRELATION INTRINSEQUE

1 - Coefficient de corrélation égal & + 1

Réécrivons le systéme II,3 pour faire apparaitre le coef-

. fo] AB
ficient de corrélation p =
c,0
A”B
‘ : : A FAL 2
2 2
(1-p )ad 054 = a(1-p%)o ., + a2 L - cp (g + y)
. UA AB
4 2 +U
-02)pd _ a2 __p° Bptiy
Z1 p“)b 04 = B(1-p )civ' 5 (ha + Xi) + =

;)

La condition p = + 1 impose

. 2
Ay + Ay = (pg + py) Y 35

Comme }\izOSii-:?,..-n pi=OSii=1'l+1,... DA—IJ.'

on obtient pour Ay et By les valeurs suivantes :

L) O'B
Ki:“-o pi='6,";>\a"u3 i=1,‘o-0n
GA !
Ay o= EE bg = A, by =0 i=n+ly... nin't
Le systeme II,3 devient alors :
2 .3 3 _ 2
(cA a’ + oy b ) Oj3 = @ Oy Oy + B Oy Typn + Ay + Ay

(o)p ad + cg bj)'cij =a Opp 05 + B c% Oiyr + Bg + by

2

Comme p~ = 1, nous avons Opg = Ty Op



On trouve finalement le simple systéme :

(" a4 o B o
j A B

C.. = C... + c + 5L 4+ L

? %13 T4 G, + B og v @ o, + B og iv' o i

Il--:O i=1,°esn Lj_:L i>n

i 3
GA aY + GB b

S

&6A+§GB

en posant @3 =

On voit que @3 se met sous la forme d'une somme de termes :
Appelons J 1es coefficients de krigeage de v par tous les sondages
P —OUE

supposés &tre de méme naturg (par exemple, tous des Ai) et P13 ceux -
du krigeage de v',

‘De méme, soient (M3 4 pA) les coefficients de AJ et BJ

dans le krigeage de A seul et (MBJ, ij) dans le krigeage de B seul,

Par addition des solutions, on trouve 3

j @0y @Vj + B op @v9 + d\k(cA MAJ + op pAa) + B k'(crA MBJ + 0p pBJ)
¢ = '

o Oy + B Op

Soit, en identifiant les ad et bn, et en utilisant les

conditions % aj = Oy Z'bj =B

. . 6] . ’ a
B B ,
ad = q @VJ + B o= @V?xf [ =%~ % EZ 2] M\ + g[nt= & w ~Z)m—]
. 8] . O’ . ‘
vmatod v ped valt-n- 2 50p) 4 pln - fO- z)-«]pB
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n n

qﬁ l'onaposéZ:;:cpvj Z-_—_ :“P J

1
1
!

Pour mieux faire apparaitre 1'intérét de cette décomposi-

tion, écrivons l'estimateur (e A, + B Bv')* tout entier :

l

‘ n . n4+nt ) o
(a A+ 8 3,07 = ol e a5+ 200 [ (3,5 + B
n+ o .
B
1 1 . ntn'
b o] [, - B0 + Bx1 + 2_g,d 3]
T o J n+1 d

A

On voit olairement la signification de cette relation :
pour estimer Av seul, on peut kriger sur les Aj et les Bj transformés
. o
par la régression Ag = —%E (Bj - ﬁ%) + E%, et effectuer le krigeage
o
B

sur l'ensemble comme s'il était entidrement composé de Aj ; on retrouve

un résultat analogue & celul de la statistique classique 3

Au regard d'une estimation linéaire, quand il y a corréla-
tion intrinséque avec coefficient p = * 1, on peut considérer les

variables A et B comme liées par une relation linéaire.

I1 en découle un certain nombre de résultats que nous éncn-

cons ici, et dont nous verrons plus tard qu'ils sont liés a la transi-

tivité du cokrigeage.

- le krigeage de B; en un point olt A est connu est la régression

e}
= 42 (4, - B*) + Bx.
e\

By
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- Il est équivalent, pour cokriger Bv’ de cokriger d'abord Av, puis

c
de transformer A_ par la régression B; = —éﬁ (A$ ~ A¥) + B¥.
o
A

- 8i, sur un volume v, AV est entidrement connu, on estimera Bv par

la régression.

Nous trouvons donc la régression lindaire comme premier
exemple de cokrigeage, dans le cas treés particulier de corrélation

intrinséque & coefficient égal a * 1.

Cependant, la variance d'estimation de cette régression

ne sera pas O, comme on l'auralt trouvé si % et B étaient connus

a priori.
a ' o
B = BB 4 4oBx - opx BB
k 62 k U2
A A
‘ c c o
BBY =B )2 =[R2 (4 -T) - (B -3 + @2 LB _F.,1-487°
k k 02 k k 02 G2
A A A
On reconnait dans le deuxieme membre la variance de krigeage
v 9pB
de B¥* - A% 5= . D'aprés l'additivité des variances de krigeage, on a
: o
A

2 g
o2 (Br) = I=p 4 62 3% - 428
K'Yk 2 ¥ 2

Dans le cas ou p = £ 1, on trouve comme variance dle &

la régression ponctuelle la varisnce de krigeage de la moyenne

) (s}
5-1 22,
(e]
A
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2 - Coeffiéient de corrélation différent de + 1

Nous venons de voir que, gquelgue solit la covariance o(h),
lorsque p2 = { la régression "statistique" était le meilleur estimateur
croisé, Nous allons voir maintenant sur quelques exemples particuliers

que pour p2 £ 1, ce résultat simple est faux.

1/ Estimation de A guand B, est connu.

La régression statistique conduirait au résultat :

¥ o ‘ o J "
%z—%(%-3)+§
B

soient M et pj les coefficients de Aj et Bj dans l'estimation de

.
T - —%5 T, Ils vérifient :
0%y
2 3 j o
(GA MY + oup P ) O34 = At Ay
- 2 - .
(0,3 Mo+ op p9) O34 = B+ By
AN, =0 i<n Tl =
o
w20 i>n Iplo-UB

Py . ‘ . *
Lo .régression donne comme estimateur pour Ak

o ‘ .
* ol _AB 3
A, =M Aj + = By + p Bj
B
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Décomposons les coefficients du krigeage de'Ak, aj et bj

ainsi
aj = Mj + ej =;z:ej = 0
g3, %8 5. ] j
b = p + =5 5k+'n Zn3=0
93
Compte tenu des équations que vérifient Mj et pj, il vient 3
-~
5 . .
(GAM34-GABpJ)cijzx&+xg
. 5 .
< (GAB MY+ g B 09) Oj5 = py o+ opd
4]
“el=0 AL, A =0 ig¢nm

Sl =0  pg,p =0 i>n

On voit -que la solution banale gd = na =0, Vj= 1,.;.n+n'
n'existe que pour (1—p2)GiK = 0¢ Pour (1—p2)diK # 0, on trouve pour
8j et yj des valeurs non nulles, si bien que dans ce cas 13, la

o - it *
régression lindaire Ay = ~%§ (Bk ~ B") + A n'est pas le cokrigeage
B

de Ak par les Bj et Aj‘

2/ Estimation de AV apres régressionvsur leg Bj'

De méme, supposons que pour estimer Av,»on remplace tous

*
les Bj par des Aj calculés par régression

¢3
A= 2B g L FY T
i~ g2 ‘
B
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on a bien E(Ag) = T = B(ay)

|

. . _
Pour estimer A,y on fait une pondération du type :

*

Ay =t e d Al S B -R) =0 Yad s T =,

. . O
3 2

53

Soient M. et pj les estimateurs de & - —%E 3",
J ‘ o
B
On forme donc l'estimateur :
* g J [2AB ] j
A, =a' A + b [~—= B, + N A + pY B,]
j 2 3 ] ]
B
. . : o .
Ay =[ad v wd (Tord)] g+ [ o0+ (D' 3,
' o
B

Notre estimateur est donc équivalent au krigeage du type

A, = 2 Aj + b? Bs ol les ad et p) vérifient le systéme II,3.
Par identification, il vient :
ard +]ﬂjz:b'j = a

o . ' . .
_._12}_3!_3. btd 4 (Zb'j) pJ = b9
9B
On s'apercoit alors que, n'ayant que la condition
Y a'd o+ Z:b'j = 1, 11 est impossible de déterminer a'j et b'j. On
lé voit encore mieux en reportant ces valeurs de a'j et b'j dans le

systéme (II,3).
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On trouve alors 3

(a’j + p2 btd) oy4 = Oy + L, + Iy

J J —
(a! +b')aij .~ci+MB i

ad+ pd=q, 1, =0 i¢n M =0 ipm

Le systéme n'est complet que pour p2 = {1, Il redonne alors
pour_a'a et b'j les valeurs pa, solution du krigeage de Av a partir
de tous les points considérés comme des Aj’ Si p2 # 1, le systéme

ci-dessus est incomplet.

. . . . *
‘3/ Egtimation de Av aprés régression sur Bv'

Donnons enfin un dernier exemple d'emploi abusif de la
régression qu'on rencontre souvent dans le domaine minier : Soit Bv

% . .
estimé par B. = & A, + 49 B..
me par B AJ j
Trés souvent, les mineurs estiment AV par une régression
; B

Soient_MJ et pJ les véritables estimateurs optimaux de

o
-
0y |
% o . o . .
A, = ad 4 ~%§ oY) Ay + (-—é2 ad + pd) BY
9B B

soient ad et bY les véritables éstimateurs optimaux de A,e 81 le

procédé est valable, on doit avoir :

T R v R j_
aY = MY + 5 C b > ad pj
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en reportant ces valeurs dans les équations d'optimum, il vient :

n " ] 1

bg + Py + by + Uy = B T Uy
2
(EA@ - 62 ) Coo= A, = A" 4+ A, =AY 4+ AY 4+ Al
2 AV YL T P o i i o i
°B
On s'apergoif encore que le procédé n'est légitime que

ai p2=1n

De ces différents contre-exemples, on peut tirer la conclu-

> ’ . 2 rd . . rd 13 7 e
sion que, sauf si p~ = 1, la régression lindaire n'est pas, en général,

le cokrigeage. Cependant 1l'étude du cokrigeage d'un point ol 1l'une des
valeurs A, ou Bj est connue nous a montré que, dans ce cas 1li, on

pouvait retrouver la régresﬁion comme estimateur, pourvu gue les cova~
riances GAiAj et Os.B. solent d'un type particulier s c'est ce que nous

1J
allons voir maintenant.

- LA REGRESSION COMME COKRIGEAGE AUX GRANDES MAILLES

Nous nous placons dans le cas général, (sans supposer de

corrélation intrinsdque), mais les trois fonctions Gi(h), ag(h)

I et GAB(h) sont supposées exister et avoir des portées a, b, ¢ infé-

~rieures & la distance entre les sondages.

Nous aurons donc, en posant ci = ci(o) etC see

Le systéme devient :
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(02A al + 0,5 pd) &t

@ o, , + B o
AiAv Ati'

+ Ao + hi
. j 2 J ij ’
- (0, a% + 0°; bY) 8™ =a o + B o + pB + Py
} AB B BiAv Bti, ) i
\ Ce qui donne :
* G, o
. CA. A.B_,
at =« ;- + B ~fi§Z— + La
: oy C7p
i = 1,.0. n
Y at =«
c g
B.A_. A.B_, o.
bt = g ;A‘H-B L 4 1B
°B B ,
i = n+1’cwo Il+l’l'
Y bt =g

1/ Krigeage de A en un point ou B est connu.
i

ona a«=1, B =0, On cherche A; au point

k. (n+t1,... ntn'), Ia seule covariance du second membre est

c ou o . D'aprés les hypothdses que nous avons faites, i # k,
AiAk BiAk ,

i=1,.0s n done o =0 V i=1,00em
. AiAk
ik .
GBiAk = d,p & 1 =n4+l5000 Ky 0oe nin!

On trouve donc immédigtement :

i1
& T q
: o .
1 _%Q (Blk _ %I)
o
B
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Ce Qui donne comme estimateur de Ak

x 9pp 5 Bj L A,
Ay = =5 (Bk - )+ n
‘g _

Or, & l'aide du méme sysiéme, nous trouvons comme estimateur

| X o1 T - J -
pd = 0 pd = Lo

Dans le cas de grandes mailles, 1l'estimation de X et B
- se fait seulement & partir des Aj et des Bj respectivement. Il est
dtailleurs aisé de voir, sur les équations, que pour qu'il en soit

ainsi, il suffit que o =0 Y i, 3 3 & est alors estimé comme
AiBj RN -
. N

1 z N Y\
si seuls les Aj etaient connus, (Cﬁ% . -
T I

£ . ,
. i e R HBioain
O A LV it i - ) ;

' , *
A l'aide de cette remarque, nous trouvons pour Ak

x O " e
Ak_-é“-:'i(Bk-B)+A

c'est-a-dire la régression statistique ordinaire, puisque les

2 2
% 9B
cas des grandes mailles, pratiquement égales aux variances et cova—

y O,g ont le sens de ci(o), cg(o), GAB(O) gqui sont, dans le
riances statistiques calculées directement sur les données.

2/Krigeage d'un grand panneau.

Nous nous placons dans i'hypothése de corrélation‘intrinséque.
Nous supposons le grand panneau v tel que la distance de tous les

sondages & sa frontiére soit supérieur & la portée.
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Nous savons que dans ce cas, on a ¢

K I ) r O ] ~
. oz e sl eri
clV T i intérieur a V
Oy = 0 si i extérieur a2 V

ol X est une constante donnée par : K = u/p C(n)an
2
R

Supposons que, sur les n sondages Ai’ nv, soient intérieurs

& v. De méme n'vy sondages B, intérieurs a v.

Les équations deviennent

( i _K -
a —*V'l’IJa l-'—1,ooonva
ﬁ ai = Tt : i= NV, geee 1
Z:a; = 1
\
_ G2 .
(ﬁ pt = AB L, g 1 =Ny eos N+ n'v
2 Vv B
9B
< bi = LB 1= n+n’vB,... n+n'
Y vt =0
.
Soit
at = (1 - va) % + % i intérieur & v
i K, 1
a ==V, 7vtu
1 _ 9B K
b7 === (1 = vp) §
9B
o /
AB & '
R
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On voit immédiatement, sur cet exemple simple, que le poids
accordé aux Bi est identique & celui qu'on accorderait aux

¥ O . —x 93

- . i 3
Ai = =5 Bi + A - 5 B en les considérant comme de vrais Ai‘

! o B

La régression statistique n'spparait comme un cokrigeage
que dans le cas des grandes mailles ; s'il n'en est rien, elle est
un estimateur non biaisé, mais pas optimal. Nous allons voir que c'est
la raison pour laguelle les problémes que nous avons essayé de faire
plﬁs haut (krigeage aprés régression, ou régression aprés krigeage)

étaient insolubles : on a le droit de kriger apresgregr8381on que si
' Cfla J‘ﬂ“‘ Cduuf)l& ()J»_u t‘uﬂ!’{M

- celle~ci est l'estimateur optlmal ciest une conséquence de la

translt1v1te des cokrigeages.

TRANSITIVITE DU COKRIGEAGE EN CORRELATION INTRINSEQUE

Nous conservons les mémes notations que précédemment,
Supposons que dans un premier temps, on krige ls valeur de A aux

points ol les B sont connus,

*
Aj :MIS: Ak + p]; Bk j n, k = 1’000 n’ n+1’o-a l’l-l-l’l'

Les Mk et p? vérifient :

i J
(o, , +oF = " ;
T P O = g + Aps MY
J AiAk J Ain AiAj aj ij
k k
My o + p; O =g + pt. + ph.
< j °aB, TPy BB, BjAg “53' Hi 5
. 2,]’.\!.[13‘::1 }\';{_jzo i:: 1’...n :{13-{:0 'kzn+1o.0

it

(E;pg 0 ”;j = 0 i=n+1,...nn’ P? =0 k= 19:;° n
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2 2 k
o, =0f = (M, o + p; O ) 4+ A
k . . B. A,
3 AJ J AkAg J kAJ a
On cherche alors & kriger A dans un volume v par une

pondération du type :

* o ogtd '3 ¥
A, =a's Ay + b 0 Ay

’ ] t
Ia condition de non biais donne %(a J ¢ 1 j) = 1,

Si on développe 1'estimateur A; il vient :

-)(-~ Ij 13‘ k k
Ay =a Y Ay + b 9 (M A+ Py By)

+* - lj !k j Ik j
A, = Aj(a +b T M) + B, (b ™ pg)
Le procédé utilisé est équivalent & un krigeage direct de

Av de la forme :

* 3 JR-
Ay =a Ay + D EH

oo

On trouve donc comme solution pour a,'j et b'j

' . .
a3+b’kM§éaJ
b'E ol _

Cherchons directement, & 1l'aide des équations que doivent

. . ' s -
vérifier ad et bJ, les équations que vérifient a 9 et b 9,

a‘j

H

'koyd
4+ D (Mk

o
AiAg

J
o + pd o )
AiA. k AiB.

g + A+ A
] ] Ajhy o0 R

t 'k i
3 J |
ado +b (M o + pl o ) =o + o + P
AjBi k AjBi k BiBj BjA, B /1
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»

et & l'aide des équations de définition de Mﬁ et pﬂ, il vient :

| 'k n n —
a v o .+ b T (o + A+ AN ) =g + A+ A
AiAj AiAk ok ik AiAV- o i

‘lj _ e n " _
a‘o -+ b " (o 4 Ppp + Piy) = O + g + B
Ay " Bydy T Ve T Pix ByA, T gt s

Soilt finalement @

'J 'j _ - 1k 1t I‘k 1
(a ¢ + b 9) GAiAj = GAiAv + A, =D ,

. t '
_blk " o k !

e R I B
Dans le cas général, ce systéme n'a rien de notable., Par

contre, dans le cas de corrélation intrinsdque, il vient :

R PUNIPRIES Py
'd 'd - « ak i~ ik
(a ¢ +1b ) O3 = Ogy + =3
A
Ik n !k 1
. . - b Bey + By = D W
(a'g . b'g) G.. = g. 4+ Hp Bk i ik
ij iv
9B
On doit donec avoir, pour tout i :
o2
lk 1" Ik 1" - A - lk ft _ 'k 1]
Mg =P T A+ Ay =D Ay = I (uB DS gy + by =D Biyc)

V:Lg:n

il
(e}

"
Comme on a de plus hi’ Aik

"

Biv Byy = 0 YVirn
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On voit qu'on doit prendre

! ] t
k n _bk 1

Moo= b My By =D 7 By

’ 'L 2 'k R
oug (hy = ® 5 A )= 0%, (g =D pgy)

Moyennant ces conditions, les deux équations sont équiva-
lentes, et il reste :

'k 11

T [ I T 13
d iy d =
i\

2(a'd +p'd) =1

On reconnait 1'équation de définition des coefficients pJ,
dans le krigeage de A, & partir de l'ensemble des points considérés

comme étant des Aj'

J -

pY o + A
‘AiAj AiAv

On en tire lag valeur de ka = A + b'k

1t
hak
Dans le cas de corrélation intrinseque, il y a transitivité
) * *
ldes résultats : on peut kriger tous les Aj aux points olu les Bj sont

» » * 3 rd >
connus et travailler ensuite sur ces Aj comme s'ils etaient connus

directement,

On peut se demander si la relation est aussi simple pour les

variances de krigeage.

2

soit o X la variance du cokrigeage : Vs



- 23 -

2 2 i i
o = ¢, - (a ¢ + Db o ) + A
k AV AiAv BiBV o
. ' s
Dtautre part, les coefficients a'd et b 9 sont égaux & pj
.3 - A . . 2
tel que : p Gij = 04y * ™5 dont la variance de krigeage est ¢ K

2 S B |

.

i i 2 i i
Ie terme (a'l o + bt o ) = (05 a~ + o,4 D7) 0.
‘ »AiAV Bti A AB iv

2 _ 2 2 _1i A
oy = GAV - (q,A a - -§~) + Aa

, . ;
+ O4p ") (p o

ij

2 ire2 i i

0%y = GAV p? [(o A8 + oy DY) cij] + A+
P i o, . d

Or, par définition des a~ et b~ :

(G2A at Sup 1300 Oj9 =07, 04

. v + Ao+ hj

2 _ 2 _ 2 3 - o
¢y =0 A, oy P° 0y Me = D Ay o+ M A

J

Dans le cokrigeage du point j, j > n, on a

2 2 k k .
0 s =0 - M o + p5 O n,
kj Aj { J AkAj pg BkAj) + hag
k k 2
avee (M, ¢ +ps;0g ) =0 + A"+ AV,
J AKAj J kAj Aj aJ Jd
a 2 A
one oy 4 = i

'k f

Drautre part, on a vu plus haut que Ay =B 7 Aype
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Comme pour j > n pj =1 9

1

Jjk

b'd p¥

it

i 1y Ltk M vy oty
pY A; =D b }\'k Db b Ao + T A
dJ dJ Jd4d j;gk

Dtol, pour la variance du krigeage de AV

2 _ 2 'j2 'j k 1t
6% = 050 + (b 9) c;kj-g;kb b Mgy

Comﬁe on pouvait s'y attendre, la variance du cokrigeage
de A, par les Aj et les'Ag ntest pas égale & la variance du krigeage
de Av par tous les Aj et Bk considéerés comme des Ak'

|

En conclusion, dans le cas de corrélation intrinsdaue,

on peut remplacer les données Bk par leur cokrigeage A; et consiqérer,
pour déterminer leur pondéraﬁeurs dans le krigeage de Av, gutils sont
équivalents 34 la connaissance directe de Ak ;s mais la variance de ce
cokrigeage n'est pas égale & la variance du krigeage de AV par les

(Aj y A

J =

CAS PARTICULIER : A; et B, sont connus aux mémes points.

g

Nous nous placgons en corrélation intrinstque et on suppose

que l'on veut estimer A et B dans le méme volume V.

2

it

f}(cZA aj + O,p ba) Gij (a © At 8 GAB),Giv + A

i

i 2 2
(0,5 ad + oy bd) 0;. = (@ oy + B 0°g) oy + p

J
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Soit pj le krigeage de Av par les A seuls,

J _ Vo
P™ 043 =04y + 73
S A

11 vient alors la solution immédiate
ad = ¢ pj

bd = g pJ

i

On en conclut que, pour kriger A dans un volume quelconque,
on nfutilisera,que les Aj‘ Supposons cependant, qu'ayant déja krigé
& partir des Aj’ on veuille trouver une rélation entre Bi et A: 3
‘on sailt qué c'est impossible si on ne suppose pas de plus qu'au moins

-
B est connu.

Soit M9 1'estimateur de B = MS B

J
J . ij o
MY o,. = A N Ry (87Y matrice inverse de o..)
ij j 3 S ij
| > = g
I = & gij
s M = §=17ys

On sait qu'alors MY est aussi le krigeage de A¥ = 1Y Aj'

Cherchons une estimation de Bv sous la forme :

* ol L3 J
B, = 0% A4y + B¥ — 1 C = 0

oy .
E[Bj - B,] = E[cj(Aj - &) + M3(Bj - B) - (By = )%

163 i)
= C7CY ¢ 4+ M™MY o + O
AiAj BiBj BV

+ 2 ¢l M; 0, 5 = 2 ol o

i v i“v
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Soit le systéme :

2 i ij _ ‘
z it =0
o
AB
ot g, = = gl '
613 czA Gav + A
it =0

TLa solution est immédiate

.o . .
ot = 22 (p* - wh)
T A

ce qui donne

e

* O, % o
BVET(A‘V“A)’PB
9 A

_ . %
Nous trouvons donc que la meilleure estimation de Bv, en

- —k *
supposant A:, A" et B connus, est la régression. Mais cette estimation

n'est pas la meilleure possible, qui serait B%* = p'-J Bj‘

En effet, la variance de cette estimation se met sous la

forme :

oo . = 62* + GZB (1 -p
B

2
est )
v

2
T

ou Gﬁ est une quantité positive : on retrouve la remarque que le
* . % , . . . .

passage de AV a Bv par regression n'est éequivalent au krigeage que

Sip2 = 1 10

Ces résultats sont évidémment valables aussi pour l'estima-
tion d'un point. '
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COKRIGEAGE PARTICULIER : TENEUR MOYENNE D'UN GISEMENT

mmmmm S T S A T B

STRATIFORME

Lo gt e ed e

Il arrive souvent gque, dans un gisement stratiforme, on ait
4 estimer la teneur moyenne d'un pannesu, connaissant un certain
nombre de sondages sur lesquels on mesure la teneur moyenne ti sur

toute la couche, ainsi que la puissance totale P; de la couche.

Si A(x) est 1l'accumulation de métal au métre carré de surface,

la quantité totale de minerai dans le volume v est donnée par

A, =.J4‘A(x)dx ' (intégrale de surface)
et le volume du panneau V est donnée par

V= J[ p(x)dx
“JY

La teneur moyenne Ty du panneau V est alors définie par

: JQ A(x)adx
) Ty =
~/% p(x)dx

S1 on considére A(x) et p(x) comme des F.A. de 1l'espace 3

deux dimensions, on voit gu'on peut leur associer la F.A, t(x) = %%%%,
qui n'est autre que la teneur moyenne d'une traversée de la couche‘i

au point x. Si A(x) et p(x) sont des F.A. statiohnaires, rien ne nous
garantit qu'il en est de méme de-T(X) ; c'est en général un point.qu'on
est obligé de vérifier expérimentalement, en construisant le variogramme

de t(x). Ce variogramme ne nous est malheureusement pas d'un grand
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_ S?COHTS, puisqu'il nous permettrait d'évaluer, par krigeage, des

régularisations du type

1 f
t., = == T(X)dx
v—o v v

N e pfree
alors que ce sont des quantités Ty = T p o qui nous intéressent,

20

Le probléme de l'estimgtion de la V.A. Ty est compliqué du
fait que Ty est un quotient de deux V.A., en général non indépendantes,
dont on ne peut méme pas connaitre l'espérance mathématique : le seul

cas simple est celuli ou A ét P sont deux lois lognormales et alors
, v v .
-

Py

Ty est aussi lognormale,d%épérance ¥;.=

Nous allons cependant chercher pour Ty une formule 4'approxima-

tion linédaire.

Supposdns que A(z) et p(x) soient deux F.A. stationnaires de

~t

moyenne A et p et soit A.V V, les valeurs effectives (réalisations) de

A et p dans V. Nous savons que, dés qué V est grand, la variance ci
‘ v

des réalisations KV est faible, done que Xv ne différe de A que d'une

faible quantité Eyo Ecrivons donc

5V=5+T)V
~ A+ ey
'I:'V=:-—-~'—-

D+ Ny
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Ce quotient peut se représenter, en négligeant les erreurs

" du second ordre, par la formule :

~ 4 K 8V"g”'v
Ry ik Al
| P P

L'esfimateur habituel des mineurs pour Ty est

1
« mZ A s
Ty = s'il y a n sondages & l'intérieur de V.
‘ﬁ'(z pi)

en écrivant pour chaque sondage, la décomposition s

A:L sz + €4 Py =P+ ny
T+45e
* n i
VIS + 15
P ni

1
n .
moyenne” sera petite dans les mémes conditions que € V est petit,

Zeym €t apparait comme ls moyenne des dcarts des A & X, Cette

c'est-d~dire d&s que V se rapproche des dimensions des différentes

portées de vy, Yo et Yape

' ¥*
Le méme développement au premier ordre pour Ty donne :

£ =

I=1

¥*

SIRES
| w}d

Lol 12!
f

On trouve évidemment E(T;) == = E(TV)

La variance d'estimstion sera :

* — T ¥
E(ty - )2 = -;;5 E[(E - &) - % (7 - np)]

1 [o2E 2E_ o A B
= oSt + oS- 2 ]
oA T AP



2E 2B E
o2 = by [y 1 By - 2 k0
Woop B P

25 - 2E B
covariance d'estimation de Av et Pye Cormme ces variances sont calculées

étant les variances d'estimation de AV, Py et la
dtaprés 1a-pdsition des mémes points expérimentaux.

2 2

b
2
2 _ A1 & 1 ¢ 4 %
os =5 [=5 (vp) + =~ (y,) = =0 (y,)]
C Ty P2 A2 A p2‘ P AP Ap
2
| O
v A
S YO
[E(zp) 15
| o2 -
La variance d’estimation relative - de Ty Se calcule comme
T
v

1

* y (3 . * - - - V4 »
sl on estimait Ty par Ty = 3 I 7Ty en utilisant le variogramme "reduit"

y = % E?(A(§fh) _ p(%+h)) _ (Afé) _ péx))2}

Ce variogramme réduit se calcule sur les points expérimentaux

) Ay Py ke x
ou sont connues les valeurs —f - — , A et p étant elles-mémes des
A p

estimations de X et .

Dans le cas ol l'on estime T teneur  moyenne de tout le
gisement, cette formule est certainement plus valable, car toutes
les erreurs sont faibles et les approximations faites sont alors

licites.
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Nous allons, dans le méme ordre d'idées de simplifications,

essayer de trouver la solution de l'estimation de Ty dans un cokrigeage.

Cherchons pour Ty un estimateur de la forme

x A4y \ :
Ty = _ET§; Les Ai et 1 provenant des mémes points
expérimentaux.

*‘—Q
v ToTI

o]

]
-
+
=

[—J.
3
H.

soit A=zt M=3 pt
o - A‘A + 5 €y
W EE TS
2

i i
Dans les mémes hypotheéses que plus haut, (%r g4 et %f 1y

petits devant & et p, c'est-d~dire Ty effectivement krigé par un grand

nombre de sondages) on développe le quotient au premier ordre
i i
Al AR
* AL K fi ST
Ty = 8 [Z 4+ ]
V M T

w3 i}

il

La condition de non biais, appliquée aux développements du

ler ordre, donne :

E(T§ - TV) = (% - 1)

i B

La seule condition est donc A = M; Du fait de la forme de
' x M Ay ' i
ltestimateur T, = = s on peut prendre pour A

1
W opy

3 * . - >
proportionnels sans changer Ty ¢ nous imposerons donc la condition

et pi deux systemes

.A=M=1.o
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i A 1
4 *« FT M og;- 5Ny
» ‘L'V=.:+ - -
ﬁ ' b p
| iy uta
LU AN =2 p =1

\ Comme Ty & été développé sous la forme :

SV = é s
A
p

=

o] B

Ty

On voit qu'on est ramené au cokrigeage de ey et Ty par

. les €4 et My e

On retrouve alors. le systeme :

3 Y ' A
AY g -=u' o =0 -= g + A
AiAj 3 Aipj AiAvb -p Aipv a
A o —"§ uj c = g ~&5
Ajpi ) pipj Avpl P pipV + AS
g At =
z pl = 1
On voit qu'en posant ad = 2 o = 1

on tombe dans le systeme 3



- 33 -

J J
a® o + bY o = @ O + B o + Aa
AiAj Aigj A A, Aip,
ad Cp + bj o] = o O + B o + AB
jpl pipj piAV Pipv
Z aj =
5 bd =g

_ Systtme de cokrigeage lorsque les parametres sont connus

aux mémes points.

Dans la pratique, comme Ai = piti, il arrive souvent que
les variables Ai et Py soient en corrélation intrinseque. On a vu
alors que, si on appelle MY les coefficients du krigeage de AV par

les Ai et p, rar les py que dans ce cas :

a?

|

e

1

pd =g wd %

et l'estimateur Ty devient :

On retrouve dans ce cas particulier la pratique miniere
. . . . * . .
habituelle qui consiste & estlmervtv par quotient des estimateurs
' » g N - * 03 .
- de Av et Py ¢ cette pratique revient a estimer T, par une combinaison

lihéaire des teneurs ponctuelles t] puisque Aj = pjtj;



- 34 - /

_ % urdnd .
«  C(dpd)t, 3dod

Ty = e soit T; = ud t, uj = B
» Md pd J 5 uIpd
j |

Par contre, dans le cas ou il n'y a pas corrélation intrin-

séque,)»3 # pq et on a besoin de la connaissance des 3 variogrammes

Ypar Yp et Ypp POUT déterminer les coefficients hj et ua.

*
On peut alors chercher pour Ty un autre "krigeage"

Ad A o
(si tant est que la forme —eu—i soit un krigeage), plus simple du type

ud P,
A AL
T*’::: -"’-—'—-‘1
v J
A Py

Comme plus haut, on peut choisir I Ay = A

Le développement au ler ordre donne 3

o]

(@]
=3
©
<?
il
i el
+
>

«

<

i
1R =

+

<=<::‘.

Le systdéme de krigeage se réduit alors simplement & :

AY o = + C
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Les covariances S, .u étant calculées & partir du variogramme

0]

On trouve A c

;
Y =Y, o *
l’il‘j‘ rirj

27\.3—“‘—1.

Ce systéme donne une variance de krigeage c% et on aura
. r

2 A 2
o, = 55 o
K p2 K,

S'i% NG agcorrélation intrinséque, on retrouve évidemment

et le résultat A = M9 vu plus haut.

i

< . : *
On remarque que, dans ce cas aussi, la formule Ty

. R o oz * j
revient & prendre une combinaison linéaire des teneurs Ty = ud tjo

AUTRE PRESENTATION DU PROBLEME

R R ST N MER T T Y T e T T R S T R T e U ISR T R TS

Reprenons la définition de = V

JQ-A(x)dx
v z/' p(y)dy
v
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.en interprétant A(x) comme le produit de la puissance par la teneur
| .

moyenne de la couche, Ty peut s'écrire

' X
| T =/7-E-§~2—— t(x)dx
La fonetion M(x) = PAX peut &tre considérée, dans
v PyIdy

[ . . PP . .
ltestimation d'un volume V bien défini, comme une simple fonction

de pondération de somme unité, déterminde mais inconnue.

On peﬁt alors, si t(x) peut &tre considérée comme une F.A.

intrinsdque (ou stationnaire), kriger directement Ty a partir des Ty

. % i
T. =a &

v 1o les at vérifiant :

J =
a Gij = g . + A

z aj = 1 '
aVec C.. = _B%g%w_ﬁ(x—xi) dx
pi = iy TB(y)ay

Les covariances Gpi sont alors inconnues, et il apparait
clairement que la solution ad dépendra fortement de la facon dont
seront estimés les Gpi ¢ Montrons—le sur deux exemples.

A son tour, cpi peut &tre interprété en terme d'estimation
transitive, Ecrivons le systéme sous la forme :

J - dre - ij
a’ o34 = gy + <[1 -2 o,y 577]

j Pt

olt Slj est la matrice inverse de Oy et S =32 Slj.

J ij

I
*
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| On peut écrire :
. .

[fr@arled o = [ potexgax + 4 oy - 7 ot | 2ot

! © Si rious estimons les quantités )(p(y)dy et }/p(x)q(x-xi)dx
!

eﬁ transitif par les formules
\ x |
! p(y)dy = T p Ay k intérieur & V
: v
' p(x)o(x=x,)dx = p& o, A
v i ki “s

k

~en posant U = ~E—, il vient simplement :
Ly
J _ vk 1 _ ij .k
8t o5y =M oy + g [1 ? ST M 0y ]

dont la solution est évidente et donne :

aj:Mj j=1,oook

ad = 0 i>k

et le krigeage de Ty est simplement

L Py oty e
Ty B i intérieur a V
< z <]
Ty est la simple moyenne pondérée des teneurs intérieures

& V par les puilssances correspondantes.

Si par contre on cherche & estimer les quantités J/1p(y)dy
Sy

et Jf p(x)o(x—xi)dx par un krigeage transitif du type :
v
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_[_Jéip(y)dy]* =t 1. Vi dans le gisement

avec A gij = 85y g covariogramme transitif des puissances
* k
[[rp(X)c($~X1)dX] = pi Py

k
bi 8y = 8591 (gjcr:-L =/Vc(x—xi)g(x-xj)dX)

Le systéme devient alors :

- T 1 1 ryS ij 1
*’“Psaa"ij"ui py +g [ P’s'gsa“-i Pyl

/

~dont la soiution peut se mettre sous la forme :
J1

3.2 "

8’ = ———=

AT Py

Ce qui donne comme estimateur de Ty
. 'l
* U9 plt.

T
v KS ps .

On voit que dans cet estimateur interviennent non seulement

les pjtj = Aj mais aussi les "accumulations croisées" Pltj‘ 11

AL p.t. .
semblerait donc que les estimateurs T 1 L que nous avons considérés
} . w g

auparavant ne donnent pas encore la meilleure solution. En fait, le
probléme de l'estimation de Ty sort du cadre de la géostatistique des
qu'on considére t(x) et p(x) comme deux F.A., de 1l'espace & deux dimen-

sions : dans ce cas, on peut écrire Ty Sous la forme



I

v ‘
=M % t avec M(x) = *—1432- si XxXe€eV
- ' | r(y)dy ,

ksi x ¢ \s

«}
<
|
o I

M(x)

M(%) étant une fonction de pondération aléatoire non nécessairement
stationnaire. Pour résoudre le probléme, il faut probablement se donnef
toute la loi de M(x) (par exemple en prenant pour M(x) une F.A. théo-
riéue bien connue), ce.qui sort légérement des hypothéses habituelles

de la géostatistique.

VI ~ CONCLUSION .

S St s e g s s Wt o

La régression des statisticiens apparait comme un cas parti-
culier de cokrigeage, qu'on trouve lorsque les covariances apparaissent
comme des effets de pépite : elle sera d'autant plus "optimale" que

1'effet de pépite sur les 3 covariances sera fort.

Hormis ces cas particulierg le cokrigeage n'est pas la
régression mais on a vu apparaitre quelques cas de simplification :

2 . 1. DL'intérsdt de la corrélation

corrélation intrinsdque et mieux;.p
. intrinséque ést la propriété de transitivité qulon peut imaginer
employer, par exemple pour déterminer le poids spécifique du minerai
aux points de: sondage : celui-ci est, en général, 1ié linéairement
aux teneurs qui sont connues au point de sondage. Il y a donec en .
général corrélation intrinstque, et on peut déterminer 1e'poiés gpéQ

cifique en chacun des points du sondage par cokrigeage pour ensuite

atteindre le tonnage et la quantité de métal;~

e S am e St S e D ven §

. 3 . . Y .



