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LE KRIGEAGE DISJONCTIF T

0 - INTRODUCTION

Pourquoi un nouveau type d'estimateur ? Il s'agissait
simplement au départ de combler une lacune existant entre les
deux types les plus usuels., Considérons le probleme qui consiste
4 estimer (ou prévoir) la valeur d'une V.A. ZO connaissant les
valeurs prises par N autres V.A. Za (¢ = 1,2,...X). La pratique
usuelle ne retient gue deux possibilités :

~ régression linéaire ou krigeage

~ espérance conditionnelle

Le premier type est simple, facile & mettre en oceuvre
et nécessite peu de préréguisites (la matrice de covariance).
Mais, en contre partie, c'est un estimateur assez fruste, peu
précis et assez mal adapté dans le cas de problimesnon lindai-
res.

En contraste, l'espérance conditionnelle est, en théo-
rie, le meilleur de tous les estimateurs possibles. Mais il fau-
drait savoir la -former, et cela nécessite la connaissance de la
loi multi-variable des N+1 V.A..ZO;_Z1...ZN : d'ol de difficiles
problémes d'inférence statistique, que 1'on ne peut résoudre que
moyennant des hypotheses trés fortes et & peu prés incbntrola—
bles. On peut redouter un grave manque de robustesse.

Entre l'estimateur simple, robuste, nécessitant peu
d 'hypothéses et de préréquisites, mais fruste et peu précis
(le krigeage) et d'autre part 1'estimateur ultra-sophistiqué,
théoriquement parfait mais peu robuste et d'ailleurs le plus
souvent inaccessible en pratique, (1'espérance conditionnglle)
11 y avait place pour un moyen terme.

Donnons quelques ordres de grandeur sur 1'étendue de
la lacune & combler.



Dans le cas du krigeage (avec condition T A% = 1)
l'espace de travail (1l'ensemble des combinaisons linéaires vé-
rifiant cette condition) est de dimension N-1, Pour 1'espérance
conditionnelle, c'est parmi 1'ensemble de toutes les fonctions
mesurables de N variables que nous souvhaitons trouver la meil-
leure d'entre elles. L'espace de travail est de dimension infinie
(théoriquement). En pratique, on est obligé de discrétiser. Si
nous retenons seulement 10 classes de valeurs (ce qui est peu)
pour chacune des variables, une fonction f(z1,22,..,zN) dépend
de 107 parandtres : telle est la dimension de l'espace de tra—
vail.

Le contraste est écrasant. Pour N = 10 dohnées, par
exemple, la dimension est 9 dans le premier cas, dix milliards
dans le second. Pour un physicien, le passage de 1 é,ﬂoglmarque
un changement d'échelle, et s'accompagne de 1'apparitioﬁ d'objets
ou de phénomdnes qualitativement différents. Pour nous, nous
nous devons plus modestement mettre en doute notre capacité &
appréhender et & optimiser réellement dix milliards de paramé-—
tres 3 partir de quelques centaines ou milliers de données expé—
rimentales., La supériorité écrasante de 1l'espérance conditionnelle
risque donc d'étre en partie illusoire. Elle ne se maintient, en
apparence, que parce que nous utilisons & fond les propriétés
d 'vn moddle trds riche (une loi &.:N+1 variables), wais 4chappant
4 toute possibilité de contrﬁlelexPérimental.

A titre d'intermédiaire, le Krigeage Disjonctif . (K.D.)

consiste & rechercher la meilleure approximation de Zo par une
somme de N fonctions dépendant chacune d'une seule variable :

(1) Z—::‘-f1(z1)+ ves +fN<ZN)

L'espace de travail, dans notre exemple a donec
10 X N = 100 dimensions, C'est substantiellement plus riche que



le krigeage (dimension 9) mais nettement plus rédliste que 1l'es-
10
).

pérance conditiomnelle (10
La mise en oeuvre du K.D, nécessite la connaissance
préalable de toutes les lois & deux variables (Zo’za) et
(Za,Z Y, soit N(+1)/2 lois & deux variables : ici encore ces
préréquisites sont plus exigeants que pour le krigeage (une
simple matrice de covariance) mais beaucoup moins que pour l'es—
pérance conditionnelle (la loi & N+1 variables dans sa totélité).
On voit, en effet, facilement (théortme des projections) que les
fonctions fa(Za) figurant dans 1'expression (1) du K.D. sont
déterminées par le systdme d'équations :

B(7,]%,] = B[%,|2 ] (¢ = 1,2...0)

Malgré la simplicité de 1'écriture, il s'agit d'un sys—
téme d'équations intégrales plutét difficile & résoudre. On est
donc conduit & rechercher des cas de simplification : tel est la
raison d'étre des modeles isofactoriels, que nous n'aborderons
que dans le cas particulier gaussien.

{ -~ LE MODELE ISOFACTORIEL GAUSSIEN

Pourvu que sa fonction de répartition F soit connue,
toute V.A. Z peut &tre mise sous la forme Z = @(Y) avec une
gaussienne réduite Y et une transformation croissante ou anamor-—
phose. @ convenable. Nos N+i variables-ZO,Za dérivent ainsi de
N+t VLA, Yo’Ya dont chacune, individuellement, est une gaussienne
réduite. Nous admetitrons (ce qui ne va d'ailleurs nullement de
sol) que ces variables prises deux & deux obéissent & des lois
de Gauss & 2 variables, caractérisées par leurs coefficients
de correélation Pou et Pap * c'est cette hypothdse (fondamentale)
qui sert de définition & notre mod&le "isofactoriel" gaussien.

Les polymomes d 'Hermite

Désignons par g et G la densité et la fonction de répar-
tition de la loi de Gauss réduite 3
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: y
2
gly) = L exp(~y“/2) ; G(y) = f g(x)dx
Von Lo
A cette loi sont etr01tement associés les Eolxnomes
d'Hermite H (X) définis par

‘HO = 1
1 d.n H, = -x
H = -
n) = 5@ g &) i - et
qui vérifient la propriété d'orthogonalité :
./hﬁ(x) Hngx) g(x)dx = 0 (m # n)

.

S, sax

nt

Ceci entraine pour toute fonction £ (telle que j/fzﬁqu-< c0)
1'existence d'un développement en polynomes 4 'Hermite :

o f
o f(x) = 2 =% H (%)
(1_1) n=0 :

)
il

; f H, (x)£(x)g(x)ax

En ce qui nous concerne, la propriété capitale de ces
polynomes est la suivante : si X et Y sont deux gaussiennes ré-
duites et p leur coefficient de corrélation, 1'espérance condi-
tionnelle de H (X) Y fixé est :

. [ M 2ha

‘i"&h- ~‘J~'Fn JD

(1-2) B[H, (X)|Y] = o™ H (V)

Conséquences immédiates : pour toute fonction £ (telle
que E[f (X)] < =), on déduit du développement (1-1) 1'express1on
suivante de 1'espérance conditionnelle :

n
E[f(X)|¥Y] =2 n,p

2 (Y)

Pour n #m, H LX) et H [ (Y) sont orthogonaux. Pour n = m,
H (X) et H (Y) ont un coeff1c1ent de corrélation égal & " :



(1-2) E[H (X) B (Y)] = ¢" n! &,

Si f et ¢ sont deux fonctions de carré intégrables,

fn et 9n les ¢oefficients de leurs développements en polynomes

d'Hermite : 5
2 2 fn

E[f (X)] = 2 o1

n=0 :

oofcp
B[f(X)o(Y)] = nno,n
[£(X)g(¥)] Z aroe

Comme f = E[£(X)], on obtient variance et covariance
en retranchant le terme en n = 0, soit :

f2
Var £(X) = © %
Cov(z(m),9(0) = B A P

[W.B. : Dans la terminologie de l'analyse des dpnnées, les Hﬁ
constituent les "facteurs" associés & la loi bigaussienne. Clest
pourquoi notre modele est dit “isofactoriel“].

Ie X.D. isofactoriel

Dans ce modéle, le K.D. est trés facile & réaliser :
tout revient, en effet, & kriger séparément chacun des facteurs H .

On peut le voir indirectement & partir des équations générales
posées plus haut, mais il vaut mieux repartir & 0. Comme nos va-
riables Z initiales s'expriment & l'aide des gaussiennes Y, notre
probldme peut étre reformulé comme suit : étant dommé une fonc-
tion f de carré sommable, trouver pour f(YO) le meilleur estima~
teur de la forme

4
f = z;_)fa(Ya)

Comme les fonctions f admettent des développements du
type (1-1), l'estimateur £ estaune combinaison linéaire des
divers Hh(Ya) (n=0,1y0e. et ¢ = 1,2,...N). Pour n = 0 les
divers Hb(Ya) sont tous égaux & 1 et doivent &tre regroupés en



un terme unique (constant). Notons aussi que £ admet elle-méme
un développement de type (1-1) : les projecteurs étant des opé-
~rateurs linéaires, il nous suffira de former le K.D, H; de cha~
des facteurs Hﬁ(Yo) pour en déduire : )

f
(1-4) = f o+ D 2H
o 1 n! n
(il est clair que H = 1, puisque H (Y.) = 1, de sorte que le
o] 0" 0 4
terme en n = 0 est nécessairement 1'espérance f = B[2X)]).

- Or Hn(YO) est orthogonal & tous les Hﬁ(Ya) pour m £ n,
comme nous 1l'avons vu. Le meilleur estimateur que nous puissions
en former sera donc une combinaison linéaire finie des N facteurs
de méme degré n, soit :

N
* o
H, = é§1 M Hn(Ya)

Il reste & exprimer que cet estimateur minimise la
variance d'estimation : on obtient &onc le systéme habituel
du krigeage simple, écrit avec les coefficients de corrélation
pﬁs (cf. relation (1-2'), soit :
: Z A pgs = pzp
(1-5) @

2 o n

Ainsi, le X,D, de H, est un krigeage simple effectué
sur les facteurs de méme degré, et le K.D. de f(YO) s'ten déduit
selon (1-4). En ce qui concerne la variance d'estimation sur
f(YO), on trouve , |

2 fn 2
K = Zan? %,

puisdue les facteurs de degré différent sont toujours orthogonaux.



Ainsi, en pratique, on doit kriger séparément chacun des
facteurs Hn’ opération simple et facilement réalisable. Le nombre
de krigeages & effectuer dépend,évidemment, de la précision sou-

haitée et de la rapidité plus ou moins grande de la convergence

de 1l'estimateur. Notons que la série (1~4) définissant cet esti-
mateur converge toujours beaucoup plus vite que la série originelle
(1-1), de sorte qu'en pratique on peut en général se limiter & un
nombre trés modeste de facteurs (5 ou 10 au plus).

En effet, dans la watrice p du systéme (1-5), les ter-
mes non dlagonaux deviennent negllgeabges lorsque n est grand, et

[=] a—-
il reste Ay = poa’
de plus que pour des valeurs de n relativement peu élevées on a -

une approximation tres suffisante en prenant :

d'ou la rapidité de la convergence. Remarquons
AY = o~ ol L ph
n o 0 4
a ¢4 5¥ﬁ af
C'est donc seulement pour les toutes premidres valeurs
de n (4 ou 5 en pratique) que l'on a une résolution numerlque

effective & réaliser.

Estimation par X.D. de la loi de Y aux Y fixés

D'aprés 1'expression (1-1) des coefficients Py du déve-
loppement en polynome d'Hermite d'une fonction ¢, le X.D. Q de
cp(Y ), qui est Z}(cp /n')H d'aprés (1-4), peut se mettre sous la
forme

400
(1-6) KR N CoL IeoLY
avec 3

o0 H* H (y)
1-7 £ = 23 ...I.L_..l.;.l.....
(1-7) xp ) Z —a g(y)

(1a remarque faite ci-dessus sur le comportement des A POUr NI - o0
garantit la convergence de cette sdrie).
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Cette "densité" frp constitue 1l'estimation, par .. .
K.D., de 1la loi de YO lorsque les Y& sont connus. Elle permet,

en effet, d'effectuer le calcul du K.D. de toute fonction

¢(Y0) comme s'il s'agissait de 1l'espérance de ¢(Y) avec une V.A. Y

admettant la densité fip

Exexrcice proposé } Solt EKD(y) le krigeage disjonctif de
1

Yd<y. Montrer que l'on a :
¥

P (y) = &(y) + 551 = B _,(Nely)

s

et retrouver (1-7) [former le développement de 1Yd<y].

Remarque : Cette "densité" ka(y) n'est pas obligétoirementzz 0

pour tout y. Il faut voir 13 la triste conséquence d'un théortme
général selon lequel, dans nos espaces de travail, les seuls pro- |
jecteurs qui garantissent cette positivité sont les espérances
conditionnelles. (Le krigeage usuel respecte encore moins cette
positivité). En pratique, on constate que ces valeurs négatives
sont suffisamment rares et d'amplitude assez faible pour qu'on
puisse les tolérer, Elles n'apparaissent, le plus souvent, que pour
des valeurs de y trés grandes, en valeurs absolues, et n'alterent
donc légérement que les queues de la distribution.

2 - APPLICATION AUX F.A.

Ce qui précedde ne constitue pas, semble~t-il, un argu-
ment décisif en faveur du K.D., puisque, dans le cadre du méme
modele, 1l'espérance conditionnelle ne serait pas beaucoup plus
difficile & former. Mais les choses vont changer lorsqu'il va
s'agir d'op€rations répétitives : le K.D. manifeste une puissance

de récapitulation qui lui confdre (en temps de calcul) un avantage
écrasant sur l'espérance conditionnelle,.

Prenons un exemple - Soit un phénoméne dont nous désirons
étudier la zonéographie. Supposons que ce phénoméne soit bien



représenté par une F.A. stationnaire Z(x). Ia surface de l'en—
semble {Z(x) = z} limitée par l'isoteneur z est, en moyenne,
proportionnelle & 1-F(z). Mais nous pouvons aussi nous intéresser
aux aspects locaux du phénoméne, par exemple chercher & estimer
dans un domaine S donné la fraction :

1
5 fS 2 (x)2z) 0%

occupée par les teneurs =z (estimation d'un “histogramme local).

Admettons que, moyennant une anamorphose Z(x) = ¢(¥(x)),
notre F.,A. se raméne & un modéle multi-gaussien stationnaire
Y(x). I1 s'agit donc d'estimer des expressions du type :

1
'S'é 1Y(x)2y dx

ou, plus généralement :

%4 £(¥(x))ax

Pour chaque x, nous pouvons former la loi conditionmelle
de Y(x) lorsque les Y(xa)::YOc sont connus : c'est (dans ce modgle)
une loi denGauss de moyenne m(x) = x“(x)Ya dépendant de x, dont la
variance o (x) dépend aussi de x : il faut donc former explicite-
ment pour chaque x (ou au moins sur une grille assez fine dans S) |
l'expression de l'espérance conditionnelle de £(¥(x)) et sommer en x :
procédure longue et ennuyeuse.

Avec le K.D., au contraire, nous pouvons effectuer
1'opération en une seule fois, De fait, utilisons le développement :

i
£(¥(x)) = 57 H (Y(x))

Au lieu de former le K.D. de Hh(Y(x)) pour chaque X et
de sommer ensuite, nous pouvons profiter de la linéairité du
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second membre de (1-5) pour faire 1'opération d'un seul coup :
le K.D. H de 1/8 J[ H (Y )dx est, en effet :
n g nUX

* a
H =\, Hn(ch)

les Ag étant déterminés par le systime :
Z)Aa n =;1J{ o ax
e - paﬁ N 3 Qmﬁ

L'estimateur cherché de (1/8) U/.f(Yk)dx sera ensuite
donné par : S ' '

exactement comme au paragraphe précédent. On peut également asso-
cier a cette opération 'une “"densité"

B, H (y)
T () =2 Ei— &(¥)

qui, une fois comnue, permet le K.D. de toutes les intégrales du

type précédent. En particulier, l'estimateur de 1'"histogramme
local"

| 1
1-—FS(Z) = E'/S. 1_Z(X.)_>_:Z dx

sera

1F()foof()d 1-G(y) Z)H*H (v)
- ) = X = {=- -
S L, KDE Y , nt— &Y

{avec un y tel que z = o¢(y), ¢ représentant 1l'anamorphose gaussien-
ne  Z(x) = ?(Yi))' '

Dans la pratique, le probléeme crucial est de choisir

1'anamorphose gaussienne ¢, c'est-a-dire, ce qui revient au méme,
d'estimer la loi F(z) = P(Z(x)sz)d partir des valeurs expérimentales
a, = Z(Ya)' Nous ne développons pas ce point ici. Notons seulement
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ceci : lorsque les domnées ne sont pas & maille régulidre, il
faut impérativement pondérer la fréquence de chacune d'elles
par un poids tenant compte de 1l'étendue de sa "zone d'influence".
Par exemple, on formera 1l'estimateur :

¥

F(z) = DA% 1, o

o o

en prenant pour A¥ les coefficients du krigeage de la moyenne
générale (avec T3 A% = 1).

Améliorations : La démarchequi précdde repose sur une confiance

peut &tre exagérée en notre modéle (stationnarité, anamorphose ¢,
binormalité). Il y a parfois intérét & relflcher un peu cette
dépendance excessive & 1l'égard du modéle et & augmentber la ro-
bustesse de la démarche, moyennant quelques sacrifices du cbté
de la précision.

Par exemple, on peut imposer aux coefficients 7\3 la
[y

condition de non biais 7J _}}_g_; 1 : on retrouve le systéme du
krigeage usuel ‘

(. ) 2\ p o = plgs + p, (ou JS" 4 p;%ﬁ dx+y. )
1-5*

Ta variance d'estimation est légerement augmentée. En
contre partie, la condition de non biais E[f*] = B[f] est garan-
tie, méme si nous nous sommes lourdement trompés sur le choix de
1'anamorphose ¢ (c'est & dire sur l'estimation de la loi F de Z(x)).
En effet, si notre anamorphose ¢ est biaisée, les Y ne sont plus
des gaussiennes réduites mais obéissent & une loi G' quelconque.
Mors avec cette loi G', on a :

E[H:l] =2 }‘g an(ya)G'(dyoc) =an(y)G'(dy) = E[Hn(Yo)]
a

4 cause de la condition T 7\?1 =1, et donc aussi E[f*] = E[.?] pour
toute fonetion £, gquelle que soit la loi réelle de nos variables.
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(on reste, cependant, tributaire de la stationnarité).

On peut, sur cette base, définir une procédure itérative

pour améliorer 1l'estimation de la loi F et de 1'anamorphose p. A
partir d'une premidre estimation de F (obtenue, par exemple, en

pondérant les fréquences des domnées par les poids du krigeage)

on construit un premier modeéle et une premiére anamorphose Qg

systéme (1-5') au K.D. des facteurs 1= (Y_)ax, V représentant
J Vv n-Tx

Dans le cadre de ce premier moddle, OTQ?TOCéde alors selon le
le champ total : on obtient ainsi une stimation.fKD(y) de la

loi g théorique : ce qui permet d'améliorer 1l'anamorphose initiale
Pqy ©1 la remplacant par :

92 () = o4 [F) (6H))]

Cette procédure est, cependant, assez lourde.
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LE PARAMETRAGE LOCAL DES RESERVES

T e e e e o e P e L e S e S e e T

Nous avons vu comment le moddle gaussien discrétisé
permet de procéder au paramétrage global des réserves récupé-
rables d'un gisement minier. A un stade plus avancé, on souhaite
disposer d'un paramétrage analogue, mais au niveau local et con-
ditionnellement & 1lt'information disponible au moment de 1'estima-
tion ( les Z = @(Y }). Appelons blocs v les unités sur lesquelles
portera la selectlon ultime du minerai, Z(v) la teneur d'un bloc
v et Z (v) son estimateur ultime qui servira de critere & cette ‘
sélection (Z (v) sera formée sur la base d'une information beau~
coup plus riche que 1'information actuelle (les Za) et n'est
donc pas numériquement connu au moment ol l'on procéde au para—
métrage).

Les blocs v sont trés nombreux (plusieurs milliers ou
dizaines de milliers par exemple) et 1'information actuelle
(1les Za) ne permet pas de différencier de manidre significative
deux blocs v voisins dans l'espace (par exemple : les blocs
seront des cubes 5 x 5 x 5 ms, et les Z des teneurs de sondages
implantés 3 maille 100 x 100 m ) On renoncera donc a estimer
les blocs v 1nd¢V¢daellement, et on les regroupera en panneaux V.
(dans notre exemple : les panmeaux V correspondront aux carrés
100 x 100 centrés sur les sondages, ou admettant ces sondages
comme sommets).

- Pour simplifier 1l'écriture, nous prendrons V = 1 (unité
de tonnage égale au tonnage total du panneau V), Nous souhaitons
estimer, conditiomnellement & 1l'information actuelle :

~ le pourcentage des bloecs v ¢ V dont la teneur sera =z,
et la teneur moyenne de ces blocs (effet de support). Bien que
cette terminologie soit discutable, on parle dans ce cas des fonc-
tions de +transfert directes (fonction de récupération serait
peut &tre meilleur)
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~ en général, il faut tenir compte également de l'effet
d'information, puisque l'on coupera sur. les estimateurs ultimes
_Z*(v) et non sur les teneurs réelles, Il s'agit alors d'estimer,
en .pourcentage, le nombre des blocs v © V solutionnés & Z*(vﬁzz,
ainsi que leur teneur moyenne (réelle). On parlera dans ce cas de
fonctions de transfert (ou de récupération) indirectes.

1 - X.D., DES FONCTIONS DE RECUPERATION DIRECTE

Si on utilisait les lois conditionnelles, on devrait
calculer une &4 une ces lois pour chacun des blocs v < V pour ne
retenir ensuite que la moyemne (arithmétique) de ces différentes
lois : procédure longue et cofiteuse, encore gque parfaitement réali-
sable. I1 est plus économique d'utiliser la capacité récapitula-
tive du K.D. pour obtenir en une seule fois le résultat global qui
seul nous intéresse,

Dans notre modéle discrétisé, nous connaissons 1'anamor—
phose Z(v) = Wr(Y§) des blocs, avec

c
o.(y) =2 =5 =" H (¥)

ainsi que le coefficient de corrélation Py .o de chaque bloc v; © v
avec la donnée YO. Formons le K.D., de 1'ex§ression :

1
=2 B (Y )
N i BV
(sommation sur les N blocs v, © V). I1 est de la forme :

X
Hl’l

it

o (¢4
%; Ay H(T)

avec des coefficients xg fournis par le systéme :

o n _ 1 n
An pQ‘.B T N Ei pOﬁvi

Soit ¥ 1la valeur de la gaussienne réduite associde a la
coupure z, c'est-h~dire telle que z = @r(y).,Les quantités & estimer
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sont @

1 1
=21 et = (Y ) 1 :
N 3 Y;;y N Vs p4 izy

Pour la premiere, le K.D. fournit l'estimateur :

Hy
Tv(z) =1~ G(y) - £§1 T H_1(sly)

Pour le second, il est plus commode 4 'introduire la

"densité" .

pos H
£, = D5t el

Il vient alors

(o]

Tv(z) .—:_/ fKD(X)dXA
(1-1) | Y o

QV(Z) =f(pr(x)fKD(X)d.X
y

Telles sont les fonctions de récupération directe
(ou du moins leur K.D.).

2 - X.D. DES FONCTIONS DE RECUPERATION INDIRECTE

Nous allons maintenant tenir compte de 1l'effet d'infor-
mation, et désigner par h(z) 1l'espérance conditiomnelle de Z(v)
lorsque 1l'estimateur ultinme Z*(v) est égal & z. Nous ferons éga—
‘lement 1'approximation suivante : lorsque 1'on connait Z*(v) =
gt les 7, l'espérance conditionnelle de Z(v) est encore h(z)
(n'est pas influencée par la donnée supplémentaire des Za)’ En
toute rigueur, cette hypoth&se n'est correcte que si 1l'estimateur
ultime est déja lui-méme une espérance conditiomnelle (celle de
Z(v) lorsque l'lnformatlon ultime —-gui contient les Z - est connue)
En pratique, Z (v) est plutdt une simple combinaison 11nea1re
(un krigeage par exemple), mais approche Z(v) avec une précision
tellement plus grande qu'il n'est possible de le faire sur la base
des données actuelles (les Z ) que ces dernidres ne peuvent guere
mod ifier beaucoup l'esPerance conditionnelle de Z(v) & Z (v) fixé,
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de sorte qu'il est 1légitime de poser en lére approximation

-
.

E[2(v)/2%(v) = 2,5,] = B[2(v)/2%(v) = 2] = u(z)

Dans notre moddle discrétisé, nous avons associé aux
estimateurs ultimes Z (v) 1'anamorphose P et la gaussienne

corrélation :

reduite YV, et nous avons appris a calculer les coefficients de

*
~p o= pooyx entre Yooet T

* , * .
~ P entre Yoc (donnée ponctuelle) et Yv. (;stlmateur

ultime du bloc v, < V), et établi la relation : t

C
B(Zy) = 9,0 (4) =2 5} (v0)™ B (X))

Te reste en découle.

On formera d4'abord le K.D. de (4/N) & HH(Y: ), soit
i

¥ o
Hl’l ::% }\l’l HH(Y(X)

o n _ 1 *
,% An Pup = Nzi(poci)n

D'ol le tonnage récupérable i Z*(v)_>_z :

-

2 = ¢ (¥)
(2-1)

*
H
Tyu(2) = 1-6(7) -~ Z = L _1(Mel@)

et, en introduisant la “densité"

¥
o0

@) = I = EL.Ge(y)

la quantité de métal récupérable

L4
-

(2-2) Qv*(z) = _4‘%‘) (%) :E'KD(x)dx
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Remarque : Dans (1-1), la fonction P.. & intégrer pour obtenir le
métal Qv estcelle 13 méme qui relie y et la coupure z = @r(y)-

Cette circonstance ne subsiste plus dans le cas de 1la
récupération indirecte : la fonction que 1l'on doit intégrer pour
obtenir le métal Qv*’ soit Qpr n'est plus la méme que celle qui
relie y et la coupure z = @r*(y). Cela résulte, évidemment, de ce
que les bloecs vérifiant Z*(v) = z ont la teneur moyenne condition-
nelle h(z) = ?pr(z) et non z = @r*(y). |

On peut éviter ce désagrémenf en remplacant 1'estimateur
wltime Z° (v) par H = E[Z(v)/Z*(v)] = h(z¥(v)). En coupant cette

N\

fois & H= z (et non plus 2 Z*(v)zz), on retrouve des formules du
type (1-1) :

Z = 9o (¥)

(2-3) ' Th(z) =J§ fKD(x)dx

Q,(z) =fy cppr(x)fm(x)dx

Cette présentation est plus réaliste, puisque c'lest la
coupure sur H (et non sur Z*(v)) qui se préte le mieux 5 la re~
- cherche de l'optimum €économique. '

3 ~ AUTRES METHODES

Nous avons déja mentionné la méthode qui consiste &

former chacune des lois conditionnelles de chacun des blocs

vy < V. Théoriquement meilleure que le K.D. (en pratique, vraisem-
blablement, & peu pres équivalente), cette méthode présente sur-
tout le désavantage dtetre beaucoup plus onéreuse en temps calcul.
On peut, en sens inverse, chercher'plutﬁt des méthodes moins oné-
reuses. Nous en mentionnerons deux seulement, de valeur inégale,
qui ont €té effectivement utilisées surtout dans le cas de gise~

ments lognormaux.
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-a) Conditionnement uniforme (sans hypothdse de "permanence" pour

les panneaux).

La longueur de la méthode basée sur les lois condition-—
nelles des blocs provient surtout du fait que l'espérance condition-
nelle de chaque Y, v, © V est de la forme 2 xa(v )Y , avec des
poids A (v, ) qui d%pendent de la position du®bloc vy dans le panneau
V, et necess1te donc la résolution d'autant de systéme:de krigeage
qu'il y a de blocs Vi dans V. ‘

On réaliserait donc une économie substanfielle, dans la
mise en oeuvre de cette méthode, en remplacant ces combinaisons
lindaires variables par une seule combinaison 23 A% Y, fixée une
fois pour toutes, (la méme pour tous les blocs vi). Oﬁ renonce
~ainsi & 1l'information différentielle que nous apporte chacun des
sondages Y&, compte tenu de son implantation relativement & chacun
des blocs v, et 1l'on ne retient qu'un résumé global, indifférencié,
de toute cette information, & savoir 1'unique combinaison linéaire
7 A% Y . Cette perte d'information risgue d'&tre assez considérable
1orsque certains des sondages Y tembent & 1'intérieur du panneau V,
et donc rencontrent certains de nos blocs Ve On peut penser gu'elle
reste, au contraire, relativement faible si tous les sondages sont
extérieurs a4 V.

Dérignons alors par Y la gaussienne réduite susociée 3
la combinaison linéaire choisie, soit :
A% Y,

anhﬁ paB

et par py le coefficient de corrélation de Y et YV (que 1l'on
calcule sans difficulté dans le modele discrétisé). On a alors :

Y =

E[Hh(Yvi)lY] = p3 H (Y)

de sorte que 1'on peut former sans difficulté 1l'espérance de
n'importe quelle expression du type %JE f(YVi) conditionnée
i

par 1'unique variable Y. Posant :



* 1 n —
= (D PP

on.obtient les estimations :

Tv(z) = f{x)ax

i
-3
H
7
M
e’
H
Y
o
o
e

Q,(2)

(z = 9.(y))

pour les fonctions de transfert direct.

Pour les fonctions de récupération indirecte, on a un
schéma analogue. Désignons par p le coeff:Lc:Lent de corrélation
(que 1'on sait calculer) entre Y et Yv » et par p celui de Y et

Y:; ¢ on prendra cette fois

= ( 20 >n>H (1)

et on formera la densité comme ci~dessus. Alors, en coupant
*
sur Z2 (v) = z : /

'Tv*(z) =4 ;(x)dx

o W

0 (2) = fy NGO COLEY

7 = (Pr*(y‘)

\
Si, au contraire, on remplace 7% (v) par H = n(z" (v)),
et s1 on coupe en H= z :
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o]

?h(z) = ‘/~ %(x)dx T
v

Q,(z) = l£'¢pr(x)§(x)dx

"

2 = (ppr(y')

\

Il reste A choisir les coefficients A% de la combinaison

llnealre Y. Une méthode simple (suffisante en pratique) consiste &
prendre les poids A% du krigeage (ordinaire) du panneau V.

Une ﬁéthode plus élaborée (mais peu en accord avec le
but poursuivi, qui est la recherche de simplifications) consisterait
3 choisir les A% qui minimisent la variance d'estimation de telle ou
telle expression retenue par nous pour Son importance économique :
par exemple,:si l'on sait que la coupure réelle sera (& peu prés)
z = z,, minimiser la variance d'estimation de Qh(zo), ou (mieux)
de la grandeur Qh(zo)--z0 Th(zo) qui représente la valeur du panneaun
V (dans 1'hypothése d'une formule de valorisation linéaire).
[Exercice : former les expressions correspondantes].

En résumé, et sous réserve d'accepter la perte d'informa—
tion gu'elle implique comme rancgon des simplifications qu'elle
apporte, cette méthode paralt absolument correcte : son mérite
principsl est de ne nécessiter aucune hypothése supplémentaire (les

formules de "permanence", .c'est-a-dire la loi P des anamorphoses
ne sont utilisdes qu'au niveau des blocs v, et non des panneaux V).

b) Conditionnement uniforme avec hypothése de permanence pour les
panneaux :

Dans ce deuxiéme groupe de méthode, on introduit (impli-

citement) des hypothéses beaucoup plus fortes. Le point de départ
intuitif est le suivant : dans le cas lognormal, il semble "naturel"
d tadmettre que la loi conditionnelle des teneurs des blocs v C v
exbtraits d'un panneau V est encore lognormale lorsque la teneur du
panneau V, ou méme simplement 1l'estimation Z*(v) gue l'on peut en
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en former est fixée : intuition simpliste, qui, en fait, revient™ ™ =
a4 admettre la validité de la permanence de la lognormalité non seu-
lement pour les supports v (blocs) mais aussi pour les supports V
(panneaux). |

Formulons cette hypothése de manidre plus explicite.
Si v désigne 1l'un quelconque des N blocs v dont la réunion constitue
le panneau V, supposé choisi au hasard avec une loi de probabilité
uniforme parmi les N blocs v © V, nous admettons que la gaussienne
réduite correspondante IV et les N gaussiennes conditionnantes YOC
obéissent encore & une loi (W+1)-gaussiemme (une telle hypoth&se
équivaut, évidemment, & €étendre & des domaines de la taille des
panneaux V 1'hypothése de® “permanences", c'est-i~dire la loi .,
des anamorphoses). Pour achever de déterminer cette loi, il faut
se domner les coefficients de corrélation pg o, entre Yo et ¥

comme S_ . = Sy,» Covariance de Z(V) et de Z;, ces coefficients .
.
sont déterminés par la relation :
Ci n n
SVoc = 1'21 T (py-a)

Moyennant cette hypothese, le reste est affaire de calculs
simples : les Y& étant fixés, on évalue la loi conditionnelle de Y&
a Ya donné, compte tenu des valeurs trouvées pour les Pya? et on en
déduit sans difficulté les expressions Tv(z) et Qv(z) de 1'espérance
conditionmelle du nombre et de la quantité de métal des blocs
sélectionnés dans V & Z(y) = z. On a une formulation analogue en
ce qui concerne les fonction de récupération indirectes$

Je ne développe pas davantage, parce que (me semble—~t-il)
ces.méthodes du type b) ne sont pas, réellement, tellement plus sim~
ples que les précédentes (typé a)), mais présentent par contre le
désavantage considérable de supposer valable jusqu'su niveau des
panmeaux V 1'hypotheése de "permanence", c'est-a—-dire la validité
de la loi 9,. pour les anamorphoses, Or, lorsque les teneufs expéri-
mentales (quasi ponctuelles) sont, par exemple, lognormales, on



|
l
|
peut sans grand probléme admebttre que la lognormalité reste valable |
pour des blocs de 5 x 5 x 5 m;, mais il est vraisemblable que cette
lognormalité sera déjh beaucoup moins bien vérifiée au niveaun des |
panneaux V de (par exemple) 100 x 100 n°. Autrement dit : autant :
les méthodes de type a) ci-dessus me semblent admissibles (& titre 1
de simplification d‘'une procédure plus lourde, avec, en contre
partie, l'acceptation d'une certaine perte d'information), autant
" les procédures de type b) (auxquelles on se refére parfois sous la
terminologie ambigue de "krigeage lognormal") me paraissent discu— 3
tables, dans la mesure ol elles supposent que 1l'on étende jusqu'a
la taille de grands panneaux V des hypothéses de "permanence", admis-—
sibles pour les petits blocs v mais beaucoup plus difficilement pour
les panneaux V.,
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