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I_— PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT PUR

Soit A une V.A. positive, F(x) sa fonction de répartition, nulle pour

x négatif; pour simplifier les notations, nous supposerons que F admet -
une deasité de probabilité f(x) (nulle pour x £ 0). Mais les résultats
qui. suivent ne sont pas lids & cette hypoth¥se. (Le lecteur qui connait
la théorie de la mesure remplacera partout f(x) dx par F(dx) p ur obtenir
des fnoneés généraux; i1 faut cependant supposer cue la loi ¥ n'est pas
concentrde sur les multiples entiers na d'un m&me nombrc a, cncore que la

, :
théorie se transpose sans peine & ce cas "arithmetique").

YO Yv1 yz Y"I
ot et + —t 1 4 1
. X‘i ] Xz - Xn

Soient alors Xa, Xi, .o X;,... une suite de V;A. Indépendantes de méme

loi P, et, sur la demi-droite (O,oﬂ ), les points :

9 o
Yo = X, + X,
YYI = X4+ X?~+ ...+Xr\-B'5=’.
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Ces points définissent une partition sléatoire de la demi-droite en segmehmts

dont les longueurs X, sont indépendantes et obéissent & la m@me loi F.

Plus géndralement, au lieu de partify du point (fixe) 0, on peut partir
d'une origine aléatoire Yo y indépendante des Xé , et dont la loi ﬁ; (de

dengité fo) est différente de celle des X? . On a alors :
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La suite'Y4 ’ YZ ... de ces points de discontinuités définit un prosessus -

de renouvellement ., On g'interroge sur la posnihilité de rejeter

.

l'oripine de ce processus & - &, de menidre & obtehir une partition

aldatoire stationnaire de la droite entidre, en segments de longueurs

indépendantes obéissant toujours & la mdme loi T. Précisons :

Soit B, un événement, dont la définition met en jeu un no-bre (fini ou
non) de points x ; de la demi-droite. Le translaté Bu: par x > 0 de E,

est le mBme événement papporté & llorigine x (défini de la mPme manidre

‘que B, , mais & partir des points x + X ). P(Bo) et P(%ﬁ) se calculent

& partir des lois F et F, , mals, en gfnéral, ne coincident pas. Pour queh
1'on puisse rejeter llorigine & - »2, et définir une partition aldatoire
stationnaire de la droite entiére, il faut et 1l suffit que 1l'on puisse '
trouver une loi initiale F,= R, telle que :

V x>0 , VB, P(8,) =7P(3)

{

Cette loi, si elle existe, est unique. Son existence est liéde & la

propriété suivante (ergodicitd) : guelle que soit la loi initisle F;)et

pour tout événement B , P(Bx) tend vers une limite P(B,, ) pour x -» o

. et cette limite est une probabilité vis & vis de B,:

(2) 1im‘P(Bl) = ?(By)
Cette propriété d'ergodicité ne dépend donc que de la loi F.

En particulier, considérons 1'évenement B, =", ¢<h" .0na P(E%) = Eﬁh)
par définition. B est 1'évenement : "il y a un point de discontinuité

au moins dans 1'intervalle (x,x+h) " Nous poserons :

P(B,) = R(h;x)

R(h;x) est la fonction de répartition de Y, - ¥, Y, désignant le

premier point de discontinuité postérieur & x. Clest la gramulométrie

résiduelle,en x, ou la loi du temps d'attente résiduel en ce point.




S5i 1l'on connalt R(h;x), on peut transporter l'origine en x, et le processus

. 4 droite de cette origine se d¢finit & partir de la lol initiale R(h;x)

cxactem. nt comme le processus rapporté i 0 se définissalt & partir de ¥, .
Autrement dit, pour tout événement B , on calcule P(BJC) a partir de r(h;X
de la mlme maniere que P(Bo) 4 partir de T, . Ainsi, pour qu'il existe

un processus stationnaire sur la droite entiere il faut et il suffit

ue l'on ouisse trouver une loi initiale R, telle que l'on ait pour tout x
q Y o ¢

(17) R,(h) = Rlh;x)
De m8me, pour que le processus soit ergodique, il faut et il suffit que,

quelle que soit la loi initiale I, la limite :

(24) 1im R(h;x) = R(k; oo )
A=y g0
existe, soit une fonction de répartition, et ne dépende pas de la loi

initiale Fo.

5i le processus est a la fois ergodique (vérifie (2')) et stationnaire
(vérifie (1') pour une loi Rb(h)) on a évidemment R, (h) = R(hje=).
Inversement, nous verrons que, si le processus est ergodique, Il est

éga lement stationnaire pour la loi Re(h) = R(h;y%. La condition ndcegsaire
et suffisante tres siméle pour que le processus posséde ces deux propriétds

rd ) z 03 - w
est que la loi T admette une espeérance finie ju = J/ﬁ a foxy dx
. d |

Le théoréme de renouvellement

Le premier p oint de discontimuité Y, a pour loi T, (densité fb). Le

second point Y = ¥, + K ,, somme de deux variables indépendantes, admet

la densité fo#% £ et la fonction de répartition Fy# f£. De mlme,

Ty = Yg+ X+ oo+ X~1 admet la densité =
*‘“\ 3, 3. & N\ ¥ ‘D
{087 = forgxf - EA
y fe : )

et la fonction de répartition Fyxf . La valeur en x de F % f

.est donc P(Y_<x) . L'espérance mathématioue du nombre aléatoire W




des poantz de discontinuités tombés entre 0 et x est donc :

| . pat ()
(3) 'E(Nx)' = F o+ 42: Fo%f
nxi
On voit gue la fonction g(x) = E(Nx) vérifie 1'équation de convolution :
(4) g = Fo +  gxf

Plus g'nfralement, considérons une fonction V(x) bornée et nulle pour x

négatil, et 1'déquation de convolution :

(47) g = V + gwf

Appliquons la transformation de Laplace g —» 3& V- 4> ’f —_— gﬁ

(4') se transforme en :
¥ = L? + ép

d'oll :

Y

X;_: s
-3
On démontre que cette fonction Y est effectivement la transforméede
Laplace d'une solution g de (4'), et que g est l'unique solution de (4')

nulle pour x £ 0 et bornée sur tout intervalle fini.

Pourvu que la Tonction V(x) vérifie certaines conditions assez larges de
o
régularité ( 1'intégrale .//’V(x) dx doit &tre absolument convergente,
0
et, de plus, V doit vérifier une condition exprimant que ses ascillations

stamortissent & 1'infini) on a le théordme suivant :

Théoreme du renouvellement. Lorsque x tend vers o2 , la solution g de (4')

vérifie : o
glx) = 4 / 7(x) dx
)A

o
M o= “ér x f{x) dx désignant 1'espérance associée & la loi I de densité

(sip =90 , glx) =>0).




Exeuple.Prenons la fonction :
EL N - E_E’Vx-ﬁp\ pours x 3 h
Ja ) = ETN,) pour x € h

représentant 1'espdrance du nombre des points de discontinuités tombant
dans 1'intervalle (x-h,x) (&tant entendu qu'il n'y en a pas i gauche de O :

pour h > x, il s'agit en réalité du nombre des points tombés dans (0,x)).

Cette lonction vérifie ¢

ﬂe‘(x\ = Fo() - Folx-%) + ge‘ * 1

et la fonction V(x) = F (x) - F (x -h) vérifie bien les conditions

de régularité voulues. Le théoréme donne donc

o” #
3c\(x) — frﬁom'_i'{,(x-e\ﬂdx = .f/('--:a{x)-‘w v, (u-av] dx
i > .

On remarque que FO(X -h) =0pour x&h, et o
&~ | iy
ff1-FOCx~€.\] dx = A +f [i-Tl-av]dx = €,+/ |- Ryl ] dx
[a) ‘e ©
D'ol

A
9o (x)= E(Ny) - E(N) —>

Le nombre moyen de points de discontinuité tombant dans un intervalle de
longueur h assez éloigné de l'origine est h{ﬁ'( M= E(X))longueur

moyenne d'un segment de la partition). Autrement dit, le nombre spfeifioue

est égrl & Ll'inverse ﬁ/ju de cette longueur moyenne.

Existence d'une limite ergodique. Considérons la granulométrie résiduelle

R(hyx) au point x comme une fonction R_ﬁ<x) de x.

a/ Plagops nous d'abord dans le cas Y, = O (origine en 0). L'événement
"il y a un point de discontimuité entre x et x+h" se réalise de deux

facons. incompatible~ -




~ ou bien le premier point de discontinuité Y4 tombe dans (:—:,x+h),
ce qui a lieu avec la probabilité Px+h) - Flx) ;

— ou bien Y1 tombe en v ¢ X, et la probabilité conditiomnnelle de
1'événement qui nous interesse est alors Rﬁ(x - y) (1e processus

recoumence & zéro i partir de 1l'origine y). Par suite on a
pras
- [F 0t - T +/"‘*
Rg (x3 = FOe) [ Relx-y £rddy

ou encore 3

1§}

(5) 'Re\ vV o+ R%ﬁ-ﬁ

avec V(x) = F(x+h) — P(x). D'aprés le théorime, il vient :

oa
fom R (x} = J ):F(x-»c.)—-P(m\']dx =

4
Xy M
2 [ a . /? Fen ] dx

-~ -, et -"‘ X
;{f@-l:(u&k)-('l—k(wﬂ] x * /i i

Autrement dit :

R
R(&; o2) = -j:[ (i-Fiay] da

N
“y

s b
@

2
Comme /\l - F(x)7] dx = po R(h; o2 ) est la fonction de répartition

de la lo:J. de probabilité de densité A -~ 14(?) (pourvu seulement que M <oa)

.}4\

b/ Supposons maintenant que la jloi initiale soit Fy , et désigmons par

‘K(X) 1la g;ranulometrle résiduelle pour cet état :Lnltial On a cette foig :

Re\ Cz\ = F ey = B 4 / Foly) Rylx-yrdy

R‘,‘ d:; signant toujours la granulométrie résiduelle du cas a/ (Y o= O) .

Or E‘a(x—l-h) - Fo(;:) tend vers 0, et la [onction TO*R% vérifie (5) avec

T, %V au lieu de V. On vérifie sans peine que V et fo-:‘rva ont méme intégrale.

On a done :




Sy

0 _
Q%fx\ -———> :}}[ rl'-F(Z\"\‘dx

Ainsi, le processus est ergodique si, et senlement si, M= BX) < o2

Bristence du processus stationnaire. Prenons comme loi initiale la loi

limite gque nous avons obtenue ci-dessus :

b |
(6) Rofe\) = %-o/' rl—?hﬂpldl

trym
et montrons qu'on a alors pour tout x : Ro(h) = R(n;x) . D'aprds b/, on a :

o ,
I p 2 ﬁ -~ N C j Pl ~
R(&; %) Ro Caer B) Pa(ﬂ T J“fol 1-®gy] Rp (X-5) dy

Hals (1 - )R, est l'intéprale de Ry - Ryw T, et, d'aprés (5),
cette fonction est V(x) = F(x+h) - F(x). Par suite, i1 vient :

X4h X
a (e - A ‘
Rem = 5/ fiemgindy +3*Jfb [a-Fim-1+ Flyee)]dy

e\ .
2 }df Clopm dx = Ry (8)

Avec cette lol initiale, le processus est donc bien stationnaire.
Remzraque. On pouvait prévoir a l'avance la forme de cette loi initiale Ro .
S'il y & uwn régime statiomnaire, en effet, un point X 5 arbitraire
appartient & un segment de longueur comprise entre)y et ¥ + dy avec la
probabilité dC(y) = jﬁ v f(y) dy (granulométries en longuéurbs I1 occupe
alors une position gquelconque sur ce sepment; en particulier, il a la
probabilité lﬁ (pour ¥ > h, et 0O sutrement) d'&tre situd & une 4
distance supérieure & h de son extrémité droite.On doit donc avoir :
v 2 i
q-R (%) ':,/ M\ g}.:ﬁ‘ dy = i/(g-ﬁ) ,@c«z;\dg
e" ! y LJ l)u‘ %

et, en dérivant en h

bé L msd
R, (&) = / £18 3y = 1-TLh)
AR o




Applicstion. Solt E\-?Ji le nombre des points de discontinuité fombés
dan~ (0,%). Cherchons la,loi de cette variable, et, en particulier, la

valeur asvmptotique pour x grand de son espérance et de sz variance.

On remarque que M < n+71 équivaut & Y. > x , évenement de probabilité
eXM (1-%1 (ou1 - T, (X) pour n = 0). Par suite, les probabilités

p“(:(> = 1’(1\',,_ = n) sont données par :

» K (n-1d # (™
t«th\:: P(N(n-&‘\\—P(NILI’\\ = FO*('-‘? "“f \

ol = =To(X)

o2
In troduisons la fonction génératrice G(s;x) = Z pn(x) s et sa
nzd

2l

transformée de Laplace en X :
o= ~AX
INETWY :/ Ge31x) e da
o

I1 vient :

&”
A4~ B
P(4A) = ~——;@-“ + 4:—

ker o - n ’7
18, (3"-§7) %

42 |

s0it :

i~ 9

A --3d

o

A

(=]

) Yo
T(92) = i o ¢

Les dérivées (_L y) et (‘"({ x) donnent les espérances E(N ) et E‘: x‘ ﬂ.‘?

qui sont des fonctions de x. les d¢rivées de [, soient :

I - C‘jo

- Ll —— =
I (1,2) = = "__/ﬂ-_‘tj
G

T“,_C‘i‘,?x) = %— —_—

sont donc les transf ormees de Laplace de E(N ) et I“-H (I\l —{L)] Evaluons,
par exemple, E(H ). ('1 A vériTie 1'équation

P, TA-g = % ®, ()



qui est la transformde d'une équation de renouvellement de type (4').
& : , '
Au second membre, = @ (A) est la transformée de Laplace de E (x
5 = 3y

gui n'est pas sommable. Pour appliquer le thforéme de renouvellement,
I . . 1
introduisons la fonction 1 (‘i',?ﬂ - —7\7;)\ )

Elle vérifie :

o _ sJEC?k\
T T J—;}\—Zﬁyfl (-] = -% L ,(a) ]

Le deuxidme membre prend en \ = 0 la valeur finie : % (M % V= My
' '

(m o espérance de FO) pourvu seulement que F admette une variance &

finie. Le théortme de renouvellement donne alors :

E(N X’ —> (4+ 2)-« ey
x ? JUZ j\4
1%exrnenﬂc‘ue Si l'on prend pour Fola loi staticnnaire Ry dont la transformée
est 1< & , On t:c'ouve :
A
( 4
V(A 'A\ - —— T bl
i AT soit RN ) = 7\7

et l'estimation asymptotique ci-dessus donne dans ce cas la valeur exacte,

Le nombre spdeificue V = ?i/jv- du processus stationnaire vérifie

donc : V¥ = E(Nx)/2tC

Un raisonnement semblable sur 1. H 'z\)montre que la partie principake de

E{w,, (Nx-—'] YT est :

[4
8 X (& m o
£ {Nx(f\)xa‘l\] w— Tuz T ,}’\ ( jv"" M )

transformée de E‘(Iit) - x/)LL




- ~  xC X 6.2 - hn‘-’) X
ECevY) = '}T’z_ s )\AZ M M
2
X < X ) —_ My
oy o~/ J X + — l + - .@. —— ’]
[1 (Nx\] T e L 5 2 e e
et par différence on obtident la variance :
2
K ; X
0 (N = = B
MM
ou, sous forme de variance relative :
T
D (N2 4 &
(7) (E_“VIW z 5 (Nx) J

Cette formule permet de calculer la précision de 1l'estimation du nombre
qpecmfloue V= ’l/Jm On notera qu'elle s'épplique quelle que soif la

loi :Lnltlale I’D .

Remarcue.Au lieu de compter le nombre N, de points de discontinuité
dans un segment de longueur domnée x, on peut aussi ectlmcr P en
prenant le rapport n/Y.,\ pour n grand (dans le premier cas, on rapporte

le nombre aléatoire I 5 & la longueur donnée x; dans le second, on

rapporte le nombre Jonnd n & la longueur aléatoire Yf{» Pour n assesz

neflas “ 6'2
grand, la variance (de n/Lhest R e , ce qui signifie, d'apres (7),

gue les deux procédés d'estimntidn’ sont asymptotiquement équivalents.

Démontrons le dans le cas Y, =0 (le cas géndéral s'en déduit sans pL‘lI’lG‘)
La loi de Y, admet la transformée (@ (M1, celle de ¥,/n ¢ L FCA1] n
Pour calculer les espezanees de n/Y et de son cédrré,notons la régle 2

L5 = (@m/ A&7 grarda

avec q)(,?\\-:_ E [e,‘)‘%) . Ici, on trouve :

£ ¢ / O g an

Hais :
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3

~
O

2 .
. " hqoga§(§\ o A+ oCL)
[\ 2 e = e |

En ndgligeant les termes d'ordre supérieur & 1 en 1/n, on aura donc :

N 2

AR / Mrard et = L s L 5

Ef)’w\r\ ) e} © [ g’*’\ ?\’l M " " "“3

De la méme maniere, on trouve : 2
4 n 3 &

-~ ¢ MTan = 4+ = —<
OIS CINLTEE S

Dtou la variance :

E4

7 n - 4 &

0lg) = T
. 2
et la variance relative annoncée 3. &
W jvs?—

Processus de noisson,.

K¥:4 - « . N .
Le procéssus de Poisson correspond au cas particulier ou la loi F est
. : . .2 DG e e e . .
une 1loi cxnonentielle de dengite a e . La loi initiale stationnaire

ey

R g est alors identigue 3 la loi IHULKEIUK T :en effet, on a ici :

- _ & onx de = A
d~F(y = € | M= / ae X = A
= ~QXx
et la densité J1=%  de 1la loi Ro est a e -

L}\/\

Cette circonstance est lide A une propriété caractéristique de la loi

exponcntielle, qui est de représenter un nhénoméne exenpt de vietlliscement

Interprétons, en effet, la loi Fx) comme la loi de la durde de vie d'un
certain phénomdne. Sachant que ce phinomdne a d<jd duré le temps x,

cherchons la loi de sa cdurde de vie régiduelle 7. On a :

Plr>y) = PIX > xvgl A 7 5¢)

s0it, d'aprds la définition des probabilités conditionnelles :

-




p(xpary o X7¥)

POV = O POAYX)

Soit alors Ex(y) la fonction de rdpartition de la durée de vie
r'siduelle, On a :
— 4- Fix+4%)
1-Felyy = @ —meo—
4~ .03

: - X
Pour 1 - F(x) = @ (loi exponentielle), il vient

- —alxiy)’ i
. € ~ %% -1._'F(-_%
=, z  — <
4-}1(3) = — 5 = )

>

La durie de vie résiduelle obdit & la mfme loi F oue la durdée de vie

tntale. Inversement, on montre facilement que la loi exponentielle est

1n reulc loi  qui possdde cette propriété.

‘o
Ainsi, dans.le processus de Foisson, on peut prendre comme origine un
zn0int quelcongue ou un point de discontinuité sans modifier la loi du
processus. Plus précisément, x désignant un point quelconque, il y a

ind pendance entre tout Avimement antérieuvr A ¥ et tout évdnement postérieur

4 x. Parmi les processus de renouvellement, le processus de Polsson est

le swal qui virifie cette propriété markovienre (puisque la loi exponen—

tielle est la seule lol exempte de vieillissemcnt).

Loi des points de discontinuité. Y;, Y, .. ¥Y..: ce sont les itérdes
; n

4
# (
£, f&f ,:f"4 “)de la loi exponentielle, c'est a dire les lois gamma :
rg:?é[’\‘) _ C\“ xh.1 e,-O\DL
(n'l\\
(
La transformée de Laplace de f est —Ei_i . Celle de f * ) est donc :
G+
: ho n
(o o (2
at+ A

Loi de My . On peut partir de la transformée de Laplace 0(2,) de

lz fonction génératrice G(s,x) de NnL' On a vu que l'on a :

( Xy oety
AR




- @p f i~ d 2
(s;) = — Qo —
Lo
Lei, C/b = ¢o = 3, et on trouve :
=@ A S B——
T3, = =T T o al1-2) + A
Dol
: —aoc (1-2)
'G(S;x) = e
Vi
(ax) e~ax
clest 2 dire (Loi de Foisson) : b, (xY = ht
~OQry
(on peut aussi faire un calcul direct : po<3{> =1 - F(x) = € , puis 2
X .
3 ErY Fe{hri)
bty = 02 0 2T 4
X

{1

On notera que les nombres -, et I\Tx_”,_aI - X g ont la m&me loi, et que

;:‘g'
les nombres :
I dn L - des points tombés dans (a,b) , et

Ngi~ Hg' des points tombés dans (a',b!)

&

sont indépindants dds que les intervalles (a,b) et (a',b') sont disjoints.




14

IT -~ PROCEZUS ¢ ICETOURS A DelY EVATS

Nous allons maintenant considérer un processus dans lequel chaque point

x 2 0 est susceptible d'appartenir & l'un ou l'autre dos états €,, €, ©

77 Ca
(en nombre fini ow infini dénombrable)) : g1 x est interprété comme un
temps, les e; représentent les états par lesguels passe un systéme
physique dans son évolution aldatoire. 8i au contraire, on s'inbercsse

4 un milieu & une dimension, les e; sont les constitvants de ce milieu.

On a donc sur la demi~droite une succession de segments de longueurs
aléatoires affectérs,de manidre également aléatoire, aux différents étdts.
Mais ni ces longueurs ni ces états ne =ont indépendants les una des

autres.

Nous dirons qu'un état e, est récurrent si le processus repstt é zéro

chaque fois que le systéme entre dans 1'état e, : =i o Lye.. d désignent

les épadues successives ol le systéme entre dans e, , ces épeques
constituent un processus de renouvellement, et, sur chacun des trongons
(¥,

antérieur & Y; ou postérieur a Y;,,, et cette dvolution est régie par

y Y, ), 1tévolution du systéme est indépendante de tout événement
i .
. S ~
la méme loi pour tous ces troncons. $0n suppose P(Y, <& o ) =-1 ).

En ce qui concerne le début du processus, on peut admettre que l'origine
0 =71, estelle-mime le d'but d'un état e, , et, dans ce cas, la loi
d'évolution sur (0, Y ) est la mfme que sur les autres troncons. On peut

aussi supposer que l'on a un état initial et une loi d'évalution différente

e

ki
FLY ( g ) ’ pourvu seulemcnt que P(Yﬂ <~w9) =71 .

Désipnons par PQ(X) la probabilité pour gue lepoint x appartienne & EE

1'état - On a le rdsultat fondamental suivant

Tulorime des états récurrents. Les limites lim P,(x) = p, evistent,
Ko W . L

vérifient § pﬁ = 11 , et ne dépendent pas du choix de 1la loi

. . \ -
d'édvolution Pholsle sur le trongon (O 1 ) 1n1t1al 10“"*”“'5
ot R en [ramee A de g duviie Muauh bo;b—.{.’.m
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a/ Supposons d'abord que O soit le dfbut d'un état ey - Conziddrons

" 1tdvinement "Y4> x et x est dans 1'état e, ". Boit R&(}:) sa probabllité.
14

z. g@Cﬂ = POy >x) = 1 - F{x)
%. £

(F est la fonction de répartition des longueurs des trongons successifs,

On a @

clest & dire la loi de la dnrdn d'un ecvels complet). L'évinement "x & ef{"
sc réalise de deux manidres incompstibles :

- ou bien x & g et Y, > x, avec la probabilité D\Q(x)

- ou bien Y, a pris une valeur y ¢ X @ dang ce derhier
cas, la probabilité conditionnelle de 1'événement qui nous interesse est

p& (y—x), puisgue e, est récurrent. D'ou :

X
?ﬁ(i) = R&b:} "“"[ ?ﬁ C(é')t) ‘?C‘E}\'dg

’

Le thdoréme de rrnouvellement donne ensuite :

A A =
Py —> _:/-'I‘/ Rg.cx) dx = kﬁé
s/

&

k

Enfin Z Rﬁ(x) =1 - F(;ﬂ entraine Z =1 .

0
s %

b/ 51 L'on a uwne loi d'évolution différente sur le premier trongon, posons :

F(yp= PNyl 'EQm: PN PY o xe)

et .ER(X) = P(x ge,) .O0na cette fois :
& x
‘@&m = R, (m +[ P 4D £,04\ ey

Tne
Mais R&(:v:) é’ 1 - Fo (:{) tend wers 0, et le produit de convolution

33 ;4% a mme limite & 1'infini que R, , d'ou & nouveau :
W

s

¥
5y > L -
P ) = /C/: Ry (16 = b
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4inegd, pourvu seulement que la loi F du temps de retour de 1'état récurrent
admette une espérance jA finie, le processus est ergodique, et, en
particulier, on peut trouver une loi initiale pour laguelle il est

stationnaire.

~

tremnles — 1/ Processus ds repovvellement b deux Aints, On fait

alterner sur la droite des segmcnte de e et de e jdont les longueurs

ot indéprndontes et obéissent aux lois T et F_ . Chacun des deux

HN
ot Q
0%

ot

o

@

]

vt pécurrent. La loi T de la durde du cycle admet la densité £ % 1f

(33

(somme de dsux longueurs indép ndantes de lois f, et ). On & ici
haJ

/ /
“o(i) =1 - FOKK) , d'ou :

Vet
fos L [ Ti-Rn ds

LA~
I
V=g
Soient et m, les espérances des lois Foet F . Ona ™Mo {4{01 V“Fb[*qobr

et l=mn +m, , dou:
o)
W’\o ~ = —__l'—-—-
(8) ;"O = / t K ,i-i’;/)
Mgy V0 Mo ¥ 7

2/ Procesmus cveliouc 3 deuy £tates.  Soit un processus i deux états €y 7 ©

el que 1'état &y solit récurrent. La longueur d'un serment e, est donc

o
inddépendante des dvdnements antdricurs 4 l'origine de ce segment. Par

contre, la lompueur d'un secwent £, n'est plus indénendonte de la lonpueur
3 4 ! e

b

du serment e o cul le précede. Wous d sipgnerons par F(Xo‘xﬂ) la loi 2

deux variahles des longueurs X, et X

des deux sepments e, et ey d'un

]

wrele. La granulométrie (en nombre) der segments e gest la loi marginale

e
*c(x) = Pz, v*) , et celle des sepments e ,est F;(x) = (oo ,X).

=

La granmilonmétrie conditionnelle Fy(x}xo) de la longueur d'un segment e -

précédé d'un segment e, de longueur x , admet la densité :

;?(DQ;IX\

#2 (2l XY =

5‘9 (3o)
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La durée L d'un cycle, sorme des doux variables X, et X ,non indépendantes,

admet la loi F(P) de demsité :

. 0
£00) = 0/ £ex, C-xydx

po . 62 W3l M XA ¢ (
S TETTT L e 9ty d%e A2
S ‘
On a les transiormics de Laplace sulvantes :

Posons : E__@(?\‘}Vﬂ =

o

(o — G = 20
3 - -.“‘—' fk
P, — F ) = & L0y A

£ — o=

Clest & 1'dtude de ce processus cyclique que nous consacrons ce chapitre.
Le processug de renouvellement & deux états de 1'exemple 1/ en est un

cas particulier (cas oh F(:{a , = ¥, (x4) FO(XD) )

X
“4

Les limites ergodiques Py et o sont encore :

M4

Vi  pe—————t

(8) \‘o = =5 ‘("1 B ™, ¥ Vg
Mmo4 ©

(utme démonstration que dans 1l'exemple 1/ & partir du théordme sur les
états récurrents). On formera sans difficulté la loi initiale pour

laguelle le processus est stationnaire.

Hombre spéeificve.Désipnons par K. 1leé nombre de sesments e. rencontrés

X o)
de 0 & x (plus précisément : le nombre des extrémités gauches de tels

seements contenues dans (0,%) ). Comme ces extrémités gauches constituent
un proccasus de renouvellemsnt de loi F, on peut appliquer les résultats

du chapitre précédent. BEa particulier :

. . 1
pe ko BN =T T
.
Ci8) PN\ A <t Gy +6, T 2601
| N1 BN P BN (mptma)?
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. T . B ?6‘?
( }ﬁet o moyemne ¢t variance de la durée du cycle, Up, ©=, Go4

variances et covariance des durdes des desux constituants du cycle}

La Covrirnee.

Provosons nous do calculer les fonctiohs do covarisnce du processus
I

z

eyclique stationnsire & deoux élats :

o xe e, xtviEEeS)
Cé)‘ (h) = ?( ¢}

Les relationg

_ .. (%) .
Cay (B = b 10

- G (W)
CoO(eﬂ\ = ko e
Cio (ey = Coa £e-)

montrent qu'il suffit, par excmple, de calculer C‘ﬂo(h) .
:

a/ Calcilons d'abord la p robabilité conditionnclle Ha(h) d'avoir

¥+h ¢ eg sachant que x est L'orimine d'un scgment e, . Cet évoncment

se réalige do deux fagons @ ou bilen ce segment €, a une longueur > 1 ;

ou bien le ovele insururd en x glachéve en x+v , ¥ < h , et la probabilité
v [ o ? J 3

conditionnclle de 1'évenement qui nous interesse ceet alors Ho(h—y). D'ou :

. % -
H (@)= - Fo (@) = O/ 24y Holeg) dy

Appliguons la transformation de Laplace :
oo
[ AN (D 0 \q)
Ho—r B, fo7 %y +77

I1 vicnt :

c'est 3 dire

(24)



b/ Caleulons maintenant C P (h), ou plutot sa transformée de Laplace X,\o

L'évenenent "x ¢ e, ot .x+h ¢ e " se décompose corme sult : x € e,

<
N e e, vy 4 .
(probaolllte Dy = mo) ; le segment e, aucuel appartient x
. _ it b= Taiyl fps
slarréte e vy, v £ h (probabilité s—t‘::—‘:f ) : gramlométrie
¥

résiduelle du cas stationnaire); enfin, ce point sty étant l'origine
1

d'un nouvesu cycle indépendant du passé, on a alors x+h ge, avec la

probabilité conditiomnelle H (h-y) , d'ou :

iy o ()l
CLld) = / Afls) H, (A-8)es

M.
® }
Prenons la transformée de Laplace, en remarquant de plus que b - NI
w4 Mo+ Mg
.4 1- by D
Kool = —— T 7o
10 mo+‘fﬂ,ii ,}‘

Compte tenu de (11), on trouve donc :

"

4 k(’i_@q)(f’\"—@o\
(12) /{1‘0 m" A\ (- Li?)

ette formule capitale permet de czlculer la covariance i partir des
= ; )
deux graunulométries en nombre @é et 6”31 et de la loi (_}) du cycle :

on n'oubliera pas gu'elle ne s'applique qu'aux processus cycliques.

Remaraue.La formule (12) montre que la covariance C 44 (n) vérifie 1!

dquation de convolution :

y J.
; 1—-Fx —*i_F\ % _‘X,;\’-qu
<l2!> C"&C:(F"\ - }*1 .___..: x( 0

On peut obtenir directement (12v) par le raisomnenent plus subtil suivant

Ltévenement "0 € e, et h &ey " se réalise comme suit :

.q
— ou biea le segment e, contenant 0 starréte en vy < h,

et le sepment e, suivant contient hh : probabilité

<, —_ i~ f»-' -~
E"/jd/’ "(‘*A‘l:'zc‘él\ r’i ~ o C""’i"‘“ S“! ‘““‘3 = i““ *—;;3 » (‘ FD )
e

' ~ ou bien un cycle complet (eﬁ,e_?) g'intercale entre O,




et ., Soient P 1a longueur de ce cycle (Z? <h) , et aect atl ses deux
extrémitds. La position a de son origine ne joue awcun rfle : comme a+
est 1'oripgine d'un nouveau cycle indépendant de ce qui précede, tout

cé passe comme g1 l'on avait retranché la lonpueur € au sesment {o,n)

©

v

rencllant ler deux extrimités 2 et a+f dau ¢rele interaddizirs, 1a

probabilité conditionnclle de notbre dvinemcnt est done C4O(h—37) lorsque

st Fixde, Atou : 2
£ a
2N\ - l,, "l-—‘i‘ﬂ( Y ‘:i‘i‘o[ 7{{}"5@( f(é\f (4-€) €
C;a(“\" K
Wra
(9]
clest b dire (1}2‘). On notera que ce raisonnement direct ne s'appliqueraitl

pas & Cg (n), puisque €5 seul est récurrent. Hals C 4, (n) = C,o (n)

et, de fait, la formule (12) est symétrique en €y,84

Exenple 1/ Peevdo-piriodicités. Considirons le processus de renouvellement

4 deux états, ol les longueurs successives des segments e, , e_ sont

0 X
indépendantes et obéissent & la m&me loi gamma de densité =
2 ~Q o3
43@0 (¥) = £4() = @ X
tn a E b
@6355 "_((-—-O-:._?\_.) ; q):@d@'i— CO’»’*’A
et la formule (12) donne :
C ’* .
4 - c,w'\ 4 (A +e) —O
(/“L . & _ - — = T trat
o T o e\t 4A- (A4
e I AP
. . 2 ]
La lonction Cﬁ"d (h) - (pq) = pqpo - C\D (h) = T - C1o(h) admet
donc la transformée :
£ T y "
e ot e
— T ot +AY A @
H ;‘ Lj?; ,)\ )‘ya\ L‘ (U\
~ax a+ A
- 1. . 7 _ .. S v C’_ . 3 . "—S rd ________——————_-
Or, l'exponentielle-coginus e cosib ) pour transformée (6_‘*?02_“ G?—

On a donc :




- —— et e Smt— o b oy

-G X

. A 1L e coesaX
C"M(W):—Coo(a‘\) > 4

Bien gu'il z'agisse {'un pur processus de renouvellement, avec inddpen—

1

nce de l'avenir et cu passd en tout point de changement d'état, le

jor
[b
o

phénomEne présente une périodicité apparente. L'origine de cette pseudo-

F_ . . , e

friodicité vient du fait que les granulomdétries F et F, sont deja

ey

3

acser rosserrée

0

autour de leurs modes : &i la longueur du cycle varie peu

~

autour de mon mode, on obzerve unc ndriodicité dont la période est de
l'ordre de ce mode, et qul s'amortit d'autant plus lentement que la loi

du cycle est plus concentdée autour de son mode.

Cet ememple doit metire en garde contre une interprétation gfndticue trop

e

hiitive des périocdicités que 1l'on observe expérimentalement. Elles
atimpliquent en aucune maniére cue le phénoméne résulte de la déformation
d'un riseau périodique parfait qui aurait préexister a 1'état actuel.

=

mxETDLle 2/ Schéma de wisvation.Soit un milieu & une dimension présentant

une teneur initiale vy constante en un

=
.

& .
certain élément migrant e - 0n met sh
,1 1 g, =) ] 50 2 3 w"r ~ e
A 1/A otk éi;?/l wéuﬂ_ blace des germes aléatoires M} selon un
M Hifa processus de Poisson de paramttre a, et
[} ) dJ\q“ re
charue germe M ; rassemble sur sa primd=

la totalité de la substance misrsnte prégente

entre Mg et Myq @ =51 L est 1la distance

intergermes, on obzerve les segments poL et p1L de e, et e, (po + P, =1)

s A - . - Ci
La longueur L du cycle obdit i la loi exponentielle 1 - F(¥) = .
Les granulométries en nombre sont encore expenentielle, avec des
parznetres modifids : _a ¢ - %., @
‘ e . - (e < €

T - T:d("e\ = @ i 1 K
On a donc : _ & .

h. & & = .- A

5o )
{) = o - U i Q. * ‘l"\
i a v A ) X ‘Poa .

Lz formule (12) donne ensvite :




N G holb j‘_i"f‘————— .
flap = Y {a+h ’\\
A (Q+E~o>\ {a 3’

D'ol :

T
(}"‘og"l\ ;\

l"u{z - "‘q !f'»b 7{- — e ——
= - - T—— T 10 -
Ko A 7 {a+rhod) (a¥ b2

1
P - et
a+hod a4 baA

N %’M’:"D
On en & duit =
_a¢ -5 8
T he by T " o~ e v
s = L Tohae hoe 72
ba-to

La Fortée.

Dans un processus statiomnsire a deux #tats, on appelle portée le nombre :

&P

) W
CUS < / TC%('&I\"!"«Q’] d\J?'l = f—;q/rcoocg‘sv}‘z 76"{';)
°d

boba O

L'interdt de cette notion est le svivent : sur l'intervalle (O,f) , la

rd - r .
lonucur evumilée L@(.t,) oecupée par les sements ey, est une varlable

fons ( Lole)
aléatoire d'espérrnce pyl. L rapport ~——“1(3—-—- (teneur movenne en e o

du segment f)a pour espérance P, et sa variance , pour g grand, a pour
nartlie principale :

ng Lo(eﬂ— - E-k- }'o }‘q
(13) e . ¢

Yéchantillon de longuour P est donc éguivalent & un nombre n = l.p/ a de
prélevements ponctuels indépendants de variance B0, Ainsi, la portée
dvwne une mesure de 1s dimension des structures du phénomine, et perhet
de plus de résoudre le probleme de l'estimation de la teneur p, &0 e,

B ,
4 partir de la longueur LO({:') occunée sur un sesment de lonsueur r.

Caleulons la portde & dans 1o cas d'un cycle & deux états. Lous

14 . 7 7 0
éxlgnerons par m, et m , S , & et &, les espérances, les varlances

t1

po4)

-

f

m
G

i

Ovarisnce des longueurs des deux segments e , &, d'un cycle :
1




%
(Y

n T e\ b
GRCS IR el v mes So}*

2 - iy o,
B LAY = VR S R N N P FGal ¥ g
s 2 2 "4 Bt ©
s (~ i '3 4—-‘.. ?\ [[W‘U*m"\ + . 1

i)z 1SAlmetma) 73

Ona : ]
o ” (eV) Gk = 2 € L.‘llf‘,‘:-‘—"- "'7{m(?‘\
[ 2 ~ I v - = -
s T / [ ratbo Co < baby A0 A
g\l} ‘“0 d .
Or (12) coniwit au dev. loppemcut limité : A 07 \
i 50 o b ,._',‘ -
g 1 4 1~ 2 Cmdd"% * A A -
7(10 (?k\ = z z = ) a & ’]
(ma+mi) 2w a4 =72 + To¥€s + 2801 )
. i - \ - e
BLA =2 mgrma g % M
3 l
i 0 ? +2 By '\
- hobs [1-2( &0 +61 - o+ &g ¥L Pot
o st - — —— m
r}\ 2 ¥ v mo 4 !
D'ou : n
2 1 Q. & + 72 Giy
e % -~ (4] o
a = e x €1 . Bp o Tt =
My Wiy Wy W g " A
. iy S0 +54' 226Gy,
U (vmé'o%— My G = LWy, GC‘;) T obptma bt M mr mgin,
g4 (wngima)
'é
: : Ao - R4 \
L'expression entre crochets est la variance de m ?‘:’i y Xo

w265, )V 4

et X ,,désign:mt les longuours des dtats egyet e 4d'on méne eyele. On a donc @

I

2
(14) & = 14‘0‘2“1 (1310+1wﬂ4‘) D [_x;g - Xﬂ F}
oy N

—m——

formule valable pour tout processus cyclique. Dans le cas d'un processus

4

de renouvcllement i deux dtats, on a g, = 0, et la formule sc réduit a :

5 1
Az ‘(\oi“ﬂ(m&%—m"‘x ( gﬁq + _C?..j—-i]

Wi
soit @
K L4
* SR N So ¥ bo g




romacous, On pout

donnd n do cycles

24

auesi cezstimer la tencur en ev(pu) en prenent v nombre

entiers, en wesurant les longueurs totales LQ(n) et

[+

LA(n) qui reviennent & clhizcun des Jeux états dans ces n cycles, et en

prensnt Le ranport

Lol 0

T n démontre cue cet estimsteur a
ginite

une variance relative asympintiquemant égale A celle de l'estimateur

e
sréeddent {rapport

Processus de Marko

i y2A x o s e
La(ﬁ) /¥, ol la longueur totale ¥ est choisie d'avance.

v & deviz étate.

Considdrons le cas

particulier du processus de rencuvellement & deux

étnts dont les granulométries sont cxponentielles :

D'aprés la propridé

~ Qg X _ ~ &%
- @ 1-FKEay = €

té caractéristique de la loi ewponentielle, les

cranmlométries rdsiduslles sont identiques aux granulométries en nombre

F, et F;. Cela signifie que si l'on sait, par exemple, cue le point x

aue,

appartisnt & 1'état e, le processus se déroule i droite de x comme si x

était 1l'origine d'un sement e,. Il y a donc indépendance conditionnrlle

entre tout évinement ant'rievr ot tout dvinoment nostédricur 4 x dbe e

1'on econnnit 1'4hat du noint x.lious dirons que le procesgsus est markovien

chacue fois que cette indépendance conditionnelle sera réalisée.

La covariance Cdg

. G, Q
qo“’ — ! =1 G, +a ! : (a, 42 [ Cq tA)

CGpt H 4+ Gyt 1
i trouve o “4

Ao (2 = ™ Qp tGy Ao T8y A
D'oly :

&
o f'utaa+max T4
Ci= 222 S ax o= 2 zf"“
' 6‘@"'&"\./{3 {(*o4@a)

(h) se calcule & partit de (12) avec




Dlailleurs @

4 Vi 4=, = Ggt
4 VI, 2 o 1
ey | - — 4 O I Oso O-j
o . ) ‘ P
)
a
1} o .
L3 —*‘ {,\ = ___.:‘-—- - _/—:—‘—"/
o = J] 4 Wy B Gy 4 &g
bo = Gyt o¥
o g+ W4 9
Dol - (Bt d-) Y
-— "\ T /i — e/
Col) = bhoba L
et par suits : _ ..,(/,Qo";—fi-—z\ f ,]

it
-3
<
|
-
[o]
Jr
-3
-
o

(\

O (A

( oo ,.(',Qo'i’a‘\\‘a)
e

1 Cy (0

ey b 43 ‘3 o~ P jS ! .D‘ "pca 1 ”! NaTVOV OnT 2] l oS
robabilités de Tran LOI11. apr a pI’ODI‘l\ mai“O’\lC‘ﬂﬂ_, O processus

) (2
8D

[13)
-

défini par les probabilités de transition Pg; (h) = %C g (h)

[
(pr'obabilité conditionmelle dlavoir x+h & eé sl x & E’é) . Elles
)

nastituent la matrice de transition :

-ab ~ 87
ho + ka8 | ‘"4"}‘46
P(h}: ..,Q‘Q, "G‘Q\
Lp*}'oe Y‘ﬂ‘*}‘oc’

”

(:wec a=a+ a ) Cette matrice vérifie la relation de Markov :

o

r ;-nu.,-

e Y Ty Y Y
R SCIET EOCTINILTOVE

PR+ ') = P2 '53{’5‘,‘\
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o

CHAINES DA MARKOV (homogenes. a temgs dlscret)

B S N RN TR A

Nous considérons un systéme physique susceptlble de prendre 1‘un ou

l'autre des états 8gs Sgy +ee oD nombre fini ou infini dénombrable. Nous

observons ce phénoméne aux instants discrets t =1, 2, 3,... Nous supposons :

a/ (Homogénéité dans le temps) Les probabilités de transition

sont stationnaires : autrement dit, la probabilité conditionnelle d'avoir

1'état ey au temps m+l sachant qu'on avait 1'état e; au temps m ne
dépend pas de 1'instant considéré m. Nous désignerons cette probabilité

de transition par Tw-ié

" v/ (Propriété markovienne)Conditionnellement lorsque 1'on

comnait 1'état pris par le systéme & un instant m, il y a indépendance
entre tout événement antérieur et tout évenement postérieur & m : ou

encore, lorsque le présent est connu, l'avenir ne dépend plus du passé.

Lorsgue ces deux propriétés sont VPrlfleeS, on dlt que le processus ‘es¥

une chaine de Harkov homogone (a temps dlscret)

Probabilitds de transition d'ordre n. Sachant qu'éﬁ a e au temps m, la
probabilité d'avoir e; au temps m+2 egt 3

ch;\ = 2% ]T'/é Tr“

Cela résulte du fait que 1'on doit passer par un état quelconque (au temps

intermédiaire m+l , et que la probabilité conditionnelle d'avoir ejau

temps m+2 est alors TTaj d'aprés la propriété de Markov.

Plus généralement, si TT;;Q est la probabilité de transition de e}’ au

temps m & ej au temps m+n, on a de la méma facon :

: (mtw) (m ?d :
(1) - Ty = Zﬁ‘ﬁ% e,

(relation de Markov)

Eat S AL PUARE R B T S R
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¢ i “' . “,,“.::‘J‘s

Sous forme matricielle, la relation de Markov exprime que la matrice

de transition d'ordre n est la pulssance n de la matrlce ‘
. _ ‘ FRIERTRE AR '-

— (n) n s
() 1 =TT |

Classification des états.

Itats essentiels et chaines irréduc‘ribles Nous dirons qu'il existe un

chemin de 1'état ey & 1'état ey + (ou que &;peut 8tre atteint & partit

\

de e 3 ) si une transﬂ:lon de e; & e; est possible avec une probabilité

d
n)
non nulle, clest & d:Lre s'il existe un entler n >0 avec ( >0

Un état e; est non-essentiel s'il existe un état e ; accessible & partir

o
de e ¢ sans chemin de retour de ey & e; . Un état e; est essentiel

accessible & partir de e ; ik existe un chemin de

si pour tout e :

d
?e'tou:c de ed\ a €¢ »

A partir d'un état essentiel, on ne peut atteindre que des états esscentiels.

En effet, soit ey un état essentiel et ey un état accesible

@ & partir de e, . Montrons que ey est essentiel. Si €g

‘est atteint i partir de ey il existe un chemin joignant
- hY . [ R b . . b

ega e6 (pulsque l'on va de eg a ey puis de ey 2 eg

avec des probabilités non nulles). Comme ey est essentiel,

il existe un chemin de retour de eeé e, yet par suite on peut aller de

ea a e‘ (en passant par eb) : ed" est donc essentiel.

BEntre états essentiels, la relation "il existe un chemin de e e 4 e N "

est reflexive (on peut aller de ela el , puisque l'on peut revenir & e}

4 partir de tout état que l'on a atteint en partant de e ); elle est

symétrique (s'il y a un chemin de e ¢ a &g » il y a un chemin de retour
de e; & e d'aprés la définition des 4tats essentiels); elke est

transitive enfin (si on peut aller de e; & ey 3

aussi aller de ey & ee\avec une probabilité non nulle). Cette relation

¢ puis 4 & t
7 puls eevaez, on peu

est donc une équivalence. Ia classe d'un etat essentiel e e selon cette
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LT T :
. équivalence est conatitude de tous les états e .) (nécessairement essentiels)
que 1l'on peut atte:mdre & partip de e; .Si donc a un instant donné le
systéme est dans un etat essentiel e, y il y a une pI:Obablll'te 1‘m1te »
pour gu'il ne premne plus par la suité que des états appart‘e_r‘lant 4 la

classe de e .

Nous dirons qu'une chaine est irrdductible si elle ne comporte que des

états essentiels constituant une classe unique, autrement dit si tout
état peut 8tre atteint & partir de tout autre état. Nous ne considérerons

plus, dans ce qui sult, que des chaines irreductibles.

Périodicité d'une chaine irréductible. Soit ey un état d'une chaine
{n)
irriductible, N; l'ensemble des entiers n tels que TTC;_ > o (longueurs

des boucles d'origine e} } et soit d'llé P.G.CiDs de Nz . On dit que d
est la période de 1'état e (en effet, toute boucle allant de ey & e,

a une longueur multiple de d;). Soit de méme ej un autre état, et dy sa

péI‘iOde, qui eS‘t 18 P.GoCuDo de Né' .

Montrons que l'on a d; = dd . Comme la chaine est

irréductible, il y a un chemin e - 3 de longueur n, et

un chemin e 5 - e : de longueur m . n#m , longueur de

la boucle e;=» ey -> ey , ou aussi bien de eévéec'é ey

appartient & la fols a N; et & Nj . 8i ny est un entier de Np , il

existe une boucle ey;~» e; de longueur n », donc aussi un chemin

ej—} e; < (boucle eg * ey ) =>

e s de longueur nj + n + m. Donc

)
n;+n+meg N‘; . Comme dj divise n+m et ng4n4m , il divise n; . Divisant
tout n; ¢ N;, d; divise dg, et par suite dj £ d} . On montre de la

méme fagon d; ¢ dj’ d'ol 1'égalité d, = dj 3

Dans une chaine irrdductible, tous les dtats ont la wéme période d. On dit
que d est la période de la chaine. Si d =4 , on dit que la chaine esﬁ

apériodigue.
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Remarque, S5i 1'on a un chemin e & el de longueur n et un chemin eﬁ > ey
de longueur m, n+m est un multiple de d : tout chemin Joignant e; & ey
a donc une longueur congrue & -m modulo d , c'est &

NS B . dire une kongueur de la forme kd - m (m fixe, k entier)

I1 en résulte que la relation : "il existe un chemin
de e, ae j dont la longueur est un multiple de 4" (qui
53 entraine que tout chemin joignant e, et ej a une longueur

multiple de d) est une relation d'dquivalence . Cette

équivalence admet des classes S , S 9 vee Sd-i t
partant d'un état de S, au temps O, on passe forcément par un état de S
au temps 4, puis par un état de S au temps 2, .. par un état de Sd-7
au temps d-1 et enfin par un état, de 5S4 = 8¢y au temps d. Apres quoi,
le cycle recommence. En partlculn_er, si 1l'on se restreint aux seuls
instants kd multiples entiers de la période d, on n'observera jamais
que des étatg de la classe S, de 1'état initial, et, avec k comme temps,
tout se passera comme si 1l'on avait affaire & une chaine apériodique
(dont les Stats seraient ceux de So ) :

Etats transitoires, états persistants.Partant de e ; au temps =0, le

e (h) .
systéme retourne en ey au temps n avec la probabilité TTs¢ . On dira
Y ; i p p (T

que ce retour en e; est un premier retour si les étafs que prend le

systéme aux temps intermédiaires t =1,2 ...n ) sont tous différents
de e¢; . On désignera par Rz(n) la probabilité pour que ce premiér

retour ait lieu auw temps n, et par :
o2
2 R:(w)
neA1

la probabilité pour que le systéme repasse au moins une fois par 1'état

ey . 51 Rg=41, on dit que 1'état e} est persistant (i1 y a une probabilité
unité pour que le systéme repasse au moins une fois par e}, donc aussi

une probabilité unité pour qu'il repasse une infinité de fois par e} ).

Si de plus le temps de retour moyén @

o
o= 2- nR;(n)

nz4

¢ est persistant, mais

! eat un état nul.

Eafin, si Ry 471 on dit que 1'état e est transifoire : il y a une

est fini, es+ est un gtat persistant positif. Si e

v
de temps de retour moyen Japinfini, on dit que e

probabilité non nulle pour que le systeme ne repasse plus jamais par e o
donc avssi une probabilité unité pour que le systéme ne repasse par e g

qu'un nombre fini (aléatoire) de fois. -
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Remsrque. Un état non essentiel est nécessairement transitoire . La

réciproque est fausse en général (pour les chaines infinies, il peut

y avoir des dtats essentiels transitoires) mais vraie cependant dans le

cas des chaines finies (voir ci-dessous).

Voici deux théorémes importants, que nous énongons sans démonstration @

_ tn)
Th.l. Un état e; est transitoire ou persistant selon que la série 4§;FTFJ£
converge ou diverge. C'est un état nul si la série diverge et si 1l'on a

¢
e T =0 -
n

Th. 2. Dans une chaine irréductible et apériodique, les limites :

(n)
C4) | f:->ma° T\-LJ

existent, et ne dépcndent pas de 1'état initial ey mais senlement de 1'&tat

= ‘txti

terminal ey - Si cet état ey est transitoire ou persistant et nul, oﬁ

a Wy =0 .51 ey est persistant positif, cette limite est égale a

1l'inverse du temps de retour moyen : 52;::(@4*: s et les états sont tous positifs..

constituent alors un systéme de probabilitds stationnaires, nécessairement

unique, vérifiant les relations :
‘ EE: C53'=A1

(2) ?

z o Ty = ¢

Jd

Inversement, si 1'on trouve une solution qz;du systéme (2), les états

du systéme sont tous persistants positifs, et l'on a : 1T;§“L4> CEJ‘:-%}:T
' 9

Le Th. 2 exprime les conditions d'ergodicité de la chaine irrdductible.
On peut le déduire d'une version discréte du théoréme sur les états

récurrents. On notera surtout que la limite (1) est indépendante de

1'état initial : 1l'influence de ces conditions initiales s'estompe avec

le temps, et finit par s'effacer complétement.




Dans les applications, c'est surtout la réojproqué du Th, 2 ciui ést
interessante si 1l'on peut trouver une solutlon cg g du SJsteme (8) ,
(ce qu1 est facile dans le cas fini : (2) est alors un qyst@me de n )
gquations & n inconnues), ces 33" coincident avec les 1imites des m;h
que 1'on peut ainsi déterminer sans itérer explicitement la maﬁrlce o
et de plus l.lnver se de Oy est le temps de retour moyen de l'etat ej

Notons quelques consdéquences :

1/ Dang une chaine irréductible et apériodique, tous les états sont de

nfme nature. En effet, si e est un étal transitoire, montrons que tout
m)

état e ; est transitoire : s oient m et m' des entlers avec TT >Q
et TTJ(‘-W)D'O . On a :
A
(w) (" () (nrm 4 )
b [ v 1 é e
my Mty e T
) ()
et par suite la série Z_Tra'dch‘cbnvc rge s¢ 4::“ <o
n

Si maintenant e § est persistant EXGHX tout e est persistant (sinon
eg serait transitoire d'aprés ce qui précéde). Si de plus e ¢ est mul,
P = o entraine yd.z o? (puisque l'on va de e & e; avec une probabilité
non nulle). Bafin, si e est persistant et positif, il en est de méme

de tout eé (s ej était transitoire ou nul, il en serait de méme de e, )

2/ Dans une chaine irrdductible finie, tous les dtats sont persistants

et positifs. D'aprés 1/, en effet, tous les états sont de méme nature.
S'ils étaient tous transitoires, €t puisque le nombre N des états est fini,
il y auralt une probabilité non nulle pour que, partant d'un état dormsé,
le systéme ne repasse plus jamais par aucun des états du systéme au deld
d'un temps fini, ce qui est absurde. Si e} était un état nul, tous les
états seraient nuls, et on aurait Tl > quelque soit j : mais

(v} 1

v
on a toujours %'}T‘J = , et cette relation passe & la limite
<

n —» ’ puisqvue N est fini, et il n'est pas possible que tous les

(r)
-]Tcd

tendent vers 0 .
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IV —- PROCISSUS DI RINOUVELLEMENT A n WTATS

. ;4‘.'_’( 1-_;.'_1.'

Nous appellerons processus de renouvellement & n états eﬁ,ﬁei,;. R
le processus obtenu en faisant se succeder sur la droite des segments
de longueurs aléatoires affectds & des états aldatoires (choisis parmi
les e ) et vérifiant les deux conditions suivantes :

1/ Le succession des états le long de la droite est indépendante

des longueurs qui leur sont affectdes, et constitue une chaine de Markov

3 temps discret (homogine et irréductible). Nous désignerons par ’Fr;;
1a matrice de transition de cette chaine, et.par Wy le systéme de

probabilitésstationnaire:(qui existe, d'aprés le ch. III) vérifiant :

w&'= ‘ZJ' w5 Mg

?/ La longueur d'un segment affecté & un état e (i =1,2,es,n)
est indépendante des événements antérieurs & son origine ou postérieurs
% son extrémité, et obdit & une loi F; (granulométrie en nombre de 1'état e;)
qui ne dépend que de 1'état e . ) | ‘
On notera que chacun des états ey est récurrent, au sens de la définition
du ch. II. Il ne s'agit cependant plus tout & fait d'un processus de
renouvellement au sens ordinaire, car, si les longueurs des segments
successifs restent indépendantes, .il n'en est pas de méme de leurs états,

qui sont en dépendance markovienne.

Si 1'on s'interesse & un seul état eg, » OB peut grouper dans un état
unique e', = éﬁio {qﬁ tous les autres états. On obtient ainsi un
processus de renouvellement & deux édtats : e'y = ep et el , auquel
on peut appliquer tous les résultats du ch. Il (concernsnt, notamment,
le nombre spécifique §%a de 1'état ey et le calcul de la covariance

G40, 2 partiz de Ty et de la loi du cyole (ess 00y).




Pour n 3 2, les covariances rectangles Ci,j (n) (1 ;43) contiennent
d'avantage d'information que les seules covariance directes Cg¢ (en
particulier, ces covariances rectangles ne sont plus nécessairement
symétriques, et permettent de déceler un retard d'une composante i sur
une autre composante j). I1 est donc bon de pouvoir les ¢alculer.

A par!':u de C; (h), on peut aussi former ia co—portée

“5’”?7., /CC~‘5‘e~\ “hikg1e . (c#4]

que l'on mettra sans peine en ral'port avec la covariance des longueurs
cumulées L ?) et Ldr( e) occupées par e el ey dans un segment de

longueur e .

Notations. Nous désignerons par :

F"-a' la loi de la longueur séparant l'origine d'un segment ep de 1l'origine

du premier segment ey qui le suit. En particuller, F;¢ est la loi d'un

cycle complet, allant de l'origine d'un e & l'origine du premier ey qui

le suit,
3
Jo et 6'“3 1ltespérance et la variance de la loi el

ot

F; la granulométrie en nombre de Ll'état e ¢y WM son espérancen et
2 .
6‘,: sa variance .

Hij5 (h) , la probabilité conditionnelle d'avoir =x+h € e 4 sachant que

x est 1'origine d'un état ey .
p; la probabilité (stationnaire) de "x € es"

En ce qui concerne les transformdes de Laplace, nous utiliserons les
notations :

fa— ‘ . ‘r—?p CJ'—? xo“
cor & R i R ‘4 ) J :
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Nous allons examiner les relations liant ces différentes fonctions : des

L)

raisonnements probabilistes simples vont nous condimire & des équations
de convolution que nous transposerons directement sous forme de relations

o b

entre transformées de Laplace.

a/ Equation des (l)‘,d‘

La longueur séparant l'origine d'ﬁl}l e, dé l'origine du e; qui le suit
est la somme X + Y de deux variables indépendantes : X; de loi F:, est
la longueur du segment e;; Y est nulle avec la probabilité Tree (si un
dtat e succiéde directement & eg ) ou obéit h Ia loi g (k £ 3),

conditionnellement si un ep succede & e;':';'(probabilité "ﬂ"‘-& ) Dol :

(a) by = B Ly v £ T Yeil

b/ Fouation des covariances conditionns;lles _D‘j‘;

Pour i 74 J » et lorsque l'on sait que 0 est l'origine d'un ep , on a.
he e; si le segment dont O est l'origine se termine en un point y<£ h
avec la probabilité conditiomnelle % e g H@.a (A-4)

Sii=j , on doit tenir compte, en outre, de la probabilité 1 - Fg (n)

pour que le segment e inauguré en 0 se prolonge jusqli'é h. Posant

gc‘j =0 pour i ;é j et 5\‘:: = 1, on a donc

- Q. “ . : .
. o =@ g +§‘ZQ_TY&9&,;

3

A

¢/ Relaticns entre les \{)5‘3‘ et les _D;J' |

Pour i # j , et sachant que O est 1'origine d'un e; , h € e; implique
que l'origine du premier état e g situé & droite de O tombe en un point
v & h , aprés quol on a la probabilité conditionnelle Hg‘j (h-y) d'avoir

hege! . Dou: -

4

1

Pour i = J, on note que l'on peut avoir h € e, de deux maniéres
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difffrehtes lorsque 1'on sait que O est 1'origine d'un eg © ou bien le

serment e} commencd en, 0 atteint h (probabil_ité 1~ F;(h) ); ou bien = -

le cycle c{e;, e‘}) commencé en O s'achéve en y £ h, et 1l'on a alors la
probabilité conditionnelle H (h—-y) d'avoir h € &+ D'olr s . |
Dij = ‘—7\% v Wy Ddi
et
1-9;
(c)) % = A (4~%a)

d/ Equations des covariances 7(1‘5

Pour i £ j, 1'éviénement "h & e; et 0 € e; " implique que le segment e;

auquel appartient O se termine en un point y&£ h (p:robabilité conditionnelle

’1-;5'.:(_'.9\ d}; : granulométrie résidvelle), aprés quoi, on a h € e
avec la probabilité condltlonnelle 2’_1—‘,& HQ (eng . D'oli 3

“ , o . ‘_¢‘, (iT‘ y . ("133
(2 hip= ke o g e T

ou encore, compte tenu de (b) :

Cugd)

' b -3 Deo
(d.’) , »X(d - .Ama c ‘3

Pour i = j, on doit tenir compte en outre de la possibilité que le

segment e auquel appartient @ se prolonge jusqu'en h , d'ou :

R 3 1 i~
() Ly = 2 T1- Tﬁ-)*l“ Amg £ Mg Dﬁa

ou encore, toujours compte tenu de (b) H

(ar,) 7(“ = _";'\_,3"&-‘1—':_%‘]4-\*‘ e r9)-'\_.'_‘d:]
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Remarque. Les équations (a) déterminent les (Pté‘ et les équa’cionsv (b)
les D¢ . On peut donc montrer que les équations (c) résultent de (a)-
et de (b). Le nombre n des états étant fini, le calcul explic}ate des

'\p;a- et des _D‘J‘ est toujours poswible. Les 7{*‘ ge calculent ensuite

‘d
4 partir des J?Qj et de (d) On peut aussi exprimer directement les 7{.'&‘

en fonction des \Pta‘ . Par exemple, (a ), (c,,) et (c,,_) donnent :

}\‘. §- §5 [-ﬁj' (ng -
n VR e —— gt — 4 Jd
(d_‘ ) 7(13 A+ ne §£ ’{l)d _1__4};& )

e/ Calcul do la durde movenne Mgy d'un cvcle (e ,e} )
L A\’

Pour calculer M (durée moyemme séparant 1l'origine d'un e & de 1l'origine
du premier e j qui le s uit) on peut dériver (a) en A et faire A = 0, ou,

aussi bien, faire un raisonnement direct qui domnme :

.

o ot M + 2 WLJJ
‘(1) | Hj ¢ Q%j"é £J

Ces équations permettent le calcul effectif de tous les }-‘,-a‘ . Sil'on

se contente des seulsg ‘)Jdad‘ (Qurde moycnne des cycles complets (ed*,ea‘)),
on peut parvenir direcctement au résultat sans rdsoudre le systéme précédent :
multiplion le par ®Jg (probabilités statiommaires) et sommons en i. Il

vient

B @m; + - W -
Z Wb = & Wi B4, e}

Par conséquent :

$

PR

(3

(e,) Wy My

i‘/ Calcul des probabilités p

Comme e ¢ est un état récurrent, on a, d'aprés le ch,II, :

J

+

hhd

prarv———
HMya

(£) by =
soit encore, compte temu de (ea)

%4

e e
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65‘; ™My
.f’ ' V.t"’ -'-T - N [ s
L

On notera 1'aspect trés intuitif de ce résultat : dans le passage des
probabilités Yen nombre" G‘d' aux probabilités "en longueurs" pa- , la
probabilité 'Ga de 1'état ey est pondérée par la longueur moyenne m ?

9
de cet &tat.

g‘/ Calcul de 1la variance 6.;; d'un cvecle (e;,e;)
a L’

En dérivant (a) deux fois en A avent de faire A = O, on obtient :

1
- m“'l+e':- +2m[2:..‘ TT;Q.}"&&' t+ JZ.TY(Q(J‘,&:'-I' 6},_5\
| i} k44

7 ’2
Pigr 6

Compte tenu de (e‘), cette équation se simplifie un peu :

z T
1 g - “? f’\ m" ‘e o » i| [ ( ,+<; -
,P-‘J' *'6‘:2) = h_n' +6; ¥ ‘(‘ybr) me) o+ gi.{:é‘ (.Q yﬁa 63)

soit s

e 2 T ey i)
ek 2 65 -me g me My v Mgt Ve ?
(6) ' Mij*e T SR TF
A\ 3 L3 rd » z ?
Ce systeme permet de calculer effectivement, si on le désire, les }'.'a' + 6",";
Si l'on multiplie pai* ZE" avant de sommer en i, compte tenu de L ¢ IT;Q = w%
, !

on trouve

4

| ' -2 .
() 53‘&2}*“”}3\ = & B Lo+ 2 ]

Ainsi, la variance gﬁj du cycle (e ,e ) se déduit simplement des JUdy
(mais son calcul nécessite la résolution effective du systéime (é,,)).
D'aprés le ch.II, on déduit directement de 63‘3- la valeur de la portée ajgs
On notera que le calcul effectif de la coportée agi nécessite, par contre,

la résolution effective du systéme (g _1).
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Proccassus de Markov & n états.

Considérons le cas particulier d'un processus de renouvellement & n

états dont toutes les granulométries en nombre sont exponentielles.:

—a; X
1- Fe(xy = €
La propriété caractéristique de la loi exponentielle (d'8tre exempte de
vieillissement) entraine les conséquences suivantes :

o P INPR I ~A] &%
- les granulométries résmduelles de densité :1__511—}

ym,
coincident avec les granulométrie en nombre
- il est donc indifférent de prendre comme origine.des
temps le début d'un état ep , ou un point quelconque x €& e}
- par suite encore, il y a indépendance conditiormelle

entre tout événement antérieur & x et tout évenement postérieur & x

dés que l'on connait 1l'état auquel appartient le point x.

Il s'agit donc d'un processus markovien, et celui-ci est entiérement
détominé par la domnée des probabilités de transition Pyy (n)
(probahilité conditionnelle d'avoir x+h e—gf sachant que x e-e‘J. On ‘a,
d'aprés la propriété markovienne :

: - N,
Pij(e) = Heyjad = = Ceg (%)

¢

Les transformées de Laplace des Prs' vérifient donec (b), et on a, par

suite, l'équation de convolution :
’ q

~ Che

6
f L
(8) Py = e 9y +df<h e I%--mﬁ?aé(ﬁ-gf] gy

Exercice : établir directement l'équatioﬁ (B), compte tenu de la

propriété markovienne.

Hettons (B) sous la forme équivalente :




~ch°h §£ '3) (e
Pyys € + Z"TLQ/G & ‘”za a\dg
Sous cctte forme, on voit que la dérivée P' (h) existe, et on trouve :
= h s (fh-4)
T oas %;'WYQ 1&3(&)

Premitre édquation de Kolmogorov.L'equation ci-dessus s'éerit aussi :

(x.) PLca) = - Tey(8) + 0 - Theg Teg (%)
4
Pour h=0, on a Px‘(O) = - 6T§; ) . D'ou :

i) . . ws
P"(O) ':-—-O‘; St‘a + O .Trca

On peut donc.mettre (K;) sous la forme :

ou, sous forme matricielle :

(') P'(h) = P'{0) P(n)

Bouation de Markov.L'équation de Kolmogorov (K'd) peut se déduire
directement de la relation de Markov, en dérivant en h avant de faire

h = 0 (variation de 1l'instant initial):

M) P(n+h') = PCR) PLRY)

Sous forme explicite, (M) s'derit :

Py (Geet) = 4;; Pog (8 P (')

Flle exprime simplement que le passage de ey en x = 04 eJ en xt+h+h'

e et m 1 A v vt o o ———
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implique le passage par un état e|é.quelconque au temps intermédiaire
sx+h : la probabilité conditionnelle de x+h+h' ¢ e ‘est alors Pgd(h')'

d'aprés la propriété markovienne.

Deuxitme dquation de Kolmoporov.Si nous dérivons en h' 1l'équation de

Mazkov (M) avant de faire h' = O (variation de 1'instant terminal) il vient :

(¥ ) P'(h) = P(n) 2'(0)

ou, explicitement :

(x,) By ey = - B@ ey Z Feal®) Ge e

La dérivation (par rapport & 1'instant terminal) qpi conduit de (1) &
(Kz) ou (K'Z)vggﬁ,toujours 1égitime si- le nombre n des états est fini, et
(Kz)west dqn? toujours valable dans ce cas.(Il peut en 8tre autrement
s'il y a une inTinité dénombrable d'états; par contre, la premiére

dquation de Kolmogorov est valable dans tous les cas, n fini ou,infini).

Remnrgue. l/ Pour h ~» g2 , on dolt avoir ch(h) - g; et P}J (n) = 0.

D'apres (Ké), les probabilités pj doivent vérifier :

aky = Z g0 Bey

23
comme ai = Afm: , et |r= haF , cette relation se réduit & :
J 4 4 J,,n,v
43 '
;1_ - 2£; ;i—— TTHQS
Yy R Meg

I1 résulte de (et) que cette relation est toujours identiquement vérifiée.

2/ On peut se demander s'il existe d'autres processus markoviens
statiomnaires & n états (ou & une infinité dénombrable d'étads) que ceux

ue nous venons de déerire. Il n'en eat rien. Désignons, en effet, par
q ’ ’
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Q;(h) la probabilité conditionnelle pour gue le gegment (x,x+h) soirt

o : * : .
By § o conteru tont entier dans 1'état e ;. D'apres la propriété markoviemne, on a :
K €€ )

b+ 1) = qin) qfur)

- Gk

D'ou résulte que Ql(h) est une exponentielle de la forme € = , et quey
~Cl¢ &

par suite, la gramilométrie F: vérifie 4 - Fc(h) - e . Ainsi,

la description ci-dessus déerit la-totalité des processus de Markov

& n états.

s / . .
3/ Hemarquons, pour terminer, qu'un procesrus ne peut &tre markovien que

si toutes les granulométries sont exponentielles. Cette condition

nécessaire n'est d'ailleurs pas suffisante (exemple: le schéma de migration
du ch.II présente des granulométries exponentielles, mais il n'est
absnlument pas markovien). Dans les applications expérimentales, c'est

donc la premidre vdrificatian & laquelle il convient de procéder. On
s'apercoit alors qu'il y a dans la nature beaucoup moins de phénoménes

markoviens qu'on ne le croit généralement.




