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CAICUL DES PROBABILITES

CHAPITRE I

AXIOMATIQUE

I.~ NECESSITE D'UNE AXTOMATIQUE

Comme toute théorie mathématigue, le calcul des probabilités procdde d’une
axiomatique. Il ne cherchera pas & définir ce qu'est la probabilité "en soi ™, pas
plus que la géométrie ne définit ce qu'est le point, eu la droite "en soi ¥, pas plus
que dans la théorie des espaces vectoriels on ne définit ce qu'est un vecteur "en soi ff.
La notion d'espace vectoriel n'est pas lide aux particularités individuelles ou aux
propriétés expérimentales des vecteurs, mais uniquement & un ensemble de relations,
ou axiomes, que ceux-ci doivent vérifier par définition. Les axiomes une fois posés, .
la théorie se construit d'une manidre purement déductive, sans recours & 1'intuitiom

ou au contr8le expérimental.

Ce congé formel donné au concret 'estg en fait, plus apparent que réel. En prin=
cipe n'importe quel systime d'axiomes, pourvu qu’il soit nan--wz:»ontr‘adicﬂ;o:r'.r*ep peut ser—
vir de base & une théorie mathématique ! mais cette théorie ne seras pas forcément imté-
ressante. Les "bons ¥ systémes d'axiomes ne se sont pas constitués au hasard. Ils sont
le fruit d'un effort de réflexion, poursuivi pendant des générations humaines, dont le
but constant était de rédire & des principes de plus en plus simples et de plus en
plus généraux les donndes de llexpérience sensible. Il n'est donc pas étomnant que
1l'on rencontre dans la nature des objets ou des phénoméﬁes qui veulent bien vérifier

- (& 1'approximation de nos mesures) les "bons “axiomes en question; et suxquels par sui-
te toutes les déductions de la théorie sont applicables (avec la méme appraximation).

I1 n'en reste pas moins qu'en bonne méthodologie scientifique on doit soigmeu-
sement distinguer la construction de la théorie, & partir de ses bases axiomatigues,
et son application possible & tel ou tel domaine concret. Le fait que les architectes, -
les topographes, etc ... utilisent les théordmes de 1la géométrie euclidiemnne ne e})nsi:in
tue pas une démomstration de ces théordmes, mais indique seulement que les axiomes

Gow / LN}
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euclidiens représentent une approximation remsrquablement exacte des propriétés de

1l'espace concret dans lequel nous vivons,

Le calcul des probabilités a rencontré des succds syéetaculairw dans presgue
toutes les branches de la science, depuis la physique jusqu'z 1°économie ou la socio-
logie. Ce sont 1'ampleur et la généralité méme de ces succes qui ont contraint les pro-
babilistes & fonder leur discipline sur des bases axiomatiques rigoureuses. Tant quion
se limitsit & 1'étude de problémes qui, comme les jeﬁx de hasard, ne font intervenir
gqu'un nombre fini d'événements et peuvent se traiter par 1l'snalyse combinatoire, il
était possible de se contenter d'une notion toute intuitive de la probabilité. Dis
que 1'idée d'infini s'introduit (et elle s'introduit nécessairement d¥s que 1'on consi-
dere un ensemble infini d'évenements possibles, ou que 1l'on envisage la répétition in-
définie d'une méme expérience) cetts notion intuitive se révdle insuffisante. Dommons
deux exemples trds simples ¢ le premier, un peu artificiel, est le célibre paradoxe
de Bertrand. Le deuxidme, peut 8tre plus profond, est la loi dite des grands nombres.

Paradoxe de Bertrand
On choisit au haserd une corde sur un cercle et on cherche la probabilité pour

que la longueur de cette corde soit supérieure au cété du triangle ég_uilatéral inscrit.

ldre solution = Par raison de symétrie, on peut se donner la direction de la
corde. Le milieu de la corde décrit alors un diamé&tre, et la corde convient lorsque

ce milieu est compris entre le premier et le troisidme quart du diamdtre. Dol p = +.

2&me solution - On peut aussi fixer une extrémité de la corde, et choisir 1'su~-

-3

Ol

tre au hasard sur le cercle. On trouve immédiatement p =

32me solution — La corde est parfaitement définie par son point médian, et
répond & la question lorsque le point médian est pris intérieur au cercle concentri-

que de rayon deux fois moindre, d'oh cette fois p = % .

I1 est trés clair que le paradoxe provient de ce que l'on n'a pag défini de
1a méme maniére; dans les trois solutions, ce que l'on n'entendait palf ! "choisir une
corde au hasard ¥.
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Loi des grands nombres

Supposons qu'une expérience puisse comprendre dens son résultst ls réalisation
ou la pon~réalisation d'un évenement E (par exemple, en lancant une pidce de monnaie
on peut obbtenir pile,cu non). Si 1'on répdéte n fois l'expérience, soit w le nom=
bre de réalisations de E. Lorsque n augmente, on constate que la frégquence empirique
?‘; w, ‘l::end & se rapprocher d'ume certaine limite Ps en ce sens que les fluctuatlons

n
de 5 w relativement &3 p semblent, en moyemne, diminuer diagmplitude.

On est tenté d'interpréter ce résultat expérimental en disants®la fréquénee
tend vers p lorsque le nombra d'épreuves augmente indéfiniment “'I et de définir la pro-
babilité comme la limite p de la fréquence. En fait, cette interprétation va trés
au deld du fait expérimental observé. Eun effet, dire que % u_ tend vers p siénifie,
exactement  'gquel gque soit e, on peut trouver N tel que , pour n >> s Ny on ait
r% - p“’: e ¥, Pour justifier expérimentalement une telle propos:nt:.on, il faudrait
effectuer réellement une infinité d'épreuves, et constater que pour toutes les épreu~
ves, en nombre infini, au deld du rang N,1%inégalité est bien vérifide.

Dans la comstruction axiomatique, au contraire, ls probabilité p sers intro~
duite a priori, et 1'on démontrers de manidre déductive que 1‘'évenement ““1 . tend
vers p " posstde une probabilité égale 3 1'unité (loi forte des grands nombres), Le
fait que, dans 1l'expérience réelle, les fluctuations de %’% relativement & p aillent
en s'amortissant sera considéré comme une indication que les axiomes probabilistes

permettent une description correcte de cette expérience.

Avent d'énoncer les sxiomes du caloul des pmba‘biiitésp il convient d'émim
ner la notion d'événements et la définition class:,que de la proba’blln.te par la notion

d*évdnements élémentaires egalemen‘b probables.

Nous eonsldércns une épreuve, ou une expérience (aecomphe dans des conditions
précisées & 1'avance et fixdes une fois pour toutes) susceptible d'entrafner la réa-
lisgtion de 1l'un ou l'autre de n résultats €,, ez.n en ou évdnements élémentaires.
Par exemple, si l'on jette un dé, les six évenements élémentaires sont Gpocaoe Cgs

oit e, est 1'évenement . " le dé marqué i . De méme si l'on jette deux dés,
(dlscernables l'un de 1%autre) il y a ici 36 événements élémentaires €q 0 %12”"866 ,



a3

-4 -

eij désignant 1'évinement "le premier dé marque i et le deuxi®me marque j¥.

Ainsi 17ensemble B des évenements élémentaireés 81,, 62 .o en constitue 1l'en—
semble des réstltais possibles de l'épreuve, et chaque €; constitue, par définition,
une description exhaustive d’un résultat. On appellera évdnement composé, ou Simple~
ment éydnement tout sous-ensemble de E, c'est=i-dire fout ensemble éeil,, eizgocoeikg
constitué par ls réunion de k évenements élémentaires gquelcongues. On peut effec-
tuer sur les évinements les trois opérations fondamentales, qui sont celles de la

théorie des ensembles gussi bien que de ls logique !

8 = Scomme - (ou réunionm, ou disjonction).

"On sppelle somme de deux évinements A et B 1'ensemble des évinements élémen~
taires € appartenant soit & A; soit & B, soit aux deuz. La notation ensembliste est
AU B, 1a notation logique est WA ou B Y. En calcul des probabilités, on écrit en gé-
néral simplement A + B, aucune confusion n'étant & craindre avec 1'addition usuelle,
Dire que 1'événement A + B s'est réalisé signifie indifféremment ‘

- l'épreuve a amené un évinement élémentaire € qui appartient a 4, ou & B,
ou aux deux (point de vue ensembliste), ' _
~ liépreuve a amené la réalisation de l*évinement A ou de 1'évinement B, ou

des deux (points de vue logigque).

b_~ Produit (ou intersection, ou sonjonction). ,

Le produit de deux éveénements A et B est 1'ensemble des événements élémentaires .
qui appartiennent & la fois & A et Bs La notation ensembliste est A MN3B, la notstion '
logique "A et B". En calcul des probabilités on écrit simplement A B. Dire que
1'évenement AB s'est réalisé signifie aussi bien 3

~ l'épreuve a amené un événement &lémentaire € qui appartient & la fois 3 A
et B (point de vue ensembliste). ' | '

= 1l'épreuve a semné la réalisation des deux événements & et B & la fois (point

de vue logique).

c_= Passage au complémentsire (négation).

Le contraire de 1'évinement A est l'ensemble des évinements élémentaires qui

n'sppartiennent pas & A. On le note A. Dire que X s'est réalisé signifie

oo [ ]
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= l'épreuve a amené la réalisation d'un événement &lémentaire qui n’appar-
tient pas 3 A. ' -
= 1'épreuve n'a pas amené la réalisation de A.

Propriétés
- Somme et produit sont associatifs, eommutatlfs et distributifs 1'un par -

rapport & 1l'autre.
< le complémentaire d'une somme d*événements Ay est identique au pmdui‘&
des complémentaires .Aj_g et inversement o

Z_Ai =TT 5 TE = Z_,Il

Ces théorimes élémentaires de la théorie des ensembles restent vrais méme
'il ¥y a une infinité (dénombrable ou non) a'évinements Ay Naturellement 1'égalité
de deux événements A = B doit s'entendre dans le sems "tout évdnement élémentaire qui
‘appartient 3 A appartient aus;i. alk et rieiproquement w,
Oufre les trois opérations, on définit une relation dfordre entre les évine~

ments.

d - Inclusion fou- imglication)u

On dira q_rle A est conﬁenﬁ dans B, ou que A entraine B; ou que A est un cas |
particulier de B, et on notera ACB . si tout événement Slémentaire appartensnt & 4
appartient aussi & B. Lorsqu'il en est ainsi; une épreuve ne peut pa® smener la Téa-
lisation de A sans amener ipso'facto celle de B. Ou encore, deux circonstances szeule—
ment sont possibles ° ou bien &, ou bien AB se réalise. Ou enfin ! on & 1'égalité

A = AB.

Nous utiliserons encors lss définitions suivantes :

Par définition, 1'ensemble B de tous les évinements élémentaires est 1'éwd-
nement certain @ quel que soit 1'événement élémentaire € amené par 1'épreuve, eslui-
Vei.appartie;xf'i B, et par suite la réalisation de E est certaine. Le complémentaire
de B est 1'évinement impossible. C'est llensemble vide de la théorie des enseibles

Al



- 6 =

{noté @), c'est-3~dire 1'évinement qui ne contient aucun événement élémentairs. Quel
que soit le résultat de 1'épreuve, celle-ci aménera un évinement élémentaire et par
suite @ ne se réalisera pas.

Deuxz évinements A et B sont dits incompatibles si 4B = {f, clest-a~dire s'9l
nlexiste aucun événement élémentaive appartenant & 1a fois & A et B. Une épreuve quel-
conque ne peut alors smener que 1'un ou llantre des $rois résultats ¢ &3, A B, & B,

Un évdpement 4 et son complémentaive L sont incompatibles par définition.
Plus précisément | pour que deux Svinements solent complémentaires, il faut et il suffit
que leur somme soit 1%évdnement certain (A + B = E) et leur produit 1'évdnement impos—
sible (4B =§ ). |

d’od s'est dégagde au 17%me sidcle la notion méme de probabilité) la structure de
1%épreuve possdde des propriétés de symétrie qui imposent la notion d'égale probabili-

+é des évdnements élémentaires (ex ¢ pile ou face, le dé & jouer, 1'ensenmble des donnes
possibles au jeu de bridge, etC...). Si les évdnements &lémentaires sont au mombre de n,
‘%.-Plus généralement, & tout éve-
nement A contenant m Svénements Slémentaires, on peut convenir de faire correspon-

on peut convenir gque chagun d'sux & la probabilité

dre le nombre
(1) P(4) afr%

égal su rapport du nombre des évdnements élémentaires favorables {eontenus dans A)
au nombre n total, et donmer & P(A) le nom de probabilité de 1'éveénement A, Le cal-

el d'une probabilité se z“am%ﬁé alors gu dénowbrement des cas favorables et reldve des
méthodes de 1'analyse combinatoire.

o

Indiguons tout de suite les limites d'une telle définition ©

= toutes les épreuves ne possdderont paz nécessairement les propriétés de sy-
métrie qui rendent évidentes 1'équiprobabilité des Svinements élémentaires (ls 4é peut
&tre pipé, ete .o.)o Bn fait, en dehors du domaine restreint des jeux de hasard, cetie:
éguiprobabilité intuitive sera plutét 1'exception que la régle,
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- lg définition n'a plus de sens lorsqu'il y a une infinité d'événements

‘é1émentaires (méme équiprobables), et, cependant, 1'introduction de 1¥infini est

une nécessité impérative.

Néanmoins, cette définition élémentaire de la probebilité P(A) permet de dé-.
montrer un certain nombre de propriétés fondamentales . ces mémes prépriétésg conve=
nablement généralisées et érigdes en axiomes, (et non plus démontrées) serviront de

base & toute la comstruction probabiliste.

Propriété 1 - P(4) est une fonction non négative de 1l'ensemble A. Cela résulte de la défi-

nition méme (m >0 et n>0 ).

. Propriété 2 - L'événement certain a une probabilité égale ¥ l'unité P(E) =1 : en effet,

pour B, on 2 m = n.

+  Propriété 3 - Si les évinements Ays Ayeso A sont deux % deux incompatibles, (c'est-a~di-

(2)

(3)

3

re 4, Aj =¢ pour i # j) leurs probabilités sont additives :

P(A1 + A, + o + &) =P(Ag) +P(A) + .o +P(Ak)

Ici encore, la démonstration est immédiate . Comme les événements sont incom= -
patibles, le nombre d‘'évdnements €lémentaires contenus dans la somme est manifestement

égal & la somme des évinements élémentaires contenus dans chacun des 4.

De ces trois propriétés se déduisent plusieurs autres qui seront énoncées

au paragraphe suivant.

La notion de probabilité conditionnelle s'introduit aussi de fagon toute natu-

relle ; la probabilité conditionnelle de 1'événement A, dans 1'hypothdse ol 1'évene-
ment B s'est réaliséde, notée P(AIB) sera égale, par définition, am rapport

P(A‘ B) = MELA_EZ,

n(B)

du nombre m(A B) d'évinements élémentaires contenus daps l'intersection de A et B

au nombre n(B) d'événements élémentaires contenus dans B. En comparant (1) & (3)s on



=8

veit que 1'on passe de la probabilité P(A), dite a priori, & la probabilité condi-
tionnelle P(A\B) en restreignant & B l'ensemble E des Svdnements Slémentaires. Na-

turellement, ceci n'a de sens que si B n'est pas 17évdnement impossible, c'est-a~dire
si n(B) # 0.

Comme conséquence immédiate des définitions (1) et (3) on a la propriété

fondamentale :

(4) p(a} B) = BU4B)
P(B)

valable pourvu que P(B) # 0. Sous forme symétrique, cette relation s'éerira encore ©

(5) P(4B) = P(A]B) P(B) = P(Bl4) P(4)

et sera valable cette fois mfme si P(B) ou P(A) est nulles

Les axiomes du calcul des probabilités ne sont autres que les trois proprié-
tés ci~dessus convenablement généralisées au. cas ol il y a une infinité d"évinements ,

élémentaires.

Nous supposons dornné un ensemble E d'éléments € appelés ici sncore évinements
élém'entaires,,; ensemble qui peut &tre fini ou non, dénozﬁbrable ou non. Du point de vue
pratique, E pourra encore &tre interpré&té comme l'ensemble des résultats possibles
d*une épreuve définie - mais, du point de vue aﬁomatiques. cette interprétation est

superflue;, et E est simplement un ensemble abstrait quelconque.

A la différence de ce qui se passe lorsque E est fini; la dénomination §'évé-
nement ne s'sppliquera pas & n'importe quel sous ensemble de E, mais seulement & une

classe particulidre de sous ensembles privilégiés, classe que nous désignerons ici
par G‘,‘“ les propositions ®A appartient & @U’ et ® A est un évinement ¥ sont; par
définition, équivalentes. la nécessité de la restriction de la notion d‘événement 3
une classe @ privilégiée résulte de la théorie générale de la mesureﬁ et ne peut pas
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8tre justifide ici . -en fait, cette classe Ou sera en général si large qu'elle
contiendra non seulement tous les sous—ensembles A pratiquement utiles & consi-
dérer, mais m8me tous ceux qu'il est possible & 1%imagination humaine de construire.
La classe @I des sous-ensembles de E appelés ¥évenements " ne peut pas &tre chois.=
tout-a-fait arbitrairement. Il est nécessaire, en effet, que le vésultat d'opérations
logiques quelconques effectuées sur des événements soit encore un événement © Si
A et B sont des évdnements, il doit en &tre de m&me de X, A + B ("A ou B¥) et
AB(®A et B "), Bnfin — en vue de permettre 1'introduction de 1'infini -~ cette pro-
priété doit subsister lorsque 1l'on effectue une suite illimitée (c'est-3-dire wune
infinité dénombrsble) d'opérations logiques. De plus, l'évenement certain E doit -
lui-méme &tre un évinement (et par suite aussi sa négation E = § qui est 1'événe~

ment impossible).

Ces propriétés définissent une structure ensembliste appelée “g ~ glgd-
bre " Nous dirons . l'ensemble @ des évenements de B doit constituer une ¢ - algé~

bre sur B, entendant par 13 que Q doit vérifier les troix axiomes suivants -

Axiomes des ¢ = algebres
1l-58i A sappartient & @ alors- L appartient a @L
2 31 les ensembles dfune smte A1 Azou Angwo appartlennent 3 @ leur

somme E A et leur produit ] [ A appartiennent & Q

3 — L'ensemble plein (ou évdinement certain) E appartient 3 CL

En langage bref 3@5 est wne o = algébre sur E =i les complémentaires, les
réunions dénombrables, les intersections dénombrables d'ensembles dea,., et B lui-
méme appartiennent & a,ﬂ

Remarque ¢ les deux propriétés énoncées dans llaxiome 2 ne sont pas indépendantes. Elles
se déduisent 1l'une de l"autreg compte tenu de l'axiome _”’1.; En effet, supposons gue
toutes les. sommes E A d'ensembles de @, appartiennent 5&.&1@1“5 un produit P

n=-31 o0
AT} . = /S’
P= | ] By, d'ensembles Bn chb&, pour camilénent=ire P = Bn la somme des B 0? qui gppar-
N=, n=1
tiennent 3 d'aprés l'axiome 1. Par suite P appartient & @ Digprés le méme

axiome 1, le complémentaire de F | qui est P lui-mdme, appartient ’aQ; La démonstra=
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tion est la méme si 1l'on suppose que cé sont les produits qui appartiennent & @

Génération d'une o = algebre.

Ii arrive souvent que les conditions concrites dfun probldme nous imposent
de considérer comme des événements certains sous—ensembles privilégiés de E consti-
tuant une famille ﬁ laguelle n'est pas une ¢ - algdbre. Mais alors; le principe
posé ci-dessus nous impose aussi de considérer comme des éveémements B lui-méme
(s'i1 n'appartient pas déji & F) et tous les sous-ensembles de E que 1'on peut
construire en appliquant & des ensembles appartenant % Flou égaux 3 B) une suite in-
finie d'opérations logiques quelconques (somme, produit ou négation)a' On est ainsi
conduit & construire la plus petite ¢ ~ algdbre possible contenant les eneem‘b_leé

de?: Son existence résulte des considérations suivantes -

Soit @J une famille quelcongue de sous=ensembles de E. Il existe au moins
une © - algdbre contenant ? 23 savoir, l'ensemble de tous les sous—ensembles de B
(vérification immédiste des 3 axiomes des O - algdbred. Par ailleurs, si @1 et (}2
sont deux © - algdbres contenant ﬁ leur intersection (qui est la famille des sous~
ensembles A de B appartenant & la fois 2 (11 et 3 (12) est encore une o-algebre’
contenant @ (verlflcatlon immédiate des axiomes), et cette propriété est encore vraie
de 1'intersection d'un ensemble infini de o-algébres contenant ?f En particulier,

1l'intersection de toutes les o-algdbres contenant; est elle-méme une o-algébre conte~

nant & © plus précisément, c'estla plus petite g-algebre contenant 3"5 et on 1'ap-
_pelle o—algdbre engendrée par F (on la note quelquefois o(%). '

Exem gle».m si E est 1'ensemble R des nombres réels et @) l'ensemble des intervalles,
la o-algibre engendrée par ? constitue 1s famille g des ensembles boréllens qui
joue un grand réle en probabilité, De méme, si E est l'espace euclidien -l
n dimension, et :.,L’ l'ensemble des pavés, les ensembles de 0(?) sont les ensem-

bles boréliens de R

Définition - Espace probabilissble . Par définition, nous appellerons espace Eroba% Sa-
ble 1le couple (B,(}) constitué par un ensemble E et par une o - algebre a. Gompo-

sée de sous-ensembles de E. _ _
Par définition, également, les éléments de l'ensemble E seront appelés
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événements élémentaires, .ot les sous-ensembles A4 de E appartenant & la o-algbbrse
0 S e R

'C]u seront appelés événements.

Dans cette défimition abstraite, plus rien, en apparence, n'évoque les no-
tiens intuitives d'évinements et de probabilité. On verra cependant que leurs carac-
téristiques essentielles sont conservées, En particulier, les trois axiomes-des
o-algébres nous garantissént que le résultat d'une suite (finie ou dénombrable)
d'opérations logiques effectudes sur des évinements sera toujours lui-méme un évene~
ment. De méme, la définition suivante {produit d‘espaces probabilisables) est néces~
saire si 1'on veut formuler sur des bases axiomatiques correctes la notion d"alternaa'
tive répétée et, plus généralement, celle de répétition indéfinie d'une méme €preuve;

une.telle. formulation est nécessaire, par exemple, & la démonstration de la loi des

giands nonbruss

Produit d'espaces probabilisables.,
Soient (Elﬂi) ot (B,(],) deux espaces probabilisables. Le produit de (E_lﬁlj

et (E,/},) est 1'espace probabilissble (B} défini de la menidre suivante :

1 - L'ensemble E est le produit (cartésien) E; x B,y clest-a~dire 1'en-
semble des couples (el, 82) ou €, appartient 3 E et e, & E, . un événement
élémentaire de E est défini comme 1'ensemble (81982) de deux évdnements éldmentai- -
res de El et E,. En termes intuitifs, € représente le résultat d'une dpreuve eompo=

sée de deux épreuves élémentaires aysnt comme résultats 81 et €, respectivement. .

2 = La Gnalgébre Cl, est la o-algebre engendrée par les sous~ensembles de B
de la forme Aﬂ X A29 ot Ai appartient & Cll et A2 & (lzﬁ Le produit Al'x A2 des
évenements A& et A2 représente l'ensemble des événements Slémentaires € de la for—
me (61,62)@ ot el appartient & A1 et 82 & Aze En termes intuitifs, dire que
1'épreuve composée amdne lfévénement Al x A, signifie que les deux épreuves compo=
santes: ont amené, respectivement, les événements 4, et A,. On notera qu'outre les
événements - produits A x A, (qui ne constituent pas une oc-algebre) (:L contient
d*autres événements de structure plus complexe. Cela se comprend intuitivement en
considérant le passage de l'espace euclidien Rl % une dimension & 1*espace produit

B = gt % R* qui est l'espace euclidien & 2 dimensions,
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La notion de produit se généralise gu cas d'un nombre fini ou d'une infini-
»té dénombrable d°espaces probabilisables. Plus précisément, étant donné une suite
infinie d'espaces probabilisgbles (Eng@é1 ) o_n_appellera produit l'espace probabilizge
ble (LD ob ¢ '

1=E est l'ensemble produit B, = B, X occo c'est-g~dire 1'snsemble des

suites € = (619620“) dévenements &lémentaires de E., Ezoee

LI

2 aQ est la o-algdbre engendrés par les sous~ensembles de E de la forme .

(8) A=4 x4, xem.qu%lix B Eooo

-que nous appellerons évdnements simples.

k est un entier quelcongue, &t Ai appartient & Glie Liévénement simple 4
est composé des évinements élémentaires € de la forme (61962“@)9 ob. 8585008,
appartiennent respectivement & AlgAZeo Akg tandiz que ek+1 et les suivants sont
des événements élémentaires quelconques de Ek_l_ig Elc 42 o

Pour décrire la répétition indéfinie d'une méme épreuve, on devra considé-
rer le produit infini d'espaces probabilisables (B, @L)s ob chaque ensemble B,
est identique 3 un méme ensembie E, et chaque o-algdbre Cﬁi identique & une méme

o-algdbre{J. Le produit est ici 1'espace probabilissble (E% (J®) ob ©

l- Em est l'ensembls des suites € = (8;19629@0@ eno-m) 4. 7évinements
élémentaires de B | en termes intuitifs, 1'ensemble des résultats possibles dlune
suite infinie d'épreuves identiques 3 1'épreuve associde 3 (Ega)o

2 = @w représente la o-algébre engendrée par les sous—ensembles ds g®
de la forme (6)9 ou événements simples, é,lg Az.au Ak appartenant & C%L tandi= que

Ek*lg Ek 420 “<° coincident avec B. La réalisation de 1l'événement simple A & la
signification suivante . au cours d'une suite infinie d‘'épreuves, les k premi®res
épreuves (en nombre fini) ont smené respectivement les évinements A’l” AEBM Akg
aucune spécification n'étant faite sur les résultats des épreuves suivantes (en nom-
bre infini).



" @Gonvenons- d”appeler evénement gimple wun évenement de la forme (6) dont la
définition n'intéresse que 1es resultats des k premi%res épreuves (x fini). Ia
c~algdbre (jL contient, évidemment, des évdnements de structure beaucoup plus com~
plexe, Mais, en général, les propriétés les plus intéressantes pourront &tre établies
4 1'aide des seuls évinements simples ¢ conordtement, cela signifie que 1°étude dfune
suite infinie d'épreuves se ramenera & celle de suites d'un nombre fini (mais quel=-
eonqﬁes) de ces mémes épreuves . on reconnalt 13 un procédé trés général de traite-

ment de la notion d'infinité en mathémat;i.,queo

Exemple © alternative répétée. _
- Soit une épreuve susceptible d'asmener deux résultats seulement (un ®succds "

et un “éched' '), L'ensemble E est constitué de deux évinements élémentaires © le
succds, que nous noterons S et 1%échec que nous noterons 5. Comme o-algbbre Q_,
sur B, nous prendrons la famille constituée par les quatre sous~ensembles de E,
& savoir . ' -

5
2

événement impossible

0

le succes

e}

1%échec

E=8+8§ évdnement certain

L'espace probabilisable (EQD peut représenter, par exemple, une partie

jouée entre deux joueurs.

< I Y m o 2 » o -
Les éveénements élémentaires de B sont les suites infinies A.lgAzg,, sAng see
ot chague &, est S, §., . Les évenements simples de la forme (6) sont défi-
nis par la donnée du résultat des k premidres parties (k quelconques), par exemple:

A1=S9 A2=A32§9 A4:sS ettt coo Ak=§

Pour donner un exemple d'évinement composé, supposcns que chacun des joueurs
possdde un capital initisl (a francs pour le joueur n® 1, b francs pour son ad=
versaire ~ a et b étant des entiers positifs) et qu'a 1'issue de chague partie le
joueur n°l recoive un franc de son adversaire ou lui paye un franc selon gue 8 ou

§ svest produit. Considérons la proposition "le joueur n®l se ruine & la n 1tme par=

[d

tie ¥ dont le sens exact est celui-ci ¢ ™le capital d'aucun des deux joueurs ne
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s'est annulé & aucune-des. n-1 premidres parties, et le capital du joueur n°l s'est

armulé 3 la niéme

réunion d*un nombre fini 4°'évdnements simples, choisis parmi les 28 événements sim=

partie ¥, Cette proposition déerit un événement constitué de la

ples de la forme -

A Ao b EEE... (A =Sou 4 =5)

On & d'ailleurs ici, obligatoirement, A‘n S. Appelons B. lﬁévﬁnemen"b

%le joueur n°l se ruine 3 la n Téme

partie " et R.“n °év§nement #le joueur n°2:
igme

ge ruine & lan partie *. D'aprds les axiomes des o-algbbres, la somme des Rn ou

des RI‘; est un événement. -A.insi lﬂévénement

R= R
n=
est 1'événement “le joueur n°l se ruine & une partie guelcongue "ou ¥est perdant ¥,
de méme R' est 1l'évenement "le joueur N°2 est perdant You "le joweur N°l est gagnant .

La somme R + R est _1?év%nement wliun des deux Joueurs est gagnant “ou enco~-
re %le jeu s'arréte aprs un nombre fini de parties ". Le complémentaire de R + R,
qui est R + B' =B K' est 1'événement "aucun des deux joueurs ne gagne ¥ ou encore
"le jeu ne s'arréte jamais ". Ce dernier évenement n'a rien d'irréaliste, en particu=
lier si 1'un des joueurs, le n°2 par exemple9 dispose d'un capital b illimité.
Dans ce cas, R' est 1'événement impossible, et 1'événement H B'= "le jeu ne s'arréte

pas ¥ se réduit & R = "le joueur n°l ne perd pas ".

Définition . Probabilité, espace probabilisé,
Etaut donné un espace probabilisable (E{}), c'est-i~dire un ensemble E et
une o-glgdbre(] sur E, et une fonction d‘ensemble P(A) définie sur@ ¢'est-a~dire

/
une application deOL dans 1'ensemble des nombres réels associant & tout évinement A

de la o-algébre (|, un nombre réel noté P(A) = nous dirons que la fonction d'ensem-

ble P est une probabilité si elle vérifie les trois sxiomes suivants -

Axiomes des Probgbilités:
1 - Pour tout événement 4 de (4 on a R(A) 30

2 - L'évdnement certain a la probabilité unité : P(E) = 1.

- 8i o X ) ._
3 A-19 AZ“' An" sont une suite d'éviénements deux & deux incompgtibles,
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ona. - - ' T oo

P(A + Ay + eae + A+ .00) =Z-:_ P(4,)

n="41 ’
On_énonce parfois l'axiome 3 en disant que P est une fonction additive

(ou compldtement additive) d'ensemble. Dans le 151:.gage de la théorie de la mesure
une prg}_:abn.l:.té se def’:.n:.t- comme Une mesure non négative, sommable et de somme unité.
.Dans un langage plus intuitif, la probabilité P peut &tre considérée comme déerivant
la rép:ai"citibn d*une masse unité dans l'ensemble E des évinements élémentaires, cet-
te répartition étant telle que tout sous-ensemble A de B (qui soit un évdnement) por-

te, ou contiemme la masse P(A).

L'ensemble (E, (G, P) d'un espace probabilisable (E,&) et dfune probabllité
P définie sur (ELf) s‘appelle espace probabilisé.

Remargues - Les trois axiomes des probabilités sont ‘une généralisation évidente des trois
propriétés démontrées au N°3 dans le cadre de la définition par les événenents é1é-

mentaires éguiprobables. Cependant -

| = l'introduction de l'infini est rendu possible, du fait qu'il peut y avoir
une infinité (dénombrable ou non) d'événements élémentaires, et que 1'axiome 3 concer=
ne une infinité (denombrable) d*evenements incompatibles.

- les événements élémentaires ne sont plus nécessairement équjiprmbabl&& Bien
mieux, rien, dans les axiomes énoncés, ne s'oppose & ce que.lon définisse plusieurs
probabilités distinctes sur un méme espace probabilisable (E@)a Par exemple; dans
ltexemple simple ou E est constitué d'un succds S et d'un échec 8, la fonction P dé- .

finie par .
P(¢) =0
P(S) =p 0 r <1
PB) =1=-p
P(E) =1

est une probabilité (vérification immédiate des axiomes). Mais p peut 8tre un nom-

bre quelcongue compris entre O et 4.

BEn ce sens, on peut dire que les 3 axiomes ne forment pas un systéme complet .
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mgis cette Yincomplétude ™ est une nécessité. On rencontre effectivement de nombreux
exemples ol un méme espace probabilisable est muni de probabiliiés différentes sui-
vant les pro'blemes traités. Ainsi, dans l°exemp1e ci-dessus, p = %‘- POUrTs rEpré—
senter une partie de pile ou face, et p = § une partie de dé olt le succés est dé-
fini par "amener le chiffre 6 ®., Du point de vue gbstrait, n'importe quelle fonc-
tion dfensemble est une probabilité, pourvu qu'elle vérifie les axiomes. Dans les
applications, naturellement, n'importe quelle probabilité ne conviendra pas & la
deseription d*une épreuve ou d'un processus naturel donné. La probabilité convena~
ble sera imposée par les propriétés objectives de 1l'épreuve ou du proeeésussi et
clest en ce sens seulement que le calcul des probabilitéé permet, dans les applica=
tions, une description correcte des propriétés objectives des phénomdnes naturels.
A titre d'exercice, on pourra réfléchir au probléme suivant : la proposition "il

¥ a une chance sur dix pour que la plandte Mars soit habitée "peut elle recevoir un
sens, soit du point de vue de l'axiomatique pure, soit du point de vue de 1a métho=

dologie scientifique ?

Des trois axiomes des probabilités découlent les propriétés élémentaires
suivantes . '
Propriété 1-Quel que soit 1'évenement 4, on a

P(A) +P(R) =1

En effet, A et & sont incompatibles, et l'on a (axiome 3) 3

p(a + L) = 2(a) + P(E)

Mais A+ KX =E est 1'évinement certain, et 1l'axiome 2 permet de conclure.

En particulier, 1'événement impossible @ = E a une probabilité mulle,
puisque P(B) =

On notera que la réciprogue n'est pas vraie ! un évenement de probabilité
nulle n'est pas nécessairement 1'évinement impossible. De méme, un événement de
probabilité 1 n'est pas nécessairement 1'évinement certain. Nous gppellerons évé-

-pement presque impossible un événement A tel que P(A) = 0 et Svenement presque cer~
tain un évdnement tel que P(A) = 1. la notion d'évinement presque impossible est
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S

identique a celle d'ensemble de mesure nulle (pour la mesure P).

Propriété 2 ~ Quel que soit l'évinement A, 6n a
0 £p(a) =<1

C'est une conséquence immédigte de la propriété 1 et de 1llaxiome 2.

Propriété 3 - Si A est contenu dans B, on a
P(4) & P(B)

En effet, B est somme des deux événements incompatibles A et X B.

Théordme 1 -~ Si A et B sont deux évdnements quelconques, on a ©
(7) P(4+ B) = P(4) + P(B) - P(4B)

En effet, les évinements A + B et B peuvent s'écrire comme somme d!évé-
nements incompatibles .
A+B=A+B1
B::AB'PBK.

<

Liaxiome 3 entraine alors .
P(A + B) =P(a) +P(B X)
P(B) =P(4B) +P(B 1)

I1 suffit de soustraire membre & membre pour obtenir (7).

Conséquence 1 — Comme P(4B) est positive ou mulle (axiome 1), on déduit de la re-
lation (7) 1'inégalité suivante : '

P(a + B) <P(a) + P(B)
qul se généralise, par une récurrence immédiate, & un nombre fini quelconque d'éveé-
nements.

P(4 + A, + .s + 4 ) £P(4) +P(A2) + aen +P(An)

Conséquence 2 ~ La formule (7) se généralise elle-méme  un nombre fini quelcongue
d'événements Ay Ay Ap. Posant : |
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n
5, =Z p(s,)
i=]
Sp=) Faay)
1<i <jén

S, =1Z_:_ P(4; 4, &)

€i<j<k=n

s, = P(Al A,y oo Ah)

&

on démontrera & titre d'exercice la formule :

n+l
P(A1+A2+60&+Axl)=sim82+33m“‘+(‘l) Sn

(procéder par récurrence & partir de (7).

Conséguence 3 - La formule (8) donne la probabilité pour que l'un su moins des  11
événements Alg Az coc A S0 produise. On peut aussi s'intéresser & la probabilité
de 1'évinement B défini comme suit " un et un seul des évenements Ars Azn A se

produit ®. On met B sous la forme d'une somme d'événements incompatibles. -
B=A1A2A3'¢ceAn+A1A2A30etAn+aoo+ AlAeoca'n__'l%

Liaxiome 3 montre quil suffit de calculer les probabilités des évenements du 'ty‘-
re 4 L 'A'_), eee & et de les ajouter. '

| ?our calculer P(Al Kz '53 .eo Kn)9 on remarque que 4, est somme de deux &vd-
nements incompatibles - “A,l- se produit seul ¥ ou bien "Al se produit en méme temps

gue l'un quelcongue au moins des Az*’ A30M An ¥, soit

A =4 22 Eéeﬁ Ih + Ai(AZ +Ag e An)

Liaxiome 3 domne ainsi ©

P(AIKZ 25'3 ’e I:in) =P(Al) «-P(AlA2+Al Ay t oo +A1An)
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Appliquons la formule (8)

P(A, £,... £ ) =P(4) = 2 P(A.A,) + P(A AL )= coo
e n g 2<ign Ex 28 j<k<gn g Y
Plus généralement, désigmons par Pi la probabilité de Il TA;..”".Q&Q
Ki«»l A Zi 1o Kh (évenement WA se produit seul ), On a -

P, =P(4,) = jZ;_i P(AiAj) + Z; P(Ai A Ak)+ sos

1<j<k<n
Jok # 4

Diod, enfin ©

(9) P(B) = P:;L =8
. i=1

n+l

1=-282+3'33 = v + (=1) nSn

Plus généralement, on démontrera, & titre d'exercice;, que la probabilité
pour que m  exactement (m €n) des évinements Alg Az.aoAn se. produise est

L4

donnée par :
m m

n-m M
P =% = Chn S t cm~i—2_ Spep *oee +(-1) ¢y Sy

Théortme 2 (ou théordme de la continuité) ~ Si une suite g'fév§nemen't's Bl;Bz.oe B,
est décroissante (c'est-3-~dire si Blb B23 cos = Bn-D vee) et gi le produit
S0

1T B est un évinement presque impossible, alors P(Bn) tend vers 0 lorsque n

n=1 "n

tend vers 1'infini.

La démonstration de ce théoréme fondamental est un excellent exemple de la

manidre dont 1'idée d'infinité peut 8tre traitée en calcul des probabilités.

Pour démontrer le théoréme, écrivons Bn sous la forme d'une somme (infi=

o

nie) d'évinements incompatibles o -

s T
(11) B = B, B .+
DT kBk+l k>/an

La démonstration de cette égalité est immédiate . comme les Bn sont dé-
eroissants, un événement élémentaire € de Bn peut soit appartenir & tous les Bk

pour k »n, soit appartenir & un nombre fini seulement : dans cette dernidre éventua-
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lité, il existe k77 n tel que € appartienne 3 Bk et n'appartienne pas & Bk+1o
Ainsi le premier membre de 1%équation (11) est contenu dans le deuxiéme. Mais, ré-
ciproguement, tout évinement élémentaire appartenant au 2%me membre appartient soit
3 tous les Bk(k'z n) soit & un nombre fini d'entre eux, donc & B, Ainsi le 2tme

membre est contemu dans le premier, et (11) en résulte.

Liaxiome 3 donne alors .

P(B,) Z_ P(B, B ) + p[TF

krn

Mais la probabilité du produit infini est nulle, car

P,[‘J)/Tn B;\ér<;lzl Bk) =0

I1'inégalité résulte de la propridté 3, et la nullité de l'hypothdse que le

produit des B n est un événement presque impossible., Finalement, on a .

*(3,) -Z- (3, By)

o

et, en particulier o
(12) b)) 203, 5,)
. k=1
Alors P(Bn) tend vers O lorsque n augmente indéfiniment, puisque P(B,)

représente le reste de la série convergente (12).

Réciprogue
Le théordme 2 admet une réciproque élémentaire : si Jme suite d'éveénements
Bl; Bye.. est telle que lim P(B,) = 0, alors le produit —111T1 B, est presque im-
n—>2
posgible. D0
BEn effet, quel que soit n on a ni =1( B, C B, et par suite, d'aprds la

propriété 3 .

P("T_ B,) LP(B)

o

Comme P(Bn) tend vers O, la proposition est établie



Théordme 3 - Soient (Enﬂh) -une suite d'espaces probabilisables (Bf}) 1°espace PTO=
babiliseble produit, et P, une suite de probabilités définies sur chacun des (Eﬁ)
respectivement. Alors, il existe une probabilité P et une seule, définie sur le
produit (Ef)) et telle que, pour tout évinement simple de la forme

A=by boooo By By Byp ooo-

on ait

P(4) = P(4;) B()) -o B(8)

Nous ne démontrerons pas ce théorime. Son intérdt provient de ce ‘qu'il pers=
met de définir la probabilité attachée & une suite infinie d'épreuves indépendantes.

idéntiques ou non (pour la notion d'indépendance, voir le paragraphe suivant).,

Exemple 1 . reprenons l'exemple simple de 17alternative répétée. L'espace B, compo-
sé des deux seuls éveénements élémentaires S et § a été probabilisé plus haut par la
donnée dfun nombre
p =P(8) avee 0<p <1
L'espace produit E peut &tre probabilisé par application du théoréme 3.
On obtient ainsi la description de 1l'alternative indéfiniment répétée, avec indépen=

dance des épreuves successives. L'évdnement simple

A =4y Byooo A B Ep o
oh k des A, sont des succds S5 et n-k des écheos § posséde alors; selon le

théortme 3, la probabilité
k =k
P(a) =p (1 -p)"
Désignons par B 1'évinement simple Ay =4, = ..o =4 = S(les n premid-
res épreuves sont des succés),On a, d'aprés (13)

(8,) = p"

oc
Soit B = ;;g Bn l'évenement S S S ... (toutes les épreuves sont des suoc-

cés) B est bien un événement d'aprés l'axiome 2 des o-algbbres..Montrons que clest

un éveénement presque impossible.
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Bn effet, P(-Bﬁ) =-pr tend vers 0 lorsque n tend ver_é 1'infini, et il suf-

?

fit d'appliquer la réeciprogue du théoréme 2. On a 3

P(B) =0

Ainsi 1%évenement By® il n'y a que des succds " est un évinement presque
impossible (de probabilité nulle). On notera que ce n'est pas 1'évenement impossible.

De méme, soit 1'événement Ci ¥ deld du rang k il n'y a que des succds *
Ci est le produit des évenements simples de la forme BEj By oo B A qece A eoe
'Ek-l-ﬂl ass OU Ak-&-l = po0 = Ak ap = S. On montre comme ci-dessus que C,. est presque
impossible

(e ) =0

Enfin, soit ¢ 1'évenement “il n'y a qulun nombre fini d’échecs . ¢ se dé-

compose en évenements incompatibles o 2
C=C +C C+0 0+ . = c°+Z_ Ekck+l
k=0

) =0, on a aussi

Comme €. C . est contenu dans €, .. et P(

% Cievd letl
P(Cy Cpyy) =0

ck+l

et le troisi®me axiome donne ¢

P(¢) = P(Gé) +é§ P(C °k.:+1) =0

Adnsi, il est presque impossible qu'il n'y ait quiun nombre fini d'échecs.
De méme, il est presque impossible qu'il n'y ait qu'un nombre fini de succds. Appe=
lons D ce dernier évinement. De la conséquence 1 du théordme 1, on ddduit S

P(C + :p) < P(e) + P(D)

et, comme P(C) = P(D) = 0, on a P(C+D) = 0. La négation de C + D, qui est 1'événement
D :" il y a une infinité de succds et une infinité d'échess " a donc une probabili-

té unité { c'est un événement presque certain.
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'Exemple 2 -~ Risque de ruine
L'espace probabilisé est le méme que dans le premier exemple. A chsgue épreue
ve, -le premier joueur regoit de son adversaire, ou lui verse 1 franc selon qu'il y
a succds ou échee. Les capitaux initiaux sont a et b (a, b entiers positifs)

-Nous. avons défini plus haut 1'événement : “le premier joueur se ruine & la r Lome par-

tie " comme étant 1'évinement "les capitaux des deux joueurs ne s'annulent 3 1'issue
d’aucune des n~-l1 premidres parties, et le capital du ler joueur s'annule & 1l'issue
1tme parite %. Soit A cet événement et Pn(a,b) = P(An) sa probabilité.

Soit de méme B 1'évinement : le 2ime jousur se ruine i la ni®me partie ¥ et Qﬂ(a,b)

de lan

sa probabilité,

- Les événements

§A=E_A

n=1 n
o)

B '-_i‘Z_»B
n=1 n

qui signifient "le premier joueur perd ¥ et "le 2&me joueur perd ", sont écrits sous

forme de sommes d'évinements incompatibles, et on a (axiome 3) :

o0
Pab)2(t) = 2 B (ab)

(14) | ’f:ol
Qa;b) =P(B) = )~ Q(ab)

n=)

Les probabilités de ruine P(a,b) et Q(a,b) des deux Joueurs seront calculées

& la fin du paragraphe suivant.

V.~ PROBABILITE CONDITIONNELLE - EVENEMENTS INDEPENDANTS

Définition ,
Si (E,Q,,P) est un espace probabilisé, la probabilité conditionnelle d'un

événement A relativement & un évinement B (on dit aussi I dans 1'hypothdse od 1!éve-
nement B s'est réalisé) est définie comme le rapport

= (15) - P(4]B) =%——%—‘§% (avec P(B) #0)
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des probabilités (on dit aussi : probabilité a prn.orlg pour les distinguer des pro-

‘ ‘ba.ba.litéa conditionnelles) des événements AB et B. Cette définitlon généralise exac~

tement la relation (4) obtemue dans le cas des événements elémentalres équiprobables.

" Son interprétation est la méme : (15) représente la restriction au sous-ensemble B

(16)

(17)

de E de l'espace probabilisé (B{LP). En effet, sur l'ensemble B = EB, la famille
(IB des sous-ensembles de B de la forme AB;, A appartenant a@s congtitue une o'w-algém
bre, (vérification immédiate des axiomes) et P(AB) est une fonction additive dfensem=
ble sur (B"@‘B) qui vérifie tous les axiomes des probabilités sauf 1'axiome 2. Il suf-~
fit de renormer P(AB) en la divisant par P(B) pour que cet axiome soit & son tour vé- -

rifié . Ainsi P(A|B) est bien une probabilité pour (BFQB)‘,

On notera bien que la probabilité conditionnelle P( AlB) n'est définie que si
1'événement B n'est pas presque impossible (P(B) # 0). La relation (15) peut s'écrire -

aussi sous forme symétrique -

P(4 B) = P(B) P(A\B) = P(4) P(B] 4).
oY il n'est plus nécessaire de supposer P(B) ou P(A) différents de 0.

Enongons ce résultat .

Théordme 4

La probsbilité du produit dg deux événements est égale & la probabilité a
priori de 1'un deux multipliée par la probabilité conditiomnelle de 1'autre dans
1'hypothése ol le premier s'est produit. -

Formule de Bayes

Soit un événement B et n évinements incompatibles Aysdsee A Supposons que
B soit contenu dans la somme Ay +oooe + A, Dans ces conditions, la réalisation de
B s'accompagne nécessairement de la réalisation d'un et d'un seul des ‘Ai’ et B

o

se décompose en somme d.'événements incompatibles °
B = BA1+BA2+ oaa +BAn

soit, d'aprds la formule (16) et l'axiome 3 :
n

R(3) = ) B(a) R(B &)

i=1
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Proposons-nous de déterminer la probabilité conditionnelle dé l'événement',.&ia
sachant que B s'est réalisé. On a . ‘
P(458) _ P(A1) P(B} A3)
- P(B) . ER(3)

P(4, |B) =

Soit encore, compte temu de (17) -

P(a3) P(BI A1)

b R R(Bl )

k=l
Cleat la formule de Bayes, appelée aussi formule de la probabll:.té des cau~-

(18)  R(y| B -

ses (ou des hypothdses). On peut 1*interpréter comme suit |

Soient Ay o.. 4 des hypothdses de travail (incompatibles) dont les probabilités

& priori sont les P(A ) et qui sont les seules possibles pour expliquer la réalisa~
$ion d'un événement. Soit P(B] 4;) la probabilité pour que l'évinement B se réa-
lise dans 1l'hypoth®se ol 4; est vraie. Alors la formule de Bayes donne la probabil:.—
té a posteriori pour que 1'hypothdse A; soit la bomne, sachant que B s'est réalisé.

Remarque
Dans les applications pratiques, la formule de Bayes doit &tre man:n.ée avec

précaution. Il faut s'assurer que les probabilités conditionnelles P(B| A:.)’ et
surtout les probabilités a priori P(A ) ont une signification concréte réelle. Exem~
ple de raisonnement sophistique . On Saltg(evenement B) que le soleil s'est levé
1,800,000 matins consécutifs sans interruption, depuis que 1l’histoire de thumam.’cé
repose sur des témoignages écrits. Adoptons deux hypotheses de travail ! A’.l: " le so~-
leil se ldvers certainement ¥ soit P(B |A1) =1, et A2 ;Wilya une chance sur

180.000%= o
mille pour que le soleil ne se léve pas ", soit P(B \ Az) 5_9__9_ ## e 1800#4281

et admettons que ces deux hypothtses soient également probables . P(A,l) = P(A2)= %a
La formale (18) donne :
- 781

P(Al( B) = z 1 =1~-10
) %_._%_e-nl&)o 1+e-1800
Une telle probabilité équivaut & une "quasi presque certitude ", Par contre,
si 1'on prend comme hypothdse A2 : " il y a une chance sur un million pour que le

soleil ne se 1dve pas demain ¥ on a P(B) Az) e 1,8 #* 0.165 et, dans ce cas
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P(A:L \B) # 0,75. L'hypothdse reste plausible. Mais si, avec la méme hypothdse
Az,, on prend P(AZ) "10090 , alors il vient

1/1000 LL 6

apommrmece

999 1000
1000

P(4,]| B) =

1/1000 + 0,165 x

Ctest alors 1l'hypothdse 4, qui devient la plus plausible.

Définition . Evinements indépendants. Un évinement A est dit :Lndépendant d'un
événement B si l'on a

P(a[B) = P(a)

¢'est-a~dire si la probabilité conditiomnelle de A wrelativement & B est
égale i la probabilité a priori P(4). Si la relation (19) n'est pas verlf:.ée, les

évinements A et B sont dépendants.

La signification concréte de la notion d'indépendance est trds claire : dire
que la probabilité de A n'est pas modifiée si 1l'on sait que B s'est réalisé signifie
qutaucune information sur 1l‘'évenement B ne péut nous renseigner quant aux possibili-

" tés de réalisation de A,

Conséquence 1 ~ Si A est indépendant de B, alors B est indépendant de A. En effet,

on a

p(s|4a) = 2(4B) _ B(B)P(a|B) _ B(B) P(A) _p(p)
P(4) P(a) P(4) |

1%indépendance est une notion réciproque.

Conséquence 2 ~ Si A et B sont indépendants, il en est de méme de X et B, A et B et
de X et B.
Montrons par exemple que A et B sont indépendants. De
P(a|B) +P(Z\B) =1 |

et P(A|B) = P(4)

on tire immédiatement .
P(Z|B) =1 - P(4) = P(X)
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Théor%me 5 -

Si deux évenements A et B sont mdépendants, on a
(20) P(4B) = P(4) P(B)
et réciproquement, si (20) est vérifié A et B sont indépendants, Ce théord-
me;qui se déduit immédiatement des formules (16) et (19), constitue la propriété

principale des évdnements indépendants.

Généralisation. Pour généraliser la relation (20), nous dirons que n éviénenents

Aj; Ay... A sont indépendants (ow mutuellement indépendants) si quel que soit llen~
tier k< n et quel que soit le choix des indices i, ijeee ik on a . ' ”

(21) PAj, Agees Ay =P(4y,) P(Aiz) eee P(Ag,)

Pou.r qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que chacun des Ai saﬂ:‘
indépendant de chacun des produits A, Aaz‘” Aak (k<n queleonq_ue, dqs 32.”31:
différents de i). La démonstration est :meé(i:.art:c-z°

Remargue
Pour que n évinements Al-paw A, soient mutuellement indépendants, il ne

suffit pas qu'ils soient indépendants 2 & 2, c'est-3~dire que chaque A4 soit indé-
pendant de chaque Ay pour i £ e

Par exemple ¢ soit un tétraddre régulier dont les 4 faces portent : la
premiére A un point rouge, la 2éme B un point bleu, la troisidme C un point jau-
ne, la 4éme 0 trois points, l'un rouge, l'autre bleu, le troisitme jaune. Lancons
le tétraddre, et admettons qu'il y a une chance sur 4 pour quiil repose sur l'une

quelconque de ses faces.

I1 y a, a priori, une chance sur deux pour que la face ainsi déterminde

contienne un point rouge (P(4) + P(0) = 3). I1 y a une chance sur deux pour que

cette-face contiemne un point rouge sachant qu'elle contient un point bleu

P(0O o . .
_,_,S.,.,l_,,.._ = -;—) Ainsi les trois événements “rouge ¥, "bleu ¥, "jaune ¥ sont

‘ P(4) + P(0)
deux & deux indépendants. Hais ils ne sont pas mutuellement indépendants, car :

- | P(rouge et bleu et jaune) = P(0) = % # P(rouge)P(bleu)P(Jaune) = 3



Dans- la plupart des applications, cependant, 1'indépendance ﬁutuelle eat
ou bien postulde a priori (sur la base de considérations théoriques), ou bien
‘considérée corme hautement plausible pourvu que 1l'indépendance deux 3 deux ait été

vérifiée expérimentalement.

-Exemple : Rigque de ruine (suite de 1'exemple 2 du paragraphe précédent). Un événement

simple

A= A1 A2 eos Ak Ek+lm¢nn

a comme probabilité, selon le théordme 3 -
P(a) =P(a;) P(4;) +.. P(4)
ce q_u.i Signifie que les k éVénements Al B E3 veey El A2 E sesp .'OE].EZ"'.Ek—l

A B ., +-- sont mutuellement indépendants. L'événement A (1e joueur n®l se rui-
ne 3 la nifme partie) est somme des deux Svinements incompatlbles "le joueur 1 ga-
gne la lire partie et se ruine 3 la niS™° * dont la probabilité est p B l(a+1,b~1)
et "le joueur 1 perd la 15T€ partie et se ruine 3 1la ni®me » 4o probabillté

q Pn—l (a~l,b+l) (avec~q\= 1l ~ p), Diod

P (a, )=p P fatl, b-1) + q P l(a-l,b-!-l)

Sommons en n (ce qui est 1égitime, d'aprds (14). I1 vient
(22) P(a,b) = p P(a#l,b=1) + q P(a~1,b+1)

Considérée comme équation aux différences finies en a, (22) admet des so-

lutions de la forme A% avec

P %? -A+qg=0

Les racines de cette équation caractéristiques sont 1 et q/p, et par suite

. la solution générale de (22) est de la forme
‘a
(23) P@w)=A+M§

Les constantes A et B se déterminent par les conditions aux limites éviden~

&

tes .
S P(0,a+b) =

2 P(a+b,0) = 0

D'oh la probabilité de ruine du ler joueur :



S -
b
1< (2)
P(ayb) = ' ‘q_

S 1.(R a+b
(%)

et de mlme celle du deuxidme joueur
1-(2)3
Q(av_b) = - ;"
1 - (35
@

On vérifie immédiatement que P(a,b) + Qa,b) = 1. Ainsi, 1'évinement "1'un
de§ deux joueurs gagne ¥ est presque certain; et son complémentaire "la partie se

prolonge indéfiniment “est presque impossible.

Dans le cas particulier p = q = % , 1'équation caractéristique admet A =1

comme racine double, et la solution générale est de la forme

(24) P(ayb) =A+Ba

Ll

Les mémes conditions aux limites que ci~dessus donnent &

) a _ b
P(a,b)al_a+b_a_+b

et, de méme
3

(a,p) = a+b

Ici encore P + Q = 1, et il est presque impossible que la partie se pro-

longe indéfiniment.

Passage & la limite
Examinons ce que deviemment les probabilités de ruine P et Q lorsque, a reg-

tant constant, b tend vers 1l'infini. Deux cas se présentent .

Pour q>0p P ooy 1 et Q— O
a q,2
Pour q& D P--)(%) et Q = 1-»(5)

Dans le cas gq > P, l'interprétation du résultat ne préte 3 aucun malen=-

tendu. Pour q £ ps, on peut seulement énoncer . "jouant contre un adversaire extré-

0\,
5)

de gagner, et il est presque certain que la partie s'arrétera ". Ce résultat, ob-

mement riche (b trds grand, mais non infini) le joueur n°l a la probabilité (
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tenu .par-passage-i-la limite, ne peut pas s'appliquer au cas ol l'adversaire dispo-
se d'un capital 11limité (b infini) ¢ dans ce cas, en effet, on a -
Qa,) =) Qa9°) =0
n=1".
car chacun des Q est nul (1'adversaire ne peut pas &ire ruiné en un nombre fini
de parties), alors que le passage & la limite donne
. . q,
n  Qla) =1- () A0 (2>
b—>0o° _
Calcul de P(5,€2) -~ Si le capital de l'adversaire est illimité, les mémes raisonne-
ments que ci~-dessus conduisent encofe & l'équation aux différences (22) dont la ®mo-
lution géndrale est de la forme (23), ou (24) pour p = q = ¥ « Mais il n'y a plus

qu'une seule condition aux limites -
P(0;°°) = 1

Si g P, la condition supplémentaire P(a,°0)<< 1 montre que l'on a

P(ae) = 1 (a3 »p)

La ruine est presque certaine, et la partie s'arréte presque certainement. Par con-

tre, pour q £ p on obtient seulement
q.2
Plage) =4+ (1-2)(3)

avee 0€A <1, mais le raisonnement ne domne pas la valeur de la constante A: On
peut penser gue A = 0, car, & tendant vers 1%infini, c'est-a-dire si le joueur n®l
devient lui aussi infiniment riche, son risque de ruine doit tendre vers 0. Mais
nous avons vu les dangers que présentent ces passages & la limite. En fait, il est
exact que A = 0, nous le montrerons dans un instant 2 l%occasion dune étude plus
approfondie. A étant nul, on a °

()

P(a,ca) = 3

(@ < p)
Qa) = 0

a
Ainsi, pour g <p; il ¥ a une probabilité npon nulle 1 - (%) pour que
la partie se prolonge indéfiniment.
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(26)

(27)
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Etude spéeiale ducas b =9 -a =1, Pour déterminer la constante A(indépendaﬁte
de () de l'éguation (25), nous allomns calculer directement P(4,2°?) par une métho~
de dans laquelle on- reconnaftra, par la suite, un exemple particulier d'emploi de

la fonction caractéristique. Pour abréger, posons

P("ig"") =P
Pn(‘dugm ) = Pn

et proposons nous de calculer P n’ probabilité de ruine & la n itme partie. On a

nécessairement Pn$’19 de sorte que la fonction (dite fonction génératrice)
e
Qsj) = Z_ P st
n=0 e

est absolument convergente pour s <4, et méme pour s = 4(car P = Z_ I“-n)o

Par ailleurs on a

{ B o=a

Pour n2, un raisonnement probabiliste simple (que le lecteur pourra ex-

pliciter & titre d'exercice) conduit & la relation de récurrence .

Pn+'1 =D Z— Pk n=k

n+l

Multipliant par s et sommant de n = 1 & 1%infini, on trouve ©

Ys) -gs=sp e)°

d'ot

I(S) _ 4z VL =4 g2

2ps

Mais P(s) est contimue en s = 0 (puisque la série (26) est absolument
convergente) et E(O = P = 0. Donc seule convient la solution -

§(5)= -Vi-‘l-qu;'

2ps




I1 suﬁ‘it de faire-s =4- pour obtenir

1'='£(1)___’1~V1.-4pq A - jg gﬂ g’lpour )

2p -~ pour q&€ p
P

On & ainsi montré que la constaunte A dg¢ 1'équation (25) est bien mulle.
En fait, on peut aller plus loin. Du développement en série

+ ‘4. 1
R e
:

on tire, en portant dans (27)

oo
e =

D'ol, en identifiant avec (26)

n

n=l n 2n~1
cZn«-sl 8

A= an’l

(28) | S P, =0
€ 1l L . qn-l-i___’_l_._ Cn o qn-i-‘l
2n+1 on b 1 2047, 4l an
On a ainsi obtenu 1l'expression de la probabilité de ruine i la niéme par-

tie (avee a =4 et bz"®)

Remarque : probabilité d‘'sbsorption

On peut schématiser un mouvement brownien en imaginant qu'une particule,
en mouvement sur 1'axe des X; accomplit, aux temps t =1, 2 s.. B ... soit un dé-
placement de + 1 (avec une probabilité p), seit un déplacement -f({probabilité q = l-p)
C'est le probldme dit de la promenade sléatoire. A la notion de ruine répond celle
d'absorption (la particule étant placée en t = 0 au point d'abscisse a, deux bar-
ridres sbsorbantes s_ont placées en x = 0 et x = a+b, ou, pour b infini, une seule
barridre absorbante est placée en x = 0), Ainsi, dans le probléme & une seule bars
ridre absorbgnte et pour p >q, il y a une probabilité non mulle ,1_(%)13 pour gque
la particule ne soit jamais absorbée.
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CHAPITRE 11

VARTABLES ALEATOIRES ET FONCTION DE REPARTITION

‘1.= NOTION DE VARIABLE ALEATOIRE

En termes intuitifs, une variable aldatoire X, attachée & une épreuve ou ex-

périence définie, est une grandeur susceptible de prendre 1°'une ou l'autre de plu-
sieurs valeurs numériques selon le résultat de 1l'épreuve ou de l'expérience. Par
exemple, si lfexpérience consiste & mesurer une certaine grandeur physique 3 I‘aide
d'un appareillage domné et selon une procédure définie, le résultat de 1'expérience
peut 8tre défini comme. l’ensemble de toutes les circonstances ayant accompagné la
réalisation de la mesure, y compris les erreurs Ik’i\e lecture, les variations fortui-
tes de température et pression, etc ... Chacun des facteurs de ce résultat exerce
une certaine influence sur la mesure, et la valeur numérique X de cette mesure est
fonction de tous ces facteurs. Il est clair qu'une méme valeur numérique X de la
mesure peut 8tre fournie par plusieurs, ou mé&me une infinité de constellations pos-
sibles de facteurs du résultat, tandis qu'd chaque constellation correspond une va-
leur unique, bien définie de X. Dans la terminologie probabiliste, ces "résultats Y
ou ces “constellations de facteurs du résultat ® portent le nom d“événemeﬂfs élé-
mentaires. On voit qu'une variable aléatoire X est, en réalité, une fonction rnumé-

rigue X(€) définie sur l'ensemble E des événements élémentaires €.

Cette fonction X(€) ne peut pas &tre absolument quelconque. En effet, il
est nécessaire, x, a et b étant des nombres quelconques, que des propositions du
types*l'lexpérience a donné le résultat numérique X = x ¥ ou "l'expérience a donné
le résultat a £ X < b " constituent des évinements. Mais nous avons vu que,
parmi les sous-ensembles de l'espace E des événements élémentaires €, seuls les
‘sous-ensembles privilégiés appartenant i une o-algdbre (L constituaient des événe-

ments. Ainsi done, la fonction X(€) doit &tre telle que 1l'ensemble -
Eez agﬂ@<b§ des éveénements élémentaires € de B, pour lesquels les

inégalités a SX(G) <. b sont vérifides, appartiemne & la o~algdbre @ . L'image

inverse par X de tout intervalle doit appartenir & (O . Par ailleurs, si la



]

proposition ® X appartient & 1'intervalle (a,b) " définit un évinement, il doit en
&tre de mlme de toute proposition obtenue er appliquant & des propositiéns de ce
type une suite illimitée.d'opérations logiques. Nous avons appelé_%la c-algébre
sur l'ensemble. -R . des-nombres réels engendrés par les intervalles (a,b), ou fa-
mille des ensembles boréliens. Alors, si B est un ensemble borélien quelconque,
la proposition ¥ X appartient & B” doit définir un événement. Autrement dit, la
fonction mmérique X(€) doit &tre telle que 1'image inverse de tout ensemble boré-

lien appartienne. & la. c-algdbre (L . Une telle fonction est dite mesurable o

Définition © Fonction mesurable. Une fonction mumérigue X(€) définie sur un espace pro-

babilisable (B, (L) est dite mesurable si 1'image inverse L de tout ensemble

borélien B est un évenement, c'est-a-dire si :
VBER ma : 7'@®)-{e:x@eB ] €0

Nous sommes maintensnt 3 méme de donner la définition générale d'une varia-
&

ble aléatoire.

Définition . Variable aléatoire. Etant donné un espace probabilisable (E,(L,), on ap-

pelle variable aldatoire (sous entendu : sur (B, (L ) une fonction numérique X(e)

mesurable définie sur (B, QL ).

si (B,CL ,P) est un espace probabilisé et X(€) une variable aléatoire sur
(B,(L), on voit que 1'évinement "X(€) appartient 33" od B est un ensemble boré-

lien, poss&de une probabilité bien iéfinie -
=4,
P fx(e) £B)| = Prx (Bﬂ

Posons .
(1) () = ¢|2%B))

Nous définissons ainsi une fonction d'ensemble P' qui, & tout ensemble
borélient fait correspondre un nombre P“(%) compris entre 0 et 4. Cette fone-~
fion d'ensemble P!(B) est elle une probabilité pour 1l'espace probabilisable(R,%)
constitué par l'ensemble des nombres réels R et la c-algdbre de Borelg? De (1)
résulte immédiatement P*(B)> 0, P'(R) = P(E) = 4, de sorte gue les axiomes L

et 2 des probabilités sont vérifiés. Montrons qu'il en est de méme de l'axiome 3.
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‘ K] h ra - ) »
Soit I 1+ +Dpe.. des ensembles boréliens disjoints BL% =@ pour i £ j)s On a :

O

=L, o Z: -
X l(%,, * ooe + bﬂ_+ aeo) = X 1(511)

! n=171
g ° Ve & e LY 2, !
Bn effet, la proposition © "1'événement élémentaire € appartient & X ﬂ(ZBT)

b1 A4

Squivaut par aéfinition & % "X(6) appartient 3 2B * qui équiveut & 2 "X(e) appar-

Y

tient & 1'un au moins des Bn ", qui équivaut, & son tour, & : "€ appartient 3
. 1 . s s s . s 1 1,
l'un au moins des X Bn)‘”, c'est-a-dire . "e appartient & ) X iﬁn) ",

Dans ces conditions, on peut écrire &

(Y Ba) = 2| 2K }‘%nﬂ

= P{Z xt Blﬂ

et, comme P est une probabilité et que les L Bn) appartiennent 3CL ;, on a &
; 23] - ‘
e(IB) 2 T efxt@yl= Y ea)

L'axiome 3 est vérifid, et P' est bien une probabilité sur (R/D). Tant

qu'on se limite & 1'étude de la variable aldatoire X(€), pour lagquelle les seuls
évenements observables sont du type "X appartient & 1'ensemble borélien B LI A
n'y-a avcun intérét 3 conserver l'espace probebilisé initial (B, Ql,P). Toutes les
propriétés de la variable aléatoire X peuvent s'obtenir directement & partir de
1'espace probabilisé (R,F),P'), dans lequel 1'étude de X est en général plus facile.
Le passage de (B,0,P) & (RD,P!) est un changement d'espace probabilisé. Mais

on prendra garde que si Y(€) est une deuxidme variable aléatoire différente de X(€),

il ne sera pas possible, en général, d'étudier ses propriétés dans l'espace (R,_'?),P')
adapté 3 la seule variable X(€). Il ne sera cependant pas nécessaire, en général,
de travailler directement dans (E,OL,P). Pour le montrer, nous allons généraliser

les notions introduites ci-dessus.
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Généralisation
Etant donnés deux espaces probabilisables (E,Paa) et (Ez,a,z)9 une applica-
tion o de E, dans_ .E2.. (ctest-t-dire une correspondance qui, a tout événement

A
élémentaire e,i- de Ed fait correspondre un évinement élémentaire e, de E2 noté.

g{e;i-){ est dite mesurable si 1'image inverse de tout évinement de (EZ,OLZ) est un
événement de (E{L” Cl,l)g autrement dit si ©

V4, E0, st o (i) ={e tale) € JEC,

Une application mesurable o de (Ea_g Ol,,l) dans (E29’a‘2) sera ausei appelée

varigble aldatoire (sous entendue © définie sur E/.L et & valeur dans Ez).

Supposons maintenant 1l'espace (EZL"’ o /.l) probabilisé par la donnée d'une probaw
bilité P, et soit o wune variable aléatoire, application mesurable de (E%!.’ O.;l) dans

(Ez,az)o A tout évenement A2 de 0129 nous pouvons faire correspondre le nombre

. polay) = 2[as)]

On démontre alors, exactement comme ci-dessus, que la fonction d'ensemble P!
vérifie les 3 axiomes des probabilités, et constitue donc une probabilité pour
(EZ,(JQ). Dans ces conditions, toutes les propriétés observables de la variable

.aléatoire « (c'est-a~dire : toutes les propriétés lides aux probabilités d'événe~
ments du type . "& appartient 3 A, " A, étant un événement de @2) pourront 8°étu=

dier directement sur 1%espace probabilisé transformé (B ga,z,Pﬂ)

Définition. . Variable aléatoire & n composantes. On peut; en particulier, prendre com=
me espace probabilisable l'espace (Rn,,@n) o Ol R™ est l%espace euclidien & n dimen-
sions et il o l%o’nalgébre engendrée par les pavés de Rng(ensembles de points

n ’ 03 » » 7 o r'd » —
X = (xa_a-ooxn) de R™ wveérifiant des 1negal:1.tes du type ai\g xi< big i=4,2,..n)

ou famille des ensembles boréliens de R-.

Etant donné un espace probabilisable (E,(l), on appellera varisble sléatoire

e aléatoire & n composantes une application mesursble

vectorielle, ou variabl

de (B,0L) dans (R™RD).

A tout évdnement élémemtaire € de B, X fait correspondre un point x(e)
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de R™. Soient Xﬁ.(e) 9..,.Xn(6) les-coordonndes- de X(€)+ On vérifie immédiatement que
chacune des coordonndes -xi(e) définit une application mesurable de (E,0l) dans
(R,J5),ctest—a~dire-une variable aléatoire & une seule composante. Ainsi la variable

4 n composantes X(e) représente 1'ensemble des n_variables b une composante X,(e)

ooc xn(e). Dans la suite, une variable aléatoire & une composante sera, en général,

appelde simplement variable aléatoire.

Réciproquement, soient Xao oo Xn n variables aléatoires (& une composz:ugﬁ;e)9
clest-d~dire n applications mesursbles de (E,(l) dans (R,J5). Leur donnée simul-
tanée définit 1l'application X(e) =Yxl(e)9.“ xn(e)—\ de E dans R%  x(e) est-elle
une variable aléatoire vectorielle ? Pour le montrer, il faut vérifier que X est
une application mesurable de (E,(l) dans (Rn,ﬁn)o Or cela résulte dqu théorgme sui-

vant o

Théoréme;g 1l - .
Soient (E,(l) et (B, Ol*) ‘deux espaces probabilisables, QA Stant 1a a-algdbre
engendrée par une famille ! le sous-ensembles de E', O = o‘(?-“), Pour gufune ap-
plication o de (E,(l) dons (B*, OF) soit mesurable, il faut et il suffit gue i'iﬂg_—_'

ge inverse ec_ﬂ'(F') de tout ensemble F! de (35" soit un événement de

Pour établir ce théordme, on considere la famille " des sous-ensembles A ™
de E® fels que oi‘g'(.& w) gppartiemne & (. On voit facilement que COlivérifie les trois
axiomes de oO=-algebres. Comme Ol contient }/“9 elle contient aussi la o-algébre
engendrée par rd\»'“g clest-d~dire Cl. Puisque tout événement A® de O' appartient
%y O%, on a bien o of’l(A“) appartient & Q).

Conséquence.

Etant dommées n  variables aléatoires xi(e)9 1'application X(6)=®_(€),”

Xn(6)> est une varisble aléatoire vectorielle.

Comme la famille boréliemne BT est la c-algdbre engendrée par les pavés
Y
(a. « X. << by i=4,2000 n)9 il faut vérifier que l'image inverse d'un pavé est
1~ 1 i

un événement de Ol.

Considérons 1'ensemble Ai des évenements élémentaires vérifiant

<
a; £ xi(e) <,



Comme Ki(e) est mesurable, A, est un événement. L'image inverse du pavé

est l'ensemble des € qui appartiennent a la fois & Ai,Az, sos An,c"est—é-dire le

produit A{[ Ayooo An * clest done un événement de (h.

II.“‘

Généralisation : Fonction aléatoire et processus stochastiques.

On peut également définir des variables aléatoires & une infinité (dénombra-
ble, ou méme non dénombrable) de composantes. Par exemple, considérons 1l'ensemble ¢
B B
de toutes les fonctions numériques définies sur l'espace euclidien R". B! &tant
munie d'une o-algdbre (' convenable (inutile de dire que la définition d'une
c-algdbre sur un espace de fonctions n'est pas du tout un probldme élémentaire), une
application mesurable de (B,CL) dens (B, Q) définira une fonction aldatoire °

3 tout éveénement élémentaire € de E correspond un élément X, (e) ae E',c'est-a~

dire une fonction numérique ao,(:;l,,oo .,xnge) appelée réalisation de la fonction aléa~
toire 4 . Bn un point x = (xﬂ‘,ua xn) fixé de RY, (xge) est une fonction mméri-
que définie sur B ¢ si elle est mesurable (et la o-algdbre a,' est chq'isie de ma-

nidre 3 ce qu'il en soit ainsi) (xge) est done, a x fixé, une variable aléatoire

ey

oxrdinaire. De méme, l'ensemble dés valeurs (x;e) . (x";e)c.o ;6) des va-

leurs prises par la fonction aléatoire en k' points dlappui fixzés x, x... x(k) -

constituent, € variant, une application (mesurable) de E dans RX. c'est-a-dire

une variable aléatoire 3 k composantes. ’
Lorsque l'on prend BR! = RTg ot T =R est l'ensemble des nombres reels +

considérés comme représentant un temps, une fonction aldatoire J} s'appelle aussi

processus stochastigue, A € fixé, | (t;e), réalisation de Z—, représente une évolu~
tion possible du processus dans le temps. A € variable, ta,.e ‘l;k fixés, Oz ('bdge),)
;e (t296) eas _ﬁ (4, ,8) constituent une variable aldatoire vectorielle & Xk compo-

santes.

FONCTIONS DE REPARTITION A UNE SEULE VARTABLE.

Soit X wune variable aléatoire, c'est-a~dire une application mesurable d'un

expace probabilisé (EQCL,PG_) dans (R,3}). On a vu au paragraphe précédent que la

P@ = By ]-X"’i(%)'l

fonction définie par



(2)
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pour tout ensemble borélien B est une probabilité, et. que.toutes les propriétés
de-X peuvent s'étudier dans l'espace probabilisé (ng)gl’),.. En vue de sjmplifier au
maximum 1'étude de la variable aléatoire X, il est souhaitable de remplacer la fonc-—
tion d'ensemble- P(’B) par une fonction nmumérique ordinaire. Etant donné un nombre b,

z K3 (
considérons l'ensemble borélien des nombres x tels que : "x<b ¥,

Soit F(b) sa probabilité :

F(b) = P(x<b)
La fonction F ainsi définie s’appelle fonction de répartition de la va=

risble aléatoire X. Par définition, on a -

Mz) =PX < x)

La donnée de la fonction de répartition F(x) suffit-elle pour calculer la
probabilité de n'importe quel ensemble borélienB),; et par suite constitue-t-elle un
résumé exhaustif de tout ce qu'il est possible de savoir sur la variable aléatoire X
(considérée seule) ? On démontre qu'il en est bien ainsi. Connaissant F(x), on a,

en premier lieu @

P(X} a) =4 = F(a)

et, par suite

P(a & X« D) =F(b) - F(a) (a £ 1)

car 1'évinement " X L b ¥ est somme des deux évinements  Wa L X< b Vet "X a® ma-
nifestement incompatibles. La o-algbre borélien.ne% étant engendrée par les interval-
les (a <X <b), il est alors possible de démontrer que P([)) peut effectivement se

reconstituer & partir de F(x).

Etablissons quelques propriétés fondamentales de F(x).

Propriété 1 - F(x) est une fonction non déecroissante de x.

Soient a et b deux nombres avec a<Lb. Alors 1'évenement X< a® est
contenu dans l'évdnement "X < ¥ " . D'aprds la propriété 3 (ch.I, parag.4) et la
définition (2), on a bien M a) é #b).
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Propriété 2 -~ F(x) tend vers o quand x tend vers = oo, et vers + A quand x tend

vers + oo,

»

o Les événements &n cMx < - n" forment une suite décroissante. Le pro-
duit ;FL‘ Bn est 1'évinement impossible (car ancun nombre réel x ne vérifie
x < -n quel.que soit n). Dfaprds le théordme de la contimuité (Th.2, parag.4,Ch.I),
P/Bn) = P(-n) tend vers o pour n — oo, '

Soit alors &> o. Il existe alors N tel que ¢ pour n >N, P L e.

En particulier PF(-N)<£ e. Comme F est non déeroissante, x.&~ N entratne F(x)< Ee

On montre de méme que la probabilité 4 — F(x) de 1'évinement X x " tend

vers o quand X -0 , d'ol résulte que F(x) tend vers + 7. Nous avons donc -
Ple20) = lim F(x)=0
(3) X =30

( F(+o<>) = lim F(x) = A
X =D+ 00

Propriété 3 - F(x) est continue 3 gauche, c'est-i~dire . en tout point x, P(x=h) tend

vers F(x) lorsque h tend vers o en restant positif.

Soit hn une suite décroissante de nombres positifs tendant vers o, et ‘A’n
1'évinement "x - h £ X <x% Les A constituent une suite déeroissante d'événements

dont le produit est impossible. D'apréds le théordme de la continuité ¢
P(4 ) = F(x) = F(x ~ b )=30 . pour n e—» 9O
Alors, quel que soit &> o, il existe un n +tel que P(x) - F(x - hn)g e

Comme F est non décroissante, pour h < h ona F(x) -F(z -h) e

Inversement, ces trois propriétés caractérisent les fonetions de réparti-
tion - =i F(x) vérifie ces trois propriétés, on prendra P(x< b) = P(b) et il
sera possible de reconstituer une probabilité P sur (B;B). Pour (R,%),P) la varia-
ble aldatoire définie par l'application identique X(x) = x admettra F(x) comme

fonction de répartition.
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Propriété 4 -~ F(x} est continue partout sauf au plus en une infinité dénombrable de points

de discontinuité.

C'est une propriété classique des fonctions non décroissantes bornées. En
tout point x, on pose F(x + o) = 1lim F(x + h) lorsque h tend vers o en restant
positif.(la limite existe, puisque F est non décroissante). 5i F(x + o) = F(x) la
fonction P est continue en x. Soit Dn l'ensemble des points de discontinuité pour
lesquels le saut F(x+o) - F(x) vérifie :

l
n+1

A .

=> Fx+o) - F(x) >
D, contient au plus n points (puisque F(+20) = F(~%0) =4 ), d'od possibilité de
dénombrement.

Conséquence
Une fonction de répartition est entidrement définie lorsque lion connaft sa

valeur en tout point de continuité.

En effet, tout intervalle non 2duit & un point contient un ensemble de points
ayant la puissance du continu et, par suite, comme les points de discontinuité sont dé-

nombrables, une infinité de points de continuité.

Si X, est un point quelcongue, chacun des intervalles [Xo - %, XO] contient
au moins un point de continuité X o Pour n +tendant vers 1'infin, %, —— L.

Comme P(x) est continue & gauche, on a aussi ° F(xn) ——-)—F(xo)

Cas particulier . _Répartitiors absolument continues, et discrates.

4)

1 - Une fonction de répartition F(x) est dite absolument continue s’il existe

une fonction intégrable %(x)y appelée densité de probabilité, telle que l'on ait, en
tout point x °

P(x) = / }(3)ay
- 0O 2

b
Comme exemples élémentaires, citons la loi normale (%(x) =L_e 2 )
> o=l =-bx 27
et les lois gamms : %(x) o= “T-TB(-) x e (pour z 7 o, et%(x) =0 pour x<o0),
®

avec b >0, &> o0, dont les lois dites du y sont un cas particulier. Sur ce der-

nier exemple (pour oo <4), on voit qu'il n'est pas nécessaire que P(x) soit dé~
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rivable en tout point. Toute fonction %(x) vérifiant .

g(x)go pour tout x

+0o

/ (z)dx = +4

=50

définit une densité de probabilité.

2/ = Si une variable aléatoire X ne peut prendre qu'un nombre fini, ou une
infinité dénombrable de valeurs numériques TyoXy seeX (c'eat—é—dire o 8i l'ensemble
des valeurs prises par la fonction mesurable X(e) lorsque € parcourt E est un
ensemble dénombrable) ou, plus généralement, s'il est presque certain que la valeur
de X(e) est égale & %, ou Xy... sa fonction de répartition F(x) est dite discrdte.

Si % est un ensemble borélien ne contenant sucun des points Xy 1'événement

% X appartient & l%“ est presque impossible, et P(’B) = 0. Chacun des évinements,

"X = ¥ % posséde une probabilité p; et, d'aprés les axiomes, on a

o
P(E)-_—.Z: p; = A
i=1

La fonction de répartition P(x) est une fonction de saut. En effet, soient

2 '3 .
xiagxizooo les x, verifiant xik < Xy, ona.

oo
P(x) = k;l B

Par suite, si xj et %, sont tels qu'il n'y ait aucun point x; strictement

compris entre _x.j et X ona (avec x4 < xk) :

F(y) = F(Xk) = ¢f® pour xj< yéxk

P(x) est constante sur les intervalles du type (xj,xk) et subit en chaque x; 1Ia

discontinuité (ou saut) a droite p; = F(xi+o)-.F(xi)°

Si 1'ensemble des %, contient des points d'accumulation, l'aspect de P(x)

est moins intuitif. En particulier; si les X constituent un ensemble dénombrable



partout dense (comme 1'ensemble des nombres ratiomnels) tout intervalle non »éduit &
un point con‘hi’ent,_ si petit soit-il, une infinité de points de discontinuité. Exem-

ples simples de répartitions discrites . loi de Poisson, loi binomiale, etc «..

3/ Plus généralement, on démontre que toute fonction de répartition F(x)
est de la forme °
F(x) = Fﬂ_(x) + Fa(x) + FB(X)

.Fﬂ(x) et Fz(x) étant (21 un facteur constz_ant prés) deux fonctions de répartitiqn

1'une discrdte, 1l'autre absolument continue. F3(x\, s ou composante gingulidre, est
continu§ mais non sbsolument continue, et constente sauf sur un ensemble de mesure
mulle. Dans les applications usuelles, cette composante est absente, et F se ré-

duit & ses deux composantes discréte et absolument continue.

III.~ FONCTIONS DE REPARTITION DE PLUSIEURS VARTABLES.

™

Les définitions et propriétés énoncées au paragraphe précédent se générali-
sent facilement au cas d'une varisble aléatoire X = (X,l,.o. Xn) % n composantes.
Comme la o-algdbre 3511 de R" est engendrée par les ensembles de points
X = (xa_ seo xn) vérifiant x, < a; (1 =4, 2...n), on appellera fonction de ré‘parr-

tition de X 1la fonction F(x) = F(x,lgo.oxn) définie par *

‘(5) F(x) = F(xdsxz,.o.xn) =1>(x,l <z, et L<x, et oo et X Jx )

et cette fonection F(x) suffit & déterminer la probabilité pour que X appartienne
3 un ensemble borélien B ) guelcongue de %n « En particulier, si (B est le pavé

(aig xi< bi’ i=4,2..n), on établirs la formule o

n
. n
. (6) P(B) = F(b,,..b_) wz p. + 2 D,. = eoeee + (1) Fla,,a,0..a_)
G n’ 4 i &= Fij 1772 n
i=141 ii

ol 1l'on représente par la notation pij k la valeur de I Zyeee xn)au point défi-
ni par . xﬁl: 3.2 si 1'indice E est égall & i, ... ouk et XL= bg daps le

cas contraire.



Renartltlons mérgn.nales S

B JQ_L, e X sonf..les composantes d'une variable aléatoire vectorielle,

il en es’c de -méme de - Xig.”X ,l(car n-l -fonctions mesurables.définissent, nous

1'avons vu, une variable aldatoire & n-d composante) Cette nouvelle variable pos-

 sdde la fonction de répartition (dite marginale)

= X3 0
3&92,.@.11-4..(%.[““]{1141) F(:;7.1.91{2" T F )

En termes intuitifs, P représente la répartition d‘'une masse unité dans Rn;

et F{L > . .ped la projection, paralldlement & 1l'axe des Xs de cette répartition
9y 0 o =,

dsns l*hyperplan des Zys FpeerFy 4o Plus généralement, la fonction de répartition

.

L evo

I ™
. .t . . ' .

tout i distinct de Igeee 4 dans l'expression de F(X/l“'xn)'

Les propriété 4,2, et 3 du paragraphe précédent deviemnnent les suivantes

Bropriété 4 - F(xa_g...xn) est fonction non décroissante de chacun de ses arguments.
Propriété 2 - F est continue & gauche pour chacun de ses arguments.

Propriété 3 - On a F(+%9, ... 490 ) = A et, pour chague indice k -

lim F(z;l,xz. esX )

_%
X >

Mais, & la différence des fonctions de répartition d‘'une seule variable,
une fonction de répartition n'est pas caractérisdée par ces trois propriétés o il

faut leur adjoindre la suivante -

Propriété 4 - Quels que soient les a, et les B (a ,b ) 1ltexpression (6) est

non-négative.

Liexemple simple suivant montre que cette condition supplémentaire n'est

pas superflue. Soit
F(xy) = o pour x < 0y ou ¥y £ 0, Oou x+y L1

P(x,y) =4 dans le reste du plan.

des k wvariables Xiﬁ-,..o Xik(k < n) s'obtient en faisant ;= +00 pouf
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et le carré (} L= <19 2—<y‘<’.’t) Ona »

F_(u) - F(%gzi) - F(,3) + F(% ,%) =-1

. - Une fonction de répartition F est dite absolument continue, s'il existe

une fonection non négative f telle que l'on ait ©
% £
F(x19...xn) =/ / 0000/ i(ﬁsxz.o.xn)dﬁ?.‘dxn
w00 e 5O - 5O - '

Elle sera dite discrete si les valeurs possibles de la variable aléatoire

vectorielle forment un ensemble dénombrable de Rn.

Varisbles indépendantes. Par définition, on dit que deux variables aléatoires };_L et X,
Bont_indépendantes, si, guels gue soient les ensembles boréliens B’l et B, les deux

événements "1%‘ appartient 3 ZB4 ¥ et ”XZ appartient & B2 sont indépendants,

c'est-a—~dire si 1'on a =+
P(X,_LE B, et X, & 32) = P(;gIEBA) P(XZE,Bz)

Le théordme 3 (paragraphe 4, ch.I) montre qu'il est possible de construire
des varisbles aléatoires indépendantes, car, si ng et X2 sont deux varigbles def:.-—
nies sur les espaces probabilisés (R.Y3,P ) et (R,3D,P ) et si P est ls probablllté' '
unique définie sur (82 @) ) telle que, pour tout ensemble borélien deID? de la fore
me B= B, x B, (Bg_ et B, ensembles boréliens de:E?), on ait : P(B)= P(B!L)P(Bz),,

X, et X, sont bien indépendantes pour (2 932,p).

Bn particulier, si By et B, sont les événements " L% % e} "X2<x2 "
on doit avoir & o
F(x,x,) = F(x) g(xz)

La réciproque est vraie.

Théoréme = Pour que deux variables X,l et XZ soient indépendantes, il faub et il suffit

que leur fonction de répartition F(x,l,xz) soit de la forme &

(7) - Flmoz) = B (g) Hz)

F/l et F, étant les fonctions de répartition marginales de X1 et X
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Pour montrer que la condition- {7) est suffisante, on observe qu'il est pos-

sible de construire sur (329'552) une probabilité P! telle que

ﬁ — . ré o a o o -]
P (Bd. X }32) = PQ(B,J_) PZ(BZ) dont la fonction de répartition coincide avec F(;;l,,xz) :
comme la donnde de F permet la construction de la probabilité, P'(B) coincide avec
P (B)’

Plus généralement, n variables aléatoires seront dites mutuellement indé-

pendantes si l'on a
\{ B, Ed B(X € 3B; et ... 6t X € B) =P(% € B)) P(LEB,)..P(XEB)
Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que l'on ait o

(8) F(zy5e00x) = E(xd) E(x,) oo b:l(’xn)

Lois conditionnelles
. 045 _CONglLIONAC.L LS

‘ Soient X et Y deux variables aléatoires ayant la fonction de répartition
_Eixyy), soient F,i(x) = F(x, +%) et Fz(y) = F(+20,%) les deux lois marginales.
Relativement & 1%événement Y appartient % 1'ensemble borélien B "de probabilité
P2€B) # 0, on peut définir la probabilité conditiomelle P, (4 ]‘B) de 1°'évinement
% X appartient & 1l'ensemble borélien A .

P(XcA et YEB) _P(AxB)
PZ(B) P(E x B)

p,(4}B) =

Cette probabilité conditionnelle permet de définir une nouvelle variable
aléatoire XB( en général, on derira encore X) qui représente ce que devient X dans
1'hypothese o Y appartient & B. A X‘B correspond une fonction de répartition,
appelée loi conditiomnelle (relativement & B)

F(x| B) =R, (X <xz|B)

Si B est un intervalle (agy <b) avec Fz(b) # Fz(a),, ona

Mzl 2 7 p) = F(x,b) ~ F(x,a)
3L F,(b) - F,(a)

8i F possdle une densité de probabilité f(x,y) définie en tout point,

on peuts Par passage 3 la limite, définir la densité de probabilité conditiommelle
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f(x{b) dans 1'hypothese ol y = b (et bien que 1'évdnement "y = b " soit presque

4 (x| D) = f(x,,b)

/ §Zx9b)dx

o 2O

impossible)

un_processus stochastique.

Ioi gspatiale d'une fonction aléatoireg loi_ temporelle 4°

La notion de fonction de répartition se généralise partiellement aux fonctions
aleat01res et aux processus stochastiques. Si f(x,€) ol x est un point de R™ et
€ un évenement élémentaire, est une fonction aldatoire, nous avons vu que, pour
e fixé, £(x,€) est une fonction mumérique ordinaire, ou réalisation particulidre de
la fonction aléatoire, tandis que si 1%on considdre k points d'appui fixes x R
les
1, = £(x,,€) (1 =4,2...k)

constituent un syst®me de k variables aléatoires. Ce systéme peut 8tre caractéri-

sé par sa fonction de répartition, que nous noterons
F(ya_syzsu"ykg 3%_9352'“5{1{) = P%(Xi)<yﬂs seace f(xk)<yk

L’ensemble de ces fonctions de répartition, pour tous les entiers k et

tous les systimes de points d'appui Ko eooXy constitue ce que l'on appelle la loi

spatiale de la fonction aldatoire (pour un processus stochastique, les points d'ap-

pui Xps oo, sont remplacés par des instants tig...tkg et 1l'on parle plutdt de
loi temporelle).

Malheureusement, et contrairement & ce qui se passe pour les variables alda-
toires & un nombre fini de composantes, la donmnée de la loi spatiale ou temporelle

ne suffit pas, en général, pour caractériser compldiement une fonction aldéatoire ou

un processus sbochastique.

1V.- CHANGEMENTS DE VARTABLES

+
Si X est une variable aldatoire, cfest~a~dire une application mesursble
5 D

x(e) de (EsCL) dans (BAD) et «(x) une fonction d'une variable, c'est-h-dire une
application de R dans R, 1'application produit

«(X) = o« o X
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»

fait correspondre & 1%événement élémentaire € -de-E le point cc[X(eﬂ de Ro Si la
fonetion a(x) ainei construite est mesurable, c'est une variable aldatoire, et la
formule f
Y = o(X)

représente alors un changement de variables aldatoires.

Théorime fe-Si o3 est une fonction mmérique mesurable,, et X une variable aleato:.re 9
cc(X) est une varisble. aleato:.re.

I1 faut vérifier que ® o X est une application mesurable de (E,£L )
dans (R;,‘?,))o On a pour tout ensemble borélien B

=
@ ox)  (8) =1t [071(3)]
] 1 ﬂ
o (B) est un ensemble borélien,puisque o est mesurable, et X (B)\ est un

évinement de Ol puisque X est une variable aléatoire, donc o o X est mesurablé.

Ce résultat se généralise aisément au cas des varisbles 3 plusieurs compo—
santes, « &étant, par exemple, une application mesurzble de (R%,JO°) dans (R=0H™).

°

Enongons ¢

Théoréme 2 = Soient G 90ye o0t 1 fonctions nunériques mesurables de n variables

X&o xzoooxng et soient xﬂoxz.MXn n variables aléatoires. .“‘}'Alors les Yi=qi(}%-’xz.xn)9
OO

' Ve ° * (3 o [
i=A,2...n sont m varisbles aldatoires. (c'est-a~dire une variable vectorielle

% m composantes).

Par ailleurs, =i (R%) et ( %n) sont des espaces probabilisables, R et
R® sont aussi des espaces topologiques ol les notions de convergence et de continui-
té sont bien définies. Bn fait ,«E')n est la o-algébre engendrée par la famille des
ensembles ouverts, (ou fermés) de R Les tﬂéor?-,’mes suivants permettent de préci-

<

ser le rapport entre la structure topologique et la structure &. algébrique de -

Théoreme 3 - Toute application continue de R- dans R. _est mesurable.

Soit o -une application continue de R™ dans R". 8i o est continue,

0 . m : n
1'image inverse d'un ouvert de ‘R est un ouvert de R o donc un ensemble borélien

.



n m
de ﬂb o--Comme % est la o-algdbre engendrée par les ouverts de ng le théore—
me 4 (paragraphe 1) permet de conclure.

Corollgire ¢ =i les oci(xago..xn) sont m fonctions continues de n variables, et si

XZE’";n sont des variables aléatoires, alors les Yi' = oci(ng,, ""Xn) sont leg m

composantes d'une variable aléatoire veetorielle.

Théordme 4 ~ Soit e une application d'un espace probabilisable (E,(l) dans @M.

Si o -est limite d'une suite d‘'aspplications -mesursbles, alors o -est mesurable.

Bn-particulier, toute fonction o qui est limite de fonctions mesurables % 5 est

- mesurablee.

Pour abréger, donnons ls démonstration dans le cas mn = /. Par hypothdse, en
tout € de B, on a (@) = lim ozn(e) pour n infini. I1 faut montrer, par exemple, gque
1l'ensemble -

A?\:ge: m(e)éxg

des éléments € de E vérifiant m(@)é?x est un événement de A, quel que soit le

nombre réel A.

La propdsition e appartient 3 A" clest-a-dire "u(e) 6 AP Squivaut
(puisque (@) est limite des o (8) & ¢ © Pour tout entier r>4, il existe un
entier N tel que :pour n>N, onait o (e)&n +%". L'ensemble By

9
i)
T )
est un événement de ClL puisque oen(e) est mesurable. Alors l’ensemble A?\ .

B .= ge (@)L

] / a‘
A’x= ge . Vr’s 4§ ter que pour tout n >N wn(8)£1+5 g

qui se met, par une application évidente des rdgles de la logique, sous la forme -

o0 e bracd
A?\ = r=4 N =r’3. ;‘-IW an,r

est lui-aussi un événement dle(],3 d'aprés 1l'axiome 2 des o-algdbres.

Conséquence — Soit o une application de R dans R et , une suite dfapplications



_ continues, telles que-en tout-point - x -de R',-on ait ox) = lim- ccn(x) pour
B: =3280+ -Alors o est mesurable. En particulier, si une fonction “(%.L“'xn)
est, en tout point, limite d’'une suite de fonctions continues, alors la fomction o

és-l-, mesursble, et par suite, si }gl.o.o Xn sont des variables aléatoires oc(X,l..-Xn)

est une variable aléatoire.

C'est une conséquence immédiate des théordmes 2,3 et 4.

Exemples.- Si X -et ¥  sont des varisbles aléatoires, et A ume constante guelconque
X4+n, AN X+Tet XY sont des varisbles aléatoires.

I1 suffit de remarquer que l'application (2,7) = x+y de R2 dans R,

par exemple, est continue.

Soit X ume varlable aléatoire ayant une fonction de répartition F(x), et
o(x) une fonction numérique mesurable. Alors o(X) est une variable aldatoire, et
posséde une fonction de répartition F“(X)o Pour exprimer 'F‘u(x) en fonction de F(x),
il faut, en principe, reconstituer la fonction dfensemble P(B) = probabilité de

1'événement ¥X appartient & B %, qui ne dépend que de F(x). On a alors .

P (x) =B Fi (Axﬂ

ot AX représente 1'évenement "X L x " Si « (Ax) possede une structure simple,

(par exemple si c’est une somme d‘'un nombre fini d'intervalles), on pourra exprimer

directement ch en fonction de F.

Exemple ~ Prenons «(x) = 2, et cherchons la fonction de répartition F (y) de 1a varia-
ble aléatoire ¥ = X2, L'évinement WK2< y " est impossible pour y<, 0. Pour y}oy
i1 s'identifie & 1'événement "~y L X < +v_‘"9 dfolr

F(y)-?(\/”’)mw( y +0) (v >o0)
F(y) =0 | (y<0)

On notera bien que Fm(y) n'est pas dgal & F(\/¥).

Si F(x) possdde une densité de probabilité f£(x), Foc(y) en posséde une
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également, soit f’u(‘z) avec ©

1 1
£ (y) = v £ (Vy ). + 7= £ (-1 ) (pour y> o)
§ £(y) =0 (pour yg& o)

V.~ INTEGRALES DE IEBESGUE ET DE STIBLTJES.

- En vue d'établir les notions fondementales d'espérance mathématique et,
au chapitre suivant, de fonection caractéristique, nous devrons utiliser 1tintégrale
de Stieltjes, plus générale que celle de Riemarm. Nous nous contenterons, dans ce

paragraphe, d‘énoncer des définitions et des propriétés, le plus souvent sans dé-

nonstration.

Intégrale de IEBESGUE.
Soit (B, O0L,P) un espace probabilisé et f(€) une fonction mesurable défi- .

*

nie sur B(c'est-i~dire une variable aléatoire). Considérons les ensembles °
n . k £ k+1 )
Ak..ge P s \f(e)<m£—- )

gqui sont des événements de O, puisque f est mesurable, et, par suite, possddeént

des probabilités P(AII;), Considérons les deux séries, supposées convergentes °

+o0
Lol W
=0

e

(s =]

k==

Jt =
n

La fonction f sera dite intégrable, au sens de LEBESQUE, sur E et pour la
mesure (proba'bilité) P, si, lorsque n tend vers 1'infini, Jn et JI"l tendent vers

des limites définies J et J%. Par définition, la somme I = J + J' sera appelée in-

tégrdale de la fonction £, et on éerira (symboliquement) *

I =/f(8) d p(e)
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Si A oot un évenement de (b, on Aéfinira de la méme manidre 1'intégrale
I " étendue au sous-ensemble A en remplagant Ak par le produit A Ak dans les
soumes partielles ci-dessus, et on posera :

I, §/f(e) d P(e)

A

Propriété 4 — Pour gutysie fonction mesurable f soit intégrable, il faut et il suffit
que ( £ le soit.

En effet, 1'intégrale de) £\ se constru:.t comne Limite de (J = J* ) qui

converge vers J = J' si, et seulement ¢i, J & T et J'u Tt

P:ogriété 2 = Soit fn une suite non décroissante de fonctions non négatives mesurables
et intégrables sur (B, 0,P), telles qu'en tout point € de E les fn(e) admet-
tent une limite £(e). Alors f(e) est mesursble et intégrable, et on a, pour tout
Ade O,

Lim ﬁn(e) d p(e) = /£(e) a4 p(e)
A A
La propriété reste vraie si la convergence des f (8) vers une limite f(e)
a lieu seulement presque partout9 c'est~-a—~dire en tout po:mt sauf sur un ensemble
D tel que P(D) = 0.

Propriété 3 - (Théordme de Lebesgue) — Soit f, une suite de fonctions mesurables et
intégrables telles qu'en tout point € la su:.te f (e) ait une limite f(e). 8%l
existe une fonction g mesurable et intégrable telle que ¢ | £, (8)\<.g(€) pour

tout n et tout € de B, alors f est mesurable et intégrable et on a, pour

sout A de AL 2
lim fn(e) apr(e) =/ £(e) a p(e)
00y

La propriété reste vraie si 1'expression "pou? tout € "est remplacée par

%presque partout ¥.
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Propriété 4 — (Théoréme de Fubini) - Soient ( 20 ,l)y (E gazng ) deux espaces pro-
bahilisés et f(el,,ez) une fonection mesurable sur (B X E ,Cﬁz xd?) , telle que

1vintégrale .

I= / / f(eagez)a P2(€2) d P,i(ea_)

Efi. E2

soit définie. On peut intervertir l'ordre des intégrations. Autrement dit, 1'inté-

(/ 2(ey,8,) 2 B, )]ar(

E, E':l

grale

existe et est égale 3 I,

Propriété 5 = Soit o une application mesurable de ( 0&) dens (B 9(12), et Py une
,j:robabillte sur (E ,lg a’a_)o Alors 1la formule .

P2<A2> - Pa[«‘i (1)

def:.n:l.t une probablll’ce sur Cbz) Si f est une fonction mesurable définie sur
,&2)9 f o o est une fonct:.on mesurable définie sur ( ’g.f:)" Si de plus l'une

des deux fonctions (f ou f o &) est intégrable, 1'autre 1l'est aussi, et l'on a o

/ f(ez) d Pz(ez) = / f [oc(@,l)J a P,_,,_(e,_L)
£ B

La premidre partie de cet énoncé a été établie au paragraphe 4. La deuxidme montre
angement d'es-

ale de Lebesgue par un Cl

transformer une intée

qu'il est possible de
pace probabilisé.

Intéerale de STIELTJES
Dans 1'énoncé de la propriété 5, prenons E2 =R et a,2 =j5‘ Alors 1%appli~

cation « est une variable aléatoire X, possédant une fonction de répartition P(x)e.

. Dans un grand nombre de cas, il est possible de remplacer l'intégrale de Le‘bbsgue
(/ii (x) d Pz(x) par une intégrale plus simple, dont la définition ne fait intervenir

R
que la fonction de répartition F(x), et non pas la fonction d'ensemble Pz(B) elle=
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méme, C'est 1'intégrale de Stieltjes qui peut &tre définie comme. suit *

Soit (a,b) un intervalle, et xé =3a< Xl.l.< Y X, = b des points de cet

H
intervalle. On considdre les sommes o

n

=] 2()) [F(xi) - Px, 4&]

i=4

N rd S > - ' . 7 » -
ol X 4 < §i< X Exactemen’; comme dans la définition de 1l'intégrale de Riemamn,

on considere les bornes supérieures et inférieures. Jn et J;l des In relative~—
ment au choix des Es et leurs limites J et J' lorsque 1l'on augmente n%faisant
tendre uniformément vers O chacun des intervalles (xi,xi +ﬂ_)' Si J =J' on dit

que f est intégrable au sens de Stieltjes, et on pose

b

J =/f(x) d F(x)

a

On démontre que si | £{ est intdgrable au sens de Stieltjes (relativement
3 F(x)), f est alors intégrable & la fois au sens de Lebesgue (relativement 3
la probabilité P correspondant & la fonction de répartition F(x)) et au sens de

Stieltjes, et que les deux intégrales coincident.

Si J +tend vers upne limite lorsque aefb tendent vers- oo-et +oo respec-

tivement, on pose .

/ () a4 P(x) = a i’:‘; . /&x) 2 ¥(x)

=00 b ep 400

elle est intégrable au sens
de Stieltjes sur tout intervalle fini ou infini. Si f(x) est bornée, et posstde au

Propridté 6 - Si £(x) est fonction continue et bormée

lus une infinité dénombrable de points de discontinuité, la conclusion est encore

yraie.

Si 1'une des limites de l'intervalle d'intégration (a,b), par exemple a,
est un point de discontinuité de F(x), la valeur de 1‘'intégrale peut &tre différen-

te selon que a appartient ou non & 1'intervalle (a,b). Dans le premier cas, on



e e
note -/~ et /- dans le second. On a .
L4,
b - b
/ () @ Flx) - /' £(x) a P(x) = £(a) {xa(m) _ #(a)
S0 a+o

Enfin, avee f(x) =4, on a évidemment -

'b . .
/ d F(x) = F(p)

- 30

Propriété 7 - Si F(x) est absolument continue et a une densité de probabilité £(x),

et si g(x) est intégrable, on a :

b b
/ g(x) d F(x) =/ g(x) £(z) ax

a

la deuxidme intégrale étant une intégrale ordinaire.

Si F(x) est discrdte, et g(x) intégrable, on a, en désignant par x;

et p; les points de discontinuité et les sauts correspondants :

. .
/ gle) a B(x) = ) p; &(x;)

a

1a somme &tant étendue aux % appartenant & 1iintervalle d'intégration.

Propriété 8 - L*intégrale de Stieltjes est une fonctionnelle bi-linéaire relativement

% PFlx) et & la fonetion intégrable g(x) o si Fj.e« F sont des fonotions de

répartitions, & oo &y des fonctions intégrables pour toutes les Fig les 7\.:,'._

et les By des constantes, on a .

m n b
= AL :
,5; ;Z;a TYLCELC
a

Exemple ° Somme de variables aléatoires indépendantes. Soient X et Y deux variables

aléatoires indépendantes, ayant F(x,y) = F&(x) Fz(y) comme fonction de répartition.
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Lo somme Z = X +-Y est une variable aldatoire comme nous 1l'avons déja vu. Ie
fonction de-répartition FB( z) de B, probabilité de 1'événement "X + Y < z "est,
d'aprés le théordme de Fubipi I ‘

FB(Z) =/+é° /Z Fz(y) d F{L(x)
=00

= 0O

§oit
(9) F(z) = / F (z2=x)d F,(x) = / F (zy) d F,(3)
3% mma L ‘4/1 2

Si F2 et -F/.L ont des densités de probabilite f'l et :fz, alors _F3 a

aussi une densité f3 donnée par
+00

+ o0 .
£,(2) = / £yox) g (ax = /5 (ey) £y
e DO = 90

On écrit,symboliquement -

1,

(10) CEy=0y ¢ 5 =1 s 0

L'opération s ainsi associde & l'addition de deux variables aléatoires

indépendantes (% loi absolument continue) porte le nom de convolution .(on saif
gu'elle joue un grand réle dans les problimes de physique mathématique ol inter-
viemment des équations aux dérivées partielles 3 coefficients constants). Sous
1a forme (10), on peut d'ailleurs aussi reconnaitre une généralisation du pro-

duit de convolution de deux fonctions, & savoir . le produit de convolution de

deux mesures (deux probabilités), ici représentées par leurs fonctions de répar-

tition.

Le produit de comvolution est associatif et commutatif (tout comme 1'ad-

dition des variables aldatoires). Il est bilindaire, en ce sens que .

(Trg2) s (2 wey) =
L dJ

i3
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Enfin, il existe un élément unité pour la convolubtion. C'est la mesure de

‘Dirge. d(x) bien-conmue des physiciens, définie par la propriété suivente : quel-

le que soit la fonction contimue ¢(x), on a °

/ﬁ(x) p(x)dx = p(o)

En calcul des probabilités, il est naturel de représenter la mesure de

Dirac par sa fonction de répartition. Nous la noterons e () : ‘

() s Bix)= o pour x Z o
2 B(x) = 4 pour x}io

6 est une loi discrdte pour laguelle toute la probabilité est concentrée au

seul point x = 0. Elle représente une variable aléatoire X presque certainement
mlle © P(X = o) =A. Si, dans (9) F, est remplacée par 8, mna ,F3 = F,o Au-
trement dit, si X est presque certainement nulle, alors X + Y a méme fonction de
répartition que Y © cela est naturel, puisque 1'événement "X + ¥ = Y ®est presque

certain.
s

Ces trois propriétés du produit de convolution (associatif et commutatif,

bilinéaire, existence d'un élément unité) définissent la structure appelde algdbre.
On dira : l'algébre de la_convolution, ou 1'alodbre des‘ lois de probabilités.

VI.~ ESPERANCE MATHEMATIQUE ET MOMENTS.

On connait la signification intuitive de 1l'espérance mathématique, ou
valeur probable, d'une variable aléatoire ! c'est une moyenne de toutes les va-
leurs que X est susceptible de prendre, pondérées par leurs probabilités. Ou
encore, si 1'on effectue un grand n.ombfe n de répétitions de l'épreuve, clest
la limite vers laquelle tend la moyenne arithmétique des valeurs observées lors~
que n é.ugménte indéfiniment (sous ce deuxidme aspect, on fait implicitement ap~

pel & la loi forte des grands nombres). La définition préecise est la suivante :



Définition . Espérance mathemathue. -

- - - -Soit-un-espace- Brebablllse (E d,, sP)-et une-variable-aléatoire et es‘cw-amdln
re-une -fonction-mumérique-X(e) -définie et mesurable-sur- (E;Cl:P)s-Si- -X(e)- es’c in=
’ceg:rable arL- sens de Lebesgue, son intégrale dans B se note E(X) et s'appelle espé-

rance mathemathue de X.

Par définition, on a :

(12) E(X) =/x(e) a p(e)
D'aprés la propriété 5 de 1'intégrale de Lebesgue, il est possible de cal-
culer directement E(X) dans 1'espace (RQJ\)LP")Q oli P' est la probabilité déduite
de P dans le changement d'espace probabilisable. Dans ce changement d'espace, la

fonction X(€) est remplacée par la fonction X(x) = x, et l'on a ainsi :.

(13) E(x) =/x a P'(x)

Les deux relations (_12) et (13) sont équivalentes. D'aprés la prop:ﬁie’té 4,
X(e)-est-intégrable.si et-seulement si-| X(G)}est-intég’r’able. -Autrement-dit;
_E(X)_n"ex:.sie gove si B { lXD existe également, c"aesizwa-dn.rs s;.l"mtggrale :

| x}) ’/7|x lap(z)

Par ailleurs, X possdde une fonction de répartition P(x). Si\x|est
intéerable pour F(z), au sens de Stieltjes, c'est-d-dire si 1'inmtégrale

(ﬁxldF(x)

'existe, alors (voir parasgraphe précédent) x est aussi intégrable & la fois au

sens de Lebesgue et de Stieltjes, et les deux intégrales coincident. Autrement

_gxiste,

dit, on a . + 00

(14) B(X) = u/) x d F(x)

[

Dans la plupart des applications, la formule (14) s Jointe & la condition
que |x) soit_intégrable suffit & définir 1'espérance mathématique E(X).




On interprdie parfois la-relation-(14)-en disant que 17 espérance-mathé~
matique B(X) de la-varisble-aléatoire X-est égale & la valeur probable, pour-la
loi F(x);-de-la- variable-ordinaire x (cette valeur probable Btsnt définie par

1'intégrale. du deuxidme membre).

‘Defm:rbmn«- -Valeur probable d'une fonction g(x) -Etant - donnees une - fonct:.on—deweg

tition-F(x) et une fonction mesursble alx

sens de Stieltjes pour F(x), on sppelle valeur };robable de 1a fonction. g(x) (reiam

tivement & la loi F) 1'intégrale o

615) I [g(X)j =/+:(X) d F(x)

Cette intégrale existe nécessairement du fait que | g( est intégrable. Le théore~
me suivant précise le rapport entre les notions de valeur probable et d'espérance

mathématique.

Théordme 4 - Soit X wme varisble aldatoire, F(x) sa fonection de répartition, et a(x)

une fonction mesurable telle que | g\ soit intésrable pour F au sens de Stieltjes.

--- Aors  g(X) est une variable aléatoire gui posséde une espérance mathématique éga-

‘le 3 1a valeur probable de g(x) 2

E [g(x)] = I “g(x)]

En effet, puisquel g] est intégrable au sens de Stieltjes, g est inté-

o

grable au sens de Lebes§ue pour la probabilité P associde dams (R,T)) 2 1a fone-
et on a .

tion de répartition F(xj,

(16) /g(x) d P(x) =/g(x) a F(x) . : . 

Mais g(x), fonction mesurable pour (R,J),P) définit une varisble alda=
toire ¥, qui n'est autre que g(X) [d“un point de vue un peu formel, il faut di-
re . X étant 1L'application identique de (Ri,j?))9 la variable aléatoire g(X) est
définie comme 1tapplication produit ¥Y=go X = g] o Par définition 1l'espéran-

ce mathématique.de ¥ est 1l'intégrale de Lebesgue.

E(Y):/Y(x) d P(x) = g(x) d P(x)

Liégalité (16) montre que 1'on a bien
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an B(y) = / e(x) @ B(x)

Ce théorime permet en pratique de confondre les deux notions d'espérance
mathématique de la variable aléatoire g(X) et de valeur probable de la fonc-

tion g(x). Mais on n'6ubliera pas que | g} doit &tre intégrable.

Propriétés de 1'espérance Mathématigue.

1 - L'espérance mathématigue définit opération lindaire : X etY

étant des variables aléatoires, A et p des constantes, on a ©
E(AX + pY) = A B(X) + p E(Y)

cela résulte des propriétés élémentaires de 1'intégrale de Lebesgue.

231 XetY sont deux varisbles aléatoires indépendantes, on a
E(XY) = E(X) E(Y)

et, plus généralement, g et g' étant des fonctions mesurables
2[5 ') = 2 [e0)] = (o' |

Comme F(x,y) = Fi(x) Fa(y)s la relation (17) permet une démonstration
immédiate (mais la propriété reste vraie si les espérances mathématiques sont

définies par les intégrales de Lebesgue).

Définition . Moments d‘une loi de probabilité F(x) - Soit F(x) une fonction de ré-

partition. 81 |x|® est intégrable pour P, on appelle moment d'ordre n de la

loi F 1a valeur probable de gn;, c'est-a~dire 1'intéerale -

(18) ' mn =0/ﬂxn d P(x)

En particulier, le moment du premier ordre wy coincide avec la valeur

probable de x, ou espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X asso~-
c¢iée & P. Posons, pour abréger .
md. =
On sppellera moment centré d'ordre n la valeur probable, si elle exis~
te, de (x-m)", soit °

(19) a, =/ (z=m)® a4 P(x)
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On sait que le moment centré d'ordre 2 porte le nom de variance O'? .

0‘2 = a, = (xn--:m)2 d F(x)
- . l. - . - . 2 :
Propriétés de la moyenne m et de la variance ©

1 = La valeur probable de l'expression (x»-'b)2 est minimale pour m = b,

a -« o 'y 2
et ce minimum est égal & la variance ¢ . De plus, on a .

kzo) 6% = m, - n° = B(F) - [_E(X)_]Z

démonstration immédiate & partir de la relation o

B [(x0)?) =3() -2 BX) +1°

2-8iXetY sont deux variables indépendantes, la variance de la som—

me X +Y est la some des variances de X et de ¥ (démonstration immédiate).

3 - Indzelité de Techebychev. Quel que soit le nombre positif A 1'évine-

ment ;“\X-m |>A ® & une probabilité inférieure ou égale 2 _9'_%
2 »
(4
(21) P( {Xm|>N) <L i
En effet, cette probabilité est "//d) F(x), le domaine D étant défini

- LY 2 L]

par o |x-m}zA. Quand x appartient & D; D on a donc - XX —) 2> Lo Par suite :
2
A

(x-m)? +o€x=‘-m)2 o) = ...‘.’.i..
D/élf‘(x) é{ﬁm?md_F(x)éA -;:=2=-===dF( ) = ~

Cette inégalité nous permettra damns la suite d'établir trds simplement

la loi (ordinaire) des grands nombres. Elle souligne la signification de la, \(é—-

riance, qui est celle d'un indice de dispersion.

Définition © Moments absolus. Par définition, on appellera moment absolu dfordre &
et on notera Ma la valeur probable, si elle existe, de | x| 9‘, o« ¢étant un nombre

réel positif quelconque ¢

(22) M, =/|x 1% a F(x)
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Théoréme- -2 =-3i-le-moment-absoiu-dlordre o existe;-tous-les -moments-absolus d'ordre

@*@m ex:.stent également et (M /3) /ﬁ est une fonctlon croissante de ﬁ

(23) (M/o‘) 4@1)/ siﬁg\( £«

L'existence de Mﬁ s'établit facilement. Si a est un nombre >4, les
deux intégrales / lx'ﬁd P et / lxl “ar existent, puisque [xlﬁ est bornée

sur l’n.ntervalle (ma9+a) Comme a-\/ls on a (x]P Z lxl“ dés que |x| > a,
dfoll 1'inégalité .

/b\x\"” ar é/b\xl“

Ces deux intégrales sont des fonctions croissantes de b. La deuxilme a
une limite lorsque b —+ 90, puisque Mcc ‘existe. Il en est donc de méme de la
premidre et M /3 existe aussi.

Ltimportante indgalité (23) peut s *établir comme suit . Soient /3 et
deux nombres tels que @ +y <cc9 et F L Yo L'expression

Y-e e |
/7\\2\2 +pla 2 dF = 7»21'1{“#“'2?‘!’-%"'”21{54-’9

est une forme quadratique définie positive en A et p, d'od 1%inégalité .

%< l/mYﬁp MY+/5

En remplagant y par ky (k = 0,4...n) et /B par Y, on obtient .
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Soit encore (compte tenu de M(; =1).

2

fy & My
4 2 .2
S T

oo @5 oo G o oo om

PRt Nentl,

P W N
Y
=

%? N

,..l

=
"gh‘

. En multipliant membre & membre il vient, aprés simplification .
ket Xk '

MkY S M(kﬂ-l)\(

soit encore
oit lo) a

il
0V L @y, )R

p?

pourvu que (le+l)y £ & Si g et =~ sont deux nombres rationnels avec p< ',
on obtient (en posant vy =%—’ et en itérant en k)

o/ a/p*
(Mp/q) é; <Mp‘/q)

La démonstration dans le cas de deux nombres quelconques PBLYyLxse

<
<
fait par passage & la limite, en remarquant que M@ est fonetion continue de /:}

Corollaire i - Le théoréme s‘'applique aux valeurs probables de )x—al? a nombre réel
quelcongue, et, en particulier, aux moments sbsolus centrés B [(X—m\“] .
I1 suffit de remplacer la variable aléatoire X par la variable aléatoire

X"“ao

Corollaire 2 = Si le moment dfordre n, m , existe, tous les moments m d'ordre k<n

existent aussi. M8me énoncé pour les moments centrés et les valeurs probables
de (z-a)t, S
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- En-effet,-si m_—existe;~|x] L ost intégrable;-done I existe. Par
suite;-pour k-<Ln, Mk existe aussi, ce qui signifie que \x{k est intégrable
et entraine 1l'existence de e

Corollaire 3.~ Pour que (x-a)” ait une valeur probable quel que soit a, il faut et

il suffit qu'il existe wn nombre a  tel que (z-a o)n ait une valeur probable.

En particulier, il faut et il suffit que le moment m, ou le moment centré

d'ordre n  existe.

Démonstration immédiate.

Moments d'une loi & plusieurs yariables. Si F(x,loo xn) est une loi de répartition &

(24)

n variables, on définit le moment comme la valeur probable de

( )k{_l_ ( )kz ( kn mki.”kn ] -
= Xy soelX ) Les notions de moments centrés, moments absolus,etc...

se généralisent d'elles-mémes.

En particulier, on appellera covariance des deux variables Xi et Xj
et on notera o33 la valeur probable du produit (xi-mi)(xj-( mj)', m, et m dé-
signant ic:‘i.zles espérances mathématiques de Xi et Xj' Pour i = j, la covarian-
ce O, =0y est égale 3 la variance de X;. On établira lg propriété suivante

si les u sont des constantes, la variable aldatoire =
n
T = 2 u,
i=1
possdde une variance égale 3
n
z U, U, O, E Uy 0'5_ + 2 2 u, u, O,
13 i %571 T iy iZ3 i 7 i

Cette variance devant &tre positive ou mulle, on en déduit que la
matrice des covariances Gij est définie positive. En particulier, on a 1l'inéga~
1ité de Schwartz .

()(6

Si 1l%on appelle coefficient de corrélation P13 de X. et XJ le rapport

- 13
pij"c o.

J
ona =A< Pij S + 4. On sait que ce coefficient représente, dans une certaine



mesure, le degré de dépendance des deux variables X, et Xj. En particulier, si

X et X 5 -sont. indépendantes, on a Pis = 0, Mais la réciproque n'est pas vraie.

On peut avoir . p

Tha 0 sans que X, et Xj soient indépendantes.

Exemple ~ Soit F(x,y) la fonction de répartition admettant la densité de probabilité
£(x,y) uniforme dens un cercle de rayon R &

A 2 2 2

f(x,y) = =~ si X + 5 R
. <.

2 f(x,y) = O si x2 + y2.>- R2

Le coefficient de corrélation est nul. Mais X et Y ne sont pas indépendantes.
e Pé ! l Ie . . .
Cela se comprend . 1'événement X2 + ‘IZ) R™ étant presque impossible, si 1'on

comnait la valeur ¥y prise par Y, il est presque certain que l'on aura .

-Veo2 £x £VgE J 2

la commaissance de y apporte bien une information sur X. Par contre,

on a le résultat suivant -

Théoreme 3.~ Soient X et ¥ des variables aléatoires ayant des variances o‘,f et 0'22 respec—
tivement. Soit p leur coefficient de corrélation. S8i p = -, 1°évdnement

i

. X=B(X) _ Y-E(Y) ®

est_presgque certain. Si p = =~ &; 1l'évinement

. g
641. 2 .
w X-»E(X) + Y-E(Y) =0 " est presgue certain.
6’& o, . ’

En effet, supposons par exemple p = + 1., La formule (24) montre que

la variable aléatoire
7 - XB(X) _ I-E(¥)
. %
a une variance mulle. Alors, quel que soif A, 1'inégalité de Tchebychev (21)

donne—:

_P(lzb,m) = 0
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Prenons % =~~,2]';=-; Léévinement “\Z]in-—ou |Z[/22"~- oU wes OU - tZ]-f}gi-ou sse " g

nune probablllte nulles d'apres l’amome (3) -des probab:.llteso Son complemen‘ca:l.re

unité.

Réagression de X et Y. Comme on le sait, le coefficient p de corrélation ne donme une
mesure précise du degré de dépendance de X et Y que dans le cas ol F(x,y) est la

loi normale & 2 varisbles ° - . "~

(z,y)= A 2 (u“mlxv—m'l) (V-ZZ) dudv
2ngy0, Yoo g2 % % o5
~

Dans le cas ot P(x,y) admet une densité de probabilité f(x,y), on peut

caractériser Jg loi de x & y fixé, de densité ©

2(x]y) = )

/ ;&y)dx

=0J

par ses moments, ou moments conditionnels (relativement & 1'hypothdse ¥ = y).
En particulier, l'espérance mathématique et la variance de x & y fixé (dite varian—

ce résiduelle) sont o
/ x £(x,y)dx

f:f’(x,y)dx

> .
cfc(ﬂ = l‘//)); f:;y)d "‘f mx(y)\.]2
Xy

La fonetion m (y) donnant, en fonction de y, la valeur probable de x &

m (y) =

y fixé est dite fonctlon de régression de X en Y (ou de x en y) On montrera faci-

lement que, parmi toutes les fonetions g(y), elle réalise le minimum de 1¥intégrale.
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La valeur de ce minimum est alors égale & la valeur probable de la varian-

ce résiduelle. ‘

[ @) sty

Dans le cas particulier d'une loi normals & 2 variables, on a
!
% m(y) = m +p =§Z~(y~m2)
o () = g, (2~p%)
et ces relations montrent bien que p épuise,dans ee eas,la notion de dépendance des
variables X et Y. Dans le cas général, l'expression (25) de mx(y) ne représente

pas la véritable régression de x en ¥y, mais seulement la meilleure approxima-

tion de delle~ci au sens des moindres carrés.

VII.— CONVERGENCE EN IOI

Ltimpératif général qui nous incite & introduire 1'idée d'infinité en
calcul des probabilités nous conduit & chercher 3 donner un sens précis & la pro-
position Pune suite de variables aléatoires Xi tend, ou converge, vers une varia-

ble aléatoire X ". Ce n'est qu'en munissant l'ensemble des variables aléatoires

‘d*une structure topologique, ou pseudo topologique définie par une gonvergence qu'il

@st possible de fonder ce gque 1ton appelle 1'analyse aldatoire. Parmi les définitions
possibles de la convergence (i1 yena plusieurs) la plus faible, ou la moins stric-
te, est ce que 1%on appelle la convergence %"en loi ¥. C'est une notion qui n'inté-
resse que les fonctions de répartition (ou lois de probabilités). On dira que la
suite Xi de variables aléatoires converge en loi vers la variable aléatoire X,

si, en tout point x, la suite des Fn(x) converge vers F(x). En fait, la défini~
+tion rigoureuse est encore moins stricte et suppose seulement la convergence en

tout point x ob F(x) est continue. Enongons :



Définition-i-convergenee-en loi ~ -Soient-X;-une-suite-de-variables-aldatoires de fone-

tions - de—repar’s:t’elenwF-éx} s-et—X- -une-variable-aldatoire-de fonction de 'ré arti-

%men—-F(x) s-On-dira-indifférenment -que- la-suite de-variables aléatoires X conver-

ge-en-loi-vers la varisble aléatoire X, ou gue les lois F, convergent vers la loi
F--si-en tout point x pour lequel F(x) est contimue on a lim F () = F(x)
POUX N =e3m00.

-On prendra garde gue la suite Fn(x) peut, en tout point x@u en tout
point-de- continuité de F(x)) converger vers une limite F(x) sans gue F(x) soit

une loi de probabilité. Dans ce cas, il n'y aura pas convergence en loi. ¥
5 ¥

'

Exemple . Bffet de fuite.- Soit une particule-animée d'un mouvenent brownien placée au
temps t =0 au point x = 0 et susceptible de se déplacer sur lfaxe des x. Au

temps t M 0, la probabilité pour que la particule se trouve en un point X(t) tel

que X(t)<x est :
X _ z2_
2 -/e 2ot 4
\/cht "

On recomnait la loi normale de variance c¢ t et de moyenne nulle (¢ est

F(Xst) =

une constante qui résume les caractéristiques physiques du problime. Elle a la di-

mension d'ume action).

Posons Fn(x) = F(X;n)c Lorsque n(donc t) tend vers 1'infini, on vérifie

facilement qu‘'en tout point x fixe on a .
lim F (x) =%
Y momsed- 5O

Ainsi F (x) converge en tout point vers la fonction constante F(x) = %

Mais F( ) n’est pas une loi de probabilité, et il n'y a pas convergence en loi,

car F(x) ne ver;fle pas la propriété 2 du paragraphe 2.

En termes intuitifs, le résultat observé conserve un sens physique ! & la
limite ot t devient infini, il y a une probabilité mille pour gque la particule
reste & distance finie, et une probabilité + pour qutelle se soit enfuie vers

- OO 0u vers + OO,

La notion de convergence en loi sera approfondie lorsque la notion de
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fonetion-caractéristique aura -été- introduite. Nous nous contenterons ici d'établir

deux théordmes fondamentaux de Helly.

Premier-thdoréme-de -Helly---De tout ensemble infini de fonections de régartition il est

possible d'extraire une suite partielle qui converge vers une fonction non déerois—
sante: F(x) en tout poi ‘ inve, F(x) étant elle-méme continue
& gauche en tout point.

Comme toute fonction de répartition reste comprise entre 0 et + L, on
aura, par passage & la limite 0K F(x) < 4. La fonction limite F(x) non déerois-
sante étant nécessairement bornee possédera, comme nous l'avons vu, au plus un en=—
semble dénombrable de points de discontinuité, de sorte que la convergence annoncée

aura lieu partout sauf, au plus, sur un ensemble dénombrable.

I1 suffit diétablir le théoreme de Helly dans le cas olt l'ensemble infini
de fonctions de répartitions est une suite illimitée (denombrable) F F2... F TS

La démonstration va s'appuyer sur le lemme suivant

Lemme. Pour qu'une suite 4,.oo F oee de fonctions de répartition converge ve:cs une -

(26)

fonction non déeroissante F(x) en tout point de continuité de F(x) il faut et il

suffit qu'il existe un ensemble D dénombrable et Dartout dense tel que la conver-

gence ait lieu en tout point x de D.

On rappelle que D est partout dense si . quel que soit >0 et quel
que soit le nombre réel X il existe au moins un point x appartenant & D tel
que |x = x0[<a°

Lz nécessité de la condition énoncée résulte immédiatement du fait que
les points de discontinuités de P(x) constituent un ensemble dénombrable. Son com—
plémentaire (qui a la puissance du continu) contient certainement un sous-ensemble

dénombreble et partout dense.

_ - HMontrons que la condition est suffisante. Soit x un point guelconque,
et x'; et x" deux points de D tels que . x' L x \< x ", Pour tout n, on a

(puisque les F,sont non décroissantes) |

Fn(xn) < Fn(x) < F (x")
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-~ -~ - - Passons & -la limite. rOn rappelle que toute suite u, bornée posséde

une l:un:.te 1nferleure, notée ©
lim uw_ = lim Inf = Sup Inf
— & ngb-yoo‘;:‘)n'u]g\ n [k>nu%

et une limite supérieure notée

lin v = lim Sup u =  Inf | Sup :
n T emeipe OO [k}n_ul% n [kz n uk-
En effet, la borne inférieure des . tels que k_>n est une fonection
décroissante de n et reste bornée :© elle a bien une limite pour n infinie, qui
coincide avec la borne supérieure en n de L‘;,{ L Pour que la suite u, conver-

ge, il faut et il suffit que limites inférieurd et supérieure coincident, et on

a alors

Lim uw = lim u = lin u
= n n n

Dans le cas général, on a seulement

lim u L lim u

Par application de ces résultats & (26), il vient :

F(x') < lim Fn(x) < Tim Fn(x) < F(zx")

Supposons que x soif un point de contimuité de F(x), et soit &> 0.
I1 existe p tel que

y=-x\ £ p entraine ]| #(x) - 10691 >

Comme D est partout dense, on peut prendre x' et =x' tels que :

x=x' < 9

N~
g ez =Y

On a alors, puisque F est non décroissante :

Fx) - e LP(x') KPP )L F(x) + ¢



a)

b)

c)

o Tl =

Par suite on a gussi o _

P(x) - o L lin F(x) LTH B (NLH) +o

Comme € est arbitraire,-on en déduit

Fx) =ln F(x) = Tim 7 (x) = lim‘ .Fn(x)

Le lemme est ainsi démontré.

e - Dfapres le lemme, pour établir le théordme de Helly, il faut montrer qu'il
existe une fonction F(x) non décroissante et une suite partielle ‘FnZI. ess P ... extrai~
te de F_ telle que ¢ F_(x) =—3 F(x) en tout point x d'un ensemblenge'nombrau
ble partout dense D(par exemple 1l'ensemble des nomb;'es rationnels).

Soit a;say0e. les points de D (une telle indexation est possible, puis-
que D est dénombrable). En a9 les F (a,_L) constituent une suite infinie et bornée.
On peut en extraire une suite partielle i‘%(ai) convergeant vers une certaine limite

que nous noterons G(aa).

Bn a,, de méme Les Fi(az) constituent une suite infinie et bornde d'od

1%n peut extraire une suite partielle F121 (az) convergeant vers une limite notde G(az)o

Par extractions successives, on obtient ainsi, pour tout k, une suite

partielle Fllf (x) telle que & F];l (ai) converge vers G-(ai) pour i = 1,2,440 k.

Conformément & un procédé trds usuel, considérons la suite diagonale
Gn(x) = an(x)9 qui est encore une suite partielle extraite de F . Quel que soit k,
on & .

1im Gn(ak) =G(ak) pour n =% 20

En effet; pour n 2>k, les Gn(ak) sont une suite partielle extraite
de E};(ak)g laguelle converge vers G(ak) par construc*bioﬁ.

On a ainsi extrait de Fn une suite partielle Gn qui converge, en
tout point x de D, vers une fonction G(x) définie sur D. Par ailleurs, chaque Gn( x)

étant, sur D, fonction non décroissante et bornde de x, il en est de méme de 1a limite

G(x). On peut alors prolonger G(x) sur la droite entidre, puisque D est partout
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dense.-Alors, -d'aprés le lemme, les Gn(x) convergent vers G(x) en tout point x

ot G(x) est continue.

a) L fonetion-G(x) -n'est pas forcément continue 3 gauche, mais il est pos—
sible-de la modifier en posant F(x) = G(x~0) : cette modification ne concerne que
1'ensemble dénombrable-des points de discontinuité, et n'affecte donc pas la conver—

gence des Gn vers F anx points de continuité.

Remarque : le théoréme ne dit pas, et on n'a pas démontré, que les G—n convergeaient
en loi, La limite F(x) est bien non décroissante et continue & gauche. Pour que
ce soit une fonction de répartition (pour qu'il y ait convergence en loi) il fau-
drait montrer que l'on a -

lim ®x) =o ;. pour X =3 =90

lim F(x) =+4 poUr X - + O

Du fait de o0& G (x) N, on a pour tout x + o< PF(x)<L1, d'ol 1'on
tire seulement . ,
lim F(x)> o pour X - = OO
lim F(x)ga pour x ~——= + 0

Les inégalités peuvent &tre strictes (effet de fuite)o'_'

Deuxiéme théoréme de Helly - Soient g(x) une fonction continue, et F (x) une suite

de fonctions de regartl’clon convergeant vers une fonctlon F(x} en tout point de

continuité de F(x). Soit (a,b) un intervalle fini tel oue a et b soient des
points de continuité de F(x). Alors g(x)_est mtéggable pour F(x) et on a ¢

b
(27) 1w g(z) 4 F (x) f g(x) d F(x)

N ==p30
a

Si, de plus, la conver ence a lieu en loi c'est-‘a_—dire si Fﬁx} est
elle-méme une fonction de répartition, et si g(x) est bornée par un nombre B, alors

on a également -

+ O +6O
i x)adF (x) = x) d M)
(28) n-hiao/ g(x) 4 F, {ig(

m%



a)

- Démontrons (27)s-Etant continue sur-l'intervalle-fini (a,b);-g(x) y est
borné- (done-intégrable pour-ies --F et P) et uniformément continue : pour tout

e> o, il ex:.ste 2 > ) tel que o
\x—x“\ 9 => la(=) - g(x )) e, quels que soient x et x' sur (a,b)

Prepons m points X . a= % < By oeee < X = b tels que (xk-xk+i)<p

et que chaque x,_ soit un point de continuité de F(x).

Définissons une fonction h(x) par -
h(x) = g(xk) pour X L X < X
En tout point x de (a,b) on a par construction .

{h(X) - a(x)| <e

Dlautre part, les xK étant des points de contimmité de F(x), il existe
N +tel que ©
. \ e
ny N => lF(xK) - Fn(xk) é-—ﬁff pour tous les X

-

Or, on a manifestement .

| /g(x)d F /g(x)d B
2P b
h(x)d F - / n(x)d
a _ a
b b
Comme '/' AF LA et d F</A, la premitre et la 3idme intégrale
a  nv t/a

sont bornées par g. Pour majorer le terme intermédiaire, remarquons qu'il est égal

<

b
f[;;»(x) - h(x)—} aF
a

/ﬁl x)-—-g(x)-\d F

~ *

a o

m~,

i m £(x,) [-F(xkﬂ) - F(Xk)-] Z f(ik) [Fn(xkﬂ> - Fn(XK;[I

.._."'

muaﬂ.

f<xk) rF(Xk-a-l XK+J Z £(x) l'F(Xk - F (xk‘\ ’
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Pour n >N, ce terme est majoré par 2 g, et par suite .

\/g(x)dF /g(x)d]i‘ ‘

ce qui demon’cre (27)

4 e

Corollalre A, gf xau} est une fonection contlnue de J1'ensemble des deux varlablesfxgu

on a augsi Z

'b_ cee - . b e -
i [ etme) a ) = /7 e 2 3()
et a

et cette convergence est uniforme sur tout intervalle fini de variation de u.

En effet, sur tout domaine rectangulaire fini (a,b) x (uo,u(')), g(x,u) est
borné par un nombre B fixe, et uniformément contimu ° quel que soit g, il existe
p indépendant de u tel que -

lx - x“l§¥) = lg(x) - g(x')|<s pour tout x de (a,b) et tout u

?
de (uoguo)

La démonstration se déroule comme ci~dessus, N étant indépendant de u.

b) Démontrons (28) - Comme F est une fonction de répartition, on peut trouver

deux points a et b pour lesquels F(x) est continu et tels que :

Fa) £ 3 1 -P(0)Lg

D'autre part (a et b étant des points de continuité), il existe I\To tel

que .

n SN = [F(sa) - Fn(a)|,é§ et |P(§) - Fn(b)\gl‘:;
Pour n>N09 on a alors

| Fn(a)lé Ze2 et |2 - Fn(b){éaﬁi
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MG )0 2015 la différence °

) +20 - - +-20
Z;:;(x)dﬁ' n‘m/?)f(x)dﬂ‘ I/ (=) (dF—dF)

o0

b
glx) @ F~a Fn) + (/;'(x) (aF -4 Fn)
4

a

Le premier et le troisi®me termes sont majords chacun par 3 e. Pour le ter=
me central, la premidre partie de la démonstration montre qu'il est majoré par ¢

dds que n est supérieur 3 un certain N. Prenant alors n > Sup (No’N)” on a

bien : 450 + 50
/g(x)dF m/g(x)an <78
D0 - 5O -

C’o_rollaire 2 = 3i la convergence des Fn g lieu en loi et si x,1) est une fonétion

continue de 1'ensemble des deux variables z et u_bornée par un nombre fixe B, on a:

2o : + o0
o) an @ = /el a5
n =300 U / oo

et cette convergence est uniforme en u sur tout intervalle fini de variation de u.

e

Méme deémonstration que pour le premier corollaire. On reprend la démons~

tration précédente en remarquant que N et NO ne dépendent pas de u.




LA  FONCIION CARACTERISTIQUE

L.~ DEFINTTION BT PROPRIETES,

Ltexponentielle complexe "™ = cos ux + 1 sin ux est continue et bornée.
Alors, quelle que soit la varisble aldatoire X de fonetion de répartition F(x), la
propriété 6 (paragraphe 5, c¢h.II) de 1'intdgrale de STIELTJES montre que l'intégrale

/ e 4 B(x) =/eo§uxd5‘(x) +i/sinuxdF(x)

existe toujours et coincide, comme nous l'avons vu, avec l'espérance mathématique de

la variable aléatoire (complexe) €%,

Définition - fo)

de répartition P(x) la fonetion @ (u) 3 valeurs complexes définie par :

() O () =m( ¥ ) - / 5 g §(x)

Remarque
' Si 1a loi F admet une demsité de probabilité f(x), on a
. -
(2) §(u} =/ e r(x) dx
=00

On recomnait, sur la relation (2), la transformée de Fouri;er de la fonction
£(x). En fait, la définition (1) elle-méme constitue une généralisation de la trans—
formation de Fourier © c'est la transformation de Fourier des mesures (probabilités)

représentées ici par leurs fonctions de répartition.

Propriété 4 = La fonction caractéristique § (u) est uniformément continue sur toute la

droite. -De plus, on a «

__@_(o) =
(2) t@ (u)!<’;|,, pour' tout u

—T————— \

Gl=u) = § ()




En effet, de (1) on tire immédiatement

F(u+1) - Olw =/’ eI (BT 1) 4 p(x)
d'od 1'indgalité ©

(3) |8+ w - Bl < Slet= (e )| a vt - /¢ 0] e 2l

Soit &> 0 domné. Comme / d F(x) =4, on peut trouver un nombre a tel que °

/d}?(x)é%‘

|xl>a

Diautre part, 6""bx est uniformément continue en h pour = a < x <a, de
sorte qu'il existe b tel que ¢ pour ih|<P etlzl < a, on ait :

e -als
- .5
Alors, pour h <v9 on a aussi .

\§_(u+h) m§(u)\4/ie 2 al 4 7x) +2/’d Fx)<e

[xl>a

Dol la continuité uniforme .

La relation ?ﬁ(o) =4  globtient immédiatement en faisant u =o0 dans la

L4

définition (4). En tout point u, on a °

ey Ei ‘/eiux d F(x)\fé/\eiuxl d P(x) =/d P(x) =1

Enfin, en changeant u en = u dans la définition (4), on voit immédiatement

que @u) posséde 1a svmétrie herm§ tique.

§ (~u) = @u)
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(4)

- Propriété 2-- Si §(u) est la fonction caractéristique d'une variable aléatoire X, alors

la fonction - -
4)(11) - .e:Lbu E(a 1)

est la fonction caractéristigue de la variasble aldatoire a X + b (a et b étant des
nombres réels quelconques.)

En effgt, on a .

. [eiu(aX+b)] _oiw eiuaX—\ — e ()

Propriété 3 - Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, admettant il(u)

et §2(u) comme fonctions caractéristiques, alors la variable aléatoire X + Y admet

E(u) @2(11) comme fonction caractéristique.

En effet, d'aprds les prqpriétés de 1l'espérance mathématique (ch.IL,parag.6)
ona . XetY étant indépendantes «

B (&M ) -5 (™) pe™) - F,(x) Tyl

On a vu (ch.II,parag.5) que, F, et F, désignant les fonotions de répartition

de X et Y, 1a somme X + Y admet la fonction de répartition F3 .
F3(Z) =/Fﬁ(z - x) d Fa(x)
qui représente le produit de convolution des probabilitds de X et Y.
Lia propriété qui vient d'&tre établie peut donc s'énoncer comme suit .

La transformation de Fourier échance les produits convolutifs et multiplicatifs.

Plus exactement , nous avons établi que la transformée du produit de convolution de
deux mesures (probabilités) est égale au produit (ordinaire) de leurs transformées. La
réeiproque résultera du théoréme général de réeiprocité qui sera énoncé plus loin. Cet-
te propriété de la transformation de Fourier est fondamentale pour la physique mathée

maﬁique °
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Propriété 4 - Si la loi F(x) admet un moment sbsolu d'ordre n, alors sa fonction caractéris-

que @ est n fois dérivable, et on a

(5) n = B = (£ § (o)

En effet, dérivant k fois sous le signe somme 1'expression (1), on obtient

formellement -
(x) .
Q" (w)=4f / = % g p(x)

Or 1'intégrale obtenue est sbsolument convergente, car ‘/) !xk' dF estlé
moment absolu d'ordre k £<n, donc elle représente réellement 1a KL gérivée
de §(u). I1 suffit de faire u = o pour obtenir le résultat cherché.

Cette propriété admet une réeiproque ©

Propriété 5 -~ Si Q(u) admet en uw = o0 une dérivée d'ordre pair 2 n, le moment absolu

diordre 2n existe ainsi gue tous les moments d'ordre k<C2n, gui sont alors donnés

par la formule 5526

Bh effet, on a .

2n
(2n) > [ pdux | -iux
§ (o) = 1im A — da F(z)
U ommd O 2u
2n
- (_e‘i)n'. 1im / sin ux d F(X)
- o - u |
gin ux . .
Comme = igxg le théor2mé de Lebesgue donne, pour tout intervalle
fini (a,b) ©

b ] 2n b 2n
Lim (Eﬂﬁg_’;) d P(x) m/xzn d Flx) < \ Q (o)l
uepmo s a

Alors le moment dlordre 2n (qui est aussi le moment absolu d'ordre 2n) exig~
te, et il suffit d'appliquer la propriété 4.
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- Ces deux propriétés montrent le lien troit qui existe entre la régularité
‘& 1'infini d'une mesure (probabilité) et la régularité & llorigine de sa transfor-

mée de Fourier.

Définition ¢ Caractéristigue seconde, et semi-invariant. On appelle caractéristique seconde

(\V(u) d’une loi de probabilité F(x) le logarithme de sa fonction caractéristique.

U(u) = 206 Blu)

On appelle semi-invariant d’ordre k, llexpression

C, = i l])k (o)

défini si W est k fois dérivable. On montre facilement que Ck et m_ existent,
ou n'existent pas, simultanément, et que Ck s'exprime en fonction de n;l,mg...et o

(et réciproquement). En particulier °

-
5 Ga.-:f.lp(o)—=-m4
2
g 02=-=lp"(o)= c
’l - X2/2 z
Exemple . 1 - La loi normale, de densité —=— € a comme fonction caractéristique .
VZat '

rd rd - 2
Is loi normale la plus générale, de moyemme m et de variance ¢ a done,

d"aprés la propriété 2, la fonetion caractéristique .
imu = g2 u?
T(u)=ce T

et la caractéristique seconde remarquablement simple

2
log@(u)=imu —-g—ua

2 = La loi de Poisson de paramdtre © admet la fonction caractéristique *

2 n ia
& -0 + im e(er"= 1)
§(u>=z_ or © = &%

n=o 2
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.bG’.

T (w)

. ' w_ o .- . N
i(u) - B> f xccm*i e--bx: + jux dx = ____g___ .
T (w) ul ¥
Q [ZL -1 .-6]

4 = La loi binomiale de paramétres p, q =4 -~ p et n admet la fonction carad—

xw”ﬁ e™%  sdmet 1a fonction caractéristique +

3 = La_loi gamma de densité

téristique ©

I1.~ FONCTION CARACTERISTIQUE D'UNE LOI A PLUSIEURS VARTABLES,

Les définitions et propriétés énoncées au paragraphe ci-dessus se généralisent
aisément au cas de plusieurs variables. Soit F(xl,,xa... xn) la fonction de répartition
d'une varisble aléatoire X = (J;lg.,.. Xn) 34 n composantes. On associe & F, comme

ci~dessus, sa fonction caractéristique élui""‘ un) définie par
n
13, W Xk] iy wx
= =4 -
§(u’19ooo un) =& [e —-/ € d F(Xioooxk)

o e 4 - 4 - k3 n
Afin d'abréger les éeritures, on désignera par x et u les points de R

de coordonndes (x{L.. xn) et (‘qi" un)9 et par ux le produit scalaire

1.

ux = z ,
e e "
Avec ces notations vectorielles, on a simplement

(6) BIOEYADIE®

Les propriétés suivantes s'obtiennent par généralisation immédiate des pro-

priétés obtenues dans le cas d'une variable.
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Propriété 1 - §(u) east uniformément continue dans Rn,, et on a .

Do) = 4

| Slg 1
Plan) =¢(u)

Pagn T

Propriété 2 = Soit ﬁ(u} 1la fonction caractéristique de la variable & n composantes
X = (X;is.o. xn),. Soit le changement de variables ¢

n
Y =1§ixk 2 = g ($=12,2...n)

définissant une nouvelle variable Y = (Y/l”" Ym) 3 m composantes. En notation ma=-
tricielle, A désignant la matrice des a o .
T=XA=D

La variable aldatoire vectorielle admet la fonction caractéristique
=iub
(7) bw=e  Plaw
En effet, avec des notations indicielles, on a par définition °
m

m ‘ n m
i Yi -3 b B
P(u) =E |e = R e lé;'@uﬁ L B el ;_glxké-,l %0, %

Dol m

i b m
0@ = TR (Z—:_iakz ug

Propriété 3 - Si X et Y sont des variables indépendantes & n composantes, la fonction ca~-
ractéristique de leur somme est le produit de leurs fonctions caractéristiques.
° A4 P ) A | O ka- k2 %
Propriété 4 ~ Pourvu que le moment absolu correspondant existe, le moment E Xy Ep eeeXy
s?obtient en faisant Uy = eeo =1, = 0 dans l'expression .
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n
S
,. %‘-_-)1 (/ a}gﬂ_-%»o..kn

(-1) 'DXa_k"l..., '()ann g(uﬂ_,o.. un)

Propriété 5 = La fonction caractéristique de la loi marginale Fy ooy <X:|. veo Xy )
4 A Kk

s'obtient en anmulant dans §(ui,”.un\ tous les w, pour lesquels l'indice i est
différent d.e i’igoov' 5k°

Par exemple, si @_i(u,v) est la fonction caractéristique de la loi & deux va=
risbles F(x,y), les lois marginales Fi(x) et Fz(y) ont les fonctions caractéristi-~

ques suivantes .

Démonstration immédiate.

Propriété 6 - Si }&L,.o. Xn sont n variables aléatoires (non nécessairement indépen-
dantes) et ﬁ(ui,...un) leur fonction caractéristique, alors @(ugu,nou) est la fonc—

tion caractéristique de la somme XZL+ eoo + Xnn

En effet, on a par définition .

E \:eluéﬂ-xk] = §(u,ugo.au)

La propriété 3 est un cas particulier de la propriété 6, puisque si les va-

riables sont indépendantes §_(u,r“ un) est de la forme ©

B Bply) e B w)
Carac’cériétigue seconde., Le logarithme de la fonction caractéristique sera encore appelé
caractéristique seconde. Les m et o p désignant les valeurs probables et les co-
variances (si elles existent), on aura ¢

CIRe

Yy

2
9 -
avec lp(u) = logE(u). {"'fa‘;;‘tfg;a‘ o == %



Exemple . loi normale % n variables. Sa caractéristique seconde est .

W.(u) = log @(u) = ig_&uk m, "'% 2;5 T B g

IIT,~ PROPRIETE FONDAMENTALE DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE

Liimportance de la fonction caractéristique en calcul des probabilités découle

de 1la propriété fondamentale suivante °

t

Théordme Fondamental. correspondance gul & toute fonction de répartition F

associe sa fonction caractéristique E est bijective et bicontinue.

Pour démontrer la premidre partie de 1'énoncé (la correspondance est bijecﬁive‘j),
il faut établir d'une part qu'a toute fonction F correspond une fonction § : cela
résulte de la définition et du fait que E(eiux) existe toujours, de l'autre que touté
fonction caractéristique § (c'est-a~dire toute fonction-i qui est la caractéristique
d'une loi F) est fonetion caractéristique d'une seule loi F: autrement dit, il faut
démontrer que la domnée de -isuffit 4 déterminer complétement la loi F. Ce point fera

1'objet du théordme dit d'unicité.

La deuxi®me partie de 1%énoncé (la correspondance est bicontinue) doit &tre
entendue dans le sens suivant ¢ si une suite Fn de fonctions de répartition converge
en loi vers une fonction de répartition F, alors les fonctions caractéristiques @n
des Fn convergent vers la fonection caractéristique @ de F (au sens d'une convergence

que nous devrons définir). Bt, réciproquement, si les @n tendent vers § au sens de

cette convergence, alors les Fn convergent en loi vers F.

Autrement dit, les problimes de convergence en loi et de lois limites pourront

g'étudier directement sur les fonctions caractéristiques.

Le théoréme fondamental sfapplique aux lois 3 plusieui's variables. Cfest uii~ "
quement pour abréger les notations que nous 1°’établirons dans le cas d'une seule va=-

riable.



Théordme d*unicité. Une-fonction de-répartition-F-est compldtement déterminde par sa fonc-—

tion caractéristique, ef on a la formule dite de réeciprocité °

‘ ' gin hu ,~iuva
(8) Pl + )~ Be ~ 1) = um L /’____~“ e F (wau

pouTvu_gue F(g_;) soit continue en a +h et en a =h.

I1 suffit d'établir la formule (8). La premidre partie du théordme en est une
conséquence immédiate puisque F(x) est déterminde dds que 1l'on comnatt sa valeur ‘en

tout point de continuité.Posons °

T T +90
1 sinhu -iua 4 sin hu  -iua =
T “ﬁ/""’ﬁ"" @ (u)du _ﬁ/ = € du/e d F(x)
=T =T -0

. g8in hu ,.~iua
La fonction e e

est absolument convergente ¢ le théordme de Fubini permet d'intervertir 1'ordre des

est bornée en module par h , et 1'intégrale I,

intégrations. Soit -

% T iu(x—-a)
_1 sin hu e du
I= R/d Fz) [ =
-0 =T
On en tire @
+ 50
I =/ K(x,7) 4 P(x)
->0
avec T
K(XQT) = % / —EEEEE- COS\_X-a)u] du
«
o .
T T
! / sin (z-a+th)u P sin (x-a-h)u .
T A u b u
- 0
Or, la fonction S(h,t) définie par °
T hT
2 sin h u 2 sin %
s(h_;r) == 5 du = ~ / —=—- dt

Y 0 0o
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est bornée (pour hT >o0) et tend vers /L pour T —s=0, dfol <

- - : S 1 pour h>o
Lim  S(h,T) = 2 0 pour h = o
T ownipm 29 ( -1 pour h<o

Alors la fonetion K(x,T), qui s'éerit .

K(x,T) =5 S(x-atn,) - g S(x-a-h,T)

est bornée en module par une constante et vérifie ©

5 0 pour X <a - h
?'2-‘ pour X = a=h
lim  K(x,T) =
T 300 2 A pour a-h<L x <Lath
% pour x = ath
0o pour x >ath

Le théoréme de Lebesgue, applicable puisque K est bornée par une constante

indépendante de T, donne -

. ;];-iix K(x,T) 4 F(x) .-./T[

Le théoréme est donc démontré.

lin K(xs’l‘)] & F(x) = Fath) ~ Flah)
w30 00

Corollaire « Si la fonction caractéristique E (u)_est absolument intégrable de~zxp & + oo,

alors la fonction de répartition Fix) est sbsolument continue, et sa dérivée £(x) est
continue et égale & 400
(9) ) =f f e gl
-20

En effet, si x+h et =x-h sont des points o F est continue, on a .

2h 21

Fxth) = P(x-h) _ 4 [/ sinhu i T (w)du
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La fonction sous le signe somme est majorde en module par \@ (u)l, qui est

intégrable par hypothése. Donc, quand h tend vers o, l'intégrale tend vers la li-
2.0

nite .ﬂ.:.n e_w:l.ux (v)du. Par suite le premier membre tend vers une limite, qui
2 ﬂ oo T = E .

est par 4éfinition la dérivée f(x) de F(x) et on a la relation (9). De plus, comme

1'intégrale donnant 1'expression de f£(x) est absolument convergente, f(x) est conti~

nue.

_Remargue. On recommait sur 1'éguation (9) la formule classique de 1'inversion de la
transformation de Fourier. La formule (8) généralise cette inversion & la transforma—
tion de Fourier des mesures (probabilités) ici représentées par leurs fonctions de -

répartition..

Prem:.er Theoréme limite. Si une suite F (x) de fonctions de répartition converge en loi

vers une fonction de répartition F( x) alors la suite @ (u) converge uniformément
sur tout intervalle fini vers la fonction caractéristique (D (u)de F(x)

iux
En effet, € étant bornée sur toute la droite, le deuxiime théortme de
Helly s'applique et montre que

iux
1im e d Fn(x) =M/)eiUDC d F(z)

n =0

Le corollaire 2 de ce méme théoréme montre que cette convergence est uni~
forme sur tout intervalle fini de variations de u.

Mais c'est la réciproque de ce théorime qui présente le plus grand intérét,

Théoréme Réciprogue A.- Soient Fn(x) une suite de fonctions de répartition, et § (u)
leurs fonctions caractéristiques. Si la suite des Q (u converge vers une fonction
:‘Q(u) et _si cette convergence est uniforme sur tout :m’cervalle fini, alors la suite F

converge en loi vers une fonction de répartition F dont la fonction caractéristigue

est @ (w)

2.~ 21 1%'on suppose simplement que la sulte @_ (u) converge vers une

fonction §(u) continue en u = 0, la conclusion reste vrale.

Ce théoréme achéve de montrer que la correspondance F -»E est bicontinue
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lorsque-1'on prend comme convergences i la convergence en loi pour les fonctions de
répartition, et la convergence uniforme sur tout intervalle fini pour les fonctions
caractéristiques.

Pour démontrer ce théoréme, remarquons qu'il suffit d'établir le deuxi®me
énoncé, car si les ﬁn(u) convergent vers E (u) uniformément sur tout intervalle

fini, la limite @ (u) est nécessairvement une fonction continue.

Démonstration

a/=- D'apres le premier théordme de Helly, on peut extraire de la suite Fn une

suite partielle T, (x)g Fn (x) «oe convergeant vers une fonetion F(x) non déerois-
4 2

.sante et continue & gauche eh tout point x ol F(x) est continue.

b/~ Montrons que F(x) est une fonction de répartition, c'est-a-dire que l'on a °

lim F(x) = o pour X = = 00
lim F(x) =4  pour x ——> +X

En effet, désignons par F(=%) et F(+20) les limites de F(x) pour

X —f= =20 6t x = +99(qui existent, car F est non décroissante et bornde).

Comme o = Fn(x) %1, on a aussi o0 £F(x) 24 et par suite F(+20) £ 4 et
F(~00) >-0. Soit

& = F(+20) = F(=20) (x £4)

Si 1'on montre que e« =4, la conclusion sera établie.

Supposons donc que 1'on ait « <A, et choisissons & tel que ¢ 0<2e<4l~«

Comme ‘ﬁn(o) =V, on a aussi -5_‘2‘_(0) =4, g(u) étant continue 3 1l'origine,
il en est de méme de sa partie réelle X gbL(u.),7 de sorte qu'il existe +t o0, tel

e &u\éﬁ = 4 =g & ﬁ@u)

donc aussi ° &

/@(u dul>/'l-s>m+e

-1t

1
(10) 5




la dernidre indgalité étant stricte en raison du choix de e. -Pour parvenir & une

contradiction; montrons gue l'on a 1'inégalité inverse, et pour cela que 1l'on a, pour

°

assez grand . -

% .
;- B
\é‘"’é (/j _@‘nk'(u)au

En passant & la limite A -3 00 | ce qui est 1égitime puisque les § sont

3

écx+8

bornés et continus, on obi:iend_ra :

N -t . - -
éé%\-fﬁ(u)du\é &+ e
Y L. ,

ce qui montrera que o =41 et que F est bien une fonction de répartition.

Or, on a -
A A ’ iux ' sintx
=2==-'% §nk(u)dll = ﬁ/ e dbL d Fnk(X) = ”-_tmxw—- d Fnk-(x)
g U b : =00
gi%}‘f'x" est bornée & la fois par 4 et par ’sﬂi o Ainsi, pour a >0, on a .
sin t x
g \ el O pour |x{< a
sin t x 4. .
% =< s pour x| a
Dol la majoration .
o a.
/ sin tx sin tx sin tx
e 4 B K = 4 F + -4 dF
.=/ tx me | ) t . p tx n
%o (z[ya &

A
< = l-ﬂ. - Fnk(a) + Fnk(ua;\ + Fnk(a) - Fnk(-a)

Soit . 1
'E}"’E / T, (wan <@ - 5'41-5) [Fnk(a)aFnk(- ﬂf-!- 54‘% \<Fnk(a) - Fnk(-é) + aﬁ%
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choisissons a> EE'JE " tel que a et - a soient des points de continuité de P(x).

Ona . R L o

2, (o) = 7(e)| + |5(a) - 2] + |7, ()= 2=
k

F, (a) - Fni;(=a) <

comme a et = a son’c des po:Lnts de contlnulte, il existe K tel que .

nk> £ = \F (a) - ¥ kz et ’Fnk(-a) .

Alors, pour nk> Kg‘cv)n a aussi

i e e

R

F
.

Compte tenu-de a > _g._g il vient M

%
-«-m) / @'nk(u)du

Passant 8 la limite n infini, on a bien 1'indgalité complémentaire de (10).

v Xyl

£ o+

8
- =
2 &

I\)l

D'ol la conclusion * & =/, et F(x) ezt une fonction de répartition.

e/~ Ainsi la suite partielle F_, F ... comverge en loi vers P(x). D'aprds le
“théortme direct, @_n 9 6 ces CONVErgE u%ifomément sur tout intervalle fini vers la

. 7 . 'ﬂ- 7 . . ' . . ’ .
fonction caractéristique de F(x)g gul coincide ainsi nécessairement avee §(u),

d/- I1 reste & montrer—4ué la suite E;l’ F2 see €lle -méme,et non Kplus éeulement
1z suite partielle des Fn s converge en loi vers F. On sait qu'une condition néeces-
saire et suffisante pour qu'une suibe numérique converge vers une limite est que de
toute suite partielle (infinie) extraite de celle-ci, on puisse extraire une sous-sui-
te partielle qui convergé vers cétte limite. wAl_,qn:s.,_ si- ’F’_L";:FZ"" ne convergent pas
en loi vers P, il y a une suite partielle extraite de Fn gqui ne converge pas vers F.
De cette suite partielle, on peut 3 nouveau (d'aprds le premier théoréme de Helly)
extrairé une seconde suite, soit G n® qui converge vers une fonction G(x), distincte
m Mais, diapres 16s par'tles b et ¢ de la démonstration précédente, G(x)

es’c une fonction de répartition et admet § (u) comme fonction caractéristique. Le

theoréme d'un:!.c:x.te donne alors F(x) = G(x) On arr:.ve ainsi a une contradiction.

Diod la conclus:v..on. ‘
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Remarque-l.-- Dans -la-démonstration ci-dessus o on a-seulement-utilisé-la: continuité

en-u = o0 de-la-partie-réelle de@(u}. Dans~-1*énoncé-2;-on peut remplaéef~1a-eondi-=

tion 31@ (1) continue en u = o, par . Partie réelle de @(u) continue en u = o.

2.~ Dans 1*énoncé 11, on peut remplacer la convergence uniforme sur tout interval-

finl par la convergence uniforme sur un intervalle particulier contenant 1'origine.$

en effet, cette condition entrafne également la continuité de '§ (u) en u= Oe

IV.~ FONCTIONS DE TYPE POSITIF.

L'importance des fonctions de type positif est grande en calcul des probabi~
lités. En effet, les fonctions caractéristiques des lois de probabilité sont obliga-
toirement de type positif, ainsi, comme nous le verrons plus tard, que les fonctions

de covariance des fonctions aléatoires ou des processus stochastigues.

Définition. Une fonction @(u) de la variable réelle u est dite de %ype positif si,

guels que soient l'entier n, les nombres réels 1,... u et les nombres complexes
B _ . il n =

?\;lo‘-s X9 on & :
Il

n A
(11) Z J T Bl - u)>0

521 k=n J M =0 7

La définition s'applique aussi aux fonctions de plusieurs variables

les uj sont alors des vecteurs réels, et les ;\k des nombres complexes.

Propriété 4 -~ Si une fonction @_(u) est de type positif, on a .

Do) > o
| T(w) = @
(12) | D )< o)

En effet, avec n =1,

?31:'1 et 'u,1

Avec n=2, uy =0, U, =W Ay =N\ A, =4, il vient °

= 0, (11) donne @(o) > 0.

[IE + 10| B0 Tk 500 + 25 o) 3o



En particulier -?-C}L?‘g.(u) + A ]:L— ﬁ(—u) doit &tre réel. Avec A =p =71, on
obtient
1 (Ew) +J(E) =

Avec A =1 et p =7, on obtient

| -JR, (@ (u)) + ’y\.@(mu)) =0

Par suite 9 (u) possede la symétrie hermitique 1 B (~u) =—§(—u—)—
Prenant ;»=_’§;(u) et p=-|F (|, on cbtient : |

2 @(@)%)]2 A Tw)- T gw) > o
Diok pour © (u) Ao

|3w] < T

inégalité qui est encore vérifide dans le cas §(u) = 0.

.Ces trois propriétés sont, comme on l'a vu, vérififes par les fonctions carac=—
i
téristiques. Le théoréme_ fondamental suivant va beaucoup plus loin, puisqu'il donne

une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit caractéristique.

Théordme de Bochner. Pour gu'une fonction contimue @ (u)_soit une fonction caractéristio

ue, il faut et il suffit gue E(o) soit égal B 4 et que T (u) soit de type positif.

a/ La condition est nécessaire. En effet, s'il existe une fonction de répartition

P(x) telle que -

Flu) = / e q B(x)

ona $(o) =4 et

I

ZJZ w% ) S 43

S g e

2

in.X | -
=‘/'ZS- ny e N S (D7

%. 7\«33\;{ §(uj=— )
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b/ La condition est-suffisante. ILa démonstration est beaucoup plus délicate,

et ne sera pas donnée ici.

Remarque
Le- théortme de Bochner montre que la classe des fonctions caractéristiques

s'identifie avec la classe des fonctions continmues de type positif, vérifiant de plus

la condition de normalisation '§(o) =4, En fait, il suffit seulement de véi*ifier

o

la contimnnité de é(u) en u = 0, car .

Propriété 2 - Pour gu'une fonction de type positif soit continue, il faut et i1 suffit,

gu’elle soit continue en u = 0.

Appliquons la relation (11) avec 4 =3, et
7\. g = = on
q =M A B 7‘3 B
ua_ =1 =~ h 113 = 0

Aprés quelques calculs, on obtient o

AP 30) + 2i [Eem) - Fw)] + % p fplusm) - o]
+ 12 [2.9(0) = () = T (—h)] >0

D'une manidre générale, pour que l'on ait, quels que soient A et p
2 - e 2
a\M"+bAp +bA pre|u[ 20

(a et ¢ réels positifs), on vérifie que la condition

P <Lac

est nécessaire et suffisante. On a donc

zé Q(o)[z @ (o) - 5(1&) —7§(-h)]

i
Par suite, si E(u) est continue en u = o, elle est nécessairement continue

1) |G +n) - Ta)

en tout point.



- 9% -

Corollaire

Si §(u) est une fonction caractéristique, on a <

| e+ n) - §<u>l 2B - Bl

Ce n'est pas autre chose que 1'indgalité (13) avec Q(o) =1

- - La propriété 2 permet de comprendre pourquoi, dans la réciproque du théorg-
me limite; il était suffisant de supposer @(u) continue en u = 0. Les EJ&. étant
de type positif, il en était de méme de leur limite § (u), et la continuité en

°

u =0 entratnait la continuité en tout point. En effet .

Propriété 3 ~ Toute limite de fonctions de type positif est de %ype positif.

I1 suffit de passer & la limite dans les indgalités (11).

La propriété 2 suggdre que la régularité, en tout point, d'une fonction de
type positif est commandée par la régularité en u = o. En effet ¢

Propriété 4 ~ Si une fonction de type positif est 2k fois dérivable en u = 0, elle

e —

est 2k fois dérivable en tou’c point.

En effet, si ?Q‘(o) =0, OB & §(u) == 0 d'aprés la proPriete 4. Si ﬁ(o)) 05

S

on peut supposer §(o) =4, quitte & remplacer §(u) par §—- @(u) Etent déri-

vable en u = o, § y est c_on’clnue. Le théordme de Bochner montre que Q (u)

est fonction caractéristique d'une fonction de répartition F(x) .

§(u) .—.-/eiux a F(x)

Di'aprés la propriété 5 du paragraphe 1, 1l'intégrale

()% / 2 M g F(x)

est absolument conmvergente. Elle est donc égale & la dérivée d'ordre 2 k de Q(u).

V.- FONCTIONS GENERATRICES.
Soit X wune variable aléatoire discrdte, dont les seules valeurs possibles

sont les entiers positifs ou nuls , par exemple une variable binomiale ou poissonien-—
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ne.-Dans-ce cas, au-lieu de-la fonction caractéristique @_(u) on introduit souvent

1a fonction génératrice--G(s) définie par -
(14) a(s) = B(sX) =Z Py 5
k=o

p, ‘Teprésentant la probabilité de 1°évinement "X =k ". La fonction a(s) est lide

3 la fonction caractéristique par la relation évidente .
(15) ae™ = §(w)

qui a toujours un sens, car la série entidre G(s) est absolument et uniformément
convergente pour | s| L4, en vertu de la relation &

20

Z P =1

k=o0

En particulier, on a le droit de la dériver terme & terme & l'intérieur du

cercle de convergence |s|< 4. Enongons @

Propriété 4 - La fonction génératrice est continue pour |s\ £ 1 et indéfiniment déri-
vable pour |[s| {4. La série représentative est uniformément et absolument conver-

gente pour |s| €1, et peut &tre dérivée terme 3 terme pour Is| <a.

Propriété 2 - La fonction de répartition d'une variable discrite & valeurs entiéres

positives est déterminde si 1'on comnaft sa fonction génératrice.

Cela résulte immédiatement de (15) et du théor2me d‘funicité.

Propriété 3 — Si le moment sbsolu d'ordre n existé, la fonction génératrice est dé-

riveble n fois en 8 =4, et tout moment d'ordre k <n peut se calculer & par-

tir des valeurs de G*(4), & (1), ... G(k)(’l).

Définitions . Moments factor_‘n;elso On appelle moment factoriel d'ordre k, et on note Mrk'\
1a valeur probable, si elle existe, du produit X(X=A)...(X-k+l). Si X est une varia-
ble discréte & valeurs entieres positives, M[k] existe si et seulement si la fonec-

tion génératrice est k fois dérivable en 8 = 4, et on a «



(8w =2 [a00a) - (en)] = )
De (16) on déduit la moyemme m et la variance o° » lorsqu'elles existent!
- m=G"A)
(a7) 5
2 6 = (1) + m(2-m)

De son cbté, le théordme limite nous permet d'énoncer -

S

Propriété 4 ~ Soient X5 X, o+ une suite de varisbles discrdtes 3 valeurs entidres

et-- G'ig G5 +o. lours fonctions génératrices. Pour gue les Xk convergent en loi
vers une varisble X ( obligatoirement diserdte et 3 valeurs entiéres), il faut

et il suffit gue les Gk( s) convergent vers la fonction génératrice G(s) en tout

point s tel que o0 %s <2, et que 1'on ait G(2) =4.

En effet, dans ce cas, la convergence a lieu dans le plan complexe pour
[s]| £ 4, et, en particulier, pour s} = 4 Iles Gk(elu) convergent vers G(e
D'autre part, G(e™), qui est de la forme J_ P, €M, est continue puisque par

hypothdse ) _p_ =4.

iu)

Application : Promenade aldatoire (ou probabilité de ruine).
Une particule est placée au temps + = o au point d'abscisse entidre
z(o <z<L a). Au temps t = 4,2... elle subit un déplacement de + L ou = L-avec

"les probgbilités p et q =4 - p respectivement. En x=o0et x=2a (a entier)
sont placées des barridres absorbantes. On cherche la probabilité Pn( ) pour que
la particule soit absorbée au temps t =nen x=o0 (parvienne pour la premidre

fols en x = 0 au temps t = n, sans avoir atteint x = a aux temps 4,2,... n-1).

Par un raisonnement probabiliste, on établit la relation de récurrence :

(18) P(z) =p P_,(a#) +q B , (z1)

et on introduit la fonction génératrice
DO

Gz(s) = z: Pn(z) s

n=0



- 97 -

;gs ? ( z) vérifient les conditiens sux limites

S P (o) =P, (a) = o pour np4
s Foled =2
g P(2) = o pour z> o
Diol
(19) ,G;,(g) =4 ¢ (s) =

On miltiplie (18) par s" et on somme de n=4 ¥ 1'infini,

(20) 6(e)= pe G,y(c) tas ¢ ,()

Pour résoudre 1'équation aux différences finies (20), on cherche une solu~
tion de la forme [?x(s)]z » M(s) étant racine de 1'équation caractéristique }

Ms) =ps 7&3(5) +qs

Soient

4 +Va.-4 pqsx2

2ps

M (e) =

* 2ps

La solutiznde-I20) est de la forme °

@ o =) [m@] raE]nge]

!
Compte deru des conditions aux limites (19), on trouvera .

- | @ (s) = (M(Sﬂ” - [
- @) - Py

Cas ol a = +°° (une seule barridre absorbante en x = 0). La solution générale est
encore de la forme (21). Mais (pour o < <41y 7\1‘>1 et a.z <4. lorsque z aug-
mente, G (s) doit rester borné,’ d'od A(s) = o et

GZ(S) =[7\2(s)]z
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On en déduira

( ) | 0 pour n - z Iimpair.
P(z) =
n ’ n n/2 7
2(° (pa) (3 powr n-z pair.
B ~n-z p
2

LOIS COMPOSEES,

VIL.-

(23)

- Dans beaucoup d‘appl:.ca‘clons, une variable aldéatoire X se présente comme dé—
pendant elle-méme d'un paramdtre aléatoire A. Autrement dit, la valeur du paramd-
tre A est domnée, dans une premidre épreuve, comme résultat- & m tirage au sort
selon une loi de probabilité G(A). Dans une deuxidme épreuve, A Stant fixé, la
valeur prise par X est donnée comme résultat dtun tirage au sort selon une loi
F?L(x) dépendant de A. Si ﬁ?\(u) est la fonetion caractéristique de la loi Fx(,x),

on doit avoir

Fw) = 5™ - / B, () a e

Ls fonction § (u) ainsi définie est-elle une fonction caractéristique ?

Ltintégrale (23) peut &tre, plus généralement, remplacée par une intégrale de
Lebesgue, qui sera toujours définie si § (u) est, & u fixé une fonction me-
surable de A (cela résulte du fait que § (u) est bornée par . quels que soient
u et A). Par ailleurs, comme § = 4 ona 5(0) =4 et on vérifie immédia~
tement que @(n) est de type pos1t1:f‘ les @ étant de type positif, il suffit
d'intégrer les 1negal:\.’ces (11)). I1 reste & vérifier que @(u) est con’c:.nue

en u = 0.

Théoréme - Si les -§ (u) sont uniformément continues en u = o pour tout intervalle

fini de varla’c:.on de A, alors la fonction @ (u) définie par la relation (23) est

une fonction caractéristique.

En effet, on prendra R te1 que -

/ ae(n) £ e

W 3E
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> et \9 tel que .
\u] £ p = l’l - E?L(u)‘ e quel que soit A(~{ <A <4)

et on aura

|- | < 2
Cette condition est toujours remplie dans les deux cas suivants

a/ §7\’(u) dépend continfiment du paramdtre A.

b/ A est une variable diserdte 3 valeurs entidtes.

Si Eb__(u) est une fonction caractéristique, le théoréme d'unicité montre qu'el-
le définit la fonction de répartition F(x) de la variable aléatoire X. D'autre part,

la formule de réciprocité permet d'éerire ©

P(ath) ~ F(a<h) = lim / ?:l“-‘ﬁ-‘i g iua P (w) du
: T —» oo
> T
= um X / a 6(n) / Q, (u) SR gmiva 4y
T o0 v
-7

La fonction sous le signe somme étant bornée en module, le théoréme de Lebes-
gue montre que le passage & la limite peut se faire sous le signe d'intégration. On en
déduit o

(24) Px) = Fh(x) a e(n)

Ainsi, la fonction de répartition F(i) de la variable composée X est éga-
le & la valeur probable, pour la loi G(A) du paramdtre aldéatoire A, de la fonction de

répartition Fk(x) de X & A fixé.

La loi Fh(x) de X & A fixé, qui nous a permis de construire la loi come

Y

posée F(x) est—elle identique & la Toi conditionnelle F(x| A) de X relativement & A ?

En général, il en sera bien ainsi, sous réserve que la loi conditiomelle F(x| A) soit

définissable.
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La loi & deux variables de X et de A admet la fonction de répartition °

’ A
(25) F(x,2) = / 7, () 4 ()
-

~ dont la loi-marginale- F(x;+9°) coincide bien avec (24). La loi conditiomnelle de X
pour p,_‘_g?\( Wy est alors .

Bzipy) - Flzmy)

Plx| & <p,) =
- x‘ " Y2 'G(Hz) - G(Po,l)

ai G(u) est une loi discrdte, et By un point de discontinuité, on obtient .

&( ) - G, )
“'.L +0 ;l;l _p (x)
Gluyro) - Gp,)  Ha

Flxln=py) = Fpa(x)

De méme, si G(u) est absolument continue, ef si g(p) est sa densité, on

obtient par passage & la limite (pourvu que Fp'(x) soit une fonction contimnme de p)

pth
F“('X) g(p)du
F(x\?n=}1)=hlim -t e = F,(x)
—>0 / gp)ap
m

Ainsi, dans les deux cas les plus intéressants en pratique (G(?x) absolu-
ment continue ou diserdte), la loi conditiormelle F(x| A) coincide bien avec la fone-

tion de répartition 'Fh(x).

- Bxemple -~ Prenons comme variable A une variable poissonienne de pé.ramétre 9 , clested~dire
P(A=n) = 1%? -0 » eb posons

X=X1+x2+...+ Xn si- A = n

les Xi étant n variables aldéatoires indépendantes admettant la méme loi de proba~

bilitd, Soit ﬁ(ui) la fonction caractéristique de X,o Pour A =n, celle de X est &
' n
Q (w = (\@ (u)]

Appliquons (23). La fonction caractéristique q1 (u) de la loi composée est -



b - -0 kZ::O ‘ik [mu)]k ) o5 w- 1]

Ainsi, si g(u) est une fonction caractéristique, il en est de méme de

exp’ [6<§(u)-§ =A\\)(u). Nous verrons ultérieurement que les lois de ce type, ob-
tenues par composition poissonienne, sont indéfiniment divisibles.
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CHAPITRE IV

CONVERGENCES ET LOIS DES GRANDS NOMBRES

I~ CONVERGENCE EN PROBABILITE ET T.OI ORDINATRE DES GRANDS NOMBRES.

Outre la convergence en loi, déji définie, qui est la plus faible des conver-
gences utilisdes en calcul des probabilités, 1'analyse aléatoire introduit d'autres
types de convergences, indispensagbles déjd pour la formulation des différentes for-

mes de la loi des grands nombres. Nous en définirons trois, & savoir .

- la convergence en probabilité,
- la convergence presque sfire,

- la convergence en moyenne quadratique.

La plus simple,et la plus faible, est la convergence en probabilité., On dira -
que Xn converge vers X en probabilité, si, lorsque n augmente, la probabilité
pour que Xn s'écarte dlune quantité donnée de X tend vers O.

Définition 4 Gonvergenée‘ en probabilité. On dit gqu'une suite Xn de varisbles aléa-
toires converge en probabilité vers une variasble X si, quel que soit o > o,
P(‘ X, =X l > «) tend vers o lorsque n augmente indéfiniment.

Cette définition s'explicite ainsi !

Quels que soient « et .& positifs, on peut trouver un entier N tel que .

ny N => B( an—X\>/.oc)é £

Théordme 4 - La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.
Soient Xn et X des variables aléatoires, Fn et F leurs fonctions de ré=~

partition. On suppose que l'on a .

lim P[\Xn - X|‘>, oc] = 0 quel que soit ®& > o
B = o .
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et on veut montrer que Fn(x) converge vers F(x) pour tout x ot F est continue,

a/ La variable Yn~ = Xn~-—- X converge en loi vers une varigble Y presque cer-
tainement nulle. En effet, soit Gn(x) la fonction de répartition de Y . Par hypo-

these, pour tout x> o, il existe un entier N tel que &

npN = 4- Gn(x) + Gn(-x +0) L e
Comme on a aussi

P
o é(‘rn(u-x +0) & Gn(x) =

il en résulte

Gn(x) > -c

G (~xto) L& ;

Par suite, en tout point x #o Gn(x) tend vers la fonction de répartition

e(x) déja introduite (mesure de Dirac).
o pour x£0

@(x) = 2’1 pour .x D4

b/ Montrons que Xn converge en loi vers X. L'événement "Xn<x " est contenu
dans 1'événement "X< x+oa ou X ~X <L -al (¢ > 0o quelcongue)s En effet la
négation du deuxidme ° "Xy x+a et Xn - X2r-a" entratne la négation du pre-

mier ¢ © Xn>/ x ", Par suite, on a
P(X, <x) £P(X<x +«) + P(Y, < - «)

c'est-a~dire
F(x) & F(x + o) + G (~x)
n n
De méme,1'évdnement ° "Xn>/ x" est contenu dans (" X>x ~a ou X=Xya',
d'oll résulte ©

1 - Fﬁ(x) L= Plx—x) +4 - Gn(oc)

ou encore

Fn(x) )/F(x -x) + Gn(oa) -4
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Prenons pour x un point de continuité de P(x). D'aprds la partie a/ de la dé-

monstration, il existe N +tel que

n BN => G(wLe et Gla) ZL-e

On a donc asussi -

F(x uea) - & é Fn(x) _é_F(x-l-oc) + &

Le choix de o > 0 n'a pas été précisé jusqu'ici. Comme x est un point

de continuité de F, on pouvait prendre pour « un nombre positif tel que .

[x-vlge = |7 -7p)| <o

Dans ce cas, on obtient

F(x)-—2e_é-_Fn

(z) < Mzx)+2¢

ce qui achdve la démonstration.

Remarque : la réciprogue de ce théor2me n'est pas exacte. Il ntest pas vrai que la con-
vergence en loi entraine la convergence en probabilité, et en ce sens on peut dire
que la convergence en loi est sitrictement plus faible que la convergence en proba~-
bilité. On s'en convaincra en prenant comme Xn et X des variables indépendantes
obéissant & une méme loi de probabilité, par exemple la loi normale de moyenne o et
de variance unité. Il y a convergence en loi, puisque Fn(x) = F(x). Mais Y = X -X

eat une variable normale de moyenne o et de variance 2 et

o _ =
P(]xn-xi}a);z_v%(a/)e 4 ax

est différent de o, et ne peut pas tendre vers o lorsque n —-—> 00

La loi Ordinaire des grands nombres. Ia notion de convergence en probabilité conduit

3 la loi ordinaire (ou faible) des grands nombres. Nous démontrerons simplement

1'énoncé suivant o
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Y 4 . » 3 3 Ve 3 - ) 2
Théoreme 2.~ Soient Xxi une-suite de variables indépendantes de variances finies S,

et d'espérances mathématiques- m Si l'ona &

n

w |2 Y 2
lim -5 Gk = 0

n =% oo - k=4
n

la varisble Y =?‘-§ (Xk - mk) converge, en probabilité, vers o.
n ey

En effet, la varigble Yn possdde la variance
2 - 2
s = J:LQ E o,
n k=4
et 1'inégalité de Tchebychev permet d'écrire o
2
5
P(fr\Y ) ¢ ~

2
Comme Sn tend vers o, par hypoth®se, il en est de méme de P(I Yn| ;a), ce

qui signifie que Yn converge en probabilité vers o.

Corollaire 4 -(Théordme de Bermowilli). Dams 1'alternative répétée, la fréquence empirigue

converge, en probabilité, vers la probabilité p.

En effet, soit X la variable définie par P(X =)=p et P(X,=0)=q=A~p.

X, possdde la variamce fimie 6§ =pq indépendante de n,et 1'espérance nm , = Do

I

Prenant Yn=}I-L- ; Xk’ le théordme précédent montre que Y, converge en proba-
n 'y n

w
il

bilité vers p.
Corollaire 2 - Il n'est pas nécessaire, dans le théoréme 2, de supposer les Xn indé-

pendantes. Il suffit davoir la condition .

lim E(Yi) = o
n =32
qui exprime que les Xn sont faiblement corrélées . lorsque cette condition est vé-

rifide, 1'inégalité de Tchebychev montre que Yn converge en probabilité vers o.

Remorque La loi ordinaire des grands nombres indique seulement, dans le¢ corollaire 4,

que la probabilité pour que 1'écart \Yn - pl entre fréquence empirique et probabi-
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1lité dépasse o, (écart individuel relatif & un rang n domnd d'avance) est petite
si le rang n est grand. Elle ne signifie pas du tout qu'al deld d'un certain rang
tous Tes écarts seront inférieurs 3 o. Autrement dit, elle ne signifie pas que la
fréquence converge vers la probabilité. Cette propriété résultera seulement de la

loi forte des grands nombres.

II.- CONVERGENCE PRESQUE SURE, BT 10I FORTE DES GRANDS NOMBRES.

i Examinons maintenant un mode beaucoup plus fort de convergence, & savoir

la convergence. presque sfire (ou presque certaine). On dira gue Xn converge presque
slirement vers X si 1'événement "Xn tend vers X" est presque certain. Mais il
faut, au préalable, s'assurer que la proposition "Xn tend vers X" définit bien un

-

éveénement. Cela résulte du lemme suivant o

Lemme . Soient Xn une suite de variables aléatoires, et X . une variable aléatoire sur

un_espace probabilisable (E, (). Ia proposition ! X tend vers X lorsque n tend

vers 1'infini " définit un &vdnement de (L.

Par hypothdse, les xn(e) et X(e) sont des fonctions iesurables. Soit A
1'ensemble des événements élémentaires €  pour lesquels on a xn(e) —s X(e). 11
faut montrer que A appartient 3 la c-algdbre OL. Or A est constitué par 1l'ensem~

ble des € qui vérifient la proposition °©

"Quel que soit l'entier k, il existe N tel que n 2N ——.>lX (e) - X(e)‘ % "

Considérons 1l'ensemble

B  = Se:‘

- X (e) - X(e)K% 2

qui est un évdnement, X et X é&tant mesurables. A se met sous la forme -

n

o g 0.4 o0

'] 2 ” B
k=4 ¥=4 n=§ =

C'est donc un évdnement d'aprés les axiomes des o-algdbres.
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Définition - Convergence presque sfire o~ On dit-gu'une suite de variables: Xn converge

presque certainement vers-une varisble X gi 1'évinement "Xn -3 X " egt presque

certain, c'est-a-dire si l'on a -

P(Xn e a .X) 4=d.

Pour expliciter cette notion fondamentale, donnons quelques critdres de
convergence presque sdre, les uns nécessaires et suffisants, les autres simplement

suffisants.

En premier lieu, remarquons que l'év&nement “Xn —3 X" est le produit

(avec les notétions du lemme)

20
A= ot B
chague évdnement B, étant défini par .
z
n=2_ 1=
k Ned n=N kyn

c'est-d~dire par la proposition "il existe un entier N tel que, pour tout n‘>/1\T
% " Comme A est contenu dans chaque B, ona .

P(a) < B(B) (¥ x)

on ait |Xn = X!Q

Donc, si P(4) =4, tous les P(Bk) sont égaux & 41, et la réciproque est

immédiate © si P(Bk) =A quel que soit k, on a P(A) =4, car :
o0

CRLONE SR R COR

k=

Par ailleurs, il est clair que, quel que soit & >o0, il existe un entier k

d. 4 ; 1 ) 2 .
avec i &e s g Nous pouvons donc énoncer .

Critdre 4 ~ Pour que la suite X, conmverge presque certainement vers X, il faut et il suf-
£it gue, guel qué soit &3>0, 1'événement "il n'y a gu'un nombre fini d'indices n

tels que | X - X|>e " soit presque certain,

Pour obtenir un critdre plus analyti(iue, remarquons qu'il y a convergence pres-—

que sfre si, et seulement si, P<§k) =0 quel que soit k. Or 1'évinement .
- 20
Bk = ‘ [ c n

N=t &
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est le produit des évdnements
o0

Cew = Z:— Ben

n=N

23 OOQDCk,NDGOQ

On a les inclusions évidentes .
Alors le théor2me de continuité du chapitre I, et sa réciproque, montre que
1'on a P(Bk) =0 si, et seulement si
lim P(CkQN) =0
N —-}90
< "1tyne au moins des inégalités \X - X\?— a lieu pour

L!évenement C I
9
un indice n >N " est également défini par la proposition " Sup ‘X )d) =", Enfin,
ny N

comme ci-dessus, on peut remplaceri par £> 0 quelconque.
Enongons -2

Critdre 2 - Pour que la suite Xn converge presque certainement vers X, il faut et il suf-
fit que l'on ait, pour tout &> o .

lim P(Sup X-X\>s)

N e—spo \n2»N

Analytiquement, ce critdre s'explicite ainsi I quels que soient les nombres

positifs o et g, il existe un entier N tel que :

N ?/No = P(nS;pN \ Xn - X\?s) <
7/

Passons maintenant & un critdre simplement suffisant, mais trés commode dans
3

les applications.

Critdre 3 -, ou Critdre de Borel-Cantelli., — Pour que la suite Xn converge presque cer—
tainement vers X, il suffit que, gquel gque soit o >0, la série :

Vo)

L e(lx -xla

n =

soit convergente.
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»

(] L3 [ . s
Ce critdre est une conséquence immédiate du critere 2. On a, en effet

P( Sup \X -nx\ m)gf_ P(an-X\?/tx)
n>N _ . n=N

Le deuxime membre constitue, par hypothdse, le reste d'une série conveérgen-—

te et tend vers o lorsque N -3 20, et la convergence presque sfire en résulte.

Remarque - Si les variables aldatoires (Xn ~ X ) sont mutuellement indépendantes, le
critere précédent est nécessaire et suffisant. En effet, on a alors
| >

P( Swp (X -t ze)=1- TT[i P(lx -x| = ]

n > N
Or le produit mf:m:. l [ﬂ. P([ \ aﬂ converge ou diverge en

méme temps que la série Z_ P(\Xn—X\}a). Par suite, on a
n="1

lim _IT 2 - p({x -x /W)X =

N e—poo B F
si, et seulement si cette série est convergente, et le critere de Borel-Cantelli est

alors nécessaire et suffisant.

]

Si la limite X est une constante oL, on a, en particulier .

Corollaire 4 ~ Pour qu'une suite Xn de variables aléatoires indépendantes converge pres—

que sfirement vers une constante O, il faut et il suffit que, guel que soit le nome

bre o« >0, la série .

oo

Z_. P()x -¢{7a)

n=

soit convergente.

En particularisant davantage encore, on obtient

Corollaire 2 - Soit A wume suite d'évdnements indépendants. Pour que 1'événement A

" un nombre fini seulement 4°évinements ‘A‘n est réalisé " soit presque certain,




il faut et il suffit que la série z ' P(An) soit convergente.

g

I1 suffit, pour le voir, d'introduire les variables aléatoires Zn définies
par . .
zn(e) =4 si ¢ & A (si A est réalisé)

HTN TR Nt

z;l(e) =0 si e &% (si A n'est pas réalisé)

Pour o oc</l-9 on a P(Zn7/ ®) = P(An). D'aprds le corollaire 4, Zn conver—
ge presque sfirement vers o-si, et seulement si, la série > P(An) est convergente. -

Or lt'événement Zn —~3- 0 ¥ coincide manifestement avec A. L'énoncé en résulte.

3

Théordme 2 = ILa convergence presque sfire entrafne la convergence en probagbilité et la
convergence en loi.

En effet, pour k>N, 1'événement " ‘XK - X‘ Zo " entrafne 1'événement
n - o8 s °
n Saqu lxn Xl>o ™, et par suite

p(| X - x{ye) < P(n S}?’pN\Xn - X‘zm)

3'il y a convergence presque sfire, le deuxilme membre tend vers o lorsque N

augmente indéfiniment. Par suite

kl;lf;—ool:(’xk_x]?a) = 0

et les Xk convergent en probabilité vers X, donc aussi en loi d'aprds le théoréme 4.

La réciprogue est fausse : la convergence en probabilité n'entrafne pas

(est strictement plus faible que) la convergence presque sfire. Cela se comprend o
q

1'évenement "'(Xk - X\(oc ¥ implique la réalisation d'une seule inégalité, tandis

que 1'événement VI'lSu.pN an - Xl Lo " signifie que toutes les indgalités, en nombre

infinie, \Xn - X\ <o , sont réalisdes au deld du rang N.

Exemple - Soient Xn une suite de variables indépendantes ayant comme fonctions de répar-
tition ©
0 pour x <L o0

P (x) = 1

A - pour x o

1+ nx



Les . Xh convergent en prohabilité vers la variable nulle X = o, car

q. .

1+nx

¥+
o]

'P(X£h2>_a) = POUr N =3 OO

Mais elles ne convergent pas presque slrement. Bn effet P( Sup Xh<< a)

n.;;.N
est inférieure 3 P(XIl <o et Xy, Z o et ... et XN+k< o)
elle-mémé égale au produit
PR SR R S AR S
No+41 (M) + 1 (N4k)oe + 1L

dont la limite est o lorsque k augmente indéfiniment. DYod résulte que 1'on a

P( Sup X La) = o
n >N :
et
P( Swp X > ) = 4
nyy BZ

ce qui est incompatible avec le critdre 2 de convergence presque sfre.

101 FORTE DES GRANDS NOMBRES,
La loi forte des grands nombres donne une signification précise & la propo-

sition I ® la fréquence empirique tend vers la probabilité ' et explicite les condi-
tions dans lesquelles cette proposition est vraie. Elle constitue donc la justifica~
tion théorique de tous les prbCédés dtinférence statistique utilisés dans les applica~
tions. Il est trés clair qu'en 1l'absence de la loi forte des grands nombres le calcul
des probabilités resterait une pure abstraction, puisqu'il ne serait pas possible de
déterminer (avee une précision donndée) la valeur mumérique réelle de la probabilité
objective d'un éviénement ou d'un phénomdne concret. La signification précise de cette
loi est la suivante : ¥ la fréquence_empirique converge presque certainement vers la
probabilité *. De 1% provient 1'importance de la notion de convergence presque sre.
Nous donnerons seulement la démonstration du théordme de Borel. Des résultats plus

généraux et trds profonds seront ensuite énoncés sans démonstration.
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Théordme-de-Borel---Soit- -p--la-probabilité-dtun-événement-A; et-soit Y~ lenombre de

réalisations—de~A-au-cours-de--n é&preuves -indépendantes-successivess Lorsque n  aug=-

. P . z ﬂ. )
mente indefiniment, la freguence 5 Yn converge presque sdrement vers p.

D'aprds le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que la série ©
2o
. . g‘:__:"ip(%Yn-P‘}“) |
est convergente, quel que soit « >o. Pour cela, nous allons utiliser une inégalité
analogue & 1'indgalité de Tchebychev, mais ol figure le moment d'ordre 4 au lieu de

la variance. Si X est une variable aldéatoire admettant un moment d'ordre 4, on a .

o[Ix - 50l > < B r(x-f(x))4‘l

&

En effetg il suffit d'éerire (en posant E(X) =m)

u/d P(x) (xmm) d Fx )4f Gea)* d F(x) = E[(x—ml_l

| x| o lx—ml> oc ot

Calculons alors l: (--— - p)] » Pour cela, on considdre la fonction caracté~

ristique de ”'ﬂ' = p, soit Mu) s et on écrit son développement limité & l'ordre 4

.. wror ook q1l]”
Q) =€ (g+pe®) =lge " +pe ©
2 W3 1 4 i
= |1+3 0 (D) +~E:pq(q-p)( =t pa(p)(E) + ...
3

On trouve ainsi :

n.--

4
B [(% T -9 | =4 Ea (5%+a”) +3 34 n(n~1)]4 =5

On a donc %

(|55 -2l N a2

et la série de terme général P(]%- T - p\>/ «) est bien convergente.



Enongons maintenant, sans démonstration, deux théorémes de Kolmogorov o

Premier théordme de Kolmogorov — _

Soit X, une suite de varisbles aléatoires indépendantes possédant des va-

o 0] 3 2 rd . - ré o kraid 2
riances finies o et des espérances mathématiques m . Si la série 3 iz- Oy
e e S e e n n n Ne= 4 I

est convergente, la variable aléatoire Yn =% z (Xk"mk) converge presque cer-

tainement vers o o k=1

P(Y’n —-0) =71

Deuxidme théoréme de Kolmogorov.

Soit X une suite de variables aléatoires indépendantes ayant la méme loi

]
de probabilité F(x). Pour gue la varisble T =% 2 X, comverge presque sfre-

ment vers une constante @ , il faut et il suffit k=1 gue les X, adent umne

gspérance mathématigue m, et on a alors nécessairement m = a M

On notera l'importance extréme de ce dernier théord¥me, qui constitue la jus—
tification théorique des procédés statistiques usuels. Il correspond, en effet,
au problime de 1l'estimation de la moyenne vraie & partir de la moyemme arithméti-

que de n échantillons indépendants.

On notera aussi que la condition d'existence de 1’espérance mathématique im-

pligque que 1l'intégrale / x|\ dF soit convergente.

La loi du logarithme itéré, que nous énoncerons sans démonstration, est er-
core plus subtile que la loi forte des grands nombres, et donne des renseignements
trés précis et trds profonds sur le comportement asymptotique des sommes de varia—
tles indépendantes.

Conzidérons une alternative répétée, c'est-a-dire une suite de variables in-
dépendantes X, de méme loi P(Xn =1) = p, P(Xn =0) =q=21~-7p . Le théoréme

de Borel indique que la fréquence @
1
=13
noon X

converge presque sfirement vers p. A cette variable Yn, associons la variable ré-
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*

duite zn de moyenne nulle et de variance unité ©

—
Z, =\|-= (Y, -»)
Pa

On sait ( et on verra dans le chapitre prochain} que Zn converge en loi
vers une variable normale. La loi du logarithme itéré énonce le résultat extraor=

dingirement précis suivant ©

Loi du Logarithme itéré = Dans 1'alternative indéfiniment répétée, la variable rédui-

°

te 2 posséde la propriété suivante © _si A est un nombre supérieur 3 4, il

est presgue certain gu'un nombre fini seulement d‘inégalités
Zﬁ> hVZ log log n

sera vérifié . . Si, au contraire, AL, il est presque certaing’un nombre

infini de ces inégalités sera réalisé. Autrement dit, on a .

P( Lim e = 1) = 4 ‘ ‘

n =30 \/2 log logn

La fonction \/2 Jog log n  constitue presque certainement la borne supérieure

des fluctuations de la variable réduite, au deld d'un rang N fini.

Par raison de symétrie, = \/2 log log n constitue aussi presque certainemeht
la borne inférieure des fluctuations de Z,, au deld d'un rang N' fini

Z
P( 1im = =4) =4

T i 00 \/2 log log n

Enoncons cette méme loi, en remplagant la variable réduite Z, par la £1é=

quence empirique Y, s

Si A> 4, il est presque certain qu'un nombre fini seulement d'inégalités

Yn> P+ A ngig log log n

sera vérifié., Si A <4, il est presque certain glune infinité de telles inégali-

tés sera vérifice.
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ITI.~ CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE

Examinons maintenant un dernier-mode de convergence, qui joue un rfle fon-
damental dans la théorie des processus stochastiques, notamment dans la définition

de la notion d‘'intégrale stochastique.

Définition- o Convergence en moyenne guadratique ¢ On dit gu'une suite X, de variables
aléatoires converge en moyemne guadratique vers une variable aléatoire X si l'on

1im E[(Xn - x)2]= o
N g0

Dans les applicationsy la limite X sera rarement connue a priori. Le cri-

o

S .

t¥re suivant, ol elle n'intervient pas explicitement, sera donc trés utile :

Critére de Cauchy. Pour gqu'une suite Xn de varisbles aldatoires possédant deg moments
dtordre 2 (ou des variances) finis -gonverge en moyenne gquadratigue, il faut et il
suffit que 1'on ait o -

4

1 E((% -X |
im - =0
n o0 m - ‘n

M e O

soit, explicitement
- 2
Va>o? v e n>N et n>N = E[(Xm "Xn) }$8

Lo condition est nécessaire : Cela découle immédiatement de 1'inégalité de

Schwartz 2

g (' (x, - Xm)ﬂ = El'(xn-x)z-l + E {(xm.ax)z\-. 2 [(xn- X) (xm_x)_]

2
< VE a0« | e lx07]

La condition est suffisante ! la démonstration est plus délicate, et ne

sera pas donnée ici.

5
v

Remarque. Si nous posons

d(%,Y) = V & E(X nY)all
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la fonction d vérifie deux des axiomes des espaces métriques, car on a .

a(X,Y) = a(Y,x) >0

a(%,Y) L 4(X,2) + a(z,Y)

X, Yet Z étant des variables quelconques de variances finies. (1'inégalité

©

triangulaire se déduit immédiatement de 1'inégalité de Schwarz). Posons o

WxW = a(x,0) =V E [(X)2)

On voit que \X)| vérifie tous les axiomes des normes (sur un espace vectoriel),
sauf 1l'axiome .

fx=0 => X=0

En fait, 1'inégalité de Tchebychev montre que \\X“ = o0 entraine simplement
P(X = 0) =1, clest-3-dire que X est presque certainement nulle. Si nous conve-
nons d'identifier deux variables lorsqu'elles sont presque sfirement égales
(l?(x =7Y) ='{L) alors “X\\ est une norme pour l'espace vectoriel des variables

aléatoires de variances finies.

Le critére de Cauchy montre que cet espace vectoriel normé est également

complet, c'est-a~dire constitue ce que 1'on appelle un éspace de Banach. Muni

du produit scalaire

<X ¥ 7= E[XY}

cet espace de Banach est aussi un espace de Hilbert.

Théortme 3 - La counvergence en moyenne guadratique entraine la convergence en probabili-

2

té, donc aussi la convergence en loi

Cela résulte de 1'inégalité de TehF“pychev :
P(\Xn-xl>°‘)\< 2

&

Ici encore, la réciproque n'est pas vraie . la convergence en probabilité

n'entratne pas (est strictement plus faible 'que) la convergence en moyeune gua-

dratique.
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De méme encore .

- La convergence en moyenne quadratique n'entrafne pas la convergence

presque. sfire,

- La convergence presque sfire n'entraine pas la convergence en moyen—

ne quadratique.



