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CHAPITRE v

LOIS_ INDEFINIMENT DIVISTBLES
PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS

Les lois indéfiniment divisibles se situent, en quelque sorte, &% 1a charnidre
entre 1'outil probabiliste classique, %el qu'il a ét¢é présenté dans la premidre par-
tie de ce cours, et la théorie des processus stochastiques, qui constitue la partie
la plus vivante, aujourd’hui encore en pleine évolution, et aussi la plus féconde
en applications futures, du calecul des probabilités.

Jusque vers les amndes 30, les recherches en probabilités, avaient comme objectif
principal de déterminer sous guelles conditions (aussi générales que possibles) des
sommes de variables indépendantes ou faiblement corrélées convergent en loi vers une
loi de Gauss ou une autre loi limite. Le théorgme fondamental de P. LEVY, qui donne
la forme générale de toutes les lois indéfiniment divisibles & variance finie, et
que nous établiroms ci-dessous a permis 3 Kolmogorov, parmi d'autres, d'énoncer sous
forme & peu prés définitive des conditions néeessaires et suffisantes de convergence
vers une loi limi'i:é9 gaussienne ou non. Malgré le trds grand intér&t de ces résultats,
nous n'insisterons pas sur cet aspect des lois indéfimiment divisibles. Le centre
d'intérét, en effet, aussi bien pour les recherches théoriques que pour les applica=
tions, s'est déplacé em direction des processus stochastiques et des fonctions aléa=
toires. le méme théortme de P. LEVY, qui marquait la fin d’une période de lthistoire
des probabilités, ouvre la voie & la période suivante, en tant qu'il permet de caracté-
riser complétement la classe trés importante des processus & accroissements indépen-
dants, Ce deuxidme aspect des lois indéfiniment divisibles sera seul abordé iei, et
gonstituera une transition naturelie eéntre les deux parties de ce cours (1).

On sait que toutes les sommes de variables indépendantes ne convergent pas néces—

sairement en loi vers une variable normale. Par'exemple9 dans certaines conditions
définies, 1la loi bivomiale converge vers la loi de Poisson. Mais alors on

T D G M CVER R g e S ewwe OO0 KT S e RO CRG) RSO QIR S SEED) aueA e oM R wwe A GO CHEC e S e e i S oass e Cwen T W CHS e W

(1) = La théorie des lois indéfiniment divisibles et de la convergence en loi des
sommes de varisbles aléatoires est traitée dans Gnedenko " théorie des probabilités™,

Moscou 1961 - Traduction frangaise en cours d'impression chez Dunod, Paris =-.



peut se demander, inversement, si n'importe quelle loi peut jouer ce r8le de loi

limite. En fait, il n’en est rien. Moyennant des hypothéses assez générales, on
montre que toute loi limite, obtenue & partir d'une somme de variables indépen-—
dantes, eat une sorte de mélange de lois de Poisson et de lois normales, cetfe sor-
te de mélange portant le nom de loi indéfiniment divisible. De 134 provient 17impore
tance des lois de Gauss et de Poisson, comme prototypes de la classe beaucoup plus
vaste de ces lois limites. Par ailleurs, ces lois indéfiniment divisibles jouent;
nous le verrons, un r8le fondamental dans la théorie des processus stochastiques

& accroissements indépendants, dont les deux types fondamentaux seront 1l'un & loi
gaussienne (processus de Wiener-Levy), 1l'autre % loi de Poisson (processus pois-

soniens).

Définition ° loi indéfiniment divisible. Une fonction de répartition F(x) est dite indé-

finiment divisible si, quel gue soit l'entier n positif, il existe une fonction

de répartition Fn(x) telle gque la somme

X= }%-'i'}{z’!'ooo‘!‘ Xn

de_n varisbles indépendantes de méme loi F (x) obéisse & la loi F(x).

D'aprés les propriétés élémentaires des fonctions caractéristiques, on
voit gulune loi F(x) est indéfiniment divisible si, et seulement si, quel que soit

n, sa fonction caractéristique §(u) peut se mettre sous la forme

B - {@n(uﬂn

Qn(u) étant une fonction caractéristique. Enongons ©

Théordme 1 -~ Pour qu'une loi F(x) de fonction caractéristique §(u) soit indéfiniment
divigible, il faut et il suffit que, guel que soit l'entier n > o, [@u) )‘L/ n solt

une fonction caractéristique.

2
ium = 22- u2 G(Giua- 1)

Exemples : la loi normale @__(u) =@ , la loi de Poisson g(u) =€ ’

=== sont des lois indéfiniment divisibles © de plus,
(A =iz) — 14/n
on remarque que; dans chacun = de ces trois exemples; Q(u) est du méme type

la loi Gamma ’Sﬁ)'_(u) =



Som

‘que’ §(u) avec des paramdires différents.

En ce qui concerne la loi de Poisson, il sera utile d'en élargir un peu
la définition. Etant donndes deux constantes a et b quelconques, une variable

X susceptible de prendre les valeurs discrétes a n+ b (n entier positif) avee

o

les probabilités .

n
P(X=an+b) =26
nl

®

sera dite varisble poissonienne (au sens large). Sa fonction caractéristique est :
e(e®™- 1) +ibu

ﬁ’(u) = €

Elle est manifestement du type indéfiniment divisiblie.

Propriété 1 - La fonction caractéristique d'une loi indéfiniment divisible ne s'amnule

jamais.
En effet, @(u) étent continue, quel que soit le nombre (3 (o <R< ’.L)

on peut trouver o > o tel que .

e = [F\>RB > o

Plagons-nous en wn point w fixé avec luls (1 @_(u‘) n'est pas nul,

lin ¢ (w) = 1im [@'(uﬂﬂn= “
oo n =—3%n0

n —5

et par suite -

Alors, on peut trouver un entier N (qui dépendra de u) tel que -«
1-24 RO M L2
t-e S TlgA

(¢ >0 arbitrairement petit). Utilisons 1'inégalité (13) du ch.II :

n)N =%-

‘ @(Zu) - §n(u))< \/2 12 -»@Cﬁﬁ(u)T é Vé_?

On en tire

|8l B - VEe -6 - yE
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Comme e est arbi’craire,\ in(Zu)\ s POUr n  assez grand est strictement
) — . n
positif, donc aussi‘ Sp_(Zu)‘ =\§D(2u)\ >0

Comme \E(Zu)\ est continue, et qu'une fonction continue sur un intervalle fini

atteint sa borne inférieure, on a aussi .

Inf ‘§_(2u)‘ = y>0
lul £ «

Dot 1l'implication °©
lugan = T =y > o0

Il suffit alors d'itérer le raisonnement précédent pour voir que ?ﬂ—(u) ne peut

s'annuler pour aucune valeur finie de u.

Propriété 2.~ S8i X et Y sont deux variables indépendantes, 3 lois indéfiniment divisibles

Jeur somme X + Y s une loi indéfiniment divisible.

En effet, si é et Sb sont les fonctions caractéristiques de X et Y, on a

3- (&
p- (]

§n et q"n étant, quel que soit n, des fonctions caractéristiques. On a donc aussi -

3y, 0,]

et, comme est une fonction caractéristique, la propriété est établie.
. W q prop

Propridté 3.~ Toute limite (au sens de la convergence en loi) de lois indéfiniment divisibles

est _indéfiniment divisible.
En effet, soient 79__ k(v.) les fonctions caractéristigues d'une suite de lois in-

définiment divisibles, avec, pour tout n

Sy =l§k’?"y



5w

Ek-n étant une fonction caractéristique. Par hypothdse, les Ek(u) pour k =3 o0

convergent vers la fonct:.on continue @ (u). Alors, les Ek (uv) convergent vers la

fonetion E (Eﬁ_‘ )n et E est continue, donc est une fonction caractéristique.

T- @,

-iest bien la fonction caractéristique d'une loi indéfiniment divisible.

Comme on a

2-Y
Théortme Fondsmental.- Pour qu'une loi F(x) possédant une variance finie ¢ - et une espé-

rance mathématique m soit indéfiniment divisible, il faut et il suffit que sa carac~

4

téristique seconde se mette sous la forme

: 2 e LA - iux
(1} log §(u) = imu+o 5 a ¢(x)

X

ot G(x) est une fonetion de répartition.

a/ la condition est suffisante.

En effet, l'intégrale de Stieltjes qui figure au deuxiéme membre de(1’ est som-

me de trois termes .

log ?io -2 \:—G(+o) - G(-o)] ‘.’.’;

+00 jux

5
(l) § log @,1 sz € ”X";L - i g a(x)
'S

~0

iux .
log @2 = 62/ € "24' 225 4 a(x)

b:d

- 5o
log §~o est la caractéristique seconde dfune variable normale, donc d'une variable Xo
& loi indéfiniment divisible.

log @1 est limite, pgur £ == 0, de

g iux .
52/ € = 5 d (x)
X

e
Cette dernidre intégrale est elle-méme limite de somme du type




ivn g
2 2k :

€ = = 1u i
° z 2 (:G(xkﬂ.) B G(Xk)]

k &k

’ 4 ‘o
(Sé X < gk < X £¥F )s Chacun des termes d'une telle somme est la caractéris—
tique seconde d'une loi poissonnienne (indéfiniment divisible). Cette somme, caractéris-
tigue seconde d'une somme de variables poissonniennes, représente elle-méme une loi
indéfiniment divisible d'aprés la propriété 2. Alors, la propriété 3 montre que 1'in-
tégrale Stendue de & & % représente aussi la caractéristique seconde d'une loi

indéfiniment divisible. Toujours d'aprés la propriété 3, il en est de méme de log §1,

comme on le voit en faisant tendre e vers o.

Le méme raisormement s'applique & log B‘Ezc Finalement, la somme
l_og"ﬁo + log §1 + log @29 caractéristique seconde de la somme de trois variables &

lois indéfiniment divisibles, est bien la caractéristique seconde d'une loi indéfini-

ment divisible.

b/ La condition est suffisante.
Soient F une loi indéfiniment divisible et § sa fonetion caractéristigue.

On a, pour tout n,

logﬁ = n log @n

ot -§n est une fonction caractéristique, Comme ﬁ(u) # 0, on voit que @n(u) tend

vers A, pour n ~—->20, en tout point u. Alors, on peut écrire, pour n assez grand -

log §(u) =n log[‘l - (1 =g)} = = n{’l mﬁn(u)] -n6(4 - §n)2

(oglelg 1)
et, & la limite

log @(u) = 1lim n E’fn(u) - d-.l

n——p 00

= 1in n / (€™ 2)a F_(x)
n-—» %0

Fn(x) étant la fonction de répartition associde 3 §n(u) . Par ailleurs, l'espérance
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mathématique m est égale &

m=/xdF(x)=n/xan(x)
Par suite

log § = dum + lim n/(emxnfi - iux) 4 F_(x)
n =0
On fait ensuite le changement de variables .

X=0

n
_ 2
Gn(x) = m;mémL/y da Fn(y)

m
O Fr= = Do
n

ce qui est légitime, puisque F _ admet un moment d'ordre 2. Gn(x) est une fonction nom -
décroissante, continue & gauche, et on a Gn(m o) =0 et Gn(+=>o) =4 ¢ C'est une fonc-

tion de répartition. Avec ce changement de variable, on obtient -

2 o2 elux _ A = iux
log @_(u) =iuam+ lim (o’ iy a6 (x)

Afin de passer & la limite sous le signe d‘'intégration, montrons gue les Gn

convergent en loi vers une fonction de répartition G(x). Pour cela, considérons la

<>

transformée de Fourier de Gn .

i i “= i
/ e a6 (x) = e / LGP (2) = e B B (w)
n 2 m2 n > m2 n
" + = O o+ =-

n n

cherchons la limite de =n @;(u)o De :

log § (w) = n log 9 (w

on tire (puisque © et §n ne s'annulent jamais)

n d
g—n = 3= log§

En dérivant uwne deuxi®me fois .

2T, @) 2
@7 n@ 2 2622 1oz §

e O it g 2
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n ' ,
s ¥
COMME  mmmmmmeiim = oo log ﬁ,, le deuxieme terme du premier membre tend vers o

@ du
T2
pour n —-oo, et ( §n) —3 4, de sorte que l'on a .
d2
1im n 9 (n) = ==5 log §(u)
n 2
o =320 du

Cette limite existe, et c'est une fonction continue (puisque le moment d°or-
dre 2 existe). Alors, la transformée de Fourier des Gn admettant une limite continue,

les @ convergent en loil, vers une fonction de répartition (x).

iux .
Comme \ € = 2_’ 2ux \4 &% » le deuxilme théorime de Helly donne :
x
plux
lin "”1“’-‘”‘ a e (x) / “"'1"'1“" a a(x)
N =300 x

Il en résulte immédiatement °

Y

iux .
log i(u) =ium + GZL/’ © ”‘12_ UE 4 a(x)

X

Remarqgue
La signification profonde du théordme fondamental est mise en évidence par

la décomposition (A). Toute variable X & loi indéfiniment divisible se met sous la
forme d'une somme -

= Xo + X’l + X2
de trois varisbles indépendantes, dont la premidre Xo est gaussienne, la deuxiéme }9]_
limite d'une somme de varicbles poissonniennes & valeurs positives, la troisitme X2 1i-
mite d'une somme de variables poissonniennes & valeurs négatives. Ainsi la loi norma=-
le et la loi de Poisson sont les deux prototypes & partir desquels sont constituées
toutes les lois indéfiniment divisibles & variance finie.

Avec alx) = 9(x)

O(x) = 0o pour x £ 0
1 pour X > 0

. 2
la formule (4 représente la loi normale de moyenne m et de variance o
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Avec G(z) = O(x - a), 1l vient :

| | &, dua o 0’2 i
10g§(u)= imu+ -:?—(e md-im)aiu(meeau)-k-;é(emw’l)

On reconnaft la loi de Poisson définie par -

2

2 2 o
kE =

= g =2 (8 a2
P(X-m—»?+ak)~——ﬁ-(?) e

ey / oo e



1I.~ PROCESSUS STOCHAS

(3)

10,=
‘ W ‘ ‘ o
TIQUES A _ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS RET STATIONNATRES

Comme application des lois indéfiniment divisibles, nous allons étudier ume
classe particulidre de processus stochastique. La définition générale d'un processus
stochastique X(%) a été donmée au chapitre 2, ainsi que celle de la loi temporelle

sssocide, c'egt-a-dire llensemble des fonctions de répartition
F(:;lg.,. T s Yo o,,.‘-a;,n) qP(X(t&)‘( X5 :c(iz?_)<x2,‘,.° X(tn) £ xn>

pour tous les entiers n et tous les instants (?’19 by eee tn).

Nous dirons qu'un processus stochastique est 3 accroissements indépendants
81, quels que soient les intervalles, en nombre fini, ne se recouvrant pas ( t’l’ t“,l)g
(tyo $75) ooe (b, 7)) les variables aléatoires X(t';) - X(t;) sont mutuellement
indépendantes.

De tels processus seront toujours étudids & partir de leurs accroissements.
En effet, si 1'on a *

£t <ty < £ t
la variable X(tn) - X(to) se met sous la forme
n
X(t) - x(t) = 2 [X(tk) - X(t_4)

k=4

d'une somme de n  variables indépendantes. Une origine 'bo étant choisie arbi-
trairement, X(t), & une constante prds X(to)g pourra toujours se mettre sous la
forme (3).

Bn réalité, la formule (3) devrait se mettre sous la forme

%

x(t) = X(¢,) =/ d X(tu)
%
o]

(sous réserve d'avoir défini la notion d'intégrale de Stieltjes stochastique). Clest
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en fait- la mesure aléatoire définie par d X(t) qui représente 1'éiément sto-
chastique significatif. Pour éviter d’avoir & introduire une telle mesure aldatoire,
_on la remplace par son intégrale ¢tendue de to 3 %, qui est simplement une
fonction aléatoire (de la méme manidre, 1'étude d'une probabilité P, qui est une
mesure se ramens & celle de sa fonction de répartition F(x) qui est 1l%intégrale de
P étendue de =%03% x).

Un processus stochastique X(t) & accroissements indépendants sera dit,
"de plus, & __accroissements stationnaires si la loi de probabilité de la variable

X(t + t_o) - X(% o) ne dépend que de t et non de 1forigine arbitraire e on
&:_i.'!; parfois aussi, dans ce cas, que le processus est homogtne dans le temps. Les
lois qui régissent la variabilité locale de X(%) sont, en effet, indépendantes de
1tinstant particulier % considéré.

Un exemple typique de processus & accroissements indépendants et sta-
tionnaires est donné par le mouvement brownien d'une particule dans un milieu
homogdne. Les coordonndes X(t), Y(t) oo de la particule vérifient bien, en
effet, les définitions précédentes,

Corme 1'étude d'un tel processus & une constante prés se raméne 3 celle
de ses accroissements, nous pouvons prendre une origine % = 0 arbitraire ef
remplacer X(t) par X(%) - X(0), ce qui revient & supposer X(0) = O.
Alors la loi temporelle est entiérement définie par la domndée de la fonetion de

répartition o

Pz, t) = P(x(t) L x)
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En effet, si ﬁi,oaq tn sont des instants quelconques, avec par exemple

o <t’i<f‘°°<tn

(si certains des ti étaient négatifs, il y aurait quelques complications d'écriture,

mais rien de réellement différent), on pose -

T = X() - Xt )
Les n variables Y, sont indépendantes. Leur fonction de répartition
Plygety) Flypety=tydees Pyt t,.9)

permet, par changement de variable, de déterminer celle des n variables X(tk)

Théordme A.~ La fonction de répartition F(x,t) dfun processus & accroissements indépendsnts
et statiommaires est indéfiniment divisible.

En effet, considérons les instants successifs .
t 2%
O == to < ﬁ < "’n-’ <o co < t

On a n

x(t) =Z_{x(§ £) - X(E-‘%i t)—l
k=4

Les variables X(g £) - X(E:ﬁé t) sont, par définition, indépendantes et ont la

méme loi de probabilité F(x, ;“-i)o I1 en résulte bien que la loi F(x,t) est indéfiniment
divisible.

Limitons nous maintenant au cas des processus & accroissements indépendants et
stationnaires possédant une variance finie, qui est évidemment une fonction de t, 62(%).
Un tel processus possdéde également une espérance mathématique m(%). Naturellement, 62( t)
est la variance non seulement de X(t) ( = X(¢) - X(o), d‘aprés nos conventions), mais

de tout accroissement X(t + 130) - X(4); quel que soit t,. Le théortme 4 entratne

alors les conséquences suivantes

2
Conséquence 1.~ La variance o (t) est proportiomnelle & t -

(y] oX(t) = at (a >0, 30



En effet, les accroissements étant indépendants, on a immédiatement °
2 2 2
(5) (1, + t,) = 0 (t;) + 0 (5,)

On sait que les seules fonctions contimues vérifiant cette propriété sont les

2
fonction lindaires de la forme a t. ILa propriété o (t) = a t sera donc établie si
1'on montre que 0’2(1:) est continue. D'apres (H), il suffit de montrer que 0'2(1;) est

continue en t = 0.

Soit &> 0. Du fait que les accroissements sont indépendants, ou de la relation
(8), on déduit

2
o%o) = no ()
n
o 0'2(05) : 2
soit ¢ ;): ~——=t— . D'autre part, toujours dtaprés (5'), o (t) est une fonction crois—
sante de t. Done .
o 2 4 2
0Lt < s =0 (t)éﬁ o (o)

Par suite 62(1:) est contimue en 1t = o.

Conséquence 2.~ Si 1*espérance ma’chemat:.gue m(t) est bornée sur un _intervalle fini o<t <t

alors m(t) est proportionnelle & + :

(6) m(t) =1+

On a, comme ci-dessus m(td + ’cz) = m(’c,l) + m(tz), et il suffit de montrer que

mn(t) est continue en t = o. Par hypothdse, il existe B> o tel que .
oLt Lt =3 |n(t)<B

Comme m(%) =% n(t), pour tout entier n, on en déduit ©

t
oLt <2 = |l

ce qui établit la continuité, et la relation (4§ ).
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L'hypothdse que -m(t) est bornde sur un intervalle fini, toujours vérifide dans
les applications, sera adoptée dans tout ce qui suit, de sorte que (6 ) sera supposée

valable,

Conséguence .- Lorsque h tend vers o, _X(t+h) converge en probabilité, donc sussi en loi,

maCmCaen

vers X(t). Autrement dit, X(t) est contimu en probabilitd.

La variable Y(h) = X(t+h) - X(t) posséde 1'espérance mathématique b h et la

o

variance a h. L'inégalité de Tchebychev donne

PU T(h) - b h\ >/s)< 25_2
Comne on a toujours | Y( - (b h\$\¥=. b h‘s on a aussi

P(l t@\>e + |v hDS ?-;g

Avec h K Inf (T-S-T y cx.), on & donc aussi o
b a

P(\ ()| > 2 8)<04

d'oll résulte la continuité en probabilité, et par suite aussi la continuité en loi.

Conséguence 4.- La fonction caractéristique Q(u,t) de la loi P(x.t) est continue par rap-

port & t.
Comme on a

@_‘(ust +h) = @(1% t) @(ush)

et ﬂi(u,o) = 4, il suffit de montrer que @E(u,t) est continue en t = 0. D'aprés la
conséquence 3, X(t) converge en loi vers la variable presque certainement nulle (de
loi O(x) =0 pour x<Lo et B(x) =4 pour x> 0). Par suite Q(u,t) converge,

pour t = 0, vers la fonction caractéristique de la loi O(x), c'est-a-dire vers

/ eim‘ d G(x) = 1 = §(u,o)

Donec (P(u,t) est contime en t = o.



Conséquence 5.~ La fonction caractéristigue E(ust) est de la forme &
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o

T %
Bl t) =[@<u>] (63 0)

ol @(u) =§(u,{{.) est une fonction caractéristique.

En effet, les accroissements étant indépendants, on a pour tout entier n -

T, nt) = [@i(uﬂ)}n

et, pour tout ratiommnel §>o .

1 F

B (u, % t) =[§2(usp tS]q =[§(u9’c}] 4

Comme §(u9t) est une fonction continue de t, on en déduit, pour tout « >o (ra—-

tionnel ou non)

Flu t) = Eé(u,t).yx

et, en particulier E(uga) =[§(u91)](x

Conséquence 6.~ Lg_caractéristigue seconde 1o E(u,,t)- est de la forme .

(%

e 2 _ iux
log§(uf,t)=iu‘bt+at/ 5 a 6(x)

X

ol &(x) est une fonction de répartition.

Cela résulte immédiatement de la conséquence 5. Comme @(u;d) est caractéristique

de la loi indéfiniment divisible F(x,A), on a, d’aprés le théoreme fondamental &

- e:i.u.x A .
log §(ud) =iudb + a / - 2‘ =X 3 a(x)
X

et (F) en résulte inmédiatement.

Cette formule (%) caractérise compldtement les processus & accroissements indé-
pendants et stationnaire.; variance finie et espérance mathématique bornée sur tout in-

tervalle fini.
Toute loi indéfiniment divisible est une superposition de lois de Gauss et de

Poisson. I1 en résulte que les processus du type ( q_) sont eux-aussi combinaison de
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processus -de- détix types simples i l'un, -gaussien est le processus de Wiener-lLevy, 1'au-

tre, poissonnien, est le processus de Poisson.

Processus de Wiener-Levy - Si nous prenons, dans (15), &(x) = &(x) (= o pour x <o

et A pour x> 0), il vient

(3) log Plut) = dubt - F v’

et - X(’c) est une variable normale, de moyemne bt et deé variance at. En remplagant X(t)
par L [X(t) ubt} on se ramdne au.cas type -

b=0, a=4 qui correspond au processus de Wiener-Levy défini par ©

" t 2
log g(u,t) ==-5u
Parmi tous les processus 3 accroissements -indépendants et _s»tationnai_:esgv 1é' pro=
cessus Goussien défini par (8 ) est le seul 3 présenter la propriété de continuité uni-
forme en probabilité. L'énoncé précis est le suivant ©

Théordme 2.- Pour gulun processus 3 accroissements indépendants et stationnaires ef 3 varian—
ce finie soit sounis & la loi de Gauss, il faut et il suffit que, pour tout e>o et

tout t on ait o

=0

‘ lim P | Sup | ( ’c)wx(
(2) n ~—3 50 d.éks,nk

%

a/— Remarquons, en premier lieu, que 1l'on a -

P [: Sup \X(kt) - x(=22 t)\< e
14&k<n

n _ n
={Fn(e+ 0) - Fn(xs)] = E!L - @ - F (e+0) + Fn(%)j‘\

Cette expression tend vers 4 si, et seulement si |

(\0) . ﬂmn [/1 - Fn(s +0) ’+ Fn(ws)] =
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-.--- -On-a derit Fn(x) au lieu de F(xg.-;c-l-)e Ainsi les conditions (7) et ( lb) !spnt

équivalentes.

b/~ Transformons la formule (=i & 1'aide des deux fonctions auxiliaires

n

3 H(u) =/£§2- a a(x) (u <o)
(14) 5 e
A
{ K(u) = »/ = a 6(x) . (u>o)
b4
u
On a
log E(ugt) =iubt = % @ [G(-&»o) - G(uo)]
-0 +oo
vat /(e q - tux) aB@) +at /(e F-doiux)d k()
/. /

ainsi, le processus sera Gaussien si, et seulement si,

Hu) = o (u £ o)
(1)

Klu) = o (u > o)

¢/~ Pour achever la démonstration, il faut montrer que les conditions (la) et (v} °

[

sont équivalentes. On sait que G(x) est limite en loi de ®

X
Gn('x) =7 3’2' a Fn(y)
A
Posons - X
S ACRY A TIXCEELAC (x <o)

] ooV

3 K (x) = - / ' 3_,_. a G, (y) = - n[/l :.."Fn@ﬂ (x>0) .

X
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Le 2¥me théoreme de Helly donne, (puisque % est borné sur (~90,x))

.
lin  E(x)= lin 2aF(x)=Hx (x <o)

n =350 n =300

JMn K=o 1m ofi-r () =k@®  (@>o)

Alors les conditions (10) sont équivalentes & &

1im nFn(_ns) = 6
N eede

lim nEL - Fn(s)] = 0

N 00

pour tout &> o, et sont doi‘lc également équivalentes aux conditions ( ]o\'.

- Processus Poissonnien

Les processus poissonniens, au contraire, vont &tre caractérisés par leur dis—
continuité. Prenons, dams (#),

pour L4

6(x) = em(x-’l) = 4 pour x>1

On obtient la loi poissormiemme :
' ia
log Blwt) =iu (b=alt + at(e -a)

Quitte & remplacer X(t) par X(t) - (b~a)t, on peut supposer a = b.
I1 reste alors u

- log P(u,t) =a Jc(ejL -4)

c'est la loi de Poisson de paramdtre at. On a o

(13) P(X(t) =n) - {at) emat

nd
X(+) est une fonction non décroissante, compldtement discontinue, variant par sauts
positifs d'emplitude + .

En particulier, la probabilité pour qu'il ne se produise gucun saut dans 1'ine
tervalle (to,t&) est donnée par &

o e a(by-
P x(t) - x(8) = of = ™ 2t %)
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éoit, avec to = o et X('to) =0 o

\4) P (X(t) - o) = e~at

Cette loi-exponentielle est trds caractéristique des phénoménes exempts de
vieillissement; comme 1'émission radioactive. En effet, pour un intervalle de femps At

trds petit on a -
S ‘(X(At) ) =A-aflt + O(At)

o Ot +o(At)
o(\t)

]

(s) o(x(A®) =1)
( BxAn> 2

Rl

0( A‘t;) désignant des quantités gquelconques temdatit vers o plué vite que At
(infiniment petits d'ordre supérieur & ).

»
L

Réciproguement. Réeciproquement, le processus poissonnien ainsi obtenu est le seul proces- '

sus X(%) veriant par sauts discontimus + 4 3 des instants aléatoirés (X(t) repré-
sentera, par exemple, ‘le nombre d“a_pparitions' d'un phénomdne donné entre les instants
o et + ¢ nombre de particules radioactives émises, nombre d‘appels téléphoniques

enregistrés & un standard, et ...), et vérifiant les conditions suivantes .-

1 - les aqci-oissements sont statiomnaires, c'est-a~dire ° X('t+to) ux(té) obéit
% 1la méme loi que X(t) - X(o), quel gue soit t

2 - Les accroissements sont mdependants o si les intervalles (‘c ti) ne se re-
couvrent pas, les X(t“) - X(’c ) sont indépendants. En particdlier, pour >ty
1%accroissenent X(t) - X(t ) est indépendant de toutes les valeurs X(’d“) prises par

X 3 des 1nstants tY  antérieurs & t'l

3 - Pour [\t petit, on a les relations ;3),
En effet, prenons X(o) = o et posons

P(X(t) = n) =P (t)

Calculons Po(t)o Léév;é,nement "X(t) = o " est le produit des deux évinements
"X(At) =o " et ® X(t) ~ X(At) = o ", qui sont indépendants, d'aprds 2, et ont
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comme probabilités Po( At) et Po(t ~A\t) d'aprds 4. D'ol, compte temu de (23) -

P;(t) -—-\31 ~ al\t + of Atﬂ Ps(t' - At)

° P;(t) - P (¢ D) = - a At P (t - At) + o(At)

Lorsque 0\t tend vers 0y, le deuxitme membre tend vers o, et par sui=-
te .

J; _130 P;(t ~At) =P _(¢)

On a alors ©

Po(t) - 'Po(t -At)

At
o(At) - o . | .
Par hypothdse, > 0 pour At - 0,de sorte que le deuxilme membre
-b .

admet la limite - a_Po(t_),, Done Po(t) est dérivable & gauche et admet la dérivée

=-a P (t-As) + _o( )
v

-3 PO(t)o De la méme fagon, on montrera que lon a

p_(t +\s) :['1 - alt + o(A‘h):\ P (%)

et on en déduira que P _(t) est dérivable & droite. Finalement P (t) est dérivable, et

4

o Po(t) =-a Po(t)

prod P (t) =Ce™®% et, puisque P (o) =1 :
~-at
P(t) = ¢
Calculons maintenant Pn(t). L'évinement "X(t) = n " est somme des trois évinements incom-
patibles suivants

# X(At) =0 et X(t) - X(At) = nw
nX(\8) =4 et X(t) - X(At) =neaw

" 2(At) =k, kD2, et X(t) - X(Dt) = nx
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On en déduit comme ci—dessug .

P (t) =P (A’c) P (t~Nt) +P At) P (1: At) +o([yc>
=7 (tht)+a Atl‘ (t At) P (t h’c] + o \¢t)

et de méme, pour L'évinement *X(t +At) =n*

Pn(t +\t) = Pn(t) +a M Pn_,l(t) - Pn(’c)] + o(At)

La continuité de P m-,’_(1;) étant admise, comme hypothése de récurrence vraie
pour ~P- (t), ‘on en déduit celle de P (t) et, aprés d.lVlSlOIl par A’c et passage & la
11m1te, on voit que Pn(’c) est demvable et admet comme dérivée

P (t) |
6 — T -
(16) = [Pn () =P (%)
:"‘>Soit alors 50
Uiet) =2 P (t) s"

u= o
la fonction génératrice des l?n(t).a Multipliant (4) par s” et somment de n =4 &
1%infini, il vient .

aPp (+) ,
ﬁ-”(s,t} - o =as U(S,’G) = & [U.“’P;}

dt

soit, compte tenu de Po(t) = g-at

W ah - s)U

Dt

La solution générale est de la forme .

-a (1-8)%

U=c(s) e
Mais oz\l‘%{a condition aux limites U(s,0) =4, d*od C(s) =4 et, finalement *

U(Ss’b) - e:—a('l-S)'t =" at+ ast



224=

On recomnait la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre at,
soit © . n
P (‘t) - _ia.t) - gt
n gt
Agplicatiéﬁ-~ Prenant toujours X(o) = o, cherchons, -& titre d'exercice, la probabilité
d'avoir X(t) =k sachant que X(td.) =n (o {t&t; et kgn). On écrit la formu~

le des probabilités conditionnelles :
P(K(t) =k et X(t,) = n)
P (X(t,l) = n)
P(x(t) =k et X(t))-X(t) = n-1)
P x(t) = n)

=k
emat (at)* -a(ty-t) ACE
! (n=k)?d

?(x(t)= k | x(y)= n) =

o

n
gmaty ..S.if’-.':?...
n! |

. k n=k
cn.(ﬁﬁ’) 1- %L
a LA

On obtient, comme loi conditiomnelle, la loi binomiale de param®tres n

Il

et p= é% . Ce résultat signifie que chacun des n sauts qui se sont produits dans

1tintervalle (o,t) sont répartis, indépendamment les uns des autres et avec une densi-

té .de probabilité uniforme sur l'intervalle (05%)s




CEAPITRE VI

CHAINES DE MARKOV HOMOGENES (% temps discret)

I,- GENERALITES

(1)

Dans un schéma d'alternative répétée, supposons que chague épreuve soit
susceptible d’amener 1'un ou 1l'autre des résultats (ou évinements élémentaires)
61, e peoes €N nombre fini ou infini dénombrable. Si les épreuves sont mdépendan‘ces
les unes des autres, on retombe sur le probldme class:Lque de Bernoulli . Dans ce qui
suit, nous nous placerons dans le cas ol ces épreuves ne sont pas indépendantes, mais.

"ol le résultat de chacune d%elle est influencé uniquement par le résultat de celle

qui la précdde immédiatement. Autrement dit, si nous introduisons les variables aléa-
toires X " définies par *

X, =1 si la niéme épreuve amdne le résultat Gi

nous admettons que toutes les probabilités conditionnelles

P%ﬁiiﬂl"nﬁi’f Tl e R ‘Q

sont égales entre elles, quel que soit k £ n-1 et quelles que soient les suites
dtingices n, < 1, & oo <nk( <n~l) et i, iyee ik En particulier, toutes ces

probabilités conditionnelles sont égales & P( ) el = i ﬁ) Nous poserons,
dans la suite, _

Dans les applications physiques, les événements élémentaires 8> €5 ose
sont souvent interprétés comme les différents états quiun systime physique est sus-
ceptible de prendre. Si 1'on admet que le systime ne peut changer d’étate quiaux
temps t =1, 2 oo, On énoncera souvent liévenement ¥ Xn = 3" en disant : "le sys=
téme est dans 1'état j au temps +t = n ". Avec cette terminologie, la probabilité

conditionnelle PiJ(n) sfappelle probabilité de transition (ou de passage) de 1'état

i 3 1'état j au temps + = n. Cfest, par définition, la probabilité pour que le
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systime soit dens 1'état j au temps % = n, sachant qu'il était dans 1'état i an.

temps t =n -4,

Lorsque cette probabilité est indépendante ées états antérieurs, clest-d-

dire, plus précisément, si l'on a .
Pi}(n)n?%n=alxnn=lﬂ-’ sav xk kPX 1:’ )

pour tous les systimes d'indices n <n2 L ooo (nk L pll, et dps ipeeo i on.dit.
que 1l'on a une chaine de MO .

Remarque _
La donnée des P * (n) ne sufflt pas pour définir complétement la chaine

-3

de MARKOV. 11 faut, de plus, e donner les probabilités initiales .
P = P(XO = k)

c'est-i-dire les probabilités a priori P, bour que le sys‘céxhe soit dans 1'état
ek au temps t = 0.

D'un point de vue purement axiomatique, désignons par E 1'ensemble des
évinements élémentaires ( 96 ), ou Stats du systdme, et par (. la o-alidbre sur E
définie comme l‘ensemble de tous les sous-ensembles de E, qui est la o‘u-algébre engen-
drée par les i ei ; « Alors, la ¢-algdbre Q,m sur BEYD est engendrée par les évine-

@

ments simples de la forme . .

(2) L =8¢ x 8 Xooo x 8 X B,x B,

1 2

On peut montrer qu'il existe une probabilité P, et une seule, sur
( Ew, a,m) telle que l'on git, pour tout évinement simple de la forme 2 .

P(A) = Pi l L(ﬂ’) P, ‘ (2) 900 ,‘ (k)
1 )‘3 ‘L@,.J

Ainsi; la donnée de P::L}(n) et des p suffit & définir parfaitement
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o .
1'espace probabilisé ( E(’? @, ) qui représente 1l'évolution du systime physique.
En fait, nous le verrons, les probabilités initiales ne jouent qufun réle

accessoire, et les propriétés essentielles des chafnes de Markov sont lides 3 la ma-

trice de transition Pij(n)a

Définitions . chafne de Markov homog¥ne. Une chaine de Markov est dite homogine si.Pisﬁn)

©

ne dépend pas de n

Pour une chafne homogéne (on dit aussi statiormmaire) la matrice de ﬁransin
tion ne dépend pas du temps. Dans ce chapitre, mous nous limiterons au cas
des chafnes homogénes.

Chafne finies et infinies

Une chafne de Matkov est dite finie s'il n'y a qu'un nombre fini

d'états possibles Qig 82900 en o Blle est dite infinie s'il y a une infi-
nité (dénombrable) d'états possibles. Les chafnes finies sont, naturellement,
beaucoup plus faciles & étudier. Néammoins, un certain nombre de propriétés

fondamentales sont commines aux chafnes finies et infinies.

Propriété & =~ La matrice de-transition ?&5 dfune chatne homogdne est une matrice

stochastique.

Cela signifie que 1'on a .

{ By o HEE
(3) oo

Les relaticns*(B) sont une conséquence immédiate des axiomes des probabili-
tés (il est nécessaire de faire intervenir l'axiome d'additivité coupldte dans le cas

d'une chatne infinie).
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Transitions d‘ordre supérieur

- -Désignons par PlJ la probabilité pour que le systime soit dans 1'état j

au temps t = n, sachant qu'il eta:.‘b dans 1'état i au temps t = 0. En partlculier,,
on a- Pg‘) = Pij‘»' On dira que PJ(;?) est la probabilite de transition d'ordre n

de 1'état i 3 1'8tat j.

Soit m un entier tel que o <m < n. L'éviénement * X, =3" est somme
pour tous les indices k des événements incompatibles wxm =k et Xn = 3%, On
en déduit que 1l'on a (quel que soit i) ¢
oo
(n) (m) _(n-m)
Pij = Pik X
k=1 J
Cette équation porte le nom dféguation de Markov. En notations matricielles,

(4)

si 1l%on désigne par P(n) la matrice des P(n) , elle s'éerit

p(®) _ pm) p(n-m)

o

En particulier, si P désigne la matrice des transitions d'ordre A, on a :
p _pp o9
et, par une récurrence immédiate .
(5) p) _ o

Enongons .

Propriété 2 ~ La matrice de transition d’ordre n est la puissance n:.éme de la matrice

de transition du premier ordre.

On notera que la propriété 2 stappligque aux chafnes infinies. On déduit im-

nédiatement des relations (3) que la série qui figure au deuxidme membre de (4) est

«

nécessairement convergente. En effet, on a -

(ma, 2: P %:(n)
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‘Pour -n-=-4%, la matrice Pﬂ‘ est. stochastiques Supposons que P" soit sto=-
chastique, et montrons que‘Pn'yl est alors nécessairement stochastique.
De o KP (n)$ 7, on déduit

£ S0
(n4l) E -
< Pj_j \<k=>’l r;."_k“"’]"
Sommons en j 3
20 fo =] 20
(n#l) _ (n)
Z i = Z Z ?ik ij
J:i J =4 k=41

Stagissant de séries & termes pOSltlfS,; il e¢st permis, comme on sait, dlin-
tervertir 1'ordre des sommations. Les deux dernidres égalltés découlent immédiatement
de l'hypothdse de récurrence. Enongons .

Propriété 3 - Lg matrice de transition d’ordre n est stochastique.

Broodicité = Connaissant les probabilités de transition d'ordre n et les probabilités
a priori initiales Pk9 on obtient immédiatement les probabilités a priori au

temps t = n. Désignons par pl(é n) la probabilité pour que le systdme soit dans 1'état

o

k au temps t =n. Ona .

o0
(6) B - ? o B

Lfun des problimes les plus importants qui se posent & propos des chafnes
de Markov homogéne est celui de l'examen du comportement des P a lorsque n aug-~

mente indéfiniment. 8i les limites

(7) : v = Pl(;n)

n—-awx'
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existent et-ne dépendent pas des .prcbabilités initiales Pjs OB dit qu'il y a ergo~
dicité. Si une chaine- est ergodique, 1l'influence des conditions initiales devient de
plus en plus faible et tend vers O lorsque le temps n augmente indéfiniment, et le
systime est, & la limite, sounis & une loi de probabilité qui ne dépend plus du temps:
on dit parfois qu'un tel systime est stable (on prendra garde que ce sont les proba~-

bilités qui sont stables, et non pas les états eux-mémes du systéme).

Comme on a, dans tous les cas
20

(o) _ (n)
F3 - g y i F13

on voit que, si la chaine est ergofique, les limites (7) seront solutions du systé-

me d'équation °

) b EiJ

T3

(8) uy =

X%

S%il y a ergodicité, les limites wuj sont indépendantes, par définition,
des probabilités imitiales. dvec p, =4 et p = o(k % 1), les équations (6) et
(7) dorment; quel que soit i @

u, = lim (n)
J _%w J""]

On voit qu'il y aura ergodicité si, et seulement si, la matrice de transi-
tion P% tend, pour n infini, vers une matrice limite dont toutes les lignes sont

identiques,

II.- CLASSIFICATION DES ETATS

Nous dirons gqu'un état ej peut &tre atteint & partir d'un état eig ou

qufil existe un chemin de €, & ng 8'il existe un entier n tel que -
(n)
Pij >0

clest-3~dire si une transition de i & j nfest pas presque impossible.
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- Un état €; sera dit non ¢ssentiel si-l'on peut trouver un état e tel
qu 11 existe un chemln allant de 6 B ea et qu 111 ntexigte: stieun chemin retournant

de 6 3 9 o -

Un état €, sera dit essentiel, am coniraire, si, quel que soit 1'état Bj
pouvant &tre atteint 3 partir de €;» il existe un chemin de retour de ej & €.

En effet, soit 6 un état essentiel, et - e un etat quelconque pouvant &tre attelnt
& partir de e ° Montrons que 63 est essentlelo Soit ek un état atteint & partir
de ej, I1 ex1ste un chemin joignant - 8 et ek9 puisque 1l'on peut aller de 6 a 63
puis de 83 Qk avec des probabllltes non nulles., Comme 6 est essentlel par
hypothdse, il existe un chemin retournant de € & €, Par sulte, il existe aussi
un chemin de Q 3 er puisque l'on peut aller de ek a ei puis de Bi a ej avec

des probabilités non nulles ¢ ej est donc essentiel.

Convenons de dire que deux états essentiels ei et ej sont en gorrespon-
dance a%il existe un chemin joignant Gi a Gj (et par suite aussi un chemin joignant
ej 3 ei)¢ La relation de correspondance est reflexive : @i étant gssentie19 ily
a un chemin menant de ei & €; o Elle est symétrique, puisque s'il existe un chemin
de €; & €y 1l existe amssi un chemin de retour de €5 & €,. Elle est tyansitive I
Stil existe un chemin de €, & 8 et un chemin de ea a ng on peut atteindre €,
& partir de 8 o Ainsi la relatlon de correspondance est une éguivalence. Il ex1ste
donec une partltlon de l'ensemblé des états essentiels en classes de corresgondance«
Par définition, la classe & laquelle appartient un état essentiel ei est constitude
par 1'ensemble de tous les états (nécessairement essentiels) qui peuvent &tre atteints
& partir de €;. Ou encore : deux ‘états essentiels ei et ej peuvent &tre relids

par un chemin si, et seulement si, ils appartiemment & la méme classe. Ou enfin °
si, & un instant queldonque, le systdme a pris un état essentiel eiy il est presque

certain qu'il ne prendra dans la suite que des états appartenant & la classe de €.

Soit € 1la classe d'un état essentiel €, Désignons par ij(c) la sous—
matrice de Pij obtenue en ne conservant que les indices Jj et k désignant des

états ej et € de la classe C. La matrice des ij(c) est stochastique. En effet,

on a d'abord °

0 £ gk <4
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i

D'autre part, i - eg ntappartient pas ¥ Oy ¥ ex:n.ste aucun chemin joignant

un état GJ de C 3 ezg etpa.rsulte P6_0¢ Done“ont’ a S

- ' w ..
z P, = E - P.p="h

On voit qu'une foir,s atteint 1'état essentiel €;» la chafne initiale défi-
nie par les Pij peut &tre remplacée par la chafne plus simple définie par les

:?ij(c),; qui ne comporte que des états essentiels et une seule classe de correspondan~
ce une telle chaine est dite irréductible, |

Daprds ce qui précdde, l'étude d'une classe d'états essentiels se ramdne
4 celle d'une chaine irréductible.

Périodicité d'une chafne irréductible (ou d'une classe détats essentiels).

- Soit ei un état d'une chafne irréductible, et Ni 1’ensemble des entiers n
tels que P (n) ne soit pas nul. N:‘i. niest pas vide, puisque € i est un état o8 .
sentiel, 8i n appartient & Ni, il en est de méme de tous _1eé multiples de n. Si
n et m appartiennent & Nig il en est de méme de' n + m. Désignons par ds; le
plus grand commm dyuisean. de tous les nombres appartensnt & Nij. On dira que
d; est la période de 1'état €3, puisque P %/ ne peut &tre différent de o que si
n est un multiple de d Soit alors 8 un é'bat distinet de €, 45 ot d le plus
grand commmn d v |5 wz,- de Njo Ona' d&; =dyo Bneffet, @ ot e “étant des
états essentiels, on peut trouver des entiers n et m tels que §

f®>0 2 s,

Alors n +m appartient 3 la fois 3 Ni et 3 NJ., car
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De méme, si ni est un entier quelconque de N, on a .

agnf*n*m) > pagm) l§n1> >

et. n, +n+m appartient -3 Nje Ainsi djg qui divise nim et ndming, divise n;.
‘Divisent tous les nombres de Ny, dj‘di'vi.se leur plus grand commun “dy senny - e
Mais, de la méme manidre, on voit que d, divise d 5° Par suite :

, 200 j;oﬁ leg états essentiels
dlune m8me classe dans une chaine guelcongue, on’c 1s méme période 4.

L'anglyse peut 8tre poussée plus loin. Bn effet;, si net mn sont des en-
tiers vérifiant les indgalités (9), n + m est multiple de d, et n est congru &
- m modulo d. Tous les entiers u +tels que Pijn > o sont done congrus & un méme

entier o3 (o 40( <4d)s Ainsi, b tout Stat ¢, correspond un entier G(a modulo d.
si 8 et €, correspondent % un méme entn.er oo &« <d), alors Py (n) n'est
d:.fferen’c de o que si n est un multiple de d. En effet, tout entier m tel que

(m)> o est comgru & o De P, (m+n) = P, (m) P (n)> o on déduit que m+ n

est également congru & o, et par sulte n est congru & 0o Appelons S 1l'ensemble
des états tels que ej, ek correspondant au méme entier o modulo d. Pour

= 0,4,2 csed=fl les Sm constituent une partition de l'ensemble des états. Deux
états e et ek appartiennent E une méme classe S si, et seulement si, jl(:n)
ne d:l.ffére de 0 que lorsque n est multiple de do SJ. 83 et ek appartiennent 3

deux classes distinctes Soz et Sﬁ 9 j£n> ne différe de o que lorsque n est -

~congru & ﬁ ~ ¢ modulo d.

Si-le systdme est au temps = 0 dans un état ej de la classe Soc’ il

-passera altematiment par des états des classes Sa , S oct2, ¢ S‘x 4 = soc

aux temps ~t = 4,2 co. d. Au temps t = kd +Yy il sera nécessairement dans un

état de la classe S__ . Si l'on ne considdre que les instants + = kd multiples;
de la période; le systeme sera toujours dans la méme classe Smo De cette manidre,

1'étude dtune chafne périodique, de période 4 >/, peut se ramener & celle d'une

chaine de période d =4, dite apériodique. La périodicité introduit, dans 1'énoncé .
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des théordmes généraux, des complications qui n'ont rien d'essentiel, et nous nous

limiterons, en général, au cas des chafnes apériodiques.

Etaﬁs transitoires, Etats persistants.

Le systéme étant, au temps + = 0, dans 1'état €3 peut retourner; au
temps t = n, au méme état ei, avec la probabilité Pign)o On dira que ce retour
en €, au temps n est un premier retour en €, si les états eia, Cipseee €5

n=1
pris par le systime aux temps t =12, 2; ... n~l sont tous distincts de €,

&

clest-f~dire ¢i 1%mn a -

xa;éi,; X, # i oo Xnaﬂ.;éi? X, =1

La proposition ¢ ¥ le premier retour en ei a lieuw pour t = n * définit
un événement (conditionnel) et possidde une probabilité conditionnelle (relative &

1'hypothtse que le systime se trouve en €, au temps $ = 0) que nous noterons Rh(i)

Rn(i)=P(Xa.;éi, e X4 #4, xn=i| X, = 1)

et que nous appellerons probabilité de premier retour en ei au temps n.

L'évinement conditiommel " le systdme repasse par l'état ei % est la som-

me logigque des évinements conditionnels ™ le premier retour en €, alieuent=n "

manifestement incompatibles. La somme

(10) By = Zﬁ R,(1)

représente donc la probabilité (conditionnelle) que le systime repasse au moins une
fois par 11état ei. Nous l'appellerons - probabilité de retour en ei.

Un état ei sera dit persistant si Ri =1 clest~a-dire s'il est presque

certain que le systime repasse par 1'état €, (sachant qu'il était dans 1'é%at e,

au temps t = o0).

Un état €, sera dit transitoire si Ry <%, c'est-d~dire s'il y a une pro-

babilité non nulle pour que le systdme ne repasse jamais par 1'état €.
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est nécessairement transitoire, puisque;

par définition, il y a wne probabilité non nulle pour que le systime passe par un

On notera qu'un état

- état & partir duquel tout retour est presque impossible. La réeiproque est fausse,
du moins pour les chafnes infinies : un état essentiel n’est pas nécessairement

persistant,

Définition : +%emps de retour moyen. On appelle tempe de retour moyen d'un état

persistant l'espérance mathématique (si elle existe)
oo

Py = Z an(i)

n=1x€-

de 1l'instant de premier retour.

Un_état persistant Gi dont le temps de retour moyen u, est fini est

appelé état positif. Un état persistant dont le temps de retour moyen est infini
est appelé état mul.

Théordme 1 : Pour quun état €, soit tranmsitoire (resp. persistant) il faut et il

% s
suffit que la série ‘Z_f %Ei.n) soit comvergente (resp. divergente).
e

Pour qu'un état €5 soit un état nul il faubt et il suffit que la

o0
série Z P-«(n) diverge et que 1l'on ait 1lim P~(~n) = Os

‘ 50 (n)
a) D'aprds le crit®re de Borel-Cantelli, si la série Z Piin converge,
n=¥

1'événement conditionnel A : "le systime ne repasse qu'un nombre fini de fois par
1%état e," est presque certain. Or A est somme des évinements incompatibles Ak:
®le gystéme repasse k fols exactement par 1'état e;". On a

Pa) = (®)" (@ -R)

PA) =5 P(4)

k=
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Si R, était égal b 4, tous les P(4,) seraient nuls, et on eurait P(a)= o
contrairement 3 1'hypothése. Donc on a Ri<\a'5’ et 1'état e, est transitoires

b) Inversement, supposons @, transitoire (Ri< 1). Introduisons les fone=
tions génératrices
oo
(n) =n
Gi(S) = Z Pii ]
n=0
. e
H.(s) = nEm 1 R (1) gt

(on pose, conventionnellement, Pjg°> =4 et Ro(i) =0 o

Un retour au temps n peut &tre un premier retour, ou bien avoir été

précédé d'un premier retour en un temps k( o & k <n). On en déduit &
n-l

Pig_n) R (1) +—Z Rk(l) (n k

nmk)

ﬁmﬂ

Bk(:.) P

Multiplions les deux membres par s® ot sommons de n =4 & 1'infinie

A gauche, il vient Gi(s) ~f. A droite, on obtient ¢

i Z Rk(l) P (n k) Z Rk(l) kEP (Il kl) Il-k
n=4 k=1
D'ol -

Gi(s) 3 :=Hi(s) Gi(s)
et °

) . —

1 1 -3 (s)

Si e, est transitoire, ona R, = Hi(vﬂ_)( A, et Gi(vl) = ‘ﬂ':-%"- prend une

valeur finie. La fonction Gi(s) est, non décroissante et continue pour lslgl.
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““Pour tout N ona .

<

¥
Zr(n)glﬁm

ii
n=o0 8 -1

¢,(s) =6, (1) = 4

'f.'i.-Ri

Par suite la série des Pig_n) est convergente : sa somme est du reste éga~
le & ~—— , & cause de la continuité de Gi(s) en 8 =1,
4 - R,
i

e)

La démonstration de 1%énoncé relatif aux états nuls est un peu plus délica-

te. Elle découle du théoreme suivant, que nous donnerons sans démonstration et qui

nous servira plus tard pour établir les propriétés ergodiques des chafnes infinies.

Théoréme 2 - Soit e; un état persistant et gpériodique d'une chaine markovienne.

——

Si €. est un état positif et B son temps de. retour moyen, Pign) tend
vers une limite pour n ~»99, et on a -

tm p® oA
n -y 0o i b
si €, estun état nul, on a -

1im P.gn)

= Q
n -390

Considérons,;maintenant, une chafne de Markov irréductible, et apériodique.
Tout état est un état essentiel (par définition). Soient ei et €. deux états dis-
tinets, N et M deux entiers tels que

o
£~

¥ ()
.Pig )> o P.ji S 0

Alors, pour tout entier n, on a -

o

1 2/ Pig.n-&-N-l»M) 2/ PigN) P (n) P (M)

3 Ji
g > op (o) > o () o (n) Pa(;N)
Jd Ji ii ij

Ces inégalités montrent que Pii(_n) et P n)

55 ©e comportent de lg méme
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a une limite différente de o,

(n)
(n)

ngn) a aussi une limite différente de O. Sl Pii

de Pjgn). Si 1a série Z_ Pi:gn) converge, la -série Z_Pjgn) est aussi convergente.

menidre lorsque n tend vers 1l'infini. Si P

tend vers o, il en est de méme

Les théorémes 1 et 2 permettent donc d'énoncer ¢

Théortme 3 ~ Tous les états d'une chafne irréductible apériodique sont de méme nature. Ils

sont tous transitoires; ou bien tous persistants et nuls, ou bien tous persistants et

positifs.,

Le méme résultat s'applique, dans le cas d'une chafne quelconque, aux états
essentiels appartenant 3 une méme classe de correspondance. D'autre part, il s'applique
également aux chafnes périodiqpes o 11 suffit, pour le voir, de faire varier le temps
par multiples entiers de la période d et d'appliguer le résultat précédent 8 cha-
cune des classes Sm9 qui correspondent 3 autant de chafnes apériodiques. En ce qui

[}

concerne les chatnes finies, on a le résdltat suivant .

Théortme 4 - Dans une chaine finie, tout état essentiel est persistant et positif.ll n'exis-
te aucun état nul, et il est impossible gue tous les états soient transitoires,

Montrons d'abord que les états ne peuvent pas &tre tous transitoires. En

effet, si Bi est transitoire, 1'événement " au deld d’un temps fini, le systime
ne passe plus par 1l'état ei " gst presque certain. Si un nombre fini d'états €;
eik
plus par aucun des éveénements eia s00 eik % est également presque certain. Par sui-

a-eov
sont tronsitoires, 1'évinement ®au deld d'un temps fini, le systéme ne passe

te, il n'est pas possible que tous les €; soient transitoires.

Digutre part, d'aprds le théoréme 3, dans une chafne irréductible dtous les
états sont de méme nature 3 si la chaine est finie, ils sont donc tous persistants.
Dans une chaine quelconque, un état essentiel appartient & une classe de correspon-

dance qui constitue une chafne irréductible. Donc tout état essentiel est persistant.

Enfin si ei était un état mul, on aurait
Llim (n) = 0

11
N =P OO
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8i N est le nombre total des états de la chaine, on a -

g ,
o [ 0

Par suite

(n)

(12) 1im P =0
N —emp OO *

pour tout indice k +tel qu'il existe un chemin de k & i. Donc, dans le cas d'une

chatne irréductible, ceci aurait lieu pour tous les indices k. Or on a nécessaire-

ment pour tout i 3
X

) Pﬂ(cn) =1

k=1

et par suite (12) est impossible ¢ e; me peut pas &tre un état mul. Si €, est
un état essentiel d'une chafne quelconque, la conclusion subsiste évidemment. Comme

- tout état persistant est essentieds il ne peut donc exister aucun état nul. .

IIT.~ PROPRIETES ERGODIQUES DES CHAINES IRREDUCTIBLES.

Proposons nous, maintensnt, de cherche# sdus quelles gonditions uné chafne
irréductible possdde la propriété d’ergodicité, e'est-d~dire sous guelles conditions
les probabilités pﬁ?) définies en (6) tendent vers des limites %, indépendantes
des probabilités initiales. Ce probld¥me est étroitement 1ié au comportement, pour n
infini, de la matrice de transition Pijn)‘ Pour simplifier, nous nous limiterons au

L3

cas des chaines apériodiques. Le résultat essentiel est le suivant @

Théor&me 5 ~ Soit une chafne de Markov irréductible et apériodique. la probabilité de

transition ?ijn) g toujours une limite U indépendante de i. Si les états sont
soit tous transitoires. solt tous persistants et nuls, ces limites

uy sont toutes

1

nulles. Si les états sont tous persistants positifs uj est égal 3 ltinverse ——-
J_




du temps de reteur moyen de 1'état ej‘ Les uy vérifient, dans ce cas, les re-

-

i=A

00
Zu. =1
=47,

et, quelles que soient les probabilités initiales Pe? les probabilités su temps

n vérifient -

lations

(13)

(14) Lin  p® oy =1
N == 00 e k. "lk
a) Supposons d'abord que les états soient ou bien tous transitoires, ou bien

tous persistants ou nuls. D'aprés les théorémes 1 et 2, on a dans chacun de ces

-

deux cas .
un P, o
n ~=> %
I1 reste & montrer que, si Gi et ej sont deux états distincts, on a
aussi © L (n)
lim Pi s =0
n—$0 Y

Or; la chafne étant irréductible, on peut trouver deux entiers ¥ et M
avec . '
P, (N)>o P, (M)> o
Dans 1'indgalité

(n) P. (N) P.
JJ

Ji '\ii

faisons tendre n vers l'infini ¢ le deuxi®me membre tend vers o, et par suite

aussi le premier, ce qui établit la premidre partie du théordime.

b) | Nous suppposons, maintenant, que les états sont tous persistants positifs.
Le théoréme 2 montre que l'on &, pour tout i &
un P, 2 ‘Tlf = U,

ll
n —y oo +

Montrons que, pour i # 3, P:L,(] n) posséde également une limite.
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- Etant supposé que le systime est dans 1'état e, 3 1'instant initial,l'évine-
ment conditionnel B, ! "le systime passe pour la-premidre. fois par 1'état Bj au

temps t = n " posside une pro‘babilité définie que nous noterons b .

b, =P(B,)

On a d'ailleurs b, = 0. Comme les B, sont incompatibles;, on a -

(15) b L4

um%

de sorte que, quel gue soit e} 0, on peut trouver un entier N avec @
o e :
(16) 2 bye
B : n= N+iL
Par ailleurs, 1'évinement A,! "le systdme passe par 1'état 5 au temps n "

est somme des évinements incompatibles Bp et By A . d'ol s

(n) _ n) (2) (n-1)
PJ b +bn1 Pjg +‘bn_°2ij +.eo +b&ij

Pour n supérieur 3 N, et compte temu des indgalités (15) et (16), on en

déduit : () (n-t)

baP(n.-a.)'!'.oo'FbNP "(P(n)‘ébﬂ.P +aoo+.bNP(nN+$

Pagssant 3 la limite en n, et puisque Pj(n) —— u39 on obtient -

3

b1+ eoo °F bN bﬂ+°"+ '

- —— & lim Py (n)é lim -gn)\ --.-—--»-b-lq-— +e
B n ~=>% B —ep OO M

Passons & ls limite en N, en posant &
o0
b=)_ by
n="1

b . (n) - (n) b+e
"Lj S dim Pij é lim P',j

I1 vient

Comme € est arbitrairement petit, on en déduit -

1im p.(.,n) = lim P,(.n) = um;yﬁ(.n) =D

Ainsi P, g n) possiéde une limite E s O b représente la probabilité pour -
J



(17)

a)

. (l18) .

(19)

4‘0'8—'

que; partant de 1'état ei, le systéme passe au moins une fois par lllét@t _e 3°

Montrons que 1l'on a nécessairement b = 4..En effet, supposons 4 - b > o.
Par définition‘?l’état ej étant persistant, 1'évinement conditionnel "le Syst‘é_zme:
repassea par ej " est presque certain lorsque l'état initial e‘st' €. D'autre'part,
la chaine étant irréductible, on peut trouver m avec Pjg_m)> o; L'étét initial
étant ej, la probabilité pour que le systime né repasse jamais pé.r : 8j est supé-
rieure ou égale & (4 ~ b) Pjgm)) 0, d'ol la contradiction. Par suite, nécessaire~-
ment, b=A et ° |

. lil Pi(.n) =—£—=u
n —00 9. 5

Montrons que les v vérifient les relations (13). Comme, pour tout =n,

et tout ¥ ;.

On a sussi, en passant 3 la limite d'abord en n, puis en N
20 ? . . i LR .
) w L
_ A
e Y .

Mgig, de

Wy I

i=1

on déduit aussi .
We > i ) Pax

a.'."..

=

et par suite & po

J =
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Si 1'on somme en k les deux membres de (19), on obtient z u, des

deux cbtés : par suite 1l'inégalité stricte est impossible, et on a -
20

(20) w = e~ uy ij

Sous forme matricielle, (20) sféerit u= uP, u est vecteur propre de P

; . . tas n .
pour la valeur propre 4. Par une récurrence immédiate, on en déduit u=uP , soit

.
= Z u.P(n)

§=1 J ik

Dtaprds (18), on peut trouver N tel que

20
> wSe
k= N+l
Comme le(cn) é’lg on a done
o @
n) n
j=!|_ujP'jk guk Q%ﬁ uj ij + &

Passant & 1g limite enn &

N N

2 a, < < z u. +¢8
Par suite aussi

=0 20
S gaujg%<%2uj + e

J=1

Comme les u.k ne sont pas nuls et que € est arbitraire, on en déduit
e

u, =1
; a

Par suite les relations (13) sont vérifides, et les u constituent un sys-

t&me de probabilité.
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e) Si les p, sont les probabilités initiales, on a -

Passant, comme ci-dessus, & la limite en n il vient ©
20
1im pk(n) = uk z Pj =
N ———3 0 j=1

Convenons de dire qu'un systéme P de probabilités initiales est

stationnaire si l'on a .
(23) Z B, By

On a immédiatement le résultat suivant .

Corollaire 4 - S%1 existe un systime Py de probabilités stationnaires, ce syste-

me est unique, les états de la- chatne 1:creduc’c1ble sont nécessaire—~

n)
P, = = lim
I Fil

ment persistants posx:L’tslfs9 et on a

En effet, de (23) on déduit immédistement :
(s8]

P = EE:: Py Py (=)

i=q

Si les états sont nuls, ou transitoires, lim P :.1<cn) =0 d'aprds le théo-

réme 5 et par suite B =0 3 les p, ne const:.tueﬁ% pas un systéme de probabllltes.

Si les états sont persistants positifs, on a, pour n —oc | P = Y z p; =
i=

Y

dtod résulte 1'unicité du systéme de probabilité stationnaires.

Dans le cas d'une chatne finie irréductible et apériodique, 1'énoncé se
simplifie, puisque les états sont tous persistants positifse En particulier, si une

chaine finie est telle que, pour un entier s, tous les P solent différents de zéro,

J
elle est nécessairement irréductible et apériodique. D'ol ©

Corollaire 2 ~ Si une chafne dfordre k finie est telle gue, pour un entier s, au-

cune des probabilités de transition Pigs) ne soit nulle, cette chaf-

ne est ergodigue.
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IV,~ ETUDE DES ETATS TRANSITOIRES.

Soit, maintenant, €i un état d'une chafne quelconque. Si ei est un état
essentiel, il appartient & une classe d'états essentiels qui constitue une chafne ir-
réduet:.bleg et le théordme 5 permet d’étudier le comportement de Pl j  pour n ——3 90,

I1 reste a examiner le cas ol ei est non essentiel, donc aussi transitoire.

Soit done ei un état non essentiel et transitoire, et soit ej un autre
état. Désignons par bij la probabilité conditionnelle de 1'évinement . "le systime
passera au moing une fois par 1'état Bj % sachant que 1'état initial était €0
Si P.(.n) a une limite ujg il suffit de répéter mot pour mot la partie b) de la

. . . n . -
démonstration du théordme 5 pour voir que Pij o aussi une limite, et que l'on a .

Enongons <

Théoréme 6 - Dans une chaine guelcongue, si ej est un état transitoire ou persistant
et nul, (n) tend vers o guel que soit €.. Si e est transitoire et Bj per-

gigtant, posn.tn.f’ et apériodique, de temps de retou:c' moyen Mj’ on 8 -

B
lim :p.(.n> e oid
LJ [T
n —b 20 3
b représentant la probabilité conditionnelle pour gue le systéme, partant de

_ij
1'état 8 passe au moins une fois par 1'état GJ
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Si ej est persistant, il est aussi essentiel. Soit Qk un autre &tat

essentiel.appartenant 3 la méme classe € que ejs On a, nécessairement o

bij = bik:
En effet, si le systdme est passé une fois par ej il est presque certain
qu'il passera ensuite au moins une fois par chacun des états de la classe de 83
(ce point a fait 1'objet de la partie c¢) de la démonstration du théordme 5). Par
suite, on a bjj éSbike De la mafie manidre, on a aussi bik:éibijs dfol 1'égalité.

Posons

ay représente la probabilité pour que le systiéme passe par l'un quelconque des états
de la classe ¢ 2 laquelle appartient ejw Si le systime entre une fois dans la clase

se €, il est presque certain qu'il n'en sortira plus jamais . a; représente donc

aussi la probabilité d'sbsorption du systéme dems la classe C.

Calcul de la probgbilité d'absorption. Proposons nous de calculer la probabilité as

(25)

pour que le systime, partant de 1'état initial non essentiel €., soit absorbé par
une classe C donnée d'états essentiels, et, corrélativement, la probabilité hi
pour gue le systéme ne soit absorbé par aucune classe O, c'est-i-dire pour que le
systdme ne prenne jamais que des états transitoires non essentiels.

&

Désignons par A, 1'évenement conditiomnel : " le systéme entre pour la

(n)

premidre fois dans un état de la classe C au temps +t =n® ef par a; " sa proba=

bilité. On a o gy

(24) & = G

n=14
Soit M l'ensemble des états non essentiels. Pour gue l'absorption ait lieu

pour la premidre fois au temps t = n, il faut qu'au temps t =/l le systlme ait pris

un état non essentiel quelconque de T. On en déduit o

(n&ﬂ) E::: P n
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Par allleurs,, pour n = =vl, on a manifestement $

(26) (G.) = Z: Pij
JEC

Les équations (25) et (26) permettent de calculer, par récurrence, tous

les a3/, et l'équation (24) domne la probabilité d'absorption 8 e

Sommant (25) de n =4 & 1'infini, on voit aussi que les a; sont solution

du systime d'équa.tions .

- (!L)
(27) ' ]%T Pi 8y, =

Inversement; on peut se demander si le éystéme (27) posséde une solution
unique, et permet ainsi de caractériser complitement les probabilités d'absorption ay.
Ce problime est 1ié étroitement au suivant s partant d'un état non essentiel ei
‘quelconque, est-il presque certain que le systime sers finslement absorbé (dans une

classe quelconque), autrement dit a-t-on hy = o ?

(n)

En effet, désignons par h:‘i.
de 1'état ei) soit dans un état non essentiel gu temps t = n. On a immédiatement

5 w.,) n Py

KE T

hi(n+§i.) _Z P, n

2 : kKET

On en déduit ¢ (&)
décroissante, les hin possédent une limite, qui n'est gutre que la probabilité hi

la probabilité pour que le systime (pa;g'tant

(28)

hgnﬂ) < hg_n) . Suite

{L,, et, par récurrence,

pour que le systeme ne soit jamais absorbé :

hgn) = h

lim .
i

n =P oo

Passant & la limite 1 =% oo dans (28), on voit que hi est solution du
systime . '

(29) -2 P b

k€’I‘
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- Plus précisément, les hi peuvent &tre carsctérisés comme la sclutiozz:;,;ga, ;
xinele du systime (20) vérifisnt |h)\£71. En effet, soient x, des quantités

vérifiant o

(30) .=Z: , | x| <
' }.cl kETPlkxk %) <1

On g manifestement

(x| < P, = h(
EPEENER.

(n)

et, par récurrence, les équations (28) domment lxil h quel que soit n, par

suite gussi
=l < By

Les h, sont donc bien la solution maximale de (30) pour I\xi\ <l

Par suite, si tous les h, sont nuls, le systime (30) n'admet pas d'au-
tres solutions bornées que la solution zéro. Dans ce cas, le systime (27) possdde
une solution uniqﬁe et caractérise complétement les probabilités d'absorption CYE
Au contraire, si 1'un au moins des h, est non mul, le systime (27) admet d'au-

o

tres solutions que les a, - Ainsi ¢

Théordme 7 - Les probabilités hs; pour que le syst¥me ne sorte jemais de 1'ensemble T
des états non essentiels sont la solution maximale du systime (30). Les probabili-—
tés d'sbsorption a; sont solution du systime (27). Pour que la solution du systd-
me (27) soit unique, et caractérise ainsi compldtement les as:, il faut et il suffit
que les h:. soient toutes nulles,

Dans une chafne finie, cette condition hy = o est toujours vérifide.

En effet; on a toujours
(n) _ (n)
hi = Pn‘.k
kEET

Mais il n'y a qu'un nombre fini d'états non essentiels €, dans T, et

»

pour chacun d'eux, on a Pikn) -3 0, Donc .
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;= lnm hi(n) = lin ZPifcn) =0
B =P 0O Ne= 0 kT

=
It

Dtodr .

Corollaire | Dans une chatne finie, il est presgue impossible que le systeéme ne sorte

Jomais de ifensemble T ¢ 1'sbsorption finale est presgue certaine, et les probabi-

lités d'absorption a3 constituent la solution unigue du szgtéme gazzo




CHAPITRE VII

CHAINES DE MARKOV HOMOGENES A TEMPS CONTINU

I.- DEFINITION ET HYPOTHESE

Les chafnes de Markov étudiées au chapitre précédent déerivent 1'évolution
d'un systime susceptible de changer d'états aux instants (discrets) t =4, 2, «..
donhés d'avance, et non aléatoires. Nous dirons que ¢e sont des chatnes & temps dis—
cret. Trés souvent, on a affaire 3 des systémes physiques dont les changements
dtétat, au contraire, peuvent se produire & des instants quelconques, inconnus &
l'avance, c'est-a~dire & des instants tys tpoeo aléatoires. L'évolution d'un tel

2
systeme dans le temps est représentée par le processus stochastique X(t) défini

&

par
X(t) = i si le systdme est dans 1l'état ei au temps t.

L'ensemble des états possibles €, est supposé dénombrable (ou fini), de
sorte que les valeurs possibles de X(t) sont les entiers positifs 4, 2 ..

X(%) est une fonetion (aléa'boire) compl¥dtement discontinue, ou fonction de sauts.

Le processus (compldtement discontimn) X(t) est dit markovien si, quels que

soient les instants

t <t < oo <tk<to <t

la probabilité (conditionnelle) d'avoir X(t) = i; sachant que 1'on avait X(-_tﬂ) =i
n'est pas affectée par les valeurs prises par X(t) aux instants antérieurs ¢ s ooty

autrement dit, si 1l'on a -
. . . , N
P<X(t) = i ‘ X(to) S log X(tﬂ.) =1, eeo_X(‘tk) = 11{)

<P(X(t) =1 | X(t) =1)



(1)

En-langage-bref-<i--le-
future du systéme ne dépend-que-de-son-état présent; -et-non-de sen histoire antérieu-

re. On dit aussi que ce processus const;i.tue une chafne de Markov & temps contimi.

Posons (pour Tt)
Ry(Tet) =P(x(t) = 3| X(T) = 1)
P, j(’t,’ ot) est la probabilité de transition de 1'état i(au tempsT) & 1'état j

(eu temps t). La matrice P(,t) des Pij(’C',t)9 ou matrice de transition de la

chatne de Markov, vérifie les relations :

3 o LB (Tit) L

3 T Ry (T -1

J=4

et 1l'équation de Markov .
Bys(Toty + %)) = Z P Toty) Pyy(tyety+ t))

Tout comme la relation (4) du chapitre Vi, cette équ;ation exprime que la trans.
sition de ei(au temps T) 2 ej(au temps t, 4 t,) implique le passage par un
état ek(k = 4,2 “o._) quelconque au temps intermédiaire tﬂ-o

Enfin si Pij(‘t',,t) ne dépend que de la différence t = (C‘g c'est-d-dire si

l'on a ¢ _
Pij(’b’+ h, £ + h) =P, (T.t) N

on dit que la chaine de Markov 4 temps continu est homogdne. Nous nous limiterons iei

& 17étude du cas homogdne. Au lieu de 'Pij('ﬁ'i,'l:)9 nous écrirons Py 3(1:—'Z;)o La matri-
ce de transition se met sous la forme P ij(t)p et vérifie les conditions ¢

o _/:’Pij(t) <1

( j;g' Pij(‘lz) = 1
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20

(2) (6 + 1) =) Pa(t) Big(s)

k=4

Remarque _

- La définition donnée ci~dessus n'a- rien de rigoureux, mais suffit dans les
applications. Du point de vue amomathues on devrait prendre comme espace d'evéne-
ments E 1'ensemble des fonctions X(t) & valeurs entidres positives, et définir sur
B une. o-algdbre et une probabilité. La nécessité d'une telle définition apparait
lorsqu’on se pose-la questa.on -suivante - les propositions ¥ le systéz’ne reste dans
1%tat 1 de t = 'l: 4 t=1t,% ou " le systeme ne passe par 1t'état i & aucun
instant compris entre t,l et t2 [ définissent-elles des évinements ? 3i nx(t) =i®
par exemple, est un événement, la deuxidme proposition apparait comme le complément

de la somme logique :

o

i} B
X($) =4im

t & Thyota] _ -
dtune infinité non dénombrable d'évinements, et il n'est nullemen% évident qu'elle
constitue elle~méme un évdnement. Seule 1a définiftion axiomatique \mgoureuse permet

de lever de telles difficultés.

Pour éviter ce genre de complications; nous féroné des hypothéses assez res—

trictives ( qui seront d'ailleurs presque toujours vérifiées dans les applica%ions).

Supposons que le systéme soit dans 1'état e; & l'instant t = o. Nous ad-

mettrons que les propositions o

b
|

" le systdme reste dans l'état € det=o0 & t=¢

I

®x(t) = i \v/tg o<t &4y ¥

et

B= " le systéme ne subit qu.“un changement d'etat dans 1°1ntervalle 04‘:: <'b.g|_,

et se trouve en . e au temps t = t"l u

= " 31;09 oLt L 1t tel que Pox(t) =1 pour o L t.< by

S0 1
et X(t) = j pour  to < t Lt
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définissent des évinements (conditiomnels), et nous désigmerons leurs probabilités

par . (o) - .
P, (t) = 2(1)
P, (1) (tg) = P(B) (i # 3)

Plus généralement, P ( ) () représentera la probabilité de passer, pendant
une durée t, de l'état ei é 118tat ej en effectuant exsctement n changements
d'état.

O

Posons . __
7, (4) = ) 2, {0 (1)

n=20

Fi__j(t) représente la probabilité pour que le systime passe de €, & €y en ef Pt~
tuant un nombre fini (quelconque) de changements d'état.

On g nécessairement -

rithS é Pij(t)

) 3 Py,(t) L
( J
Mais, sens hypoth®se supplémentaire, on peut trés bien avoir des inégalités

strietes, parce que rien n'indique a priori que 1'événement  "le systeéme subit une
infinité de changements d‘états pendant le temps fini t ¥ soit presque impossible.

Si on a 1'inégalité stricte

> Py <a
dJ
Il y a une probabilité non nulle A = Z —i—Jr) pour que X(t) possdde

une infinité de points de discontinuités ¢t gtzoaao sir 1l'intervalle fini (o,%).Mais,
dans ce cas, %y, Ty o.. possddent un point d'sccumulation t et, en t_, X(t) pré-
sente une discontinuité non isolée, de nature plus complexe q'un simple saut. C'est
pour éviter (presque certainement) cette éventualité que des hypothéses supplémen=
taires sont 'obligatoires .
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En fait, nous n'insisterons pas sur ce genre de difficultés. Nous admetirons
sans démonstration les propriétés suivantes, qui sont effectivement presque toujours
vérifides dans les applications 3 _

l.= Pour tout intervalle de temps fini +, il est presque certain que le systé-
me ne subit quiun nombre fini de changements d'état de 0 & + ¢

2.= Classification des états : Pour tout nombre %;> 0, les Pij(n a) consti-
tuent la matrice de itransition dlordre =n de la chaine & temps discret définie par
P (m) Pour tout o >> 0, la chaine & temps contim P, (t) et 1a chafne & temps
discret P, (n «) ont mémes états essentiels et mémes états non essentiels. De plus,
les états essent:els sont toujours apériodiques. Si le systéme est en + =0 dans
un état Gii appartenant & une classe € d'états essentiels, il est presque certain
qu'il ne sortira de C 3 aucun instant ultérieur.

3.~ Limites ergodiques. La chaine & temps contimi P, (t) posséde, pour
t =30 ;, les mémes limites ergodiques que la chafne 3 temps discret P (n ®). De
méme, la probabilité d'absorption dans une classe C d'états essentiels est 1z méme

pour les deux chafines.

4dinsi, les questions relatives & la classification des états ou au comportement
ergodique de la chatne Pij(t) pourront se traiter par les méthodes du chapitre pré-
[+] édent .

Par contre, du fait que le temps est traité comme un paramétre continu, on
peut se demander dans quelle mesure la matrice des Pij(t) est continue et dérivasble.
Ce genre de probléme, qui n'avait évidemment pas déquivalent dans le cas des chafnes
& temps discret, va nous conduire aux célébres équations de Kolmogorov, grice auxquel-
les les chafnes & temps continmu sont souvent plus faciles & traiter que leurs homo-
logues & temps diseret.

Il.~ LES EQUATIONS DE KOLMOGOROV.
Nous partirons de 1l'équation de Markov

(3) Pij(%' *ty) =2 Pulty) Py(ty)

ou, sous forme matricielle °
P('i;l + 1-;2) = P(td) P(*hz)

Admettant provisoirement qu'une telle opération soit légitime, dérivons

en @1 et faisons @1 = 0, Il vient formellement
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(%) Pi(t) = P1(0) P(%)

De méme, dérivons en &, et faisons t, =0 il vient
(%) P'(t) = P(%) P*(0)

Si l'on comnait la dérivée P'(0) de la matrice de transition, 1'une quelcon-
que de ces équations différentielles doit donc permettre d'en déduire P(t). Ce sont

les équations de Kolmogorov. La premiére s'obtient en faisant varier liinstant ini-
tial dans 1'équation de Markoy, la deuxi&me en faisant varier 1'instant final.

Pour établir rigoureusement ces deux éguations, nous ferons les trois hypo=-

théses suivantes o

H -~ Lorsque A’s =3 0, on a les limites suivantes .

1
: - 2. (At)
(g, S =
" At s 0 At 4
(A
At fi o A = Pae

2

(5) Z? TR W
k i

B - La deuxidme limite (4) est umiforme em i.

H, - Ces limites vérifient la relation .

Remargue — Dans le cas d'une ghafne finie, la relation (5) découle immédiatement de (4)

et de Z Pij(i‘z) = ‘1 et l'hypothdse Hy est automatiquement vérifide, de sorte
que la d seule hypothese requise est Hye Par contre, lorsqu'il y a une infinité dé=
nombrable d'états, H, et H.5 sont des hypothdses supplémentaires qui ne découlent
pas de Hlio

En fait, la premidre équation de Kolmogorov n'exige que les deux premidres

hypothéses Hd et H,. Lthypothése d*uniformité 15{3 n'ést indispensable que pour



1a deuxidme équation de Kolmogorov.

Premidre équation de Kolmogorow, (¥ )
Posons § o= A t dans 1'équation de Markov écrite en (3). Il vient

(6) p 6+ Av) = 2, (A4} By (8) H% P (M) 2 (8)

La somme qui figure au 2&me membre de (6) est majorée par

1;":&. P (A4) =4 - Pﬁ(A‘@)

Mais, d'aprés 1'hypothése H,lg A = Pii(A‘t) tend vers 0 lorsque A’!s w0,
L'équation (6) montre ainsi que 1l'on a &

Atgo ij(mwA%;)m By 4(t)

autrement dit que P ('fs) est continue & droite. On montre de méme que Pl j(t) est
continue 3 gauche (11 suffit de remplacer dans (6) % par t - At). Par suite
Pij('b) est continue.

Compte term de 1hypothdse (4), posons

(7) P (A8) =2 -2, At - o, (A4)

les Oi( At) étant des infiniment petits d'ordre supérieur & 4, et portons dans (6).
I1 vient

P, (t + Dt) - P, (%) 0,(A%) P, (A%)
(8) A T Mo i&@ ) 2y () +in it By(t)

I1 faut montrer que le passage & la limite sous le signe somme est 1égitime.

L4

Soit N un entier supérieur % i. On a

3 0 i E Mm P, (t)
¥ = Nel A+ 3
(9) ! o . X
§ < & ;ﬂ Py (At) = ﬁ;\a - kZ= :1 Py (A#)
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Cette dernidre expression ne comporte qu'un nombre fini de termes. Lorsque
At tend vers 0, elle admet donc la limite 3
: -N
Ly=2-~ E& Py
(# 1)
Diaprés (5), on peut prendre N assez grand pour que cette limite Ly soit
inférieure & ¢

1’1148’

Prenant N\t suffisamment petit, on déduira de (9)

o(i Pik(At) P (t) L1 +s<L2¢
TE=Ter At g ST ES

I1 en résulte bien que le passage & la limite sous le signe somme, dans (8),
est 1égitime ©

a Py(At)
pe BB o T B 2y e B

Le second membre de (8) admettant une limite pour \t —> 0 , il en est de
méme du premier membre ° P, j(ﬁ) est donc dérivable & droite. On montre de la méme ma=
nidre quielle est dérivable & gauche. Elle est done dérivable, et sa dérivée vérifie

(5) o =M LMOR, ;_i B Bes(t)

On notera que la démonstration n'a pas utilisé 1'hypothése H3 d "uniformité.
L*équation (Kl) possdde un plus haut degré de généralité que (K,).

Posons %, = {\t dans 1'équation de Markov (3). Il vient :

(10) Pij(t + N\t) = Pij(t) ij(At) +§'§ P () ij(l_\t)

Digprés 1thypothése H3 d'uniformité, on peut, pour tout >0, trouver

>0 tel que 1'inégalité P_\t % o entratne pour tous les indices k .
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1=, +e)le L 2 (Ae) La- (ry - &) At

(s = ) At £ By (A9) L (uk + o) At

Portons ces indgalités dans (10), en tenant compte de Z P =7
On obtient © k

?ij(t) -c At -~ xj At Pij(t) + ng Pop e < Pij(t + At)

Lorgye) vele - g Ao (6) + Ae g: P

ik My
g

Ce qui peut aussi bien s'éerire o

P, (t+A’c)-P (t)
=S 0y Py (1) T‘;wj Pirc() b £e

At

Par suite Pla(t) est dérivable, et sa derlvée vérifie la deuxicme équa=

tlon de Kblmogorov .

2 '
svaunlinle 1?ij(t) A+ ; Piie(t) b

Résolution des équations de Kolmogorove

Lorsque P, (t) vérifie les hypothéses H,, H,

mentaire H3 d‘unlform1t69 elle constitue une solution commune'des deux équations

de Kolmogorov. Dans les applications, c'est le probldme inverse qui présente le plus

et la condition supplé=-

grand intérét . &tant donnés les nombres positifs Ki et pij vérifiant

A, = 45' Mo .; les éduations de Kolmogorov K. et K, ont-elles une solution
i ?T?Z1i 13 1

commune Pij(t) unique vérifiant |



(11)

0 L 2,8 LA

Zﬁ; Pij(»t) =

Z Pulty) Prg(ia) = Pyglty + )
k

e N S N W, WL A o Ve e

En fait, on démontre que K, et K, possédent toujours une solution

Py j(t) commuze vérifisnt la relation de Markov et 0 &P, j(*a;) £ 4. Yais, Ay et

B 5 étant quelconques, on a Seulement o

Zm Py(1) L 2

J

Pour que 1'égalité ait lieu, les Ay et by, doivent vérifier une condi~
tion supplementalre (toujours remplie en pra'b:.que),, et e¢'est seulement dans ce c¢as
que les équations de Kolmcgorov permettent de résovdre complétenent le probléme.

(n)
Donnons simplement quelques indications sur ce résultat. Soit Pij (t)
1a probabilité de transition de Gi(en t=0) & ej(en t) avec exactement =n
changements d'étet  dans 1'intervalle (0, t)» On doit avoir &

(o) _ it _ C s
Pij (3) = 83 e (aij_/leu 1=3 et 0 sii#j)



et, par récurrence .

- (t )
{ Piﬁ(n*l) Z;: °/n i € N (n) () as

S
(22)
) <] 3
lé:;j A Tk Piej

 Oes. relations pernettent 1e caloul effectif des P (“)(t) Posons .

co oA
P, (%) =Z P, (n) (t)
n=0
- On vérifie que les Pi ;‘iz ) constituent une solution commune. des deux €qug~.

tions de Kolmogorovo

. TR I———— . .
Par ailleurs, comme P, j.(t) représente la probabilité de transition de €.

[ ]

3 ej. par un nombre fini de changements d'état, on doit s'attendre ¥ avoin
P, .(% B
ROPENC)

Bffectivement, on peut démontrer que tout P j(t') vérifiant la premiére
dguation Kl[qui ne suppose aucune h;ypothhse d'uniformité, et doit par congéguent
étre vraie pour tout P, J(t) s 8'il en existe, vérifiant H lj]et les conditions (1[ }

est supérieur ou égal 2 Py ;j(t;“

Donc, si ona .

(13) | Z{ﬁ) -
S

le seul Pij(t) possible est P, j(t) lui-néme; solution de K, et K,, vs‘ri.fianﬁ

les hypothdses { 4 H, et les conditions (19). Le probldme admet, dans ce cas, une se~
lution unigque . on sait que la condition (13) exprime, en fait, qu'il est presque
impossible que le systime subisse, en un temps fini, une mflm.te de changements

d’états. '
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Par contre, lorsque (13‘ n'est pas vérifide, la possibilité dtune infinité
de transitions dans un intervalle fini donme lieu & des anomalies de fultbe.
On peut montrer qu'il existe alors une infinité de Pij(t) vérifiant K& et les

conditions (14\, mais aucune d'elles ne vérifie K,

i~ PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

(&)

(x,)

La classe la plus simple de chaines de Markov homogdne & temps continu, et
la plus utilisée dans les applications, est.celle des proceésus de renouvellement
pour lesquels on a - '

Py =©  pour k#i+d et k#i=-4

Interprétons 1'indice i comme le nombre d'individus (théorie des files
d'attente) ou de partiéules présents dans un dispositif & 1'instant t. Pendant
1l'intervalle (t, t +At) ce nombre peut auvgmenter d'une unité (avee une probabilité
dquivalente 3 By At)9 ou dimimuer d'une unité (avee une probabilité équivalente
3 Q A’c soit rester stationnaire (avec une probabilité 4 - N At = = (s, “'Vi)Mr
en negllgeant les infiniments petits dfordre supérisur).

Les équations de Kolmogorov s“.écrivent dans ce cas .
a Py ( t)

d Py (%)
S A
a4 4 ?“3 Paf Pl =4 p’J—!l i,,j-!-!i. ’Qj-l-ll

(avec A =Ry -&JQJ._)

Exemple . File dattente

Le nombre de persomnes se présentant devant un guichet est supposé obéir
& un processus poissonnien ¢ on admet qu'il y a une probabilité A -l + o(&t)
pour qu'aucune arrivée ne se produise pendant la durée M;, et A A\t + o At)'pour

quiune arrivée exactement se produise.

De m@me les temps de service (les sorties) sont supposées poissoniennes.

Lorsque la file n'est pas vide, c¢'est-i~dire lorsqu'une persomne au moins est

présente devant le guichet, il y a une probabilité p&t pour que le service de



- . ".- '-*"' ."
Tl e e,

B0

cette-personne ait p:_cis fin pendant la durée A‘c (et A o= At pour. qu'il n'ait pas .

pris. fin, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérisur).

On a iei ¢

P..
1] -
g = (A +p) Pij -o-:}LP:H’ZLbj +pPi_19j (1%0)

a Poj
uad-;una-uu-a- = = ?\. P o + 7\. ? 3
at 0J Aj

da P, . ‘
1) ; .
- - (?"”")Pij*l’isjmﬂ. K*Pi,:jﬁ B (54#o0)
(K,)
d P,
io
—— == AP, +pP,
&t io | il

On peut montrer que ces équations ont yne solutien commurie vérifiant les

conditions (14). En fait, en général, on s'intéresse surtout & la linite, si elle

existe, de P, (t) pour +t =% 00, ¢'est-a~dire su régime statiomraire. Tous les

états étant 1c:. essentiels s On doit s'attendre i avoir o

Lim P, (%) =

les uy étant tous nuls, ou bien étant tous différents de o et constituant un Sys=

- téme de probabilités stationmaires.

Bn fait, si A >, on est dans le cas uy =0 s i1l n'y a pas de régime sta=

tionnaire, et; quel que soit 3, Pij(t) ~-3 0, ce qui signifie que le nombre de per=

gonnes en gttente augmente indéfiniment.

Si A<, au contraire, le régime stationnaire existe.

On retrouve immédiatement ce résultat en remarquant que les limites wu, doi~

vent vérifier les équations obtenues en ammulant le. deuxidme membre de (K,) s

P

u -
a1 o

( u Ui - (A+p)uj+xuj_l=o



Ia solution générale de cette dquations aux différences est o
. A )
= - +
u, A( : ) B

8’:&' AZM, A =B =0 (car z_ u, est nul ou égal 21). 81 A & §y la solution
_ _ 7 , |

est de la forme

ug =4 3 )j
avec E

ud;':‘%"’uo&
Soit

uy @« ( %‘33

La condition 3

donne .
a =Bol
f
e Ay RS
w, = B2 (2)
TR

61.~"
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CHAPITRE VIII

PROCESSUS MARKOVIENS CONTINUS

I.- DEFINITION

Soit  X(t) un processus stochastique (c'est-g-~dire, si 1l'on veut, une varia-
ble aléatoire & une infinité non dénombrable de composantes Xo t € R, chague compo~
sante X, représentant la valeur prise par X(t) au temps t). Au chapitre VII, nous.
‘nous sommes Limités au cas od X(t) ne pouvait prendre que des valeurs entidres. Nous
admettons, maintenant, que X(t) peut prendre n'importe quelle valeur (entidre ou
non). Le point de vue axiomatique, qui nécessite la dé;ﬁ‘inition d'une o-algdbre sur
l'espace des fonctions réelles, seul rigoureux, est cependant trop complexe pour
8tre envisagé ici. Nous nous contenterons d'étudier les prOPi'iétés de X(t) lides &
sa loi temporelle. Si k est un entier, ¢ gtzgeoa"ck‘ des instants quelconques,l’en=
gemble X(ta.)g x(tz) oeo x('c ) des valeurs prises par x(t) en cha.cun de ces instants
constitue une variable aléatoire vectorielle 4 k composantes, qui posséde une fone-

tion de répart:.’cion A _ |
LI TR PELTL O =P(x(t4);<_‘;;l,, o)< x50 X(1,)<Kx,)
Par définition, on appelle loi temporelle du pgocessus X(t) l'ensemble de

toutes ces lois F pour tous les entiers k et tous les systémes d“:mstants t&,t o

8D tk

Au chapitre précédent, par silleurs, nous avons 'caract'ériéé les chafnes de
Markov par la propriété suivante . A chaque instant ¥; 1’evolutio£ future du sys-
teme ne dépend que de son état présent X(t) et non pas de son histoire antérieure
- 8 I:a méme définition peut &tre retenue pour les processus X(%) 3 valeurs quel-»
conques. Plus précisément, étent donnds des instants

ti<-t? < oves _<_-'Gk<"'?o <t

nous dirons que le processus X(t) est markovien si les probabilités condition~
nelles (dont nous admettrons 1'existence)

P <x | X(t) =%, Xyy) =00 Xg) = 1)



sont égales 3 P ﬂx(t)<'x -\‘,X(tﬂ RE xo) , quels que soignt les instants t,i.-,.t‘k

(anterletfx:c_'s'z 3 t‘o) et les nombres XysoosXo

Posons (pour Té“c)
P(X(t)<x | x(2) = y) =®3,T; xt)

F(y; T';x,t) ést la fonotion de répartition (cqnditionnelle) de la variable
 aléatoire X(t), lorsque 1'on sait que X(T) = y. Elle représente la probabilité
de la transition de 1'état X(T) =y au temps T & un état X(t) inférieur & x au
temps +, et constitue ainsi 1a généralisation naturélle de la matrice de transie.
tion Pij('tf,t) des chafnes de Markov & temps.continuo Nous 1’Iappel;i.e.rons,"pour

abréger, fonction de fransition. '

Lorsque la fonction de transition F(ys'tpxgt) ne dépend pas séparément des
instants t et rl/ mais seulement de leur dlfference t = "C' on dit que le proces—
sus markovien X(t) est homogdne, ou gtatiommsirve. Toutefois, ot contrairement & ce
gque nous avions fait au chapitre VII, nous ne nous iimiterons pas systématiquement
3 1'étude du cas homogdne, et nous considérerons le cas général des fonctions de

'transition non stationnaires.
S'il existe une fonction f(yp ‘zgt) telle que 3

F(yn °339'b) / f(ya 'Zﬁtydz

clost-a~dirs 61 F est (en x) une loi absolument continue, f sera appeléde densi-
1€ associde & la fonction de transition F.

Eqﬁ_s,j;on de Markov =~ Exactement comme dans le cas des chaines de Markov, on remarque
que la transition d'un état X(T) =y & un état X(t)<x implique nécessairement
le passage par un &tat quelconque X(s) = 2z au temps s intermédiaire (T<s< t),
ot on en déduit 1? équ@tj.on de Markov '

(1) F(ysktgipt) =/F(.5955x9t)’ d%F(y:vgz?s)'

F



Dans le cas oll il existe une densité £, 1l'équation de Markov s'éerit sous
la forme ;. ‘

(2) triTy 1t) = e mt) 20T ot

Hypothdses de Continuité.

Lorsque t = ?f on doit avoir (avec une probabilité unité) X(t) = X('T,') Par
suite © o si zvy
= - - A
F(y9t3x9t) = 6 (x y) g a' Si x>y
Une premidre hypothdse de continuité, toute naturelle, consiste & 8 sﬁppose‘r

que la fonction de transition comverge (en loi) vers O (x - y) lorsque £ =3 C
ou lorsque T =3 t, soit (pour x £ y) °

(3) un  Fyt - Dt,xt) = lin I"‘(y,,to Xt +At) G(x -y
At —-u—}' 0 e )

En fait, pour construire la théorie des processus markoviens continus; et

notamment, pour établir les équations fondamentales de Kolmogorov, nous aurons be-

soin d*hypothdses de continuité beaucoup plus strictes que (3). Ces hypothdses sont

les suivantes .

A = Quel que soit &> 0, on a la limite :

lim Il

i By, =btet,x) =o
At -0 N / X ?

|y-xi2e

B ~ Les dérivées partielles en y (par rapport & 1'état initial)

2
%—; F(ygfsxﬁt) et w,gy F(Y;U;xat)

existent et sont continues quels que soient y, x, fU et t>Ta

64
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C - Quel que soit & >o, il existe deux fonctions a(x,t) et b(x,t), telles

L4

que 1lfon ait les limites suivantes -

lin - f (::-»:»r)d;I F(yot=-At; x,t) a(yst)

At =0 It Y i<

1lim -'-1-» /(X~y)2 d_ F(y9t~At5x9,t) = B(yg £)
At _..;,q & [x~ﬂ<e | )

et ces limites sont uniformes relativement 3 Va

Remargues : 1/ Ces trois hypoth®ses sont trés sévé;'eso- I1 existe des processus marko-
viens tréé usﬁels qui ne les vérifient j:as& En fait, on peut, & ton droit, se’
poser la questién inverse . peut-il exister une fonction de transition véri-
fiant & la fois la condition (1) et les trois hypothdses ci-dessus ? En fait,
"1la réponse est positive . on peut montrer que le processus de Wiener~Levy,. défi-
ni au chapl'bre vV, et qu:. possdde la densité de transition .

5 o) = 3 ey
£(5: Texmpt) = J Z@Ctm’c) exp o

r_épond 3 la question '(avec a=0 €t b=0C= constante).

- I1 faut remarquer qﬁ'e, parmi tous 1es processus & accroissements indépen—
dants et stationnaires, les processus du t;y'pe de Wiener-Levy (& loi gauss:.enne)

sont les seuls & repondre a 1a questlono

Lorsque le processus _K(t)' représente une coordonnée d'une particule animée
d'un mouvement b:_ownién,: les limites a(y;t) et b(y,t) ‘posstdent une interpréta-
%ion physiqué simple ° :a’(y",,.t) és$ 1a vitesse probgble de la particule (placée
en y - temps +) et b(y,t) Arépi'é._sente son énergie cinétique (en valeur probable
également). Pour cette raison, aly,t) est parfois appelée dérive du processus.

2/ Dans la condition G, on pourrait pensér que les limites a(x,t) et
b(x,t) dépendent du choix de &>o0. BEn fait, il n'en est rien, comme on peut le

-

' voir immédiatement; compte tenu de la condition A.



. -II.,~ LES EQUATIONS DE KOIMOGOROV.

~ Dans 1'équation de Markov (1) nous pouvons (coﬁmé au chapitre précédent) fai-
re varier 1'état initial (en remplagant ‘T par (- AT eten passant 3 la limite
AT——)— 0), soit faire varier 1'état final (en remplagant au contraire +t par
t + [\t ot passant & la limite [\t = o). On obtient ainsi, respectivement, la -
premidre et lg deuxiéme équa,tions' de Kolmogorov.

Premidre équation de Kolmogorov.

Soit Py, T s%t) la fonction de transition d'un processus merkovien vérifiant
les conditions 4, B et C. L'équation de Markov (1) permet d'écrire .

M, C-0xt) = /%00, %pm8) 8, B0 -0T; 27)
Par ailleurs, comme ‘/é)tz F'(y,?; 5AZ;.2'2') =4, on a ausé-i 3.

(3, T %t) = F(yg'd»xst)a (5, T-AT;2T)

-3

Formons la différence, et d:.visons par Art I1 vient ¢ -

F(yv(v"‘ATgxs,t) - F(Ysz ;xvt) -
AT

"&;ﬁ /"E‘(zg‘b’:xgt) - By, Tyxt) |a, p(y,q;_m;;zﬂj)

L'h:mothése B permet d’écrlre 1z développement Limité o

F(zgr.xsaw(ygmx,,t) (3-7) ’Or(g"gm)
: ¥y

2 2 L
+£(Zmy’) 9 %y;- Tz, t) + 0[(2--37')2]'

oﬁ 0 Ez y)] est d'ordre supérleur 3 2. On en déduit
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.....

A’U

= Z%' /[F(Zﬂf %,t) = F(y,’C xgt;\ 4, ¥(y,T - At 529’(7)
jz=yl>e

”C/&(Zw %t) - P, T 'Xst)’\‘& F(yp T-At;2,T) =

|z=yi<e

= é‘(v/YF(zg (C;xgt)‘? F(yQT;x,f;\ !Q%..F(S_’.}/C"A,ngv 'U)

| z=y\2&

fC)F(y, ngt) g = - ZZ’
=5 Mf( 9 8, 70,0 A’Cog )

jz=yi<e

+5 Vats,T amt) L / [(o)? + olz)?]  4,2(r, T -ATy5,7T)
ta A( |z-51<e

Dans cette dernidre expression, faisons tendre AT vers o« L'hypothdse A
nous garantit que le premier terme tend vers 0. D'aprds C, le deuxi®me terme tend

vers a(Ygfc) ,? - F(yy’t %,t). Le troisidme terme comprend deux parts. L'une,
obtenue en intégrant (z==y)2 possdde, d'aprés ¢ la limite b(y,}'C) 2 F(y, Gyx, )0
Le deuxi®me part est - ,Gyz

R‘ ’23 (ys oXQt) i / [(zmyz] d, Fy,, mA‘an,rC)
o |z=yi<e

Elle peut Btre rendue aussi petite que 1l'on veut en prenant e assez petit.
Plus précisément, donnons-nous o> o arbitrairement petit. On peut trouver ¢
tel que -

Iz - yi<e = lo |(z~y ‘} ct.(z-sy)z



' !
et par suite .

1 aaF(yaTs;Est) l i g 2 z - Z'-'
e | i w/;( fes P T-AT 5 T)
| z=y|<e

Paesoné & la limite Atm}- o - de ¢, nous déduisons -

\R‘ ._'fg-“. % ?g;g“ b(Yﬂt)

lim
" ATC=>o
) Par ailleurs, le premier membre de (4) ne dépend pas de e, et les trois pre-
midres limites ne dépendent pas non plus de €. Désignons par M et M les limites.
supérieure et inférieure de ce premier mémbre, On a
a-—+%bﬁ %0& 2 +1b(62F 325'2
Oy y° '&y @y W ")y
Comme ceci est vral; quel que soit w, on a M= M ° autrement dit F(y,’(,’ax, )
est dérivable enT, et cette dérivée est d.onnée par l'équation suivante, -dite pre-

n g <'

nidre équation de Kolmogorov .

(%) %F(y;tgxg t) =~ a(y,T) ,5% F(yTyxt) = % b(y, T) %5 F(y: T oxst)

81 la fonetion de tramsition F(y{CQXQH admet une densité £(y,T;x,t),
on voit immédistement en dérivant (en x) 1'équation précédente que cette densité
vérifie égale,ment la premidre équation de Kolmogorcv* .

2
(Kgd_) ""’“ f(:%% X, t } = - a(y;?;) y f(Ys»ft ;Xst). = %’ b(Y9T)%2 f(YsTgxst)

Théoréme de Feller. Moyennant des hypoth®ses convenables de confinuité et de dérivabilité
sur a(x,t) et b(_xgt)g il est possible de démontrer que 1!éguation (Kl) admet une
solution, et une seule F(y{ﬁ X,t) qui soit (en x) une fonction de répartition et
vérifie la condition (4). Ly donnée des fonctions a(x,t) et b(x,‘c) suffit ainsi 3

déterminer compldtement la loi du processus markovien.’
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Avec-des-hypothdses un peu plus strictes encore sur a et b, on peut dé-
montrer, de plus,-que la fonction de transition F ainsi déterminde admet une
densité i_‘(y;@:;xgt) et que cette densité f vérifie nécessairement (en x et 1:-_)
la deuxidme équation de Kolmogorov que nous allons maintenant établir.

Deuxidme équation de Kolmogorov

Il se produi-b ici une circonstance trds analogue & celle que l'on a pu obser—
ver gu chap. VIL La deuxidme équation de Kolmogorov - celle que l%on obtient en
faisant varier 1'état final ~ exige, pour 8tre établie, des hypoth&éses plus strictes
que la premidre éguation.

- Bn plus des hypothdses A, B et €, nous admettrons ici les hypotheses supplé~

©

menteires suivantes -
D/ a(x,t), blx,t) et %b(xgt) sont bornés.

B/ I1 existe une densité 'f(y,,’t';xs.t) = 0‘% F(yﬂ’;xgt) (pour +>T), et les
_ - v

dérivdes suivantes existent et sont continues -

- 2
%ls 2(y: Txst) o ;am(a(x,t) f(yx’gxgtﬂ ; 0 b(x, t)f(y, Ty, t)
t

= o
F'/ f(ys?fgxs'b) wacdn O pmﬂ" §  eip T o0
e/ Quel que soit €, on a uniformément en y °
: _ bniformement

4 B 4/ fntmt +A8) = o
t 0 =y >e
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Considérons l'opérateur L 4défini par ﬁ

L(u) = %% + a(z,t ) ’6 + % b(z,t) %””
Z

ol u = u(z,t) est une fonation dérivable. L!'équation (Ké.) stéerit L(u) = o.

Liopérateur adjoint de L est l'opérateur I* défini par -
2
1*(v) = Jéz - 3-» (av) + % lbmﬁ (bv)
Dt ' f()z @z :
Avec les conditionsD ; et en supposant que wu, v et ra_z tendent vers O
pour z == ¥ oo, on établit facilement 1'identité suivante

‘bz OO L 2
(5) / ,dt/ rv L{w). = u L*(Vﬂdz =/Fr(tzgz) u(tz,,z)_w v(t gz) u(t ,,z)~(

%
Appliquons - cette identité aux fonctions w et v définles comme suit ©

g- u(z,t) = £(z,ty%, )

V( Gy t') = f(ﬁy;vg Zy 't)

qui vérifient (en z et t) les conditions requises, et prenons :
T<ty <t <t

Ltéquation de Markoﬁ montre que le deuxidme membre est identiquement nul,
et 1'équation (K" ) donne I(w) = 0. Dérivant (5) en t,, et remplagant t, par b,

_ on obtient (pour 'C<1; <t )
. +00 -
(6) f f(zgt;xgto) ¥ rf(_y{l,';zgt—‘ dz =0
. ~CO
I1 est -entendu: que l'opérateur I* agit sur les variables z et t.
De (6), nous alloms déduire que L* f(y;l,' z,t) est identiquement nu:!.y et ce résu1=-
tat constituera la deuxime équation (Kz) de Kolmogorov.
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(8)

(9)

(x,)
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Soit- R(z) une fonction uniformément contimue et intégrable de =oo 3 +oo.

Posons .’Z - +00
R(z.t,t ) =/ fz,t.x:t_ ) R(x)dx
9 o] 9 0
. U OO

De la condition @, on conclut facilement que L'on a,uniformément en z -

lim R(zot,to) = R(z)
ty =t ™

Or, multipliant (6) par R(x) et intégrant en x, on obtient d'aprds (7):

- + %0 N
/ R(z;tgto) L f(y;&';zgt)dz =0

= 00
Lorsque t_ == t, il est 1égitine de passer & la limite sous le signe d'in-
tégration, car L't est intégrable et la limite (8) est uniforme. Il vient ain-
si S 250
/ rR(z) 1* (7 %;2z,t)dz 20
Y = _ |
' Or ceci’a lieu quelle que soit la fonction R(z)," intégrable et uniforménent
continue, Il en résulte gue L*f = 0. En effet, d'aprds les hypothdses, L*f est
une fonction continue de z. Si elle est différente de O - par exemple positive -
en un point Z s O peut trouver un petit intervalle (zoé.&n; » zod-ct« ) ol elle res-
te strictement positive. Il suffit de prendre pour R(z) une fongtion non négative
identiguement nulle & llextérieur de (zoau, Z v &) et de somme R('_z)'d.z =1, pour
obtenir %

/ R(z) T*(£)dz >0

résultat qui contredit (9). Donc on a nécessairement L*(f) = 0, et ceci démentre

la deuxitme équation de Kolmogorov, gui s'écrit explicitement ¢

. : . .2 '
%f(ygﬁ‘;xst) = *9% a(x,t) f(ys‘lf;xgt)] + %52-5 [;(xs’c) f(yﬂv‘;x,t)—‘




*

Exemple .

+

Si a(xet) = a(t) et b(x,t) = b(t) ne dépendent que du temps t (et non

de x), la densité f(y,’c‘;x,t) vérifie les équations :

¢ Qg_ ¢
" - a(?) o 4 b ),ay

ai_-a(t)gf-i--}b(t)af

02

(10)

Avec le changement de variables ©

s ¢
! =x -/ a(u)du y' =7y -/a(u)du
o ' o
t (1
tt =/ b(u)du T = p(uw)du
/ "
Ces équations deviennent (en posant g(y",'(f';x',t') = £(y, ’C';y,t) :
(Y, %
{ o Fap
% _y Lo
(% 6:{'2

dont la solution (unique, d'aprds le théordme de Feller) est le processus de
Wiener-Levy :

g(y*s ""'.x‘g’c“) = L expl- + £§t¥.).§1
254 ? ,_q;z) ( rgt)
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La solution de (10) s'en déduit : c'est le processus Gaussien défini par -

| . o A)Z
£y, ¥ .x,t) = - exp l: S ‘=E._-|
7 ’X cV.a:rc 2 02

P WP NP, LN N LY o

Q

N .

il -

R

s ol
o
P
&
5




CHAPITRE IX

PROCESSUS MARKOVIENS COMPLETEMENT DISCONTINUS

1.~ GENERALITES

(1)

Les processus markoviens continus étudiés au chapitre précédent constituent
un cas limite d'extréme continuité. A 1l'opposé, les processus dont il va &tre main-
tenant question - et ol 1'on recomnaftra une généralisation des chafnes de Markov
% temps continu - vont &tre caractérisés par leur extréme discontinuité. En termes
intuitifs, un processus markovien X(t) sera dit compldtement discontinu si toute
réalisation de X(t) est (presque certainement) une fonction de saut, c'est-a-dire
une fonetion constante partout, sauf sur un ensemble dénombrable de points ol elle
subit des discontinuités finies. Nous ne chercherons pas & dommer une définition

rigoureuse (axiomatique), et nous nous contenterons des considérations & peu pres

intuitives suivantes -

Plagons-nous (condi‘cionnellement) dans 1l'hypothése ol X(t)’ = x. S'il exis-
te une fonction p(t,x) telle qu'il y ait une probabilité

4 - p(t,x) At + o(At)

(anrecA Lim = of At) = o) pour que X(t) reste constent et égal & x sur tout
't =50 Ot

1tintervalle (t,% +At), une probabilité p(t,x) At + o?(At) pour que X(t) subis-
se exactement un saut dans l'intervalle (t,t + At), et par conséquent une probabi-
1ité o'*( At), infiniment petite dordre supérieur & L pour que X(t) subisse plus

d'un saut, nous dirons que le processus Markovien X(t) est compldtement discontinu.

On désignera par P(t,y,;x) la fonction de répartition (conditionnelle) de
X(t) dans 1'hypothdse oll un saut vient juste de se produire au temps %, la veleur

immédiatement entérieure de X &tant X(t-o0) = .

Si F(y,T;x,t) désigne la fonction de transition du processus X(t), on a la

relation suivante -
F(y,bsx,t + At) = [1 - p(t,y) At] e(as)

+At P(tsY) P(ts.')’;!{) + O(At)
(8(x=~y) = 0 pour x2y et A pour x>y)
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Nous adopterons les hypoth®ses suivantes :

A - La fonction p(%,x) est bornée.

B - Les fonctions p(t,y) et P(t,y;x) sont continues en t et y.

Moyemnant ces hypothéses, nous allons montrer que la fonction de transition
P vérifie deux équations, ou équations de Feller; qui ont exactement la méme signi-
fication et jouent le méme réle que les équations de Kolmogorov dans le cas des pro-

cessus continus.

Il.~ LES MUATIQNS DE FHLLER -

Pour établir ls premidre eq_uatian de Feller,, on falt varier lvinstant initisl
dans 1l'équation de Markov, soit ¢

Py B, t) /’ e AT 28) 4, 70T 15, T+AT)

Exprmons My, '(\,'oz,,?f-b A’C/) 3 1"a1de de (1), I1 vient :

2.5 = /25T b0 a5t - 2T T o] o)

+/F(z,'(,’+ﬁ((;x9t) dZ i'p(z':Y}Art‘i‘ O(A(Cﬂ P('prsaZ)

@

Mais, par définition de la mesure de Dirac ©, on a &
/F(zg’hA’C;xgt) d_ o(zy) = F(y, T +AT;x,t)
Dok :
My Temt) = I - p(% AT Py, T+0Tx, t)
'+Af13'p(zj,y)/ﬁ'(z;tm'}j;x,t) a_ P(T,y,z) + o(AT)

et

| F(Ys(r *é%x,)t) o F(yvc(:ixﬂt) = p('z;,,y) F(ys{U"'A(Ungt)

BT
- 2T/ BT A5, ) 4,2@3,a) + 2 o<A"c’)
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Passent & la limite AT—» 0, on obtient la premidre éguation de Feller .

(Fﬂ.) %F(Yszjxat) = P({K 9‘5.') [F(Ys?jglﬁt) ‘/F(Zst';xst) d-zﬁP(z’s:Y;Z)]

Remargue
L!'éguation (F ( ) peut s'obtenir directement, sans passer par ltéquation de

Markov en remarquent que le passage de X(T-AU) =y & X(+)< x est possible de
deux manidres seulement . ou bien X reste égal & y dans tout l'intervalle
(Z’-NU;‘U), ou bien X subit une discontinuité dans cet intervalle. Dfol :©

F(y: T - All:;xst) = fﬁ- -M’ P(r{sy‘)‘l F(Ysrcigxst)
+AZ: P((C 93’) F(z,T gxyt) ¢Z P(T QY;Z) + O(Ard)

Diod ,_(F{L) par un passage & la limite immédiate.

De la mdme manidre, faisons varier l'état final . le passage de X?) =1y
3 X(t +At) < x implique le passage par un &tat intermédiaire X(t) = z, avec deux
possibilités © ou bien X(t) reste constant (et égal & z) dans tout l'intervalle
(t, % +At), ou bien il y subit un saut. D'od :

By, ¢ st + ) f - At b2 4, F5T )
« A / p(6y2) Plhzx) 4 Ty, 5,t)  + o(AD)

Passant b la limite comme ci-dessus, on en déduit la deuxidme équation de

Felley . / X
(7,) ’3[% F(y, Toxot) = a-/fl))(t,z) a,%(y,T. 2, t) -r/p(t,z) P(t,2;x) 4 F(5,0;2,t)
- 20 '

Inversement, et moyemmant des hypothdses convenagbles de régularité pour
p(t,x) et P(t,y;%), on peut démontrer que le systime (F’l) (Fz) posséde une solution
unique F(y,‘E oz,t) vérifiant les conditions requises pour &tre 1la fonction de tran=
2 .

sition d'un processus markovien.



1ii.-~ 10I DE PROBABILITE DU NOMBERE DE SAUTS

Dans les applications, - on‘sl‘”intéresse souvent au nombre de sauts subis par
X(t) dans un intervalle domé (T ,t). Désignons par P, (‘Z’,y;t) la probabilité condi-
tionnelle pour qufil y ait exactement n sauts dans 1'intervalle (T,%), sachant que
l'on avait X(q) = y.

Calcul de po('dgy;t)e L'événement ¥il n'y a aucun saut de 'aJ 3 5 +At " est

identique a: " il n'y a sucun saut de T2t et aucun saut de tat+Atm.

Dol 1'on tire .
2, @oy;t +At).= p Ty, ) [’l - p(ygt)At} + o(A+)

Faisant le passage & la limite habituel, on obtient :

5@; 2 (V738) = = 5(5:8) (T 4y)
Dol 1'on tire °
.b
p,(Tiy:t) =C exp w/p(ygu)du
T

Compte tenu de po(%yg T)=4,ona C=4 et

t
(2>, PO( ’Csy;t) = e“bé’p(ygu)du

Calcul de pn(?fsygt)e Les p, peuvent ensuite se caleuler par récurrence
& partir du p = domné par la formule (2). En effet, 1'évinement  "le systime subit

n+ 4 changements de T & t" est somme d°évdnements définis comme suit °

= De’T3 s(T<s < t) aucun changement ne se produit .
probabilité P, ({Z,’gygs)

= Dans llintervalle (s, s + A s) le syst®me subit wn changement qui améne une
valeur comprise entre z et z + [\z. Probabilité :

[de 2.9 + o4l [y +ha) - 2a3,45]
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- Enfin de (s -+As) & t le systeme subit n changements, avec une

probabilité p (s + Ds, z,%)

Un tel évinement possdde la probabilité .
p,(Tovss) plssy) |\, Blesyyz) 2 (s,5t)As + o(hs)

Diod, en sommant en s et en z -
2

t
(3) P4 (€3 t) =/ dS/po((C'sy;S) p(s,5) p (s;35t) ¢3P(ssy32)
T
Dans tous les cas, on aura -
P(tyygt) = Z: Pn(rd 9y§t)°~<s/l
n=0

F("(‘:gy;t) représente la probabilité pour qu'il n'y ait qu'un nombre fini (quelcongue)
de sauty de 'Z:E t. Dans la plupart des applications, on aura 1'égalité P =A, ot il
sera presque certain que le processus ne subit qu'un nombre fini de saguts sur un
intervalle de temps fini. Le cas ob lion a 1l'indgalité stricte P<A permet, avec
une probabilité non nulle, 1'apparition de discontimuités de X(t) de nature plus
complexe qu'“un simple saut. Cette circonstance a été déji rencontrée & propos des
chatnes de Markov.



79 a=

CHAPITRE X

_ LES FONCTIONS ALEATOIRES STATTONNAIRES
I.- GENERALITES '

- Dans-ce chapitre, nous allons nous intéresser sux fonctions aléatoires Z(x),
ot ~x- désigne le point -cqui'ant de l'espace R 2 n dimensions. Dans le cas parti-
culier--n = 1; et en remplagant x par $ (interprété comme un temps) 2Z(%t) est un
processus stochastique. Mais, en général Z(%) ne sera pas markovien : son évolution
pour t > 1‘;0 dépendra, en général, non seulement de 2( to) mais également de toutes
les 2(T) pour T ¢ t o Dans le cas général oh n #1, la notion de caractdre mar—
kovien pour une fonction aldatoire Z(x) n'est méme plus définissable (du moins de
manidre simple).

En termes intuitifs, une fonction aléatoire Z(x) peut 8tre regardée comme
une variable aléatoire & une infinité de composantes Z_ (x€ M), infinité dtail-
leurs non dénombrable. Ia composante Z - n'est autre que la valeur prise par la fonc-

tion aléatoire am point x.

Du point de vue de 1'axiomatique, ce passage & une infinité de composantes
souldve des probldmes assez difficiles. On doit prendre comme espace E des évime-
ments élémentaires l'ensemble des fonctions rumériques réelles définies sur R®. Un
événement élémentaire € est ainsi identifié & une fonction particulidre que nous
pouvons noter . fe(x)o Supposons qu'il nous ait été possible de définir une g-algd-
bre (L sur l'espace B des fonctions numériques, et une probabilité P sur 1fespa~
ce probabilisable (B, Q). La fonction aléatoire 2 est alors définie comme 1'appli=-
cation 2Z(e) = f’e(x)g qui est l'application identique de E.

Diun point de wvue beaucoup plus intuitif, on peut imaginer que 1l'indice
e(e & E) de chaque fonction fe(x) est inscrit sur un carton : l'ensemble (infini
- non dénombrable {) de ces cartons est placé dans un chapeau, et on procéde & un
tirage au sort selon la loi de probabilité P défini sur (E,(L). L*épreuve ainsi
définie consiste done & tirer au sort (selon la loi P) une fonetion particulidre
fe(x) parmi 1l'ensemble de toutes les fonetions possibles. Le résultat dtun tel tira-
ge, qui est une fonetion particulidre fe(x) (e fixé) s'appelle une réalisation de -

la fonction aléatoire.



80&‘”

o L o on

-Soient s Xgsove F k points définis de R~ et Byseve k -nombres

réels: Parmi-l'ensemble-de toutes-les-fonetions: ~fé(~x)—de--E - considérons le sous-
ensemble A constitué par les fonctions Ze(x) vérifiant les inégalités o

2,(5)) < 50 oo Boln) £

La o-algdbre QL est toujours choisie de menidre & ce que A soit un évd-
nement. Soit P(A) sa probabilité, qui dépend & la fois du choix des points d’appui
Xjsee X, of des nombres z, ooe o P(A) est, par définition, la probabilité pour
que la fonction aléatoire Z(x) premne, aux points Xys coo Ko des valeurs nmuméri-

[

gues inférieures respectivement 3 Zgeoe zkaPosons M
P(A) ; Pﬁ(ﬁ)< 2,19 oo z(xk) < Zk" = F(Zﬁgoeo Zkg ngeoo Xk)

On voit que F est la fonction de répartition de la variable aléatoire & k
composantes (Z;; oo- Zk) définie par -

Zy = 2x)

B = 2x,)

L'ensemble de toutes les lois ¥; pour tous les systemes possibles de points
d'appui Tgseeo Tys constitue la loi spatiale. Si le nombre n des dimensions est’
égal & 4, et si x =t est interprété comme un temps, l'ensemble des lois F sfap-
pelle loi temporelle du processus stochastique 2(%).

On peut encore présenter cette notion de la manidre suivante (équivalente) :
Si r,i est un point défini de Rn” supposé fixé, ZG(XZL) est une application de E
dans R qui, 3 tout € de E, fait correspondre la valeur numérique Ze(x,l) que
prend au point x; la fonction particulidre Ze(x) associde § €, On s'arrange tou=
jours pour qu'une telle application soit mesurable. Alors Ze(xi)g application mesu~
rable de B dans R est une variable aléatoire ordinsire Z(xl)

De méme, avec k points d'appui X5, oo X, les Ze(x'].)"” Ze(xk) défi-
nissent une application (mesurable) de E dans ng c'est-a~dire une variable aléa=

toire vectorielle & k composantes.
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| - Adnsi, & tout groupe de- k -points-d'appui -xisau;—xkg nous -assgcions une va=
riable«veetoriel—le~---zl(x&')_-9-aa(~Z(xE—) dont les -k - composantes ne sont autres que les,
k--valeurs-(aléatoires) prises par la fonction aléatoire Z(x) en ces k points dfap-
pui. A cette variable vectorielle est associée sa fonction de répartition
#{ zi,oozkgxa_“ka)g et 1'ensemble de toutes les lois P pour tous les points dappui
possibles constitue la loi spatiale de la fonction aléatoire Z(x). '

La loi spatiale permet de résoudre tous les problémes ol n'interviemment
qu'un nombre fini quelconque de points d'appui. BEn général, les axiomes des o-algé-
bres permettent également, par passage & la limite;, de traiter les cas ol intervien-
nent une infinité dénombrable de points d’appui. Par contre, des difficultés trés
réelles surgissent dés que les points d'appui sont en infinité non dénombrable. Par
exemple, pour un processus stochastique Z(t), on peut s'intéresser & la probabilité:

P(a(t) < & Y& t <t Kty)

pour que Z(t) reste inférieur & une constante ‘o pendant tout 1'intervalle de femps
( to,tﬂ.)q La loi temporelle ne permet pas, & elle seule, de calculer une telle probé»
bilité. Il est nécessaire de faire intervenir des hypothéses supplémentaires concer-
nant la probsbilité P définie sur 1l'espace fonctiommel E et sa o-algdbre (par -
exemple, on pourra supposer que P est telle qﬁe Z(t) soit presque surement une

fonetion continue) o

Nous n'insisterons pas sur ce genre de difficultés, et nous nous cotitente-
rons d'étudier les propriétés qui ne dépendent que de la loi spatiale- Pour abréger
les notations, nous nous limiterons au cas n =4, c'est & dire & l'étude des proces—
sus stochastiques et de leurs lois temporelles. Les résultats obtenus (3 1'exception
de ceux qui concernent les processus markoviens étudiés dans les chapitres précédents)
stétendent sans difficulté aux fonctions aldatoires et 3 leurs lois spatiales, clest-

" .f-dire au cas n > 1.

II.- PROCESSUS STATIONNAIRES D'ORDRE 2

Soit X(t) un processus stochastiéueg Soient tyeo- t}; des instants, et

E'(xigm X5 bpoeo tk) .—.PQ{(t,1)< s oo x(tk).(xk)
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la—fonction de répartition des-variables aléatoires X(tﬂ>a’ozX(tk)‘s -I1 est évident-
que -1fordre- dans -lequel on-a-rangé-les instants d'appui ne-joue-aucun r8le-ici. Au-
trement dit, pour toute permutation (iﬂ',occ ik) de (4,0 k), on doit avoir :

(1) F( i §Re® ° t" geoe to )EF(I goee & t gooo t )
| xlﬁ xlkg i i 19 5t &

Ls condition (1) est une condition de symétrie que la loi temporelle doit

nécessairement respecter.

Moments de la loi temporelle.
11 n'“y a aucune difficulté & définir le moment L (t,l
(cc 00 “k)” dépendant dez instants % goos Ty y COmMES l“espér%_nce Tmathématique, si el-
le existe, du produif [X(tﬂ)] 1 [X(tz):l,“ . M (‘bﬂgt ooot ) ne dépend que de

la fonction de répartition F(glgwﬁ ,1,..,‘5 ), © estuawd:.re um.quement de la loi tem~

s000 tk) d'ordre

porelle.
En particulier, soit m(t) le moment d’ordre 4 (s'il existe) -

mi(t) =n(t) = x(t)_k / xd_ F(x.,t)

C'est une fonction de la seule variable t. Comme on peut"cdujours remplacer

L]

X(t) par X(%) = m(t), nous la supposerons dans la suite identiquement nulle .

(2) m(t) =

De méme, le moment d'ordre (4,4)

ne dépend que des deux instants ) et %,. Comme m(t) est supposée nmulle, ce moment
est égal & la govariance de X(t;) et X(t,). Nous écrirons K(t,igtz) au lieu de

AL DY,

(3) K(ty.t,) = B [x(t,l) x(tzﬂ

2
En particulier, prenant t;=t, = t, on obtient la variance © (1) de X(t):

(a) o () = K(t,t)
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Processus Stationnaire:
-Un-processus -stochastique --X(+)- est dit stationnaire lorsque sa loi temporel-

_ le est homogéne dans le temps, ¢'est-a~dire lorsque l'on a -
(5) Bxyoeee Tgtyoes ) = Pz oo xgty + Mowor b, + 1)

quels que soient les instants.. fy... tk: et la translation h.

Les moments d'un processus statiormaire possédent la méme propriété d'homo=

o,

généité dans le temps. En particulier ©
n{t) =m(t + h)
K(ty,t, ) = K(t,+h,t,#n)

I1 en résulte que m(t) est une constante, que nous supposons d'ailleurs
nulle conformément & (2), et que la covariance K(ty,t,) ne dépend que de lg diffé-

rence tq_”tzs et non de tﬂ et 1;2 séparément (pour le voir, il suffit de prendre

h ==~ 1, dans la relation ci~dessus) ¢

n(t) = o

(6)
K(t,lgta) = K('lgi - tz)

Inversement, si un processus stochastique vérifie les relations (6) on dit

qu’il est gtatiomnaire su sens large ou gtationnaire d'ordre deux. .

On notera qu'un processus stationnaire au sens large peut trés bien ne pas
&tre stationnaire au sens strict, can (5) n'est nullement une conséquence de (6).
Dans begucoup d'applications, cependant, on nfutilise que des propriétés lides aux
moments des deux premiers ordres, de sorte qu'il n'y a pas lieu de distinguer entre
processus stationnaires sensu lato ou sensu stricto. En particulier, les propriétés
de la covariance restent les mémes.

La covariance K{ h Zo

Soit X(%) un processus stationnaire. D'aprds les relations (6), la fonction
(7) K(h) = B|X(t) X(t + hfj

ne dépend pas de t, et représente la covariance (stationnaire) des valeurs prises
par X(t) en deux instants quelcongues distants de h. ‘
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Propridts 1 - la covarignce K(h) est uné fonction de type positif.
En effet, soient Y000 By k instants et A,5.0 A,k nombres complexes.

Congidérons la variable aléatoire
Y| = 2 a3
oA x(E) ) = 2 A n x(t,) X(+.)
=2 i $73 173 i 3

Elle ne prend que des valeurs positives ou nulles. Donc ona :

E(T) 3> o

Or, diapres (7)

E(Y) Z: Ay ;\, K(tut)

i,
Par suite K(h) est de type positif (chapitre ITT, paragraphe 4).

Conséguence. Les relations (12) du chap.III, donnent °

K(o) > o
() K(-n) = K(n) /
|&(n)| < (o) T
Les relations (8)sont du reste évidentes: K(o)est la variance de X(t) et EK(h)la co-
variance de X(t) et X(t+h),donc aussi de X(t-h)et X(t)puisque le processus est ata—
tionnaire.
Propriété 2 ~ Pour rgeessus sto
en moyenne guadratique, i ut ek i

en h = o,
28,80

Par définition (ch.IV,parag.3) X(t) est continu en moyemne gquadratique si

lim E[(X(Hh) - x(t))fl =0

h == 0

[[x(t-m) - x(t)].] 2[1{(0) ~X(n)|

d'oll 1a propriété 2.

l'on a o

Or, ona -

Remargue - On sait (ch.III,parag.4, propriété 2) que K(h) est continue en tout point h

si elle est continue en h = 0 ainsi 1a conti_nuité en moyenne gquadratique de K{t) egt

équivalente & la continuité ordinaire de sa covariance K(h).
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Propriété-3-~-Pour-gutune foretion -K(k)-soit la-covariance- lun-processus -eontinu-en
moyenne-quadratique;-et-de-variance-finie; il faut et il suffit qulil existe une

_ fonetion de répartition G{x} telle que 1°'on ait
(9) £(h) = (o) /’cos nx 4 6(x)

La condition-est nécessaire o X(h) , covariance d'un processus continu en
moyenne quadratique; est contimue en h = o (propriété 2) et de type positif
(propriété 1). Donc, d'aprés le théordme de Bochner (ch.III,paragr-IV), il existe

une fonction de répartition @(x) telle que :
K(n) = K(o)‘/'eihX a ¢(x)

Comme X(h) est rdelle, la répartition définie par G(x) est symétrique
[on a 6(x)= 1 =6(-x+ oﬂ et (9) en résulte.

Réciproquement, si K(h) est de la forme (9), elle est continue, et le théo-
réme de Bochner montre qu’elle est. de type positif. On démontre qu'il existe alors
un processus stationnaire ¥ Joi temporelle gaussiemme admettant K(h) comme cova-
riance (donc' continu eq'moyénne quadratique d‘aprgs la propriété 2).

Ainsi 1a>classe des fonctions de covariance des processus continus en moyen—
ne quadratique et de variance finie s'identifie & la classe des fonctions de type(9)
et aussi & la classe des fonctions de type positif réelles et continues.

III.~ DERIVATION STOCHASTIQUE.

Blen que les notions d'intégration et de dérivation en moyemne quadratique
soient surtou'b utiles dans le cas des processus statiomnaires; il est préférable
de les mtroduire dans leur genéralitea Dans ce qui suit X(t) désignera un proces-
sus non Stationnaire de variance finie, de moyenne m(t) = o et de covariance
K(ty,t,)e Les énoncés se particulariseront sans difficulté au cas od x(t) est sta-

. tionnaire (sensu str:.cto ou sensu lato) en prenant K(t,lg tz) = K("b,l-tz)
Définition

On dit ggu?‘un processus X'(t) est la dérivée en moyenne quadratique du pro-
cessus X(t)si Jw%mﬁ_ﬁ,, i

converge en moyenne quadratique vers X'(t)lorsque h tend vers o,




(10)
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¢'est-a-dire si 1l'on a &

fnp )= XG) - X (t) £l o
h—%o0 | b -

‘Pour trouver une condition nécessgire et suffisante de dérivabilité, nous
utiliserons le critére de Cauchy (ch.IV,parag.3) sous la forme suivante

Lerme ~  Soit X.A(t) un processus admettsnt une variance finie et dépendant d'un para~

(11)

a/

(12)

m¥tre réel A. Bour que X,(t)_converge en moyenne quadratique vers un processus X(4)
lorsque A —=> 0, il faut et il suffit gque pour tout + la limite : S
m  E[x(6) 5,(4)]
A —% 0 D Tyt
AP == 0

existe et soit ls méme guelle que so:.t la manidre dont A et A’ tendent vers o o. -

La covariance Kftgt“} de la limite xf’cz est alors donnée par .
K(t,11) = [:gjt) x,\(t ]

?\.-—’)r 0
Diaprds le critére de Cauchy, XR( t) converge en moyenne quadratigue si,
et seulement si - '

Lin Fxh(t) - X, (tﬂ“

A s=de O

M WJ = 0] afi, (9] 2 1,0 3 tﬂi
| M0

On voit immédiatement que la comdition de 1'énoncé entratne 1'égalité ci-

dessus, donc aussi la convergence en moyenne quadratique.

Inversement, supposons que K)\(t) converge en moyenne quadratique vers X(t).

L'inégalité de Schwartz peut s'éerire

E‘-\—I)\(t) - x(tS\E\ = El-x)\(t)?:]+ E[X(t)gl- 2 El-x(t) 15\(1;)‘,

o] - Vel |°




(13)
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et donne _ . -
in - E [x,\(t)g‘ =E fx(t)ék |
A =0
Le critdre (12) de Cauchy donne alors &
. ;
v o B[x(8) x, (0] = = {xw?
A= 0

et la condition de l'énoncé cst vérifiée.

Ls relation (13) s'identifie avec (11) lorsque 1l'on prend + = tf.

Pour + # t', la relation (11) se déduit facilement de 1'indgalité de
Schwartz. On a &

{(’[*(*‘)""(t)*'&(t")-x(t")] g\/[w)-x(t)] Ve |50 .:;(t»)]z ;.‘2

d'od 1'on déduit que Xx(t) + Xk(t“) converge en moyenne quadratique vers X(t)+X(t'),
ce qui entraine, dtapres (13):

2 [xx(t) ] + E\;t?\(t“ —\ +2 E%(t) Kk(t“)“
_ EE‘(’“).\ N E]X(tv)—‘ +2 Efx(t) x(tvﬂ

7\.*0

Comme

lin E[X}L(t)é‘ - E'I'X(t)é-)
Lim E]'x)\(t')é-]= 2{x(s)7]

I1 vient bien

N _12051 {xh(t) Xx(t')—\ = E\X(t) X(t')-\

clest-3-~dire (11) °



Théoreme 1 = Pour di'un-processus-de-variance

>

quedratigue, il faut et il suffit qu'en tout’ t la limite °

K(t+h, t+b) = K(t@g-t)‘ - K(t, 0+ ) + K(+, 1) = [’02 K(ty,%2)

lim
E;+o' nl 0t, %,
Ay 30 ' = t =
| | t*l" ty= t |
existe gquelle que soit ls maniére dont h e’ce. tendent vers O. Dans ces conditions,

2
1a-dériyée-seconde %K %tZ) ‘existe aussi pour & # %, &t coincide avec la
govariance de 1a Y 0% gerivée e x(t).

C'est une simple application du Lemme o X(t) est dérivable si, et seulement

si

in g |( %) - 2(0) (2 ) Qx(t)“

h o3 © h .
g —>0 - ‘ L /
- %m K(t+h,t48) - K(t+h,t) = K(t,t+8) + E(4,t)
€ ¥ O 7
. 2 ) ,

existe. Cette limite, qui est la dérivée seconde {()K(tra’tz) en t,1=t2= t eat alors
+, 0t
4 V2

égale, dlapres (13), 3 E [x“(t)ﬁn La covariance de X*'(t) est alors

donnde par (11)

lim E X(t4m) - X(t) X(t'+h) gx(tv).
h e o h ‘h

- 1y Kb, t'4h) __x(t,tﬁ-%) - K(t+h,t7) + K(t,4°)
h =30 h

_ Pxe)

T Bt 0t

On notera que l'existence de la dérivée seconde de‘K(tv tz) sur la bissec-
trice t,l = ’sz =t entrafne son existence en tout point (tigté)g



89 =

I1 suffit d'appliquer le théordme précédent avec K(tigtz) =IK(t1 = ty)

@énéralisation -~ Les résultats précédents s'étendent d'eux mémes aux dérivées succes-
sives d'un processus X(t). Ainsi, pour que la dérivée X(k)(t) d'un processus
stationnaire (au sens large) existe, il faut et il suffit que K(h) soit 2k fois
dérivable en h = 0. BElle est alors, comme on sait (ch.III parag.4,propriété 4)

(k)

2k fois dérivable en tout point. La dérivée X/ (t) est également stationnaire

(au sens large) et admet la covariance

k52K ¢(p)

.

IV.- INTEGRATION EN MOYENNE QUADRATIQUE.

Soit X(t) un processus (non stationnaire) de variance finie et de covarian—
ce K(tistz)a Soit aussi p(t) une fonction numérique (réells) non aléatoire.

Nous cherchons 3 donner un sens 3 1'intégrale
b

I -_~/ X(t) p(t)at

a
Une telle intégrale, qui dépend de la fonction aléatoire x(t), ne peut dé-
finir qu'une varisble aléatoire © la varigble aléatoire I(lorsqu'elle aura regu

une définition précise) sera appelée intéerale stochastique.

Pour définir I, on procédera exactement comme dans le cas d'une intégrale

-}

ordinaire. Divisons 1'intervalle (a,b) par des points ¢
8=t Lty Kosolty =D
et formons la somme -
(14) I = 1221 (%) p(ty) (8 -4, 4)

I, est une variable aléatoire (ordinaire) parfaitement définie.
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‘Pailsons temdre -n--vers-1'infini, de teélle manid¥re que les intervalles
: (ti «-1"fi) convergent uniformément vérs O ¢ '

Sup (t; - t; 4) - 0
1£ign
Lroil existe une variable aléatoire I telle que I‘n converge en moyenne quadra=
tique vers I, on posera (conventionnellement) : '
b

I= / X(t) p(t)dt

: a
et on dira que I est 1l'intégrale (en moyemme gquadratique) de p(t) X(t) sur le
segment (a,b)o

Si a==99; ou b=+0o, on définira 1'intégrale comme la limite en moyen-
ne quadratique (si elle existe) des intégrales correspondsntes pour g —-- ~co
ow b e +20 , '

Ihéordme 2 -~ Soit X(t) un processus de yarience finie, de covariance K(tyst5)

Pour gque 1'intégrale en moyenne uadratique
| b
(15) 1= /" xe) s(e)at

a

L]
[

‘existe; il faut et il suffit.que 1'intégrale double ordinaire

(16) s? = / ybx(tgtﬂ) p(t) p(t7)at at*
& a

existe : dans ce cas, on a de plus
TR

(17) -, s° = E \:121

Considérons les sommes de Riemann définies en (14). Diaprds le critére de

Cauchy, 1'intégrale I existe si, et seulement si ..

) 2
lim E[(In-lm)]=o

N i o0
W = o
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- Le lemme du:-paragraphe précédent montre (moyennan'b-—des changements de note= N
tions évidents) qu'il en est ainsi si, et seulement si la limite.

© lim EI I)=
n =3 50 oo
m == 70

existe et que 1'on a alors A = E(I%).

Soient 3 et 55 les points de subdivisions utilisés dans Ea définition
del etl .Ona.

I I = Z Z x(£,) X(s.) p(t.) »n(s.) At. As.
n by yor 3 i 3 i)
et n mn
B(I I-) =Z Z K(t,58.) p(%;) p(s-)AtiAs'.
nw’ iy oy i i 3

Par suite la limite A existe si, et seulement si, 1'intégrale (16) existe
et on a alors A = 32,, donc 82 = E(Ia)o

Par passage & la limite, on voit facilement que le théordme subsiste si a,
ou b (ou les deux) devienment infinis.

Corollaire 1 -~ Si X(%) est un processus stgtionna:.re au_sens large, de covariance E(n),

1'intég;'_al (15) existe si, Sl et seulement si,1'intéerale ©
(18) S =// K(t = t?) p(t) p(t?)at as®
a8 a

2

existe. Dans ce cags, ona S = E(Iz)o

Corollaire 2 - Si 1“1ntégrale (& limite varia‘ble)

(19) ¥(t) / x(s) p(s)ds

existe, la dérivée Y'(%) du processus Y(t) ainsi défini existe ausei et coincide
(presque certainement) avec X(t)

Yi(t) = X(t)
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En effet, puisque Y(t) existe, 1'intégrale
_ : tnt
$2(+) = E[r(t)fl -/ /’ K(s,8') p(s) pls')as ds’
o a a .. |

_existe é.pgasi, et Y(t) a une variance finie, donc aussi une covariance Q(t,t*)
définie par = - -
Q(t £7) = B Y(t) Y(t“)]
Appliquons le relation (11) du lemme du paragraphe précédent. On a .

Q(tst') = lim E(Y () ¥ (tﬂ})

| 1 3 50 |
od ¥n(1:) et Yn(t“) désignent des sommes de Riemann approchant Y(t) et Y(t?).

. Soit, par exemple, t <t' = i: et t,_=1 un point de subdivision coincidant

avec t o v : ]
g =3 S Ne, As
E(vz (¥) T(¢ )-E J}T_;_';L K(ty,%,) 2(t;) plty) Doy At
dtol 1'on déduit -
, 7 t
(20) Qt,t%) =/ds/ K(s,s') p(s) p(s?) ds'

Comme Q est dérivable en t et t!, la dérivee Y'(t) existe en moyenne
quadratique.

Enfin, par des passages & la limite trds analogues, on montre que l'on a .

E‘-(Y'(t) - X(t))é—\ =

d'ol résulte la derni¥re affirmation.

Remarque 1 = Si l'espérance mathématique de X(t) n'est pas identiquement nulle, on

voit facilement que 1'on a .

E[fbx(t) p(t)dt] =/bE [X(t)] p(t)dt

a
sous réserve que l"intégrale stochastique existe en moyenne quadratique. De méme,

diailleurs, pour la dérivation

(£ x] - & s [xe]
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zie-symibote- 8- (esnerance mathématique) Eewzt"étre' permuté avec les Sym-
boles d*inté at:.on, et do demvatlon (gous réserve que 1'intégrale ou la dérivée
,sto_ca; tiques existent en moyenne quadrdtique). ' ,

T ,

Remarque 2 - Supposons que, dans 1'intégrale (19) 3 limite vardable, X(t) soit stations

 naire-au sens large. Il n'en-résulte pes du tout que Y{(t) soit également station-
naire;- car-la-covariance Q(t;t') définie en (20) n'est nullement de la forme Q(t~t?),

lorsque K(s,s?) est de la forme K(s-s'). Cela tient & ce que la borne inférieure

dtintégration (I, reste fizxe lorsque t varie. Pour obtenir une intégrale station-

naire, on doit faire varier simltanément les deux bornes. Ceci nous conduit & dé=

finir une opération de gomfolution stochastique, trds utilisée notamment en élec-

tronique. ) _ : ,
Si i‘d(’é) et £,(t) sont deux fonctions (ordinaires) on définit leur produtt

~ de convolution ¢
' - *
g=1, 7 T

2(4) f £ (t-s) 2,(s)as =/f (s) £,(t-s)ds

O

par 1tintégrale

Dans le cas particulier (trds important en physique) od
fa(t) =£,(t) = 0 pour £<£0
1la convolution prend la forme .

| £
o4 = /" £y(e0) £(e)  (620)
[ - _ |

e(t) = 0 o (t<0)

onvolutlon Stogba_;s_tggue =~ Soit X(t) un processus stationnaire au sens large et p(t)
une fonetion (dite souvent fonction de pondération) Si l‘mtégrale stochastique :

(21) ¥(t) / X(t=s) p(s)ds / X(s) p(t-s)ds

oo DO

existe en moyenne quadra,thues on pose
Y = p¥* X

et on dit que Y(%) est le convolué de X(t) par p(t).



9ds=

Les -intégrales & limite fixes (a;b) peuvent toujours s'obtenir comme cas
-particulier de (21) &Il suffit-de prendre +t = 0, et d'annuler p(t) en dehors

d'un intervalle convenablement. cho‘iéio

Soit K(h) la covariance stationnaire de X(+): La convolution (21) est défi~
nie s8i 1'intégrale.

E [Y(t)é} =//K(s - s‘;) p(s$ p(s?)ds ds?

est définie. Lg covariance de Y(t) existe aussi, dans ce cas, et se présente sous

’Q(‘Bgt") =//K(t -t =38+ 8') p(s) p(s')ds ds?

Elle-est de la forme Q(t~t!). Ainsi la convolution Y(t) définie en (21)

conserve le caractdre stationnaire au sens large. La covariance statiomnaire Q(h)

la forme ©

est donnée par -

a) = // K= s+ 8) 306) 2(s")eo 2

€~
Soit p(s) = p(=s) la_trensposée de p(s) et

v
P= p*p
ou, explicitement’

P(u) = / p(v) plutv)av

le produit de convolution de p par sa transposée. Posons s' =8 +u et ealculons
(22) en varisbles s et w : il vient : -

Q(h) =/K(h + u)du/p(s) p(s + u)ds = /K(h + u) P(u)du

Comme K(h) = K(-h) et Q(h) = Q(~h) (en fait, on a également P(u) = P(~u)),
1a covariance Q(h) de la convoluée se met sous la forme d'un produit de convolution . '

v

Q=K%P = K%p#*p
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Ogs particulier - - Dans -beaucoup d'applications; Y(t) me doit dépendte que des ‘yaleurs.
prises -par-le processus- antérmurement & 1%nstant présent t« La fonetion de pon~
dération qui figure dang (21) doit alors vérifier o

: P(t)EO pour t < 0
et les formules précédentes s'éerivent ©

490
¥(t) = / X(t-s) p(s)ds
Q

P(u) = / p(v) plutv)dv - (ux0)
o o
P(su) = P(u)
_ +50
G SEE Lﬁ(h +) P(u)au

Mentionnons encore le théoréme suivent, dit parfois théordme ergodique, dont
1'importance est srande en pratique. ‘Il sert, en effet, de fondement & 1'inférence
statistique en permettant 1l'estimation de la valeur probable E ['x(tﬂ dtun x;roces-
sus stochastique par la moyenne temporelle (calculés sur une seule réalisation de X(t),

Théorgo ergodique ~ S:.

moyenne quadratiaque et de Varlance f:.nie l”intég;‘ale stochastique

1/X(t)dt

. conv resque surement vers E rX( tﬂL lorsque T tend vers 1'infini.

V.~ ANALYSE HARMONIQUE D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE (AU SENS LARGE).

Avant d%énoncer le théoreme général donnant 1la décomposition harmonique d'un
processus statiomnaire, examinons quelques exemples simples qui nous prépareront &
en comprendre la signification et la trés grdnde importance, notamment, pour les

applications physiques.

Exemple 1 : Processus monochromatique. Soit Y et 2 deux variables aléatoires ordi-
naires d'espérances mathématiques nulles, possédant une méme variance finie 0‘12 et

indépendantes (il suffit, en réalité, de supposer que Y et % ont une corrélation mule
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le). Soit A un nombre réel constant. Posons o
x(t) =YcosAt + Z sinht

~ Le processus X(t) ainsi défini est caractérisé par la propriété suivante o
toute réalisation de X(t) est une fonction sinusoidale de période (non &Lléa’coire)2--7-7:-t
Seules la phase et l'amplitude de X(t) apparsissent comme aléatoires, sa longueur
d'onde est déterminde.

Calculons ls covariance -

E“X(t-l-h) x(t),‘ = B %Yz \’cos At+h) cos A t.} +7Y2 ‘-cos(?dﬁh) gin At
+ sin(at+n)eos A q + 7 [sin A(t+h)sin A t‘l g |

2 2
= o chs A(++h) cos At + sin A(t+h) sin A ’07::: ¢ cosAh

(]
@

Ainsi X(t) est stationnaire au sens large et possdde la covariance
2
Kh)= 0 cosh

 Appliquons la propriété 3 du paragrephe 2 © on trouﬁ immédiatement °
| K(h) = crau/)emv a 6(Y) |
3 0 si ? K =

vG(Q‘) 3 s:i.w‘)\.(Q <A

1 ai '9>7\

avec

G(V ) est 1ls fonction de répartition associde & la distribution discréte comportant
une masse % aux pointe V=2 et —9 = = A . En physique, K(h), lide au carré

de 1'amplitude, possdde toujours une signification énergétique. Le résultat obtenu
signifieﬁue 1'énergie du phénomine X(t) est localisable sur la fréguence :9 = A
(les fréguences -~ A et + A ne sont pas réellement distinctes). Ainsi un phéno-
‘méne stationnaire monochrometigue poss‘éde une ém;&gie monochromatique.

La fonction G(Q) est souvent sppelée fonction de répartition spectrale de

l'énergie. Elle donne, en effet, dans le cas d'un processus stationnaire la décompow

3
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sition de 1l'énergie selon les bandes de fréquence. Iei X(t) est caractérisé par
~son spectre monochromatique. ‘

- Il faut bien voir que la possibilité d'une telle décomposition spectrale est
1liée 3 1'indépendance (absence de corrélation) entre les composantes aléatoires Y
et Z. Supposons, en effet, que Y et 2 aient une covariance non nulle

/3= B(x2) s 0

On obtient alors -

2
E | X(%+h) X(t).\ = ¢ cosAh + f3 sin A2t + h)

X(t) n'est plus stationnaire au sens large, puisque la covariance dépend
de t- La variance (énergie) stéerit -

m(x(t)z) = o2 *pein2it

Elle est fluctuaénteo L“analyse harmonique -de’ la covariance ‘donnerait iei;
outre la composante O localisée sur la :E‘réquence fixe: ? As une composante imo-
ginaire fluctusnte (sur la méme fréquence).

Ilya 1% ux;e circonstance qui est de l= méme nature que le principe d'in~
certitude de Heisenberg en mécanique . \quantique. L'énergie n'est parfa:.tement déteére
minde (independan‘ce du temps) que lorsque le phénomdne est statiomngire (de posi-
tion totslement indéterminde dems le temps).

g ‘o ' - N o 8 -
Exegple 2 © Soient maintenaut Y, et 2, deux suites de varisbles indépendantes et d'es= .

¢

. pérances mathémaiiques pulles. Posons .
B(r, T;) =Bz 3y) = 0 (L £3)
BT, z,) = 0 (Vi et 3)

E(Y,kz) = E(Zkz} - 62
2

On suppose 1z série z c =0 convergente. Soit aussi- 7\1: une suite de
k=1~
nombrese Le processus .

I(t) Z:(chos?‘ktd-zksmzkt)
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’. 2o i s 2
existe (la série converge en moyenne quadratique) et poss?ede la variance finie & .

On vérifiers facilement que X(t) est stationnaire su sens large et posséde la cova=

riance - o

k(h) =Z o‘z cos A _h
. k=1
La décomposition spectrale de K(h) fait apparaftre un spectre discret ol
cbacune des fréquences Kk est porteuse de l'énergie 2 Ici encore.cette affec—
tation de quantités d'énergie déterminées & chacune des fréquences cesse d'étre pos-
sible. lorsque les I, et les Z, ne sont plus indépendantes,en méme temps que x(t)

cegsge d'8tre stationnaire.

I1 n'y a sucune raison pour qu'une telle propriété soit particulidre aux
spectres discrets. Le théoreme fondamental que nous énoncerons dans un instant mon-
tre qu'elle est générale. Il nous faut auparavant introduire deux notions . inté-
grales dé Sﬁeltjeg stochastiques, et processus & accroissements indépendants, qui
sont de simples généralisations de notions déji rencontrées. '

Intégrales stochastiques de Stieltjes.

Soit X(t) un processus de variance finie et de covariance K(ti_g t2>e Ltinté-
grale stochastique de Stielijes o

(24) I= f bp(’c) a x(t)

: a
se définit comme la limite en moyenne quadratique (lorsqu'elle existe) des sommes
finies : i ' ) ‘-l

I, = L ﬂ“;.9(1;1) fx(ti - X(tima).

On montre, comme pour l'intégrale siochastiq_ue de Riemsnn, que I existe
si et seulement si 1'intégrale double de Stieltjes .

b b
? = /o) pls) @ K(s,1)

existe, et on a dans ce cas ¢

52 = B(1%)
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;- I1-s'agit-dlune -généralisation évidente des pro-

gesans—,:a-.—accmlssgmentaemdép:endants-“ ot stationneires-étudiés au chapitre V.-X{(t)
est-dit d-acoroissements-indépendants si; ‘quels-que soient les intervalles (ti,t i )
ne se-recouvrant jpas,-les- x.(t“) - X(’c; ) ‘sont mutuellement ind‘pendantno Si 1'%n sup-
pose simplement que les X(‘h“ ) x(t ) ont des corrélations nulles :

(t5, ) () (t.gt“.,) =g =>E fx(t ) = x(ti‘l l-x(t' )= X(%, )1
on dira que le processus est & gccron.ssamen’cs sﬁ corrélﬂ_:_.,g

Nous supposons que X(t) -~ X(0) a wne varisnce finie o (’c)- et une espérance
mathématique nulle ©

; E fx(t) - x(o)‘\ = 0
2
E [(x(t)m x(o))zc‘ =0 (t)

On établit que o (%) est une fonction croissante (mais non. nécessairement
bornée ni continue) et que lfon a pour 0+t <t

ER!(t) - x(%;o)) 2—!= 6’.2(1:) - az(to)

Désignons par K(t,t') la covariance de X(t) = X(0) et X(t') = X(0). L'inté-

3

grale stochastique .

- X(t) = x(0) f a X(+)

existe toujours (il suffit de comsidérer les sommes finies In pour le voir), et on

t %
2 _ 2 gt
o (t) /‘{/’d K(t.t)

Caleulons K(%,t') avec, par exemple, t< %' &

E(t,t') =B r(x(t)ux(o)) (x(t“ )=X(t) + X(t) - x(o))_)
-E I‘(x(t)ax(o) 2]+ 5[ fxto)-x(0) fie)-x()
= O (t)

(comme t est borne commune de {0,t) et. (,t') ce résultat n'est vrai que si o (t)
est cont:.nn en %, mais nous n'svons pas en vue un raisonnement rigoureux).

<

& o
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e

Une :Lm;égrale stochast:.que du ’cy'pe (24) admet de méme 1a variance 2

Zf/p(t) p(t*)-a% K(t, 1)

Onhi 2 Z p(t,) (t,) E(X(t )-(%, _,,5\ Et(tj%x(*j_i)]

= lim pr(t;] fcz(ti) .-aaz(tid)_‘

e e

. b o2 ’
: 2
= f rp(t)-\ d o (t)
by _
Introduisant la fonction de répartition © de la mesure de Dirac.(8(t)=o

poﬁr--—tSo et O(t) =4 pour t)ﬁ.‘ » le résultat obtenu montre que 1l'on peut

derire

(25) a° R(t,5°) = 4.8 (47=t) @ 0°(t)

et cette relation caractérise parfaitement les processus & accroissements sans oor-

rélation .
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théordme fondamental de la

_décompoai‘ciqn spectrale.

Théoréme fondamen m_ Tout rocessus g8t tlonna:l.re au sens
et de covariance K!h} peut ‘8tre mis sous la forme . .

20

(26) x(t) = /cos Mtdg (x)+fsmxt ie, ()

g () et 52( s

o

de plus, quels que soient ;\19?»",19 7\2 et mz .

E((Ei(“zi? - aﬂ‘(’\ﬁ) (£,05) - gz(m?)ﬂ -

2 -3
5,1(7\) et 52(7\) ont la méme variance o (A), bornée et vérifiant :

A27) k(h) = ;os Ahd 62(7\)
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ot sont domnés. par les relstions N

o R B -
[ (A) = 1im 1 / sinAt x(t)dt‘
’ 1 T =l Bo -EE p t
(28) B .
: T
4 AL -cos At
A) = 1i = X(t)dt
)= /T 22 x(t)

Ainsi la ‘cransformation de Fourier échange 1es processus stgtionnsires au sens lar-t
ge et les processus & accroissements sans corrélationa A chaque bande de fréquence
(h,h + A x) de la décomposition (26) est affectée une énergie bien déterminée
Ao‘ A) =¢ (?\. +A2) - Gz(x) mise en évidence par le spectre de K(h) qui apparatt
en (27). J

Nous ne démontrerons pas le théordme fondamen’cal» Nous nous contenterons de
la vér:.i‘:.ca‘tion suivante : soit g (A) et g (A) deux processus & accroissements
sa.us corrélation et sans corrélatl%n mutuelle, possédent la méme variance bornée
g (7\.)9 Alors la relation (26) 4éfinit bien un processus stationnaire au sens large,
dont la covariance est donnée par (27).

En effet, en premier 1:!.’au, X(t) existe, car 1‘intégra1e 2

E YX(t)j /(cos At +. sin® At) d o (7s.) o (?\,)

existe puisque o (?\.) est bornée.

En deuxidme lieu, calculons la covariance de X(t) -

sf;{(ﬁi})}t(tﬂ = / /;oa A(t+h) cos A't dO(aT-A)d az(x)
'\ o0 o

%0 oy 2
+ / ﬁm A(t+h) sin Att 4 6(Af-A) A o (M)

20 =0

2 2
= / cos A(t#h) cos At d o (A) + ﬁin A(t+h) sin At d o (N)
© 0
20
2
= L/;os Ak do ()

A _
Elle pe dépend pas de t. X(t) est bien stationnaire au semns large, et sa

covarlance est bien donnée. pa.r (27).




