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. B 1.~ PROBLEME DES TROIS JOUEURS

Trois joueurs, 4, B, ¢ engagent une série de parties ob ils auront & s'affronter
deux & deux. 4 et B ouvrent le jeu en une premidre partie. Le vainqueur de la pre-
midre partie - appelons le -4 - ge-mesure avee € lors d'une seconde partie. Si A
1’emporte de nouveaw, il a gagné le championnate SLI Cy, par contre, l'emporte, il
prend B 3 partie. Si € est le vainqueur de cette troisidme partie, C a gagné.
Sinon B va rejouer avec A une duatridme partie et ainsi de suite. D'une fagon gé-
néi"aie; aura gagné le jousur qui remporte deux Pparties su@ceséives. (Bien distiz@eﬁ le
. vaingueur d'une partie et le gagnant du championnat).

1°) - On demande de montrer, qu' e genre de champiomnat, il y a presgque stirement un
gagnant, ¢'est-d-dire que le match ne saurait (presque sfivement) s'éterniser.

2°) = On calculers alors la probabilité a priori qu'h chacun des joueurs de gagner
le championnab (probabilités p s 0 Py pc)e

= Pour construire le réisonnement, on pourra se placer & une étape qpmelc:c;my.a.eI du
championnat. 4 ce moment vont s'affronter le vaingueur de la partie précédente -~ que
1%on pourrait appeler le favori F = et son adversaire immédiat - appelé E(ennemi) =
Quant au troisidme jousur - le mort M ~ il assiste passif. On formera un systime
trés simple de velations entre les probabilités £, e, m qulont alors les frois joueurs
F, E et M - non également favorisés — de gagner le championnat.

Ayant montré qu'il y a presque sf@rement wa gagnaut au championnat, on est cer—

tain due -
f+e+n = A



SE 1.~ PROBLEME DES TROIS JOUEURS N SE le= 1

1°)~ Si vne n idme partie-a été joude-{probabilité- 0) -de- cet--Svdnement), ¢ "est-d-dire
8%i1 n'est pas apparu de gagmant jusque 1%; il -y a une probabilité % Que soit joude
une- n#l idme-partie (probabilité @, de cet évinement) - & saveir que le vaine-
queur-de la - n=l idme partie n'emporte pas la n idme partie mais som adversaire., Il
- en résulte que |

/3
-@4-1 =2 G}n
depuis
. A
@, =%

gar les deux premidre parties sont inévitables. D'ok

W, = =g
n o ol
Lorsque n tend vers 1'infini, la probabilité que le jeu dure encore tend vers
zéro. Il est donc presque sfir que le jeu s'arrbters apreés un nombre fini de -_parties
par apparition d‘un gagnant.

Ayant montré que le champiormat ne saurait se prolonger indéfiniment, ¢'est-f-di-
re qu'il doit Y. avoir (presque sfirement) un gagnant, il est 1égitime de rechercher la
probabilité de gagner qu'a chacun des joueurs. .

A un certain stade du championnat vont s'affronter le vainqueur de la partie pré-
sédente ¢ le favori F et son adversaive E. A 1'issue de cette confrontation, deux
éventualités

= F est vaingueur . prc’babili‘se’% ole @ha:ﬁpicnna‘%; est terminé.F a gagné

- B est vainqusur ° w %,, le championnat continue mais,

E vient en position de favori, il joue aves

M qui vient en position d'adversaire,

Quant 3 F, il fait le mort.

81 done E a remporté la partie, la situation est la méme qu'en fin de partie

&

précédente, & ceci prds qus .

P est venu en position de M
E " " de F
i ” u de E



‘Le théoréie des probabilités totales et eompdsées donne ainsi le systéme de

L.
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- Le raisomnement précédent, formulé 3 un stade quelcongue du champiormat, peut

o

&tre. appliqué au aébut de la seconde partie, donc .

4 2 A
m=7 =7 K=7
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E 2.~ PROBLEME DES CHROMOSOMES

Les cellules humaines comportent 24 paives de chromesomes, Les deux chromosomes
dhue méme paire sont en général un peu différents. Les glnes dont ils sont porteurs
et qui commandent les caractires héréditaires ne sont pas en général identiques pour
ces deux chromosomes. Envisageons par exemple la paii"e de ehrcmosorﬁes dont dépend la
‘couleur des veux. Les deux ehromdsomes de la paire peuvent porter chacun le géne des
yeux noirs N, ou chacun le géne des yeux bleus B, ou encore o le géne des yeux
noirs et L'autre celui des yeux bleus.

On 2 donc poﬁr cette paire les éventualités suivantes = avec leur probabilité
respective
probabilité « .
probabilité 2 /6 & & 2/3 +y

probabilité vy

i

fl

W = =
W W =

o6 /3 et y d&tant eomptées sur une population dommée o les mnormsnds par exemple ou
les scandinaves.

Lors de la reproduction, la paire de chromosomes du pdre se scinde en ses deux
chromosomes constituants, de méme celle de la mdre. Parmi les quatre chromosomes 1ibé=-
rés, deux disparaissent (un du pire et un de la mire) et les deux autres se consti-
tuent en pa:i.fz?e dans ]:"oexzf selon les lois du hasard (g_i'u moins en premidre approximas
tion) et formeromt une parbie du patrinoine de I'enfante

On supiﬁose gue le pére et la mdre appartizmment 3 la mfme population de caracté-
ristiques m,,2/3,, Yo

1°) = On demande d'éorire ile: différentes combinaisons de génes N(yeux noirs) et B(yeux
bleus) qui peuvent se constituer avee les probabilités respectives.

20)- D'évaluer, d'apris ce tabledw, ou misux d'une fagon plus
d'avoir chez 1venfant réspectivement
N N probabilité Py

B B probabilité Ppp
N B probabilité oy

On considérera que NB est Squivalent & BN.
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3°)~ -De montrer que -le-patrimoine- 1}9"”8@1‘1}&11’6 est conservatif, cl'est-a-~dire que la pro-

babilité By A'avoir -H(ou - Py davoir B) dans son patrimoine gene‘blq_ue est la méme
pour les pavents et pour 1llenfant.

©On-sait que la couleur de 1l'iris dépend de ces combma:.sons, le géne x noirs N
1'empor‘ce pour s couleur des yeux sur le géne yeug bleus B (le g8ne B est réeessif,
il peut exister & 1'étab latent et ne pas se mamifester).

Ainsi ¢
la combinaison N N domers des yeux noirs

la combingison B B  donnera des yeux bleus
1a combinaison N B dommera des yeug noirs (dits noirs impurs).

I1 n'est pas impossible gue des parents aux yeux noirs engendrent un enfant aux
yeux bleus. Il est par contre impossible (selon la théorie du moins !) 3 des parents
aux yeux bleus d'avoir un enfant aux yeux noirs.
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1°) «--Voici-le-tablemu-des combinaisons possib

d

dcrites enbre Eaien%ﬁ%ses.

Pﬂents‘ .
¥ ¥ (a) | ¥ B@AB)| B B (y) [(py=c+p)
(pg =Y +/3)
5w (6 ! ggzg) L NCON
¥ ¥ («ff) ¥ r (3% N B (fY)
¥ B (38l y 3 (o&ﬁ) ¥ B (28%) | B B (/37)
| "B B (/g?)
¥ B (py)
B B (y) REE: (e v) 3 B (’z:) B B (Yz)
(pg=c+p)
 (pg =y +b)
29) = La probabilité d'avoir NN s'évdlue en dénoubrant les combinaisons N N sur

le tableau précédent. Plus“"éimplemenﬁ, comme les &vdnements sont imégendantsg la pro=-
babilité d'avoir N N chez 1'enfant est égale au produit des probabiiités dfavoir N
chez le pére et N chez la mdre (proba‘bi;ité composée pour des évenements indépen-
dantS)o

2 2
gy = By By = (py) = (x+/B)

De fagon analogue
2 2

pgp = (pg) = (of 4



La probabilité d'avoir N'B chez l'enfant est égale & la probabilité dlavoir N

chez 1e~péré ‘et B chez la mire sugmentée de la probabilité davoir B chez le pire
et N -chez la mdre (probabilités totales et composées).

Pyp = Py Pp t Py = ZPNanz(“+ﬁ)(Y+Ié)

2
PR = (x -.%?/5)
Py = (2 )y +/5) Py *Phyp t P = 4
a2
= (y + )
30 )m La pi‘obabilité» 1:_)'E qu'a 1'enfant d'avoir ¥ dans son patrimoine est égale au
repport du nombre d'évinements favorables au nombre total d'évinements possiblés <
2 . .
2( -s:-/&) + 2(x +/A)(Y +[%) : _
_ 2
! = = (o +8) + (a +P)y +B) = (ot )(cc«a-alé»w)
de méme
P'p = Y*R= 1y

Il 7 2 méme probsbilité de trouver le géne N(}i"m) chez l'enfant que chez les
parents (pN>‘ Le patrimoine génétique est conservatif.
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E 3.~ MISE EN PLACE DE PARTICULES DANS DES CASES

Cet exercice vise & résoudre de fagon élémentaire une question dont il sera don-
né ultérieurement une solution beaucoup plus élégante par le biais de la "poissomnisa~
tion *

'fOn met en place n particules dans N cases. Chaque particule a la méme chan-

cg de tomber dans chacune des cases. Une méme case peut recevoir plusieurs particules o
on a affaire 3 N' évinements élémentaires équiprobsbles.

1°) Caleuler la probabilité Po(n,ﬂ) pour que les cases soient toutes occupées. On pourra,

(1)

20)

(2)

(3)

(4)

pour cela chercher la probabilité @ G(n,N) =5, =P o(ngN) pour que 1'une au moins des
N cases goit vide. Etablir '

a n k n N ¥  Ln
Polmel) == Ol =)+ wee () 0y (=) + eo0) Gl - )

soit

N x k  .m
.PG(‘n,I\T)} =k§ (=1) CN(l- ﬁ)

D‘une f’a_gon plus générale, on cherche la probabilité Pm(n,N) d'avoir exactement

m cages vides.

On pourra désigner par
.
Angm = N P({ 1-N)
le nombre de configurations ne laissant aucune casé vide.

Montrer que le nombre de configurations laissant exactement _m_ cases vides est:
m

ce An,,Nmm

En déduire l'e@ressmn ds P (n,N)

P_(n,8) = ¢ Z (0% k(1 - B3l
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*
-

Nem

(5) B (041,N) = —p— B (n,) + == B, (n,W)

Remarquer que l'on peut démontrer 1°ezpression (4) Y partir de la relation (5) et de
1'expression (1) des Po(ngﬂ).

4°) Montrer que la probabilité UP(n,,N ) pour que p cases domnées soient occupdes est

2 E ok o |
(6) Bwn) =)__ () o, @-B
| — A

On procédera de fagon analogue 3 celle qui a permis d'établir la relation (1)

on pourrs chercher & déterminer 1la probabilité Vp(n,,l\l) = Up(n,,l\l’) ‘pour que l'une au
moins des p cases ne soit pas occupée.
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1°) Si aig_az,,“q. Bgesce Ay sont'les événements ® aucune des n particules n'atteint
la case numéro i " et
(a{) la probabilité que la case i ne soit pas atteinte 8 = (a w%-)

(a ) 1a probabilité pour que ni la case i m la case j ne soient atteintes

= - N)
(a, . . ) 1A probabilité pour gqulaucune des cases i,,i....i_ ne soit atteinte
pdneo a’72
a2tk
ldiaowol = (’1 - ﬁ)
et S/lg 82,"0 Slc les fonctions' symétriques

. 4 . A B
S, g; a (GN termes égaux) S, = CN(/I _,%)

2 n
2
S, 213 83 (C’N termes égaux).  S,= CN<1 - 1'?'{')

poax s k n

' k
8, = 2___ %i (G termes égaux) 8, =¢ (I_L - ‘1’\’1‘)
‘1 20 Q:Lk

. . ton: . s N 5 °
La probabilité %(npl‘f) pour que 1'un au moins des éveénements a;, ayes” a;e..ay

" se produise est dounde par le thdordime zénéralisé des probabilités totales -

[ -] o k 1 N“’l
Qo(ngn)gp{%+ agbesot %3 =8, ~ s 4 ooof=1) 8, Foeo(=1) Sy
A

PR N1
Q) = G =B = qa =B+ o)) @~

d'ot

¥ " n
(2) B (a,l) = 1 - ¢ (aut) e;;°<»1>k 6 -5 /
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]
2°) Le noubre de configurations ne 1a:r.ssant aucune case vide est ¢

(2) Ap= NP (n,n)

Désignons par Angl\i’(m) le nowbrs de configuraticns laissant m cases vides. Si
1l'on retranche de 1'une de ces configurations les m ecases vides, on obtient une confi- -
guration 3 N-m casss et sans case vide.

Or, parmi toutes les configurations & m cages vides, ilya CN menidres dfen=

lever les m o¢ases vides. On a dono

(3) cﬂ’ Ty Mot

Soit d'apres (2)

m m
Ansu(m) = GN(N-wm) P (n,N_m)

On obtient la probabilité correspondants P (n,N ) en div:.sant par le nombre total

d'événenents élémentaires possibles e
n

P (n,)) = GNGI - %} P, (n;N-n)

Bt d'aprés l'expresaion (&) de P (n,N)

P (n,N) =Gy Z (f-fl) "’N=m -

n n
) (2-F

Nemn

(#) B (a,¥) =, Z (-1)* (1 iy

39) Supposons que l'on jette une & une les pardicules. Pour avoir m ocages vides au n+l
idme jet, il y a deux possibilités et deux seulement

- avoir m cases vides gu n idme jet et la n+l idme particule tombant dans 1l une

des N-m cages pleines,

™

= gyvoir mtl cases vides au n idme 'jei; et la n+l idme particule tombant dans l'une
des mtl cases vides.

Ia probabilité a priori Pm(ml,n) stobtient done par pondération de Pm(n,N) et de

BEl (dtaprés le théorime des probabilités

?m_gbl(nyﬂ) respestivement par E’-’%m et



(5)

totales et composdes.

SE 3.-3

/ . 7T A L . N-m n -+ 4

I1 était évidemment possible d'obtenir la relation (5) & partir de l'expression
générale (4). Inversement 1'expression générale (4) vérifie (5) quel que soit me Si
donc Llexpression (4) est exacte pour @ , elle est exacte pour mtl. Or il a été éta-
bli directement que 1'expression (4) est vérifide pour m = O, L'expression (4) est

done générale.

4°) Pour calculer la proba‘b:e.hte U (n,,N) pour que p cases données soient oeeupees, on

(6)

déterminera la pro‘ba’blllte v (n,,I\I) pour que l'une au moins des p oases ne soit pas
cccupée. Si (a Vs (al j).o.(ai Lipes ik) désignent, de fagon ﬁoutaamf’aa.t analogue 3

ce qui a été dJ.t au 1°), les probabilités pour que les cases i, i et Jyoos i1912'°ik9
appartenant au. groupe des p eases dormées, clest-a-dire k pouvant varier d¢ A & p

et non plus de 1 & N comme dans le 1°) ne soient pas atteintes par les n pé_rticu-
les, ont mémes expressions qu'an 1°).

Cependam; 1e nombre de termes dans les sommes 8198200 . Sk est respective-
ment G o’ Gzaono G

L )

Le théorZme généralisé des probabilités totales domme alors :

4, n k=1 k n =1 D n
k b
V(o) = (8- - c <a. SB D) e 1B () ¢, (1 - )

soit /

k k n
fE]’P(n,,N) = A - Vp(m,N) -—:;@ (~1) Cp(fl - %) _
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E 4.~ PROBLEME DU SCRUTIN

Il y a, dans une urne, p bulletins de vote en faveur du candidat A et zn
en- faveur du candidat B; p &tant supérieur & m. Le dépouillement s'effectue par tiragés
successifs de sorte qu'a ezaque tirage chacun des builetins restant dans 1l'urne a la méme
chance d'&tre tiré. ‘

= On cherche la probabilité P(p,m) pour que le candidat A mdne du début & la fin
du dépouillement,

On désigne une variasble aléatoire attachée & chaque tirage telle ﬁue
. _

% = + A 81 le tirage est pour le candidat A

et %, = -7 si le tirage est pour le candidat B.

On forme & chague tirage la somme
: i
x, =
2 %
célle~ci représente 1'avantage (algébrique) du candidat A sur le candidat B au i idme

tirage. Le candidat A mdnera du début jusqu’ & la fin si (ﬁg Tgres X, +m) sont tous po=

sitifs. P(p,m) est 1z probabilité d'un tel événement.

Il sera commode de tracer le diagramme des avan‘cages donnant les E, en ordon—
nées en fonotion du numéro du tirage . Un éyénement (xd_,,xg.n X oim ) sera representé par
un ghemin en escalier veliant l'origine O au point A de coordomnées (p+m,p-m). Pour

que le candidat A mdne du début & 1a fin, le chemin ne doit pas couper 1l'axe des X.

a) = Domner le nombre de chemins possibles reliant O & A.
b) - Tout chemin favorable (ne rencontrant pas 1'axe X) passe obligatoivement par le
point B{iA). On cherchera donc % dénombrer le nombre de chemins favorables (ne ren-

Y

contrant pas OX) et joignamt B & A.

On associe & B son symétrique B'¢L,=1) par rapport & 1'axe des X. A 1'aide d'une
yﬁt‘hode de réflexion dans un miroir figuré par ltaxe OX, on pourra dénombrer les
wauvais chemins (rencontrant 1'axe OX) joignant B & A. On en déduira le nombre des
chemins favorables et la probabilité que le candidat A mdne du début & 1a fin,
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¢) = On peut retrouver de fagon :encore plus rapide ce résultat sur un diagramme en (pi,mi)
sur lequel on porte le nombre des bulletins 1 favorables au candidat, A, en ghscis-
ses, et en ordonnées, le nombre m, -de bulletins favorables au candidat B, ges_bulle-
ting étant totalisés au i idme tirage. Le chemin est tracé paramétriquement en fonc-
tion du numéro du tirage. On déduira le résultat du principe de réflexion et de 1'ana=
lyse des chemins passant par les points %101,0) et @1(011) qui peuvent &tre atteints

& partir de 1l'origine lors du premier tirage.
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PROBLEME DU SCRUTIN

J\ b4
a) Le nombre de cheming favorables ou non
joignant O 3 A est égal aumome~ |
bre de combinaisons de " pim objets |
n & mloupiop) | e
Es
: 5 |
o |
pHn . . !
OZ/I: [} S X
v p+m
Bv

b) Tout chemin favorsble (ne rencomtrant pas llaze des X) passe nécessairement par le
point B. I1 y a au total .

n

G’p tnel chepins favorgbles ou non joignant B 3 A.

Or, & tout mauvais chemin passant par le point B, c'est=d-dire joignant B
& A en rencontrant 1l'axe 0X correspond un chemin joignant & A. Le symétrique B!
de B et la correspondance est biumivoque. On en conclut que le nombre de meuvais

cheming passant par B est égal au nombre total de chemins joignant B! & A. Or

aQ

le nombre de chemins joignant B' & A s'obtient en intervertissant les deux candi-
dats (symétrie) c'est-d-dire en permutant m et p dane la dernidre formule

»

' Gp-i-m=l

Tel est donc le nombre de mauvais chemins joignant B 3 Ao Le nombre de
cheming favorables est alors égal & la différence du nombre total de chemins issus
m
de B et allant & A. G‘p 4pey St du nombre de mauvais chemins allant de B 2 4 .
P ot

Le nombre de cheming favorables est donc 3

& e o (pme1)t _ (pmel)t  (pm)¢ pem

pm=l Pr=l o (pe1)s pi(m=1)f pP!m! p+m




P -1 em /

' Nombre-de*@hgmzns'i‘a:vorablés issus de O(ou de B) = PTT Uptm

m-

Comme il y a un nombre total de chemins possibles joignant 0 & A égal 3 Cp s

om en déduit la probabilité d'un chemin favorable (rapport du nombre d"evenemen'bs favoran
bles au nombre total d'éventualités) o est—a-d.:.re que le candidat A mdne du début &

1a fin est

—~ _
/ P(pom) = B2

pi mi) ' pi_ ‘est 1o mombre de bulletins en faveur de A et m; le nombre de bulletins
T IR R — ¢ }

en faveur de B totalisés au i idme tirage. o

' Tout chemin favorable doit &tre entid-
rement situé en dessous de la premidre bissec—
trice. Tout chemin passant par B, est donc un

_ a4 ,
mauvais chemine Or d'aprés le principe de réfle-

xion, il y a autant de chemins issus de Bf.l. que B/l

de mauvais chemine issus de %_. o

La probabilité d'un mamvais chemin est donc le double de la probabilité pour

que 1l'on se trouve en BA_ au premier tirage. Or la probabilité de se trouver en B’l

au premier tirage est évidemment -

m
ptaun

La probabilité d'un mauvais chemin est done

2m

D T ORD

p+ om
et ¢elle d'un chemin favorable

P(p,m) =4 = =
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E 5.— PROMENADE ALEATOIRE OU JEU DE PILE OU FACE

1

ot

Aux temps 4 =/,2 ...  une particule se déplace-de -Pl ou =4 sur un axe
avec la probabilité ’% pour chague éventualité. Elle est & llorigine x =0 au
temps t =0,

: x
0

a) Prouver la probabilité Pn(k). pour que ls point d'abscisse k

soit atteint pour la premidre fois & 1'époque- % = n (premier passage par x = k).
Remarquer que n dolt avoir la méme parité que k :
distinguer le cas pair et le cas impair.

AX
. On remarquera que la question de la
promenade aléatoirs est analogue zu problé-
me du serutin abordé dans un egercice anté~ | /.
riéur. Iqu‘-principafes formules peuvent &tre '
déd};ites des deux prinmeipaux ré’sult‘ats wen= 3 : .

tiohnds alors.

Si 1'on porte sur un diagramme. les points figuratifs des sommes algebn@ues obte-
nmes 3 ehaque tirage et chn.ffrant lf'avantage d'un candidat sur son adversaire, on repré-
sente également la position de la particule dans le temps.

Si 1'on s'oecups de dénombrer les chemins reliant l'origine O au point A de coor-

®

données (p+m, p=m), il y a ¢

mn B

C —_— C pém chemins possibles (propriété A)
DP~=n -
Y - e~ 5 . 2 ?
3T c o4 chemins possibles et ne touchant pas l'axe

des X(propriété B).

Par ailleurs, il y a autant de chemins joignent O et A (p + m, p - m) sans tou~
cher 1'axe des z que de chemins qui atteignent l'ordonnée p-m de A pour la premiére
foig en & |

p-n
pFmCpm
premidre fois en A (propriété B).

chemins possibles atteignant la cote de A pour la




. i

B 5.2

‘Les analogies-avec -les“not:i;gns,r'de@aésgge de la-particule -en-un-péint d‘absc_is_n
se- x-=k -3 un temps n; et de- premier passage en ce point -sont-manifestes. On peut se
représenter; si-1'on-veut; -la—promenade-aléatoire comme la projecﬁ.on sur l'axe Oz per-

4 _OX du dia

Rpendiculaire 3 0 gromme Jes ayontages.

1;) Premier-rétour» ‘Prouver la-probabilité Pzr ~-gour que-la Qartn.cule revienne pour _lg pre-
m:.ére fois & 1'origine ai (

Il sera commode de déduire la solution de ce qui se pasze & 1l'instant ¢ =4.

. k .
¢) k itme refour & l'origine au temps 2n o Trouver la probabilité P2n

otcp—.

~ Montrer d'abord que p -étant une abscisse comprise entre 0 et Xk, on a 1z rela=-

L

tion .
P (k) = Z 2 (o) 2, () Lk
Etablir ensuite, par récurrence en k la propriété o
k
Pop == Ppp (k)

On admettra cette propriété vraie pour k et on montrera qu'elle subsisbte pour
k +4.

d) Trouver la probabilité ‘U’ d“avoir un retour & l'origine au temps 2n.

Ce retour n'es’c pas en général le premier. U, est done égal a ©

k .
U, = 2 Py, (O, =/ conventionnellement)
k=4
Etablir que ¢ o

U, = an
2n 25_:1_
On se gardera bien de ealculer cebte somme, la propriété déeoule immédiatement du
résultat A des "scrutins " rappelé plus haut.



e) Démontrer-que-: bab:
‘st augsi egale é U

2n
A cette fin, établir amalytiquement la relation ©
oy = U2p2 = - Fon
caleuler U, - et conclure. Montrer que U, tend vers O Ilorsque n- tend vers 1'in-

20 2n
fini. FBn déduive qu'il y a presque certainement retour & 1'origine lorsque la partie se

prolonge indéfiniment.

k o
£) Trouver la probabilité v2n qu'il y ait k retours exactement des instants 0 2 2n

Etablir tout d'abord la relat::.on M
T 4L

Uop =Fon kZ;.L For Upn2k soit
n
Uy, = zk z/i P ﬁzn 2 (Uo =A conventionnellement)
. U, est donc aussi la probabilité V’{éx pour qu'il y ait exzactement un retour
de 0 3 2n. n - 2
(pour apa Vyy, = Upy o et évidemment V. = o)

Démontrer que la probabilité pour qu'il y ait exactement 2 retours de 0 3 2n
est domée par .

2
v?ﬁl = UZn - PQn
dtod
va _ A Gn
2n ;ﬁfﬁm 2n=2
: 2
En conelure, par un raisonnement utilisant la propriété A que Vzn est égale &

1a probabilité d'atteindre (pas nécessairement pour la premidre fois) le point x = 2

au temps 2n = 2. k

- Généraliser cette propriété et démb:ritrer que 'v2:a probabilité de k retours
exactement de O 3 2n est égale 3 la érdbabilité dtatteindre (pas nécessairement pour
la premidre fois) le point x =k au temps 2n = k.

L4

On commencera par montrer que .

I+l i r A
V. = g v
20 =4 2q 2n-2q



350"4

011 ran.sonnera alors -pax- récmrrenee ‘emwk -en- supposant’ la propriété énoneée vraie
pour- Vk et & l'a:.de de la relation qui vient d'étre écrite, on constatera quielle
eat v:ea:Le pour ‘Vk +1

On conclura alors, par un raisommement analogue utilisant la propriété A que

k n
¥ = 1 ¢
2n 2%—1: 2n=k

Loi limite pour le nombre exact de retours N(n) lorsque n est grand.

- Etablir, 3 1'aide de la formule de Stirling que °

n
_ A4 7
UZ 0= -—Emz = QZn J lorsque n tend vers 1%infini,
%0

" = En déduire que 'k2

k Seakzecs

Vo NV e M
‘ T a

Ecrire la fonetion de répartition du nombre de retours de 0 2 2n, c'est-2-dire &

Prob g N,(n)\< X g

Domner 1'espérance mathématique du nombre de retours

B (:I\T(n)]

et le temps de retour moyen sur une longue série &

2n —
)]

gessus de 1'axe deg X (e est-s-dire ¥ gbseisges positives)
f.‘o’alcﬂ.rua}.er~ Ia probablll’ce 52 2k pour que la part:.,eule reste un temps 2k au des=

‘sus-de- 1'axe des X;-de-1'épogque O 3 1'époque Zn.
1e temps 2k s'éeoule d'une seule tra:.teo
= Etablir

Il nfest absolument

pas_su '.'. Kt

Hon,2e = Hon on-ok

o

= Prouver par récurrénce en n que o

Bnoe = Uz Voo



E5.=5

1°) Tout d'abord pour k = O (o‘a pour k =n, ce qul revient au méme)

_On pourra écrire que. -HZn 0 est,la_prq}@abili;bé pour _qu'un premier passage par
- ] ) )

x =/ n'ait pas lieu de 1%époque O 3 1'époque 2n et on en déduira que 'HZn 0= U?.'n'
]

2°) -~ pourk = 0 et k=bkn. On formilera qu'un premier retour % 1'origine a eu lieu

e‘i 1te epoque =29 et que de 0 2 29 1Ia partieule est restée soit toujours au dessus,
soit 'kougours au dessous de 1°axe des X (on raisonnera ensuite par réemenee en n) ad-
mettant que la propriété uonade est vraie jusqu'a 1tindice’ 2n = 2 et & 1'aide de 1a
formulation précédente, on verra qu'elle subsiste pour 1'indice 2n.

- A partir de 1l'expression Hzn o) = Ual1 ok U:Zk
. g

trouver la loi limite du temps passé au dessus de 1l'axe des X lorsque k et pek

sont grands.

Donner la fonction de répartition ¢'est-d-dire la probabilité pour que le temps vfpja‘ssé
au dessus de 1l'axe des X soit supérieur & 2k,

F(2x)
et la fonction de répartition du temps pa,sse au dessus de 1l'axe des X en valeur rela-
tive clest~a—dire S
6(x) = Prob z % L
*®
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a) Selon la propriété A?! rappelde dans i"énonééj ilya

(1)

(2)

(3)

mn
g w1 ¢
p+m  pHn

| chemins ré_liant 03 A(pwm, p-m) et atteignant 1l'altitude p-m pour la premidre fois

en A. Tl en résulte la solution de la question posée 3 propos de la promenade aldatoire?
atteinte pour la premidre fois de l"abscisse x=2k au temps 2n.

Posant cioﬁe P +m =2n
p=m=2k

: k =k

le nowbre de tels cheminements est s ng

La probabilité s'obtient _é_n' divisant par le nombre total 2211 d*itinéraires pos-
sibles en 2n pas (n'sboutissant pas en général 3 = =2k au temps ¢ = 2n).

81 1'abscisse atteinte est impaire = 2k +A, le temps sera aussi impair du
type 2n+/. On pose alors
p+n=2n+4
- p=m =2k +A

le nombre de cheminements est n-l
- e+l a
Zn¥l “2n+l
Digh 5
4k 2=
Poo () = = 3 Oy
i
v A 2l TF
g Pone1 (2ot = 2 il Cnel

b) Probabilité duy premier retour % liorigine au temps 2n.

N

A 1'instent + =/L 1la particule est, soit en x =4 avec la probabilité

L)

soit em x = =/ avéc la mBme probabilité %o done .

Pana% Prob gd'aller de/l & O pendant 2n-1 unités de ’cempsg

+% Prob §d°aller de =/ %0 pendant 2n-l unités de temps E



] [

SE 5t= 2

Ces deux probabilités sont manifestement dgales et dgales 3 By »ﬂ.(l)

(4) Pon = Pana(P)

soit d'aprds la formule (3) pour = —-—%«w n-1 et k=0

(5) B S N S

Fon= '22n=-/1°' o Cop1

k
¢) k i%me retour & 1l'origine au temps 2n ¢ trouver la probabilité P2n

-

- Pour passer. pour la premidre fois en X au temps n, il faut &bre passé par une
abscisse p<k & une époque g antérieure & n, puis &tre passé de p & k pour la
premiére fois pendant ltintervalle de temps n-g. En sommant suf tous les instants DOSe
sibles de passage en p ° | :

n .
(6) P, (k) = q;, P, () + P (k-p) Pk
Ceci posé, cherchons 3 établir la loi de récurrence o
| k
(7) I?2::1 = P2n~k(k)

et supposons la démontrée pour 1'indice k.

Pour &tre revemn pour la k+l idme fois & 1l'origine au temps 2n, il faut y 8tre
revenu pour la premidre fois en un instant 2q compris‘ entre 0 et 2n puis &tre reve-
mu de nouveau k fois & lforigine entre les instants 29 et 2n. En sommant sur tous

©

les instants g possibles .

A k
Tot] z
8 = ,
( ) P - qu PQn 2q

Or d'apres (4) A

P, =P, = P )

: 2q-J.I.(
et d'aprés l'hypothdse (7)

P211==-.2q = P?.n-e?q:-k(k)
portant en (8)

) -l Pon2gal®  Foga(V)
q



Si on éorit las relation (6) en y faisant o

P == A--

q == 29 =71
ke k+4

N o=y 20 =k =7

on obtient - :
Popgea (1) = ; Pog-i(t) Poppqu(k)

goit finalement
Yo+l

(10) Py = Popgeg (i)

Si done la propriété est vraie pour l'indice k, elle subsiste pour k+l. Etant
vraie pour k =/, elle est générale.

d) Probabilité U,, au'il y ait un retour (qui n'est pas'en général le premier) & 1'origine

au temps 2n. .

k
(11) U, = P
2n k=7 2n
La propriété A dénombre les chemins menant de 0 & 4, 1'altitude de A ayant
pu 8tre déja atteinte entre 0 et 4. Ceci correspond, en projection sur llaxe Ox,
& un passage de la particule par une position qui a pu &ire antérieurement dépassée.

En prenant, dens le diagramme, une altitude mulle pour A4, on obtient la proba=
bilité de passage de la particule par ltorigine & une époque donnde.

p+tm = 2n
Peom = 0




SE 5.= 4

e) Probabilité pour gu'aucun retour ne se produise entre O et 2n

i

On a - » g - . '
U, -TU = cn oA n . (211)” ~ (2n=2)%
2n” "2n2 T T2m “onm “22“':’§n 202" “E (a1)2 “‘ﬁ‘é‘z m
U. -T A (2n-2)1 gn(anml) A . (2n=2)!
on” “on-2 T 2n:=2 [(nwl) a 22n~1 2! (n-1)3 ”
A A n

d'aprés la formule (5).

Fn sommant de telles relations (13) de k=4 & n et notant que U, =4

n
(14) Ty, =4 = kz - Py

n " K
P est la probabilité pour qu'il y ait am moins un retour & l'origine de4 3 2n.

=1 2k

U, represente done aussi la probabilité pour qu"ll n'y ait aucun retour ded 3 2n.

2n
\2n o-2n \ o
Comme, n tendant vers l'infini_: U, = ‘%ﬁ 2 Y (2n) éin) 2 —2n s
e ) 2 e 2an

dtaprés la formule de Stirling

(15) 7, 0N A lorsque n tend vers 1'infini

2n ‘7""""’5: -

Dong T tend vers O lorsque n tend vers 1'infini ¢ ily a done presque

2n
certainement retour & ltorigine lorsque la partie se prolomge indéfiniment.

k
£) Probabilité V,, de k vetours exactement de 0 % 2n.

Un retour au temps 2n est un premier retour, ou bien ce retour a été précédé
d'un premier retour en un temps 2k inférieur 3 2n. La probabilité totale s'obtient

en soumant ces évinements qui s'excluent mutuellement

D=1,
(26) o Uy = Pyt Z Por Uonox = Zk = Pox Uopox U =A

k=4



Mais, venons-nous de voir en (e),_ UZn ok est aussi la pifdbabili’cé pour quil

n'y ait aucun retour entre les temps 2k et 2n.

. 7
L'égalité (165 montre alors que Uz:(1 est aussi la probabilité v2n pour qu'il
y alt ezactement un retour de 4 & 2n
n
A ¢ n A
: _ _en _ A _
(17) | 22 V=V =T % (T = O
2

Ceei posé, caleulons directement V2n

Pour qu'il y ait exactement 2 retours au temps 2n, il faut qu'il y ait eu wn
premier retour & l'instant 2k< 2n et un seul retour entre les temps 2k et 2n.

2 n"'d 4 "'1
Vop = Z Po Vopeor *t Por Uopiox

k=4 k=4
Cette somme n'est awtre quo T, =P, d'aprés (16), d'ol
2 .
(18) v2n = g2n - P2n
Or a
_ 71
(12) Uy = > 2n ec?.n
20 = T BmA el
e o oA (2 a4 (en2): _ A (2u2)s %nml_,]]___ 1 (20-2)1
e 2 A ) T AT g(a)t 2 maa)t 4 220 ni(ne2)s
2 n
A
(19 Von = ZaZ C2n-2

On voit ici une expression parente de (12). Et en effet si 1'on applique la pro-
priété A de 1'énoncé avec
S pt+m 2n = 2
2 Pe=m = 2

on voit que la probabilité d'atteindre (pas nécessairement pour la premidre fois) le
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point d'abscisse 2 & 1'instant 2n-2 est

(20) T2 G = 7T Cene
Ainsi
2 - )
V,, est aussila probabilité d'atteindre =x =2 au temps 2n=2.
- : A
De fagon analogue d'aprés la formule (_17) on voit que V& est aussi la proba=

bilité diatteindre _on temps 2n-1.

Cherchons & généraliser la propriété que nous subodoroms & savoir que

k
V,, est la probebilité d'atteindre x =k au temps 2n-k.

Nous supposons vraie cette proposition pour 1l'indice k, afin de former un rai-
sommement par récurrence en k.

Or, pour qu'il y ait eu exactement k+l retours en 2n il faut qu'il y.ait eu

exactement k retours jusqu'd une date 2q comprise entre 0 et 2n, suivis d'un
retour seulement entre 2q et 2n.

w1 &= 3
(21) Voy = Lo Voe Von2q

La proposition est vraie pour 1'indice k =/4, venons-nous de voir. Nous formons
en outre l“h,j@othése gu'elle est vraie pour l'indice k.

I1 résulte alors de 1'égalité précédente °

o/l
le+l i _
v = Pmb( d'atteindre k an temps 2q-k) Pmb%d“atteindre 1 a1 emps 2n—3q-1)
2n T— ( ) SRS ST

v?_;% Prob §dvatteinare K+l au temps 2q=k+2n-2q-l ;
o S (P :
P Tobh ( d'gtteindre k+l au temps Zn=k=l
Vraie pour ngn la propriété est vraie pour ng'_.-, Or elle est vraie
2 "
pour Vgn(au Yan) elle est donc ggnerale.

Enfin, 1'application une nouvelle fois de la propriété A’ dénombrant les chemins



snEﬁc"‘?

aboutissant au point A& d'altitude k, donne en faisant

p+on=2ne-k
p=m=2%k

2n=k

et divisant par le nombre total 2 n 2n-K

d*itindraires posegibles en 2 pas (et n'abou-

tissant pas en général en x =k au temps % = 2n-k).

: ) - A P A B
Probid?atteindre k temps 2nek)} = c = H
a &u temps en 2§nmk pin 2§n=E 2n-k
Et finalement X A n
(22) Von = 2ok Conk

Loi limite pour le nombre exact de retours N(n) lorsque n est grand.

T1 a déjd 66 Stabli en e (15) °

n
. ' A A
(15) lorsque n tend vers 1'infini U, = c, NO
A

Or n
A 2 k-4
vk A cn _ (A-E)().L-E)...(/J.--——-n ) Cop
20 20k ek T T 2 Ay 2R
(’l bl -2-5)('1- fﬁ)"‘(/l--?;) )
Prenant les logarithmes, au premier ordre °
A2
Log( i ) O = ol
A=z
k &=A 2
Log(vza \V n)f\} - %Z:%q —__-.EJE%;};L N} = _,%,
q.ﬂ
K X
A = “In
(23) VMO e
' non

On en déduit lorsque n tend vers l'infini la fonction de répartition N(n) du

nombre exact de retours & l'opigine °

k qz‘

Prob gﬂ(n) & k%/ﬂ A Z enz.‘ii

nn g=4
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-
Assimilant la somme discomtinue & une intégrale, ce qui est légitime lorsque
n est grand o

<2 o

‘ 2
u
Prob %N(n)(kgf\) . / de ou encore Probg $°‘§ \E/e wé:du
2n

ﬁaa

La loi limite est normale. La valeur probable du nombre de retours est .

E@(n) Zk f\)/x e dx..ﬁ-v_sg[zne‘xi,%
E[Ii(n)]= E-V:ﬂ:

Elle n'est pas proportionnelle 3 n. Le _temps de retour moyen sur une longueur

.

gérie

o]

Vﬂz n croit avec n.

]

g) Temps passé au dessus de 1l'axe des X (c'est-a=dire en abseisses x positives).

On se porpose de ecalculer la probabili’cé H2 ,2k pour que la particule reste
un temps 2k au dessiue de 1'axe des X, cf est-a-nd:.re conserve une sbscisse positive,
det =0 & %t =2n '

On a bien évidemnment

(24) B0 = B

car le phénomdne est symétrique, ;I.“in‘si:ant initial O et l'instant final jouent évi-
demment le méme r8le.

I1 s'agit d'4tablir la relation

(25) B2 = Yo Uaneor
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1) Pour k=0 (ouk=1n) B, ,..est la probabilité pour quiun premier passage par /A
: . x , :

n'ait pas lieu entre 0 et 2n. Done-°
n

Or d'aprés (4)

q_ﬁ

HZn,O = H2n,,2n = U2n

20) "k est différent de O(ou ce qui revient au méme k # n)

Un greiﬁier retour en 0 a donc éu lieu & 1'époque 29< 2n avec une probabilité
Byt Deux éventualités

~ de 0 & 29 la particule est restde au dessus de l'axe des X« Il lui restera 3 aceoms
plir du temps 29 au temps 2n wun séjour de 2k - 2q au dessus de i'axe des X.

A =

- de 03 29 1la ‘particule est restée en dessous de 1”ak‘e des X. Il lui faudrs accomplir
son séjour de 2k entre les époques 2q et 2n

Or ces deux éventwwlité’s ont mémes chances de se .produire. On obtiendrs la
probabilité E[Zn 2 OB sommant sur les divers instants possibles g
9

(=

A /
Bon, 2 ”; § 3 Poq Bon2q,2102q * 3 Foq Bon2g, 21 S
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i
Raisonnons - pay-récurrence enn nous admettons la loi _(25) vraie jusqu'a

1'indice 2n-2, ¢'est-s~dire

Bon2q, 22 = Yoke2q U2n-2k

Bon2q,2x = Yok Uonw2qe2k

Il y a lieu de traiter a part chacune des sommes et de regarder de:prés' les lie
mites-de sommation .
k

i ‘ o '
; ?2(1 Hznang 2k=2q Uone2k 4= P2q I;"21{«»2(;;

g: P2q H2n=2q92k = 21: Z 2n=-2q»2k

k
Or il a été établi en (16) que Z 2q 2k-2q = U2k

De méme M n-k

: Pog Uonezk2q = U2n-2k

Diou
(27) Bon,2e = Yo Uonzi

Etant vraeie pour l”lndlee 2n=2 la formule subsiste pour l'ind:.ce 2n. Or elle

est vraie pour n =k puisque d”apres (26)
H2k92k = UZk = Uak U'o
Ta formule est donc générale,

DU_TEMPS PASSE AU DESSUS DE L'AXE DES X (c'est-a-dire en abscisses x positiveﬁl
On suppose que k ot n=k +endent vers 1'infini. Diaprés la formule (15) ¢

4' e,
U [QU - et U T
V‘Iﬁ - 2n-2k ke
28 /1
( ) | H2119 ak' (\)

“b kznuks_ | .
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- La pfobabilité pour que le temps passé au dessus de l'axe des ‘X(en a!bsei,sses
positives) soit inférieure ou égale & 2k est °
- v. k . . f A e e -
F(2k) m% ; . ,
=4 {qlnk) ~ ou encore

2

*

que 1l'on peut asgimiler & 1'intégrale &
k- =o-

P2k) =%

_dx
/ o
.. - 0. .
G(m):l’ro‘b-gﬁi\(;mg,‘__%/ . _d‘x. |
}ﬁ o % Vle-—xs c ) -

]

ctest la loi de 1'Arc sinus.

- Un-calcul numérique mcnﬁ*erait qu'il y a une chance sur 5 pour que la particule

reste 97,6 9 du temps dw méme cbté d.e'l?a.xe.

Une chance sur dix pour qu'elle reste 99,4 o/ du temi:s_ du m&me coté de 1l'axe.

Exemple '
Deux joueurs jouent uné,_partie de pile ou face & raison d'un coup toutes les

secondes pendant 365 jours sans interruption. Il y a cing chances sur cent pour que
1'un des jousurs mdne pendant moins de 14 heures tandis que 1l'autre mine pendant 364
jours et 10 heures.
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E 6.~ QUELQUES I0IS - SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES - LOI CONDITIONNELLE

1°) Domner 1'expression des moments - en particulier de la moyemne et de la variance
d%une loi B&ta de densité '

f(x) =r—-—£°-‘—-"-'-é—)— =1 (/l-nx)ﬂ"i Qg >0
l(«)T’(/;)

2°) Donner les moments d'une loi garma de densité

.bcc o=l .=bX
X

)
T ()

f(x) =

ainsi que la loi de la somme de deux variables indépendantes %1 et XZ obéis~

sant ) des lois gamma de paramdtres (‘ﬁ.’ b) et oca,b)

= Montrer que la loi conditionnelle de gl a ¥= J;l +E4, =y fixé est une loi

Béta de parsmdtres oy et &, _

=~ Donner la moyenne et la variance conditionnelles de 1;1 4Y = y fixé.

30) « La loi de Poisson de paramdtre & est la loi de probabilité

n
P(x = n) = uaeun- .=.6
nd
= Trouver la loi de la somme Y =X, + X, de deux variables poissonniennes indém

pendantes de paramétres 61 et 62.
= Montrer que la loi conditiomnelle de X, 8Y¥ =% + X =n fixé est wne loi bino-
miale dont on précisera les paramgtres.

= Donner la moyemne et la variance conditiomnelles de X, 3 Y=n fixé.

*



SE 6. 1
SE 6.= QUELQUES 10IS — SOMME DE VARTABLES ALEATOIRES = LOIS CONDITIONNELLES

‘1) Loi B&ta, densité, moments, moyenne et variance.

f(x) = j!—(-"-‘;é-);- &2 (1) 0£x£1  a>0 A >0
T(e)T(B)
et d'ordre T L ) Tlx+y2T(A)
Moment dfordre Yy MY BE(x') i TR T Y),
5 moyenne = m = b
o+
2 . e ra) o %/

variance =H, =1

(o A ) (ot 3 41) -(cx-&v/g )2 z(o:-ﬁ-ﬁ)é (oc-l”i+i)

2) Loi Gamma, densité, moments, somme de deux varisbles indépendantes
I ( X 1oi ] (ocdpb)
=5 YL (o T
X, loi (oc2,'b)

Loi eonditioannelle de };l a Y= X/l + X2 fizé = Moyemne et Variance de 1s loi condi

tionnelle.
. o ¢
£(x) = B, ¥~ o bZ (,0)
O T(®) Z
&) Moments A -.:'b"YT'(cx-rx)
¥ T ()
[+ 4
moyerne = m = =

2

omce = o = Mot o _ o
varlanc --m2 —-——-T- -5_.

¥ b B

Pamn Yam Y
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(y) = f(-az)f(z)dsz (y=z) eV F 2 €™ az
(y A ¥y P ) ,(7(%1) N4 17(@2) %

o]

HrH v Y , .
t(y) = =2 € / (:,r-z}%"1 felap. B
Ty TV (eg) & -

o+ o ¢
_.b At / a-ot
T (o) T (o) b

+
hif (Y) = ﬁ-.:%_- yu1+a2 - @'“by
T+ o)

e) Loi conditiomelle de X, 3 Y=% +X, fixé = y

X, et X, étant indépendantes, la loi du couple (J&,XQ) est o

%t % -
f(x&,,xz) - b %?l-l 064-2 o (ﬁ"‘xg)
T (o )7 (ex,)
remplagant =, par ¥y - %, ééﬁéy
%t % vl - ..
£(z,7) = - 2 (v - X,:L)X2 e

T (o))

Et la loi conditiomnelle de %, 3 Y=y rixzé .



2z, 1 ogiey) %y oA
f(xl/y o = ,%mz @ - .-i‘?m) (f?.:)% fﬁ.
£(7)  Te)Tley) ¥ v ¥

_%;. obéit & une loi béta (o, o)

d) Moyenne et Variance conditionnelles de ﬁh Y=y fixé.

e

i

H

% ¥
S moyenne de 5=
% * %

o oy 3
(oy+ 2Py + oty ).

varisnce de :51 =

3) Loi de Poisson, expression de la grobablllté somne de deux varisbles indépendantes

% + X, é X, loi de Poisson de paramdtre e&

X2 loi de Poisson de parametre 8,

e

Loi conditiommelle de X & Y =X, + X, fizé - Moyenne et Variamce de la loi condition=
nelle. | ‘ |

n
a) Bxpression de la probabilité. Prob (X = n)‘m —— O

b) Somme de X, +X, =T,

n«-k Kk
7 62
Prob (¥ = n) Z By (n=k) pa(lc) —Z e " - "%
(n~k)' . ki
i n-ak k
. =(6,+8,) o (6,+0.) oyt ©
Pl‘Ob(Y = n')-;-.-. e L 2 , N 2 = A 2 ( 2)
; k=po k! (nmk).'i - n!

La loi de la somme est une loi de Poisson ayant pour paramdtre la somme des paramdtres.
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e) loide X 2 Y=3% +X, fizé = =

[

La loi du couple (xl,,xz)g X et X, étant indépendantes .

k k.
1 2
0" 0, ...(ol + 02)
£l pk,) = e @
‘ k3 k23
1
remplagant k, par n - 1;1 R Y é&tant fixé égal A n ©
k
6, ez(n'k/l) ~(8,+ 6,)
f(gyym) = — ¢
ky $ (n-z;l)g
Et la loi conditiomnelle de }&L 4 Y = n fixé.
k N k A=k
£(ig, ) y e, 2+ 8, 2 kK 8 e &
(i /n) = = n A 2. - G 1 2
Bl £(n) kjt(nk,)! € +8, § +8, B oGt e, 6+9
, | o
La loi conditionnelle de J§1 4 Y==n fixé est une loi binomiale s 1
. . .40
4 "2

—

d) Moyenne et Varianmce conditiommelle de % % Y=n domé.
o n &

moyenne = 4
8, + 8,
, nb &
verianse =

v
(g, +8,)




B 7.~  QUELQUES PROPRIETES DE LA LOI IOGNORMALE

2
91 ¥ est une variable normale de moyenne ILog vy et de variance 0, la loi log=

normale de médiame Yy et de variance logarithmique 0'2 est, par définition, la loi de
1z varigble :

X = GY
ou encore 8i Z est la variable normale réduite ¢
Y - Lo o w0
- 2 Y -
2= P(Z2D2z) = A /e _fdu=(}(z)
S ‘/231: 2
Taye®?

11l sera souvent commode d'associer au nombre x le nombre 2

(=)

%z est la variable associde 3 =.

]
It
are=

Log

<K

- La densité de probabilité de la variable X sera désignée par f£(x).

La loi lognormale est d'une assez grande utilité pratigue, on pourra, & titre
d'exercice retrouver les quelques propriétés suivantes @

I.- LES MOMENTS INCOMPLETS DPORDRE
o0
Ha(z) =-e.(/,zz:°6 f(x)dz
z

et en particulier les moments dlordre o
>0 .

!*I“ =(/ﬂ = f(x)dx

g

la moyemne et la variance.

" il.= FORMULE DES TRANCHES DE TENEUR

81 les teneurs X des granules d'un minerai se distribuent de fagon log-normale,

quelle est la teneur moyenne du minerai enrichi dont on ne retiendrait que les gra-—
nules de teneurs supérieures & une valeur donnée x 9



I1lT,= A 1%aide de l'expression de la fonction carasctéristique d'une loi de Gauss &
deur variables, trouver la covariance de deux varigbles lognormsles - obéissant 1llune

Y

3 la loi (Yfl” )9 1tautre & la loi Yo cg ~ et non_indépendantes de coefficient de

corrélation 1ogarithmique pe

IV Le couple (2;1, ) obéissant 3 une loi log normale & deux variables caractérisce
par les 5 paramdtres (Y/l Yo 9 42" o, p ) trouver la loi lide de X2 2 191 % fixé.
Donner 1'expression de la moyenne liée E(le.gl) On pourrs introduire dans cette

expression les valeurs des moyennes arithmei;:.ques By de 1;1 et m, de X2.
. ' l

V.= FORMULE DBES MINERATIS GONI\]EXES
(J%L,,X2 ) étant le couple lognormal défini en IV, trouver 1l'expression de la va-
leur moyenne de X, sachant que 1;1 est supérieur & une valeur domnée g ,c'est-a-dire

B(%,| % > 8)
ou encore, si f/l(x’.i.) est la -loi marginale des 191 de paramdtres Zy et 6: i
S50 50g)5) 4405005
/ ALY

a

KX\ 5, >

On pourra s'aider de la formule domnant 1'expression des moments incomplets
d'un certain ordre « &tabliec en I. '
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 SE 7.~ QUELQUES PROPRIETES DE LA IOI LOGNORMALE

I.- MOMENT INCOMPLET D'ORDRE o, MOYENNE, VARIANCE

On pourra appeler moment incomplet d'ordre o de X 1'intégrale (z étant la

variable sssocide & x)
20
Mm(z) =/x“ f(x)ax
>

Le moment, & proprement parler, est bien entendu 3

B = ¥ (-2) =/x°‘ £(z)dx

2 2 2

u €« C 2
B0 -7 2 20 (g = x0)
« -
n(z) = /¥ 98 & au=y =L / e 2T T
” \/25; \/2 k14
2
ol
Ma(z) =y% e G(zw o ©)
En particulier 9 2
6 o
o 2
M =y €
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moyenne v} 2

3
m:lﬁd-ye

En introduisant la moyenne m, la formule générale des moments incomplets st'éerit’

oc(c(,ml-)xs2
m“(z) = e 2 &(z - «o)

variance 2
' 2 2 2, €
§° =M, ~u =n(6 «A)

dtod la formule domnant la variance logarithmique 62 d'une loi lognormale en fonction de la
variance srithmétique Sz.

2
o = logla + )
m

Si 1% variance logarithmique 0’2 est faible, elle peut 8tre assimilée & la varian-
!
ce relative -=-§-2»~ o I1 peut &tre intéressant de noter quil existe, dans une minéralisation,
une limite n supérieure de la variance des teneurs. La variance maxima correspond 3 des

supports géométriques ponctuels & teneurs 0 et x,  correspondant aux granules de stérile

o = m n

et de minerai pur. Ceux-ci sont dans les proportions respectives —werm—m=— et E;’ I1 en

e

résulte une variance .
x =3

2
8 = 2

2 my 2 2 %o
- m o+ %(xo- m) ==,m(xoj= m) dtoll © <L°g -y

Plus la teneur moyenne est élevée, plus la borme supérieure de la variance 1o=-.
garithmigue est faible. »

IIo~ FORMULE DES TRANCHES DE TENEUR,

Si les teneurs X 4d'un minerai se répartissent de fagon log-norma_leg quelle est
1a teneur moyemne m(x) du minerai si 1%on ne retient que les teneurs supérieures dx 3

=
"z £(x)d
m(x)=é<X)x =G(z-—5) z=%-Log$
- f(x)dx G(Z)
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D’apr’és*l"expggssion- des moments incomplets, G(z) apparaft comme la yroportion
du tonnage dans les teneurs supérieures 3 x et G(z = ) la proportion au tonnage total
du métal xeec-;-lé dans ce tonnage.

III.- I:OI LOGNORMALE A DEUX VARIABUE = CALCUL DE LA COVARIANCE,

o« - On considere deux varlables normales ‘Yﬂ_ et Y2 -de- ~moyéimés' Log Yoo Log Yo de
variances respectlves 65,,- Gg et de coefficient de corrélation p. Les deux variables

Y
L= elet =2
2
sont alors dl’ses suivre u;ne loi lognormale 3 deux variables (Log Y,l,,Log Yoo 6 29‘ p)

On demsnde de caleuler la covariance de X, et X, ¢lest-a~dire

e By EE(J;'L- 1y ) (£ mQ)J = E%X) -m m, : T+ ivY,

On pourra se servir de l'expression de la fonction caractéristique Q (u,v)=E(e )
de la loi de gauss 3 deux variables.

On a

. |
B(a3,) =2e ™ D) = Gluw sy v oo )

§f iu Log yg + iv log v, ~ %(6 u+2p uv+0' )
R

o
=

2 © 2 2
%(o + 2p 0,0, + 0,) 1o o, po
e s 2 2 2 1%
Qltet) = ypy, @ " =ne Y2 & ¢

E(X,X,) = my m, ep-

/s @ W20/

En faisant p =4, G = 0, = 0, on retrouve 1ltexpression, déjd établie, de

la variance d'une variable lognormale.
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V.- 10I DE X, A X%, = x, FIXE dans une loi lognommale & deux varigbles. Bxpression de la
" moyenne lide E(X2| &_) '

A X =3 fixd, ¢lest-a~dire 3 T, fixé, la loide Y, est une loi normale.

X,
de moyenne Log Yo -f- ] 52 Log;%

» 5
de variance 0’2()1 -p°)
11 en résulte que. la loi de X, est une loi log-normale.

de médiane Y(ﬁ) = Yo~ 34)

=

. , 2
soit en introduisant les moyennes m, = e % A

Y

. >
) = (A
¥(z;) = my( i ) e

2
de variance logarithmique S, a- pa)

La moyeénne de Xz 3 ng ﬁ fizxé est done (d'aprds ]'expression de la mnoyen=
ne arithmétique d'une variable 'log normale) © 2

A - P o o )
E(xa\%_) Y(:;l)e 2( P)_m2<-_) % e’fp p o

V.~ FORMULE DES MINERATS CONNEXES.

Donner lﬂeipression de la valeur moyenne de X2 sachant que X/l est supérieur

3 a, c'est-a-dire de

x| 3,2a)
/ B(X,13,) £ (5, )iz,
B(%) % 2 2)= %
| / (54




L'intégrale du dénominateur n'est autre que 6 51) avee z '=4il

, Quant 3 1tintégrale-du numérateur c'est,é. une constante prés un moment :maomplet
d'ordre de la variable ﬁ( 8%)

Appliquent la formule des moments incomplets établie au (I)

o{w=1) 0,2
H“(z) =" e " #(z-a0)

I1 vient © )
0' (¢) o, g,
5 K D P2 HP 2 mp D) s
f’“@z\ﬁ) ﬁsl)d%l g A P 62*%"1 e FTE algmp ey
& .
>0

/ B %) 5,(5)d5 = m, &l -p o)

d'ol G-(Z -0 G )
A~ P % A
E(le LZa)= m,, o avec g, =-3/:|.- chvjw

Telle est la formule des m:n.nerais connexes. Son interprétation physz_que est im~
nédiate. Sl les teneurs plomb et zine d'un minerai de plomb~zine obéissent 3 une loi log=
nomale & deux varisbles, la formule des minerais connexes donnera la teneur moyenne en
zinc des échantillons dont la teneur en plomb sfest révélée supemeure 3 a.
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E 8,~ PONDERATION DES FREQUENCES FPAR UNE VARTABLE LOGNORMALE AUXILIATRE

Imaginons, pour fixer les idées que 1l'on a tracé 1'histogramme des tensurs rele-
vées sur n sondages implantés & maille régulidre, la teneur du sondsge muméro i est X,

et sa puissance hi' L'histogramme des x, donne la répartition des teneurs en fonction
de 1'aire minéralisée *

Prob(X< x) = Proportion de 1l'aire minéralisée, % teneur inférieure
3x & 1%gire minéralisée to‘bale. Or, ce qui est le plus intéressant en général, ce n'est
pas la répartition des teneurs en fonetion des aires mindralisées, mais des teneurs en
'fonctioh des tonnages minéralisées, c‘est-w?a.-ediré ‘des puissances.

Pour passer de la répartition en fonction des aires & la répartition en fonetion
des: tonnages, les fréquences f(x) doivent &tre pondérées par les puissances, Autrement

dit, il faut substituer & £(x)
E(h)x) £(x)
E(h)

Dans le cas ol les teneurs x et les puissancés h obéissent a une loi log-
normale & deux variables ainsi définie

2 2 te
(Yx’ Yh” x? o'h, p) la moyenne non pondérée de x étant m_ = Yx e

que cette répartition est .'1.o,g'--norzzza:l.e9 donner sa med:.ane et sa vgmance 1ogar1thm1gueo En
déduire la teneur moyenne pondérée m _par les puissances. Rapprocher le résultat obte-
mu de la valeur de 1'accumulation moyenne.

Il sera commode, ainsi qﬁ{"'an 1'a vu plus haut d‘'introduire la varisble z as-

.

socide 3 x ¢

=) oz

X =Y, e

Applications

av}_ Gramllpmétrie lognormale - Soit f(d) la densité de fréquence des grains de diamdtre d
comptée en nombre de grains de médiane Yg et de variance logarithmique’ o'g En dedm.re
la densité de fréquence comptée en poids. Ceci revient & pondérer les freq_uenees d par

h=d.
Donner les caractéristiques de la nouvelle répartition log-normale des fréquen-

ces . médiane, variance logarithmique, moyenne pondéréé.
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b) Répartition des teneurs en fonction du métal

Supposons un gisement de puissance consténte. Connaissant la répartition des
teneurs x selon le tonnage de minerai, en déduire la répartition des teneurs en fonce

tion du tonnage de métal. Ceci revient & pondérer x par lui-méme.

Donner la médisne, la variance logarithmique, et la moyenne de la nouvelle ré-

partition lognormale.
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SE 8,- PONDERATION DES FREQUENCES PAR UNE VARIABIE LOGNORMALE AUXTLIATRE

A 1a densité de répartition f(x), on substitue :

E(hl %)

= £(x)

D'aprés le paragraphe IV de l'exercice précédent

o, 2
h 2
Ba)x) _ (_z y° 7S, 62(Pch6x-9 % )
E(h) Ty
ou encore, tenant compte de
1o
m = Yx €
G 2
h y 2
Bolx) _( _x )p o, o °F “h
E(h) Y

La nouvelle densité de répartition est dome

[+
i 262 P o‘h
e F n (Z-) T s(zx)ax
Yz

Introduisant la variable z associée 3 x 3

g %
x=Yx ex

on &




4
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La nouvelle densité est . 2;2 .

' 2
o 5 T LmT a%-(_z-f) Gh)
~+ 92 o P2 & - e 4
e e

Ve Ven
-I1 en résulte que, dans la nouvelle répartition,

z obéit & une loi normale de
moyenne p o’h et de varisnce A

zZ = u+ poy u étant la variable normale réduite

et par suite que la teneur pondérée x* par les puissances

o_(u+ )
=y o = Py

pO'th é_n
= Y e :
X b:4

e X
obéit & une loi

de médi ep %%
tog normgle de médiane Yy €

2
» de variance logarithmigue ox, et par

, e ey pas,
stite de moyenne pordérée par les puissances m=y_€ € = e
Comment ce point de wue is'accorde t'il avee-

Si-les temeurs - x. et les puissances h- obéissent & une loi log normale 3 deux
variasbles, l'accumulation hx est une variable log normale de varisnce .

2 2 .
‘ o, + Gx +2p o Oy
dont la moyemne est d'aprds le III de l'exercice préeédent o
'p 'gh Ux
E(hx) = m om €

On constate que

La teneur moyenne pdndérée par les puissances apparait comme"'le“quotient de
‘1taccumulation moyenne par la puissance moyenne. Ce qui est hautement satisfaisant.
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Apﬁlications .

a) Granulométrie log normale-
Le, densité de fréquence des grains de diamétre d est pondérée par h = d3. Il
en résulte que ' C

6h=3_6d P = A

La loi de répartition des frégquences pondérées par les poids a done, d'aprés
les résultats précédents -

2as b . .
pour médiane yg4 e"d , pour variance logarithmique o4

> ——
- z % 3 52 ] ' % 6§
et pour moyeme y, © e’ = y, e"

b) Répertition des teneurs en fonction du métal

La frégquence des teneurs x est pondérée par h =X lui-méme. Il en résulte o

O'h = o’x p =v1
La loi de répartition des teneurs en fonction du métal a
, Gi 2
pour mediane Yy € , wméme variance logarithmique Gx et pour
: - 2 3 42
O 2z

moyenne m = m € = Y 6
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E 9.~ FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE VARIABLES NORMALES ,POISSONNIENNES , GAMMA,, BINOMI ALES

Etablir les expressions des fonctions caractéristiques de variables obéissant 3
. a _ ix:i .
I.= Une loi de Gauss de densité A e

II.-~ Une loi de Poisson de parametre 6.

o
o=/ ~bx
b e

T(w) .

IIT.= Une loi gamma de densité

IV,~ Une loi binomiale de paramétre p.

Que peut-on dire, et dams quelles conditions, de la somme de variables indé= -
pendantes obéissant & de telles lois ?
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SE 9.~ FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE VARIABLES NORMALES,POISSONNIENNES,GAMYA, BINOMIALES

Ces questions sont trés faciles, nous passerons rapidement
T.~ 101 NCORMALE - [Etablissons tout d'abord-l'expreésion pbur la loi canonique de Gapss,

de densité & A e—» %

1'imsge du nombre complexe 2z =x = iu ddéerit la paralldle 2 Ox d'ordonnde 3

l'origine - iu.

2
% -

o=

La fonction € Ep— régulidre A
dans la bande A B C D, ltintégrale sur le

solent les abscisses de B et C et de A

o
- ——l

et D. 81 1'on fait tendre indépenglanmeht = iu

1'un de 1l'autre les points A et B vers

contour A B C D est nulle quelles que —-f‘
I
}
|
D

Q
\V4

1%infini, 1'intégrale sur les portions AD

»

et BC +tend vers =zéro et on a

2l L L

B = +20 DC AB
0r A =3 =Do e T dx ==V2n: dtod
B w3y + 20 2

- L
D) =e 2

Si la loi a pcur moyenme m et pour variance 0'2, on a d'aprds la propriété gé-

nérale des changements de variables sur une fonction caractéristique o
2 2
, img - u : 2
D) = e 2 ot Log Fw) =inu =
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IT.- 10T DE POISSON de paramdtre O

e e e
bw-> & [0 -8 getn

=0 nl'
: iu
Blea)
bw=re" = 1gPh) = O™ -2)
III.- JOI GAYMA DE DENSITE B R g

T (o)

E('m) _ X f Sl lu-bx dx = oD A /e_u &g
T @

C (-w)® T

_Comme o

/e"’“ gy = T ()

L]
Pla) = —2 =
(lla-igl

IV.= LOI BINOMTALE DE PARAMETRE p, q = 1-p et n °

k
=k
Pk - Cn Pk qn
k=n
Q=2 _ o 5 "™ — (g4 pelh)

Bl = (g +p 6™

Remarque générale
La forme des fonetions caractéristiques montre que la somme de variables indé=
pendantes normales ou poissonniermes est encore une variable normale ou poissonnienne.
La somme de variables indépendantes gamms ayant méme paramdtre b ou binomiales gyant
méme paramdtre p est encore une varisble gamma ou binomiale.
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E 10~ CONVERGENCES EN IOI OBTENUES A L'AIDE DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE

A l'aide des fonctions caractéristiques, montrer o

T.~ Que 1a loi binomiale (n, p) converge vers une loi de Poisson de paramdire € lorse
que n tend vers 1'infini et p tend vers zéro de sorte que le produit np

tende vers une valeur finie 6 .

IT.~ Que la distribution de la variable aléatoire

X = np
upq

X étant une variable binomiale (n, p), tend vers une loi de Gauss réduite lors-
que n tend vers 1%infini,



SE 10.- CONVERGENCES EN LOIS OBTENUES A LYAIDE DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE

Ls= CONVERGENCE LOI VERS L4 LOT DE lorsque n tend vers 1'infini
et P vers zéro en sorte que le produit np tende vers une valeur finie 9,

La fonction caractéristique d'une variable binomiale est

n ™ . n
(¢ +p6e™ = Ei*p(em-’l}]

n \ in
(q +p eiu) = an Isf)g\fl + p(e -1ﬂ

lorsque p tend vers zéro o N
R np(e*¥-1)
(g+rpe™) Ny e

§1 P ==20, N =320 mp -—> O fini

. (eiu_ ’l)
(@ +0p 61“)# —— 69‘

La loi binimiale (p, n) +end done vers la loi de Poisson de parambtre O = lim up.

II.~ CONVERGENCE DE LA LOI BINOMIALE VERS LA LOI NORMALE,
' Chercher ls limite de la fonction caractéristique de la variable binomiale ré-
duite
% = S=IB. X binomiale (p, n)

Vupq

On a, successivement o
juy
§,(uem) = (q + p &™)

0

. : s R
@x__np(ugnp) = ¢ (g 4 pe®) = (p et 4 q Y

, i _ _4p
-‘@.Z(u;n) = (p e%u+ qe -7%‘ u)n

Développant les exponentielles; lorsque n tend vers 1'infini .

2 2
Logﬁz(u;n)=nl'og »’J.-g-ﬁ d.+s(vt_’;’ﬁ$--—-}- ugzquandnmmzvac

n
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- Lorsque un tend-vers-1%infini, -u ‘restant borné dans un intervalle fini par

un pombre indépendant de n, -S= ainsi que 2(—=) tendent vers zéro. Log () (1) conver=
2 n n
ge uniformément vers - %. La loi de Z fend vers la loi normale réduite.
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E ll.= I0TS COMPOSEES - ILOI BINOMIALE NEGATIVE

Si 1%n classe les automobilistes en plusieurs catégories, on s'apergoit qu'au
sein de chaque catégorie les accidents de voiture se répartissent de fagon poisson—

niemme avee un paramdtre 8. Sa loi de probabilité est -

0
p =P

!

Cependant chaque catégorie possdde une valeur du paramétre 8 guil lui est pro-

pre. Ls répartition de ces paramdtres obéit approximativement & une loi gamma °

B> @“ﬁl Ly
T ()

On demande de déterminer la loi composée

a) par sa fonction caractéristique -@u) - dont on pourra déduire la loi de probabilité
de la loi composée,

b) directement 3 partir de la loi de répartition des accidents dans chaque catégorie.
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SE 1l,= I0IS COMPOSEES - IOI BINOMIALE NEGATIVE

I1 suffit d'appliquer le théoréme de composition des fonctions caractéristiques
ou des fonctions de répartition dépendant d'un paramdire.

a) La fonction caractéristique ¢(u) d'une loi de Poisson de pavamdtre e est .

8 (e 1)
plu) =

La fonction caractéristique composée est .

§w _,m / L0 %) w1 48 o ¥ T ()

V(o) (br1- 6D

Plo) = e
(b1~ )™

gue 1'on peut encore écrire .

! \ i
e e
- (1 + b) 1+b
En développant la fonction caractéristique,on obtient la loi de probabilité ©

Q) = LN ( 2 )“Z- .‘-W(“*fn)( A )n o d‘oh
n=ao :

_v () 1+ b n! (L + b)

¥ T ¢n) 4
*n = T'(ec) 2t @rold

Cette loi est appelée loi binomiale négative.

irectene; 2
b) Directement _ " //; -8 Gﬁ @wzﬂ, -’be a@ & _._EZS.C /m(ld-b)@ en-lroc-l 0
& ) A n} ! ) o
O Tlerw 4 v N b, % e |, alwa)we)
M) n! Ui+ b)m A+ b 'Pb 2"(141:19):2 3v(1+b)2 T

——CP————"
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E 12.- PROBABILITES CONDITIONNELLES ET FONCTIONS GENERATRICES

DA 1'ETUDE D'UNE ALTERNATIVE REPETER

On considére une alternative répétée, c'est-a~dire une suite de varisbles

-aléatoires indépendantes xn définies par

P(xx1 =4) =p

‘P(xn=o)=q={1wp

Llindice entier n sera interprété comme un temps, la variatle Xn repré- |
sentant le résultat de l'épreuve effectuée au temps 1t = n. L'instant initial
gera t =0 (et non t = 1), 1'épreuve initiale syant donné un résultat xoe Plutét
que de calculer directement des probabilités a priori, il sera commode de calouler
les probsbilités conditionnelles correspondantes dans les deux hypothdses xo =

. et xo--On

On dira qu'il y a changement d'état eu temps t =n si X # X (si 1ves~-
8ai n est un succds précédé d'un éches ou bien si 1'essai n est un échec précé-

dé d'un succeds).

Soit 'Q'); la probabilité conditionnelle de l*évenement " le premier change-
ment d'état a liew en t = n " lorsque Xo =4, et soit Xy la probabilité condi=
tionnelle de ce méme évdnement lorsque Xlo = 0., Calculer ’55;1 et A9 et les
fonctions génératrices

)

W(S) =Z m"n g X(S)

ne= i

20
n
e

En déduire la probsbilité a priori Py du méme événement, sa fonction
génératrice p(s) et 1'espérance mathématique de 1'instant de premier changemente
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2) . Sodent P, (n)-et Q(n)-les probabilités conditiomnelles de 1'évinement
®il se produit exactement k changements d'états de t =0 & % =n inclusive-
ment ", dans les hypothéses xo =4 et xo = 0 respectivement.

On considérera lgg fonctions
Gk(s) = Z Pk(zi) s®
n=0
: . oo
B (s) = ) qfn)s"
n=o0

On calculera explicitement l’o(n.)9 Qo(n), Go(s) et Ho(s). Puis on établira
les relations .

lel(n) = Z Qk(n-nr)

T= O
n

Qa(®) = L x, 2,(ow)
r=0
d'od 1'on déduira °
By (8) = TTe) B (o)

B 4(s) = x(s) e s)

On calculers epsuite H (s) et G (s)g, en d:Lst:mguant deux cas selon la
parité de k.

3) Soit Rk(n) la. probabilité a priori de l'événement ® il se produit exacte-
ment k changements de t=o0 & t=n". Exprimer Rk(n) 3 1l'aide de i’k(n) et
Qk(n). Calculer les fonctions : ‘

g L(s) Z B, (n) s"

n=20

g V) = 5 Ik‘s)‘“

k=0
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Si 1%on pose o

I >
o =§0 B h

‘l‘,n(t) est la fonction génératrice du nombre de changements d'états observés de

t=03a % =n. Montrer que lbn(t) est le coefficient de s dans Q(s,t)

En déduire 1'espérance mathématique de ce nombre de changements d'états °

E(k) = gﬁ k B (n)

4) Mettre l\)(s,t) sous la forme

V(s t) = —2— 4 =3
S&QS~ 82*’8

obh A, B, s. et s, ne dépendent que de t, et en déduire l'expression exacte

1 2 -
de \&)n(t)

A B
Pot) = —2p— + =T
2

_.;.&

Cas particulier p=q = % .

(5) On suppose que n =~-}20et pg —» o de telle manidre que le produit
np q ait une limite finie ©. Montrer que la varisble aléatoire k (représentant
le nombre de changements d'états de t =0 % t =n) converge en loi. Domner 1'ex-
pression exacte de la 1oi limite, examiner et interpréter sa parenté avec la loi

de Poisson.
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SE 12.- PROBABILITES CONDITIONNELLES EF FONGTTONS CENERATRICES
DANS L'ETUDE DYUNE_AUTERNATIVE REPRTER

Ltinstant initial a ébé caractérisé par un succes (Xo =4). Pour que le premier
changement d'état, ¢'est-a~dire le premier échec ait lisu en & = n, il faut avoir gagné
aux instants t =1, 2 .+. psll eb perdu & 1'instant n, d'ol ©

— T,
W, =p " q (XQ =A4)
D'une fagon analogue
N=1
Xg= d P (x, =0)
Bt les fonctions génératrices o
T e s
W) =), =) e ege) ()=t
n=A n=7 n= 0 A - ps
. 1 p=
g x(s) =
4 = gs

La probabilité a priori est domnée par la rdgle des probabilités totales.

n =1 . ok
=P @ *ax,= 1"a + "p = pg (L +g™

o
.

La fonction génératrice s'obtient de méme par composition de GF(s) et de x(s)

a(s) = p@(s) + g x(8)=pqs (&.’i - *46@ )

L'espérance mathématique de 1l'instant de premier changement est donnée par :

’ S ’.L - ::99, A qS e
p'(@) = m e F et & ot
z’lmps @-ps)® A (a.gs) §s=ll
| . A n A A
pt(1) =g = g pq (= + =)
(A =ps)® (A -ps) .4 ? ;‘3’

2] o

TEEH
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Stil se prc&uit ‘0 changement d'état de t =0 & +t =n c'est que pour

X, =4 onaeudes sucods sux instants t =4, 2 co. ne d'0d ©

D'une fagom ana=

§ P(a)= g
),: logue

Et

1 =7ps

o
g ¢ (s) = Z"Pn o = A
B=0

S o
2 Ho(s) =Z qn st = 4
A= 0 7l - gs

I1 est bien évident que l'on a &

Pk,(n) = Qk(n) =0 pour n <k

L'état initial étant X = 4, la probabilité que 1l'on ait le premiér chan-
gement d'état & L'instant t= r est '(D'; et 1'état en question sera un échee.
La probabilité d'aveir ensuite Lk changement d'états du temps r au temps n sers
done Qk(nar) (I1 stagit évidemment de @ puisque le nouvel état initial en t =1
est un dchee).

La probabilité pour qi'l y ait X +/ changements d'état, le premier chan-
gement d'état ayant lieu en t =1r est done

W 4 lowr)

La probabilité a priori de k+l changements d'état & X, =/ est domde
par le théordme des probabilités totales ° sommation sur tous les évenements possi-
bles et qui s’excluent, c'est-d-~dire sur 1'indice r prenant toutes valeurs de
71 % n moyemmant la convention de nullité des Qk(n) lorsque n est inférieur & k.

Pra(®) =3 T, oo
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De fagon tout-3-fait analogue '
n

Yoy () ""Z Xp F (n" z)
On en déduit d'aprds les définitioms &

Gk(s) = (n) g2

i Me? ’ﬁw

Hk(S) = Qk(n) g™

- 2o ) n 20 n
G‘k+1(5) ”'—'-'Z le_l(n) st =Z sﬁZ tﬁ; Qk(n-r) =Z Z: ’C-I); &7 Qk(n-r) g0

n= 0 n=Q r=A n=0 r=141

On g & former la double sommation selon
le diagramme indiqué. Au lieu de sommer par colonnes,
on peut sommer par lignes et on a -

) ( ) _i m“ I‘i ( ) N
k1 -1«:«:/1 r .n=rQ,kn—r s
Par le changement de variable n~r =1
i o == i
W, I L) st
i=0
! 3 Gk'l'l(s) '—'-'.ES‘(S) EK(S)

De fagon snalogue
e fagon analogu H,(s) = x(s) &(s)

20

Gk"l'1<8) = Z

k=71

Faisons dans la premidre équation °

k=2 p+ﬂ_
et dans la seconde k=27p ona ®
‘Eb'Hapﬂ
H2p+l=X Gap
Diody
2p+2 =W S
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Faigant maintenant _
k=2p dans la premidre équation et k =2p - 1 dans la se-

conde.
Gy, pHI™ wﬁzp
H .
2p = X%
G2jp+1 = Wy G, o
On en déauit +
- P
Gap = (Wy) ¢
Or G2 ol = é(jjx)p G)l
G’ﬂ. = wﬂo
Dol finalement
ko
Gak = WX) G’o
G = (?B’}()k wWH
2k+]1 - Q
de manidre analogue By = (@x)* B

'39) Les _x%-gles de probabilités composées et des probabilités totales domment 'V

B (n) =p B (n) +q Qn)
Dol

L(s) =p &(s) + ¢ B (s)



: SE 12.- 5
D'autre part ¢

ng(S) t‘gk'—pﬁ(th) +qH(?IT t)

{

T 2k
Ly (s) 7% = e.pm"ﬁ@(m"x t ) +ax ¢ (@x t%)

9 pHE +gH
2k )
Z_ Izk(s)t = :

k=0 A, a"fgx_tz"
i T (pmﬁo +ax )t
keo 20t a4 =Ty t°

Remplagant W(s), x(s) GG(S) ot Ho(s) par leurs valeurs déja ecalculdes

We) = Lo y(s) = =2 ¢ (a) = H(s) = —2
4 = ps A= ps A = ps 4= qs

T (S) = p(d=gs) + q{i=ps) + 2& 8%
(4-ps)(A=gs) = pqst?

o «—2smg
A-g+ pqsz(& - ‘i:g)

Par ailleurs en remplagazrb I (s) par son développement en s<, Sb(s,t)

s'exprime par la somme double .

Ps,) = z-akz: B () &

81 on intervertit les sommations ¢

UTOROIS gt Z:Rk(n)t z‘: J(8) o
n= g .‘

Ce qui montre bien que la fonetion génératrice du nombre k de changements

d’états observés de t = 0 & t = n est 1e coefficient de & dans wfsot)
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Ceci posé 1'espérance mathématique du nombre k de changements d'états o

2] .20 -
- _ 5 k ? R LAY
E(k) *g&k%{(n) = 2% %%(n} £ § == LP; (%)
t=a .

Cette dernidre expression peut 8tre caloulée par le biais de q) (s,t). I1 suffit

de développer \P (s,%) selon les puissances de s~

QY (st) mi g° q}” (%) ls| < 2
f()t n= 90 n

et de faire % =/ dans le coefficient de s". On peut aussi faive dirvectemernt +t =4

dans l'expression de .@,,, l{) (s,%) et ddvelopper % iam-= ql(sgt) % en s 3 condition
Ck 0% t=4
gue ce développement en £ soit uniformément conversent pour é/;!, en sorte que la

limite de la somme soit également la somme des limites.

Or {a (s51) est une fonction croissante de + puisqu'elle s'exprime par un

D+
développement en tk 3 termes positifs.
1 lll (s,8) __ _Ld,- s + gqsz(!;!.- tZ)Iqu -Q{L = 2pgs (4~ 't:z)] Zp%sz +
Vs 2 212
E,L= 5 + pgs @@= 5}

AU (s,) a1 CY) 2pas® __ 2pqs_ _ dl 4
< B = ety = 2008 = Ams
Dt (1-s) (4 -s)

o0

3 v S
Mé 2p08 %%: snx;_?pg_ ngﬁ
0t B =0 A=/
Cette série est absolument convergente pour \si( A ce qui établit la convergence

uniforme du développement de (sot) en &%.. Il est donc légitime de faire t =4

dans l'expression de la dérivée avant développement et on 2 o

/ E(k) = 2n pq/
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4°) On peut déeamposer la fraction ratiomnelle q)(s,,t) en éléments simples o

=== +
L-5 4 pe"(A~17)  pall- )(g=s)em8)  gms spe

‘p(s"t) - zms(i“t) A =202l = ) A B

5, et s, étant racines de 1'équation

pq(&=-‘i;2) 6 m s 44 =0

4+;V&-4pq@-t2f A =\ 4pq(f.l. %)

3

2 pq(2 ~ %) 2" 2pq{d = %)
o o s o Yimdpg(l ~12)
S pq (2 ~ %)
/l-2pqs/1ﬂm t) | A~ qusa(f.l.r- ’G)
= - B ==
palL=1t7) (s, 5, ) pa(d-t ><s,l— ,)

Développons q)(s,, £) en 8" d'aprés la décomposition en éléments simples o

qnsu's‘)--:—»z;: ) PED (&)

d.n-—e 2n-—o

A B n
l\,l(s,,t) = z : + s
ne o n.-t{l n+l

1 o
Si on identifie & o
2
Yesot) 2 Yw e
n=g

o+t 2 -t 2

fl—'ta A+t
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dtod o o A=t
A=0 B = s 2
%(/1-.-@2) TE AITE
A=t
et

50) Si n tendant wers 1'infini, pq tendant vers 0 et le produit npy vers une limite 0

s&f‘\)

tend vers + oo .= 32N = tend gussi vers l'infini.

2pg(a-t=}) - e pafi-t")

L]

a
Visz-t = - r

I1 en résulte gue

e
s -l
i3

tend vers zéro.

Par contre .

s, = - \ﬁ=—4pqz'l~'§) 4 - P-‘L= 2pq (A=t?)e 2020 (At ) + ]
2pq(A-t°) 2pq (1~t%)

204 + pa(@-t2)+ ..

B tend vers ‘l.
Par suite (y (s,%) teund vers

. ) o
N ) e O =il

// U_(¢) tend vers @(t ~1) /

Le nombre %k de changements d'états de t+ =0 & +t = n converge en loi. On

reconnafira plus aisément cette loi en faisant apparaitre la seconde fonction carac=
téristique Log E;L(u):
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On voit sous cette forme que l'on peut interpréter k o
k=2N

N étant une varisble poissonienne de paramdtre § o

RN
Probgﬂ—v g_e T

sz<11200)=?1’0b§k=2? Sse e

©

On retrouve d'ailleurs de fagon tout & fait élémentaire &

- 62— 3 -0 0+° B (2~ 1
q’pg(t) =; By {(n =00) {;2? =8 9; 9_{;_ PR _e (t5=14)
=0 -y s

Il est assez inattendu que la loi ergodique ne permette que des nombres pairs
de changements d'états.
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E 13.- POISSONNISATION DE LA MISE EN PLACE ALEATOIRE

PROBABILITES CONDITIONNELLES — COMPOSITION DES FONCTIONS GENERATRICES

Cet exercice montre coument on peut calculer des ;groba‘bllités ou_des lois d‘une

des probabz.l:l.tés ou des lois composées. La question a été, lors d'un exercice an'bérleur trai-
tée &_fag@n élémentaire. Voici une solution autrement plus élégante.

On imagine XN eases C’/l Ga..o cz et n particules qui peuvent tomber dans les

cases, avee une probabilité égale pour ehaque case et de fagon absolument indépendante. On
désigne par Bap Boooo By le nombre de particules tombées dans les cases C,, C '°°Gn°

A2

I,= = n étant un nombre fixe donné, éorire la fonction catactéristique du systéme des N varia—
bles Byo Bpeoe Byo
Pu(Upseee vg)

= gupposant maintenant que n_est un pombre, non plus fixe, mais poissonnien de @amétre Q,
éerire la fonction caractéristique § (u) du systéme des ¥ wvariables. Montrer que les

particules se répartissent dans chague case selon une loi poissonnienne de paramétre Q et
de fapon indépendante dans chacune deg cases.

II.~ On désigne par Pm(n) la probebilité pour que m cases ezactement soient vides, n__éfant
fizé et pser Pm 1la probabilité pour que m cases exactement soient vides, n nfétant
pas fixé, mais poissonnien de parametre 0.

P slexprime & 1'aide des probabilités conditionnelles Pm(n) par .

nm
-eéz == B _(n)

- Csleuler, & 1'aide du résulbat fimal de I, la probabilité Po pour qu'une case soit vide.
Remarguer que la loi de répartition de m est binomiale. En déduire l'expression de Pm’ et
par identifiestion des développements en O 1'expression de Pm(n) 3 partir de celle de Pm.
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IIT.- PROCEDER DE FACON ANALOGUE POUR IES FONCTIONS GENERATRICES.

22 n
: Gn(s) =§:Pm(s) 8
n=0 oo

oo 8 B
_voissongiens G(s) =2 _ P & =8 2 ¢ (s) A
m =0 nd

=0

¢(s) se caleule faeilement. Par identification des développements, déduire Gm(s) de G(s).

IV.= On cherchera la limite de la fonction génératrice Gm(s) lorsque n et N tendent tous
deux vers 1'infini, en supposant toutefois gue 1'espérance Em(n) = G (1) du nombre de
cases vides, & n fizd, tend vers une limite finie A lorsque m et N +tendent vers
1'infini. Cette condition impose que N €7 %% tende vers une limite M.

Justifier la 1égitimité du passage & la limite sur la série Gﬂ(s). Sur la limite
de la fonction génératrice, reconmafire la loi limite du mombre m de cases wides.
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SE 13.~  POISSONNISATION DE Li MISE EN PIACE ATEATOTRE
- PROBABTLITES CONDITIONNELLES  COMPOSITION DES FONCTIONS GENERATRICES
I.~ Envisageons tout d'abord une p&.;"’.”tibﬁle unique. La particule peut tombe:e dans une queleconque

des cases avec la probablllte T (d'avoir 4) et la probabilité /4 - ﬁ (d'avo:Lr 0)e La fone=
tion caractéristique 8 N composantes est *

13w el 4 gl 4, oluN
E(e ) = .
Comme les particules se comportent de fagon indépendante les unes des autres, la
fonction caractéristique relative & 1'ensemble des particules, c'est-a-dire la fonetion ca-

ré@téristique des mombres de particules réparties dans les cases est le produit de n fone=

tions identiques & 1z préeddente
' iy, i, vy 2
g 8 T4 e B

Pl Gyoiipens vy) = T

ou si 1'on préfére la fonchtion génératrice

S/l+52+ YY) EN
N

gn<3l198 s00 SN) =

On pourrait en déduive la probabilité pour que m ocases exactement soient vides
en sommant dans le développement de gy les coefficients des monomes constants en S sSgee
oo 8 et en multipliant par Gm Ce ne serait pas tres simple, nous chercherons 3 obtenir
directement 1'expression de Pm(n)

= Si maintenant, on comsidere que =n nlest plus un nombre fixe donné, mais une variable
poissonnienve de pavandtre O, on obtient 1a fomotion caractéristique E(u) en composant
les ¢ par la loi de Poissen .

T - o Qsﬂ‘;‘ o o 2, emN] % (em1 u2~+ oo eiuN)
i( Q[ (62 -a)s(e™™ =a>+ (e ﬂ.)J

g 0) e 9™y - a)
@u) =¥ g cee eﬁ

Ainsi la répartition dans chaque case est-elle poissonnienne de paramétre 1? De

prlus les particules se répertissent dans chague case de facon indépendante
Prob %n,lmk§= =~§ %
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IT.- I1 en résulte gue la probabilité P , de n'avoir dans une case donnée sucune

particule est . qﬁ@ _ :
' Po = € (PO,,N)

La répartition des Mabsences P entre les N cases est binomiale | puis-
que les comportements pour chacune des cases sont indépendants; d*oit la probabilité

[

pour que m cases exactement soiemt vides ¢

Nen
P, = GH P (@a-p )
8 B
: n-m = N\N=m
\ P =0 € N1 - )
.=.6 g Netn
P g cN(@ -a)

L'expression de Pm est développable em O

) N=m X Nmm-ke
10 k b}
P =e G kz (=1) Crp ©
= 0
N n,n

8 omo STk i @-%5%)0
P =€ g GN-m
L ¥ k=o B = nl

L3

ou, en intervertissant les sommations .
e

P m ua Z Z("‘l) m+L )

n=6 al! k=o
On peut msimtemant identifier aves le développement de la loi composée

-8 =
P o=@ Zgzzl?m(n)

n =0 nl

;. s k
I k . m4k
P (a) = G ;Z;QM) cnam(a-m"»)
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IIT,- Pour déterminer ls loi (conditionnelle) & n fixé, on peut aussi chercher
sa fonetion génératrice et pour ce faire, en agir aves les fonctions génératrices G(s)
et G (s) comme om 1'a fait avec les probabilités P et P (a).

La fonetion génératrice composée

oo
&(s) = E Pm &

n=g

¥

e =, H.

1

est celle de 1s loi binomiale ( E

Ga)=(@-e Yyoge ¥y

On peut développer G(s) en 0 come nous 1'avens fait pour P .

ae)me lel ()| me ) (- g e ¥ @)k
. ks@

b N 0
G(s) = ¢ kz (=1)E G;(Il-s)kz (a .-.%)E .Qf
=9 Bn= 0

u!

Intervertissant les sommations
4= 2 & i
i n
)= 2 L) (aF ca-5t @
n=9 n! k=04 i

®

Identifiant avee .

wl = 2
G¢(s) =@ Z i ¢, (s)
n=0¢ n!

On obtiemt la fomction génératrice de la répartition &2 n donnd

I K I
@ =) (@F ¢ @~ ama)
= @

C'est par 1'intermédiaire de la fonection génératrice que mous alloms chercher
la loi limite met N tendant vers l'infini.



SE 13.~ 4

D'aprds 1l'hypoth®se de 1'énoncé
B
Em(n) = G;(/l) = N{4 n%) doit tendre vers une limite A ce qui impose o

n
Ne ¥ tend vers A.

Moyennant cette condition cherchons la Iimite de
k n
k - . k
(e (125 @-s)

k
N e 50 C Sgquivalent 3 % par valeurs inférieures quand N tend vers 1'imfini.
m

P -

a
a4 = ga) équivalent 3 € 1 par valeurs inférieures quand n et X

tendent vers 1'infini.

Do xn

e Y- s)k par valeurs inférieures.

¢

%

k k n k
GH(& - ﬁ) i~s) équivalent &

Le terme général de la série Gn(s) est donc majoré em valeur absolue par

B

B a-s)k B étant un nombre supérieur & A.
kd

le série Gﬁ(s),, dort le terme général est majoré en valeur absolue par le terme
général, indépendant de n et de N, d'une série convergente est donc uniformément conver-
gente.Par suite on peud prer;dre la limite de chaque terme et la somme de ces limites est
la limite de la somme de la série. Le passage & la limite est légitime.

Done >0 o k
6 (0) s T () =3 (2t Y DaGeo)] MO
k=0 k$ n=0 k!
La fonction génératrice Gn(s) converge vers la fonetion génératrice d'une loi
de Poisson de paraméire A.
La loi de probabilité du nombre de cases vides tend donc vers une loi de Poisson
de paramdtre N €~ il o
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E 14.- ETUDE SOMMAIRE DES REACTIONS EN CHAINE A L'ATDE DE LA FONCTION GENERATRICE

I) = Le temps varie de fagon discontinue

A 1%instant initial % = 0, on a une particule. fu bout du temps + =71, cet-
te particule s'est mude en une population dout le nombre obéit 2 la loi de probabilité
Pye Ia population & 1%instant (1) est caractérisée par la fonction génératrice

a(s) = Zpk Sy

A 1tinstant + = 2, ghague membre de la premidre génération s'est mué en un
certein nombre de particules, nombre qui suit la méme loi Py A la nouvelle population

dont le nombre obéit 3 la loi de probabilité P,(2) est attaché la fonetion génératri-
ce Gz(s) et ainsi de suite.

- Etablir d'une facon générale que le nombre d'individus de la n +/1 idme génération
obéissant & la loi de probabilité Pk(n-i-l) est déterminé par la fomction génératrice
(8) qui se déduit ainsi de Gn(s):

Gn+1($) = GK_Gn(S)} = Gan(s)l

- Montrer que la fonetion G(s) = &, qui s'annule pour s =/ admet en outre une autre

Gn-!-l

racine S, compriSe entre 0 et /A =i le nombre moyen des particules 3 la premiéré
génération m = G'(4) est supérieur 3 4, et quielle ne s'anmule pas entre O et 71 si
G'(1) est inférieur ou &gal 3 /.

En déduire gque le nombre de particules présentes 3 llinstant n ne converge
pas en loi. Lorsque n tend vers 1%infini &

o

Fo

B
i

6t{4) <A 1a fonction génératrice @n<$) et la probabilité d'extinction Po(n)
‘ tendent vers 1 ¢ il y a extinction presque certaine.

si m= '&}’(71.) >/ 1la fomction génératrice Gn( s) et la probabilité d'extinction Po(n)
tendent vers la racine s o s il y a effet de fuite.



II ) Le temps varie de fagon continue,

On imagine que les époques t =4, 2 .... n sont rapprochées et sépardes par
des intervalles de temps petits.
Ia fonetion génératrice G(s) relative 2 un intervalle de temps petit At peut

se metire sous la forme
6(s) =8 + At ¢(s)

car la probabilité pour gu'un mez]nbre de la population présente 3 1'instant + ait dis~
_paru ou ait donné naissance 3 ume, particule sst faible dans la mesure ol A'i; est tres
petit. Or dams la fonction génératrice, la probabilité pour qu'il n'y ait pas de change=
ment, ¢'est~i~dire pour qu'un individu se mue en lui-méme n'est sutre que le coefficient
de s.

De la loi de formation des fonctions génératrices 3 temps continu déduire
1'équation différentielle domnant G(s,t) °

0 _06(s,%) t)
v MO)

Intégrer 1'équation différentielie et montrer, en tenant compte de la situation
& ltorigine des temps, que la solution est |
G(S, t)

‘i;:/mdm'zm
£ olv)

Btgblir directement sur 1'équation différentielle la loi de 1'espérance mathé=
matique m(t) du nombre de particules présentes & 1'instant

n(t) = et ?1(1)

Dommer 1a forme de la fonction (p(s) si 1'on admetb qu'?a 1tinstant t pendant
l'intervalle de tempe t, % + At chaque particule peut -
= s0it périr avee la probabilité %, A'Z:

- S0it se scinder en k = 2,3...n particules avec les proba‘b;htes reS-
pectives % At

~ soit subsister sans modifieation avec la probabilité A - Z; o, A t

(s) = - K _ 2 L
i T *
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Montrer que q)(s) s'annule une fois su plus pour s = So entre O et A selon le signe
de la dérivée au point 4 ¢ ¢'(d)

1

Discuter le comportement de G(s,t) et de la probabilité pour qu'il n'y ait plus de
particule Po(t) lorsque + tend vers l'infini.

Etablir que % tendant vers l'infini o

- si G'(1)<A,condition identique & ¢'(A)<0 ou m(t)$A  G(s,t) et PO('!:) tendent vers A3
il y a extinction presque certaine.

- si G'{1)>A,condition identique 3 ¢'{(A)>0 ou m(+)>4 G(s,t) et Po(t) tendent vers s s
ilya fuite & 1%infini.

III) On pourra concrétiser ces notions, en traitant les deux exemples.

b6

a) la articule peut soit se scinder en d - robabil Oy At, soit subsister

sans changement.-
- = Calculer expliditement €(s,t), en déduire la loi de probabilité Pk(t) du nombre de
particules présentes & 1l'instant t.

b) La gart:.cule peut soit se scinder en deux avec une probabilité oczAi;, soit mourir avee
la probabilité &, At, soit subsister sams changement.

- Caleuler explicitement . G{s,t) Discuter de son comportement et de celui de P (t)
lorsque t tend vers 1'infini selon les valeurs du rapport -E-g-a . ’.Pralter d:.rectement

le cgs limite o, =0
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I) Chscun des k membres de la population } 1'instant n, dont le nombre obéit & la loi
de Probabilité Pk(n) se transforme 3 1'instent n+l en un nombre de particules dont
la fonction génératrice est G. La fonetion génératrice de la population & 1'instant n+l
s'obtient en composaent (% 1'aide de la probabilité .Pk(n) les fonctions caractéristiques
de k variables indépendantes correspondant d chacun des Xk membres, '

Gm_l(s) =§ Pk(n) [G(sﬂk = Gn(}}(sa

On peut aussi dire que les individus présents % l'instant n et dont le nome
bre est défini en probabilité par la fonction géndratrice Gn(s) se ‘transforment chas
cun pour le compte et de facon indéperndante en r individus 3 1'instant =n+tl avee la
probabilité P D'od la composition un peu différente

T .
Gn+1(s) = z:pr [Gn(sl-) = G[Gn(s)]
r
Gn-!-l(s) =a, [G(s)] = G [G"rn (s)]

Ceci posé la fonetion G(s)-s qui s'annule pour s = 1, est positive et éga~
le & P, Pour & =0, et qui tourne sa concavité vers les ordonndes poditives car G n(g)
est constituée de termes tous positifs, a nécessairement 1'une des allures Buivantes,
selon 1l'inelinaison de la tangente &

G(s)=s &(s)-s
P

S

o 1
si G'(A)-1K0 clest-d-dire mgA G'(1)4 0 c'est-a~dire myd
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La série itérée G +1(s) =G [GB(SZ] (cf. méthode de calcul d'une
‘ racine par itdrations).

converge vers la plus petite racine de 1'équation

Ms)=s = 0

clest-i-dive vers 8  si m = G'{)>1 ouversAd si m=E'1)2A

o

on conelut que, lorsque n tend vers l'infini :

si  GWi)<a Gn(s) — 7l et Po(n) = cn(o) -3/ il y a extinetion presque cer-
‘ ' taineo

si ¢(a)>a Gn(s) — s et Po(n) = Gn(()) ——3 8 il y a effet de fuite.

0

En outre, du fait que Gn(s) ne tend jameis vers une fonction, le nombre de partie

cules présente & l'instant n ne converge pas en loi.

II) &ppliquons 1'éguation 3 temps discontimu en assimilant n & t et ntl & ++ A t et
en usant de llexpression de la fonetion génératrice G relative 3 un temps court

G=8+ At p(s)
¢, (s) = G[G (s)J
a(s,t +At) = (s, t) +A+ q)[G(s,tﬂ
i 1'on fait temdre A\t vers zéro

@9.&%2_ = ¢ [G(s,t]

Cette équation stintdere & vue .
G(Syt)

/cp(e) /'T%%“
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A 1'instant initial, t = 0, G(s,0) doit &tre identique & s puisqu'il n'y
a qu'une particule & l'instant initiale cette condition détermine la constante d'inté-
gration (qui est une fonction de s)

G(Ss t)
t = dv
¢ o(v)

Cette intégrale définit la fonetion génératrice G(s,t) sous forme inverse. Dans
. n n
un exercice ultérieur . Bvolution d'une population de bactéries, cette solution sera ob-

tenue comme conséguence des équations de Kolmogorov.

Expression de 1l'espérance mathématique du nombre de particules présentes 3 1'instant e

Cette expression s'obtient immédiatement en dérivamt en s 1'éguation diffé-

.

rentielle du problime ©

¥a oy Qe
(()s'(’)t~ LP(G) (as

ol l'on fait s =1 ('bG ) L - m(t) G =1

u(t) = 6- tp'(’l) /

/

Ns oA

est négatif ou positif.

On note que mu(%) 9—-3—(523-)- est inférieure ou supérieure 3 A selon que '(1)

Que peut-on dire de la fonction ¢(s) ?

A 1'instant +, pendant 1'intervalle de temps %, t +A+t chaque particule peuts

- solt périr avec la probabilité & At
- soit se scinder en k = 2,3...n particules, avee les probabilités res-
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= pectives o A t

= soit subsister sans modification avec la probabilité A - % o, A t
k#1

on a donc

&s) = s(1 -gfl o M) + At(cco + o, §2F veve o s?)

6(s) = s + /¢ ;ﬂoﬁc &< -‘si% %1 =5 +At p(s)

//KP(S) mlgaaksk-sg;l% /

n
On mote que ¢"(s) =2 k(k:-l)sk-a est toujours positife Si o #0 la cour-

k=2
be représentative a 1l'une des deux formes suiventes

ols) o(e)|
pt(1)< 0 ¢'¢1)>0
o, A s o s A s

o

Outre la raeine 4 la fonction y(s) a une ragine wnigue ss comprise entre
oet 4 si ¢'(s)>0 . Elle n'a pas de racine inférieure 34 si o'(2)<L 0

Puisque G(s)-s =At ¢(s), ces résultats découlent d'ailleurs de la discussion

faite sur la fonetion G(s) au (I).

Comportement de ls fonction génératrice G(s,t) lorsque +t +end vers 1'infini.

I1 résulte de la discussion précédente .
R R 4a N . .
Si la fraction = n'a pas d'autve pble que /1, c'est-a-dire si ¢'(1)40,
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lorsque t +tend vers 1l'infini @{s,t) tend vers -1 et il en est de méme de la proba~-
bilité Po(t) = G(s = 0,%) pour qu®il n'y ait plus de particule lorsque + +tend vers
1'infini. I1 y a extinction presque certaine.

Si 1a fraction _"/%"v"‘}' a m pble s o inférieur ¥ /1 clest-a-dire si cp'(ll) >0
G(s,t) ainsi que Poft) tendent vers s, lorsque t tend vers ltinfini. I1 y a fuite
A 1Yinfini.

Pour rassembler les résultats <

Iorsque t ‘tend vers 1l'infini .
) '
84 G‘M.!éll ce qui est équivalent & 9'(1)<L 0 et 3 m(t) =[..%(.?.9.EL et @ ("L)é/j_
t 8=1
G(syt) —3~ P e(t) —_— A il y & extinction presque certaine

Ve(s,p) | W Sa

Si G'1) >4 ce qui est équivalent 3 ©'(A)>> 0 et 3 m(t) = 7t

g =1

G(syt) 2= Po(t) —>8_ Tacine de ¢(g) =0 il y a fuite
a4 1'infini,

Remarguons que le nombre de particules ne converge jamais en loi puisque
G(s,t) tend toujours vers une constante /L ou S e

L R4 / teo



I1I) Ezemples.

a) Ia particule peut se scinder en deux a{rec une probabilité O A +, soit subsister sans

.changement.
e(s) =, (s2 - 8)
G(s, t)
(x.z‘i,‘z— &wzhgg G(s’t) A.-S
. vi-v) 4 = G(s,t) S
- (xzt
O(5yt) = it
: =%
71 -s{l - e 2 )

Du développement de la fonection génératrice, on déduit la loi de probabilité
du nombre de particules présentes 2 1'instent t o

% +
a(s,t) =& 2 S a-e 2yt g
¥ =a

t 10
p (%) = efQQt n - ewa2 )k '

Par ailleurs, 1'spplicstion de la-forimle générale domme la moyenne m(t) du nombre de
particules présentes & 1tinstant %.

a(t) = Gw"(l) = eﬂa‘b

b)_ La particule peut soit se scinder en deux avec une probabilité chAt, soit mourir avec
la probabilité - o, Nt, soit subsister sans changement.

p(s) = 0p o - (cr.o + ong)s +o = (1 =s )(er.o - o:as)

G(s,t) (s, t)
4 = / ; av __A / @ A |
. _rxgv -(oco-t» ®)v + % = G o = OtV Aevw

8 8
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A - G(s,t) __ A== 6(062-' “o)t

&, = 0y G(s,t) CREE

1o elorm )b _ L;g CS %)tj,

0 "
a .. f?.. e(“a“ %)t :-?- s {/1 - e(m'2 T.%)t]
[+]

o}

G(Sst) =

W) (et

Deux ¢as sont 2 distinguer selon que la fraction rationnelle gous le signe
dtintégration a un p8le inférieur & 4 ou non :

%, > 0y i1 n'y a pas de p8le inférieur éq. tp'('l):orz- L0 n(t)X4

G(syt) =—aP o(t) ———3/  Extinction presque
certaine. o

o
cr.o<oc2, il y a un pble &29- inférieur 3 4  ¢'{1) = %= 0 > 0 n(t) >4

——T—c—

[+ 4
6(s,t) ~> B _(t) -9-&-: fuite & 1'infini.

Le cas limite %, = “2 pent d'a::.lleurs se traiter a.z.reetement
G(svt)
Gms
| <»1 T (a-s)(1-6)
cao('b) +s(d - ocat)
4+ cco(a., - 8)%

G(s,%) =

t =% oo on vérifie sur la formule <

G(s,t) == P (t) > 4
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E 15.~ CONVERGENCE DE LA MOYENNE DE p VARTABLES ALEATOIRES NON INDEPENDANTES

!

On considdre des variables aléatoires Xn non indépendantes de moyennes m et

ayant des variances bornées
2
les o’n é B

- De plus les coefficients de corrélation Py j entre deux des variables tendent vers
zéro dds que 'i» j\ tend vers l'infini

lim Pijg = 0 autrement dit,il existe un nombre k tel
Ji=3] =22 que |i-j{>k entrafne |p; P <e

n
.- Montrer que la variable Y = 1 z (Xk: - mk) converge vers zéro en moyenne guadratique
nongET;,

¢'est-d~dire a fortiori en probabilité. On étudiera le comportement de la variance
2 .
D(%Qdelr

2 2
Ilem 61 et O'j étant les variances de deux variables Xi et X;j » on ajoute aux hypothdses

précédentes que la série double

20 )
Z Z Pij 91 %5

i=A J=A

est absolument convergente, la somme des valeurs absolues étant .

0 R

Montrer, en s'aidant de 1l'indgalité de Tchebycheff, que Yn eonverge alors presque sfre-

ment vers zéro.

IIT.~ Si on compldte les hypothéses initiales (non pas celles du II) en précisant que les
Xn sont des variables obéissant & la méme loi normale, de moyenne nulle par exemple,

et de yariance finie 0‘2 et qu'en outre les coefficients de corrélation sont tels que

20
Z;; lpij, <4 pour tout i

Montrer, que Yn convergé presque sQrement vers zéro.

*
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SE 15.~ CONVERGENCE DE LA MOYENNE DE n VARTABLES ALEATOIRES NON INDEPENDANTES

I~ La moyenne des Yn est nu11e5 1a variance des Yn est donnée par

D2(Yn) = fé :gj;:n p;lj o, 0'5 avec évidemment pyy = A
2 a | Lla2S
p(T,) =;§ 2::; o, + 2;5,{41 15 %1 ©; 54}3 E+::§i<j\<n)pia\

Ocecupons nous de la somme

‘Pig\ = ﬁL.

i<j<n i=4} j=i+l

,"ii

Elle peut 8tre scindée en deux parties °

de j=1i+4 & j= i+k

de jJ=1i+k+A & j = n

lpi- Zl 2

iign = i+l iéi 3 At )pijl

Dfaprds 1l'hypothdse faite &
pour j=i> k lpij\{a

e

2\913\4313: -baZ:(n-n.-k)_nk.g.a[n(n k) - n(n+4)

Kjgn
E <_ e + 202) n(n-’.!.)
i< \ i,]

Pr) < (EElic)s

dfolt

On en conclut que D2(Yn) tend vers zéro lorsque n tend vers 1l'infini,c'est-s-dire
E \fyn- 0)2} —_— 0 N e Oo

Y, converge donc en moyemne quadratique, et a fortiori en probabilité vers 0.



. SE 15.= 2
IIe= i 1'on forme 1'hypothése supplémentaire

Q
Q
i

(4]

i 7

.
on & .

Or, d'apres Tchebycheff

2
Pm‘bdi’n\ >a) £ S‘% Dz(Yn)\< uzsnz

Ti en résulte que la série
D

nzz ) [ B lYn“ng'&)} est convergente quel que soit o« > 0.

D'aprés le critdre de Borel-Cantelli cfest une condition suffisante de conver—
gence presque sfire vers zéro.

Yn converge presgue sfivement vers zéro.

aee / LA N
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I11,~ Les X, obéissent % une méme loi normale de variance gf et

glpij‘<A pour tout i

On a 2 .1 n
(r) =% : Z Pi'ga“iz“f
Bonfi=a 3= J n

2
2 Aag
D (Yn)‘g .

On en déduit la convergence en moyemne quadratique vers zéro, mais on peut al-
ler plus loin. Calculons

"Prob(\Yn\ Za ) on pourra poser pour la gommodité DZ(YE) = Si

20

2
P(,Ynl}“)"v;";; U/og/;e Z ae

h

Lorsque n est assez grand, c'estea-dive «%— assez grand 1l'intégrale de Gauss
o n
, S ey
2 2. ¢ 25
2,.{ m
Or, pour n grand, l'exponentielle négative est inférieure 3 toute puissance né-

est inférieure & o

gative de 1l'exposant. On s par exemple

L& 282
e 2% < —
[+ 4
d"oﬁ 3 Mz 3 )

o] 1| >) 353? 5, < S Ve 3
- o5

la série i

Z qun - o\‘?,“ ) converge quel gue sSo p
B =4

ee gui doune, d’gprés le critére de Borel-Cantelli une condition suffisante de conver-

gence presque sfire vers zéio.

Yn converge presque sfirement vers zéro.
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E 16.-  DISCUSSION DES DIVERS TYPES ENGE D'UNE VARTABLE ALEATOIRE

SUR UN EXENPLE ELEMENTATRE

On considére des variables indépendantes Xn de lois

]

_ BEF = ) P(x, =~ n¥) =% o positif

et la variable

o

I
B
ME

k=A JE{

On demande d'indiquer les divers itypes de convergence de la variable Y n selon
les valeurs du parasmdire w«. '

1°) « On montrera, & 1l'aide du premier théorme de Kolmogorov, que Yn converge presque
strement vers O lorsque o <»%.

2°) = On montrera que pour >% Yn ne converge ni en loi, ni par conséquent en proba-

bilité, ni en moyenne quadratique, ni presque stirement. Il sera commode pour obtenir

ce résultat d'Studier la limite de la fonction caractéristique ﬁ(u) de Y lorsque
n tend vers 1%infini.

3°) = On montrera enfin que pour « =% Yn converge en loi vers une loi de Gauss de

variance finie. On en déduirs que Y p D€ converge par contre ni en moyenne quadra=—
tique, ni en probapilitég ni presque stirement.

i)
7N

C.Mm.Q

On se rappellera .

c.P
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SE 16.~ DISCUSSION DES DIVERS TYPES DE CONVERGENCE-D'UNE VARIABLE ALEATQIRE

SUR_UN EXPMPLE ELEMENTATRE

1°) La variance de X est

2

o = n2@:
n

Daprés le premier théortme de Kolmogorov, si les Xn sont indépendantes,

de variances finies, et si

o 2
z < -Gn s 4
n=f na n2e-2<x

converge, ¢'est-d-dire si
A
[+ 4 < %

Yn converge présque sfirement vers O.

2°) La fonction caractéristique de X est .

a inn =3iun

On en déduit celle de Yn

n n
. « o
(w) ==_‘T cos (5B ) ou loz Bw) = Log cos (X2 )
2 k=4 n @ gll 8

5i o >4 il est bien évident que §(u) n'a pas de limite car elle passe

selon les valeurs de n de valeurs positives & des valeurs négatives.

Si «&A  Puisque k est compris entre 4 et n Iog cos(k“nu ) est
un infinjment petit lorsque n tend vers 1'infini. BEn conséquence la somme est équiw
valente 3 ltintégrale n . 1 _

Log §(u)f\} / Log cos(E—2-)ax =n / log eos(ziuo)dz
7] n a1 o

"
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Lorsque n tend vers 1l'infini, dans 1'intervslle des variations 0 & A de =z.

o 2 2
Z u N g i3
e@s(? ) peut 8tre assimilé i A - Fm-z == et
o 200 2

Iog cos §

% % . . 7 "
= =) peut 8tre assimilé 3 - it F

u2 200
Log §(ﬂ) m="&ww/ z 4z
2n
s}

— m2 200=1
tog Plu) M) = o) n
% +
Si a>/‘% @(u) tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini.

h4 , 0e couverge donc pas en loi et par suite ni en moyenne quadratique, ni
en probabilité, ni presque sfirement.

30) S & = '% ‘g(ﬁ) tend vers une limite

2
u

Qu) —=-—-§ e“ L3

i’n converge donc en loi vers une loi de Gguss de variance %

(r) —> %

Ge gue 1'on vérifie d'ailleurs immédiatement par une autre woie o
n _ n
2 A § 2 E n{n+l A . .
D (Yn) = ;53 — E o= ;%:, = k= agzzml oy 5 lorsque n tend vers 1%infindi.
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Si- Y - gonvergeait presqﬁe sOrement, ce serait verz zéro = autrement dit vers
une varia’ble de moyenne et de variance milles - ce falt imposerait que la loi limite
de Y ait une varisnce mulle, ¢ est—a—d:me soit ls loi de Dirac. Or il n”en est rien
pun.sque la variance de la loi limite est zo Yn ne converge donc pas presque slrement
TErS ZET0.

On en conclut gue pour p = %9 Yn converge en loi mais non en moyemne quadrae-

tique, ni en probabilité, ni presque sfrvement.
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E 17.~ SUR L4 IONGUEUR D'UNE SERIE DE SUCCES

e

DANS TNE ALTERNATIVE REPEFEE ¢ ETUDE DE LA CONVERGENCE (Exercice L)

i

-On considdre une alternstive répé'{:e’e avee, & chague coup, une probabilité p
- de succds et on désigne par A 1'évinement suivant

-An = % de llessal 2% 3 1'essai 2n+1 = 4, il apparait au moins une série de suc~
e®s de lopguenr su moins égale & a "

1°) - En majorant P(Aﬁ)g on montrera par application du cmtére de Borel-Cantelli que
la proba‘b:v.l::be d’avoir une infinité 4'A  est mlle si p< <5

2°) - Si, par contre, 3% s 1o probabilité dfavoir une infinité d"An est égale & 4.

Ce dernier point est plus délicat & établir . De la suite des essais, entre les
mméros 2% et Zﬁﬂu A, on extraira une sous-suite et on définiera un évdnement B n:

B, = “1'un au moins des essais 2% 4 Ty 2% &+ 2n, 2% 4+ 30,40 2% + kn  donne une S
rie de succds de longueur supdrieure ou égzle & n¥.

Pay construction méme de la sous-=suite; on a
p(a,) > B(8)

et les événements Bn sont indépendants puisg_ue B ne fait intervenir qﬁe des es=
sais de mméros inférisurs 3 2% L et B que d.es nunéros supérieurs ou égals
B +l. : ntl

On cherchera & minorer k et  montrer que les séries Z: P(Bn) et Z P(An)
sont divergentes.

Comme les évdnements B sont indépendants, le critére de Boreiw()antelli est
aussi wie condition necessa:.re et par suite la divergence de la série > P(4,) entraf-
ne que 1'évinement ® un nombre infini d'indices * est presque certain c'est-d-dire
P(une infinité d's ) = 4.



10)-

20)= -

' su@cés}n "

SE :.1.7’0= 1

- -Lg pmbab:.l:.;he qu“un coup donne dorme “naissance- d-une série de n- suecés au meins
est - p . Or, entré les-essais- 1P ak- 2--;‘ -, -on- &- joud 22 ‘coupSe Ia proba‘b:.l:.té de 19¢ve-
nement L P(A ) -est-inférieure ou égale-3-la-probabilité-que 1'un- quelconque des. 2"
eou;ps domme naissance- une série de n succéﬁ au mo:ms,, c“est—aadire,, d'apres le théorew
me des probabilités totales o

p(a) £ 2% 5°

R(g;) < (20)"

Si dohe p(% 1 série Z”P(A n) converge et P(une infinité d'An) = 0 d'aprds
le critére de Borel-Cantelli. :

k apparéit comme le divisewr du nombre 2% de coups, enfre le coup mméro 2% et le
coup numéro, 2nt i 4, par l'espacement n des coups composant la sous-suite o

F=kn s ox le reste rdn
dfol o .kn& Zn-r>2n=a

1
k > - -d

Ceci posé, si 1l'on désigne par B, 1'évenement contraire de B .

B:a =Yayoun des essais 2%n, 2% 2n, 2% 3n... 2% kn ne donme une série de

Clest-a~dive 1  P(B ) = (2 - 5")
k

e = = S O A -

dvod ° p(8 ) =4 ~P(EB)=4-@~p =) 8
- = fl
et nk nn
PA)I>PE)=A-@-p)>a=-@=p)
B

01,"9 ] ?; - (2:9)31

A= (?‘1 = p ) équivalent & A -~ e T lorsque n tend vers l'infini-

Lorsque p » 3 1s série Z P(An) a son terme général supérieur au terme général
d'une série divérgente, elle diverge.

Comme les &vinements B, sount indépendants le éritére de Borel-Cantelli est aussi
une condition nécessaire ¢ la divergence de la série > P(Aﬁ) entraine la presque ceb-
titude d'une infinité d'évinements 4y o

P(une infinité d'A;) = /4
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DANS UNE AUTERNATIVE REPETEE : ETUDE DE LA CONVERGENCE (Exercice 2)

On-considére une alternative répétée de Bernoulli, dans laguelle la- proba=
bilité de succés & chague coup est p. On- désigne par Xn la longueur de la série de suc~-
cés se terminant su n idme coup. De fagon plus préeise o

xn = 0 ei le n idme coup est un échee
r =41 o ; est un succds et le n = i¥me coup un
échec.
X =2 " et p A idme coups sont des sucees
et le n = 2 idme coup un échec.
et ainsi de suite,
Ceci posé on désigne par évinement A 1'évenement suivant o
A = " Xn = alogn®
Montrer
a) Si a7y "A'Tl il est presque certain qu'un nombre fini seulement d'éveénements An
Log =
se produib. v
b) Si a <me-=:%1—--= il est presque certain qu'une infinité d°événements An se produisent.
i

La proposition (a) est une couséquence directe du critére de Borel-Cantelli.

La démonstration de la proposition (b) est moins aisde. On extrairs de la suite
des alternatives =n une sous-suite désignée k ? ainsi définie '

4 Log n nlog n
i < ks "S g+
b P
On définira, de fagon analogue, des évinements Ak
n

b=t R > e e

st on établira que les événements Akn sont indépendants les uns des autres, d'une fagon
plus précise que les événements

b ™ Ryl

LU
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et =" alog k "
o Akﬁrl Xiﬁwl ;;? el

sont indépendants. Cette indépemdance résulte de 1'inégalité suivante o
kn - kn-l > a Log kn
que l'on cherchers & établir.

()

F‘m
Ltindépendance prouvée, la divergence de la série Z P(Ak ) établit, selon
' n=4 n o
le orit®re de Borel=Cantelli, appliqué comme condition néecessaire de convergence, quvil

est presque certain ;_m'une infinité d'évinements Ak et a fortiori d4'évinements A
n
gse produisent.
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a) Ja > *‘“—ﬁ

Désignons par v 1'entier le plus voisin de a Logn

‘v _gaLagn <Q 4

Lg probabilité de 1'évwdnement An est que les Q coups o My N=lyeae n-v +7

Soient des suceds o

P@Qs 3

e
Le terme général de la série P(An) est inférieur & celui de la série o
n=4
a Iog n=-Al n alogp _A A
P == "% aTogd
b n P
Selon 1'hypothdse (a) & Iﬁg% SsA; la série majorante est convergente, done
e
P(a n) est wne série convergente,
n =4

et d%aprés le critdre de Borel=Csntelli, 1'événement A " un nombre fini seulement

d'évdnements An sont réalisés " egt presque eertain.

LN ] / e



SE 180“' 2

b) |a< =='-1«=73=_- On s'intéresse aux évinements

b = "% palek

0

k étant défini de la fagon suivante .

nloga . nlegn
Bo0gl £k L elogn .

AN
Log 5 %7
Ona *
k -k ~ nlogn - (n=1)Log(n=1) “ll = B Log Lo Log(n<1) A
n Tl e A A A n=1
Log 3 Log 5 Log's Tog 2

E -k 5 estun infiniment grand équivalent 3 :

A Log(n-1) Log n
¥ = N) = =+ MY g &
R e 3 o %

Or, d’aprés la relation de définition de kn

Log ¥, M\ Iog n + Log(leg n) = Log(I»og%) 0J Log n

Log%
kn“kn-lm Tog &
P

Mais d'apres 1'hypothdse (b) m-ﬁ"siw 7> a .done & partir d'une certaine valeur

de n assez grande o Log P

/ kn-kﬂ_1> alog k_ /

Cette propriété établit l'indépendance des Svénemenis »

Donec &

Ak W%} a Log kn“’ N N
T

kn—l n

Ak ka 2 & Log knml 0

=l D=l

-

En affet, si on désigne par Q’ 1l'entier tel que ©

V'\{alﬂgkﬂ <?' +71
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P(Ak ) est la probabilité pour que les :}7 coups ko K =ls00s kﬂ-‘?” + A
e S

soient des suoods.

Or 1%indégalité

B e,
entratne o '
, _ -
kﬁ kﬂml e ‘v
sett

Les domaines de rééiisation des Svimements A, et A niont ausun .
point commm o les évinements 4 et 4, somb dome’ biem 1 indépendants.
i Bl

-Ceci posé, par un raisormement analsgue & celui de (a)

L . a Log p
P(Ak ) est majorde par p- gk, =1 a% kn %
m "

kn P
Or, d'aprés la relation de définition de k
knr\} Mﬁ,&. pour n grand
Xsog%- |
dtod H
0
’ a L@g"l .
Py } (V0 H0s) P B
n a log =
(n Log n) F

Comme a hg%(&

P(Ak ) est pour n grand &guivalente au terme géndwal dlune série die-
vergentes. Dan@ E P(Ak ) diverge. Comme il vwient d’&tre établi que les évdnements
A étaient mépenamtm 1le critire de Borel-Cantelli veut ='appliquer comme condi-

n
tion nécessaire et suffisante: la convergence ou la divergense de la série

> }?(Akﬁ) va de pair aves 1a quasi sertitude d'avoir respectivement un nombre fi=

ni ou un nombre infini d%évdnements A o Une infinité d'évinemerts 4. se Pro=
duit dono presque sfirement. Or par @ons:%ru@ticn de la sous-—séris, 1es éyénements
AI% sont en nombyre inférieur ou dgal mux Svimemenis éh, I1 est done Presque Gerw

tain qulune infinité d'Svdnements A, s yroduit,
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E 19.~ RECHERCHE DE TOUTES LES LOISINDEFINIMENT DIVISIBLES,
DISCRETES BT A VALEURS ENTLBRES POSITIVES OU NULLES (B A VARLANCES FINIES)

APPLICATION A LA IOI BINONIALE NEGATIVE

Montrer que la vardable aléatoire X obéissant & ume telle loi peut s8¢ met=

tre sous 1'une des formes suivantes o

I.) Sous forme de la somme dfune infinité de varizbles peissomniennes Yn

e

XG‘S‘% + Y2 ¥ eo0ce A Yﬂ F sooooe

la loi des Yn étant

-A
Pro‘bsY =k S=g & .,_(;‘23,
n o n

On montrera que la seconde fonction caractéristique Iog @ (u) de 1a varisble X

peut se mettre sous la forme
Kl iun
g Q) = 3 a (6 - 4)

B =

-tous les ;Ag étant positifs ou muls (Pour démontrer ce dernier point, on s'appuiers
“sur la formule fondementale des loiz ind&finiment divisibles).

On démontrers la proposition directe et la réeiproque.

II.) Sous forme de la somme d'un mombre N aléatoive poissomnien de pavaméire A de varia-
bles X; de méme Joi directe « e

Cette propriété est une transformation simple de la propriété préeédente que
1%n abordera en posant o

A= I et o =
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-On se rappellera opportunément 1'expression de la loi composée de la somme
d*un nombre poissonnien N(de paramdtre A) de varisbles indépendanbtes ayant la méme
fonction caractéristique  ¢(u).

k
La fonction caractéristique de la somme de k variables est [tp(u)} o

Le paramdtre N d&tant aléatoire poissonnien de parsmétre A avee la proba-

bilité o
AE
' ki

La fonction carasctéristique @u) d'un nombre poissonnien N de variables
obéissant ¥ la loi ¢(u) s'obtient par composition dss [tp(u)] k

<A

o Lo k. k A p(ujei
@(E)ﬁe Z%[np(u% = 8 e

k=@k°

APPLICATION

On retrouvera les deux modes de décomposition envisagés lorsque la loi de X
est wne loi binomiale négative s

&
g
§a(u) = “ -1 @iu)oc

On pourrs montrer en cutre - ce qui dommera une troisidme interprétation valae-
ble dans le cas parﬁieulier de 1a loi binomisle mégative. Le loi de X apparaft comme
une loi composée : loi de Poisson dont le paramdtre € obéit & une loi gamma. On met
ainsi en évidence la propriété inverse de celle démontrde dans 1'exercice sur les lois
compeséés é'b la loi binomiale négative. A
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I)8i ‘Fn est la loi de probabilité discrete, la variable aléatoire X a pour fonction
caractéristique . '

20
(u)=§ p gite
) Lo

@(’u) est continue, périodique et me s®anmule pas. Par conséguent Iog @(u) peut

se développer suivant les puissances de l“expanéﬁtielle .
pre— x a
Log @(u) = B+ > A g™
n=A =

u tendant wvers =éro donne

Iog (b (u) = Z A (eiun n:’.].)

n="1

Rien ne prouve que les coefficients An sont positifse. Cette propriété va
&tre établie en comparant le développement & 1'expression fondamentale d'une loi indé-
finiment divisible &

— 2 iuxx -
Log Q(u)= ium+0'/e’ 2& inx a &(z)

X

ou encore

2 2 22
_L@&:o—/&maa(x}a 2 ﬁa%e“w
da c n=/A4
=
E nz A’n gium
o= o

apparaft ainsi comme le développement de la trapsformée de Fourier de 1z loi G de

o

probabilités diserdtes (et positives ou mulles) @, oe qui établit .

A,
w, - 2

c'est-b-dire que tous les A  sont positifs ouwnuls.
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Récipi'oquement

Toute loi du type (1) o les An sont tous positifs ou muls = 2 condition que
pe A’n converge vers wn nombre A (méme si 3 n2 Aﬁ ne eonverge pas) représente wune

somne de varialﬁles de Poisson de paramétres Am indépendantes donc indéfiniment divigie

blez.
X est done de la forme o
X-E-’ Yl‘%"iz + oses + Ym‘a’”beooo
( )k 4,
4 i
aveg Prabé‘f[ =kri= 2 g 2
n 7 ki

II) Pour établir la seconde décomposition, fixons les idées en évequant des accidents de
12’ route.

X est le nombre de voitures accideutées en un an. On décompose ce nombre en
des Yn « nombre de voitures accidentées dans des accidents impliquant n  voitures
(n=1 accident solitaire, n =2 collisions, n=3 =4, collisions a plusieurs
voitures). —

X=Z ¥
ka1

n=74

w%» représente le nombre d'accidents impliquant n voitures 3 la fois. Le nombre

totel N d'sceidents est 1a somme o
29 Y
N -gs-z —2
B =YL B
. p4 :
Comme le nombre des accidembs impliquant n voitures m%:- est poissonnien ,
de paramétre Aﬁ s 1e nombre total N d'accidents est lui aussi poissonnien de para=~

nétre .
A= Z An
ne=f



. A
Le rapport —% = o

stinterprdte comnme la probabilité pour quiun accident soit wn (n - triple).

Ceei posé, la formule (1) domnant 1la fonction caractéristique de X

ing A
L@g@(u} = z - An(e wd)  poub 3'eTiTE e =
n=

A -1
20
logn) =4 ) __ o (6™ )
n= o
Po .
Z oy e™ o5t 1a fonetion caractéristique @(u) des LR Diod
n=o _ _

Log O(u) =4 Ep(u) -'1]

¢(u) = EA@(u)“ﬂ

Digpreés le procédé de composition des fometions caractéristiques évequé dans
1*énoncé, on obtient la seconde interprétatiom &

Xﬁﬁ'ﬂ"%'&'.ouoe XN

le nombre N é&tant poissonnien de paramdire A(nombre total moyen d'accidents). Chee
que Xi est le nombre de voitures impligqudées dams 1'accident i.

Toutes les variables Xi ont la méme Joi o

Prengi = mg = cxm
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Application . Loi binomiale négative- Ia fonction earactéristigue de X.

(34
§ () .
" (1-p &%)

L}

Ny __ & Tx+n) = im
@a(u) —T'(oc} ;Z;@ nl Pe

Ce qui donne la loi de probabilité

&
P = T T + ) e & o041 ) e e 0 0 o (oebtaml) &
2 V(“) nd nl

=)

I‘) Premidre interprétation.

; 20
o !l-peiu A =p gl 'Pn ian
Log Qu('ﬂ)'ﬂ- o Iog = - & LIog =-=a§, & | B L
q \ A =9 o= n

X est done la somme d'une infinité de varisbles poissommiennes Yn. de

pa .
aramdtre A = & = telles cue o -
P R Y g " o ot

-y TR

2 « p° . n

i n

Prob EY =k .
B ki

II) Seconde interprétation. | -

' Iog (& - p &)

Log § (w) == o Lo
g @mu x Log q oo 74
Or -
(u) = Log(l=p I § v @ma
Pl = - en=ﬂ. B S

Log g - Iogg

est la fonetion caractéristique de la variable X, aypat pour loi de probabilité

. %8
Pr@ngign%::& = 1 FY)
_I@gq n
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Dol o S
3.0 < ceora s
On vérifie que
O
;)
=-mL@gqa—mL@g(1«=p)sac %a? A
n=1 n=4
X est la somme d'wn nombre poissonnien N(de paramdtre = « Log q) de varia=
ble X, obéissant & la loi de probabilité -

Pr@ngi%ngﬁ 4 Pﬂ

2

-ILog g

III) Troisiéme Interprétation.

De 1'expression d'une loi gamma, on déduit immédiatement que °

oa :
/xaéﬁ. @mbx dx = Tf(z)
[
i)

dtou & & a -8 &_eiu
F ) = e =(g a__ . 4 /QM B
| a-pe’ 3 G-F S w@d
i o P se Lle-4
@a(n) = po,; (06)/ P @ }

§ (n) est le fruit de 1a pondération de la fonchion @ara@témsﬁique d'une loi de Poisson
de paramdtre 6 par la loi gamma (x, -)

La loi de X peut 8tre considérée comme une loi composée . loi de Poisson
dont 1o paramdtre € obéit & une loi gamms.
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E 20.~ DETERMINATION DE LA FONCTION G ASSOCIEE

FIGURANT DANS LA FORMULE FONDAMENTALE

. DES LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES

iux
Log i(u) = ium + a’Z/) e =§ =3U% 4 o(x)
x

1%) Trouver la fonction G associde 3 la loi Gamma. En de
de - Log A - %5)‘

b

T

On considdre lg loi Gamma sous la forme

ristigue en est 3

PIOE

ua
@ -1z

Log §(u) = Loglh = 1 %)

La méthode consiste & comparer la dérivée seconde avec celle issus de la formu=-
le fondamentale. ’

2°) La loi de Laplace est indéfiniment divisible. On pourra le voir en montrant qu'une va—
riable Laplacienne peut &tre considérée comme la somme de deux varisbles ebéissant &
des lois indéfiniment divisibles. En déduire, 3 1l'aide des résultats de la guestion

précédente, une représentation de Log(l + u’z)o

30) Théordme de Cramer
Un théordme célébre de Cramer établit que si la somme X + Y de deux variables

indépendantes est normale, les variables X et Y sont l'une et 1'autre normales,

Retrouver ce théordme dans le cas particulier od X et Y obéissent & des lois
indéfiniment divisibles. Mettre la propriété en évidence dans le cas ol X + Y obéit
& une loi normale ou & une loi de Poisson.
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SE 20.= DETERMINATION DE LA PONCTION G  ASSOCIEE

FIGURANT DANS LA FORMULE FONDAMENTALE

DES LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES

iax
Log ﬁ(u) = jum + Gz/’ € { inz 4 a(x)

X

2
__4 Tog =% a0
3-8 ==y ]
du b a iu
%

Il
L3 355

2
Dérivant deux fois la formule fondamentale et notant que (6 = -%
b

-2 Log§ / ide(x)

Fgalant les deux expressions ¢
o0

/eimaa(x)= 4 5

o (4*5.%,

Le second membre est la fonction caractéristique de la loi gamma d%indice
® =2, d'ol .

b:d
g(x) =2 Tba x eﬂbx avee G(x) = / g(x)dx

On en déduit, en écrivant de nauveau la formule fondamentale &

&« e =1 v .2 =bx
= -+
L@g@‘(u) :mzb =§/ Y oxe - oax
Dai
ux .
Log (n)s-:tx/ Ot o7P% ou

x
G

in chim = f =hx
-Log({ﬁ.m-g>= =-==~==§-=c=m6 dx
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20) Une variable Laplacienne, c'est-a-dire ayant pour densité e""xl a pour fonce
tion caractéristique 42 .
' A+u

Diune fagon générale,

@(u) = % o = < ® z &
(@ + v 7 - iu) A + i)

est la fonction carasctéristique de X - ¥, X e% Y é&tant deux variables indépen—
dantes de le lol Garms o

o1
X

The)

aux

Pagr ailieurs,

@a(u) = = o Log{a+ uz) == ocang(ﬂ. - iu) + Iogll + iu)]

d'aprds le résultat de l'exercice précédent

00
X
o o
2
Log(l + v2) = zf fé;%"i—“? e™F ax
_ [
39) Soient G_i et G2 les fonetioms G essocides-d -X et Y  vespectivement et G la

. 2 2
fgn@t:i%n asszeciee 3 leur somme. © 2 et o“ étant les variances de X et de Y,
g = 54 * S, gella de X+ Y. On a d"apres la formule fondamentale

2 2
O’Ga%%’&-c’aﬁz
2 2
[+ (43
&= A0 o+ 2_ a
PRI R S
A 2 i 2

81X+ Y est nomele, G = @9 ce qui entrafne nécessairement G/.L = G2 =8

De méme =i X+ Y est poissonnien G =O(z-l),ce qui entratne de la méme manidre

Gy = Gp = 9(x1).(0n rappelle que la fonction 6 est 1a fonction égale 7 pour x po-
sitif et dgale & O pour x négatif),.
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E 21.- DUREE DE VIE D'UN TUBE AU NEON

a) = On admet, tout d'abord, que la probabilité quiun tube au néon (ou une lampe élec—
trique) clague entre les instants t et t + At est indépendante de 1'époque de sa. -
vie et égale ¥ a A\t

Cem Trouver la loi de vie du tube, clestea-dire la fonetion de répartition de 1'instant
aldatoire T, auquel il claque.

- On se procure un tube déjd usagé qui a fonetionné pendant un temps to‘ Domner la loi
conditionnelle de vie & to fixé, constater qu'elle a méme forme que la loi d'un tube
neuf ¢ il n'y a pas vieillissement.

b) - Si la probabilité de mort n'est plus indépendante de 1'époque de vie et égale
3 a(t) At, donner la loi de vie du tube et constater qu'il y a vieillissement.



SE 21.- DUREE DE VIE D'UN TUBE AU NEON SE 21.-1

a) La fonction de répartition des instants T de mort du tube est

Prob ( T < t)

Or la probabilité
Prob (T > %)

est la probabilité qu'il n‘y ait eu sucun évdnement (fatal) pendant 1'intervalle de
temps 0, 1, ¢'est-a~dire que la variable poissonnienne X(t) soit nulle

n - at A
Pro‘bg (t) =n =-2¢ P(TLt)

nl A v e o o e o e oo e o
d ol ’

Prob(T > ¢) = Prob [X(t) = ca = ¢t

La fonction de répartition

est donec © ° E

f

~

=gt
PrOb(T_s t) =4 -

- Si le tube a déja fonctionné pendant un temps to’ la loi conditionnelle de vie,
3 t, domnée est :

P LT -t &K 6, sachant que T > to:)

qui peut se caleuler par l'intermédiaire de la loi a priori .

P ['-.'E )'t:e - 91 _ P[_’l‘ >t°], P[‘T - 1;°> e’saehant-que P > %0']_ :
, P@ >ty + 6] _ e‘"a(to"'@)a - 20

e~ato

PEI' - 55>, sdchant que T>t;l =

La fonction de répartition condijionnelle; E - O] 8
P EL‘ =ty < B, sachant que T>to) =A -€ 2

et

a méme forme que la loi du tube neuf, il n'y a pss vieillissement,

‘b) Si la loi de mort pendant le laps de temps +, t + ’At dépend elle-méme de
[ < ° ’ -
1 €poque t.¢ a(t) Et
1z loi de viée s'obtient par la relation des probabilités composées.

P [‘l‘ >t + dﬂ =P [m >t_l P Eucun éveénement fatal entre t et + + Aﬂ

P[T>'t+dt] =PE]3>’§J. Ele-,a(’c) dt]
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L

avee des notations évidentes

.,.,i%%(.ﬁl = - a(t) 2(4)

Le phénoméne n'est pas stationnaire, la loi dépend de 1‘histoire antériecure

du tube : il y a vieillissement.
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E 22.,-  LOI DE PROBABILITE P (&) DANS UN PROCESSUS DE POISSON

Soit X(t) une fohction obéissant % un processus de Poisson de constante a.
On demande de retrouver rapidement, 3 1'aide de la fonction génératrice, la loi tres
classique o '

n
_Pn(t) = Prob g x(t) =n§ = _ﬁg_ﬂ gt

X(%) est une fonction vérian’c par sauts positifs 4'amplitude +71, ses accrois—
sements sont statiomnaires et indépendants pour des infervalles de temps ne se recou~
vrant pas.

Er outre on &, pour un intervalle de temps tris petit At *

P[;I(At) = o: =1=-a At + o(fd%)
P ‘:X(At) = :1‘ = al\t + o(A¢)
P E{(A’c)>=ﬁ.-= o( \+)

of Nt) aésignant des quantités quelconques tendant vers O plus vite que A\t (infini-
. ment petits dlordre supérieur 3 4 ).

- Retrouver & partir du résultat, la loi conditionnelle dans un procéssus de Poisson.
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SE 22.- 10T DE PROBABILITE P, (t) DANS UN PROCESSUS DE POISSON

L'évenement "X(t + At) = n' est somme des 3 événements incompatibles suivants

"X(t) = et X(At) = 0

"X(t) = n=4 X(\t) =4 "

wX(t) =n = k X( At) =k
- Les &veénements X( t) et X(At) étant indépendants. Les relations donnant les

probabilités relatives & 1'intervalle trés petit At doment $
26 +At) = (-2 At) 2 (1) v 2 At 2 (8) + o(A®)

Négligeant les infiniments petits d'ordre supérieur

Pn(t‘*AZt— Pn(t) = & [Pn-'l(t) - Pn(t):!

Mt tendant vers ©
a B (t)

- [Pn_l(t) EX0]

Pour résoudre cette e’qt;i.eﬂ::i;on9 i1 est commode d'introduire la fonetion généra=-
trice des Pn('b") 20

Vis,t) =) P (t) 8°
n=o0

ak

Multipliant les équations successives par s*

a P (t)

N1 n
— = as Pnﬁ_l(t)-s - aPn(t) )

. aP_ (%)
=1 =l - n=2 fi=l

s m«ag;m-— = g8 Pn_z(t) 8 - g inl(t) 8

d Pll

" (t) = as Po(t) -a P/l('&) )

=

a PQ(tL ) car ()

la dernidre étant
dat

&t 4dditiomnant de n =0 A I'infini

@V(s,t) = ala (s
m@t = a(a=1) V(s,t)
V(s t) = o(s) (>ab
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On détermine C(s) em considérant l'instant initial + =0

V(s;0) =P (o) =4 atol 0(s) =4
V(1) = elsat

On reconnaft la fonction géﬁératriee 8e 1a loi de Poisson de _par'am'étre at, smoit
n
P (4) = A28
n nd

On déduit de cette loi, le résultat trds classique et fort important relatif i la
{
nature de la loi conditionnelle dans un Processus de Poisson.

Prensnt X(0) = 0 et une époque t comprise entre O et ty, la loi condition-
nelle est la loi de répartition de X(t) sachant que X(% ) = n. La formule des proba-

bilités conditionnelles domne

ng(t) = k'x(-g ) = n§ = P(X(lt)ﬁk et X(ﬁi) = n} _ P{K.('b)=k et X(td)-X(’c)= n—k}
B/ = -P{x(t,l)_—.n} P{X(%)=nz

X(%) et X(i: ) = X(%) étant des accroissements indépendamts.
(at)k ~at fa(t/j_"tjjn-k “a('b)i—'b)
P X(t)"k\x(t)-— e © (n-Té')' > € -= ck(t)k @ t)n-k
= ) =1 ‘ = € %Z -

t
e B

]

Ia loi conditiomelle est la loi binomiale de parsmétre n et p = -g’:- o Ce rée

sultat signifie que chacun des n sSaubs qui se sont prodwits dans 1'intervafle (O,‘%)p
sont répartis, indépendamment les uns des autres avec une densité de répartition unifor—

me sur ltintervalle (0,%).
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E23- TEMPS D!ATTENTE DANS LES PROCESSUS POISSONNIENS

Trouver la loi de la date dfarrivée Tn de n i2me bateau dams un port, sa=
chant que les bateaux ont des arrivées poissonniennes de paramdtre a. Opérer direc-
tement et retrouver ensuite le résultat en considérant Tn comme la sorme de n
variables aléatoires indépendantes.
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SE 23- TEMPS D°ATTENTE DANS LES PROCESSUS POISSONNIENS

Soit X(t) le nombre de bateaux arrivés & 1vinstant %. On a @

Prob gS(t)<n i:Prob gqj >t 2=*§-‘ (at)k g-at
2T T

La densité de probabilité de la variable sléatoire Tﬂ est done ©

=],

=1
£ (t) = -i 4 (at)S et _ gt gf (at)k_z (at)L {
n . k= o dt k3 - k! k=1 (k-’l)g

el N
ot IS () @) { et (at)?L
fn(t)—ae . - B ] =386 W
k=0 k¥ - k=o k! S *
n
£ (£) = e {771 780
(n=1)¢
oo
n _
c’est une loi gamma. On note que E(Tn) = ( & ) / 'ﬁ:n @ﬁaﬁ it = g %— ﬂa eV gg
n-1)! ’ i

Q

Autre méthode - Tn ‘est la somme de n variables aléatoires indépendantes T,l représen-

tant le temps qui s'écoule entre deux arrivées consécutives. Or,

Prob % T, > 5 §=Pm‘b gx(t) =0 E=@‘”“t

=gt

T/l obéit & la loi exponentielle a € . Or la somme de n variables expo-

nentielles indépendantes obéit 2 la loi gamma.
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n
a 'l;n=1 gwa'!:
(n=1)¢
On a en outre .

Kz,) =nB(r) =2
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E24.- NOMBRE DE BATEAUX PRESENTS DANS UN PORT A L'INSTANT +

On pourre désigner par N(t) 1e nombre de bateaux présents au port & 1'inse
tant %o On suppose que les arrivées de bateaux sont poissonniennes de paramdtre g
Autrement dit, K(t) étant le nombre dfarrivées, depuis 1'origine t, =0 jusqu'a t,
obéif & 1a loi °

(at )k Bwat
ks

Prob K(t) =k §=

On demende de déterminer N(t) dans les deux hypothdses °

a) en admettant que chague bateau reste un temps At fixe

b) que les temps d'escale sont des variables indépendantes de méme loi F(t).

Dans cette seconde hypothdse, on pourra obtenir le résultat en se fizant, dans
un premier temps le nombre d'arrivées K(t) = k. Chacun des k bateaux posséde alors un
instant d%arrivée 'tk dont la probabilité est uniformément répartie sur 1tintervalle
(0,t) et les %, sont indépendants (résultat classique relatif 3 la loi conditionnelle
dans un processus de Poisson). On calculers alors la probabilité p pour qu'un cer-
tain nombre de ces bateaux soit encore auw port & 1l'instant . N(t) est ainsi, & k
fixé une variable binomiale (proportion p, k tirages). De la loi binomiale condi-
tionnelle relative & k, on déduira la loi de N(%) par composition & partir de tous
les k possibles,

On caleulera le nombre moyen € de bateaux présents & 1'instant 4. On cher-

chera sa limite en fonctionmnement permanent du port (ce gui s'obtient en faisant tenw

dre '!;0 Ters D )o Application & une loi exponentielle des temps dfescales.

*®
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a) N(t) est évidemment égal au nombre de batesux arrivés entre les instants + et + =A%,
N(t) obéit donc & une loi de Poisson de paramétre aA‘b M

Prob { §(t) == §= {a ) @-aAt

nl

b) Ainsi qu'il a été indiqué, on se fixe le nombre d'arrivées
K(t) = k

et on s'intéresse & un eertain bateau donné. Son instant d'arrivée tk est une varias-
ble aléatoire dont la probabilité est uniformément réparitie sur 1'intervalle o,t.

Ce bateau, s'il était arrivé entre les instants s et s + ds, aurait ls proba-
bilité
1-F(t=s)

d'8tre encore au port & l'instant t. Or comme ce bateau a une probabilité dgale d'&trs
arrivé durant tous les intervalles s, s + ds, sa probabilité d'&ire encore au port
& 1l%instent est <

t
P =% / [*1 - F (W)]ds ='§; / @. F(S)]é.s (probabilité d'une somme d'événements
(4]

qui sexcluent).

L]

3 k=k Ffixéd N(%) est donc une varisble binomiale de lci conditionnelle o

n
Prob W=n, E=k) = @k A P)kan

Lo loi de N(%) s'obitient en composant cette loi par la loi des k. k peut ve=
rier de n a 1'infini o

Prob % n(t) = n% (Zf) s p’z“(lmp)k&yl

f=n
% ne le=n
g P(l= p)\

c—-»at Z (at)k k!

Prob gﬂ(t) =n
k=n k! n!(k=n)?

changement de varisble kX = n = k°

Prob gﬁ(t) = ng J..E?.’Eﬁam [ lap)atl
. =0

n!l k'
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Prob g N(t) = n? - (pat)® g=pat

nl

N(t) obéit & une loi de Poisson de paramdire

t
€ = pat = a/(:la?(s):}ds
Q

Régime pe .en-=

11 s’obtient en reculant dans le temps 1%instant initisl to’ En réali=-
té la formule précédente doit s'éorire

by,
& = 1 - F(s)las
[ Bl
to — - 20 L A a(/OE - F(sﬂds

Intégrant par parties °

p  désignant le temps de séjour moyen dans le port. En conclusion, en régime permanent

le nombre de bateaux présents au port soit une loi de Poisson dont le parametre ne dé-
pend que du paramdtre d'arrivée a et du temps d'escale moyen M.

e
PI-’O'b gﬂ(t)sné 2_5%6'

Lorsque ls loi des temps d'escale est expomentiells o

P(s) =4 = g~ s

%
e =a/ e°%w=%(&- =A%)

(]
't';o = =)

& —>

Piw




B 25,~ PROBABILITE D'ABSORPTION DANS UN PROCESSUS DE WIENER-LEVY

X
Calculer la probabilité d'absorption entre A
les instants O et te dans un Wiener-Levy .
. 14

le seuil d'absorption étant a a

2
X

L=} w
X(t)  f(zt) = e 2%
l/i.’s.’s_ct

ﬁfb""""'"
ot

t, et a étant donnés, on a & chercher la proba=
bilité de 1'évinement ¢ ™ un premier passage par 2

a lieu entre les instants 0 et B, " clest=d~dire

# On peut trouver un instant %(Oé 4 éto) tel que X(%) = a
On admettra que le processus X(t) est presque sf@rement continu et on reliers
le probabilité ::

Prob % X(’co) Za %

avec la probabilité @a(to) pour gu'un premier passage en g ait eu lieu antérieure-

ment & 1'instant Ty
Domner 1'expression de la densité de probabilité

d
ga(te) = -==-a';; a(t@)
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SE 25.- PROBABILITE D'ABSORPTICN DANS UN PROCESSUS DB WIENER-LEVY

Prob g X(t@) >a % se calcule & 1'aide de la fonction de répar—

tition de progessus Prob ? .x(t@‘f)ff/a gs / f(z,,t@) dx

Par gilleurs, si un premier passege par & & eu liew & wn instant ’f‘sl
(0 4“@ ) la probabilité conditiormelle pour que X(t ) soi‘i: supérieur 3 & ezt
égale é. Eo :

.= En effet, le processus étant stationnaire, la variable K(% + %) = X(% ) X( %l%)m@
obéit 3 1z méme loi que X(t). Ia loi du processus étant symétrique en ¥, on en dedui%
que pour -!;orut x

Prob /%

X(tﬁ-"‘t)?’;a é =

= Il en résulte que

~ _ A
Pro‘bé X(to)?a i = J(z,t @)dx = Ga(t@} x probabilité conditiomnelle ="k Ga(t@)

Dol g()
¢ (t) = 20/ £(zyt Jax
a
m .
ga(ta) = 2/,af(x9 ) dx
AN
On vérifie que la Loi se Wienezf'misevy satisfait & 1'équation de la cheleur §
e %
R ’-f 02 .
L&
4ol s (6= o Ve (2, t0) :_ei_a;g 4 e 285 é
D= a De ){2 net | gx =&
;a,g

_ 1A G
!r&mwz e %375 =

g (t,
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E 26.,~ IE PROCESSUS DE WIENER-IEVY N'A PAS DE VITESSE INSTANTANER

ne converge pas lorsque h

Il stagit de prouver que la variable
tend vers zéro. Il sera commode de montrer que la variable ne converge pas en loi -
1a convergence en loi étant la plus “faible ® des convergences s il en résultera que
1a varisble ne converge ni en probabilité, ni en moyenne quadratique, ni a Ffortiori,

Z{Hm) - X(%)
)

ne possdde la convergence presque sfre.

L'absence de convergence en loi résulte immédiatement de 1l'expression de la

fonction caractéristique,
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'SE 26.- LE PROCESSUS DE WIENERanm N'A PAS DE VITESSE INSTANTANEE

L'accroissement X(t4h) = X(t) a pour fonction caractéristique (cf. la fong-
tion caractéristique d'une variable normale)

2 2
- - %’u
4 e 2? =% pour fonction caractéristique €
y_ 2x0

| _.ch 2
Ton) = z

X(t+n) = X(t)

Ia fonction caractéristique du rapport % s'obtient en remplaéan‘b
a _

u par
B - chma _8 '@,2

§(%gh)=@ 212 =g & e 1orsq_ﬁe h =3 0

Iorsque h tend vers =zéro, la fonetion caractéristique ne converge vers aucune

°

loi. Le rapport ne converge paes . 1la vitesse instantanée du processus de Wiener-Levy

n'existe pas.
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E 27~ CONDITION SUFFISANTE POUR QU°UNE CHAINE TRREDUGTIBLE SOIT APERTODIQUE

Démontrer la- propriété suivante .

Si, dans la matrice de transition d'vne chafne irréductible il existe un terme

diagonal Pii non nul, la chafne est apériodigue.
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SE 27.- CONDITION SUFFISANTE POUR QU'UNE CHAINE IRREDUCTIBLE SOIT APERTODIQUE

Le terme diagonal de rang i dans la matrice de transition d'ordre n+/d Se
caleule ainsi ¢
(n)

(m+1) (n)
T Z;Pﬁ.k P 2’ Pig Pig

Comme P,; n'est pas mul, si
1"?5) n'est pas nul, Pﬁ"’l) ne peut pas &tre nul.

Or, Pii"- c'est=3~dire Pg), n'est pas mul, ce qui entratne par récurrence la
non nullité de tous les Pi? .
n
p{® L o
n+l
P§.i ) == 0
Les entiers n tels que Pj(:) ne séi’é pas mul , sont done premiexs entrs eux
(1eur P.G.C.D. 4 est égal & A): ’

n = kd k et k! étant deux entiers positifs.
n+l=k'd
en retranchant .
4 = (k'=k)d

ce qui impose 4 =A

O en conclut que la chafne a pour période -1, autvement dit elle est apériodiqué.




E 28.- QUELQUES MATRICES DE TRANSITION : EXERCICES D' ECRITURE E 28,- 1

I.~ MATRICE DE TRANSITION P D'UNE PROMENADE ALEATOIRE AVEC BARRIERES REFLEGHISSANTES.

Une particule se déplace entre deux barridres situdes aux sbscisses 0 et a.
Elle ne peut se déplacer que d'un saut par

unité de temps. e %
A &
La probabilité de progresser de 0 o
1'%abscisse i & 1'abscisse i+ 4
est égale & D.
La probabilité de rétrograder de
1%abscisse i & 1'abscisse i -4 est
éga.le % Qe
Par ailleurs les barriéres sont réfléchissantes.
D'une fagen plus précise &
Pi,,i-l{lxp Pi,,i-ilgq et Pij =0 pour jsitdoui=A
Poo =4 P01=P P°i=o pour  j.>71
Pagaal = 9 Pa,,a =P

Mettre en évidence que la chafne est irréductible et apériodique.

II.= MATRICE DE TRANSITION P D'UNE PROMENADE ALEATOIRE AVEC BARRIERES ABSORBANTES.

Les hypotheses sont les mémes, 3 ceel pres que

Poo = 4 Pol =0
Papauﬁ. =0 P&ga =1

III.~ ECRIRE LA MATRICE DE TRANSITION D'ORDRE n P” D'UN PROCESSUS DE POISSON. p_= g™ %n

<

On éerira la matrice directement, sans chercher la loi de formation des matrices

successives.
)



de Jj -1 pendant le temps ( o, n) est selon le mode de Poisson .
J=i

Pij(n) = _(_E_B._)____ e-né

(3 - 1)

Les états sont non essentiels car s'il est possible de passer de tout étet i 3
un état J=> 1, il est impossible de revenir de 1l'état j>i & 1'état i.
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E 29.- CHAINE A DEUX ETATS

On considére la matrice de transition des états 4 et 2

Calouler les éléments de la nmatrice de fransition d° ordre n o

A =3 a
0 7] n
P =
bn {Lmbn

A cette fin, domner 1'expression de g

en fonction de g
n+l n

Pl _php

et résoudre l'équation aux différences.

Donner la forme ergedique (n tendant vers 1'infini) de la matrice P(n).

Trouver la probabilité de premisr retour % 1'état A au temps n o Rn(fl) en introdui

sent les fonctions génératrices .

20 .
!
g, (u) =4 +§Q P, () s

e &, (n} -
a) = B (1) e = L
H,i(ﬁi g@ sy ) {‘31{@) |

Retrouver directement ce résultat élémentaire,

W99

Douner 1'espérance mathématigue de premier retour 3 1Vétat A

o0

PED TS

n=/A

5, (1)
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o

= Retrouver les probabilités ergodiques de transition dfordre n :

Pll(n) et P21<n) —crt u, lorggue n tend vers l'infini

PlZ(n) et P22(n) e u, " " " " o

comme solubion du systlme <

uy = Z___; Pi;ju‘i avec jZ u o= A

et vérifier que

ey

propriété qui résulte du théordme général des propriédtéds ergodigues.
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CHAINE A DEUX ETATS

L'expression du terme " 1dre ligne, seconde colonne * de la matrice Pm'l

est o

& 4= - an)‘g_ + an(ll- P) = =a-= b)am +a

Clest une éguation aux différences. La solution générale de 1%'éguation sans
second membre est & -

n
A(’l-a-'b)

Une solution particulire de 1l'éguation avee deuxidme membre est ¢

8

. T I

& + b

Diod

n
=Al =a=D) + ==

a
n a+bd

Pour déterminer A, on fait n =4

a--A(/.L a' ‘h)'ﬁm

2
a+b

ag =a—-i—-§ {4-@.»—&-&3

D'ol la matrice de transition d'ordre n.(on a b, par symétrie Svidemment)

= .

gt -‘b(l a=h) 5|2 (1 =a-5) .

a b n b f’
cHet=—mr (1-a=-b) = [’l-—(’lwa~b).
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Lorsque n tend vers 1'infini P tend vers une limite

b a
a+b a+b
b a
a+bh a+b

Les probabilités ergodigues sont «

Pll(n) et PQl(n) o om e

®

N
H

o

R

Ly

l!

®
+
o’

Plz(n) et Pzz(n) e ———

Calcul de la fonction génératrice %(s)‘.’

G&(s) =4 +g;_; Bll(n) st

So . _
_ Z a g ¢ n| A _ b S a{l-a-b) s
GA(S) =/ + 4{a+b*a+‘b‘a’ amb)]s =4+ +

n= afbi-s a4+ b AA-Ul-a~b)s

On en déduit la fonction génératrice des époques de premier retour & 1'état 4.

G, (s)=4 2
B, (s) = “’%;s = = S%’i)zllib%“’a'b) = {1-a) Z (A-b ) - (dnamb)Z(/.imb) st

5(s) = @ec)s +9__ (@) &P
n=2

On en déduit les probabilitds de premier retour 3 1%état 4 |

n=2
Rn(fi.) == abll-b) N pour n > 2

Rdéﬁ)mﬂma pour an=4

Oe_résultat est Svident : Pour retourner X 1'état-l & 1'instant n, il faut &tre passé
de 1'état <1 & 1°Stat 2 & 1'instant A(probabilité a) rester 4 1'état 2 de 1'instant 2
3 1'instant nsd |probabilité ?:Lmb)n""zj passer de 1'état 2 & 1'état 4 & 1'instant n
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(probabilité B), dfod

n=2 Ne=2
Rn(';l.) = a(l=b) b = abl-b)

( Rd('i)z A =g

Au lien de chercher la limite ergodique sur la matrice Pn, oﬁ peut trouver les
probabilités ergodiques Y et u, comme solution du systime

W =Py Gy F Py W
§ et \}l+'u2 = 7
( wy =Py u +Py "
g'ta)l=(4.==a)ua+bu2

= ey + A

On vérifie que
A

pl T
Vi M

ce qui est conforme au théorime général d'ergodicité.
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E 30.~ CHAINE A TROIS ETATS CONSTITUEE D'UNE CLASSE ESSENTIELLE

ET D'UN ETAT NON ESSENTIEL

On considdre la matrice de transition &

avec « 2+ y = 4

» /2 Y

la matrice de transition d'ordre n a la forme suivafite :

: 1- 2a % 0 avec o +  + yn=ﬂ. puisque la somme des probabi-
P'= b A=b 0 "
= n = *n 1lités des états issus de €5 3 1'instant n est
égale 4 4.
% IS n Yn

Elle révdle une classe essentielle (les Stats 6, et 32) et un état non

essentiel (€.). En formant la matrice
3 A=a
n+l
n+l n -
P =P P de la forme 'bn +1
“n+1

i1 apparatt que azi et b a ont mémes expressions que dans la chaine & deux états.

Caleuler o, et y, et former la matrice ergodique (n tendant vers

1tinfini).

A
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ET D'UN ETAT NON ESSENTIEL

Pn+1 =Pl p
Calcul de Yol
\"’1:&1"_“0 % * o/gn+wn
Ypa1 = Vg
d'od
n
Caleul de o,

En écrivant l'expression du premier terme de la troisidme ligne dans la

matrice Pm'l

% = ocn(1~a) + ﬂn.b + oy

Or

n

Yo =V o ﬂ:nzﬂ,-ocnuyn=4_an_Yn

mn+1=@.~a=b) or.n-i-(ecn'b)yn-t-b

La solution générale de 1l'équation sans second membre est

A(lL = g = D)
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Une solution particulidre de 1'équation avec second membre est ¢

b
a+b

~ pour la partie constante .

o =D n
y+a+b=1

= pour la partie en Yn ]

Pour calculer o OB peut faire n =4 ou plus simplement encore n == 0 avec o = 0

0=4+ % =D + b

Y+ a+ b1

b =~ b bg - ao

A= - ==

a=0+ b=/ a+d (a—i—b)(a-a-ﬁ-b—/&

On obtient ﬁn en permutant a, b et o, /3

I1 en résulte que la matrice P® tend vers la limite ergodigue suivante .

b 2 b a

a+b s+ b 0 ,.“n"”a+bﬁ’n“"9’?ﬁ Yo O
L ol 0

P 2 + b

o
+o
O‘
®
+i00
o
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E 31.- ETUDE D'UNE SERIE DE SUCCES | |

On appellera étab ek une série de k suceds consdcutifs et de k seule-

ment, dens ure alternative répétée, par exemple le jeu de roulette.
Autrement &it9 on a joué r parties avec des alternatives du type

1 K _
X(p)= g selon que 1%on gagne ou que 1'on perd (p de 1 & r)
0

La probabilité de succds étant p et la probabilité d'échec q.

On a un état {ak si X(r) = X(2=1) = ooooo X(x=ktl) =1 et X(x=k) =0

Ecrire les matrices de transition P d'ordre 1 et Pa d%ordre 2 des étgts @kn
Montrer directement par un raisonnement élémentaire que la probabilité de transition

dlordre 'n de 1l'état e.i 3 1%état Bj

p(m

i3 tend vers qps lorsque -n tend vers 1l'ianfini.

En déduire que tous les ébats sont essentiels et apériodiques.

(n)

et en déduire que les états sont tous persistants et po=-
sitifs. Quelle est la limite . de Pl({jl; lorsque n tend vers 1tinfini ?

Donner l'expression de P

Domner ltexpression de la fonction générétriee

6, () ."/1+Z: P( 2)

et de celle du premier retour & 1'état k, qui est lide 3 Gk(s) par la relation o

<>Z () o(9) -
EKS"' RkS ——;E;}n—-—-

En déduire le temps de retour moyen de 1'état k, ¢'est-a~dire 1'esperance mathémati=

que de 1'époque de premier retour en k

(1) o

et vérifier, conformément & un théordme général que by = =g
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Que se passe t'il pour de longues séries, lorsque k est trés grand ? Déduire de la

fonction génératrice Hk(s) la fonction caractéristique @(u) de 1l'époque de premier

retour Tl. Former la fonction caractéristique de la variable
R
17 ge) P
4

et chercher sa limite lorsque k tend vers 1l'infini.

Déduire de la loi de premigr retour (celle de T, ou de Yl) 1a loi du n idme
retour (celle de T oude ¥ = ~B.) lorsque k est trés grand. Montrer que le nom-

bre de trés longues séries Z(+) survenant entre O et t suit une loi de Poisson.
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On prendra garde que 1l'état k existe.

2
G 0O O ssens QAP P O ocossooe
2 .2
P37 q_@pc)oooon P= q_q__P@ pQGOoo
QO OD seeon ggro o » o

dovcoeeseco0Ce 0V00VDOOVDOODOO GO

Lorsque n est trds grand, -our sboutir 3 un état terminal j, il faut avoir eu wun

échee suivi de § suceds et ceci quel que soit 1'état iwitial i.

(n)

Doue Pij e pa lorsqgue n tend vers 1'infini

On en isduit que tout état peut 8tre atbeint 3 partir de n'importe quel état ¢

tous les ébats sont essentiels. Comme
b eSS B o lorsque n tend vers 1%infini

guel que soit l'entier k, le P.G.C.G. de k est 1 et tous les états sont apériodi-

gques.

(n) S 0 83 n:2Lk car le retour & 1'état k est alors im-

On a possibles

g pk si a>k

(n)

=
Lorsque n tend vers 1'infini la série 2 Pkk est done divergente et son
n=o
terme général ne tend pas vers O mais vers u=q Pk, On en déduit que tous les états

sont persistants st positifs. On note conformément & un résultat général que

Z%{-qzv =

k=0 A= D

=== A

Temps de retour en Gk = On forme d'abord la fonction génératrice

o ok el
o) =1+ 3 T et T Wea B2
l n=ktl A=sg
G(S)z' A—s-&-qpksk-l.l
k A = 8
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On en déduit la fonetion génératrice du premier retour 3 1'état k -

20 G (s) -2 k o+l
H(s) =7 _ R (k) %= 2 =1
n h _KFL
n=o0 Gk(s) A=s+q p o

et 1'espérance mathématique de 1'épogque de premier retour

1 A
p.k: = Hl'{( 1) = i =
ap K
On vérifie ici 1'application dfun théoréme général
4

he Ry

Etude destrds longues séries. (k trds grand).

On désigne par T. 1'épogue de premier retour. La fonetion caractéristique
1 in
@(u) de T, s'obbient en remplagant s par €° dans la fonction génératrice Hk(s)
iu(le+1) ‘

Bla) = LB

P a0 6;t.u(1<:=a=-1)

Si on rapporite Tl 3 son espérance mathématique,

1a founetion caractéristique de T, est ¢

Lorsque k tend vers l’infini@—;?—- ) tend vers une limite.

iu(k—t-l)qpk

4w :Lqpk‘u x _i(leHl)qpa

+p@

k== 30 §(=—=) o %p == A fonction ceractéristique d'une variasble expo-
=igp u + gp /l-iu ‘

3

neutielle,
T _
YA = T converge donc en loi vers une variable exponentielle. On doit done s'atten=

dre & ce que le nombre de séries de longueur k contenues dans un temps dormé soit
asymptotiquement poissonnier. -



SE 31.=3

L‘epociue de n idme retour T, de 1'état €,_ est la somme de n variables

:.ndépendantes Tye Sa fonction carac‘bemsthue est Lﬁ(u)] « Celle de la variable

est done

La fonction de répartition ds Yn est done

o0
Prob§Y>?\,e=~=4' /xn"le-,'xdx
(P e

gque 1'on peut encore écrire en intégrant par parties .

Prob §%>x g = e [d r g %‘E-;- ?“zj

On peut transformer ce résultat et désigner par Z($) le nombre de séries de

£

longueur k apparaissant entre O et t . 0Ona :

Prob { 2(t) < n 5:1 Prob §Tn> % i

posant ~—--ﬁ§===qpkt

‘t
Proby z{t) < n = -qp Z: (QE 13)

Z{t) converge donc en loi vers une loi de Poisson de paramétre qpkt lorsque

les séries de k succds sont trés longues.
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E 32,~ REGIME STATTONNATRE DANS UNE PROMENADE ALEATOIRE
A BARRIERES REFLECHISSANTES

Une particule évolue entre deux barridres situées en x = 0 et x = a.

A chague instant, elle se déplace par sauts de longueur unité, elle a
une probabilité p d'avancer

et une probabilité q de ré=

trograder. Cependant elle o a X

peut &ire soit absorbée, soit réfléchie par les barriéres. D'une fagon plus précise,
voiei les probabilités de transition dfordrel.

P i1 =4 Pig41= P Pij =0 opour J =k i-lou i+l
Poo =q Pol = p Poi =0 pour i1
( IJa.,,«za,--.'!. =q Pa,a. =P

PN
fo
)

On montrera qu'il existe un systéme de probabilités stationnaires W, vEri=-

Tiant les équations o
a
Uy = iZ:= - % Fik

Si un tel systtme de solutions existe, on sait qu'il est unique et que les états
sont nécessairement persistants et positifs.

I)- On cherche & vérifier les équations par une fonction de la forme .

W = A rk + B
on calculera r, A et B.

II)~ On étudiera enmsuite le cas ol la barridre a est rejetée A 1'infini. Y a~t-il un régi-
me stationnaire ? La réponse différe selon que le rapport 2 est inférieur ou bien su~

périeur ou égal & 4. 4

Dans le cas g;?,-d, on calculera la probabilité Ro de retour 3 llorigine et
on concluera aprds avoir noté que la chafne proposée ne comporte que des états essen=



tiels, elle est irréductible ef apériodique. On verra que si p < g, tous les états

. . o .
sont persistants et positifs, si pxg ils sont transitoires, si p = g, ils sont

persistants et nuls.
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SE 32.~  REGINE STATIONNAIRE DANS UNE PROMENADE ALEATOIRE

A BARRTERES  REFLECHISSANTES

pe
1) Le systeme u = 12 u, By
=0
s'éerit
o) O meRu g tauy
avec les équations terminazles
(2) wy=an,tany soit 0y = s
- = " soi =u 3
(3) w =puw_,+qu,  soit LN

Ltéquation (1) peut &tre satisfaite par une fonction du type

"{jk=AI’k+B ‘
En'subsi:iﬁu.;ant dans (1)
qu{-l-z‘k?prk-l:(}'
qrzmr-!-p = 0
b
T = e
q
(4) @
4 ) = Al= + B
| B = Mg
Aux limites °
. o ‘ P '
(5) pour kzﬂ, %EAEGE+B=§(A.+ B) .
T : gl I’pa ~t
. _ A _ qa _ /P '_ q .
(6) | pour k’-a--ﬁ. ua-ﬂ.‘“a§".é‘('_q') +B-£gA(q)+%

L'égalité (5) ou 1'égalité (6) impose

On calcule A en expriment que 168 u_ constituent un systime de probabilités §-
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Zuk =4 c'est-d~dire

Diol finalement la solution du systéme de probabilités statiommaires ©

b
P
- q &)

- Diatl  Q
A - (a)a'l'l

On sait, d'aprés le théoreme ergodique, que ce systéme de solutions est uni-
que et qu'il entrafne que les états sont persistants et positifs.

© II)= Cas oh 1lfune des barridres s'éloigne 3 1'infini. a = oo

Y-a=t-il un régime stationnaire ? Supposons l'existence de ce régime station-
naire, on aurait alors la solution générale (4)

u, = A(g-)k-!- B

et SO
2 == 4
k=o 'ﬂk
La sommation étant effectude jusqul'd, 'ifini, la relation impose tout d'sbord
B=20
ensuite 20
k
D) 2 =2
k=g *
Si T (& La dernidre &quation permet de calculer A ¢
A=q-2% atoh
']

P, Pk
a = (1-20)

Le régime stationnaire existe : les états sont nécessairement tous persis-
tants et positifs.
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Si- x4 Le dernidre équation impose A = 0. Par suite A=0etB=0 ¢
- - q -

le régime stationnaire n'existe pas. Comme iis ne peuvent &tre persistants et positifs,
les états sont soit transitoires, soit persistants et nuls. '

Pour trancher 1a question, calculons la probabilité R0 de retour & liorigine.

Raisonmons de fagon conditionnelle & La particule est & llorigine & 1'instant
initiale A 1'instant 41, elle peut soit &tre restée 3 l'origine avec une probabilité q
(elle est alors 'é 1'origine & 1¥instant M), soit &tre au point i =/ aveec la proba~
bilité p. Désignons par 3719 0 la probabilité de revenir “a 1'origine en partant du
peint 4.

La probabilité a priori de premier retour 2 lforigine Ro est la somme pondé-—
rée des probsbilités conditionnelles :

Ro=q°/"'+pR/1,0

rd e I'd by q'
Or R-G.,O a été calculée dans le cours et est égale & 5 Dol

R = g+p lo2 g <. A
°
P
Avent de conclure, om notera que la chafne ne comporte que des états essentiels:
car tout état peut &tre atteint 3 partir de tout autre état, elle est irréductible. Com=

me, d'autre part 1a matrice de transition comporte un terme P non nul correspondant

ir
aun point 0, elle est apériodique. Or dans une chafne irrdéductible et apériodique tous
les états sont de méme nature, il suffit de conclure pour 1l'un dfeux . 1'état O par exem-

Pleo

Si pwqg soit q<4‘§-, il y a une probabilité non nmulle /.L—Z.(1 pour que le systime ne

repasse jamals par lforigine . tous les états sont done transitoires.

-

8i p=gq =% 29 =4, il est presque sfr que la particule repasse par llorigine

les états sont persistants, comme ils ne peuvent &8tre persistants et positifs, ils somt
persistants et nuls.
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B, 35 - CHAINE A DEUX ETATS A TEMPS CONTINU

Un systime peut évoluer, aum cours du temps, entre deux états eo et gl._ Son évo-

lation peut &tre décrite 3 1l'aide d'une chafne de Markov stationnaire & temps continu.
Voici les probabilités élémenta:Lres de transition pendant l’:.ntervalle de temps +s
t + Ak i

Poo{ A8) =2 =245 + o( ) P, (At) =phs
P, (O8) =2At P (At) =2 - pAs

Le phénomdne peut &tre représenté par le graphique

e

1 . S—

o ' _ } —>

Les lois des 1ongue1.u's des paliers, ¢ test~a~dire des intervalles de temps sepa-
rant les apparitions consécutives d'un meme évinement sont des 101s exponentielles
(1o des temps dfattente dans un proecessus po:.ssonmen)

F s

loi des paliérs € et
loi des paliers €. el

1

A 1'aide de la seconde équation de Kolmogorow, on formera la matrice de trensi-
tion. ’ ‘ ' - '
P (%) Pol(t)

Plo(t) Pll(t)

11 suffit d'ailleurs d'éerire une seule équation de Kolmogorov.

On pourra ensuite derire sous forme matricielle la probebilité de transition P.

*
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La seconde éguation de Kolmogorov relative 3 la transition de 116tat 0 3 1l'ins-
tent initial & 1%6tat 0 & 1l'instant t s'éerit o

d PGO('E;)

at

(x,)

== A Peo(t) B Pol(t)
mais comme il n'y a que deux état possibles, 1'état O et 1'état 1 o

P (8)+P (t) = A

aP_(t)
00 —_u o ,
= = (+p) 2 (%)
~(A + p)b
Poo(t)=-_}:‘-_+Ae
A+p
A est défini par
POO(O)=A (\ )
-\A+ p)b
POQ(t)= S e
Atp At+p

I1 est inutile d'éerire les autres équations de Kolmogorov o

~(A+ p)t

— - x -
Pol(t) =4 - ?Oo(t) ol (L-e

Plo(t) et Pll(t) s'en déduisent par permutation de A et pe d'od o

~(A+p)t (M)t
1L A A
®) ?x+p_+7x+p © X+p,[:,"-e
Plt) =
B (1 - g=(M)E AL b e"("“")"

Ak A+H A+p
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ou encore en posant

, @=n+p

q 1la probabilité d'apparition de 1!état O 2 q= i'%ﬁ

et p celle de 1%tat A = ’X%-ﬁ
R R o (8) 2,()
) = afa- &~ %) prqe ) 44 (8) (%)

Sous forme matricielle, le systéme des équations de Kolmogorov (KZ) stéerit en
désignant par P'(0) la matrice des dérivées & 1'instant t =0

.

-A A
P(0) =
B =g
(k,) -gl’i-ﬂ(t) P1(0) = P'(0) B(t)

&

Cette dgiation s*intdzre en 2
) n n
p=etP'0) _1iipi0) ... +£T[P'(O)' +oaen

Or entre les puissances successives de la matrice P'(G) on a .

2
[r(e)] == (a+p) P1(0)
. n n-1 n-a
{w(oﬁ =(=1) (+p) 1?'(0)

d'ol il déeoule ~ n
Do n | ..(7\,;’3,)-@
P=la P'(o) z (n.l) (l’*, )t = I -:--1:’—(2.. 8‘ -

qui synthdtise le résultat obtenu plus haut.
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E 34.-SCHEMA DEHRENFEST POUR LA DIFFUSION GAZEUSE

On considdre deux réservoirs communicants Rl et R2 contenant au total N par-
ticules se comportant de fagon absolument indépendante les unes des autres. Pendant
le laps de temps [\t ghaque particule de R,
a une probabilité A A t de passer dans R/l et chague particule de R’.L une probabi-
1ité p[\t de passer dans R,. Autrement dit, si k représente le nombre de parti-
culesA incluses dans R, 4 1'instant +, on a des probabilités pour que, & l'instant
t+ Ot 0

( A =2 AN - 1) A\s
% A =2 bk Nt |
% Ak = 0 A - [&H+(p.-k)k]At

Sachant qu's 1'instant initial, il y & 1 particules dens Rd(et N_; dexs Rz),

2

et qu'ilyena j & 1'instant +, on désigne par P, j(t) la probabilité de transition
entre 1'état i et 1'état J au bout d'un bemps +.

Ecrire la seconde équation de Kolmogorove On introduirs ensuite la fonction géné-
ratrice

o
64(spt) =2 _ P, (t) o7
iJ
j=o
et montrera qu'elle vérifie 1'éguation aux dérivées partielles linéaires avec second
Ve,
mc-?—::
0%
On écrira la solution géndrale de cette équation et on exprimera G en tensnt compte
de la forme de G & l%instant initial.

membre .
+E\.32 +(p=nr)s =p ':gm%-aﬂ?\(s -A)6
: s

On remarquera que Jj peut 8tre considéré comme la somme de i variables binomise
les Bp,l(‘h), q,_L(-b)] et d¢ N =i variables binomiales [po(t), qo(t)g Toutes ces varis=
bles étant indépendentes. On écrira les valeurs des p et g et on notera l'amalogie
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aves les résultats de 1l'exercice précéient. On derira les valeurs de la moyenne m ( t)
et de la variance o, ('b) de la variable j 3 l'instant t. On cherchera la limite ergo-

dique de la loi de répartition (quand t tend vers 1'infini),

On cherchera & établir la loi de j sans passer par le calcul de Kolmogorove.
On considérera que le nombre X(t) particules présentes dans R/l & l'instant t est
1la somme de N processus indépendants Y,l(t) sas YH(t) tels que s

0  si la particule L est dans R,

Y{) (%) =

( 1 8i la particule f; est dans Ra_.

On écrira la matrice de Y() (%) en utilisant les résultats de l'exercice pré-
cédent sur la chafne X deux états et les fonctions génératrices 811(3 o) et g O(s.’.,,-l:)

relatives aux valeurs initiales Y¥(0) =/ et Y(0) =0 du processus ¥(%).

On déduira de g&(s,t) et de go(s,t) la fonction génératrice de X(t) et on

concliura.
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SE 34 ,- SCHEMA D'EHRENFEST POUR 1A DIFFUSION GAZEUSE

La seconde équation de Kolmogorov s'éerit ©

a?,5(%) o
—tde = o ix ¥ + (ue 'A)j] P, 5(8) + 2 [N - (j—l;} 3, 3 (B)+ R(3HLIE jﬂ(

dt

g
H
- *

Multiplions les deux membres par sj et sommons de j =0 & 1'infini

. ) Do o
. N 3 S By 5(t) s+ A e gpi,j-l(t) gt

dt J=0

+ (A=pt)s g 3 Pig(t) g3=1 _ 5 SZZ: (3..1) Plj('b) 92 4 pZ (3+1) B, 34-1( %)

j=o0

*

En faisant quelques changements d'indices évidents *

dt i=A

Z gJ 4% 5(t.). = A N(s=1) Z: Pij(t) sd [p + ()8 = A 8 Z J Pig(t) g™t

j=o

e / sew
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° g/ ¢, (s,t)

0=

~
oo oo .
> 2,.(t) 83 =6,(s,t) ot Y 3P, . (t) 3L
5=o i3 i 5= 1 ij

2?’ +\}\. &2 4 (p-‘;\)s - p.] %—S- ---b'A. N(s-4) G,

La méthode générale de résolution d'une équation aux dérivées partielles linéai-
re avec second membre du type '

faGi Ve

+ Q e = R

rdt : @s

est de considérer le systime associé °

P

at d Gy

S
P79 T TR

Ls solution générale de 1l'équation aux dérivées partielles s'obtient en écrivant
que ltune des intégrales premidres du systime associé est une fonction arbitraire de
1tautre. ‘

Le systéme associé est iei ¢

d G,
adt = 5 ds = -
n 8% (peh)sp A W(s-1)6,
N ds _ 4G
(s=1){ns#) A N(s=1)

Une intégrale premidre stobiient emn égalant les deux dernidres fractions ©
& o Ads
i Az + M

==

: =N
(s +%} G, == constante.
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L 4

Une seconde intégrale premidre stobtient en égalant les deux premidres fractions o

(M—p)d‘&:-:-( A A ds

A=s s%p/?\

8 ¥+ B/A
A=g

(arp)s
e

= goustante

F désignent une fonchion arbitwaire, la solution générale de 1tégnation aux
dérivées partielles est <
“ ¥ olss % (Ab)®
¢ ={s+ % F e -
¢ - A =g

A 1'instant fnitigl ¢ =0, il ya i particules dans R, et par suite
. i
6;(s;0) = 5.

D'ol le moyen de déterminer la fonction F

- AN +;1
. si=(s'+%) F > ‘\X)
A =35

changement de varisble

4
A '_ u+4

T \i Ned
F(u) =(,?” ) (4-%‘ 4 +%

YL 2V AN

- ' N-i
Ky y i
. T 5 O il L ~(vp)e
€, =) |54 & = B(i-e)e B4 (1-8)e
5 '(7\"11-) s+ R %( ) s+ 5+ (1-8)
S 1i . -(7\7'?}1)% N-i
= | R DL W S T D LN B TR S g =)

¢ perid e {7t © ey
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On reconnaft dans les coefficients les termes de la matrice P(%) de transition
dans la chafne & deuzr états °

i Nei
€ = a(16"%) + s(p + g€F) g+ p &P 4 5 p(1 - ™)

i N-i
= q(8) +sp () g (%) +sp(¢)

Une fonction génératrice du type (g + ps)® est celle dfume loi binomiale (p,q)
4 n tirsgess On en déduit que la loi de j est la somme de i variables binomialés
pl(t),, “ql(t) et de N=i variables binomiales po(t) . qo(t). Toutes ces variables
étent indépendantes. Si A = pl(t) = qo(t) et q_l(‘h) = po(t)a

On déduit de cétte remarque la somme et la variance du nombre de particules pré-
sentes & lVinstant t dans le réservoir Rl

m (t) = i(p + q€™™%) + (8-1) p(2e™%) = Wp + (3 - Wp) €™

d:(t) = (1 =e%% ig(p+q ™) + (Ba) p(gtp &%)

-0t

2 -0(.1:2(1_6

=§Npq_-a-(1sr-=i) P+ig° €

Iimite ergodigue = En faisant tendre % vers 1'infini dans l'expression de fometion
génératrice 4
: i N-i N
£t = oo G e (q + ps)” (¢ +ps) = (q+ ps)
Les § convergent done en loi vers une loi binomiale pP= i%ﬁ" q.= X%Z 3 X tira-
ges. Tout se passe comme si la position de chague particule était tirde au sort indé-
pendanment les unes des autres.
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Démonstration synthétique = Le nombre de particules présentes 3 1'instant t dans le 16—

servoir 1551 X(t) peut &tre considéré comme la somme de XN processus indépendants

Y,_L(t)... Yﬂ(t) tels que o

(t) 0 si la particule AE, est daus Hz
Tg(t) =
e’ A si la particule 2 est dans Ih

La matrice de transition de Yﬁ(t) est celle de la chatne 3 deux états.

b(5) Polt) =q (%) P () =p (%)

P (1) =g, (%) Py, () = g, (¢)
On en déduit la fonction génératrice du processus %(t) mais il y a deux cas &
considérer selon la valeur de Y(t) 3 1'instant initial :

si Y@ (0) =4 c'est-i~dire si { est dans B,  1'instant 0, on noumera 51(9,1;) 1a
fonetion génératrice correspondante

g (sst) = Py (t) + 8 Py (%) = q4(t) + s p, ()

si Yﬂ (0) =0 ctest-a-dire si f, est dans 32 & 1'instant O, on nommera go(s,t) la

fonction génératrice eorfespondante
g,(s,t) = P (t) + 8P () = q(t) +sp(+)

Quant & X(t), c'est la somme de i processus indépendants Y(%) tels que Y(0) = 1
et de ¥ = i processus indépendants Y(t)tels que Y(0)=0

La,fonction génératrice de X(t) est done le produit de i fonetions & et de N=i

Gi(s,t) = [gl(s,;;)]i [gots,tﬂmmi
Gi(s,t) = [(-;{(s,t) + 8 p,i(t)]i @o(t) + 8 po(’b)]N_i

On retrouve la loi établie & 1'aide de la 2%me équation de Kolmogorov,d'od on peut for
muler les propriétés énumérées plus haut. - .

fonctions g
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E 35.~ FILES D'ATTENTE (OU APPELS TELEPHONIQUES)
SANS  SATURATION

On imagine un bureau de poste dans lequel le nombre de guichets ouverts serait
infini, des clients dont les arrivées seraient poissonniemmes de paramdtre A, ainsi
que des départs de paramdire M = ce qui revient & dire que les temps de service aux
guichets obé.;_tssent & wne loi de répartition exponentielle = On suppose gue les guichets
ne sont pas Saturés ofest-a-dire que, sitét entré dans le bureau, le client se précipi=-
te & un guichet ouvert et que le postier stoccupe de lui immédiatement. -

513 1'epoque t, & elients sont presents dans le bureau, il y a pendant le laps
de temps t, t + At s

- une probabilité A At pour gqularrive un nouveau client (et nullevpouz_'_ quil

en arrive plusieurs%
~ une probabilité kp[\t pour qu'un client s'en aille, ayant été servi.

une probabilité 4 - (A + ku)At pour qufaucun changement ne se produise.

Sachant qu'il ¥ a, & 1l'instant initial, i persomnes dans le buresu, on désigne
par J le nombre de persdrines présentes 3 1l'instant t et par Pij(t) la probabilité
de transition.

On demande d'éerire la seconde équation de Kolmogorov (.K2), de montrer que la fonc-
tion génératrice -

.Gi(s,'b) =2 Pij(t) gJ

j=o

vérifie 1° équa‘tion

R Gi
- p_(sml) = ?\.(S - 1)Gi

‘,a'b 'as

et de trouver la solution qui répond 3 1°état initial. On donmera la probabilité pour

que le buresu de poste chéme 3 un instant 4.

On mon%rera que J peﬁt &tre considéré comme la somme d'une variable binomiale et
dtune variable de Poisson, on indiquera la limite ergodique de la loi de répartition
de j (lorsque % tend vers 1t 1Hflni) On en déduira la moyemme m, (t) et la varian-
ce O (t) du. nombre de personnes presentes 3 un instant t.

*
* *



SE 35.. FILES DYATTENTE(OU APPELS TELEPHONIQUES) SANS SATURATION SE 35.- 1

La seconde égquation de Kolmogorov s'éerit &
a P, ,(t)

= - P, P, . j+ .
T O W B e E () v e ()

multiplions les deux membres par sY et sommons de J=023 1%nfini

2> 3P, . (%)
SR R —-?\.ZP (t)s +2A8 ZPi,gj ,(%
j=o dt j=o*
-usZaP KO jlwZ‘:(jﬂ.) Pi’3+l(t)sj"2
2o 4 P ,(t)'.
Z-—%%—- = A(s=1) Z By (%) j+p(l—s)ZjP 1) s d=1
J=o0 J-O . .'

4

A 1'aide de la fonction génératrice

G G,
i i
+ psml) m—= = A(s-1) G
(e S 0s 1
Le systéme associé 3 cette éguation aux dérivées partielles est |
s _ 4G |
p(s=1) ?»(s«-l)Gi

dt =

Une intégrale premidre est ¢

- 8
Gi e - constante

Une sutre intégrale premidre °

Log (1=s) = pt = constante ou

(1= s)-e'“t == constante

La solution générale de 1'équation aux dérivées partielles s'obtient en éeri-
vant qu'une intégrale premidre du systéme associé est une fonctn.on arbitraire de l'au-
tre :mtegrale premidre - F étant une fonetion arbitraire -

?"S
cie-" —_ Fl:(/l-s) e"”;]
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La détermination de F se fait en écrivant qu'd 1'instant initial ¢

G—i(s,o) = s

~rs

Fl-8) =ste P
Par le changement de variable
l-3 =1 A
i ';L(u”l)
Flu) =(1-u)" e
D'ed

i A ( 111
S (1-e7*)(a-1)
G, (s,%) = (@ e ”t) eH

La probabilité pour qu'il n'y ait personne dans le bureau 3 1l'instant + s'ob-
tient en faisant s = o dans llexpression de G, '
B, =8(0,0) = (1 - ¢¥¥) e”(l )
L'expression de la fonction génératrice montre que le nombre de persomnes prém
sentes 3 1'instant + peut &tre eonsidéré comme la somme de i variables binomiales
(fruit de i tirages indépendants dans une urne 3 proportion

p= e’f‘ﬁ?_ﬂ_. :

et d'une varisble de Poisson de paramétre

8= &(1-8-'“;)

Lorsque t +tend vers 1%infini, la loi du nombre de persomnes présentes conver-

ge vers une loi de Poisson de paramdtre € =

*

E1¥

Lorsqu'il n'y a personne & l'instant initial, i = o0, on a seulement une loi

de Poisson
o =5 @-e?h

Ce résultat a &té obtenu antérieurement (of. 1l'exercice ayant déterminé la nom-
bre de bateaux présents dans un port non saturé). Mais ici, du fait que les départs ont
une loi exponentielle et non une loi F(s) quelcongue, le nombre N(t) de bateaux pré-
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sents est ume chafne de Markov et le caleul des Pij(t) est possible.

Des résultats préeédents, il découle gue ls moyenne mi(t) et la variance

o

ai(t) du nombre de persomnes présentes 3 ltinstant t sont «
= ph
n(t)= Ne  + %1‘ (1 - et

2
6, (t) = W ePb(g - ety 4 g (1 - e
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E 36 .- FILES D'ATTENTE A N GUICHETS

i

La question des files d'attente 3 N guichets est une généralisation du pro-
bl¥me -des files d'attente sans saturation traité plus haut. Si le régime transitoire
est assez lourd 3 expliciter. Le régime statiormaire est par comtre disé & déterminer.

On envisage N guichets — Les arrivées sont poissonniennes. La probabilité
d'arrivée pendant le laps de temps At est _A J\t. La probabilité de départ est pour
chague client pris en charge & un guichet pAto On désigne par i le nombre de per-
sonnes présentes & 1'instant initial dans lmreau de poste et par J ~ le nombre de

personnes présentes & 1'instant t, par P ij( t) la probabilité de transition de i &
pendant le temps t.

Ecrire les secondes équations de Kolmogorov dans les deux cas <

a) = mnon saturation c'est-i-dire pour j & N-1
b) = saturation cfest-i-dire pour j=>N.

- Etudier dans les deux cas le régime stationnaire, c'est-a-dire en faisant danms
. d Pis o e ' ’ s
les équations M—Ldt = 0 (Pour simplifier on notera P ij(t) simplement Pj)’

-

= Montrer que dans le cas (b) la solution générale est du type o

(b) =W B, = Ard+B
on donnera les valeurs de ry, Ay Be

- Montrer par réeurrence que dans le cas (a) la solution est de la forme ¢

P j
(a) j4£¥ P, = == ()
J 3L B

= Ie raccordement des deux solutions pour J =N donne le rapport A
0

~ Calculer P, en écrivant que

ZPj = A

*
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a) Non saturation. La seconde équation de Kolmogorov est celle des files d'attente sans
saturation (j +41 <N).

) ) T (R T () sa, L () 3L
" = -, (Ajp) i3 t +lp. 41 1,541 t) + A 1, 5m1 % JE T
en particulier
dPio(t)
= - A Pic(t) + ?il(t) j=0
as
b) Avec saturation.
a Pi.(t)
— e, = (A, + W) P, (t) +p NP, . (t) +AP, . i>N
ot (n + 1) Py s(6) +p TR, (%) 5, 5-1(t) J
a 2, (%)
Etude du régime stationnaire. — e = 0
dt

(v) Avec saturation j 7 X On peut satisfaire 3 1'équation aux différences finies par une
fonetion du type ]
Pj =Ar) +B

erj*l..(‘A+1‘Ip) rj+xr3"1= 0
A

P = e

Ny

La solution générale de 1'éguation aux différences finies est

A \J
P. =4 +
3 ("ﬁﬁ) B
: B o0
Le régime stationnaire exige A< Ny, par ailleurs la relationz Pj =4 impo-
se que B soit nul. d=o

Y

A
P. = A{rmeven
(1) 5 = Alg)

En particulier

N
(2) Py = Al)
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a) Non saturation j<£ Nel

Les équations de Kolmogorov {a) donnent

A =
Pfl = ﬁ PO - j = 0
2pP2-(x+p)1>,l+xP°_—=o i =4
soit p
2
Pp = e ()
21 ¥
Montrons que l'on a d'une fagon générale
Po A J+l

P - I
HL (s B

Raisonnons par récurrence, supposons la propriété vraie pour Pj et pour Pj-l

P 3 P P
=2 (M =2 (M
P, = 6 Pia L )

3¢
et montrons qu'elle est vraie pour P 341
L'équation de Kolmogorov donne

§41) P, . = (At5n) P, = A P, . =20 P, + WP, - N
p(g+) ey (A+3p) g MPsy 3 Es# 3 ?”Pa-li

D'aprés les expressions supposées de Pj et de Pj—l la quantité entre aceo-

lades est nulle et
: P, P Tx
(3) P,.=N_d o 2 (&) j4 §-1
+1l g -
o Bsa o () B ‘

Vraie pour j=1 et j=2 la propriété est vraie pour j =3 et ainsi de
‘suite. elle est générale. '

La formule est valable jusqu'd j = N-1 on a done o

P
(4) ' PN = -—I;%- (3)
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En égalant les deux valeurs trouvées pour PN [équaticns (2) et (4)]

i} P X
A 0 /A
P, = Alowms) = mumown (=
p =) == )
On obtient la valeur de 4
A o P
) n: °

La solution du probléme est done finalement

P J
P, =2 (&)° J< X
d 31 H -
J
P, = P .;N.l\.r.,(_?:_) J=N

J ° m W

I1 reste & calculer P 0" On y parvient en éerivant que la somme des probabili-
tés de transition, 3 partir d'un méme état i, est égale A A.

o0
> P, =4 c'est~a~dire
j=o 9
(2 ) 0, |
1 A YT
P z, (B +— > (%) = 4
o Z% L T T A
A AL, A A (?s.'/l(h)nd
=4+=’+ ) F goen - + e (o
QF(; 8 Tg 73 N—l)! ¢ e ]
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E o= -~ EVOLUTION D'UNE POPULATION DE BACTERIES

Etant donné une population de bactéries, on admet que chacune des bagtéries évolue
indépendamment les unes des autres et sans vieillissement. On entend par 13 que chacune
des bactéries présentes & 1'instant + peut, pendant 1'intervalle de temps t, t + At :

- soit périr avec la probabilité o At + o(A+)

- s0it se scinder en k = 2,3 ... n bactéries avec les probhbilités respectives .

At + o(At)
= g0it subsister sans modification avec la probabilité 4 = g Oty At = 0f A'b)
k #o

La notation 0. signifie gue l'on effectue une somme sur les indices 0,2,3...
k# 4
n, & l'exclusion de 1l'indice /.L.O(At) indique les autres éventualités possibles ayant des

probabilités infiniment petites dfordre supérieur & 4 en At. Les o, sont des constan-
tes.

Lt'évolution d'une telle population peut, manifestement, se dderire 3 1%aide d'une
chafne de Markov stationnaire % temps contimu. On désignera par P, j(t) la probabilité,
pour gufil y ait j bactéries au temps t sachant qu'il y en avait i au temps O.

§

T.=) gorov (on prendra garde que, lorsqu'il y a

i bactéries, la probabil;te pour gqu'une scission en k bacter:.es se produise nfest pas

du type At, meis du type 1 o At).

On introduira la foneﬁ:.on generatriee

G(s,t) z: P, (t)s

= Montrer & 1%aide de la premidre équation de Kolmogorov gque Gi pour iy4 vérifie

*

1'équation {a
G,

(1) 75":' = - izga % G * 15/1 % €0
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- Monirer par un raisomnement proba‘biliste simple que lon a

(2) _ | | = (¢ )

dans la suite, on deriras G au lieu de G, et Pj(t) an lieu de P,_Lj(i:)

]

~ Compte teru de (2) mettre (1) sous la forme &
(5) 98 _ y(q)
| 55 -

en désignant par ¢(s) le polynbme °

(4) | o(s) =§& o 5 - sg,l o

- Montrer, en passant, que q)(s) a, outre la racine s =4, wne racine et une seule so
comprise entre 0 et A si ¢'(A) est positif, qu'elle n'a pas de racine comprise
entre 0 et 4 si ¢'(1) est négatif.

= A 1'aide de (3) calculer 1'espérance mathématique mn(t) et la variance 62(1;) du nombre
de bactéries présentes au temps t - sachant qu'il y avait une seule bactérie au
temps O. En déduire 1'espérance mi(t) et la variance cf( t) de ce méme nowbre lors-
que i Dbactéries sont présentes au temps O.- I1 s'introduit dans ces expressions
les constantes '(A) et ¢"(4).

- Intégrer 1'équation différentielle (3) - et tenant compte de llexpression de G 3 1'ins-
tant % = 0 - montrer que G(s,t) est défini par 1'équation *
¢

(5) t = .,32..
'-s/ p(v)

II.=~ Former la seconde éguation de Kolmogorov. Montrer que Gi vérifie o
e e
i i
0Vt Vs

- Retrouver 3 partir de (6) les expressions de 1'espérance mathematn.que mi( ) et & (1‘;)

obtenues plus hant.

- Intégrer 1'équation (6) dans le eas i =/A(une bactérie presente 3 1'instant mitial)
et retrouver l'expression (5

¥



E37.-3

ITIe= Lorsque t tend vers 1'infini, existe-t-il une limite ergodique ? Examiner les deux cas
(1) >0 et ¢*(1)£0. Les Pij(t) et par suite les Pij(t) convergent-ils en loi: '

= Calculer la probabilité Po(t) pour qu’il n'y ait plus de baci';éries an temps + (sachant
qu'il n'y en avait qu'une au temps O). Montrer que Pio(t) =L?°(t)j€1.

= Montrer que Po( t) tend vers une limite finie lorsque + tend vers 1'infini dans le cas
ot @'(4) est positif.

- Montrer que Po(t) tend vers 7. lorsque t tend vers 1'infini dems le cas ol ¢'(7)est né-

zatif ou rul. Il en est de méme pour P io(t). L'extinction finale est presque certaine.

- Lorsque ¢'(A) est négatif ou mul, lextinction du processus relatif & i bactéries 3
1%instant dinitial; est presque certaine. On désigne par T N la variable aléatoire repré-
sentant 1'instant d'extinction (1'indice i rappelle qu'il y avait i bactéries % 1'inse
tant initial). Ti est telle que pour t £ T i il y ait un nombre mul de bactéries et
pour t>T ; un nombre mul, Hontrer que la fonetion de répartition Fi( t) de la variable
T; est égale b Pio(t).

- Caleuler l'espérance mathématique de T, dens le cas od ©'(1) est négatif. On pourra in-
tégrer par parties et montrer que °
t ~>00

B(r,) = g £ [’l - PiQ(tig . /){;1 _ Pi°(§?] at

t=0 °

4 1'aide de la solution (5) on montrera que le terme tout intégré est mul et que
par suite . A

E(Ti) = / Q‘szi iz

0

- on précisera que cette dernidre intégrale est bien convergente lorsque Lp'(d.) est négatif.

= on montrera ensuite par la méme voie que l'espérance mathématigque de Ti n'existe pas lors-

que ¢'(1) est mul.
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V.=) On concrétisera les résultats suivants dans une étude de la di-reproduction des
bactéries o Pendant 1'intervalle %, ++ /At chague bactérie peut °

- soit subsister gans changement avee 1a probabilité 4 - (o +/9z)At + O(At)

- soit se-diviser en dsux alt  + o(At)

- soit périr /3[\"5 + O(A“b)-

La théorie précédente s'applique aves %, = /3 %y = o On passers en revue-
les résulbats établis d'une fagon générale. On explicitera en particulier les valeurs de

1'espérance ma’chématique mi(t) et de la variance 652_(1;) du nombre de bactéries présentes

& l'instant %, les expressions de G(s.t), de P,(t), de E(Ty). On pourra calculer les

intégrales donnant E(Ti) dans les cas i =4 (une bactérie présente 3 1l'instant initial)
et 41 =2 (deux bactéries présentes & 1'instent imitial).

= On traitera directement le cas limite « = /> et on domnera pour ce cas limite
l'expression explicite de la loi de probabilité Pn(i;) du nombre de bactéries présentes
-} 1%instant ¢.
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SE 37.= EVOLUTION D'UNE POPULATION DE BACTERIES

Le probléme proposé vise & étudier 1'évolution d'une réaction en chaine & 1'aide

de l'une ou l'autre des deux équations de Kolmogorov.

Chaque bactérie peut, entre les instants + et ++ N\t soit

S - périr avec la probabilité %, At + o(A)
E - goit se scinder en k = 2,3 ... n bactéries avec les probabilités respectives
o, At +0(At)

~ soit subsister sans modification avec la probabilité A = § %, At + o( At)
k#1

La notation 2; oG, signifie que 1'on effectue une somme sur les indices 0,2.3..n
kg4 '

3 1'exelusion de 1'indice /.

I.-) Solution 3 1'aide de la premidre équation de Kolmogorov.

Celle-ci s'cbtient en énumérant les modifications possibles pendant un intervalle

de bemps tréds eourt At au voisinage de l'instant initial.
==i P (%) +1 P . (1) (x,)
5&. % Fyj 15:4. % Fiaen, ; %

a Pij(t)

dat

I1 est possible de transformer cette expression, en introduisant la fonction gé-

nératrice de la variable j

[~ =]
= J
G, (s,t) -SZ-—-:o Pij(t) s

multipliant les deux membres de (I%.) par s’ et sommant de j=o021%nfini, on a

pour i 4.

De |
(1) ;'5;3="-"}§4°‘K Gi""‘%;l % &1

Il suffit de traiter 1a question pour i =4, car le processus étudié peut &tre
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considéré comme la somme de i processus aldatoires indépendants ayant au départ une seu=
le baetérie. La fonction génératrice @ ; Trelative au processus issu de i bactéries au
départ est donc le produit de i fonctions génératrices G/l = G relatives 3 une bacté-
rie au départ

i i
(2) e, =(g)" =@

On notera que seul 1'état j = o est essentiel et absorbant.

L'équation (1) devient ainsi ©
ikl

i i‘lja‘}=-i§ o @ +i§dak ¢
--..-Z;-—' e(kc +§ %G

I1 peut &tre commode de désigner par o(s) la fonction °

‘ = S =8 /
) / ¢(s) *g;_‘,l“k k 2 ,l“k /

La premidre équation de Kolmogorov relative au processus i une bactérie au départ

soit

g'éerit tout simplement o

(4) ' 6;=¢(G) / ¢£a

) FONCTIONS o(s) _ Il est utile de commaftre le comportement de la fomction ¢(s) pour s3» 0

n
p % (s) =2 k(k-1) o, F2 est toujours positive, la courbe u(s) tourne sa
k=2

concavité vers le haut.

Pour 8 =0 9(0) =a_ >0 @’(0)=-§ <0
o x ,1°‘k

s = ¢@)=0 ') o N
‘?(’1) k%;l(kwi)eck
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On en conclut que Lp(s) = 0 a toujours deux racines positives et deux seulement.

Si ¢'@@) = % (kml)mk est positif la racine sutre que/l est inférieu~
k#A re & 4

Si (1) est négatir la racine autre que 4 est supérieu~
re § /1.

Si ¢'(1) est nul, 4 est une racine double

A~ /i
g L9
&‘.o \ (P*’(Il’) 7/ 0(.0

‘ 0\\/4 ' > 3 <

On sé rend compte dds & présent que le signe de ¢'(4) = (k—l)mk joue un r8le
k

essentiel dans le comportement du processus. Lorsque ¢'(1) est positif, ¢(s) stan-
nule pour une valeur s, comprise entre 0 et A. Lorsque ¢'(l) est négatif ¢(s)

ne sbannule pas entre 0 et d.

b) ESPERANCE MATHEMATIQUE m(t) et VARIANCE o (1;) DU NOMBRE DE BACTERIES PRESENTES AU TEMPS t,
SACHANT QU'IL N'Y EN AVAIT QU“UNE AU TEMPS 0.

Ce palcul peut se faire & 1'aide de 1'équation différentielle (4) sans avoir X

1'intégrer,
Ne
(5) n(t) = ZJ ,13(1:) ( ol I
2
m, (%) = m(t) -Z 3(50) By (8) =[ 8=} =0(t)
'352 g=1
Dol
(6) (%) = @_ifi + m(t) - n2(t)

"632 Sl

Ceci posé, dérivons par rapport & s 1'égquation différentielle o
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’3@ '
@
- = ¢(6)
e % %
[bSQt dG 'ﬁs
faisant s =4 ( @(ts4) ._,Z 5(8) = 2)
i=
X o ngi(a)
at

pour t =0, il y a certainement une bactérie, donc m(0) =/, d*od :

A
1) // R /7

Pour calculer la varisnce, dérivons une seconde fois en s .

i 2G+d2 :
e (\fos)

155%

faisant = =4 ( )
2t
f%% =) e

La solution générale de 1'équation sans second membre est .

T = A@ﬁ%ﬂ(’l)

o

Une solution particulidre de 1'équation avec second membre est .

@ m(ﬂ_) th (?"(Q)
pr{a)
Par ailleurs pour t =0
7(0) = m2(0) -n(0) =1 =A =0 d'od
(8) o) = £n@) FEY@) @)

@* (1)



SE 37- 5

1) o 200 - pra) @) @)
9t

(9)

Remarque & - ¢(s) a une racine s entre 0 et 4, ou n'en a pas sélon que ¢'() est po-

8itif ou négatif. Ur ces conditions, sont d'aprés (7) absolument équivalentes & m(t)
supérieur ou inférieur. 3.

l'/‘
¢(s) = 0 racine s, enire O et A si ¢"(1)>0 ou ce qui est équimlentén(t)'?&
¢(s) = O n'a pas de racine entre 0 et si ¢'(4) 0 = w m m($)<A -

Remarque 2 = S5i 1'on avait & 1'instant initial non plus une bactérie mais i bactéries, le
processus engendré serait la somme de i processus indépendants engendrés par une bag-

o

térie. On a donc .

(Tbis) m (%) = i n(t)

(9bis) cﬁt)=ic%t)

Expression explicite de la fonction génératrice.

L'e@ﬁ:éssign différentielle (4) s'intdgre

d-x;___gcin

9@
G(s,t)
dav
o(v)
6(s)

i

A 1'instant initial, ¢ = G,, G(s,t) est identique 3 s

o=/ %

W(v)
ce qui impose < O(s) = s
(10) t = Ar

A0
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'IIg‘-— SOIUTION A LUAIDE DE LA SECONDE EQUATION DE KOILMOGOROV.

Ltinventaire des modifications poss:.bles pendant un intervalle de temps petit voi-
sin de 1°etat final conduit & la seconde equatn.on de Kolmogorov d

== Z; o Py (6) + § o (341) By s gy (8) (k,)

Dé m8me qu'il a é%é fait pour (Kl)‘-‘ on multiplie K2 par s9 et on somme de j=0
& 1'infini °

d Pij(t)

20 . 4P, (¢t
= ij< )
.=0 .

—
=

= - g %%{ZJP (-(;)831 % s?Z(g-lt-l-l)

J=k
P;‘, ke +1(1;) g9

La dernidre sommation est faite & pa;;-tir de j =k car évidemment les passages
de 1'état 1 & un &tat d'indiee négatif sont impossibles. En effectuant le changement

de variable
jmk+4d = J'

£ st

j=o0 dat

= = J-l k , -1
“*Z g J?zs“?s T

e Byt ¢

j=o ! % %s-

En introduisant la fonction q)(s) définie en (3) :

e,
(11) o tp(s)

‘Ot

o

3 By 5(t) g1
“ )

A 1a différence de 1'équation (4) qui faisait intervenir la fonction @, (11) fait

ifterveniv la fonction G,. ‘
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2
ESPERANCE MATHEMATIQUE ET VARIANCE mi<t) et O'i(t)

.

Méme méthode que plus hamt, on dérive (11) par rapport 3 s @

(12) 0 o )lh-fa—c o Lo
12 = @'(s + Pl8) ==
, @s%t 0s?
faisant s =4 p(A) =0 comme il a été vu plus haut.
dm,
'ﬁ =m; 9'¢1)
Comme:
mi(O) =1
t o'
mi(t) = 1@ ¢')
Dérivant une nouvelle fois (x2)
N\ 3
G G, 2 S,
024 i) b ez gr(e) T v ga) T
T2 0% /as 32 s
avec s =1 et posant gomme plus haut @b ) U, (%)
52
Qv " (1)
i .
= =29 (1) U, =igp"{@)e
N+ i
?
U, (t) = @ ezw M) g e ;RP ®
tp°</;|.)
pour $=0 T(0) = it god €= 1241 20O =0')

o'()
a:(t) =T, (%) + m, (¢) - mi(t)

op(t) =1 L-@) = ¢'@) 2ot ter(1)
9*(1)

Les formules 7 bis et 9 bis ont été retrouvées.
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EXPRESSION EXPLICITE DE LA FONCTION GENERATRICE.

A 1%éguation différentielle
e, ¢
NS S 9 ( S) i
Vs

==

]

eorrespond 1l'équation associée
(12) At = = —=ae

La théorie des équations aux dérivées partielles linéaires gans second membre indi-
que que 1'intégrale générale de (11) est une fonction arbitraire de 1'intégrale premid-

re de 1'équation associde (12). En expriment la propriété sous forme inverse, on peut
. 8

_ derire .
(13) Fe,) =+t +/ dv
o 9(¥)
Diapras (2) .
¢, = (@) (2)

Appliquant (13) au processus ne comptant qu'une bactérie ¥ 1'instant initial. La
fonction @ est, & ltorigine identique 3 s ¢

) S
£ =0 P(s) = dy
‘O/ ¢(v)

©

D'od la Solution de (13) pour 4 =4 3

é 8
(/7 dv (//) av
trra I AR 2 S A
o ¥ p  9(¥)
G
(10) t= /39
- plv

S

Ce qui avait déjd été établi & 1'aide de la premidre &yuation de Kolmogorov.
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III.~ PRINCIPALES CARACTERISTIQUES DE L°EVOLUTION DES BACTERIES.

Les principsles propriétés ressortent de 1'intégrale (10) sans qu'il soit besoin
de l'expliciter. On rappelle que le processus & 1 bactérie & l'instant initial a

o

pour fonetion génératrice .

&(s,t)
et le processus & 1 Dbactéries

Gi(s,t) = ¢

1°) Lorsque 1t tenc_i vers 1'infini, existe-t-il une limite ergodique ?

Si ¢'(A)>>0 1a fonction rationnelle éerite sous le signe d'intégration
admet un phle S, <1

s

T m——p oo G e s Gi---'—-9' (So)

Si ¢*(A)=<:0 1la fonction ratiommelle admet /i pour pble (ce p8le est double
si ¢'(1l) = 0) et pas de pble entre O et A.

£ w20 ¢ —> 6 —>4

G et par suite Gi ne tendent pas vers une loi. Les Pij(t) ne convergent pas en loi.

20) Probabilité pour qu'il n'y ait plus de bactérie au bemps t.

Notations analogues 32 Po(t) 8'il n'y a qu'une bactérie 3 1'instant initial. Pio(t)

s'il yen o i.

P, o( %) eb Po(t) s'obtiennent en faisent s =0 respectivement dans G, et G.
done -« i
(14) Py (t) = [Po(t)]

Po(t) est défini par P

(15) % ==/ 7
0 W(V)
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Par un raisonnement strictement identique & celui du 1°) on a les conclusions &

i
Si 5 ‘P'(4)> 0 1 — DO Po(t) oS *soéz‘l Pio(t) - 8, <A
3¢=(4)<o t ———> oo P (4) —> P, (£)—>4 llextinction finale

est presque certaine.

30) Btude de 1'instant d'extinction T,

Soit T, ‘la variable aldatoire représentant l'instant d'extinction lorsgue
9') =<0 (variable telle que pour % < T, il y ait un nombre non nul de bactée
ries et pour tt>-Ti wn nombre nnl) et soitb Fi(t) sa fonction de répartition.

Par définition Fi(t) = Prob g ) <L % %
Or Pr§b gTi< t E?-Pro'b g 5(4) =0 %= Pio(is)
Done
(16) F,(t) = P, ()

Bien entendu 1'indice i indique le nombre de bactéries présentes & 1'instant
initial.

49) Espérgnce mathématique de T (pr(1) = 0)

d By (t)
On a par définition B(7,) (/7 at

Par intégration par parties & § = po o

E(Ti) = g t(/l »-Pio(t)] E + / [;1 - Pio('b) at

0

Or d'aprds (14) et (15) on peut prendre la représentation paramétrique !

5 = dv P, (%) = zi it = 4z
o/ ¢(v) 1o o(z)
z ==l % e A
3 D) o= A - zi | L= Zi dz
(17) E(Tl) Z ( ) ('V) g v +(0/) lp(Z) _
. Z =0 -
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Nous distinguons deuxz cas ¢'(1)< 0

a) pr(A)<Lo

et (1)

La fraction ratiomnelle admet /1 pour pdle simple, au voisinage de 4
elle est infinie et équivalente 3 &

], V4R 4k
T — A4 O - B,
(v) pt@) d-v
Diol -
A
B e /], CQ = e Tog (4 = 3)
. _ (/)m o' (2)
o

Par ailleurs 4 = z* est un infiniment petit Squivalent 3 °

2 ——m Aoz ild = z)

Z - - o (Ml ]
— A (a )(/’(P(v) (p(a)m”og(&)—“*o

'l 7
Quant & 1'intégrale z =>4
—l dz

L))

elle est convergente lorsque 2z ===3/A car la quantité sous le signe dfintéeration
reste finie lorsque 2z tend vers /s

B ] ll-zi O i(a-z) O - 4 A

A
p*(z) e'@) A=z

i
z s L=z - i

o(z) g et ()

quantité finie.

On a done finglememt &

i
¢'(1) <0 B(r,) = /'-22

o ¥z
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b) ¢'{d) =0 La fraction rationnelle admet 4 pour p8le double, au voisinsge del,

elle est infinie et équivalente % *

A 2 A
(0% —s
o(z) " (@) (A - z)

L'intégrale =l i
m———— 07  Aiverge car
A ¢(z)
i .
z > 1 A -z oS i 1wz 5 = i 4
o(z) pr{d) @A-z)° 9" @A) A -z

E(Ti) n'existe pas lorsque ¢'(1) = 0
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RECAPITULONS LES PRINCIPAUX RESULTATS,

I.= Le polynfme p(s) =§ K - s% o
k#Ad k#4

a une racine s comprise entre 0 et si 9 (A)>0, si ¢'(A)0 il n'a pas de raci-
ne comprise entre 0 et/l.

IT.~ L'espérance mathématique et la variance du nombre de bactéries % 1'instant + (1 bacté- |
ries présentes 3 1'instant initial) ©

m (t) =i et 9@
o2(t) = 1 £"@)= @) (32‘“ 9'@)_ b9
R :
' (1)

o

1IT.~ La fonction génératrice Gi(sgt) est définie ainsi (i bactéries présentes ) 1'instant t).
G

:
6. =G =0 aves & = dv
1%

¢(v)

S

IVe= Les Pij(t) ne convergent pas en lois Si 190(4)70 G > 8,0 i etA)L0 & =4

lorsque t tend vers 1t'infini.

V.= La probabilité pour qu'il n'y ait plus de bactérie & 1'instant ¢ o Pio(t) est ealeulée

par 2 _ iy Py
Pio(‘b) =L1310(t)] = PO avee & :.-/ ._9.‘.’.._
o(v)

2]

81 ¢'@)>0 & ——3 o0 P () ~—3= s
(s ] o

0'f1) 0L t =3 oo Po(t) =3 A 7 1llextinction finale est
presque certaine.

VIo= Si ¢'(1)< 0 1l'espérance mathématique de 1l'instant dextinction (i bactéries 3
1'instant initial) est donnée par :
A 1

i
K1) = / A-7Z 4
4 ¢(z)

Si ¢'(l) = 0 cette espérance mathématique nlexiste pas,
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APPLICATION - Di-Reproduction des bactéries . Pendant 1'intervalle de temps %,

t + A'b chaque bactérie peut

~ soit subsister sens changement avec la probabilité 4 - (a+/3)At + o(A+)

~ 80it se diviser en deux " w ocAt' + 0 A‘&)
~ soit périr w " /iAt + O(At)

La théorie précédente s'applique avee o = /:’) Gy = Ko Passons en revue les
points mentionnés & 1'instant.

I) 9(s) =a 8% = (a +p)s +@ = (1-s) (R-0s)
(p'(/l).-:ec-/@ sos--l:i <A s oa>f3
®A) =2«
II) g m(t) =4 e(“-ﬁ)t , ,
g ai(t) = 1 L2 Kez(u"ﬁ ® e(anﬁ)t>
“f3
a G ] _
_ dv - dv -4 xdv _ dv
1) i _Ls/:;?:(a-t/ﬁ)v + (5/7(4.-v)(($-ocv) x=-f g/ -0V A-v
G

(0&-/3)‘&; = S Iog .ﬁ:...;“.’..?i.'.., 2 = Log(a‘ -G . /g"‘“5>
2 fi-av fA=aG A-s

A-G Ne-s

/&»—aG /3f-ozs o (%ﬁ)ﬁ;; E“e(wﬂ{?’)‘b]

Dans le cas particulier « = /3, on a directement °

‘G s
%t = v 1-‘ - a(s,t) = ot + s(l-nt)
C/,(’.L-v)z [a-vjs (1-2)(20) i

8

que l'on peut retrouver directement en faisant un passage & la limite sur 1° expression
générale, L

-
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IVo- Ies Pij(t) ne convergent pas en loi. Si a>@ pour t—po0 & —=> -Q-

Si a&/p n G e 4

Voo Si aPp Pg(-@;) = tend vers L . 81 a&p, Po(t) tend vers 4

1texécution finale est presque certaine.

Vie- On a 1'expression explicitée de P (t), en faisant 8 = 0 dans 1'expression géné-
rale de G(s,t) @
A = e(c‘“ﬁ)t
Folt) = .
° o <°"'/3’)'b
A-=¢@
P

On vérifie, lorsque % tend vers O, sur cette expression les résultats généraux

a
4~z
E(T.)=/ a <
Y'Y Ta) feen) F

Donnons les expressions pour

= 4 bactérie présente 3 l'instant initial © 4 =4

21
>
!
R

71 a
B P aa A aleB 1)\
) (/ ﬁnmz = = ﬁ_“z -&/dz —(.X-. 2 x Io, - )-45
o °

Ainsi que 1'a montré la théorie générale, les deux espérances mathématiques n'exis-
tent pas pour o =/§.
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On obtient explicitement la loi de probabilité Pn( t) du nombre de particules pré-
sentes § 1'instant +, en développant en s® 1la fonction génératrice G(s,t).

8".) «=/3 a(s,t) = at+s(/1-‘oz'h)

A+at-sat

Pour alléger les notations, il est commode d'introduire la probabilité pour qu'il
n'y ait plus de bactérie & 1l'instant +

ot _ 1
PO mrrm ) =A-R0) = ey
ot Aot oo~ Do
+ s P +(Q-P)s n
G(s,t) = A+at. A+at =9 ? © = P°+ (QO_PO)S E Po .
At

o0
So ne-lf 2 Nl 2
n n
&(s,t) =P + 2 P (Po +Q - r,o) s =P +§ 4-1?0 (4-?0) g

n=
2 20 n=-l n
G(s,t) = P +Q nZ=1 P s 4
d'od / 2 el - (ut)n-l ]
Pa(8) =00 By = ey
/ (I.L-i-oct)m_/z

b) Cas général o # 3 Iaa méthede est absolument analogue .-

(06- )t (oc- Yt
&(s,t) = ﬁ’[’l & a '-sEx_-_ i ]
f3= o a(a-ﬁ)t - ons[f.l. - e_ga-/_l,)t]

Designant encore par P (i) la probablli*bé pour qu'il n'y ait plus de bactéries .

3 1tinstant ¢ (o—~3)t '
| P (%) = @El e l Q,(t) =4 - P (t)
A=« (oc -A)t °
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