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12, Ini expoonentielle ab.mnc:.- do nianire,

X

. S Soit T une varisble alwtmrp *)nrx“’ ive on mllf' et F\t) sa i‘e*c ion w‘ )

C répartition.. I1 sera com"'odn i'i ntprprc*ter co. me la d‘-)rr~r- an ur. e whaia

/ phinoméne : par exemple, durde de vie d'un tvbe am néon, d'\me particulc )
b instable cte.. Sachant que le phunorrene a ddjh déré un tomps 'l;o y OF R i
1 s'interesse & sa durde résisuelle T - t, . La loi de celtc Huroe S
l rériduclle est la loi de T-t, convitionnelle en T3 t,. Notons: 1a R ek
i T ‘;
9 ; Dlaprés la déf 1nJ:10n d(‘o probabilités condi tionne Lle..,, on a : -
! C P ( Tk, B b e T2 k) P (T el
| . "‘ - Fb(‘l( (:\ - T =
f . » _P(thﬂ L PLT 5, 6
soit’:
e - _ ' - F b+ b
. ‘ 1-F, () = —_—— i
(1) e
M=Ftee) - . - - .
é N . X
. ) ~ * .
" Pour que la durde de vie résiduclie cbéisse h la mine loi gue la dux’z de .
vic totale, soit F, (t} = F(¥) , il fant et 11 suffit que F{t) soit wme
K . - Q . ) . : : -
iloi exponentielle, .,on.t 1l - F(t) =. € ¢ ( a».0 ) R -
. . -ab. . )
Bn cffet, si 1 - F(t) = € y O a )
. ' i —a{l_fo"‘b\ ..‘ob .o . -“'
1~ Féo(c’) T e— 2 € . = 1-F(E) -
: -at ' :
: e “Fo ; o

Inverse:qcné, si Fbo(t) = ¥(t), 1a forction H(%) =1 - P(t) vérifie :
H(t + t) = H(t) H(t,)

Ln sait que les sciles fonctions non croiscantes vérifamnt ceite rel- tmn

forctionnelle sont les fonctions H(%) = a‘i ( >, C)o Ici, a = 0 est

b}

exclu, ﬁuisquc i- H(t) doit ‘}tro une foncuon de’ rrpartltlon.
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£ L T T Gettn cropridtd d'atoence de md iy oarnotiricn dsas A 1o
"‘(éxnrf'ﬁn: en physique, la loi de la huuloactxvzt,, ctu...)

“Sous Inraa dlffer =niielle, cette propridié se prd ‘sentc coma suit ¢ Seit o
. ‘ : @i D 0 Arts petit. La prot: 1bilidé pour cue le ybpnom.np s'arréte';nirc
o . . tet % T-5t sachant qu i} durait encore .au tcmns t cr s
. . - e T =2 edk o+ o(8 k) :
o 'o{t) dfsignant un infiniment petit d'ordre supdrieur 3 1 en &t )
/ - Inversement, la relation : - . i R
' - : (5t
i (2) © A-F, (T = a e + Ol5r)
* - . [ e -
\ stéerit
|
1

avee (L) =1 - W(t), et montre oue log H{i) admet une dérivée 2 droite
’

! consiante égale & -a , d'ou rdsulte encore
. -al
CH(t) = e
kinsi, la loi. exponentielle esl encore gar
. ' probabilité d'arrét admet une densité cond

:‘.;r'! l‘r\(\
ionnelle

Remarsue. . Pour toute variable X > 0 dont la lo
pour tout t <o , on pcut trouvc une représen
- . / Alde)

1~ F(t) =

avec une mesure positive A (at) qué 1'on peut encore interpréicr comme

une densité conditiormelle (non constante) d'arréi. Il suffit de prendre

Ak\
\ cde) - ..._F__(..—-._——-

1~ ‘:(‘:\ ' '. .

La relation A (dt) = a dt caractérise alors la loi exponerntiellz.

. . . _'w

2¢/ Procesrus de Poiscon ¢ hamor~inditd ei abronee de md=oira,

- Jous considdrons maintenanl un phénomdne dont la manifestation est
. ‘ instantande et <e reproduit & des instants aléotoires successifs Ty, Ty ene

(chmplcq : owrermuvrvmen+ d'ure particule dans un comptcur, arrivde

d'un eclicnt dans une file d'att Lente etc..). Lous cara Ctﬁ“lQOn co

by . . ] .
phénomdne par les intervalles de.témps : L ' . ",




.00 0 s00s 0000t

— W
= 1,- L4 o

0!.’00‘0‘.-0:...0.,

sSpnrn .'11. deny manifes atlon;

vracenone de Paicecan  gi ces

suivanies @ .

s variables -r,ui,upllrmcnt inddpendan ‘tr:
cs S, obdissent & une méme loi. exponentielle de densi b

Ce processus posside alers s la propri riéié fondamcrtale suivente

Soit £, 0 ua inciand ('1107cn'r;=_ ; T%, T, .. les manifestations . .|

micceseives du phdnombue pogtérievyec a v, Les T - %, @) - 8, o0

conntituent ua nouveau processus do Foisson, adnettant minme loi gue le - “

processus indtial, et i :ddnondant d-o Gvinements antéricurs & to » “
n k ro -

autrement dif, tont se passe comre oi le nhénnnFrne repariait ho-
4 chague inctant t, en oubliant son pas

Coll risulte eussitot de l'absonce de mdmoire de la loi exponenticlle, .
7 - t,, en effet, obéit encore L la loi de densité a e quels
qutaicnt pu 8ire les évinements antirieurs & t., et les T - 124 ,

Ty - .. sont par Lypothise indépendanis ot soumim & ceite mtme loi.
sou iété cupitale en disant que le processus de

Poi ne_ (dans 1e tC'ﬁps) et mang mdmeire. | .. ) S e
%3¢/ Loi des toens A'attente, .

. . . . . . 3 ’ -Clb

Pa h;'pm..use, T, = 5, obdit & 1a 101 de densité a € admettrut a -
‘transfornde de Lap ‘luco a/(a +2). n sinstant de la W™ monifestation,

ou aucsl bien forms d's'4ente (com .*)tc » partir de t = 0) de cette n™>
rmanifeatation, se prdscnic soun la forme : :

— L& ) < .
A T'\'- 04+Sz+ XX +U.L . L e

’

de 1a somme de n variables indneAnntos de mime lod exporcmlelle. Par

suite, ¥ admet la irausformée de Laplace : R .
. L y e

@ (A = PL )

. b2 ]

cua .

ct ca loi Fh(‘c) est la loi garnn de paraméire f = n, dont la densild st @

fnfL\ - &
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1 -y e -z b3
tioe mapiTentziiane ~

it n(£) 1 nonbre (ul:‘a.,01rc) 3ns manifestatio
i:stants 0 el t. _L'unch.l(?I_.CO :

i) g & Tt

| . L o nay ¢l
i(t) < n), / fh(e\c\b = L&t ¢ dbk it T
: & tr~d ) N
Posors : R - R o S

"

: : - AN Lhaa |~
byt = PONN=N] PLwit

-0t
R v a™te™ _oane™ e"C(L d (Gh&ne j des
" - [ L ni trn-nl. N p di "t i
Dol la 101 de 1(%), qui est la lioi ce Poisson de paramdirs atb :
. ALyt ~ak ' '
('i)' {"“(L‘) = S——T" <. .
n N Co.

¢t sa fonction géndralrice :

5 | Gt3, P < Z_ j Y’“‘\ '6

. P

-at(1-3) .

e ¥

. . .

Soient maintenant I, I ,.. I, des intervalles de tomps dicini-se o

5
R A - . /
possed axlt an plus un point commun., Si i est 1'1ntervallc Ve, b )
on posera : : )

M) = w(s) - (s _

(rqrc des manifestations dans 1l'intervalle I‘) Les I-I(I')
don variablos inddno o L,' st la loume ée 1!
1.(; .) obdit Z. 1a 1

P

Ty S
0i dg iIwincon de paramtétre ak;

4 " -

.,

Cclh résulte immddiatiment du fait que le processus est homogéne ot sans
1 -
némeire. L .
- < ..* ) )
58/ Qoraclfmination des nrocssens de Peisgon, .

Le processus de Poisson possdde les trois propriétés suivantes 3

a/ lomogfnfiid : la va muole n(s by to * t) = !}(ta + 3 - a(%)
oudit A la nfme loi que w(t) quel que soit.t.> 0 . _

v/ Absence de mnive 1si les I: sont des intervalles dis

ou prdsestont au plus un point corsmm, les (I .i) sont zatucloment




-
-

“'4({)‘-';\

PO NS

. .
Py
43

r~
(¥ 3

r_ .
Lrear

173
A‘-‘l

O
o B
:
Q0O
43

-
~~ &
42 53
‘a ©
<> 3
S QO

<
[ I
[
[k

s

lle

~ oo
s il -

-~y

]
3
4o :
(% I
g2
=
[ 4
3
Mt
w{ >
Lo
Nl
1z 2
£
oo 0D
[&]
U
e~ 0
oo
[e B
QO
‘o W

0‘.
Yot
"y r
DR
i 3
w.J_ ord
X
o M
w2
[37 9N

7y

P
©
+r
ool
e »l
IS

Id

-
k-3
-

-~
.
-
6
~ -~
Sl 4o
O
Cl..l
S S}
|
Lol

b/ entr

-

a/ et

pis
Q
43
e
L]
Q
o’y
=~
.
Q) 4o
S
D
+
v
st O
£
ISE
[ IS

A~

W
fam} -
,’
- J

2]
h oo
3.8
P T
r~ M.u
., -
® o

-
LN o]
rt

-
e
<
-3 e

wvilsencn
o+
L

o

I
~
(¥

)
prl
g

avee U

et

e..

Toh po (i) =

al
.

1,'036-s0(5b)

.

g (5E)

O
4417

2
(2

, ¢t/ entr

e
15

Cals

oA
‘e

ce

Todae's

2492 @

-,

§ mromrd

A

. et

- - oL
Uome e

Nmne e

Ap et e

rermt ey

VO

5+ e vn -
LRLNS

. s
< s
Slaae

Q
N

oo
-y
3L
n. lﬁv
R
4 8
AT
FES
2N
L o
3 &
i P

3]
[A R
IO
O

(]
g
=
~— O
e
L I
St o
5 ,m“._
[

42
O ow
B g
Fae
(o]
~ O
%]
L) i
QO ©
—
[

Q
= .
[ o
©w n
~
[
43 o~
o3
>
* &
o O
o 42
o~ 23
e BV
-~ a.mu
£

~
42 .t..ﬂ
[ R
Lo
o
~—~ 3
~ o
S
0
+ e
°
o+
~
.3

revtant nlres lo

[N
T
o
o
oQ
Yy D)
YRR
- [
P
A,
o
ot
—~ 4

p
T
bl

u

L O
O o eg
oo

~ -
[ IR e
.m $ 3
. ord 413
SOfo
R
@ > >

~ .
oM 5
(]

]

’

~

LIS Y
u

: <
e B o 1
s
C U N

ori

N\u. m..m J.uz
S g
AN A
(RS B
el

-~ .5
R 2]
N~ e
D 1
[y

o

) > ro
1-5

n des den

cuatio

-
9]

,
€

/
v
(




a fcrme

] ©
-1 i
Lo '
L, . .
<
K
43
45 - .
1?
K - =N
~ -~ .
[ } o’
. 1
o -
3 . L)
<
4

-

I“.
e 4

m.h — 1
g 00y It
L, B .

. ”~
o3 A} +2

— .

Q . 24
NG r.c ~.
> e (@
o Y

()
wE Ofg
T OQ !

’r A

(9]
[ ' :
ool R

I .

WY oee

\ .

L=
i i

[l

504

£4 ‘ P ]

oo R »

3] : - .

ahre

32U

Prl.l. ()}

)

¢

o

i

by
')

L
LERvaly

e

e

"
an

A
val

o
st

~ e
&

RS 1 .
SR :
Q @
- AN .
i ¢ t
ed £ oo
[ ”~ .pV
Tin
tr
oG
=S
(&)
ef €2 .
43
O
i 0

fi

(&}

%)

[

[#]

T

f e

et

“

or

M;

54

to

[o] 4

[ £: .

. 42w

v Moo

(o) <2 O .
L S

L~ wd 4

w. Qo> o0,

o3 - N

&~ ol

S

le riont

-~
Sour




roorner ¢

“

T . Joi 4 1a varisble
- : P oy :
o e fhetuen b,
- .. © - 1
- : o rs
. . ) TN . N . Y - . - L.
Cuen déduit que vectericlle \F,.. T,) afzet Ia denciié »

.
r -
. !
H
+
. - (s - TS 5 SPPRCIS » O T S NP e e e
. . ) les £ sont ien des varizbles exponenticllry mindeiloss
N - . - . . - N )
- R . L -a
- - . .
.
. N . * . . .
- - . - - .
- . R .
) ve . . . - .- - L
. . ¢ . . . ‘. .
- . -
, - - . -
. PR ..




I PRI

"xr-r:-i{‘f* ] -Troco....w- de Pox...,on pris

1‘("0)—"'
a/. Soit 0 ¢ t <t . Lo <.1t~onm 11c-ncnt en ..(1. ) , n, lc ,
no'nLro n(t) obdit a la 101 b;u- inle : ~ R ST

€ .
P(.vm- 1l NiEa: ) C"e‘(:j\\ ;‘:\

B .
P B N . RS ) - . e e

b/ Plus géndralement, si 1'on implante n points au hanard ',-' -

ind# pr’nu'zmmcno leg uns des autres et avee-une densitd uniforme sur le
segnent (0,6 o)y et =i 1'on dfsi;ne par X%, <o X, leurs atscisses prigles

. p o*ﬂm (-rm....mt 1a loi de (J{,‘,X‘,_,.. }{,'} COJ._T:f‘ld" avec la loi de -

z yes l.,), mpe d'atiente d'un processus de Poisson pris condiijiomaelle
dnn l’hypothb.fc .(to) =n ., Cette loi commune admet la densité @

-
*
nLodaxg day - dx, . o,

: €e
pour C ¢ x, .. £ x.€t, , et O ailleurs.

,_w“*m ro 2 ~ Processus de Po:wson composds, ou processus Z rultipleis
poirsonicns. )

Dans; la caractérisation du processus de TFo 1n::on.(59/ ci -—des:?-us), COnGTTVOLS

10., conditions a/ ot b/, et remplacons ¢/ par : .
fo(5E) = 4~ adb + E(5¢) - .

o (F8) =, @, Tt + E (56
. . c . b‘) L " .
T Z a, = Q& . .
‘ n- ’

cvee des infn.awvm. petits £{ot) , £.(6t) d'ordre supdricurs i 1 tels ¢ue

i€, (5t soit lui-nfme d'ordre supdéricur & 1. On posera :
) , . o - -
. a
Wy = -2 S, =1
" o v ( Z;:n “n } T

. o "
iV 2 T, 3

nayy Co . . Y .t .

,sal—
a/ FHontrer que pa(t) € et que 1l'on a encore, pour la

fonelion génératrice G(o,t) des p, (t) la relation des do"u.-rrrmnpes :

65, + 8') = G(s,t) &(s, 1) -

i .b/ 1n dédui re que G admet une dcnwo partmlle en t vérifiant :
BaB Ty (4 x'} G

-c\r\')’l:ﬂL

‘Go, e e




e' dc "n’li- il ohs Y‘O'L soni ot
ey astrrc. .p;* un compt JL, Iv.,',
agit d'n(‘f'lc. r.;,:-.
e motiont en jcu qu "une u:...l‘-"

bevs, T

: . Pour chague n donnd; les n-—.:unl(,m (lon paomts dﬂ L rrtlc‘ule '1rr1vmu T

similtandment au compteur, les accideats metlant en jeu coxacten neni oA »o.,) -

- . - eonstifuent un processus de vois sson_de par_m..tre a,\lndme Iont dc tous

les antren n'-tuplets, ST - R
. La probabilild pour qu'un n-tuplet (n cuclcongue) sarvienne pendtat le T %
’ te-ps @t est a dt, de sorte que le nombre total des rn—tuplets (n“»n’ ore. .
dex proets de particules, et non *ﬂus nonbre des particules elles-—mi
conntilue un procesrus de Poisson de paramdirs a.
) BuTing conditiounellenent lorsque l'on sait qu'un prouet de particules
i est arrivé auv temps t, la probzbilité pour que ce paguet soit un n-inpled
oot = & - ) - . .- ' .
cst o7, = a,/a . . _ ;
[} - ' . -
. L . el . N et o




