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NOTATIONS

ECOLE D'ETE DE FONTATNEBLEAU

GEOSTATISTIQUE ' :

Résumd de la théorie des variables régionalisdes :
i

INTRODICTION

Nous désignerons par X , ¥ , ... des points de l'espace & n dimensiqus

(n=1, 2, ou3), par dx , 4y ... des &léments de longueur (n = 1),
de surface (n = 2) ou de volumes (n = 3) centrés en ceg points, par f(x) 5

g(y) etc.. des fonctions de ces pointé.

L'intéerale (étendue & tout 1l'espace) d'une fonction f£(x) se note :

//f(x) ax

Par exemple, pour n = 5 dimensions, et en désignant par (x4 » Xy 9 Xy )

<

les {trois coordonndes du point x, cette natation s'explicite ainsi ¢
’



P +¢° oo
dx

lﬁ‘(x)dx =4H’/'dxz/f(4,x&,x)dx dx , dx,

~P ~F
De m8me, nous noterons /7:ff(x) dx l’intégrale de la fonction f(x)'

étendue & un domaine A de l'espace & n dimensions.

é}  gr——y Pour n = 2 , par exemple, et si A est le rectangle
Aoy b ——-r——-4 représenté ci-joint, on a eyplicitement :
¢ R
| oy 64 /(x)dx /dx ,xz)dxzx
]

Ces notations sont & la fois trés condensées et trés parlantes : en
premiére lecture, on peut les interpréter dans le cas de l'espace & une

seule dimension, ob leur signification est, en général, trés claire. la

généralisation aux espaces & deux ou trois dimensions est ainsi rendue .

plus facile.

Exemple. Soit V un volume, et g(h) = g(h1 y hz , h3 ) une fonction

du vecteur h de coordonnées h,, h, , h, . Soient x = (x,, b S x‘g)

et ¥y = (y1 » Ty 0 Vg ) llorigine et 1'extremité de ce vecteur h, c'est

4 dire h=7y -x . La valeur movenne de la fonction g(h) lorsque les

deux extremitéds x et y du vecteur h décrivent (chacune pour son propre

compte) le volume V se note :

‘ /dx/ y-x)dd;

En notation explicite, ceci s'écrirait :

//dy dx dy///g(;g‘ 'Xq;yz"xz;yg_x3) d},r_ldyzdyé
v :

La premiere notation est un symbole, qui désigne directement le concept

de valeur moyenne; la deuxidme est un algotithme qui indique la marche

& suivre pour calculer cette quantité, mais dont la signification n apparalt

plus aw premier coup d'oeil.

W e




PRODUTT DE CONVOLUTION (moyerne mobile)

Le produit de convolution de deu}{ fonctions f,‘ (x) et fz(x) est la

fonction g(x) définie par

glx) = /f,,(y> f,x-y) & = /fz ) £,(x-y) @
On dcrit en notation symbolique :v

g = fﬂ*fb : '

Cette opération de convolution joue un r6le fondamental en géostatistique .

(comme aussi en probabilités et dans toute la physique théorique). On peut

la rattacher & la notion intuitive de "moyerme mobile" :

Réeularisée d'une fonction f (moyenne mobile pondérée de cette fonction)

Soit p(y) une fonction de pondération. La valeur au
point x4 de la moyemne mobile de la fonction f pondérée

par p est ¢

v

) = o) ta) = [ al) sl o

(on atitribue le poids p(y) dv & la valeur prise par f au point Xt ¥ ,'

et on obtient la deuxi®me expression en changeant y en -y ).

v ' v . .
Soit p la fransposée de la fonction p (définition : p(x) = p(-x) ).
f‘.(xo) est la valeur en x4 de f-)e\f) H ‘

£ T M
= o
b b

Cette moyenne mobile f v de la fonction f (ponde’rée par p) s'appelle

régularisde ‘ (de f par P)




Exemple 1. (préldvement d'un échantillon v implanté au point x)

Soit v 1'échantillon implanté b 1'origine des coordomndes, et k(x)
sa fonetion indicatrice ( k(x) =7 g1 xev et k(x) =0 sgi xqf v )
Prenons comme fonction de pondération p(x) = .%; k(x) . La moyenne

mobile correspondante

v
£f%k

Hy
il
Gl

représente la teneur moyemnne de l'échantillon v prélevé au point x.

Explicitement, on a : . :

£.(x) = %/f(:wy)dy
v

Exemple 2. (radiocactivités)

Si 1l'on palce & l'origine O des coordomnées une masse unité de substance
radicactive, on observe & la distance d une radioactivité A é;'\d/& .

(4 es‘b une constante, A le coefficient d‘absorption du milieu). 'So.it alors
f(x) la teneur au point x en cette substance radioactive. Dézignons

par a(x - xo)- la distance entre deux points x et X, . La masse fx) dx
placée en x entraine en x, une radioactivité 4 g ;\dca"—@/d(xo._'x) it

Au total, on observe’en x la radicactivité :

A A 2% g=20)
A/f(x) e -
d Ca, - )

v .
Ce n'est pas autre chose que la prodiit de convolution A f ¥p (avec une

-Ad
fonction de pondération p(x) = & /cl_ / d'ailleurs symétrique :'p =\£3 )

GEOSTATISTIQUE ET THRORTE DIS VARTIABLES REGIONALISEES.

La Géostatistique est l'application de la théorie des variables
régionalisdes & l'estimation des gisements miniers (avec tous les tours
de main que celd implique). Plus généralement, nous dirons d'un phénomdne

qui. se déploie dans 1l'espace et y manifeste une certaine .structure, qu'il.

S



I3

est récionalisé. Les sciences de la terre, entre autres, en fournissent

de nombreux exemples. 8i f(x) désigne la waleur au point x d'une

caractéristique £ de ce phénoméne, nous dirons que f(x) est une variable

rérionalisde, en abrégé V.R. . C'est 12 un terme neutre, purement

descriptif, antérieur,en particulier, & toute interprétation probabiliste.

Du point de vue mathématique, une V.R., est donc simplement-unezfonotion
£(x) du point x, mais c'est, en général, une fonction fort irrégulidre :
ex. : une teneur dans un gisement'mipier. Elle ée présente sous deux
aspects contradictoires (ou complémentaires) :
‘ - un aspect_aléatoire (haute irrégularitd, et variations
imprévisibles d'un point & 1'autre)

- un aspect structuré (elle doit cependant refléter & sa

manidre les caractdristiques structurales du phénoméne régionalisd)
La théorie des V.R. se prdépese donc deux objectifs principaux :

- sur le plan théorique, exprimer ces caractéristiques

structurales  sous une forme mathématique adéquate;

.

- sur le plan pratique, résoudre la probléme de 1'estimation

d'une V.R. & partir d'un échantilommage fragmentaire.

Ces deux objectifs sont 1ids : pour un mime Téseau de préldvements,
lterreur d'estimation dépend des caractéristiques structurales; elle est,
par exemple, d'autant plus élevée que la V.R. est plus irrégulidre et plus

discontinue dans so variation spatiale.

Champ et support d'une V.R.

Le champ V d'une V.R. est le domaine ol ceile-ci est différente de 0,

Un panneau est un sous-ensemble V' de V.



Support. Souvent, on ne connait pas f(x) elle~-méme, mais seulement sa'
valeur moyenne fg_(x) dans 1'échentillon v prélevé au point x. Cette ¥
régularisde f&lx) est éffeotivement plus réguliére que la V.R. f(x). Le
volume v s'appelle le support de la V.R. fc) régularisée de f.

Une autre tiche importante de la théorie des V.R. consistersd donc &
déterminer les caractéristiques de f connaissant celles de f. Ex. :

dans un gisement, prévoir les caractéristiques des panneaux V! (variable

fv‘) , connaissant celles de f ou de f (échantillons).

Plus généralement, on cherchera & relier les caractéristiques de £ & celleg

d'une régularisée fﬁ par une fonction p domnée (exemple des radiocactivités).

METHODES TRANSITIVES ET THEORIE INTRINSEQUE

Pour atteindre ces objectifs, nous disposons de deux groupes de méthodes :

- méthodes transitives : absolument générales, et ne nécessi-—

tant en particulier aucune hypothese de nature probabiliste, et a fortiori
aucune hypothése de stationnarité

~ théorie intrinsdque : c'est une application de la théorie

des fonctions aléatoires; on introduit donc des interprétations probabilistes,

et mlme une certaine Hypothdse de stationnarité (hypothdse intriﬁséque)

Du pdint de vue théorique, ces deux groupes de méthodes conduisent & des
résultats équivalentg : c'est important pour la méthodologie, car celd

montre que les résultats de la théorie intrinstéque ne sont pas rdellement

liés & 1'hypothdse de la stationnarité ( on peut d'ailleurs construire

une théorie probabiliste affranchie de cette hypoth®se et permettant de

retrouver les principaux résultats de la géostatistique)

En pratique, la théorie intrinsdque est plus facile & mettre en oeuvre,
et c'est toujours elle que l'on utilise, sauf toutefois dans le cas
particulier trés important de l'estimation d‘une surface ou d'un volume

(probleme gdométrique)




PREMIERE PARTIE — LES METHODES TRANSIILVES

I ~ @Ixemple introductif

Considérons le phénomene de "transition" le plus simple que 1l'on puisse
imaginer : présence'ou‘absénce d'un caractere. Soit, par exemplé, une
formation géologique S d'extension limitée. Un sondage foré au point x
la rencontre, ou ne la rencontre pas. Posons :

k(X) . 0 s1 X é_S
. 4 si x &S

Il s'agit 1& d'un phéﬁoméne unique, pour lequel aucune fofmulation
probabiliste n'est possible : parler de la probabilité pour qu'un point

x donné appértienne 4 S n'auralt pas grand sens. On peut noter aussi que
tout 1'inter&t se concengre ici sur la frontiere de S. En effet, k(x) est
constante é'l'intérieurlcomme a4 1l'extérieur de S, et c'est au franchissement
de cette frontidre seulement que k(x) varie, passant de 4 & O ou de 0 & 1..

De 1% le nom de phénomdne de transition, et de méthodes transitives.

S+t , S L'aire S de notre formation est évidemment donnde par :

S = ﬁc(x) dx

' La valeur de S conétitue un renseignement fort interessant
du point de vue pratique : le plus souvént, c'est elle que 1l'on cherche .
4 estimer & partir d'un réseau de sondages. Toutefois, ce paramétre
scalaire ne nous apporte encore aucune information de nature réellement
structurale. On peut, en effety définir la structure d'un ensemble comme
le systéme des relations existant entre les éléments ou les parties de
get ehsomblé. Nous n'aurons donc d'information de nature structurale sur
notfe surface S gi' & la condition de faire intervenir simultanément au

moins deux points.



Soient donc x et xth deux ppints (c'est 4 dire le plus petit ensemble

. structurant que nous puissions imaginer). Considérons slors l'expression

une certaine image de la forme de l'ensemble S :

k(x) k(x + h) : elle vaut 4 si x et x + h appartiennent tous les deux
4 8, et O autrement. Mais dire que x + h appartient & S dquivaut & dire

que x appartient au translaté S .fde S dans la trenslation -h. On a donc 3

k(x) k(x +h) =

i

1 si xe 3 Nsa.
0 si ' $ nsS.

Z
4

L]
w

Intégrons en x celte expression : nous obtenons une fonction de h :
k(h) = ﬁ(x) k(x + 1) dx = Mes(Sps.g) + - |

qui représente la mesure (1l'aire) de 1'intersection de S et de son
transldté par -h. Cette fonction est symétrique, car les deux intersections ‘
SNS g et SNSg se déduisent l'une de l'autre par translation. Cette

fonction K(h) est le covariogramme géométrique associd & S. Il donne

Proprédtds du covarioframme gdométrique K(h)

a/ Symétrie : K(h) = K(~h) ; indgalités 0 g K(h) £ x(0)

v

k(o)
2
S ﬁ(h) dn -
b/ Portées  : la portée a(«) dans la direction of est la distance

3 partir de laquelle K(h) s'annule dans cette direction. C'est donc la

[ €]
i

Relations

plus grande dimension de S dans cette direction, - : ‘ )

¢/ Pente 3 l'origine (dérivées i droite et & gauche)

kiéy Si le module & = de h est petid, on a &

/\‘- K(n) = k(o) - &» 1,

et




gr D;( est la moitié de la petite surface balayée par le vecteur §r

dont 1'origine décrit le contour de S. Dy est la vardation diemétrale

. de 8 dans la direction .o( (si 5 est convexe c'est le diamétre

apparent dans cette direction.)

IT ~ Le covariocgramme transitif (cas général)

Soit f(x) une V.R. nulle en dehor's d'un champ V borné. Le covarlogramme

transitif de cette V.R. est la fonction g(h) définie par H

(1) - g(n) = “//}(x) £lx + h) dx | ’

) v - 3 - "
Propriétds du covariogramme transitif {v(lgl

s/ Symétrie g(h) = g(-h) ,‘ inégalité ig(h)L{g(O) = ﬁf(x)]zdx

Soit Q = ﬁ(x) dx la guentité de métal.On a : .

(2) Q2 = \//fé(h) dh

( pour démontrer (2), _remplacer g par son expression (1),et intdégrer

d'abord en h ).

b/ Portée : a(o() est définie par la condition g(h) = 0 dés que ) hi a(q’)

pour le vecteur h de direction « : c'est une p;ropriété du champ de la V.R.

c/ Comportement du g(h) au voisinage de l'origine. La régularité de g(h)

au voisinage de 1l'origine refldte les propri¢tés de continuité de la

V.R. dans sa variation spatiale. Celd résulté de :

2

g(0) - glh) = -gi- .[i‘(x +>h) - f(x)] dx

si f{x) est continue par morceaux, g(h) a un comportement lindaire au

voisinage de l'origine. Si f(x) est dérivable, g(h) a un comportement



i0

J2)

parabolique

V.R. contimue par morceaux V.R. dérivable

W

Cas isotrope.Si g(h) = g(r) ne dépend que du module r = {h Y du vecteur h,

son développement au voisinage de l'origine comporte une partie réeulidre

termes de degré entier pair) et une partis irrésuliére termes en rA
g _ 3 X

s . . 2
avec ) différent d'un entier pair, ou encore termes en r?Log r) :

. l . on_
glh) = glo) + BT + eee + Z c,\r)' + C, T 'Llog T
partie réguliére A partie irrdégulidre

Le terme de plus bas degré de la partie irrégulitre caractérise 1l'irrégularité
de 1a V.R. dans sa variation spatiale. Ex. : la V.R. géométrique associde
4 une surface S a un covariogramme en K(h) = S - D]hl+ eee ¢ le terme

de plus bas degré de la partie irrégulidre est de degré 1 .

ITT — Résularisation d'une V.R., et montées.

v

Soit f(x) une V.R., p(x) une fonction de pondération, fb = fﬂq‘;

la régularisée de f par p. La relation (1) peut déjia s'écrire :

v
g = fwef

et montre que le covariogramme transitif est 1lautordesularisde de la V.R. f.

. v Ve v Y v
Le covariogramme g" = fxpxfxp = Txfxpxp = prf,_ se mag .

anssi sous la forme @

= gxP
g}\ &x

) v C . ' , ., ,
avec P = pap ¢ on obtient le covariogramme de la régularisde en rémlarisant

. . . ”, < ’
g par, le covariogramme transitif P de la fonction de pondération p @ cest




11

’

effectivement une Tonction plus réguliére que g, de méme que T P es‘r, plus
réoulitre que la V.R. initiale f. ‘
Montde. (cas limit® de la régularisation). Si f3(x) = £, (x1 , xa', x3)

est une V.R. dans l'espace & 3 dimerisions, on dit que la V.R. :

fz.(x,, , xz.) = /fs(x1 Xy Xa) dx 5 , ‘

définie dans l'espace & deux dimensions se déduit de f par montde. Par
exemple, si f, (x) est une teneur ponctuelle , fa(xﬁ , xz) est 1'accumu~
lation (quantité de métal au métre carréd) du sondage implanté am point

(x 47 }c?) de la surface topographique.

On démontre que le covariogramme gz(h1, h z) de la V.R. f 5 déduite de #3
par montée s'obtient en effectuant cette méme opdération de montde sur

h,, ha) de f3 .

le cevariogramme g 3(11 2

Montde dans le cas isotrope. Si gé(h) = gj(r) ne dépend que. du module

r du vecteur h, on peut effectuer la montée terme & terme sur la partie
’ P P

irréguliére de g3 (ce principe de correspondance terme i terme determine
donc le covariogramme g, 4 une série entidre paire prés). 4 tout terme

» P v +1 N . . .
en r;\ correspond ainsi un terme en rr'\ . 81 2\ es¢un entier impair,

ou dans le cas d'un terme logarithmique, on obtient la séquence singulidre

logr > "wr ,
r ~—) —rqlogr

ou alternent termes impairs et termes logarithmiques. On notera que, -dans

tous les cas, la montée a un effet résularisant.
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IV - L' estimation des V.R.

a/ Bxpression rigoureuse 'de la variance d'estimation. Nous raisonnons

dans l'espace 4 une seule dimension, mais les résultats se généralisent.

sans peine. Soit f(x) une V.R. Pour estimer la quantité de métal :

Q = /f(x) dé

on dispose d'un réseau de prélévements & maille régiliere a. Si x, est
l’implantation de 1'un (quelcongue) de ces préléveménts,oh connait donc
" les valeurs humériques des f(xa-+ pa) pour p entier positif ou négatif.
"~ En fait, saul un nombre flnl de ces valeurs est # 0, si le champ est
borné, et il suffit donc en réalité que le réseau effectif alt quelque

peu débordé ce champ. On prend comme estimateur :

Q (xo) = aZ_f(x°+ pa)

LB
L'erreur d'estimation esf Q - Q‘(x ) ¢ c'est une fonctioﬁ périodique
de perlode a de x, , car il est manifestement indifférent de prendre comme
orlglne du réseau 1'un ou 1l'autre des prélevements. Pour faire de cette
erreur une variable aléatoire, il suffit donc d'admetire que l'"orlglne"
X o du réseau est ch0151e au hasard avec une den31te de probabilité

uniforme sur le segment (0,a). On a alors :

+o*

Q
ELd (%) = a/djiezf(xo+pa) = /f(X) dx = Q
A

o r -

est la variance d'estimation (variance de cette erreur aldatoire) est :

(3]

a a :
(3 1 IR - (4 (4
G (a) = = é/L Q de\-(}ﬂ ok ot %: / L 9"(%\'] d;xo - IO

o

=
E
o
(o]
=
o
3
B
o
ot
o
(45
B
[}
0]
Qu
[¢)
=3
—~
#4
\./
—-J
.
O
=]
jhv)

101’ = a z_ s mw#cmqm

b Q=-~¢

= af Z,Z_ f(zrbo) £0%0+ Mfﬁa)
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Intégrons de 0 & a . Il vient ¢ . .

Q |

a 2 2 : = .
[ '\’_?’.ﬂ'«ﬂ’] dyo -~ G Z&;'cg/zy, fla(o—ﬂ-a) —?(Jlo-l—}aa-i—é_a\ A, |
1o

a2 / L) ffwwﬁ’w) da, = G?% S‘QQ

-n

Compte tenu aussi de la relation (2), on obtient donc la formule :

_ +0e 3 oo
(3) . E%;(a) = a cz:g(ka) - “//;(h) dh
- ‘ Q:-qj_' -F

Dans l'espace & n dimension, on a un résultat tout,a fait analogue. Par

exemple, pour n = 3, et une maille parallélépipédidue a,a,8, il vient :

(e, azu3) QZZ’ 2 3‘%4“—1 9‘ G, elaag) */‘}C&\dﬂ,

62("“ f25) & 9<

Remarque, La variance d'estimation (3) est 1a différence entre une
valeur approchée et 1a valeur exacte de 1'intégrale ‘//é(h) dii . Elle est
dons d'autant plus petite que i ’ ‘ o
o -~ la maille a est plus petite ,
~ la fonction g, donc aussi la V.R. elle-méme est plus

réguliere.

v

Si la maille a est petite vis & vis de la portée, la formule (3)-comporte

un grand nombre de termes. On est conduit & chercher des formules d'

approximation,

b/ Formules d'approximation pour 1'espace & une dimension.

Dans 1'espace & une seule dimension, et pour une maille a petite vis i vis

de la poftée, on peut appliquer un principe de correspondsnce terme &
germe entre la partie 1rreggllere du g h) et le developpement 1imité

de la variance d'estimation & (a) au v01sinage de a=0. A tout terme !
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irrégulier en corre%pond un terme en A, a +‘(A ?constante ne

A
dépendant que de A ). En particulier :

- r,—an%al : 3
r*log r —» 0,0609 &

. ~ Remarque. Si L = na est la longueur minéralisde, et n le nombre de

A

prélévements positifs, au covariogramme en r “ correspond la variance

d'estimation :

t4a) -1

hl-t'il ¢

W Sl - 4,8 - (g

1

' . . " .
Elle est en raison inverse de n ?(et non enﬂl/n comme l'aurait suggéré

une application maladroite de la statistique classique)

thterbewepung, ou_terme fluctuant. Le principe de correspondance pnonce

ci-degsus ne constitue qu'une approx1matmon. La valeur exacte(kas‘(a)
calculée & partlr de (3) peut en différer notablement (Flgure ci-jointe).
La différence entre valeur exacte et valeur approchde peut &tre élevde,
mais elle est nulle en moyenne : c'est le terme fluctuaht, ou Zitter-

bewegung. Son ampleur peut aller de 1 & 3 sur la figure ci-jointe.

v

c/ Formules d'approximation pour 1l'espace & deux ou trois dimensions.

.

A deux dimensions (toujours exclusion faite d'un Zitterbewegung) on a

des formules d'approximation du type ¢

1 : 2+2 A
, A
o = ;
(%“ ag .= Bya, + C,a, " a,
pour un g(h)-en ]h\a et avec a,ga, .81 a_, = .0, on comnait

parfaitement les accumulations des lignes, et le terme

B TY!
Baa, ,
estimant Q & partir des résultats (supposés parfaitement

est la variance de 1l'erreur que 1'on commet en

d u
f8§%33s1oﬁ 5% t 1e terme de tranche

ot s s A e e s e e o e o
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(extension des lignes dans leurs traunches d'influence). On a des resultats

analogues dans l'espace & 3 dimensions.

'

V - Application & 1l'estimation d'une surface S

Appliquons la formule (4) & la V.R. f(x) = k(x) égale & 1 ou & O selon
que x appartieng ou non & une surface S : il s'agit donec de 1'estimation
de l'aire de cette surface S & partir-d'un réseau de sondages & maille

rectangulaire a 2, (a1 <€ a ). Le covariogramme transitif K(h) associé

&
4 5 est lindaire au voisinage de l'origine, et on a :

k(h) = k(o) - |nl D,

D , représentant, comme nous 1'avons vu, la demi-variation diamétrale de
S dans la direction o du vecteur h.

a/ Plagons nous, tout d'abord, dans le cas iéotrope, c'est & dire dans
le cas oi D, = D est & peu prés indépendant de la directionw . La

formule (4) est directement applicable, et donne 3

2 ' " » 3/,
ss . 1 D (1\[9_{ + ¢,0609 (32 ) "’)
5% n3e Vs 6 ¥ oo, A ‘
La variance est en 1/n3'€ n désignant le nombre des sondages positifs.
. Pour utiliser effectivement cette formule & partir des données disponibles
expérimentalement, on peut estimer S en attribuant & chaque sondage son

rectangle d'influence, ce qui donne :

On estimeré D & partir du contour de la r'union de ces zones d'influence
(voir figure ci-apres). On comptera donc les nombres N , et N, des
éléments paralléles & a, et a , respectivement qui constituent ce périmetre,

et on aura - D = Nhaﬂ = Niaz (puisqu'il y-a isotropie). Par suite, il vient :




)®

Or+++O

CCOHCHO

Ot +++0

, (5) est donc valeble. Mais cette transformatlon 11nea1re n'a mOdlfle ni -

2 - ? ' ' .
(.S'\ G's - 1 L _é. N,+ 0,061 f-;%'-}- Pl ( N, £ N‘l\
s n? : o

B/ En général; cependant, le contour ne sera pas suffisamment isotrope
pour que D » puisse ét.fe regardée .comme une constante D. Il présentera.,'
par exemple, une direction principale d'allongement. Si 1l'un des cotés
de la maille est paralldle & cette direction principale (ce qui sera
souvent le cas), la formule (5) précédente reste applicable : en effet,
prehant cette directioﬁ principale comme axe des x, et multipliant les
ordonnées par un module convenable, nous obtenons une'noxivellé figuré,

1sotrope cette fois (au moins en premidére apprommatlon) pour laquelle

N ni N y ni la variance relative 6"/ S" de sorte que (5) est valable

aussl dans le cas de la figure anisotrope initiale.’

Exemple. Sur la figure ci—aprés, 1'aire minérahisde estestimée & 10 fois
le rectangle de maille a “ az. Elle comporte un trou (une lacune)
Dans le décompte de N, et de N, do:Lvent figurer aussi bien '
les éléments extérieurs que les éléments intérieurs. On 1it
donc sur la figure : '
2D, = 1l2a, soit N, =

2D1= 8a, - soit N, = 4

v

D'oli, par conséquent :

2 - ; ‘ - 12i |
E:'_’. = :‘—- L -E-'— + 0)06,1 :}T?_ " - :UO I
5t 100 ¢ . . |

soit un écart type relatif Q/S = 11/100', et une fourchette d'erreur
relative de + 22% . | ' ’

On se gardera toutefois d'oublier que ce calcul fait abstraction du terme

fluctuant, ou thterbewegung, dont nous savons que 1'applitude peut &tre

énorme,
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DEUXIFME PARTIE — THEORIE DES FONCTIONS ALEATOIRES INTRINSEQUES

I - Délinitions générales.

Notion de fonction aléatoire. En théorie des probabilitéds, on.définit

" F.A. - c'est & dire une V.A. vectorielle 3

la hotion de variable aldatoire (V.A.) vectopielle Y= (Y,‘, Tpeee YQ)

a4 k .composantes ¢ c'est une famille de k V.A. ox"dinaires Y, Yz,.. YQ

( en général. non indépendantes). Lorsque le nombre k de ces composantes
dgvient infini¥ , on obtient une famille infinie de variables aléatoires : -
c'est une fonction aléatoire. En particuliér, si x est un point décrivant -
1l'espace & n dimensions " , on peut définir une fam111e infinie (Y )ace ’R"’
A tout point x, de 1'espace correspond ainsi une V.A., ordinaire Y y que

l'on peut aussi bien noter- Y(xo) . Y(x) es} alors une fonction du point

. x , dont la "valeur" en x n'est pas un nombre, mais une V.A. (3 savoir

Y(xo) ). On dit que Y(x) est une fonction aléaf_oiré (en abrégé, F.A.).

On remarquera bien qu'en général les V.A. correspondant & deux points

d'appui x4 et Xy soient Y(x 1) et Y(xz) ne sont pés indépendantes.

Si Y est une V.A, ordinai}ce, le résultat d'un tirage au sc;rt effectud

selon la loi de probabilité de ’fest une valeur numérique particulidre y.-
De méme, si Y est unevV.A. vactorielAle (Y“, Yz s oo Yﬁ)' un tirage au |
sort selon la loi-(& k variables ) de Y donne un vecteur y = '(y A ..y& )

c'est & dire k valeurs nwnerlques particulidres. Enfln, si Y(x) est une
4 une 1nf1n1te de composantes— :
un tlrage au sort, effectué selon la loi (3 une infinité de varlables)
de Y(x) esi: une fonction numer:.que particuligre y(x), en général
extraordlnalrement irrédgulidre. On dit que y(xd est»une,reallsatlon de

la F.A. Y(x).

On peut toujours considérer une réalisation y(x) d(une F.A. Y(x) cdmme :
une variable régiobnalis_ée». Inversement, on peut interpréter une V.R.
dormée y(x) comme une réalisation d'une certaine F.A. Y(x) : cette |
interprétation permet d'appliquer aux V.R. les résultats de 1a‘théorie
probabiliste des F.A. - | o |
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Remarques. 1/ On ne peut jamais di;'e qu'une V.R. donnde y(x) est une F.A. .
Celk n'aurait pas plus de sens que de dire : le nombre 98 est une V.A.

L'énoncé correct de 1'hypothése probabiliste de base que nous désirons

introduire est : y(x) est unerdalisation d'une F.A. Y(x).

2/ Pour que cette hypothdse probablllste ait une s:LgnlflcatJ.on réelle,
- il faut que 1l'on pulsse reconstltuer au moins en: par“tle la 101 de la F.A.
Y(x) dont la V. R. (x) est supposée 8tre une rdéalisation, et celd suppose

que l'lnference statigtique soit possible. Or, 1'1nférence> stathtlcue

n'est en général pas possible si l'on ne dlspose qite d'une seule réalisation
y(x) de Y(x) (de mBme, on ne peut pas reconstituer la loi d'une V.A. Y.

& partir du résultat numérlque y =98 d'une epreuve unique) . Pour que’
1'inférence statistique soit possible, il est nécessaire d'introduire

~des hypothéses supplémentaires sur la F.A. Y(x), de manidre i réduire le
nombre des "parametres" dont dépend sa loi. Tel est le but de 1'hypothése
stationnaire que nous allons définir : une _F .A. stationnaite se répete

en quelque sorte elle-m8me dans 1'espace, et Acette r'épe'tition rend

& nouveau p'ossiblev 1'inférence stati’stique 4 partir d'une réalisation

unique. Précisons donc cette hypothdse.

F.A. stationnaire. On ciit qu'une F.A. Y(x) est vsta‘tion'naire si sa loi
est‘invariante par tzanslation : autrer‘neﬁﬁ dity, i X,y Xqs «eo Xg sont

k points d'appui arbitraires (k entier quel‘conque) et si h est un vecteur
quelconque, les k V.A. 1(x,)y Y(xg)y oo Y(x‘) ont la mére loi (2 k
variables) que les k V.A. Y(x at 'h),,Y(x ot h),.. Y(x‘-t- h) . Dans ce qui

" suit, Y(x) désignera une F.A. stationnaire.

Hspérance mathématique. Considérons un point d'appui x, . Si la V.4.

ordinaire Y(xo) admet une espérance mathématique, celle-ci est une
fonction m(x,) = B (x,)7 du point d'appui x4 . Mais Y(x) est stationnaire,

et on a par suite m(xy + h) = m(x(;) pour tout vecteur h, et m(xy) est

donc une constante m indépendante de x4 ¢

mn = E[¥&x)]
Quitte & remplacer Y(x) par Y(x) - m, nous supposerons toujours m=0,

v v N o . . . e,
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(pourvu toutefois que cette espérance existe).

La covariance K(h).Considérons maintenant deux pmnts d'appui x_ et x, + h.

Bi les deux V.A Y(xo) et Y(xo +h) admettent des varlances finies (donc
aussi une espérance m que hous supposerons nulle), elles admettent aussi
une covariance K(xg; h) , éui-dépend en principe dupoint d'appui x et

- du vecteur h. Mais, Y(x) étant stationnaire, on a K(x,+a ; h) = K(xg ; b)
pour - tout vecteur a : ¥(xy ; h) ne dépend donc pés de xp » et nous écrirons

simplement K(h) -t - : o
o k(h) = B [¥(x) ¥(x + n)]

On comparera cette définition de la covariance avec celle du covarlogramme

" transitif ¢ (h) est la transposition probabiliste de g(h)
"
Pour h = 0, on a kK(0) = E([Y(X)1 ): ¢'est la variance de la V.A. ¥(x,).
Pour que la F.A, stationnaire Y(x) edmette une fonction de covariance K(h),

il faut et il suffit qu'elle gdmette une variance finie X(0).

Hypothése staﬁionnaire d'ordre 2, Nous dirons qu'une F.A. Y(x) est

stationngire d'ordre 2 si la V.A, Y(xo) admet une espérance m indépendante
- du point d'appﬁi—xo » et si pour tout vecteur h la covariance :
. _ B 2
kK(h) = E[¥(xe+n} t(x,)] - m
existe et né dépend pas de x,. Cette hypothese (qui n'entraine pas la
_ stationnarité au sens strict, telle que nous 1'avons définie 01-dessus)

est sufflsante pour la théorie des V.R. . Mais ellé suppose 1'existence

d'une varlance g priori finie Kﬁol

Variance a priori infinie, Or d'assez nombreux phénoméﬁes présentent une
capac%té de dispersion illimitée, et ne peuvent 8tre déecrits correctement
si on leur attribue une variance a priori finie : cette affirmation
surprendra peut-8tre, mais il faut bien voir que la nature nous tend ici

' urie sorte de pidge. Lbrsque 1'on préléve des échantillons v dans un




champ V, on obtient u n_his%ogramme 4 partir duquel on peut toujours
calculer numériquement uhe variance, qui prend ainsi une valeur parfaitement
définie. Maié cette variance expériﬁentale est en réalité une fonction

63 (vl V) du support v et du champ V. Elle auémente, .en particulier,

lorsque le qhémpv augmente., Si les échéntillons,déftaillé v posstdent

une variance a priori finie, celle-ci doit apparaitre comme la limite

2 o
pour V infini de la variance expérimentale ¢ (v} V) -

C'est ainsi que les auteurs d'Afrique du Sud {D.G. Krige etc..), & partir:ﬂ
de centaines de milliers d’échantilloné.prélévés gans le grénd,giSement .
d'or du Rand,ont pu calculer la variance de ces échantillons dans des
panneaux dé plus en plus grand, puis dans une-concession_entiére, puis
dans lé gisement du Rand dans sonk ensemble : ils ont ainsi obtenu une

‘relation expérimentale de 1 forme :
. 3 .
G (vlV) = o log(V/v)

La croissance de la variance se poussuit sans défaillance selon cette loi

logarithmique (formule de De Wijs) jusqu'su derBier point expérimental,

pour lequel V/v est de l'ordre de la dizaine de milliards On peut conclure

. ve o . > . ) s . < o8
en toute certitude qu'il n'existe pas ici de variance a priori finie,

On est donc conduit & remplacer 1'hypothése stationnaire d'ordre 2 par

une hypothése plus faible (mais de'significatibn analogue)

Hypothése intrinstque. M&me lorsque la variancefa priori K(0) n'existe

pas (est infinie), il peut arriver que les accroiésements Y(x5-+ h) - Y(xo)
aient une variance finie. Nous dirons donc que la F.A. Y(x) vérifie

. 1'hypothése intrinséque si, pour tout vecteur h, 1'accroissement .

Y(xe + b) - Y@a’ admet une espérance et une variance indépendantes du

point d'appui x (mais dépendant de h), soit ¢
Ef(x+n) - 1(x)7] = h@)lﬁ “.

T

o ——
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E[(ytue.\dtzﬂ?"l = YR

La fonction m(h) est la dérive.lindaire.Pour montrer qu'elle est lindaire

en h, on part de la relation évidente ¢

Tz + B+ n') - ¥(x) = [¥(x+ B+ ur) = ¥(x+ 1) ]+ [1(x+10') - 1(x) |
et on passe aux espérances, d'ou : m(h' + h")"-" m(h') + m(h") . On peut
toujours supposer que cette derlve llnea.lre m(h) est nulle, quitte &
remplacer Y(x) par Y(x) - m(x) a C ’ '

La fonction ¥ (h) .

@ - 7 (1"1) - ﬂi E[@(Xi‘_h) - Y(X)f]

g appelle le demi-variogramme, ou fonctlon intringtque. Une F.A. vérifiant

1'hypothése intrinséque constitue ce que 1'on appelle un. gchéma 1ntr1nseque,

" caractérigé par son deml-varlogramme.

Remarque. Si Y(x) vérifie 1'hypothése stationnaire d'ordre 2, elle
vérifie aussi 1'hypothdse intrinsdque, et 1'on a dans ce cas ¢

L

(3) ¥y () = x(0) - k(n)

1

1 _Comme |K(h)| £ x(0) s ON 2 B(h) ‘£ 2 K(0) , #e sorte que le demi-

variogramme d'une F.A. stationnaire d'ordre 2 est nécessairement bornd.

Il existe des schémas intrinséques d'utilisation trés courante dont'le
¥ (h) nfest pas borné, et qui par conséquent ne peuvent pas vérifier
l'hypothese statlonnalre d'ordre 2 (ont une varlance a priori :Lnflme)

; :schéma de De Wijs ( y(h) 3«10g|h| ), schéms lindaire (¥ (n) = on)) .

E.




22 .

II - Propriétés de la covariance K(h) et du demi-—variégramme ¥ (n)
o/ symétrie k(h) =k(-h) 3 Y (). = ¥(-n)
- Inégalités |K(n)] £k(0)- ; ¥ (W) 0 et Y(0)=0 -

Ces conditions sont nécessaires, mais il ne suffif. pas qu'une fonction
K ou ¥ les vérifie pour qu'il existe une F.A. stationnaire ou intrinstque
admettant cette covariance ou cevd’emi—vabriogré:mne_. En fait, il faut et
il suffit que K éppartienne 4 la classe dés fonctions "de type. positif"
ét - ¥4 celle des fonctions de type positif conditiormel. Pan exemple,

les fonctions log r et r%

avec A<2 peuvent servir .de demi-variogramme, -
mais non r“ poun %22 . Ces conditions expriment, entre sutres, que

les formules qﬁe nous éi:ablirons ci-dessous jaour les variances d‘eictension'
ou d'estimation conduisent nécessairement 4 des valeurs positives (ce qui'i;1~
ne serait pas toujours le cas si 1'on prenait une fonction quelcongue |

comme demi-variogramme)

b/ On peut remarquer que le varicgramme donne un contenu précis & la

notion traditionnelle de zone d'influence d'un échantillon : sa croissance
plus ou moins rapide refldte, en effet, la mani®re plus ou moins rapide
dont se détériore 1'Influence d'un échantillon sur des rones de plus

en plus lointaines du gisement,

¢/ Les anisotropies se manifestent par le COmport’erﬁent différent du
variogramme dans les différentes directions de 1l'espace. En 1'absence
d'anisotropie, ¥ (h) = ¥ (r) ne dépend que du module r-de h, et non de

la direction de ce vecteur. On dit qu'il y a snisotropie géométrique

lorsqu'une simple transformation linédaire des coordonndes suffit & rétablir

1'isotropie.

Ilya deé types plus complexes d‘aﬁisotmpies. Par exemple, dans 1'espace
4 trois dimensions, il peut arriver que Y(x) ne dépende que de la

troisitme coordonnde x , et reste par suite constante dans les plans
’ - .
paralléles aux deux premiers axes de coordonnées. Le demi-variogramme -
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¥Y(h) = ¥ (h ) ne dépend que de la tromsleme composante de h. Le plus souvent,'

Y(x) ne sera pas reellement constante dans les plans horlzontaux, mais » [

y variera moins vite ou plus regullerement que dans la diree}ion verticale.

On prendra alors un demi-variogramme de la forme T(RY:= Tpltqay f\ﬂﬂ )'l’*‘l‘a )
4/ Portée. Dans le cas stationnaire d'ordre 2, la’ portde al{«) dans une R i
dlrectlono( est la valeur de la distance am dela de laquelle, dans cette _

~ direction, Y(x) et Y(x + h) sont sans corrélation. (ou en correlatlon

‘ negllgea’ble) ¢ K(h) = 0 (ou .# 0) pour \hl '>a( )

D'apres (3), (h) 0 équivaut K(h) =X(0) = ¥ (o) :

la portee est aussi la distance & partir de laqueile le

1

™ demi-variogramme'atteint sa valeur limite )‘(M) ouw 'pa]‘.ier.

Alnsn., une F.A. intrinséque dont le variogrdémme n'est pas

> h

borné ne peut pas avoir de portee fln:Le.

horta oL

e/ Comportement au v0131n§g de l'origine.la - contlnultp et la regularlte ; F

dans 1'espace de la F.4. Y(x) s exprlment dans le comportement du a’(h) L k
au voisinage de l'origine. Par ordre de régularité décroissante, on peut - o |
distinguer quatre types ‘ “
¥ - . . ,
, - Comportement parabolique : V(h) est deux fois :
dérivable en h = 0, Y(x) est alors elle-méme - ]

dérivable (en moyenne quadrathue), done presente . b

DR - - % , un haut degre de régularité dans l'espace.

"~ Comportement lindaire (tangente oblique & 1'ol'rigir'1é) :

¥(h) est contimu en h = 0, mais non dérivable, ()

est continue en moyenne quadratique,mais non

 dérivable, donc déji moins régulidre -

Effet de pépite & : ¥(h) ne tend pas vers O lorsque
h tend vers O (discontinuité & l'mrlgz.ne. Y(x) n vest

_ méme pas contime en moyenne quadrathue, donc
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_ ertraordinairement irreguliére.

Cas limite complétement aldatoire : Y(x) et Y(x') sont
indépendantes pour deux points distincts quelconques, si
~ rapprochés soient-ils.

Partie irrdeulidre, Dans le cas isotrope ‘( ‘a'(h) = ¥(z)) et en 1'absence ..

d'effet de pépite, on caractérisera le comportement du ¥(h) par un
pép 1 cara !

developpement limité de la forme
o | n A Z wm_ .
¥ () = Za_enr +)e,r 4 Lo, T logT .

Exactement comme pour les covariogrammes transitifs, on distinguera
une partie régulitre (termes de degré entier pair), et une partie

A

irrégulidre (termes en r * avec A différent d'un entier pair, et aussi
termes logéi’ithmiques* du type rzmlog r ). En.l'absence de partie
irrégulidre, la F.A. serait indéfiniment:dérivable, donc parfaitement

- régulidre.C'est donc 'la partie irrégulidre seule qui représente le de,;gré
d'irrégularité de la F.A., et dans cette pai‘tie- _.ix_'x"égulié're clest

le terme de plus bas degré qui joue le r8le principal : on peﬁt définir
le degré de régularité de la F.A. comme le degré A du terme irrégulier

principal.. Donnons quelques indications mathématiques complémentaires :

Continuité et dérivation en moyenne quadratique.

On dit que la F.A. Y(x) est contimue en moyenne guadratique (continue -

m.q.) si l'on a :
E (E Y{x+G) -yfxr‘ )"—‘}0 . pour ‘hl '9' 0' ‘

Il en est ainsi (par définition) si et seulement si ¥ (h) est contima . .

.en h =0, c'est & dire en 1'gbsence d'effet de pépite,

- Dans 1l'espace & une dimension, on dit que la 'F.Ai. , "_f'(x) est la dérivée

en _moyenne quadratigue (dérivée m.q.) de la F.A. Y(x) =i s
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On a des définitions analogues dans 1l'espace A n £ 1 dimensions.

On démontre qu'une F.A. invtrinééqué Y(x) admet une dérivée m.q. Y (x)

si ei: seulement si U'(h) est deux fois dérivable en h = 0 , La dérivée
seconde )"(h)‘ existe alors pour tout h, ¥'(x) est stationnaire d'ordre 2
(mtme si Y(x) est seulehent intrin§éque). et admet éonme‘ covariance la
fonction..x"(h). De m&me, Y(x) est n fois dérivable m.‘q.l si et seulement
si la dérivée D’Wth) existe en ﬂ:‘ 0 (elle exis‘te-ald_i's: 1;01'11' tout h).

t

Si X est le degré du termé irrdgulier principal de Y(h), Y(x) admet ‘

. donc une dérivée m.q. d'ordre n si et seulement si ~ A > 2n (i ce terme

irrégulier principal est »r log r, Y(x) est n-1 fois m.q. dérivable,

mais non n fois).

III - Régularisation d'une F.A. intrinstque.

Pour simplifier l'exposé, nous ferons les faisonnements dans le cas -
d'une F,A. sta’cionnai}_'e d'ordre 2 admettant une fonction de covariance
K(h), mais tous les résultats que nous exprimerons & 1'aide de la flonction
intrinstque ¥ (h) = K‘(O) - K(h) resteront valables dans le cas d'une

P.A. intrinséqﬁe (donc, meme si K’(h) n'est pas borné, et si par 'suii:é'

la covariance XK(h) ﬁ'exis‘ce pas). ’

a/ Intfgrale stochas! tique : I = ﬁ(x) p(x) dx

. . ‘r .
On définit 1'intégrale I comme la limité en moyenne quadratique (si elle
existe). des sommes discrétes :

. . .

T - J Yy we) Ax

n PN .

(les B x; sont des petits éléments de volume disj_oint;g dont la réunion

est v, et x, est un point de dx; ). L'intéerale stochastigue I est donc

une_variable aldatoire, comme les Tw o
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On démontre que cette V.A. I existe si et seulement si l'intégrale :

(4) Da(I)‘ = /p(-X) dX/K(x -y) p(yj dy

v U
egt finie, et Dz(I) est alors la variance (finie) de cette V.A. On retrouve’

facilement (4) par le calcul (non rigoureux) suivant :

2
I

B(1%) -

/Y(X) p(x) deY(y) ply) dy
/p(x> ax /[ Bl(x) 1())G) & =
(x) ax /K(x - 5) ) 0y

]

il

]

(1e calcul n'est pas rigoureux, car il n'est pas tout & fait évident au
départ que L'on a le droit d'intervertir les symboles E'etv/f“ : en

fait, on montre que cette interversion est bien 1égitime).

b/ Convolution stochastigue. Le produit de convolution Y »f de la
F.A. Y(x) par une fonction ordinaire f(x) est‘l'iﬁtégralezstbchastique

(si elle existe) t

ﬁ(x -x') £(x") ;1x'

v
On peut ainsi deflnlr 1a régularisde Y" = Yap de la F.A. Y(x)

par une fonction de ponderatlon p(x). C'est 1a "moyenne moblle pondérée"
Y, (x) = /Y(x + x') p(x') dx' .

Attention : la régularisée Y (x) est encore une fonction aldatoire (plus -

régulidre que Y(x), mais toujours aldatoire} ¢ il ne suffit pas de lisser -
ou régulariser une F,A. par un procédé de moyenne rmobile pour faire

disparaitreloomme par magie le caractére aldatoire de cette fonction.

La variance de la régularisde Xr est donnée par la formule (4) 01-deqsus,
et Y (x) existe au sens de l'intégration m.q. si et seulement si D (I) < oﬂ
Calculons la covariance E[? (x,) Y (x + h)7 de Y‘(x ) et Y (x +h). On a
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ORCHE S/ (2] o) Yl gt 1) T g 1 b 1) et

Passons aux espérances, en intervertissant E et / . I1 vient :

ErYr(xo) Y"(;co + h)1 = %{(h + X",; x’) »p(X') p(x") dx! - dx"

Cette covariance ne dépend pas de x,, mais.seulement de h. Donc, la

réoularisde Y est stationnaire d'ordre 2, et admet la covardance :

(5) :‘ K" (h) = /p(xj dx/K(ﬁf x -—‘Y) p‘(y) dy

Cette formule généralise (4). Pour la pfe’senter.sous forme pius synthétique,

faisons le changement de variable x =y + 3 . I1 vient ¢

K, () = ﬁc(h + 7) dz ﬁ(y + z) p(y) .dy'

Soit P le covariogramme transitif (P = p-pp) de la fonctlon de ponderatlon .’

On a par deflnltlon P(z) = /p y + z) ply) ay , et par suite @
. K r(h ﬁ(h + 7) P(z)dz

v
clest & dlre, sous forme de prodult de convolutlon (car P=P ) :
(5") K = K#P

On obtient la covariance _K', de la régularisée Y poon régularisant -
la covariance K(h) de Y par le covariogramme transitif de la fonction de
pondération. On comparera ce résultat avec celui que 1l'on a obtenu dans

le cas des méthodes transitives.

Le demi-variogramme X de la régularisde Yy est X (O) - K (h)
En remplagant X{(h) par K( ) = ¥(h) dans (4) et (5), on constate que K(O)

g'élimine, et il reste &
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(6) J.8 = '/wmg,\ Pe3ydy -—/a'tg,j Pllg,\‘dg

On peut encore écrire :

-€6') fb’kv - X?‘L ? - A

avec une constante A déterminée par la condition ')'V(O) =0 . Ces
" relations (6) et (6') restent vraies pour toute F.A. intrinséque (mlme

si la covariance n'existe pas) .

Montée. La montée constitue un cas particulier de la régularisé-’cion.

Dans les méthodes transitives, nous pouvions intégrer la V.R. de —oed + 00
par rapport & 1l'une des coordonnées, par exemple xa y parce que cette

V.R. était nulle & 1'extérieur d'un champ borné. Ici, nous ne pouvons
plus integrer que sur une lon{meuf finie P. Nous app'ellerons donc montée '

sous puissance constante £ 1'opération qui nous. fait passer de la F.A.

Y (x, x, xé) définie dans 1'espace & trois dimensions & la F.A. Yz(xﬂ, xa)

37U v
définie dans l'espace & deux dimensions par :-

¢ §
Yz(x4, x?_) = /Y(x_‘, X, xa)’ drx'3

o

Si Ya(.x) est la teneur ponctuelle dans une formation stratiforme de

puissance f, yz(xﬂ, xz) est encore l'accumulation du sondage implanté

au point (x 2 xz) de la surface topographique. .

La montée a un effet régularisant. Dans le cas isotfope, on montre que

le terme irrdgulier principal de demi-variogramme de Y,esten T Ha

si celui de Ya'était en r?\ Plus précisément, on a les régles @ ' '

‘ , T+ 2
A 12 ) = Y ¥ M 2

RN —> A;\ i}?’-‘ (Aa - i 3

ogr —> T %

« L -
N —> ,_T'?.eos-’?.

2 (e xR
A T

)

i+

) .

)
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IV — Variance d'extension et variance d'estimation

Définissons d'abord la notion capitale de variance d'extension. Soit Y(x)
une F,A. que nous supposons pour l'instant s’catlonnalre d'ordre 2, et
soit Y(h) sa covariance. Désignons par Z(v) et Z( ) les‘teneurs moyennes
de deux domaines v et v' de l'espace & n dimensions, c'est & dire leisv.

intégrales stochastiques :

2(v) = ﬁf e ;o o2e) =4 (%) dx

0‘"

La formule (5) montre que, si v et v' sont bornds, Z(v) et z(v') ont.des

variances finies. La premiére, par exemple, a pour expression :

2
o (v) = 1L/dX/K(x—y) dy
o e

Calculons de m8me la covariance G‘(K},v') de Z(V) et Z(V') . De :

oY

2t Fee) = A YCx\dx/ 7 (n)dy
2

on déduit, en passant aux espérances mathématiques :

¢

6‘(“ dx| E YyegV) o \‘[dfx/k(-)d
o0 = U‘u’l./ f [ty 3 voJ 5 3:3 9

ous appellrrons variance d'extension de v & v' (ou de v' & v) la
varisnce de l'erreur Z(v') - Z(V) que 1fon commet en attribuant i v!

. 7 ’ . ~
la teneur moyenne 7(v) de v. Cette variance d'extension cs} est dgale a :

2 .
(‘3}. = 5'3(_0'\ 4—6"260"\ - L e (o)

Compte tenu des valeurs calculées plus haut, on trouve donc :

E . U-v-f‘“‘/ Wix-yNdy  + /d:x I»(x Y\ 4y
Z fdxf k(x-g\égj | |

"
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Remplagons K(h) par K(0) - ¥ (n) : on constate que la'constante.K(O)

disparait de l'expression de G'“Z. , et il vient la formule fondamentale :
2 oL / . ' 1 4
oh v 2 [axf yogay - L [0/ vy
(7) E o o! - o '3\ % .Ut P o 3 g

1
- — d:rf ¥{x~y\d
_“'ll‘ LA 93

On peut montrer que (7) reste valable pour toute F.A. intrinséque, donc

mme si la covariance K(h) n'existe pas.

P

Variance d'estimation. Supposons maintenant qu'au lieu de connaitre la

"teneur moyemne" Z(v’) de Y(x) dans un volume v! , nous connaissions la

teneur moyenne :
: ‘ N
. VAR _1_ Z__ )’(:r;\
: N i: 1 i

de N prélévements effectuds aux N points Xy . 2' est une variable aléatoire,
dont les caractéristiques se déduisent sans peine de K(h) ou de 5 (n).

Nous appellerons variance d'estimation (S:'ZN (de v par les N préldvements

effactuds aux N points x3 ) la variance de la fiifférence Z(v) - %'. Pour
obtenir 1'_expression"de G‘:, , on doit, & chacune des &tapes du raisonnement
qui nous a conduit & 7, remplacer les intégrales dtendues & v!' pér des
sommes discrétes étendues aux N points xp « On trouve ainsi la seconde
formule fondamentale : .

1
v

2 : - 4 "
(&) Cur o z:“.f Y (i239% Uzédva?f(x.wg

-1 2 wlageexg)
N ¢ 4

e et e e e i e i e e e
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Cette formule, ol 1l'on voit alterner des expressions exactes et approchdes

de mémes intégrales, présente une structure rema;quable; analogue,~quoique
plus complese, & celle de la formule (3) des méthodés %fansitives. On
note, , en particulier, que la variance d'estimation est d'autant plus
faible :

- que le réseau des prélévements x; est plus serré et
plus représentatif de la géométrie du volume v que 1'on veut estimer,.

- que la fonctioq' ¥ (h) est plus réguliére, donc que

la F.A. Y(x) est elle-mBme plus continue dans sa variation spatiaie.

En pratique, cependant, si N est grand, la formule (8) conduirait & des
calculs assez longs. Nous dormerons plus loin des formules d'apbroximatﬁon»

beaucoup plus simples.,

Variance de v dans V

2t * .
La notion de variance &~ Cv[ V) d'un échentillon v dans un chapp V
semble de prime abord expérimentalement évidente. Elle n'a cependant un

sens précis que dang les deux cas a/ et b/ ci-aprés :

v

a/ v est réduit & un point : la variance E?Z(O‘ V) de la variable C
ponctuelle«Y(x) est 1'es§érance de [Y(x) - Z(V)]z' lorsque x est tiré‘

au sort dans V avec une densité de probabilité uniforme (Z(V) = 3L4:Y(x)‘dx
est la teneur moyenne de V). Clest donc la valeur moyenne en x € V -de

la variance d'extension du point x auvolume V, qui est, d'aprés (7) ou (8) :
2 _ -~ 4 i j
vf Vlx-g1dyg 'V—?,fdb/ ¥ly-9')dy
v v v
En intégrant en x dans V, le premier terme domne le double de-la valeur

.1/ dx [ % (x-\d
\/;’A\/ i J(: ' 4379

(valeur moyenne dans V de 'U.(h) lorsque les deux extrémités x %g y du-
vecteur h décrivent, -chacune pour son propre compte, le volume

du second, et il reste :

"o

6:{(0\\/\
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b/ Le volume V est réunion de N volumes v disjoints, égaux & un .méme
volume v de référence (plus précisément, chacun des v; se déduit de v
par translation). Si Z; est la “feneur moyenne" de Y(x ) dans vy , on

pose cette fois 1

G‘Z(CHV\ ~

N . ‘
Z Eftz,-2oN ]

4
N (=1

C'est donc la moyenne arlthmethue des variances d'extension des Ve dans

V. La formule (7), apres un calcul faclle, conduit & :
(9>' G"(U‘IV\ -—-/0\&/'5’()( a\dg - 11fo!x ¥lx-yldy
Vi

Bn particulier, on a ¢

, 2, '
, n ~ 6 (o w) L
(9) s crivy = S (01V) -

¢/ Dans le cas général ol v et V sont des volumes quelconques, non
nacessairement géométriquement compat;bles, on définit la variance

par cette méme formule (9) : cette quantité ne représente alors qu'un |
simple artlflce de calcul. Elle peut méme prendre d s valeurs négatives;
en pa:ztlc-uller, on a touJours G‘(vl V) =~ 6:tv ) v)

¥

d/ Relation d'additivité. Soient v, V et V' trois volumes, avec par

exemple veVeV' . De (9'), on tire : A
~ ~
e leiv)y = ° e (o\V) = G’(o\-u‘\
ey = & (o\w) — 6 oVV)

et par différence :‘ | . . 4 | ?( )
e leIV)- S Lriv) = S (0w~ T(oiv)=" & vivh)

c'est & dire 3

. n ‘
(0) EZCU‘IV")‘ = & iV fd‘(v‘V)
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La variance de 1'échantillon v* dans 1e‘champ V' est dgale & la somme des

"variances de v dans le panneau V et du panneau V dans lg champ V',

e/ Covarisnce de v et v' dans V. On définit d'une manidre analogue la

covariance & (v,v! | V) de deux échantillons v et ?"(dont la distance

et la disposition mutuelle restent fixes). dans le champ V. On trouve :
[ - 4 ‘ 1 ) . .
(11) 6"(0‘.\! tVl = — [da 3(143\6‘3 - = [ doae ?ftx~‘a'\dg
' vZ ' vt \ o :
v v v oY

£/ Bn particuliery il est souvent commode d'exprimer la variance d'estimation
(8) ou la variance d'extension (7 par l'intermédiaire des variances
et covariances des échantillons dans un champ V arbitraire. On trouve,

por exemple, identiquement :

2 , n \
(12) 6::? < & (oIvVY + 6_'6(;\\\/\ - L6 (vt ‘VS

comme on le voit en substituant (9) et (11) : le terme {%Qu/:-/:
disparait, et les trois termes qui subsistent donnent le second membre

de (7). On obtient ainsi une expression peut~&tre plus intuitive de la

variance d'extension.

Application : Mailles alédatoires et aldatoires stratifides.

?

Nous traiterons plus loin le cas des mailles péguliéres, qui est de loin
le plus difficile, et nous allons examiner ici le cas des deux types

usuels de mailles aléatoires.

a/ Maille aldatoire pure. Pour estimer la teneur;z(v) d'un volume -V,
on dispose des valeurs Y(x}) de la F.A. en N points xinimplantés un'importe

ou" dsns V. Nous admettrons que tout se passe comme si chagque X, avait

été implanté au hasard dans V avec une densité de probabilité uniforme

et indépendamment des autres prélévementé. On peut obtenir la variance




34

d'estimation ojﬂ en intégrant (8) dans V relativement & chacun des x; .
Ce colcul est facile, mais il est encore plus simple de remarquer que-les
erreurs partielles T(x (.) - Z(V) sont 1ndep€>ndant<=q les Unesdes autres et
admettent la méme variance G‘ (0\ V) : 1l'erreur resultante, qui est

}3 U )"(12\'2“’” admet donc la variance :

- 2
€y = A & oV
N

Le¥ variance & 'estimation, dans le cas d'une maille aléatoire pure, est
donc égale & la variance d'un prélévement dans le champ V divisée par

le nombre N des prélévements. v

b/ Maille aldatoire stratifide. Le volume V que 1l'on veut estimer est ici

divisé en N zones d’:nfluence égales et d18301ntesv; ‘et dans chaque v g
on implante un prélévement en un point x; ch0151 au hasard dans la zone
d'influence v ; avec une densité de probabilité uniforme, et indépehdamment
des autres prélévements. On peut calculer 6":, én intégrant (8) en X, dans
Vv ¢ pour c;hac*une duvs vy, mais il est plus si.mp_le de remarquer que l'errsur
totale elst 4: L >Yixe) - Z-(U'L\'\ et que chacune des erreurs -
partielles Y(x\) - Z(v-) est indép- ndante des autres et admet la

variance 6‘(0] u) . On en déduit aussitot :

v

I 2
&, = 1 (o)
N
La variance d'estimation, dans le tas d'une maillé aléatoire stratifide,
est donc égale & la variance d'un prélévement dans sa zone d'influence

. divisée par le nombre N des prélévements.

Remarque.Il est clair que la maille aléatoire stratifide domne toujours
de meilleurs résultats que la maille aléatoire pure. D'aprds (9'), en

effet, on a

' ‘ %
%re“?Cow\- 'Gf"l(o\uﬂ = L‘A_/_ E (or1V) >,0




V - BEffet de pépite et phénoménes de transition

4 .
Un demi-variogramme de portée fini a caractérise ce que 1'on appelle

un phénoméne de transition : au deld de la distance a , 1l'indépendance

est atteinte, et la portdée a donne 1'échelle des structures élémentaires
du phénoméne régionalisé correSpondant..Il y a souvent, d'ailleurs,
superposition de plusieurs structures d'échelles bien différentes, .
emboitées les unes dans lezs autres. Le variogramme expérimental montre
alors une succession de seuils et de paliers, dont 1l'analyse permét de '

reconstituer la hierarchie de ces "structures gigogne".

La notion d'échelle joue ici un r8le primordial. A l'échelle de la
dizaine ou de la centaine de métres, un phénoméne de transition dont la
portde est, par exemple, centimétrique ne se manifesfe plus, sur le }{(h)u
expérimental,que comme une discontiénuité a l'origine, clest & dire commé

un effet de pépite. D'une maniére générale, tout effet de pépite est une

réminiscence 4'une structure de transition dont les dimensions gont
depuis longtemps dépassdes & 1'échelle & laquelle on travaille : 1es’
détails et les caractéristiques qualitatives de cette structure antérieure
ont depuis longtemps cessé d'8tre perceptibles, et 1'échelle supériéure_
n'a guére conservé qu'un paramétre unique - la constante de pépite~

qui donne une sorte de mesure globale indifférenciée de 1'"intensité" de

cette structure dépassée.

Pour analyser la génése d'un effet de pépite, placons nous d'abord au

niveau ponctdel, et supposons qu'a une structure primaire de dimension a

se superpose une macrorégionalisation, c'est & dire une structure secoﬁdairé
de dimensions beaucoup plus grandes. Si la structure primaife existalt
seule, on pourrait décrire la V.R. correspondante comme une réalisation

d'une F;A. admettant une covariance C(h) de portée a, ou un demi-variogramme

i

¥, = ¢ - o)

de portée a et vérifiant 7f4(09) = C = ¢(0). Pour tenir compte de la

.
.
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macrorégionalisation, on doit ajouter une deuxitme composante sz(h),
qui représente la structpre secondaire, et ne-varie qu'avec une extreme

lenteur & 1'échelle a de la premiere structure :

YO = c-cm) + Fn)

Ce 6'(h) présente donc au voisinage de l'origine une

zone de croissance trés rapide, dont la dimension est de
1'ordee de a. A 1l'échelle de la macrorégionalisation, ce K’(h) présentera

donc un effet de pépite d'amplitude C.

Examinons les congéquences de cet effet de pépite.iTout d'abord, au
nivean macroscopique, les prélévements ne seront plus ponctuels, mais
seront des volumes v déja grands vis & vis de a. Déterminons donc le
demi-variogramme Y, (h) de ces prélévements v (le seul qui sera expéri-—
mentalement. access sible) K’ est la somme de la composante trts continue
}; (qui n'a pas été senslblement altérée dans cette régularisation) et
de ce que l'on obtient en appliquant la formule (6) & la composante

¢ - c(n) scette composante pépitique est donc :
KP(G); %r’- /dm Cla-y\dy — -;ifdlf C£%+ot~3\dj
. v U o . g U

Etudions donc ¥ . On a YfP(O) = 0, mais dés que h dépasse les dimensions
du volume v, on a ]h+x—y\>,asi.xevetyev,etC(h+x—y)=
Le premier terme subsiste donc seui dées que h n'est pas trés petit, et
1'on observe explrimentalement une disc&ntinuité a4 l'origine, dont la

valeur é;?: (variance de pépite) est :
& o J
. I;'a./ &/C(M*b\db
o o

D'autre part, les dimensions de v sont gra ndes, par hypothese, vis & vig)
de a, et on a “/fh (x ~y) dy = ‘//a(h) dh (intégrale étendue & tout
1'espace) sauf si x est situé & une distance 1nferleure i a de la frontlere

de v. Mais ces points occupent un volume negllgeable, et 1'on peut aussi
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négliger leur influence, qui est de l'ordre de a. Il rest e donc :
2 1 ) 4 .
6% = I /S dx/cadn-= __/cce.\de\
1
v u o (g

N . i .
Adlusi, la constante de pépite G?? que 1'on observe expérimentalement-

ect en raison inverse du volume des préldvements :

2 A
% = -
et le coefficient A = ‘//S(h) dh, qui est l'intégrale de la covariance
C(h) des microstructures, est le seul souvehir de celles-ci qui subsiste

& l'échelle des volumes V.

L'effet de pépite majore de la méme manidre la variance de v dans V, les
' L
variances d'extension et les variances d'estimation. Pour & (v lV) ,

par exemple, l'apport de l'effet de pépite sera :

A. gm{o\%cuug\db - %24d14 C,(acua\d:,

c'est & dire; d'aprés le calcul précédent :
Alg-3)
U \%

Dang la variance d'estimation de V,par N préléVementé'de-taille v, on
trouverait de mme une composante pépifiéue égale & 3
A - 1)
Ng v
Dans tous les cas, la variance due & l'effet de pépite est en raison
inverse du volume des prélévements. Tout se passe donc bien comme si la
V.R. elle-méme admettait deux composantes indépendantes, 1'une trds

rérulisre, correspondant au demi-variogramme 1{1, 1l'autre completement.

aléatoire et discontinue , prenant en charge l'effet de pépite.




VI - Calcul des variances d'estimation._

La formule générale (8) étant tfop lourde é'manipuler numériquement, nous

allons dégager quelgues principes d'approximation qui simplifieront le-

calcul des variances d'estimation (dans le cas des maillesvréguliéres)
et permeftroht de présenter les résultats sous forme d'abaques faciles

& consulter.

12/ Cas de 1'espsce i une seule dimension.

1
a/ Les fonctions intrinsdques suxiliaires. Outre 7{ (h), orn. utilise

constamment dens les applications les fonctions suivantes :

)
L) = £ ¥ixrdx

Fre =

i
A
2
!

4 .6
é/ac?(.(x\dﬁt = Ez’[(%-nc\ b’(r\dx

F(h) est la valeur moyenne de aﬁ(ﬂ) lorsque les deux extrémités de h'
déecrivent le segment (O,h). Ainsi, la varlance du segment h dans le

segment L est @
. '2 v
o (i) = ™M) - Fh)

7((h) permet de méme le calcul des covariances : la covariance dans L

du segment h avec l'une de ses‘extfemités (ponctuelle)’esﬁ
G (o 6lL) = F(L) =X(&)

B/ Variance d'extension dldmentaire. On ‘appelle ainsi la variance d'

Bxtension au segment h de l'echantillon ponctuel implanté au centre de.

ce segment. Elle est donnée par :

B L a8 - Fe
t _ X
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On déduira (13) de (12) et des deux relgtions établieé en a/

¢/ Principe de composition des varisnces d'extension élémentaires.

Soit & estimer la teneur du sesment L = na divisé en n zones
+-6f-9"}‘+“‘;;¥ﬂﬁp-( d'influences de longueur a, au centre de chacune degquelles
‘ on a effectué un prélévement ponctuel. Soit Y p la teneur du
prélevement i, Z-icelle'de sa’ zone d'influence, et 7 = :‘;, 2 Z¢ celle

de L. L'erreur totaie est la moyenne &
L3 (-2
N t )

des erreurs partielles Y; - Z.. Le prancipe d'approximation®consiste
3 admettre que ces erreurs partielles sont indépendantes les unes des
& 'au%res (ce principe est vérifié avec une approximation trés raisonnable
par les ‘K(h) de type usuel). Comme la variance de Yo ~ Z¢ est justement

la variance d'extension &lémentaire calculde en (13), on trouve :

% 2 —
_ A ) [ax(s)-Frav]
(14) 6n= £ G = L [ax(g)-F
On obtient donc la variance d'estimation en divisant la variance d'
extension élémentaire d'un échantillon dans sa zone d'influence par le
nombre n des échantillons.

v

d/ Cas du dispositif fermé. A partir de n + 4 prélévements & maille

régulidre a, on veut estimer le segment L = na coipris entre
—0—o—o—¢ le premier et le derniér préldvement. On montre que ce
digpogitif fermé est équivalent au dispositif centré examiné
en.c/i, et que la variance d'estimation est encore donnée par (14)
(pourvu que n soit supdrieur & 1) : le dispositif fermé i n+l échantilions

est donc équivalent au dispositif centré & n échantillon.

Remarque.Pour n = 1, le dispositif fermé & deux échantillons domne la

variance d'estimation :

o—e ° , o 6—-:_, ~ 2AeYy- B8 ...lzxca)
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qui differe de la Variénce d'extension élémentaire (13). On n'a pasjle
droit de diviser cfz\par n, car les erreurs partielles commises dans
1'estimation de deux segments fermés consécutifs ©—0—6 1 sont
pas du tout indépendantes( ces deux figures, en particulier, ont en

commun 1'dchantillon central)

29 CGas de 1'espace i deux dimensions.

Nous supposons que le demi-variogramme est isofrope (ﬁé'dé@end que de r)
En cas. d'anisotropie gdométrique, il est aisé de se mamener i 'ce cas.

a/ Les fonctions auxiliaires. Il est commode d'introduire les fonctions

suivantes 3

Z%Kh) : moyenne de b’(x—y) lorsque x et y décrivent les deux

cotés paralldles de longueur b du rectangle bxh (& une constante

b pres, Yo(h) se déduit de ¥(h) par montde d'ordre 1)
6 ,

;(Gﬁh) : moyenne de XTx—y), x décrivant 1'un des cotés b du rectangle,

et y le rectangle lui-n8me. On a :
v X J- e'
7(6'(6'\ - é '{G'C:r)do(
)

F(b,h) : moyenne de ¥ (x-y) lorsque x ety décrivent le rectangle. Cette

fonction est symétrique en b et h, et vérifie :

! s [t ol
F(b,h) = E‘f{x X@Cz\ dx = 'é‘zfc;(ﬁ~9e\ ?3’@(7) X

Q(b,n) : moyenne de Y (x-y), x décrivant un coté b et y un coté h, ou’

encore, x déecrivant le rectangle, y restant fixe en l'un des sommets.
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b/ Extension d'un segment médian dans son rectangle d'influence.

] , | o
(15) 5, = 2 % (&) - F(AE) - ¥ (a)

¢/ Estimation de S par des trocares paralldles dquidistants.

Soient 21, bz,.. bn les longueurs des n tragages, h leur equi~

distance. On assimile la surface S que 1l'on veut estimer & la

réunion des rectangles d'influence des n tragages. La formule

, (15) -donne 1'extension de b, 4 son rectangle d'influeﬁce, soit
f’ . .
Eﬂ;o 8i Y; est la teneur de b ,%Z , celle de sa zone d'influence,

i : ’

on admet que les (Y( - Zf) sont indépendantes, et 1'erreur totale :

= G (Y -R)
Z 6

admet une variance que l'on peut calculer en pondérant par les carrés des

.
b, les variances d'extension Se.- D'ou la variance d'estimation :
[}

2 U
62 Z @o‘ G_*t?‘,‘

(14) - 2 ——
>4 2.
(2 &N
v . 7
Remarque. Si les b sont égaux, il reste simplement <5:§ > :% E?EQ

L

3/ Composition d'un terme de licne et d'un terme de tranche.

Dans le cas ¢/ précédent, 1l arrive que l'on ne connaisse pas les teneurs
réelles des tragages, mais seulemen}t une estimation de ces teneurs &
partir de prélévements ponctucls & maille répulidre a (a £h).

On admet alors que lis erreurs commises en estimant les lignes & partir
des prélévements et S elle-mlme i partir des lignes(supposées connues)
peuvent &tre fegardées cbmme indépendantes. La variance d'estimation est
alors : : '

2 2
2 G Sz,
(15) G_ = = &« F o T

)
€ W (Z@;\z .
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2 .
G (a) est la variunce d'extension élémentaire (13) d'un prélevement

ponctuel dans son“segment a d’influence,*N est le nombre total des
4
N

en estimant les lignes & partir des prélevements.

prélévements., 6 (a) est le terme de lieme, variance de 1'erreur commise

Le deuxi®me terme, qui figure déjz en (14) est le terme de tranche :

variance de l'erreur commise en étendant les teneurs des lignes & leurs

tranches d'influence.
Ce principe (15) de composition est valable pourvu que a soit inférieur
a4 h, Il s'applique, en particulier, au cas d'une reconnaissance & maille

rectangulaire a h.

e/ Cas d'une maille carrde. La variance d'extension d'un sondage & son

carré d'influence, au centre duquel il est implanté, est :
o o © o

M) 2 a o\ _
¢ "“G’T)@ : (16) - 6‘"&_ = & 9633—& - Fla,q)

o o @
Pour une maille carrée, on peut admeltre que les erraurs commises en

estimant chaque carré & partir de son sondage central sont indépendantes.

La variance d'estimation par N sondages est alors :

v

7 | 6“2
SNvE 5 %

1 .
avec un E;E donné par (16)

£/ _Abagues, Pour chaque schéma isotrope, c'est 5 dire pour chéque
fonction Qf(r), on doit présenter sous forme d'abaques :

1/ La fonction F(a,b) définie en a/, qﬁi sert aucalcul de la
variance d'un dchantillon dans le rectangle~a;b. .

2/ La variance d'exttension (15) d'un tracage médian de longﬁenr
b dans le rectangle b,h - avec la cas particulier b = 0 , o l'on retfouve

la variance .d'extension élémentaire (13)
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3/ La variance d'extension (16) d'un sondage dans son ca;*ré

a,a d'influence.

Cen trois documents permettent le calcul rapide de toutes les variances

d'estimation.

39/ Cas de l'espace b trois dimension.

On procédera exactement comme dans le cas de l'espace & deux dimensionsy
en composant cette fois trois sortes de termes : o

- terme de lipne : extension des prélévements ponctuels dans

les lignes

— terme de section : extension des lignes dans les sections

terme de tranche : exbension des sections dans' les tranches.

T
H(reee
On devra disposer des abaques pzdcédents (en plus des précédents) :

- variance d'extension d'un plan b,c médian dans son paralldlé-

piptde rectangle d'influence

- extension d'un sondage de longueur b dans son prisme droit

a,a,b d'influence

~ moyenne de 8%&0 dang’ le parallélépipede rectangle a,b,c :
cetfe fonction F(a,b,c) est destinde au calcul de la variance d'iun '

échantillon dans ce parall&lépipede.
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VII ~ LE SCHRMA DE DE WIJS -

Le schama de de Wijs est défini ' par la fonotiohﬁiﬁfrinséqﬁe‘(is&trope)' ‘
YR = 3d foga

Le coefficient o est la dispersion absolue : elle caractérise la dispersion

du phénoméne & 1l'dtat pur, c'est & dire indépendammenf de toute influence .

de la géométrie du champ ou du support. .

1¢/ BEquivalents linéaires.

Posons : ] ' ;

F(v) = %,.,[dsc’é eo’glx"&\dg |

(valeur moyenne de fyfhl ddans le volume v ¢ c'est une fonction qui
Y , q

dépend non seulement de la mesure.du volume v, mais aussi de sa forme)-..

D'aprés la relation (9) , on a :

(16)' ‘6‘.1(.01\/\ :&;E‘:(V\ .‘__ F(U’)-]

Si deux échantillons v et v' vérifient F(v) = F(v') , ils ont m@me
variance dans n'impor{é quel champ. Nous dihrons qu'ils sont dguivalents. . -
5i nmous prenons comme ensemble v un segment'de droite de longueur,fz nous

avons ¢
r(P) - fogf—= 3

(le démontrer & 1'aide des fonctions auxiliaires de VI, 12/, a/). Nous

appellerons gquivalent linéaire d'un échantillon v la longueur du

segment f équivalent a.v, c'est & dire 1la longueﬁr P définie par :

bgl -3 = (o)

3
L

Soit , de méﬁé;'L 1'équivalent lindaire au champ V ¢
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€og L -2 = FCOVI
v L .
Par différence, il vient ' S
(V) - F(v) = log(L/t) S , :
et (16) donne alors :

Ly
(17) e (V) = 3 f’og(—-e-—)

Cette formule. permet un calcul rapide de la variance. On l'utilise
souvent en sens inverse, pour évaluer la dispersion absolue & partir de

la variance expérimentale des échantillons dans leur champ :

L 3
Si v et V sont géométriquement semblables, on a V/V'= (L/f) s, et (17)
se réduit & la formule de de Wijs : & (ViV) = « fog CV/v)

Calcul approché des dquivalents lindaires. Avec une excellente précision,

1'équivalent lindaire du rectangle de cotds a et b est a+b .,

Pour le parallélépipéde rectangle (a,b,c), ¢ désignant le plusipetit
coté, on a , avec une approximation cette fois assez grossidre, un
équivalent lindaire de .a + b + 0,7 c!.lPour-plus de précision, on consultera

l'abaque XI - 2 .

Application : comportement du demi;variogramme des échanfillons v pour"
h grand devant les dimensions de v, (On n'utilise jahais le schema de de
Wijs éu niveau ponctuel, car log r est infini en r = 0; mais togjours

ses régularisées); Soit 3b_le demi-variogramme 4'échantillons v distants
de h., 2 3Ljh) es# la variance d'extension de ces deux échantillons, et la

- formule (7) nous donne :

| 34 R )
X(f(e‘\ = m[é 'eog\e\+x-‘él dﬁtdg 3°(FCU~3
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Dés que h dapasse les dimensions de v, le premier terme ne différe plus

beaucoup de;' 3eflog r. Le deuxiéme terﬁ‘ne. est '35( (1og f - 3/2), £

désignant 1'équivalent lindaire de v . Pour h assez grand devant v, on

a done :

o (8) Y M = 3«?03(,.}( 13

Cette formule est précieuée dans les applications expérimentales.

20/ Le schéma de de Wijs & deux dimensions.

*

Dans 1'application précédente, on peut prendre pour v un segment de -

longueur ¥ se déplacant paralldlement & lui-m8me. D'aprés (18), on a :

Xe(ﬁ\ .= '3°(ﬁ’3 '%' + jii ' pour h>>lo

Pour h petit, au contraire, la régle de montée eog-q >Tr/P donne
(19) Y (R = 3«11—_%__

A partir de 1l'expression rigoureuse de XP (n) (déduite de log r par montée)

on calcule la variance d'extension d'un segment P dans son rectengle f', h

d'influence : Abagque XI-5. Lorsque h est.petit devant { (en pratique,
f\$ % il suffit que h soit irférieur ou égal & £), on peut utiliser (19) pour

c“""")’e calculer directement cette variance d'extension, ce qui donne :

2
(20) - 6 = “%‘%‘

Application :Gisement stratiforme reconmu par tracages paralldles.

| ——— @/ supposons d'abord que les teneurs réelles des
J{— tragages sment connues, et calculons le terme de tranche.

,e‘( am—— ' Si h est l'equldmstance des tragages, on lit sur XI-5
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'l . .
la variance d'extension S?E‘du tracage de longueur fQ dans sa tranche
[4

d'influence, Le terme d¢é tranche est alors s
83

i 2
6-:;: &6 Sg;

(=€) z

7
Si chacun des tragages a une longueur F%supérieure.é h, Ei%iest donnée
[ 4

par (20), et, en posant L = Zj eZ (Longueur tracée totale)lon trouve :

2
T .
g = <L 2% E L 4w

ou encore, avec S=0Lh (surface minéralisée totale) :

O T S
G‘E-o(-z-—i}

@&waéw'e;i?
Conséquence : un gisement #eswx fois plus gros, toutes choses égales
d'ailleurs, nécessite, & ~précision égale, deux fois moins de dépenses

de reconnaissance & la tomne de minerai.

4%/ 5i les teneurs des tragages sont estimées & partir de raimurages

. \ H , . . . ione s
implantds & maille répulidre a, on doit ajouter un terme de %%ﬁ%ﬁhﬁx Pour -
P ’

le calculer, il n'est plus possible de»négliger la puissance p de la
formation (p est petit, par hypothése, devant h om les longueurs f} des
tragages, mais non deﬁant a). C'egt & nouveau l'abagﬁe AI-5 qui donne
la variance d'extension er?(a) de la rainure de longueur p
 dans son rectangle d'influence 2y Le terme de ligne

est alors :

T
1 &%) = & s (a)
n ) L
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Remarque.Dans la plupart des gisements stratiformes ou fqloniens, la
troisiéme dimension, celie des puissances, n'esf>pas équivalenée aux deux
autres. Il y a anisotropie. La longueur p que l'on doit attribuer au
raimirage peut donc différer de la puissance réelle. On détermine cette

puissance dauivalente p en remarquant, d'apreés (18), que le demi-variogramme

expérimental des rainurages a pour équation :
N T i 3"3 o |
yie) < 24y (Al+2) pour 0> 3
Cl'est la valeur de p aingi déterminde qui doit servir au calcul de & (a).

Couche mince reconnue par sondages & maille carrde.

Soit p la puissance équivalente de la formation, définie comme dans
la remarque qui préctde. On doit calculer la variance d'extension d'un
sondage dans son carré (a,a) d'influence. En assimilant ce carrd au cercle

de m8me surface, on trouve (cf. Bxercice 9) :

2 ' 2L _ A
G;E? = 3A ( qu *-;:* Y )

La variance d'estimation s'en déduit en divisant par le nombre n des

)

sondages ;
L _ 34 2a_ . L

32/ Le schéma de de Wiis dans 1'espace X trois dimensions

L'abague XI-2 donne l'équivalent lindaire du parallélépipdde rectangle.’

Bstimstion des smas. On calculera le terme de ligne et le terme de

section comme ci-dessus (& partir de 1'abaque XI-S). Pour le terme de tranche

on utilisera, selon le cas, 1'abague XI-7, XI-8, ou XI-9 (variance

d'extensmon des grandes sections ab, des sections moyennes ac et des

petites sections be, A & 2@ .
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Amas reconnu par sondaces i maille carrée.

7 ‘ ‘
On 1it sur l'abaque XI-6 1a varla,nce d'extension 6" »d'un sondage de

puissance h ; dans son prisme droit hg,a,a d' 1nfluence. On a ensuite :
G'} = & a‘: 6‘&-“‘_,.
.z —7
(Z &)

€
(si les hy sont égaux eo peu différents, * i 5‘&‘1')
n

VIL} - LE SCHENMA SPHERT QUE

Pour représenter un phéniméne de transition, on peut utiliser des
P p » OB peL .

schémas de la forme :

¥ = alx(0) -xm]-
. i
ou X(h) est le covariogramme géométrique d'un volume v (cf exercice 7)._
- 81 1l'on prend pour v la sphere de diamétre a, on a (cf ex. .4 des méthodes

transi ’cé:ves) :

3 _
. T e 3 , 167 ) <
KK = - '

o} | . Gay,a
Le schéma spherique sera donc.défini par le demi-variogramme :
| , R 4 Al R
C ( % o A awd \ou.f\ h
Yy = ' o
C . ounr U2 Q

—

2 o

La portée estX a, le palier est C = ¥ (ve) , 1a pente & l'origine 3 _C_

Dans les applications, on déterminera a et C par approximations successives :
ot part de valeurs a “ et C, obtenues par simple 1nterpolatlon sur le

demi~-variogramme experlmental on utlllse 1'abacue XI¥-2 pour calculer

la variance théorique d'un échantillon dans’ son champ; si.celle-ci est,
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par exemple, plus forte que la variance expérimentale des échantillons
dang leur champ, on peut soit diminuer Qq , solt augmenter a,. On arrive

assez vite & l'ajustement cherché.

Nous ne disposons que des abaques relatifs aux problemes & une et & deux

dimensions :
Abague XIV-2 : variance d'un point dans un rectangle

Abaque XIV-4 : variance d'extension élémentaire d'un point dans son
segment d'influence (pour le calcul du terme de 1igne); variance d'extension

d'un point dans son carré d'influence( pour les sondages 4 maille carrde)

Abaque XIV-3 : variance d'extension d'un segment médian dans son

rectapgle d'influence’(pour le calcul des termes de tranche).

Remarque. Dans les applications, les phénoménes transitifs sont trés
souvent accompagnéds d'un effet de pépite : on les représentera donc par

un schéma sphérique & effet de pépite Cqot

16

C

e
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Ecole d'été de Fontainebleau — 1968 — Géostatistique

r

Bxercices sur les méthodes transitives

Exercice 1. (covariogramme exponentiel) . Soit, dans l'espace & une YA '
qeule dimension, une V.R. dont le covarlogramme transitif est g(n) = @
Former 1l'experssion exacte de la variance d'estimation 6’ (a) trouver

sa partie principale, et ¢onclure & 1'absence de Zitterbewegung.

‘ : : 2
(solution : G}'(a) = q,( Q’_ - - %@\ '# g(- Ao

Exercice 2. (Covariogramme triangulaire)

Soit dans 1l'espace & une dimension la V.R. f(x) égale 31 sur l'intervalle
(0,b).

19/ Former le covariogramme. de.f(x). ( sol. @ g(h) =b ~ |h} pour {hl £ D
et 0 pour bl > b ; établir ce résultat par un raisonnement géométrique)
28/ .Calculer la variance d'estimation pour une-maille a petité , par la
formule d'approximation (sol. : 4/6 a ) _
S 4 maille a régulidre,

79/ On dispose de n+2 sondages S‘ sy S S

A4 y v w1

dont le premier et le dernier sont negatlfs et les autres positifs. On

w ?

admet que chacune des deux extremltes de 1'1ntervalle dont on veut
estimer la longueur b peut tomber n'importe ol sur le segment (s, S, )

(<4
et (Sn, ) respectivement, indépendamment l'une de l'autre et avec

h?
une probabilité uniforme. La longueur b devient ainsi une variable
aléatoire. Montrer E(b) = na D.z_ (b) = a?'/6 ¢ on retrouve bien ainsi
la variance d'estimation telle que la domne la formule d'approxin.mation,
mais on n'atteint pas le terme fluctuant. .

42/ Calculer la valeur exacte de la variance d'estimation & (a) du 20/
(sol. : poser b= na+ &a, avec 0 £ 8 < 4. Si le premier preleveme-nt
‘poai‘rif_est' en x (0¢ x <ga )} on a 1l'estimation (n+l)a pour x £¢a, et

na pour £a< x & a . Le point x étant implanté au hasard sur le segment

§
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(O,a) avec une densité uniforme de probabilité, cette estimation est une
variable aldatoire d'espérance b et de variance (& - ZZ) a . Cette
expression tient compte du Zitterbewegung. Lorsque & (qui est toujours
inconmu dans la pratique) est .assimilé & une variable aléatoi_re uniformément
distribué sur (0,1), la valeur moyenne cie cette expression cofncide

avec 1'expression approchée du 2o/ (Zitterbewegu_ng exclu)

Exercice 3 ( vaeriance d'estimation dans le cas aldatoire)

Soit, dsns llespace & deux dimensions, une V.R. T (x) de covariograxnme g(h)
et de support 8. Si le rectangle de mallle (a y & ) est grand devant S

ut prélevement au plus est pasitif, et tout se passe comme si ce prelevement
‘unkque était implanté au hasard dans un rectangle de co’ces 2y, 2, contanant
S. Si ce préldvement tombe en un poa.nt X €S, on prend 1'est1matlon

Q (x) 4255 (x) , et 0 s1 x ¢ S.Q (x) est ainsi une variable aldatoire.

Montrer directement E(Q‘x) = /f(x) dx =9, EIQ ] =£ ff(xﬂdx J 0,0,

ot (A7) = az,ef0) - fe) @

Exercice 4. (oovariogrammé transitif de la sphere)

Dans l'espace & deux dimensions, calculer le covariogramme de la

sphere de diametre a. '

(Sol. : remarquer que - g'(h) est 1'aire du cercle d'intersection de la

' sphére et de sa translatée par h, 1ntegrer, en déduire g(h) = 0 pogr!h\) a
et gh) = 6- Q,S[q ﬁ + ‘ ﬁ ]pour )h‘éa .

Application & l'estimatlon du volume de cette sphire.

e e . e e o St s



Exercices sur les F.A. intrinséoues

Fxercicé 1.Une origine X, étant 'choisie au hasard sur (O,a), on divise

la droite en segments de longueur a au moyen des points’de subdivision

z + Xk a (k entier, positif ou négatif). Soit Y(x) la F.A. prenant sur
chacun de ces segments de loﬁgueur a une valeur aldatoire constante Y,

tirfe au sort indépendamment d'un segment & 1l'autre selon une méme loi

de moyenne m et de variance 6"1 Jontrer que la probabilité pour que .

deux points x et x+h appartienne au méme segment a est? ~jhl/a pourfhl ¢ a
et 0 pour |h} ) a . Ban déduire le deml-varlogramme de Y(*c) ( L&‘ G‘zpour
(bl a et & pmrlhl) )

Exdercice 2.Méme question que dans 1l'exercice précédent, mais les longueurs
des segments successifs sont aléatoires, indépendantes les unes des

-l

autres, et obéissent & la mdme loi exponentielle €

~AR

(S0l.: la probabilité pour que x et x+h soit dans le mlme segment est €
AL 2 _
on en déduit F(&)= (1-€ ) o

xercice 3. On considére le demi—variogrémme ha (O <A C 2) ‘&&'@.S‘.' 1'espace‘
3 une dimension . Calculer les fonctions auxiliaires X et Fy; la

variance d'extehsion ¢lémentaire d'uﬁ'point centi'al 4 son sesment 4
influence, lo variance d'extension a ce segment de ses deux exltrémités

{dispositif fermé) . Comparer et discuter.

: . ' .. pi
» S A Aed. 2. -1)a”
Y, 262, zeflplol ), (Mz 2._)0

= f.}\—ﬁ 3 ¥(h) = (AH\{MZ) ' ; A+ »
On a GF> g'[' nour ﬂ 21 eJr 1nverqement avec ega 1lité pour;] :

pour 7\) 1, haute rontinuité, et l‘echantlllon unique mais bien place

est supérieur aux deux échantillons mal places, pour AL) , on: est

proche du cas aldatoire pur, e’r_._ les deux échantillons, méme mal places,
donnent toujours un meilleur re’ksultat qué 1'échantillon unique; pour "}\:i .

les deux digpositifs sont équivalents)
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Yy . . B
¥

. P _ . .
Ixercice 4. Avec le demi-variogramme h dans l'espace 4 une dimension,
caleuler la variance d'estimation du segment LT n a par n'échanj;illons
ponetuels, dans les trois cas suivants : g v
. ’ . . PRY 2 ’ 4 _2_ T " l 1 02
maille réguliere (dlspos:Ltlf centre) ( YT 7\..

maille aldatoire stratifide ( r:, lr\H\le\\

maille aldatoire pure ( 4 2 ° LA \
N (A lAD

A,

Exercice 5, Soit, dans l'espace & deux dimensions, le demi——variogramme r
Soit un gisement reconﬁu par tragages de longueurs supérieures & ieur_ .
dquidistance h. | '

a/ Calculer la variance d'extension d'un tragage de longueur 14 dans

son rectapngle fh d'influence

(1a montée sows puissance § transforme > en A r /f (ou log r en'rrr/lf )
Y 2 A '*;‘ 142 .
dror S = A, (5w B &

zv’a q+3 —T = —?—
b/ En déduire la variance d'estimation (pondérer par les carrés des longueurs
des tragages, poser L = Zf" et S=L h, et mettre 1la varlance“d'estimation '

sous la forme B 2 2 S H;‘ Cas de WlJSlen tA=m, B= WS
: 6

Bxercice 6.1M8me probleme qu'en 5, mais on suppose de plus que les tragages

sont estimés & partir de rainurages 1‘1 maille a. Calculer le terme de
. PaNTY _ 2 T -
ligne ( T a aves: C= v ‘ 1,\ A_,,’) ')
Optimisation économique : soit w le prix du métre de galerie, p s 1€

prix d'un prélévement, et */w.OptlmJ.f;er la précision & prix de
revient donné, oﬁ, ce qui rev1ent au mlme, le prix de revient pour une
précision donnée. ' , -
(Tout revient i minimiser C h a"a+ ‘B h?,' sous la condltlon .5,_@ T J—- .“ CSk
On obtient la relation suivante B (2+4A)8"? = AC a' a+ c CH’A\ rQ-—-—»
qui donne .l'équidistance h des niveaux en fonction de la maille a des ‘o

rainurages.
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Exercice 7.: Effet de pépite & 1'état pur.On se donne des pépités

ponctuelles repartles dans 1l'espace selon in schema de Poisson (Défini‘tion‘:
le nombre N(v) des peplteu dans un volume v est une varlable de Poisson |
de moyenne AV ; si v et v' sont disjoihts, N(v) et N(v')-»sont indépendants)
a/ On préléve des volumes v, et on pose Y(x) = N(v,r) y Vac désignant. le .
translaté de v implanté au point x. Montrer que la c‘ovarianéé de 7(x) et
Y(x+h) est la variance de N(v ﬂv_.n‘) ’ soit ;\ K(h), K(h) désignant le . '

- covariogramme géométrique du volume v.

b/ On suppose maintenant que 1es pepltes ont des poids aléatoires indépen—
dants (moyenne Do variance 6‘ ), et on prend pour Y(x) la somme P + v P
des poids des N = l\l(v ) pepltes contenues dans v. Calc‘uler la moyenne

et la variance de Y(x) ( B(Y) = N v D, s D (¥)= 2 Y(pc +a) '

h .
BEn déduire la covariance de Y(x) et Y(x+h) (remplacer v par K(h) ).

Exercice 8, Schépa de dilution. On a des germes poissoniens corzﬁne dans
1'exercice 7. Soit f(x) une fonction . On pose ¥(x) = ; :f’.cx.,v(")
x dé signant les IHAXHEXIREAX implantations des différents germes. Il

' s'agit donc d'une dilition de ces germes par la fonction f. Former la

covarianee K(h) de Y(x)
( )g(h) , X% avec g = f%f )




5_6

Bxercice 9. 1011: dans lg plan un schema de de WlJS 'Zf(r) log r. On -
rappelle que si g est une fonction hammque 3 1'int er_leur d'un cercle
sa valeur moyemne dans 1@ cercle (ou sur sa circonf érence) esp dgale 2
sa valeur su centre ¢ log r est une fonction harmonique sauf en v = O.
a/ On désigne par C(R), A (r) , F(R) .,. C(R)la valeur mmoyenne de 'log r
sur la dirconférence du cercle de rayon R, entre ce cercle eb sa‘ circon~—
{érance, dans ce cercle, entre ce cercle et son centre. Montrer
CR) = X (R) =log R ; F(R) =logR=1/4 ; C,(R) = logR -=1/2
(les deux premidres relations résultent du ’cheoreme sur les ﬁnctlons
hqmomnues. Pour calculer F(R), faire varier R F(R) et montrer

R F(R) = 4R K(R) . Pour C, (r), 1ntegrer 2wr A (x).)
b/ Calculer la variance d'estlmatlon d'un panneau circulaire & partir de
sa circonférence ( U’}; ‘s 2tR) -~ PIR)~ C.CR) = “:':"' )
c/ Variance.d'extension dans le cercle d'un petit élément central dont
1téquivalent lindaire est ¥  (log B/€ + 3/4). Si L est 1'équivalent
lindaire du cercle, cette variance d'estimation est encore log(L/f) -1/2
En déduire que la variance d'extension d'un echantillon équivalent a f
dans le carré (a, ajau centre duquel il est implanté est approximatix/emen’c

1og(§(§) -1/2.

”

Bxercice 10. Schéma sphéricue & une dimension Calculer les fonctions

auxiliaires du schéma sphérique :

R R - A Jous QA
¥(e) = a2, lous fétl)‘ lo
7{,((’) "t a ?a's . 3?

) .

F( :lfulﬁ_ " 430 4 lal

e\ " a Zba u ¢ S'ez

b/ Variance d'extension élémentaire d'un échantillon dans son segment b

d'influence.pour b £a et b>2a . Interpréter.
(1643 8 4 4.3 0 ‘Gz)

— — -

|
u o 160 u.3 ‘1 G' 'y 97’
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10-2

10-2

Fie. {. — Zitterbewegung dans I'estimation de la surface du cercle de diamétre unilé a 'aide

Figure 1.
Zitterbewegung dans lestimation
de la surface d’un cercle
L/
ld
e
S
{
v
02 a% 0.6 Y 10 1.2 1

d’un réseau A maille Carrée. En abscisse la maille a. En ordonndée, la variance d’estimation
correspondanie o*a). La courbe en irait plein représente la valeur exacte, calculée a
parlic de la {ormule exacte {IV,1,12). La courbe en pointilié représente la formule
a%a) = 0,2 276 a® 4- 0,004 77 a* obtenue en négligeant le Zitterbewegung et en retenant

les deux premiers termes du déveéloppement limité donné par le principe de correspon- -

dance.

e e e e e 0 e e e e e e 2o
T : 0 : e

e
. .

Eal g




L e Ly endut L ¥ ;i t + > coTe

THIT

PSSPy
PRPSS Paneiy

[y P

[t Tased

[

O

dals
e

[RY DIt P

Sedd
REERSe!

e i
i

B9 periy

Z3 L]

Tov
gag]

AV e f

(23
IR
R

b ey famis

HE

RS pe P

=

Py

[ SR Rkl

oo

PREY RS

el

e
g faend]3INLLT
SRLEE ROy Rt

et e ee]ia ]~

b lt

pgich

[2RTS EE7TY POTEE PSS My

RS S AROE PPus

I2SE PRI
I
11

v
S ue |y

1

Sy
133 et T ner i




A 6—0(‘4

N—

)‘e‘ ') —s-

,2

i J_:, ; r .J- P T e ITIT
T 1 g i 1113 IE13 13114 33 A 4 O s
R 1 1 #.“. A A -t
il Hihere EHSEERERRE S 11
i i :ﬁ; s;L BRI
w HHT T T fyyana
= il S EE CL
W HE TERHHT H R BRI
8 - i R HHHTH H
o3 L BRR} e 1
8 - t THIN i THTEHT R
= Festiakunioynniifititiiapinnnindus
I. 4 1441
= 3] s i
o C A s i E TG SEE g
m P oo FEadEaEINERERE
: @ HHn Tt
& S i
5 5 & - -
- 0 o ,
i
5 8 k2 8
2 B g 4 . s
Hx m PI W W "R lxxv,ir 1 ) ﬁﬁ
“ SRR A .
A i
S ]
2 G i
i Il iataganannnn ;
T 1
o] ,WI w0y ~
?

2499

o

N* 144




- o T——— T e TTTTTTTen mTmT oo T
- .\ - . ., - L R T . . . . .
. ~Y oL R - X e et . e
'
.- . -
N 3
{ . LR S S 8 o T o = @ N w < g . m .
) - . - o] ,m .
& —— . ; g
< i — 3]
£ o 1 H .
Hit HA -3 1
414 4 p B 08 oy -1 REgR 414 41 HHS mA
Tt AppERERE T HHTEITH 2 o1 3
BRI ni i il s 1 ¢
1 3 2| 11 —
T T = HH R T R B jiasisnparnsy 2]
T T T o
——0 - Kol W £
MHHE as ! } = + = B
insetline : 1 L ] + .0
H Uﬁ + IEESNERENER IW
phd:ice i2 [S3EERE HE Hi r} ~HE 0
1 FESEERELERRR H EE3 FET gRiRal g
H Hi H M
aEEatERs r 4 1113 e oy mao tEpy Snbog S n sl m s I L )
1 133 1= A H TR TR 2 HHT ¥ K o
3 B T b ok g e ek b H H 2
Eakgaes i 5 1 1
g : H A S c
T . i - FHEHI & 3
L W B! X RSN L BRDRSINRNN y HiHdL G 351 0 5 A0 ) B i p I“
e i i TS R RuRE N LT TR TEHEFET "
tHM e = : o 0 ZJ 1rr L I TI[1Trt S A PR BB T <
}+ n:thﬁ» . A=t - L H 4 Ml 1.1- n.l 11 § -4.. {- ‘H T O 9y ) BEgA 1 RARNNeEN R 2
21 H] A0 1 i g
i3 ¥ IRIDIS N RN RRAS NN NN RE RN R W U9 g B S R I 9 -1 -
NI RANENEEEN TR SRR ESRN SRR i H | REERUNER H -+ 8
O THeitedy { -1 1 M, i il §H08 1111 NEERpS 11 5 1 g
P P FHIY T i et H o g TTrrr T o .
Hysefadts ﬂ.. . 4 + ¢+ &1 - ¢ .
\D PR 31 I m ) i I A 8
it i i =i U R e R e SN FE AT e T -
504 pRDeY MBS i t 10 L B4 i APROR TET L1 ARGl - g
H. . M.ww T.uw |.I.W}la. BOVS NS e S1SURRERRERY B RN A HHH RS HitkAt e E T E L e :m
DRSS PR DES M i H +- me Fid :llu'..“..t. 131211 L EEET 1 s 1 LE Rt b D 553 180 5 0 0 1 e ARPRE NHB WA - £
iooubbond SE0ud & b PR Ft \ : 1 T Eom AT [+
e DR SR XN RN daee Feir 1t i TEr e Ren T HT| 11 fitE g% Y 10 0 10 5 015 0 0 10 2 0 B S
S ety CENCE T AM 15 1 e h T ek T LT T §
r ot et naniinan Rl ! : pasinianinudafun H T .
L H JEPEDAN R <4} L] RS AR AN i H T T e T Ay ” T S
LB e " ; A3 , 2
H : g
TR X TN EERRARENA L T HHTET T 2
4 ribby b i i SRR i 1 11111 THTI 11 » ;
T T BeR : 1 HE T 1 1H o o
~ He iqe i i 4 MK 4 Li-+14 | 11 o_| o
: F L T T ITEEr T o
s37gsese sapeanna N ge=m R AT 5535 T 2
GHERREE ! T L A it B a8 o— &
o |25 ORE S paIN - a1 IR ERIS Fr - . i3 1 :W
R ! . i Hrk T ‘ , o] 3
T S R T T SEEERES | Gl EREL L I AHB R T F32SRRNE i w48 $5 AR EY o
sl e LLTEEE L NG e pEL iz ittt iedcinas g
‘I ' u« + - fou = o 4 = 3 = 4 - = - R - - - 4~
™ b H T Frreirri 3 1TIEiET HiEH HEH T LT s
i LY LS (11 00108 A NLE- ~4-4 -1 4L - - rd AT Jutteerty 5
=i ch: =Eh e L N R e e ] } 221 NI
— : ; 1 ; . - - - T . 1T
N.\v 108 hob! v HA * 4L I Hﬂul H : ..%LW 10 11 Tl T % HIHF 8
deotegsettesip 4 -4 t + . T 11T . 1L NI ILrrrerT 1711 1 @
] sdant CIIRE FRRES SRE N E = S 5t def fege g - 11 4 / m., 11 | 1 31 I Tl 5 AREN NN ) . m
SaARI ARREE RERNS R o o 8 EnaRiLE s e _ Shunibel T i 1] 1 —— 8
- O—mnrEET e ST e R T TR R EL EIEIEERRRRR 2
st et M. i Beam i - SR T RE3S RIS REREEZHEREL . 14 { - -4 - 4= |
kit H et ) 6 o0 i i ¢ DR 4 4 ¢ - 1 S R3E N SdLaN e by |
< SO 50 5 0 0 8 28 08 2 0 ot P POV S B R o —1




‘C-n}‘\l\/ )(’l“’é

AG

T EEE TR R TR T s T TR e T T e PR P A A c—] ,
T TR DT R RS B P E I LRI R i AR T - i SRSRRSAEE IR :
T J;L “—.vq..A 23 ““L:v.»MH‘.u... H rA “ PN ““ ”“ H_N‘MM ix’ W“ REGRBSBE a8 3 .#-..iu 4. X
1808 ¥ S PO REBRE S B EENG: IV S 4 41 sbediid4 s 4 - -+ I 118113 111
LT e A RN SRR B SRR i IR B 2 | ARAERES Tu kS : AR ERE '
T R 1 S N - I S ETE I A L_W T i
111 1 . . K W1 .. i *W ] ! w 11TE 4 4 4 444 L | 3-
il e o | NG e R e b N
H M § M 1 il + o~N—
Y t : > g ; BURNSRREDBNBY BN RRRR Tt ne .
s sals wi.%.. : ‘® Aww : w& PR r,mw/ A o S R R A R )
‘ T ma . T TS T L T T
eselee W w m . Bl | O EETTY HT kRt o o m:. L, REaae s R iieitiaseipintopngns
o 4 ISR NN ST — THT T .1«? " 11714 Hi .
g 13 : P i 1- b 4 BRSAE 3 N NS I
ittt I d HHE e E S R R T e e
¥ ; H|og A YENRDETENRD NS BB 1111 S I VU R PN oy IS RS9I SRS R PR T
H 1 08 m "M {7 444 Frdd e L 11 N ﬁ [(EEE A 1IR3 K2 R Perrtted hx 11+t 11 11
4104 H s .Iw_ .Mlu_ m mua : Me € A1t Y.W q.. ._1 N .."_l 4 .;Aﬁ N ._MW 1 -4 yM¢ - 1 e . .
e .%m ] IR DA R DI I +- LFREA 121 DOERS RO SRR D H ERRRE
el BBl 8 R S e L
- H mx:a o~ Wv s w - -4 4+ 1238 R kX 4 ) .:.. ~44 4+ 444 -t
EHRTET ot B " .Mw : 7 ERE R T IEEEE SRR TFEETTT HAETETEET T
w,.‘ M =l o O mp HFHTEECEL] B mﬂ er IRES =gty 11T XN %2 IR )
O 8 T 3 I . PERELE 2§ CIgnon v B ST E T R T 2 TR L PEAN
i = Al 2 . W SR PRI ERES B n SSTAERERR R s i (eI SEEEREERRESSRESE IS0 I
. ! m 1 (] m QO a WT i 1R 3 gl 28 1 J M wdu,. J.l»l.mﬂ k Sice: Ed IR E: Mwulx )
H ¥ k1 : 4+ ¢ f-t- b1 -1 - 1 -J-1— 4 4 y FSBE BRSE R fosk b i mom. v 1 RS 13
T a3 53 RERESALRR SR e nHibpar . REES boyms & = e i JEREE S5 d e b I e it (Y )
L S 8 v 1§ ] 3 EEA G TR RRRN i i N S LI PR R IRE S S M ERSRARE RS NG :
it feas I P M 4 b i REERESRa SNy i jm N FR T T RS Q .
LY ORI P PUDEDE N NSy 1141 B 1+ il s i iya t .
—0 s BRI EER RS 4 A senEan s arat 11151 Eria R T A &= .
[1 L h“ m w0 i M..Qu £ wr - L - + .. “ g HH.M&L 2 . .
H = m w a ! . 1
b o 4 i R
. T oy ng RRe % - .
m = o W_o CH 22 w RS wwfz R et iteal BARE] i SHERRETY Q)
v e} e 4 ] AHE RS S B SR Rg A RS JRN 4o TR
m < 0 ' . HT B et e E R R SES TR It TEEE. H
P o] R H_ ; 313 e e T T - =H o -
IR SRk B st svnt b9 .. -
9 i it N
% fx1 m EH g EaN H ERehEnd i py 1[!.::*“%‘ w 1]
2| & = g ;] et it SRR : o
M m B ,w § 4 R T T o )
=] : slis S e sk I :
<1 3] o B w _ T .
Ty N T ) .
=lal s A R i1 IS R R .
. : 1A NEM RN It s s TR .
. g . T T H w R I IR N i .LT// o .
4 3 e T T ) -1 1 S0 POV TR g N ) T “‘1 .
T HT R A THEE wh o ~h EfisEugdunnad fun R titsluss FEHEAFF R I INT R ©
gt isslifissesss Bk gsdEs
3 TOEE . TR b ¥ LT -
n 1 T r T saifaka L adnl S
. - Siiilie e R R e RS
i 2?& UL - A HE HH T
18 Ol 2 T ann
> HEHH Hi HHHTH ‘
i i T C . T T : ST O O T T .
444 {44 IR 11 L 4 4144 1 L. 4 L4 2 ; - . 44+t N
I O T -ﬁ‘ i T rsinay mil AUNEN N
T ¥ <t
: . Jf "3 ‘@ N0 0 . o o~ 1° 2
- o o N © s ~ B <} SN . <+ @D ~ wy,_ . . ) L —
.. R A - S p
[ 1 1] . - L o g e 9 g9 ; ; %
-~ . :
»



\ - . - -
A6 A=& 6 Joy”
ANES — o
MG G I = , > {
. X
i
1T T 1 11 l I 1 7 17 111 ' j
3 ! i
4 3 7. 8 9 |7 2 3 4 5 4 8 9 | j
. : - [ : i
Pl P HHEE A st s TPTIEERT O !
g PR RS TS S RN R R RRRE R Tootiniiiyasiciiatiss 9 - L
IO RTR By T TSRS E TS IBETEEEEEEIEY it e e erderyrbaiaia 1
PSSR E=rs Hsyrarore At RN ER IR FLiiiisrpruproaiasy - :
TITLITUI R RSENG I TN PRGN PR Sy SN S I R CETTTLLIOV N T T !
P IR (P S5 ¥R ROSS HENS FIPEE S e R R I Poapgedy oy a ;
I PUS RS PRRS: PR s IREEE RIS IR I O :
R R NS FE s Ertazsasts ILRCHE P RS EREES I RS it ;
; I ik nag PR e NREE IS BN PR }
,i,iill.l]g;»x,i} MR N DGR SIS D DS 7 . ,
lﬂ “i‘“‘ 111_-.—.;.‘ + IS NI I R X PR
ldatierrt, 1 S e e R R R IR R R I R IR IR Y . ‘;f" ‘ .
™ H -~ 'I‘r 1 P R R IS T SRR ) ten a4
s HI N ' H PP RPN SN SN DS SR T I P 4 b . .
1 T
[+ l PSRN YD P RERRRETREEE 2R PR v . :
H R o S R R I -~ 4 rd ) :
. 1 PO SN PO IRER) R N '
{ 1 P S IR AN PN B
TS , .
Alrgiimtindeat ESos pewer . L
PR Syt S0 du FDJRN She o] i
BEGPY PEte Rrara pu - cd
R et A R s sestasyice :
PP 4 i
PRSP OPes PSS : i
. ISR SO Sgi ssrutioes : 1
g sedediigidee 3
for g wasd e ] froed 8 4o o b 1
] P et et erfdoidtasditel
+ titere H 4+
. 4ttty rdeptecatsis i
sd 4o 1 -4y +t° OHQ-'-H—yA_H«Ifo- H
L N +424 ‘._.‘N”;, b pprreageeay ottt 1 3 Lo
+ rtebror + it ISERRH o~ .
>0 0000 BHIENDE DNUDE RS RN EEED IS SN M1 DN i ]I) et A
S S e B e S NN IR R S S NI R R RS eid bbbl d
sestaagd e o v s b dda i dd »1”443»1 dhdfiesldaaey +4 g1 id .
steftred ¢ v o oL boay '}4{- 'Hk-ux"'t 4*,.:..; ’ﬁ_’-‘,l‘“ '
1Tt + Tt + At M o
R Y R R ERER EEERE B Patheet auﬁ._ﬂ._r.fﬁ._ i
evtfeded P4 e s daraatiidayg S ERERE AR F2R° fﬁn{ . s
B P B R I s R R ARk RE S L e v s tar i
P e A N B O ...{44_.... H “! ;_l 3
PSS PUEE DR tEs e 4.:¢ 3 r..‘.L,a_ 2 .
P MR RO S 4 .
STITNID WM e w O s yHET
T ppe (DY BEY PERS RS ERROEH 1 A
T -t 3 T -4
P s e PR R R e (RN EE Y] it $ ++
gty o= zod Soses (o g RS DS SROH fotss baok WP BUNLE H Pou ST
. T * 1 .
=4 M L1 SEDINERIE IDURIUEIE IUNDU -4 s I DAY S SO SO PGS UR At N9 | ;
F T iws 204 ~r 1 + + T
by i} She ok -t e o 2y 4 o et b Lt
. B EI N NICEEPOUES! i
Lo cesada - N bt aeqdq=rit FRES e : joes
B & aas naers IRIRACE IERREE SR LR sl o e o) taddased ‘_:1. .1‘.1,}__4_::.. “Hf—f:r:
+ th+ g fomeagries Tt SRR D Virfitpdpretepeipeed
T T T +r Tt T T ot R
t + e bty - Sias Hady i-zr‘ faebpbirtrgd -
TGS UUPTI EpaR S sa-d H boa .,..‘,{.f afirdeer ot fped] .
a— rer st s ia i dracaliians - od ol s A peeddadag g 1] ,
I ! .
: T b it E}‘C IBSRE FFTESRERIIII:S ot —f B
T ety = et < S T re s T r Tt e ey . !
RYPYR P PPy DOVDERY I S pbepry PR R PES i PN S P IR SN BEEE S TOPEY . ey rea demecdeb eitee bt St ;
ot S B S ey sousy Senbusink S S e SOE Py Vi NPT SPEDERIDEY IRl S DU I T 5 SUE By e Srus N shel sngas Sy
pou Sbabiidboy SRS lir Py Sy Pagiriieds Qe 5 9 spOrivst S pud R EE I S " g i R IECEPRRbus: fowe .
- jo0 Spapapapel e PEPEP e PrieSodh il 1.k s el 4 A G O R T T e T I IR R
T T
PRPSS RRSHUNIN SIMPEND 0 i PAp pn-apary ¥ REPAPGRID AP EMPIIGHE I B 5 BOUE § §5 H DS Q! bt d MY
I babdirtiod 1 — 1 NTI oy PIRPrE ok ULy P DEW RS P08 31 -q--ﬂt-f v bt dediy oees .
4 pendidbt S e 2 oo ahipel 3 B DAL SITRRI YD UV D ol B frgdvstoe P puunEnpnnapiLs Y sITEy 7 2
s cdwasafanas} o beaet foommadopms " [P IDE R NS PEDE DRSS RPUDERPHN NNRIND RS 3 B » : SS90 QST R B B B Y it R 3
gt o v dwt ot § b oy bd o = AT -9 T D R R R B e e SR AR TR b f et et prie it
O D S S O e R T L e N R T e el AR e n R n R adude .14 B S ] +1he
e R s Rt netas BOREGS U SRIDG (DENIED DOSE BHNUE SIS A0 i et bt et iy 4+ ditt & s
' T T - + -+ .
PPN ESCH G IR0 PR FE R 44}t .
P N R RRE R T Yy T 4 RO I NSRSETFIL
B0 Eoots CEEA RERE Sovt Sriinid t Lrrir oo L .
PRGN SR SO NN S s . FLg s + -
IR EEREE] IS RS R PEERE) R I I I T T I I EREE a day prdestaten £* )
R R R R R R R E R i L e et st I R R e R RS SR AR L slhys hves ”
PP et St St - R R R R RE T R SRS g Sosag SoS s os roa S o jhggecgyd S48
trsrsiidrsEmnahint iy sy arElianann FRESSEY .
be P s Bl £330 b o dndiels Boi o g Shnd § 524 Iy
IS PEDEA B Sy St Salesibeinll Sol Snp i QA& § s nug Sos et Astos Reibgi g N
PSR Speany PSR SN RPN DS SR 55 H Vi + + + bt -,
b Srawdhd Pritpdio g S e WpOpipabat i M S B 8. iy ¥ P 1 .
PR S PR B RS L AT e RS sa s res: " A Lo ,
o b v anm e b oas beaabeddddiib Horitel 1 - +
t [ IPY! I D I 5 T .
- N PRRNe gof oo RIS EIPRTE FETIY DRDES SIS0 S peaa PR B e R A s R e R IR o e R R 4 +
Frrede i EISvip i A e SOeu Ao RPN DRI ORI DU U PR g S5 004 WU RGRLS puy S NeRsE s !
PO [REDOV Iy - e PO $eta g bae g fadgpdebpiitpit]ee 4 f= N H o
[ S - P e s At S B Pecna s it R SRS DA 53 +
20808 " e = PUPIPENE MV PR U SN DT IS RS IUNSREIE NI 3~ .
BUORE RONRS! PRI SMBOEE PR PREGOR Jho e JUODE NP boe e RN T ; RS 1 H :
JOUSS SO I SIDEE DUOUN JUS DRI Euiee R POURADEI IR SOURE i A pE I 0 AR DI B Y T , R
1L PUSTRELE NPT SRR DOOUE SEION INFEIL N SIS DOV QYN pon IR DS . 3t : . H i
- JSUSE FORDUDURE INPIDG SIDIISY BROUE DSNS SRR S EPIN L] o = e e o e i b e £t - .
; :
Tt 0 T -t T + T T T I t
i UL SSRUNS FRNIY SRS 5. -ty - DI DT ¥ FO SR PR . ey I REN "
AR N SRR A R SN . P o e LT S t4 — e T t
: [RFQE) SANDS e . .. H A En 2 daat i aamedl s aeat w w00 Tt A LA
: PTIOE S T) PROPURHES BENDI SR P A T {1 s
nouss ey b e proges = " g e EE RS P nes gass .
l' oI DRSO + r-+ T iyt ey Mot by *- *
H popEnn I pove - PSP DT DG Ry RPN B i aut SRS FRESE DY [PIRANY 140 161
IS peors: Ti ks TR mne R ds FECs PIte Bt R f e d peans taaassarietstsi RESE E saRte rasts o )
P s I SR P R R s s B AR ah 5 b 4k t b pofat eedas + ,
* et ' et ot .
e . OE NEUOUERER ISP PN DDA EDEADON R S b ot ot i1 +4 I8 A E e o § .
b oy s - forer & 4 bar e R ok o pape b At 4 HH T‘-T? 1 -
USRI SPONIRUIVE S BN B R b ot bty N e e + . ,
t ; Tt T ot 4 + '
- 4 JS AT wan RV IR SN PR I N TL Y T RPN 1‘.J -+ ._‘...?.1.? -
10 3 POS SRR DI g . Lo o of s e 44 > - P QR BN
DRSS HE0N &: PN DO S t 1+ ot 4 4 - .
s T Tr * i -t T + r 1T et i
r > - - tt ot SN t ; LI T -
+ P ‘ ek k| + i t 44 . +
:.: - bt mlins SEX + + - e gt iy 4 'j‘f'f“f—'fw* + .
K L / . .
4 6 7 8.9 10 fO \fD TO TO <1;0 fo
.
1




Soit, numériquement :

1, N5 </5 ﬁ)
2% =02320% 00785—-— L
ook = 232P v
h » $ P’ £ 00208] logk
\ .;_F[oousar =+ 0.0306 7 + 0.0085 7-—0.0033 75| — 752,83
h{ 000107’.Loooogp oooosj’ﬁ]
Pt ! ‘
A=+

. L’abaque = représente la formule

Abaque X7 Va-
riance d’extension
d'une grande section
I X' p dans la zone
d'influence de relevée
hitl2p=h — Les
courbes sont graduées

enIc
30 F°

eiien

N ' 7
(ﬂ L3, 6 ) l. On’ porte en abscxsse 5 et en ordonnée 2 » de sorte que chaque grande section rectangulalre '

est représentée par un point du carré unité, Dans ce carré, on a tracé les courbes a -3£ = Cte; de
[+4

sorte que la valeur du = :—3——- s'obtient par une interpolation entre les deux courbes les plus voisines du

point représentant la section rectangulaxre
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Abaque IZI bis, ~— Agran-
dissement de l'abague IIT

h .
pour 7 petit,

Abaques %18

Abaque IEl. — Variance
d’extension d'une section
intermédiaire / ¢ p dans
sa zone d'influence de

relevée b =121 = p.

Les courbes sont graduées
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Abaque M. — Va-
riance d’extension
d'une petite sec-
tion ! X $ dans sa
zone d'influence de
relevée h = h =
! = p. Les courbes
sont graduées en

I o
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Abaque ¥V bis. —Agran-
dissement de l'abaque IV

our—l— tit
P 7 petit.
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agage médian h dans le rectangle Exh

‘extension du tr

Variance d
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Variances d'extension diverses.
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Variance d'un point dans le rectangle Exh.
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