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I ~ PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

Soit X une V.A. positive, F(x) sa fonction de répartition,
nulle pour =x négatif ; pour simplifier les notations, nous
supposerons qgue F admet une densité de probabilité f(x)

(nulle pour x<0)., Mais les résultats qui suivent ne sont pas
1iés & cette hypothese, (Ie lecteur qui comnait la +théorie

de la‘mesure remplacera partout f(x) dx par F(dx) pour obtenir
des énoncés genéraux ;3 1l faut cependant supposer gque la loi
F n'est pas.concentrée sur les multiples entiers na d'un méme
nombre a, encore que la théorie se. transpose sans peine & ce

cas "arithmétique".)
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Soient alors X,, X5, +vo X ;... unme suite-de'V.A. indépen—
dantes de méme loi F," et, sur la demi-droite (0, =), les
points : '

=%
Y2 = X1 + X2

* Ces points définissent une parfitioﬁ aléatoire de la demi-

droite en segments dont les longueur X sont indépendantes et
obéissent & la méme loi F.



Plus généralerent, au lieu de partir du point (fixe) 0, on peut
partir d'une origine aléatoire Yo’ indépendante des Xi, et dont la loi
i (dé densité fo) est différente de celle des Xi. On a alors :

Y1 = YO + X1'
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Ia suilte Y1, Yo ous de ces points de discontinuités définit un

processus_de renouvellement. On s'interroge sur la possibilité de

rejeter 1'origine de- ce processus a — «, de waniére a obtenir une
partition aléatoire stationnaire de la droite entiére, en segments

de longueurs indépendantes obéissant toujours & la méme 1loi F.

Précisons :

Sodit B, un événement, dont la définition met en jeu un nombre (fini
ou non) de points X5 de la demi-droite. Le translaté BX par x>0 de
B, est le méme évenement rapporté & l'origine x (défini de la méme

.maniére que B_, mais & partir des points x + xi)a P(BO) et P(BX) se

calculent & partir des lois F et F,, mais en général,

ne coincident pas. Pour gque l'on puisse rejeter‘l'origine

2 - o, et définir une partition aléatoire statiomnaire de la droite
entiere, il faut et il suffit que 1'om puisse trouver ume loi initiale
Fo = RO telle que :

() Vx>0, VB, 2(B) =B(B)

Cette loi, si elle existe, est unique. Son existence est liée &
la propriété suivante (ergodicité) : quelle que soit la lod initiale P

et pour tout événement B, P(BX) tend vers une limite P(B ) pour x — o
et cette limite est une probabilité vis a vis de B, :




(2) lim P(B.) = B(B)
Cette propriété d'ergodicité ne dépend donc que de la loi F.
En particulier, considérons 1'éveénement BO = ”YO < h". On a
P(BO) = Fo(h) par définition. B est 1tévenement : "il y a un point
de discontinuité au moins dans l'intervalle (x,x+h)" Nous poserons :

| P(BX) = R(h;x)

R(h°y) est la fonction de répartition de YN - X , YN désignant le
premler point de discontinuité posterleur a x. Ctest la granulometrle

r681duelle, en x, ou la loi du temps d'attente résiduel en ce point.

'S1 1l'on.connait R(hj;x), on peut transporter 1l'origine em x, et
‘le processus & droite de cette origine se définit & partir de la loi
initiale R(h;x) exactement comme le processus rapporté & O se définis-
sait a partir de F . Autrement dit, pour tout evenement B or OB calcule
P(B ) & partir de R(h x) de la méme maniére que P(B ) & partlr de F_.

A1n31, pour qu'il existe un processus stationnaire sur la droite en-

Ctidre 1l faut et il suffit que l'onfpuisse trouver une loi initiale
RO telle gque 1l'on ait pour tout x

(1) R (1) = R(h;x)

De méme, pour que le processus soit ergodique, il faut et il
suffit que, Quelle que soit la- loi initiale FO, la limite :

Co(2) lim R(h;x) = R(h;»)

X0

[

existe, soit une fonction de répartition, et ne dépende pas de la iol -
initiale Fo.



Si le processus est & la foisergodique (vérifie (2')) et station-
raire (vérifie (1') pour une 1ni Ro(h)) on & évidemment Ro(h) = R(h;o).
Inversement, nous verrons que, si le processus est ergodique, il est
également stationnaire pour la loi R, (h) = R(h;»). Ia condition néces—
saire et suffisante tres simple pour que le processus posspde ces deux
propriétés est que la loi F admette une espérance finie p —\[ x f(x) dx.

Le théoreme de renouvellement :

TLe premier point de discontinuité Y a pour loi Fj (densité‘fo).Le
second -point Y1 = YO + K1, some de deux variables independantes,
admet la densité fo* £ et la fonction de répartition Fo*f. De méme,

Y =Y + X, + ous + Xn admet la densité =

n 0 1
\ *(n) 3 -
io f = fo* £ x £ % ., % ;
n fois

et la fonction de répartition F *f (ﬂ>. Ta valeur en x de F *f *(n)
est donc ?(ih £ x). T'espérance m’themathue du noubre al~3101re N
aes points de discontinuités tombés entre O et x est done :

(3) | E(NX) = + Z:— F % f<1’l) . '

n=1

On voit que 1la Ionctlon g(x) = E(N,) vérifie 1'équation de
convolution :

( 4) g = FO + g-)é'f

Plus généralement, considérons une fonction V(x) bornée et nulle
pour x négatif, et 1'équation de convolution :

(41) g = V + g¥%f




Appliquons la transformation de Iaplace gey, V=¥, f-0 (4') se
transforme en :

Y=Y+ v ®

dtol :

oy
L

On démontre que cette fonction Y est effectivement la transformée
de TIaplace d'une solution g de (4'), et que g est l'unique solution de
(4') nulle pour x < O et bornée sur tout intervalle fini.

vérifie certaines conditions asses
larges de regularlte (l‘lntegralef>o V(x) dx doit &tre absolument
convergente, et, de plus, V doit veérifier une condition exprimant que

Pourvu que la fonction V(x)

ses oscillations s'amortissent & 1'infini) on a le théoréme suivant :

Théoreme du renouvellement. Lorsque x tend vers «w, la solution g de
(4') vérifie

o0

g(x) = —:; l V(x) dx

o= y;  x f(x) dx désignant 1l'espérance associde & la loi P de densité
0

(i p =, g(x) - 0),

Exemple. Prenonsla fonetion :
| E[N 1 - B[ ﬁ-h] pour x y h
gll (X) =
B[N ] . pour x.< h

représentant l'espérance du nombre des points .de discontinuités tombant
dans 1l'intervalle (x-h,x) (étant entendu qu'il n'y en a pas & gauche

de 0 : pour h > x, il s'agit en réalité du nombre des points tombés dans
(0,x)). Cette fonction vérifie ' ’



g, (x) = F (x) - F (x-h) + g * £

»

' ‘
et la fonction V(x) = FO(X) ~ FO(X—h) vérifie bien les conditions

de régularité voulues., Le théoréme donne donc :

g (x) = 3 f [F,(x) - B (x-h)]dx = -:If [1-F(x) =1 + F_(x-n)] dx

O O

On remargue. que FO(Xﬁh) = 0 pour x < h, et

w[1~F (x~h)]ax = h i [1-F (x-h)] ax = ® + i [1-F (x)] ax
J[ a jé‘ ol Jé‘ 0. |

0

D'ou :

' . | h
(x) = E(NX) - E(Nk—h) -

€h
Le nombre moyen de points de discontinuité tombant dans un
intervalle de longueur h assgez éloigné de 1l'origine est h/p ( p=E(X),
longueur moyenne d'un segment de la partition). Autrement dit, le
nowbre spécifique est égal & 1l'inverse 1/u de cette longueur moyenne,

Existence d'me limite eryolicue. Considérons la granulométrie résiduel-

le. R{h;x) au point x comme une fonction Rh(x) de X.

a/ Placons nous d'abord dans le cas Y = 0 (origine en 0). L'événement
"il y a un point de discontinuité entre x et x+h" se réalise de deux

fagons incompatibles :

- ou bien le premier point de discontinuité Y,1 tombe dans (x,x+h),
ce qui a lieu avec la probabilité F(x+h) -- F(x) :

- ou bien Y1 tombe en y £ x, et la probabilits conditiomnelle de
1'évenement qui nous intéresse est alors Rh(x - y) (le processus
recommence a z€ro & partir de 1l'origine y). Par suite on a




X .
Ry (%) = P(x+h) ~ F(x) a—/ Ry (x~y) £(y) dy
. 0
ou encore 3
(5) Ry =V+ R 5 ©

avec V(x) = F(x+h) - P(x). D'aprds le théordme, il vient :

lim Rh(x) = % J[‘ [F(X+h) - P(x)] dx =
o

K00
' oa » _ h
ﬁ-/ [1-F(x+h) -~ (1-F(x))] dx :&f [1-F(x)] ax
o) . 0

Avtrement dif :

R(hj00)

Comme J/®[1—F(X)]dx

de la loi de probabilité de densité
b ).

1

h
& J[ [1-F(x)] ax
. ©

un, R(h;w) est la fonction de répartition

il

1 ~MF x) (pourvu seulement gue

b/ Supposons mainfenant que la loi initiale soit FO, et désignons par
Fﬁ(x) la granulométrie résiduelle pour cet état initial. On a cette
fois :
X
F, (2) = B, (oem) - () + f £,(y) Ry(x-y) dy
¢

‘ : : 3
Ry désignant toujours la granulométrie résiduelle du cas a/ (YO =0).



Or ¥, (x+h) - FO(X) tend vers O, et la fomction £, * Ry vérifie (5)
avec fo ¥ V au lieu de V. On vérifie gans peine que V et £, * V ont
péne intégrale. On a donc : “

h
R, (x) - -:If [1-F(x)] dx
(o]

Ainsi, le processus est ergodique si, et seulement si,
= B(X) < oo,

Bxistence du processus stationnaire. Prenons comme lol initiale la loi
limite gue nous avons obteinue ci-dessus ;

a.
(6) R, (h) = & f [1-F(x)] ax
. ’ O : . ’
et montrons qu Oﬂfl%hﬂorﬂm_tOub bl =

h3x). D'aprés b/, on a

R(x
lﬁ(h;A) = R (x+h) -~ R (x) + 1 [1 ~P(y) IRy (x~y) ay

Mais (1 — F) = R, est 1'intégrals de R, - Rh * £, et, d'aprés (5),
cette fonction est V(x) = FP{x+h) - F(x). Par suite, il vient :

_ X+h
R(hsx) = %L/ﬂ [1-F(y)] ay + »\/F [1-F(y) = 1 + F(y+h)] ay
X
ial
1
=3 [1-F(x)] dx = R, (1)
)

Avec cette loil initiale, le processus est donc bien stationnaire.

Remarque. On pouvait prévoir & l'avance la forme de cette loi initisle
RO. S'il y a un régime statiomnaire, en effet, un point x, arbitraire
appartient a un segment de longueur couprise entre y et y + dy avec la
probabilité aAc(y) = & y £(y) dy (grenulom#tries en longusurs). Il occupe




alors une position quelconque sur ce segment ;3 en particulier, il a la
. . Ve _'h ' - ) Py . Ve N

probabilité X§— (pour y > h, et 0 autrement) d'étre situé & une

distance supérieure & h de son extrémité droite. On doit donc avoir :

(0] o0
- - y £(y) y-h av = 1 “h) T
1-R, (h) J/‘ m > V=g (y-h) £(y) dy

h h

et en dérivent en h :
[o1e]
£(v) 1-B(h
' (n) = £(y) dv =
R' (k) J£\ S Ay m

Applicatioh. Soit Nﬁ le nombre des points de discontinuité tombds dans
(O,X). Cherchons la loil de cette variable, et, en particulier, la
valeur asymptotique pour x grand'de son espérance et de sa variance.

On remarque que N <n+ 1 équivaut & Yh > x, événeuent de proba-
bilité f%(n) * [1—FO] (ou 1 h'FO(X) pour n = 0). Par suite, les proba-—
bilités p (x) = P(N, = n) sont donndes par :

p(x) = BN <n+l) - BN < n) = R x (1) g (@)

it

po(x) =1 - F (x)

(o]

Introduisons la fonction génératrice G(s;x) ::Z:: p. (x) s et sa
o ’ - = O =
transformee de Iaplace en x :

Q

I'(s;)) fj/\ G(S;Xﬂ G—KX ax
o

I1 vient :
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1-3 1-D 8

Q
! T(ssh) =-x— + % %~ T3

Ies dérivées Gé(1;x) et G”2(1;x) donnent les espérances E(Ni) et
S ok .

E[NX(Ni—1)] qui sont des fonctions de x. les dérivées de I', soient

o)

Yy I
Ps(1’k) B B

. oY)
e

S ~o(1-3)

sont donc les trangiormees de Laplace de E(I ) et E[N’ Nk—1)]. Evaluons,
par exemple, E(IL{)° ' (13\) vérifie 1'equat10ﬂ : '

r (m) [1 -a(W)] =5 2,(0)

qui est la transforude d'une cégquation de renouvellement de type (41).
Au second membre, % @O(A) est la tranzformée de Laplace de FO(X) qui
. /
n'est pas sommable. Pour appliquer lz théoréme de renouvellement,
1 .

introduisons la fonction T.(1;A) -~ w%— , transfoimée de,E(Ni) - /.
- : AT ‘ ’
Blle vérifie

!

[F<,/\>—~-][1® )] =
Aou

i

AL

(5, (1) - =2

Te deuxitme membre prend en A = O la valeur finie : 1(u +H—) - m
, 2
(mo espérance de FO) pourvu seulement que F admette une varisnce o

finie. Ile théorsme de renouvellement donne alors

(N ) - = N (1 + 93 - EB
X " 2 MZ o

Remarque. 51 1'on prend pour FO la loi stationnaire RO dont la trans-

formée est l%% , on trouve :
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1

r———

A2

T (150) =

. x
soit E(Nk) m

et l'estimation asymptotique ci-dessus donne dans ce cas la valeur

exacte. Le nombre spécifique Vv

" vérifie donc 1 Vv = E(Ni)/x.

Un raisonnement semblable

1/u  du processus stationnaire

x
sur r'(1;x) montre que la partie

principale de B [N _(W~1)] et :

2
BN (N ~1)] = =5

dtolL

xz
—-2'=+

S

B[ (W, )2] =

M
2
2_X
(B ] ——;2" +

B

E?E(QE___Q)
5
b B
mo) .z
U M
.193.__&1]
5 D
= s H

~ et par différence on obtient la variance

2
% (1)

=X

2

o_
o

2

ou, sous forie de variance relative :

(7) D (N,)

[E(T,) 2 = E )

e

2
P

1

Cette formule permet de calculer la précision de 1'estimation

1/u.

du nombre spécifique v
soit la loi initiale Fo‘

On notera qu'elle s'applique quelle que



12

Remarque. Au lieu de compter le nombre Ni de points de discontinuité
dans un segment de longueur donnée x, on peut aussi estimer v en pre-
Lant le rapport m/Yn pour n grand (dans le premier casg, on rapporte
le nombre aléatoire N' & la longueur donnée x ; dans le second, on
rapporte le nombre donne n a la longueur aléatoire f . Pour n assesz’

as s '
grand, la variance relative de n/Y est & =5, ce qul signifie,
draprés (7), que les deux procédés d'estlmatlon sont asynptotiquement
équivalents.

Démontrons le dans le cas YO = 0 (le cas général s'en déduit sais
peine). Ta loi de Y admet la transformée [@(A) ], celle de.Yﬁ/h :

[@ (%)]n. Pour calculer les espérances de n/Y et de son carré, notons
la regle
| %
B[] = — f AT w0 an
A C(k=1) o

. —\%&
avec ¥Y(\) = B(€ ). Ici, on trouve :

B (7~ ) f[@ (£)1™ an

Mais

o - )
o A° 4 0(-}1)

pof -

- _
[@( )]n _ oo log @ (ﬂ) e M s,

Fn négligeant les termes d'ordre supérieur & | en 1/n, on aura
done '

) _
~A L ; 2

noq_ e 1l 2,27 _1 [
E[Yl’l:] = f 1+ 5y O AT] = m + oo %

0 v

Ri_s.

De la méme maniere, on trouve :
T 0

o D z 2
LR = ol QP - L. 25
n U )
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- Dtoly la variance : 2/ 1 62.
| . @) =1 & :
no L
' ) ; ;1 02
et la variance relative annonceée — =5
n l-Lh

Processus de poisson.

Le processus de Poisson correspond au cas particulier ou la loi

—a.K

F est une loi exponentielle de densité a € Ia loil initiale station-

naire RO est alors identique & la loi P : en effet, on a ici :

-:ax -ax 1
1—-F(X):e s H: a e. XdX:a—

l...

[

ax

et la densité de la loi R, est a e

=

Cette circonstance est 1liée & une propriété caractéristique de
la loi exponentielle, qui est de représenter un phénoméne exempt de

vieillissement. Interprétons, en effet, la loi F(x) comme la loi de

la durée de vie d'un certain phénoméne. Sachant que ce phénoméne a
déja duré le temps x, cherchons la loi de sa durée de vie résiduelle Y.
On a :

P(Y >y) = PX>x+y | X »x)

soit, d'apres la définition des probabilités conditionnelles

o P> xty et X > x)  PX > x+y)
P(¥i> y) = T P(X > X) - "i77?5“§%

Soit alors F_(y) la fonction de répartition de la durée de vie
‘résiduelle. On a : »

t-n e - EE '

T —ax
Pour 1 - F(x) =€ (Lol exponentielle), il vient :



14

~a{x+y) _ay

N _ € _ -1 -
1 - FX(:\/) - e}...aX “‘- € =1 F(y)

Ta durée de vie résiduelle obéit a la méume 1o3d T gue la durée de

vie totale. Inversement, on montre facilement que 1la. loi exponentielle

est la seule loi qui posséde cette propriété.

Adinsi, dans le processus de Poisson, on peut prendre comme origine
un point quelcongue ou un point de discontinuite sans modifier la loi
du processus. Plus précisément, x désignant un point quelconque, il y a
indépendance entre tout événement antérieur & x et tout évinement

postérieur & x. Parmi les processus de renouvellement, le processus

de. Poisson est le seul quil vérifie cette propriété markovienne (puisque

la loi exponentielle est la seule loi exempte de vieillissenent).

1

Toi des points de discontinuité. Y1, Y2’ o ¥ : ce gsont les
. N s + - 3 .k - > . N . .
iterees £, £,0, T (n) de la loi exponentielle, c'est & dire les 10is

gamma, s

ol n
*(n a Jh-1 0 —ax
f ( ) ( X ) = ( -1,]_‘“—1 ‘) ! S e

Te transformée de Iaplace de t est 5%T° Celle de f*ﬁn> est donc :

et a 1l
[2(V) 7 = (%)

Toi de N&; On peut partir de la transformée de Taplace F(S;k) de

la fonchion génératrice G(s,x) de NXL On a vu que l'on a :

1 - @

(e e 1-® S
[(s50) = —5— * & "% T3
Ieil, @ = &, = E%x , et on trouve i
RO I I
P(ssh) = =5~ 758 = a(i-s) + &
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Dtou :
~ax(1-8)
G(s5x) =
' ' oy ) -2
ctest 3 dire (loi de Poisson) : pn(x) = == e
. ~ax
(On. peut aussi faire un calcul direct : pO(X) =1 - F(x) =€ , puls :
: X
| ore® *(n+1
D, (%) =f @ ) - )] ay -
o
X - o
‘ 3 n+t -ay
[ - e 4 @n%er) o
0 0
aX)l’l —-aX
- n!
On notera que les nombres Ni et'Ni£h— Nh»ont la méme loi, et que

les nombres
N, - N des points tombés dans (a,b), et

N, -1N
a

" ' des points tombés dans (a',b')

sont indépendants dés que les intervalles (a,b) et (a',b') sont
disjoints. '
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IT — PROCESSUS CYCLIQUES A DEUX ETATS

t Nous allons maintenant considérer un processus dans lequel

chaque point x > O est susceptible d'appartenir a 1'un ou l'autre
des ctats eg, €y €5 aen (en nombre fini ou infini dénombrable)) :
si x est interprété comme un temps, les e, représentent les états
par lesquels passe un systeme physique dans son évolution aléatoire.
Si au contraire, on s'intéresse a un milieu & une dimension, les e,

. i
sont les constituants de ce milieu. On a donc sur la demi-droite une

succession de segments de longueurs alédatoires affectées, de maniere
¢galement aléatoire, aux différents états. Mais ni ces longueurs ni
ces états me sont indépendants les uns des autres.

Nous dirons gu'un £tat eovést récurrent si le proc sus repart a
zéro chaque fois que le systeme entre dans 1'état e, : si Y1, YZ""
désignent les époques successives ol le systéme entie dans e, ces
époyues constituent un processus de renouvellement, et, sur chacun des

trongons (Y Yi+1)’ 1tévolution du systems est indépendante de *tout

i’ .
événement antérieur & Xi ou postérieur a Yi+1, et cette évolution est
régie par la méme loi pour btous ces troncons. On suppose P(Y1 L) = 1),

En ce qul concerns le dZbut du processus, on peut admettre que
l'origine O = YO est elle-méme le début d'un état e,, e, dans ce cas,
la. loi d'évolution sur (O,Y1) est la méme que sur les autres trongons.
On peut aussi suvpposer que 1l'on a un 2tat initial et une loi d'évolu-
tion différente sur (09Y1), pourvu seulznent qgue P(Y& { c0) = 1,

Disignons par P (x) la probabilité pour que le point x appartienme
a 1'état ¢.. On a le résultat fondamental suivant

T
3.

(’l\)\
o
8
ot
0]

Théoréme des récurrents. Iles limites lim Pk(x) = Py existent,

L,
_’}L__,OO

—
verifient %ﬁ by = 1, et ne dépendent pas du choix de la loi d'évo-
lution choismie sur le troncgon (O,Y1) initial, pourvu seulement que

l'espérance p de la durde du cycle soit finie.
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a/ Supposons d'abord que O sbit le début dl'un état e,- Considérons
1'évenement "Y1 > x et x est dans 1'état e, ", Soit Rk(x) sa probabilité
On a :

ZE Rk<X> =P (Y1 >x) =1~ F(x)

(F est la fonction de répartition des longueurs des troncons succes-—
sifs, clest & dire la loi de la durée d'un cycle complet). L'événement

‘”x:eekf se réalise de deux menitres incompatibles :
- ou bien'x € e et ¥, > x, avec la probabilité Rk(x)

~ ou bien Y1 a pris une valeur v & x ¢ dans ce dernier éas,
la, probabilité conditiommelle de 1'événement quil nous intéresse est
Pk(y~x), puisque e est récurrent,.D‘oﬁ':
X
Blx) = Rl + [ Bely0) £ oy
o]
Te théoréme de renouvellement donne ensuite

(o]

EK(X) - %Q/\ Ry (x) dx = Dy
o - -

Enfin ERK(X) = 1 - P(¥) entraine Z‘.pk = 1.

b/ 8i l'on a une loi d'évolution différente sur le premier trongon,
posons ' '

FO(y) = B(Y, 4¥) 5 R(x) =B(Y, >y et x€p)

et ?k(x) = P(x € ek). On a cette fois :
%

T (x) = B (x) +/

0]

P (x=y) £, (y) ay B &
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Mais ﬁ{(x);é 1 —'Fo(x) tend vers 0, et le produit de comvolution

2Pk*f0 a méme limite & 1l'infini que Pis d'ol & nouveau 3

(9]
= 1
xX) = — R, (x) dx =
B(x) - () P
0
Ainsi, pourvu seulewent que la loi F du temps de retour de 1'état
récurrent admette une espérance p finie, le processus est ergodique, et,
en particulier, on peut trouver une loi initiale pour laguelle 1l est
staticonaire.,

Exemvples -

1/ Processus de renouvellement & deux €tats. On fait altérner sur la

droite des segments de e, et de ey dont les longueurs sont indépendantes
et obéissent aux lois F et F1. Chacun des deux états est récurrent. Ila
loi I de la durée du cycle admet la densité‘fo* f1 (gomme de deux

longueurs indépendantes de lois £ et f1). On a ici : RO(X) =1 - F
d'olu '

o

(x),

1 1 - P (5
Saln H TO(A)] dx
[e]

Soient m_ et s les esperances des lois F_ et F1° Cn a

cQ o
10, fj/\ (1 - Eb(x)] dx et p=m  +m,, dou :
0

m m1

S -
(8) by = my + I, » Py =

2/ Processus cyclique 3 deux états. Soit un processus a deux états

er €y tel que 1'état e, soit récurrent. Ia longueur d'un segment e,
est donc indépendarite des évenements antérieurs & l'origine de ce

segment., Par contre, la longueur-d'un segment e, n'est plus indépen-—

dante de la longueur du segment e qui le précéde. Nous désignerons
A
rar F(Xo;x1) la loi a deux variables des longueurs XO et X1 des deux

segments e et ei d'un cycle. Ia granulométrie (en nombre) des seguments
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e, est la loi marginale FO(X) = F(x,»), et celle des segments e, est
4F1<X) = F(eo,x)., Ia gr ‘ : XO) de la lon-
gueur d'un segment e, précédé d'un segument e, de longueur x, admet la

densité
f(x,,x)

f1(X|Xé> = fixo5

Lg durée L d'un cycle, somme des deux variables XO et X1 non
indépendantes, admet la loi F(1l) de densité
, . 1

£(1) ;J/\ f(x,1-x) dx
. . - o . . .
' S ~AX =px, '
Posons : @(A,u) i/fjf e f(XO,X1) dx  dx,
: . 00 . ' ‘

On a les transformées de Iaplace suivantes

(£, - 3,00 = 2(x,0)
(9) £, =@, (1) = 3(0,1)
' Cf - ¥(A) ®(A,M\)

it

it

Ctest & 1'étude de ce processus cyclique que nous consacrons ce
- chapitre. Le processus de renouvellement & deux états de 1l'exemple 1/
en est un cas particulier (cas ou F(XO,X1) = F1(X1),FO(XO))

Les limites ergodiqueS b, et.p1 sont encore

( ) mO : - m1
8 p = — P, = =———
o) m, + m, 1 m. + m1

. - S
(méme démonstration que dans 1'exemple 1/ & partir du théoreme sur les

états récurrents) On formera sans difficulté la loi 1n1t1a1e pour
laquelle le processtis est stationnaire.
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Ve

Nombre svécifique. Désignons par N le nombre de segments e, rencontrés

de 0 & x (plus précisément : le nombre des extrémités gaupnes de tels -
fegments contenues dans (0,x)). Comme ces extrémités gauches constituent
un processus de renouvellement de loi F, on peut appliquer les résultats

du chapitre précédent. En particulier :

1 I R B
( X E(N ) = uo my + m,
(10) <
2 2 2 2
D (Nﬁ) B 1 S_ ) 1 o, + OF + 2 o4
- 27 5 27 . 4 2
L (B ] B(n) w0 BOL) (g o+ omy),
(b et 02 moyenne et variance de la durée du cycle, og, 6?, S,
' 1

variances et covariance des durdes des deux constituants du cycle).

Is, Covariance :

Proposons nous de calculer les fonctions de covariance du processus

cyclique stationnaire ' a deux Stats

0, 4(h) = B(x €e,, x+h ce.)

Les relations :
011(h) =Py - OAO(h)
Cop(B) = py - Co1(h)
O1O(h) = CO1(h)

montrent qu'il suffit, par exemple, de calculer C1O(h)'
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a/ Calculons d'abord la probabilité conditionnelle Ho(h) d'avoir
X+h.Eeo sachant gue x est l'origine d'un segment e, - Cet évenement

se réalise de deux fagons : ou bien ce segment e, & une longueur » h,
ou bien le cycle inauguré en x s'achéve en x+y, y £ h, et la probabi-
1ité conditionmelle de 1'éveénement qui nous intéresse est alors V
Ho(h~y). Dtou :

Ho(h..) =1 - Fo(h) '+fi1 f(y) H (b~y) ay

o)

Appligquons la transformation de Implace

Ho - My e fO» @O, f -V
I1 vienf.:
T’o:1;@0+nog
c'est-a-dire |
(1) | n -1 17%

o~ A T~V
b/ Calculons maintenant C1O(h)’ ou plutot sa transformée de Iaplace X4

L'évenement "x € e, et x+h € eo" se décompose comme suit : x € e,

; m .
(probabilité p, = —-l~f— ) ; le segment e auquel appartient x
- 1 my T 1
: , 1""F1 (Y) , ,
s'arréte en x+y, vy & h (probabilité — dy : granulométrie résiduel-

. 1
le du cas stationnaire) ; enfin, ce point x+y étant l'origine d'un
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nouveau cycle indépendant du passé, on a alors x+h € e, avec la

tprovabilité conditiomnelle H (h-y), d'ol

7 1"F1 (;Y)

Co(m) = p, T Hy (b-y) dy

0

Prenons la transformée de ILaplace, en remargusnt de plus gue

ﬁ? Com, oy X1O(A> = my + 10, N no

Compte tenu de (11), on troﬁve done :
’ : (1-2,) (1-3,)

(1?) Xqp (M) = my o my 20y

Cette foruwule capitale permet de calculer la covariance & partir
des deux granulométries en nombre @O et @1 et de la loi ¥ du cycle
on n'oublicra pas qu'elle ne s'appligque qu'aux processus cycliques.
Remarque. Ia formule(12) montre gque la covariance C1O(h) vérifie
J'eguation de convolution : ’

1 - F

; { I — ) 1
(121) Cm(h) = p, —

* (1=F)) + £y

m1 10

On peut obtenir directement (12') par le¢ raisonniment plus subtil
suivant ¢ 1'svenement "0 € €, et h & eo” se realise comme suit

—~ ou bien le segment e, contenant O s'arréte eny < h, et le

seguent e, suivant contient h : probabilité

1-F, (v) , 1-F,
91/ -"-;171——“ [1—1*“0(11—:;)] dy = py i * (1-F)
0
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— ou bien un cycle complet (eo,e ) st intercale entre O et h.
Soient 1 la longueur de ce cycle (1 < h), et a et a+l ses
deux extrémités. Ia position a de son origine me joue aucun
rble : comme a+l est 1'origine d'un nouveau cycle indépendant
de ce qui précede, tout se passe'comme si 1'on avait. retranché
la longueur 1 au segment (0,h) en recollant les deux extrémités
a et a+l du cycle intermédiaire. Ia probabilité conditionmelle

de notre évinement est donc C1O(h~l) lorsque 1 est fixée, d'ou
h
h
1-F, (%)
Ciolh) = ptd/\ R - Jf -
10 » I m1 [1~Fo(h X)]dX +O f(l)OTO(h—l)dl

0
ctest-a~-dire (12'). On notera que ce raisonnement direct ne s'appliQ
querait pas 3 001(h), puisque e seul est récurrent. Mais 001(h) = 010(

et, de fait, la formule (12) est symétrigue en € 1€

Exemple 1/ Pseudo—périodicités. Considérons le processus de renouvelle-

ment & deux états, oh les longueurs successives des segments e, ey
sont indépendantes et obéissent & la méme loi gamma de densité =

T5(x) = £,(x) = a%x 3%

On a

4

— (2
2o = (a+h 3 ¥ =0, = (a+x)

et la formule (12) donne :

e (a+x> a (X+a)2 —

X prd
10 4%2 a )2 4%2 (A+a)2 + a
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. : 2 ~ _ 1 1Y g
Ia fonction 011(h) - (p1) =Dy Py - b1o(h) =7 w:C_m(h) Jdmet'
! done la transformée :°
1 a (A+a)2 - a® a + A

—— —

2 2 =7 2

o S (wa) 4 et 4 (e a

ax

Or, l'exponentielle-cosinus € ~° cos(bx) a pour transformée

a + A

(a+k)2 + b2

On a donc :

: CH(h) = Coo(h) =% + 71]; e ™%X cos ax

- Bien .qu'il s'asgisse d'un pur procesgus de renouvellement, avec
indépendance de 1l'avenir et du passé en tout point de changement
d'état, le phéuoméhe présente une périodicité apparente. L'origine de

~cette pseudo—-peériodicité vient du fait que les granulométries FO et
F, sont A<ja asses resserrées sutour de leurs modes : si la longusur
du cycle varie peu autour de son mode, on observe une périodicité dont
la période est de l'ordre de ce mode, et qui s'amortit d'autant plus
lentewent que la loi du cycle est plus concentrée autour de son mode,

Cet exemple doit mettre en garde contre une interprétation
genétique trop hétive des périodicités que 1'on observe expériumenta~
lement. Elles n'impliquent en aucune maniére que le phénomene résulte
de la déformation d'un réseau périodique parfait gui aurailt ovréexisté

a 1'état actuel.

Exemple 2/ Schéma de migration. Soit un milieu & une diwension présen—
tant une teneur initiale 5, constante

g:/}é';i;///' | ﬁ/’j/
F s
M; M+

en un certain élément migrant €4 On

met en place des germes aléatoires Mi'
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selon un processus de Poisson de parametre a, et chaque germe Mi

- rassemble sur sa droite la totalité de la aibstance migrante présente

entre Mi et Mi+1
segments pOL et pTIJde €, et ey (po t Dy = 1). Ia longueur L du cycle
obéit & la loi exponentielle 1 - F(1l):= e 2l

nombre sont encore exponentielles, avec des parametres modifiés

si L est la distance intergermes, on observe les

. Les granulométries en

a3 7 -2 1
Py — P1
{-5,(1) =€ ° ; 1-R()=¢
On a donc -:
) __a a a - a
¥= at+a ? @o T a + pox ? @? T a + p1x
Ta formule (12) donne ensuite :
_ & Py Py 8 + A
X10 = A (& + pox) (a + p1k)
Dtou :
2 : 2
by P1 Py : (PO p1) A
Mo T T T TR T Mo T Tavp M (i h)
2
(p, Pq)

_ _“o 17 [ 1 . 1 ]
, p1—po a + pOA Ta +'p1k

.On en déduit :

a

3
52 DB TR Ty
Ciq(m) - p" = DT, ..[p1 e Po -p e P1 ]
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Te Portée

. Dans un processus stationnaire & deux états, on appelle portée

le nombre :

[oe]

2 . b 27 An = —
a = ﬁ /[b11(h) - 91 ] dh — f[C(DO(ll p ] dh

o]

- Z_ A . . . . Bl
Ltintérét de cette notion est le suivant : sur 1'intervalle (O,{),
la longueur cumulée L, (1) occupée par les segments e, €st une variable

aldatoire d'esperance Py L. Le rapport L (teneur moyenne en e,

du segment l)a pour espérance P, et sa vgrlance, pour 1 grand, a pour

partie principale :

2
D1, (1) ]
(13) ——— =% p_D
12 1 Yo 1
Lréchantillon de longusur 1 est done équivalent & un nombre
1/a de préldvements ponctuels indépendants de variance b, Py-
Aingi, la portée domme une nmesure de la dimension des structures
du phénomeéne, et permet de plus de résoudre le probleme de l'esti-
mation de la teneur b, en e, a partir de ls longueur L (l) occupée

¥

sur un seguent de longusur 1.

Calculons 1z portée a dans le cas d'un cycle & deux états. Nous
14 et 2 2 . .
désignerons par M et My, Ogs Oy et O les espérances, les variances

et la covariance des longueurs des deux segments €1 €y d'un cycle :

2 2
A (mo + GO) e

rOf—-

@O(A) =1 - A m o+

2, )
/\L(m12 + 0{7 + e

Nj—

@1(k) =1 = A my o+

. . ,
v (A) =1 =\ (mo + mw) + % x“[(mo+m4)2+0§ +G$ + 2601]+ .o
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0
- | 2 1impPq Po
a = "1'3'1 _p"o' /[P1 Py — ch(h)]dh = v, P, ;\:,,O[ T XO'i(}\)]
0

Or (12) conduit au développement limité

0;’. 2
o
A 0 1
1 ~5 (m, + == +m, + =)
X’IO(?\) _mo m, 2 o " m, 1 m,
- 2 2 2
(m_ m,) : cc + 05 + 2 0
o 1 A 0 1 ol
?\[1~@(mo+m1+ m_ + I
0 i
2 2 2 2
o Ptiry _a (o, T Gt F Y ]
= o (e e —— -
A 2mo 1 my + I
Diou : .
2 2 2
a:&+ﬁ_'00+q1+2001_
o ™M M+ 1y

2 2
:m0m1[?_0_+.?_l_2601]
- M+ m2 m2 m, My
0 1
’ XO X1
Ltexpression entre crochets est la variance de T e XO
' 0 1

et X‘l désignant les longueurs des états e et e, d'un méme cycle.

On a donc :

- 2 Ko &y
(14) a = Py Py (mO + 1111) D ["I'ﬁz - I_ﬂT]
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formule valable pour tout processus cyclique. Dans le cas d'un proces-
sus de renouvellement & deux états, on a Ogq = 0, et 1la forumule se

réduit a

2 2
O oy
a =D, D (m.O + ) [-I-ﬂ-é- + ;F]
' 0 1
solit
02 o
0 1
a=5pnp, — + P oy
1 I, o m,

Remargque. On peut aussi estimer la teneur en eo(po) en prenant un
nomore donné n de cycles entiers, en mesurant les longueurs totales

Lo(n) et L1(n) qui reviennent & chacun des deux états dans ces n
Lo(n)

Lo(n)+L1(n)
estimateur a une variance relative asymptotiquement égale & celle

cycles, et en prenant le rapport . Un démontre que cet

de 1l'estimateur précédent (rapport Lo(l) /1, o la longueur totale 1
est choisie d'avance. '

D

Processus de Markov & deux

tats,

&

Considérons le cas particulier du processus de renouvellenmen't
& deux états dont les granulométries sont exponentielles :

-8, X ~a,
1 - Fo(z) =& , 1 - F1(x) =€

D'aprés la propriété caractéristique de la loi exponentielle,
les gramilométries résiduelles sont identiques aux granulométries
en nombre FO et F1° Cela signifie que, si 1l'on sait, par exemple,
gue le point x appartient & 1'état e, le processus se déroule a droitede
X ocome slx était ltorigine d'un segment €y I1 v a donc indépendance

conditionnelle entre tout évenement antérieur et toul evenement pos—

térieur &4 x des que 1'on connalt 1'eétat du point x. Nous diroms que

le processus est markovien chague fois que cette indépendance condi-
tionnelle sera réalisée.
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Ia covariance Gij(h) se calcule & partir de (12) avec :
a, . ey v a, oy
ay + A ’ - (ao + \) (a1 + A)

d = ———, D, =
0 a, + A

On trouve :

X1O<h) :'X B tay a ta,th

Dton :

| a_a —(a_+a,)x a_a
' _Zo ™ o 17 o 1 _
'C1O(h) a,tay Jf e dx *(55;5772 [1-¢
. A -

D'ailleurs :

1 1 8, + 2y
m == , M, ==, M+ M, =
o} a, 7 2y ? Yo 1. a, 24
_ Ly _ a1. _ - _ e
Py = m, -+ Ty - 8, + 2y » Py = my 4 m, - 8, + 8y
Doy
-(a_ + a,s)h
— 0 1
Ciolh) = p, oy L1 - €
et par suite :
-(a_ +a 4)h
Coo(h) = pO [pO + P1 e © 1
—(ao + a1) h

C,q(h)

Il

p1 [p»] + p.oe’

Probabilités de transition. D'apres la propriété markovienne, le

processus est défini par les probabilités de transition Pij(h) =

%— Cij(h) (probabilité conditionnelle d'avoir x+h € € six e_ei).
3
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Elles constituent la matrice de transition :

-ah e~ah
P, + Py © Py — Dy

P(h) =

(avec a = a,+ a). Cette matrice vérifie la relation de Markov :

P + h') = P(h) P(n')
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IIT CHAINES DE MARKOV (homogénes, 3 tewps discret)

Nous congidérons un systéme physigue suscepbtible de prendre 1l'un
cou 1l'autre des états €1y €5y o €T nombre fini ou infini deénowbrable.
Yous observons ce phénomene aux instants discrets t =4, 2, 3, ...

Wous supposons :

a/ (Homogzénéité dans le temps) Les probabilités de transition

sont stationnaires : autrement dit, la probabilité conditiornelle

d'avoir 1'état e. au temps m+1 sachant qu'on avait 1'état e, au temps
m ne dépend pas de 1'instant considéré m. Nous désignerons cette
probabilité de transition par Tij.

b/ (Propriété markovienne) Conditiommellement lorsque 1'on

comnait 1'état pris par le systéme & un instant m, i1l y a indépendance
entre tout événement antérieur et tout événement posiérieur & m : ou

encore, lorsque le présent est connu, l'avenir ne dépend plus du passé.

- Toregue ces deuvx propriétés sont vérifides, on dit que le processus

est une chaine de Markov homogéne (2 temps discret).

v

Probabilités de transition d'ordre n, Sachan®t qu'on a e; au tenps m, la
probabilité d'avoir &y 2u temps wt+2 est

(2) T -
Moy = % T Ty

Cela résulte du fait que 1'on doit passer par un état guelconque
¢y au temps intermédiaire mw+1, et gue la probabilité counditionnelle

d'avoir e; au temps m+2 esth alorsTﬁkj d'aprés la propriété de Markov.
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(n)

Plus généralement, si TTij est la probabilité de transition de

ei'au temps m & ej au temps mt+n, on a de la méme facon :

(m+n) . (m) __ (n)
() Trijman ) % Hikm ij n

(relation de Markov).

Sous forme matricielle, la relation de Markov exprime que la matri-

‘ce de transition d'ordre n est la pulssance n " de 1a matrice T :
. - (n) n
(IYI') B it = T

5

Classification des états :

Etats essentiels et chaines irréductibles. Nous dirons qu'il existe un
chemin de 1'état ey a L'état ej (ou que e peut &tre atteint & partir
de ej) si une transition de e 3 ej est possible avec une probabilité

(n) > 0.

non nulle, c'est & dire s'il existe un entier n >» 0 avec Tria

Un état e est non essentiel s'il existe un état ej accessible 3

partir de €; sans chemin de retour de e. & e;. Un état e; est essentiel

81 pour- tout ej accessible & partir.de ey 1l existe un chemin de retour

de e. a e.,
4 i

A partir d'un état essentiel, on ne peut atteindre que des états

essentiels. En effet, soit e; un état essentiel et ey un état accessible
a partir de‘ei. Montrons que ej est essentiel. Si €
est atteint a partir de ej, il existe un chemin Jjoignant
e; & ey (puisque l'on va de e; & e. puis de ey & e avec
des probabilités non nulles). Comme ey est essentiel,

il existe un chemin de retour de ey a €4 et par suite on peut aller de
&

ey 4 e 3 (en passant par ei) Poe est donc essentiel.

Entre états essentiels, la relation "il existe un chemin de e, &
ej" est reflexive (on peut sller de ey ) e;, bulsque 1l'on peut revenir.
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oo 1d

e, a a partir de tout étqt que l'on a atteint en partant de ei) ; elle
et symétrique (s'il y 8 un cherin de ey a ej, il y a un chemin de re-
tour de ej a e, d'apres la définition ded états essentiels) ; elle est
1 ar@ltlwe enfln (si un peut aller de ey a ej puis de ej a €y On peut

2oL aller de € a €, avec une probabilité non nulle)., Cette relation

est donc une éguivalernce. Ia classe d'un état essentiel e selon cette
éoguivalence est constituée de tous les états € (necessairement essen—
tiels) que 1l'on peut atteindre & partir de e;. 3i donc & un instant
jommé le systeme est dans un €tat essentiel e;» 1l y a une probabilité
weité pour qu'il me premmne plus par la culte que des états appartenant
4 la classe de e, -

Nous diroms qu'une chaine est irréductible si elle ne comporte que

des etats essentiels constituant une classe unique, autrement dit si
tout €tat peut &tre atteint & partir de tout autre état. Nous ne consi-
deverons plus, dans ce qui sult, que des chaines irréductibles.

PAriodicité d'ure chaine irréductible. Soit e, un €tat d'une chaine
irreductible, Ni ltensenble des entiers n tels que"ﬂép) > 0 (longueurs
des boucles d'origine ei) et soit d, le P.G¢.C.D, de ;. On dit que dy
est la perinde de 1'état ey (en @ffet toute boucle allant de ey a ei

Soune longueur wmultiple de d,). Soit de nméume ej un autre état, et dj SE)

piriode, qui est le P.G.C.D. de Njo .

JQ;SK/R:;> Montrons que 1l'on a d. = d., Comme la chaine es%
e :

o 2 irrédretible, il v a un chrnln e, - ej de longueur n, et
ng un chemin ej - ey de longueur m. u+uw, longueur de

la boucle e; ~ ej —- ;5 ou aussi bien e, -~ e, ~ ej,
aprartient & la fois & hi et a P]. oi n, est wn entier de N. il
existe une boucle ey el de longueur 0y, donec aussi un bh@mlﬂ

g, — e, —~(boucle e, = - e, ¢ 1L .
5 ;. —(bonecl Lol e de longueur n; + n + m. Done

. +n+m & Hj. Comme &j divise nt+m et 1, 0+, il divise nj. Divisant
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tout ny < Wy dj divise d;, et par suite dj & d;. On montre de la
méme facgon ds £ dj, d'ou 1'égalité d; = dj‘:

Dans une chaine irréductible, tous les états ont la méue période d.

On dit que d est la période de la chaine. Si d = 1, on dit que la chaine
est apériodique.

Remarque : Si l'on a un chemin ey ej de longueur n et un chemin

e. — e. de longueur m, n+n est un multiple de d : tout chemin joignant

J. L
' ‘ O e. & e. a donc une longueur congrue & -m modulo d
Sa=So~""g s, & 73 & grue & ;
- clest-a-dire une longueur de la forme kd - m (m fixe,
Sd s, ¥ entier). Il en résulte que la relation : "il existe

un chemin de ey é_ej dont la longueur est un multiple

i

o

valence. Cette équivalence admet des classes Sy1 Sqs eee Sy

?ch de d" (qui entraine que tout chemin joignant e; et €

a une longueur multiple de d) est une relation dtégui-

Partant d'un état de SO au temps O, on passe forcément par un <€tat de 81
‘au temps S, puls par un état de S, au-temps 2, ... par un état de Sd_1
au temps d-1 et enfin par un état,de Sd = SO au temps d. Aprés quoi,
le cycle recommence. Bn particulier, si 1l'on se restreint aux seuls
Ainstants kd multiples entiers de la @ériode d, on n'observera jamais
que des états de la classe SO de l'étaf‘initial, et, avec k comme
temps, tout se passera comme si l'on avalt affaire & une chaine apé-

riodique (dont les états seraient ceux de SO).

Etats transitqires; états persistants. Partant de ei au temps t=0, le
systéme retourne en e, au temps n avec la probabilité'ﬂ(?i . On dira
gque ce retour en eg est un premier retour si les états que prend le

" systime aux temps intermédiaires t = 1,2, ... n-1 sont tous différents

de e, On désignera par Ri(n) la probabilité pour que ce premier retour

ait lieu au tempsn, et par : ¢

R, = E: R, (n)



la  probabilité ~ pouxr gue le systeme repasse au moins une fois par
1'état €. Si Ri = 1, on dit que 1l'état ey est persistant (il y a une
gorobabilite unité pour cue le systéme repasse au moins une fois par €.y

donc aussi une probabilité unité pour gu'il repasse une infinité de

fois par ei), S1i de plus le temps de retour moyen s

co

}:: n Ri(n)

1=

i

By

est fini, 24 est un état persistant positif. Si eieSt persistant, mais

de temps de retour moyen g infini, on dit que e est un état nul.
Enfin, si Ri < 1 on dit gue 1'état e, est transitoire : il v a une

0w H

probabilité non nulle pour que le systime ne repasse plus Jamais par e

i9
donc aussi une probabilité unité pour que le systdme ne repasse par e.
1 i

qu'un nombre fini (aléatoire)de fois.

Remarque. Ur état noun essentiel est nécessairement transitoire. Ia
reciproque est fausse en général (pour les chaines infinies, il peut
IS}

y avoir dee états esgsentiels transitoires) mais vraie cependant dans le

cas des chaines finies (voir ci-dessus).
Voici deux theéorsmes Zuportants, gue nous dnoncons sans Jdémons-
tration :

Th. 1. Un état e; 22t transitoirve ou persistant eselon que la =érie

(1)
LT | .. | o ()
i 11 comverge ou diverge, Clezst un état nul 51 1'on a llm-ﬂ;i - 0,
n—00 )

Th. 2. Dans une chaine irréductible et apériodique, les limites :

oo 1 ]

szlstent, et ne dépendent pas de 1'état initial e, mais seulement de
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terminal ej. Si cet état e. est transitoire oq persistant et nul, on
8wy = 0, &i e est persistant po§itif, cette limite est égale &
lt'inverse du temps de rebtour moyen : mj = 1/“i? et les états sont tous
positifs, Les w.

J
naires, nécessairement unique, veérifiant les relations

ZIIS.::']
3 J

constituent alors un systéme de probabilités station-

(2)

Inveréement, g1 l'on trouve une solution mj du systéme (22, les états
: - ' n) _
du systenme “sont tous persistants positifs, et 1l'on a :'ﬂij - mj - “j

Le Th. 2 exprime les conditions d'ergodicité de la chaine irréduc—
tible. On peut le déduire d'une version discrete du théordme sur les

états récurrents. On notera surtout que la limite (1) est indépendante
de 1'état initial : l'influence de ces conditions initiales s'egtompe

avec le temps, et finit par s'effacer completement.

Dans les apprlications, c'est surtout la réciproque du Th. 2.qui est

intéressante : si 1'on peut trouver ume solutionh w, du systeme (2),

(ce qui est facile dans le cas fini : (2) est alors un systéme de n )
n
1]

équations & n inconnues), ces wj coincident avec les limites des
que 1l'on peut ainsi déterminer sans itérer explicitement la matrice

21 de plus 1l'inverse de wj est le temps de retour moyen de 1'état ejc
Notons quelques conséqﬁences H

1/ Dans une chaine irréductible et apériodique, tous les états sont de

méme nature. En effet, si e; est un état transitoire, montrons que tout

- . . . . n
etat & est transitoire : solent m et m' des entiers avec ﬂlj]) > O

et ﬂg?') > 0. On a
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(n}+1n'-+1i)

LI | S PR

ij Jd Ji idi
, .
_ (n) < (11)
- =719 4 s Ay E H T o 1 Z“ T
et par oultg la série = 33 converge si T Q4 00

i nmaintenant ey est persistant tout OJ egt persistant (sinon ey seralit
transitoire d'apres ce %%1 preuwde) ol %e plus ey est nul, Hy = o
entraine by = oo (carllll - O entraine T .. - 0 d'apris la méme inégalite

Queckdesamﬁ, Enfin, si e; e gt persistant et positif, il en est de méne de

tout ej (si ej,était transitoire ou mul, il en seralt de méme de e )

2/ Dans une chaine irréductible finie, tous les états sont rersistants

et pogitifs. D'aprds 1/, en effet, tous les états sont de méue nature.

'ils ¢€taient tous trangitoifes, et puisque le nombre I des etats est
fini, il v avrait une probabilité non nulle pour gue, partant d'un &tat
donné, le systeme ne repasse plus jamais par aucun des états du systéne
au dela dhan temps fini, ce qui est absuxde., 5i €y était un état nul,

n o s
tous les etats orralcnt nuls, et on auralt b(‘>» 0 quelgue soit J :

wsis on a Goujours Z: Tng) =1, et cette rel?+1on pasze & la limite
n - oo, pulsgue N u;% 1:t‘ini, et 11 n'est pas possible que tous 1eUWT( )

iy
tendoent vers 0,
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IV _— PROCESSUS DE RENOUVELIEMENT A n ETATS

Nous appellerons processus de renouvellement & n états €45 €pseoCyy
le processus obtenu en faisant se succéder sur la droite des segments-

de longueurs aldatoires affectés & des états aléatoires (choisis parmi
les ei) et vérifiant les deux conditions suivantes :

1/ Ia succession des états le long de la droite est indépendante
des longueurs quil leur sont affectées, et constitue une chaine de Markov

& temps discret (homégéne et irréductible). Nous désignerons parTTij
la matrice de transition de cette chaine, et par W . le sysféme de
probabilités statiommaires (qui existe, d'apres le ch. I1I) vérifiant :

v

P = z: =4 T%k

2/ Ta longueur d'un segment affecté & un état = (i =1,2,..,n)
est indépendante des événements antérieurs & son origine ou postérieurs
5 son extrémité, et obéit & uhe loi ks (granulométrie en nombre de
1'état ei) qui ne dépend que de 1tétat e

On notera que chacun des états'ei.esf récurrent, au sens de la
définition du ch. II. Il ne s'agit cependant plus tout & fait d'un
processus de renouvellement au sens ordinaire, car, si les longueurs
des segments successifs restent indépendantes, 11 n'en est pas de méme
de leurs états, qui sont eﬁ'dépendanoe markovienne.

S1 1'on s'intéresse & un seul état e; , on peut grouper dans un

s . O, . . .

etat unique e% = Jé& {ei} tous les autres états. On obtient ainsi un

processus de renouvellement 3 deux états : e, =e; et ei, auquel on
. - ’ fe) '

peut appliquer tous les résultats du ch. II (concernant, notamment,
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1le nombre spécifique vl de 1'eétat €449 et le calcul de 1a covariance

Giyi, & partir de Fi et de la loi du cycle (ej, blo)

Pour n > 2, les covariances rectangles Cij(h) (1 # j) contiennent
devantage d'information que les seules covariances directes C (en
particulier, ces covariances rectangles ne sont plus neceosalrement
synétriques, et pernettent de déceler un retard d'un composante 1 sur
une autre composante j). Il est donc bon de pouvoir les calculer.

A partir de Cij(h): on peut aussi former la co-porteée

15(8) = by py] dh (i # 3)

15T T pyp;

gue 1l'ton metitra sans peine en rappnlt avec la covariance des longueurs
cumulées Li(l) et Lj(l) occupées par e; et ey dans un segment de

longueur 1.

Hotations. lNous désignerons par :

Fij la loi de la longueur séparsnt l'origine d'un zegment ey de
l'origine du premier sezment ej quil le euit, En particulier, Fii ezt 1a
loi d'un cycle complet, allant de l'origine d'un e a 1l'origine du

rremier ey gui le suit.

p'j.j &% Cjij ltespirance et la variance de la loi ng

s . ’ 7 s 2
Fi la granulométrie en nouwbre de 1'état e;, Wy SON esperance et o sa

variance.

Hlj(h), la probabilité conditionnelle d'avoir x+h € e, sachaut que
v e s o : A :
X est 1l'origine d'un état €,

p; la probabilité (stationnaire) de "x € e;"
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En ce qui concerne les transformées de Iaplace, nous utiliserons
les notations

Big = My 0 Oy 7 %

Nous allons examiner les relations liant ces différentes fonctions
des raisonnements probabilistes simples vont nous conduire a des
'équatiéns de convolution que nous.transposerons directement sous forme ¢
relations entre transformées de ILaplace.

a/ Bouation des Yij

Ta longueur séparant l'orlglne d'umn, ey de l'origine du eJ qui le
suit est la somme X, + Y de deux variables 1ndépendantes : X, de loi Fi3
est la longueur du Segment €4 3 Y est nulle avec la probablllteTT
(si un état ey succéde directement 3 e. ) ou obéit & la loi F (k % i),
conditionnellement si un e, succdde 3 e (probabllltel\ k)' D'oﬁ :

(a) Yig =@y [Ty v 5y Ty Byl

b/ Bquation des covariances conditionnelles 1.

ij

Pour i # j, et lorsque l'on sait que O est ltorigine d'un e;, ON a
h € ey si le segment dont O est 1l'origine se termine en un point y < h
avec la probabilité conditionnelle Zjé"rrlc_J i, (b-y) .
Si i = j, on doit tenir compte, en outre, de la probabilité 1 - F. (h)

pour que le segment e inauguré en O se prolonge Jjusqu'ad h. Pooant

6ij = 0 pour i1 £ j et éii = 1, on a donc
1 - &, C
R PENETS : '
(b) My =3 i3 ¥ P T iy My
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¢/ Relations entre les Yis et les ny g

Pour i £ j, et sachant que 0 est 1l'origine d'un ei,'h,éej implique
gue 1l'origine du premier état °y situé a droite de O tombe en un point
y < -h, aprés gquoi on a la probabilité conditionnelle Hjj(h-y) d'avoir

h € ey Dol :
(01) ﬂij = \llij n,]:] (i 7! 3)

Pour i = j, on note gque 1l'on peut avoir h € ej de deux manieres
différentes lorsque l'on sait que O est l'origine d'un e, : ou bilen le
segment e commencé en O atteint h (probabilité 1. - Fj(h‘) ; ou bien
le cycle (e., e.) commencé en O s'achéve en y ¢ h, et 1'on a alors la
arobabilité conditiomnnelle H..(h-y) d'avoir'hé,ej. Drou :

Jd
1 - @. :
gy =—x—% + ¥y 05y
et
( ) 1-3 .,
C2 N.. = ; _[._:..
3] NE EJJ)

d/ Bquations des covariances

*ij
Pour i # j, 1l'éveneuent "h € ej et 0 € ei” impligque que le segment

e, auquel appartient O se termine en un point y <« h (probabilité condi-

- 1 - Fi(y) s : .
tionnelle s dy : granulométrie résiduelle), aprés quoi, on a

€ i e g - 1 _ NI
h ey avec la probabilité conditionnelle a 'Wik ij(h v). Dol :

1_(:@1 Z e . .
(ay) Xij = Pi R m,  k ik k) (1 #3)




— __wl_ﬂ_
) (d'g) XJJ =7 [1 N mJ] + PJ N mJ @J [ﬂJJ iy
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ou encore, compte tenu de (b) :

@) %y =1w 5 i3 (1 #3)

Pour i = j, on doit tenlr compte en outre de la possibilité que le
segment eJ auquel appartlent O se prolonge jusqu'en-h, d'ou :

X [1_ﬂ]+p-l__—_c_§.12‘rﬂ :
A xmj A i k ik Uik

ou encore, toujours compte tenu de (b)

. 1 ~®. ' 1-@. 1=
p _ ___l]

Remarque. Les équations (a) déterminent les Yij et les équations (b)
les 1M, :. On peut donc montrer que les équations (c) résultent de (a)
et de (b). Le nombre n des états étant fini, le calcul explicite des Ylg
et deg hi. est toujours possible. Lesvxij se calculent ensuite & partir
des nij et de (d). On peut aussi exprimer directement les %1 en fonctlosz

des Yij' Par exemple, (d!'), (01) et (02) donnent :

" __.__....J___ . . . .
(@) Xij =72 W 8, i TV, - EAD

¢/ Calcul de la durée moyenne “jj d'un cycle (e., ejl
J

Pour calculer s (duree moyenne séparant l'origine d'un e de
1l'origine du premier e(_J qui le suit) on peut dériver (a) en A et
‘faire A = 0, ou, aussi bien, faire un raisonnement direct gui donne : -

(eq) by =@i+§j ik P - 4

Ces équations permettent le calcul effectif de tous les “ij' Si

1l'on se contente des seuls “jj (durée moyenne des cycles complets (ej,ejl
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on peut parvenir directement au résultat sans résoudre le systeme
précédent : multiplions le par mi(probabilités stationnaires) et
sommons en i. Il vient :

Em.p..:tw.m‘+25p. ‘ . ",
1 "1 o1l 143 k Yk

Par conséquent :

(ep) | @5 My3 T

|
&
=

£/ calcul des probabilités p

Comme e est un état récurrent, on a, d'apres le ch. II,
m.

: = el
) 71T Ty

solt encore, compfe tenu de'(ez)

(£1) D _'_J_Ti__

On notera 1'aspect trés intuitif de ce résultat : dans le passage
les probabilités "en nombre" wj aux probabilités "en longueurs" p., la

probabilité @y de 1'état e est pondérée par la longusur meyenne m. de
cet état.

g/ Calcul de la variance 6§4 d'un cycle (ejigjl
J

Bn dérivant (a) deux fois en A avant de faire A = O, on obtient :

2 2 2 2 2 2\
Byy tofy =mp o+ o]+ 2 4 g;}j'ﬂ&k by + g;%’ﬂik (pkj + ij)
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Compte tenu de (31), cette équation se simplifie un peu :

2 2 > 2 2 2
Bijg ¥ O3y =My + 05+ 2my (pyg =my) + k%;.“ik (byy + opy)
soit
2 2 2 2 2
(gy) bij * Og3 =03 <My + 2y Pyg + lg;jvilt (“kj *0%5)

Ce systéme permet de calculer effectivement, si on le désire, les
“ij + Gij.¢Si l'on multiplie Wy avant de sommer en i, compte tenu de

w._ﬁ. = W H
; Wi e on trouvg_

2
(gz) W . (ij

2 2 2
3 + ij) = Zglﬂi [ = mg -+ 2 m, “ij]

Ainsi, la variance ng

du cycle (%} %p se déduit simplement des
(mais son calcul nécessite la résolution effective du systéme (61)).

l-’vj_j
D'apres le ch, II, on déduit directement de G?j'la valeur de la portée
a... On notera que le calcul effectif de la coportée aij nécessite,

Jd A
par contre, la résolution effective du systéme (g1).
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Processus de Markov & n €tats

Considérons le cas particulier d'un processus de renouvellement

& n états dont toutes les granulométries en nombre sont exponentielles.

1 - Fi(x)::e )
La propriété caractéristique de la loi exponentielle (d'é&tre
exempte de vieillissement) entraine les conséquences suivantes
~ les granulométries résiduelles de densité ———
i

coincident avec les granulométries en nombre

—~ 11 est donc indifférent de prendre comme origine des temps

le début d'un état €;, Ou Un point quelcongue XE.ei.

- par suite encore, il y a indépendance conditionnelle entre tout
évenement antérieur & x et tout éveénement postérieur & x dés que 1l'on

connait 1'état auquel appartient le point x.

I1 s'agit donc d'un processus markovien, et celui-ci est entie-
rement déterminé par la donnée des probabilités de transition Pij(h)
(probabilité conditiomnelle d'avoir x+h € ej sachant que 'x € ei).'On a,
d'apres la propriété markovienne :

h1.
Ph :H..h':——- C..l’]_
13(0) = By (0) = 4= 000

Les trensformées de Laplace des Piy vérifient donc (b), et on a,

par suite, 1'équation de convolution :

-aih o ~a4¥ ‘
(B) Pij(h) =€ | Bia. +f a; € [lngrik ij(h-y)]dy
0 . .
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-

Exercice : Etablir directement l'equatlon,(B), compte tenu de la
proprlete markov1enne.

Mettons (B) sous la forme équivalente

h
-a.h ~a. (h~y)
L e
P (m) =€ T 5 +§.nikf a; € Ps(y) ay

0]

Sous cette forme, on voit que la dérivée P' (h) existe, et on

trouve
' '—ain E: h —ai(h—y)
Pyj(e), = -a; € oy -ay L Trikf.aie B3 (7)dy
(0]
way LTy ka(h)

Premiere équation de_Kolmogorov. L'équation ci-dessus s'éerit aussi :

(®y) Py (0) = - a; Py Zulk ey (@)
Pour h = 0, on a Pij(O) = ~ 835 4 Dol

On peut donc mettre (K1) sous la forme ':

PLjB) = L2 (0) Bys(n)

ou, sous forme matricielle :

(K%)' o Pr(h) = P'(0) P(h)
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Eguation de Markov . L'équation de Kolmogorov (Ki) peut se déduire
directement de la relation de Markov; en dérivant en h avant de faire

h = 0 (variation de 1l'instant initial) :
(m) P(h+h') =.P(h) P(n')
Sous forme explicite, (M) s'déerit :

P, j(n+nt) = %Pik(h) Ps(n')

Elle exprime simplement que le passage de e; en X = 0 a ej en
X+h+h' implique le passage par un état ey guelcongue au temps inter-
-médiaire x+h : la probabilité conditionnelle de x+h+h' € ej est alors

ij(h') d'apres la propriété markovienne.

Deuxieme équation de Kolmogorov. Si nous dérivons en h!' 1'équation de-

Markov (M) avant de faire h' = O (variation de 1'instant terminal) il
vient ’
(Ké) P'(h) = P(h) P'(0)

4

ou, explicitement :
K ' = ~ P, . .+ )P, ' .
(K,) Plg(h) Pla(h) 8y +% Py (B) akTrkJ

La dérivation (par rapport éil'instant terminal) qui conduit
de (M) a (K2) ou (Ké) est toujours légitime si le nombre n des états
est fini, et <K2) est toujours valable dans ce cas. (Il peut en &tre
autrement ='il y a une infinité dénombrable d'états ; par contre, la
premiere équation de Kolmogorov est valable dans tous les cas, n fini
ou infini),
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Remarque. 1/ Pour h ﬁ'w, on doit .avoir Pij(h) Py et Pij(h> -+ 0,

D‘aprés_(Ké), les prdbabilités Dy doivent vérifier :

aj pJ = %pkak mkj

m. ,
comme a4 = 1/ﬁj, et py = El_ , cette relation se réduit i :
S 3d

EHE s

| M kj

R _ _
I1 résulte de (eg) que cette relation est toujours identiquement
vérifiée.

2/ On peut sé demander s'il existe d'autres processus markoviens
stationnaires & n états (ou & une infinité dénombrable d'états)

que ceux gque nous venouns de décrire. Il n'en est rien. Désignons,

en effet, par Qi(h) la - probabilité conditionnelle pour que le segment
(x,x+h) soit contenu tout entier dans 1'état ey sachant que x € ei;
Dtapres la propriété markovienne, on a

Q; (1 + n') = Q(n) Q;(n")

. -a.h
D'ol résulte que Qi(h) est une exponentielle de la formef?_a i ,

et que, par suite, la granulométrie Fi vérifie 1 - P, (h) = € o,
Ainsi, la description ci-dessus décrit la totalité des processus de
Markov & n états.

3/ Remargquons our terminer u'un processus ne peut &tre markovien
H H

que si toutes les granulométries sont exponentielles. Cette conditibn'

nécessaire n'est d'allleurs pas suffisante (exemple : le schéms de¥

' migfation du ch.IT présente‘des granulométries exponentielles, mais
il n'est absolument pas markovien). Dans les applications expérimen-
- tales, c'est donc la premidre vérification & laquelle il convient de
procéder. On s'apercoit alors qu'il y a dans la nature beaucoup moins
de phénomenes markoviens qu'on ne le croit généralement.
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SCHEMAS BOOLEENS
ET SCHEMAS SEMI-MARKOVIENS

SOMMAIRE

Paragraphe 8. — Définition des schémas booléens : on implante des germes dans Uespace avee
une densité porssonienne O constante, on laisse un grain primaire se développer & partir de
chaque gerine, ct on prend la réunion de lous les grains primatres, Ecpression (8,4%) du moment
Q(B). Le nombre des grains primaires rencontrés par B obdit & une loi de Poisson., Si les
grains primaires sont converes, la granulométrie des traversées des pores est exponentielle.

Paragraphe 9. — Définition des schémas semi-markoviens: si 1, et By sont deuz.
ensembles séparés par un ensemble C, ndépendance eonditinnnelle des événements relatifs & B,
et E, lorsque C est dans les pores. Le schéma bonlden 6 grains eonvexes est semi-markovien.
Les gramwdométries des traversées des grains et des pores ne dépendent que de la covariance
C(h). Celle des pores es: exponentielle.

Paragraphe 10. — Cealcul du moment Q(B) en schéma semi-markovien isolrope dans Pespace
& 2 dimenstons, lorsque B est conceze. 1l ne dépend que de Uaire et du périmdtre de B ainsi
que du nombre et Ju périmétre spécifique du schéma (10,2). Duns le cas boolden les paraméires
figurant dans (16,2) sont la densité de germe el le diamétre apparent des grains primaires. Lot
du rayon vecteur joignant un point des pores au point des grains le plus proche.

Paragraphe 11. — Caleal de Q(B) en schéma semi-markovien isotrope dans lespace &
8 dimensions, lorsque B est eonvexe, {1 ne dépend que du volume, de la surface et de la courbure
moyenne de B, ainsi que de la surface, de la Iongueur ot du nombre spéci fiques du schéma (11,3)
Dans le cas bonléen, los paramétres figurant dans (11,3} sont la densité de germe, le diamétre
apparent moven et le contour apparent moyen du grain primaire. Lot du rayon veeleur joignant
un point des pores au point des grains le plus proche — Relations entre un schéma semi-marko-
vien isotrope de Uespace a 3 dimensions et les schémas qiil induit sur des plans ou des droites,
et probléme du passage inverse.

8. — Les schémas booléens.

L’idée qui préside & la construction des schémas booléens consiste &
meubler Pespace & l'aide de grains implantés au hasard, indépendamment
les uns des autres et possédant les mémes caractéristiques aléatoires (la
méme loi spatiale, & une translation prés), et & prendre la réunion ensem-

bliste de tous les grains ainsi obtenus. Explicitons cette démarche. ,

?
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Soit tout d’abord A’ un ensemble aleatoire non stationnaire, que nous
appellerons grain primaire, et désignons par les lettres grecques w et x
ses moments fonectionnels.

o(B) = P(Bc A')
1
1) x(B) = P(Bn A’ = g)

Pour abréger le langage, nous dirons que le grain aléatoire A’ est un
grain primaire germé & lorigine (sans que cela implique d’ailleurs que
Yorigine O appartienne nécessairement & A'). Si nous remplagons A’
par son translaté Af dans la trapslation & nous obtenons un grain
aléatoire germé au point €. Les moments fonctionnels de Af se déduisent
immédiatement de ceux de A’. En eflet, inclusion BcAf est équiva-
lente B_;c A’, B_; étant le {ranslaté de B dans la translation réciproque
— E. Ainsi, les moments w; el y; de A} sont:

. (B) = w(B_y)
(6,2) %2(B) = 7(B_y)

Implantons maintenant des germes dans tout Pespace selon un schéma
poissonien de densité 6 constante. Le nombre de germes présents dans
un domaine V est une variable aléatoire obéissant & la loi de Poisson
de paramotre 0MesV, el, si V,, V,, ete... sont des ensembles disjoints,
les nombres Ny, N, ... de germes tombés dans chacun d’eux sont des
variables mdependantes

Soient &; les posilions occupeos par les différents germes obtenus
selon ce schéma poissonien. A partir de chaque germe &; laissons se déve-
lopper un grain aléatoire A, selon la loi spatiale écrite ci-dessus, étant
bien entendu que ces dlfTeronts grains se développent indépendamment
les uns des autres (Af, et Af sont indépendants pour i=s% ). Deux
grains germés en des pomts dlﬁr,ren{s peuvent, naturellement, se rencontrer :
on admet ici que ces grains se rencontrent et, éventuellement, se traversent,
sans que soil modifiée la loi de croissance de chacun d’eux. Désignons
alors par A la réunion ensembliste de Lous les grains Af ainsi obtenus.

Nous dirons que Pensemble aléatoire A s’obtient par passage en booléen °

4 partir du grain primaire A’ et de la densité poissonienne de germes 6.
La loi spatiale de A est évidemment slationnaire, puisque la densité

de germe 6 est constante dans tout I'espace. Explicitons Pexpression du
moment fonctionnel Q(B) donnant la probabilité pour que 'ensemnble B
soit disjoint de l'ensemble aléatoire A, ¢’esl-d-dire disjoint de chacun

-des grains primaires Af. Pour chaque élément de volume 0f centré en

chacun des points & de l’espace on doit écrire que:

— ou hien aucun grain primaire n'a germé dans 3%, ce qui a lieu avec
la probabilité 1 —9 BE;

— ou bien un grain primaire Af -a germé dans cet élément de volume,
mais il ne rencontre -pas I'ensemble B. Ceci a lieu avec la probabilité
Ox(B-;) 8E.

v = e P I SR mtnme e s e e e S e e a1 e s men W e g VB Y=t
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La somme des probabilités de ces deux événements incompatibles
est équivalente & exp (— O[1— y(B_)] 3£). Comme les événements
relatifs aux différents petits éléments de volumes 3% disjoints dont la
réunion engendre l'espace entier sont indépendants les uns des autres,
on obtient Q(B) en faisant le produit ‘de toutes ces exponentielles pour
tous les éléments 38E, d’ou:

©3) QB) = exp[—0 [ [1 — (B9 % ]

Pour interpréter d’une maniére plus géométrique cette expression (8,3),
remarquons -que 1— x(B_;) est, d’aprés (8,1), la probabilité pour que
I'ensemble B_; rencontre le grain primaire A’. Si nous nous reportons
& (1,4) et & la proposition 1 dn premier chapitre, nous voyons que c’est
aussi la probabilité pour que’'le point — & appartienne & I'ensemble -
A'eB: :

1 — 3(B); = P(—EcA'@B)

Intégrons cette expression en £ dans tout'I’espace. L'intégrale de la
probabilité pour qu'un point & appartienne & un ensemble aléatoire est
égale & Pespérance mathématique de la mesure de cet ensemble :

[ 11— y(B_y)]df = E [Mes (A'@B);
Ainsi (8,3) se met sous la forme plus géométrique :

(8,4) Q(B) = o~ DEDes(L'@5)]

Il est commode d’introduire aussi fa fonction K(h)
(8,5) K(h) = f w(z, & 4 h) dv = E [Mes A’ n A}]

qui représente I'espérance de Ia mesure de P'intersection du grain primaire A’
et de son translaté Aj. De (8,3), ou de (8,4) on déduit 'expression de la
porosité ¢ du milien booléen A et du moment d’ordre 2, Q{z, 2 4 A),
représentant la probabilité pour que deux points distants de h soient
dans les pores:

g = c—IK®

(8:6) Q('T’ z + h) — qzea]{(h) — qe—ﬂ[ﬁ(o)—]{(h)l

Le deuxidme moment d’ordre 2, P(z, z = &) = C(h), ou covariance
de A, donnant la probabilité pour que deux points distants de % soient
dans les grains, se déduit de (8,6) et de la relation générale (4,4):

(8,7) Ch) = 1 — 2¢ + g2ebs®

Loi du nombre des grains primaives rencontrés par B. — Soit B un
ensemble borné quelconque. On peut s’intéresser au nombre des grains
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primaires Af qui rencontrent B. Ce nombre est une variable aléatoire
obéissant & une loi de Poisson. En effet, si 0 est la densité de germes du
schéma booléen, on peut considérer Pensemble aléatoire A comme la
réunion de n ensembles aléatoires indépendants, obtenus en effectuant
le passage en booléen avec,les mémes grains primaires A’ et la densité

0 . . -
de germes —. Le nombre de grains renconirés par A est ainsi la somme
n
de n variables indépendantes, représentant chacune le nombre des grains
. o 0 .
de chacun de ces schémas de densité o~ qui rencontrent B. Lorsque »n

est trés grand, chacun des schémas de densité —z— fournit :
" — soit 0 intersection, avec la probabﬂité 1—% E [Mes A’@ﬁ]
— s0it 1 intersection, avee la probabilité —g— E [Mes A’ @ B1

(en négligeant les termes d’ordre supérieur en %) Par suite le nombre

des intersections de B avec les grains primaires de A est une variable de

Poisson de paramétre OE [Mes A'@Bl. Llexpression (8,4) de Q(B) est

d’ailleurs égale & la prohabilité pour qu'il n’y ait aucune intersection.
En particulier, ¢ désignant la porosité, la probabilité pour qu’un

point donné appartienne & n grains primaires distincts est ;Lg—' <10g _;_)":

c'est 1a loi de Poisson de paramétre log% = §K(0).

Schéma booléen a grains primaires convexes. — Nous allons mainte-
nant supposer que le grain primaire aléatoire A’ est convexe, et que sa loi
spatiale vérifie, par conséquent, les propriétés énumérées au paragraphe 7.
Alors la granulométrie des traversées des pores, exprimée en nombre, obéit
& une loi exponentielle. Cest 14 une particularité assez caractéristique du
schéma & grains convexes, et nous montrerons dans le paragraphe suivant
qu’elle est liée & une propriété semi-markovienne. Le moment fonction-
nel Q(%), probabilité pour qu'un segment de longueur % et de direction «
soit dans les pores, s'obtient ici en substituant (7,16) dans la formule
générale (8,4), ce qui donne: '

Q(h) = KO~ KK

(« désigne la direction du segment de longueur %). Compte tenu de Pex-

pression (8,6) de la porosité ¢, on a aussi:
CORE Q) = getxec”

11 suffit ensuite d’appliquer (6,10) pour obtenir la granulométrie N,(h)
des traversées des pores (exprimées en nombre). On trouve:

1 — Ny(h) = eBhEL®

MATHERON 4

"
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Selon (7,15) K (O) qui est négatif, est égal au signe prés & 'espérance
mathématique E(S,) de la mesure du contour apparent du grain convexe
primaire A’. Alnsi, la granulométrie des traversées des pores est:

8,9 C 1 — Ny(h) = e~OhES,)

Elle obéit-a une loi exponentielle de paramétre 0E(S,). On remarquera
le caractére trés géométrique de ce résultat. Il est en particulier notable
que cette loi dépend uniquement de la densité de germe 0 et de 'espérance
E(S,) du contour apparent du grain primaire.

Des relations (7,10) et (7,11) on dédnira sans peine, par passage aux
exponentielles, la probabilité Q(B,) pour qu'un cercle de rayon r (dans
Pespace & 2 dimensions) ou une sphere de rayon r (dans U'espace & 3 dimen-
sions) soit contenu dans les pores. Nous reviendrons plus longuement
sur ces relations dans les paragraphes 10 et 11. De méme, dans le cas
isotrope, les relations (7,17) et (7,18) donnent, par exponentiation, la
valeur de Q(B) pour un ensemble convexe B quelconque. Clest en
établissant directement Pexpression de Q(B) que nous retrouverons
(7,17) et (7,18) dans les paragraphes (10) et (11).

- 9, — Les schémas semi-markoviens.

Lapparition de lois exponentielles pour les traversées des pores du
sehiéma booléen & grains convexes est lie & une propriété semi-markovienne
que nous allons maintenant définir, :

Etant donnés 3 ensembles de points E;, E, et C, nous dirons que G
sépare B, et T, si tout segment de droite [», y] joignant un point -z
de E; et un point y de E, rencontre C en un point au moins (situé
antre x et y). Nous dirons qu’un ensemble aléatoire A est semi-markovien
si, quels que soient les ensembles By, E, et G séparant E, et T, ilya
zmlcpendance conditionnelle entre tout événement intéressant E, et lout
événement intéressant By, lorsque Uon sait que G est contenu dans les pores A®,

Montrons que le schéma booléen & grains primaires convexes vérifie la
propricié semi-markoeienne. 11 suffit de le démontrer dans le cas ol les
ensermbles JB; et B, sont consiitués d'un nombre fini de points : la propo-
sition relative au cas général s’en déduit par passage & la limite (cumpte
tenu de la séparabilité de A, voir Annexe II).

Soient done E; et E, deux ensembles finis séparés par un ensemble C,
et Al un grain convexe primaire germé au point & L’événement
CGnAf =g est somme des trois événements incompatibles suivants:

— ou bien CuE;ul, ne rencontre pas Af;

— ou bien CnAf=¢g et E nAfs£¢d (et dans ce cas E, ne ren-
contre pas Af A cause de la convexité du grain primaire);

— ou bien CnAl=g el E,nAzstd (et dans ce cas E;, ne ren-
contre pas Al & cause de la convexité). On a done:

9,1) X(C)—/(CUE UE,) + P(E nAf 5 d, CnAf = 4)
+ P(E,n Al = d, CnAL =g)
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La notation y; est celle qui est définie en (8,2). Mais on a également :

x:(C) = 0 (B, uC) + P(E nAb # g, Cn Ay =g)
x:(C) = 2 (Egu C) + P(Eyn Af 54 g, Cn Ay = g)

Retranchons de (9,1) la somme membre & membre de ces deux derniéres
relations. 11 vient : '

(9,2) xe(CUE U Ey) + x2(C) = xy(Ey U C) + x:(E,u C)

Désignons par R; la valeur commune des deux membres de (9,2),
et effectuons opération exp [—— Gf (2—Ry) dg]. Compte tenu de (8,3)

on fait apparaitre & gauche le produit Q(Cu E; uE,)Q(C) et & droite le
produit Q(E; uC) Q(E,u C), laletire Q désignant les moments du schéma
obtenu aprés passage en booléen. On a done I'égalité : :

9,3) - QCUE, uE) _Q(CUE,)
’ QCuE) ~ QO

Soient maintenant X et Y deux événements intéressant respecli-
vement E; et L, Comme E, et 'B, sont constitués d’un nombre fini
de points, X est nécessairement soit de la forme: «les points =z, @, ...
de E, (en nombre fini) sont dans A et les points 21 ... 24, de E,
(en nombre fini) sont dans A°», soit somme logique d’un nombre Afini
d’événements de ce type, et Y se présente sous le méme aspect.

Par conséquent, la probabilité pour que Y se réalise et que C soit
dans les pores, qui est P(Y, CnA =g¢) se déduit de Q(CuE,) par des
opérations finies de différence et de somme qui ne-portent que sur les points

de E,. Ces mémes opérations, appliquées & Q(CuUE,UuE,), conduisent

a P(Y, CnA=E;nA =g). Par suite, on tire de (9,3):
P(Y, CnA=g) _P(Y, CnA=EnA=g)

- Q(C) Q(E, uC)
ce qui s’écrit aussi:
(9,4) P, CnA=EnA=gd) QEUC)
’ P(Y, CoA =g) QC)

Le raisonnement se réitére: une méme suite d’opérations portant
uniquement sur les points de E; fait passer:

. de QE,uC) & DX CnA=g)
etde P(Y,CnA=EnA=g) a PX Y, CoA=g)

Par conséquent, ces opérations, appliquées & (9,4) donnent:

'(95) P(X, Y, CnA =9) P(X, CnA=4)
! P(Y, CnA=g) Q(C)
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La relation (9,5) exprime que le schéma booléen A & grains primaires
convexes posstde la propriété semi-markovienne.

Nous allons déduire de la propriété semi-markovienne certaines consé-
quences pour les granulométries des traversées des pores et des grains.

Granulomdtries des traversées des pores. — Montrons qu’elle est expo-
nenticlle. Soit Q(h) la probabilité pour que le segment de longueur %
et de direction « soit contenu dans les pores, ¢’est-d-dire dans le complé-
mentaive de A, A étant un ensemble aléatoire semi-markovien. Plagons-
nous sur une droite de direction «. Prenons, sur cette droite, deux segments
juintifs de longueurs k; et %, séparés par un point . Lorsque 2z est
dans les pores, ce qui a lieu avee la probabilité ¢, les événements: «h,
est dans les pores » et « k, est dans les pores » sont indépendants, d’aprés
la propriété semi-markovienne. La relation (9,5) se réduit ici &:

- 9‘___(_}51 + kz) — Q_(_}_l.l_).
Q(hy) q

c'est-a-dire &

Qm+m=%mmqw B

11 en résulte, comme on sait, que le moment Q(2) est de la forme
(9,6 Q(h) = ge#h

Par suite, la granulométrie en nombre est donnée par Pexponentielle e~ph
(il suflit, pour le voir, de reprendre le raisonnement qui nous a fait passer
de (8,5%) & (8,0) au paragraphe précédent). Lorsque le schéma est booléen
a grains convexes, on a vu plus haut la signification du paramétre p:
¢’est le produit 0E(S,) de la densité de germe par Pespérance de la mesure

du contour apparent du grain primaire. Dans le cas d’un schéma semi- .
markovien quelconque, on a simplement :
!
)
g

, On remarque que — Q’(0) 8% est la probabilité pour que le segment,
‘ trés petit, 3k contienne un point frontitre de A. Si P(h) désigne la
probubilité. pour que le segment % soit contenu dans A, — P'(0) Sk
représente ¢galement la probabilité pour 8% contienne un point frontidre.
On a done:

: P'(0) = Q!(0)

Soit enfin C(%) la eovariance, ou probahilité pour que les points z
et z+h soient dans A. La probabilité pour que z soit dans A et
z 4 8h dans A, qui est C(0) — C(3%), est équivalente & — C'(0) k.
On a donc aussi

P'(0) = Q'(0) = C'(0)
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Cu par sulLe

9,7) u=—%0@

Ainsi, le paramétre p dépend uniquement de la dérivée en k=0
de la covariance C(h). D’apres le paragraphe 5, il est donc lié étroitement
4 la surface spéecifique o du milieu poreux A,

Granulométries des traversdes des grains, — La granulométrie des
traversées des grains n'est pas exponentielle, en général, mais nous allons
montrer qu’elle ne dépend, comme celle des pores, que de la covariance C(h),
pourvu que le schéma soit semi-markovien. En effet, sur une droite de
direction paralléle & o, 1’événement: «xeA et z-4+leA» de proba-
bilité C(l), est somme logique des événements incompatibles:

— DPintervalle [#, -+ I} est contenu dans A,

— le point x -1 est dans A, Dintervalle [z, # 4 k] est contenu
dans A(0 < & < 1), etilyaun point frontiére entre z + & et z -+ h -+ 3h.

A cause du caractére semi-markovien, et puisque z -+ & -+ & est dans

“les pores, un événement de la deuxidme catégorie posséde la probabilité

. — Py s RSl =)
g

. On en déduit I'équation intégrale suivante, reliant le moment fonctionnel
P() et la covariance C(l):

©8) C@=mmifpm&:%tﬂ@

Pour simplifier cette équation,’ dérivons en I, en remarquant que
C(0) = p. 1l vient: :

(9,9) C) =Py + - f P/(R)C/(L— k) dh

Cette équation intégrale (que I'on peut résoudre & l'aide d’une trans-
formation de Lapldce) montre que P'(l), c’est-d-dire, & un facteur prés,
selon (6,10), la granulométrie en nombré des traversées des grains (dans
la direction «) ne dépend que de la dérivée C’ +(1) (prise dans cette direc-

- tion) de la covariance C(h).

La valeur moyenne m; de la traversée des grains (relativement 3 la
granulométrie en nombre) se déduit de (6,10) : faisant =0, on obtient:

my = —z

o S
P'(0) C'(0)
De son c6té, la traversée moyenne m, des pores (relativement & la

granulométrie en nombre ¢-#h) est i, ¢’est-4-dire, d’apres (9,7):
® .
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On voit que les traversées moyennes des grains et des pores sont, comme
il était prévisible, dans le méme rapport que p et gq.

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous allons établir quelques
propriétés des schémas semi-markoviens isotropes (a loi spatiale invariante
par rotation) dans les espaces & 2 et 4 3 dimensions. Le cas d’un schéma
semi-markovien & une seule dimension est particulidrement simple. C'est
un cas particulier de Ia théorie des processus de renouvellement. La.pro-
priété semi-markovienne et 'équation intégrale (9,9) montrent que ce schéma
a une dimension est entiérement défini par la donnée de la covariance C(kh)—
ou, sil'on préfére, par celle du moment P(h).

10. — Schéma semi-markovien isotrope (2 dimensions),

Soit A un ensemble aléatoire isotrope (& loi spatiale invariante par
rotation) défini dans Pespace & 2 dimensions et possédant la propriété
semi-markovienne. Nous notus proposons de caleuler le moment fonction-
nel Q(S) = P(SnA =g) lorsque S est un ensemble convexe quelconque,
et aussi la probabilité conditionnelle ¢(s) ds 82 pour que I'élément d’aire
ds 3k, construil sur Vélément ds du contour C de S, rencontre A
lorsque I'on sait que S est disjoint de A. :

Comme lare ds sépare S et I'aire ds 8k, la propriété semi-marko-
vienne nous indique que cette probabilité conditionnelle ¢(s)ds 3% ne
peut dépendre que’des caractéristiques de I'élément lare, c’est-d-dive de

ds
sa longueur ds et de son rayou de courbure R = o (e angle de la tangente
da.

orientée en s). Considérons d’abord les deux cas particuliers suivants :

10 R = oo, ds 3k est un élément d’aire construit sur I'élément rectiligne
ds d’une droite D. La probabilité conditionnelle pour que les grains A
présentent, relativement & Ia direction de D, un point limite tombant
dans ds 8k, lorsque dJs est dans les pores, est de la forme 6 ds 8k, 0 étant
une constante indépendante de la direction de D, puisque le séhéma est
isotrope et stationnaire. Dans le cas particulier ot A est un schéma
booléen & grains convexes, 0 coincide avec la densité de germe (on peut,
en effet, sans modifier le schéma final A obtenu par passage en hooléen,
imposer au grain convexe primaire A’ une translation aléatoire amenant
Pun de ses points limiles relatifs & la direction de D en coincidence avec
I'origine des coordonndes, qui est le germe de A’). Dans le cas général,
la constante © se relie au nombre spécifique v' introduit au paragraphe 5,
par la relation: -

20 Prenons maintenant un cercle de rayon &k trés petit. Lorsque le
centre est dans les pores, la probabilité conditionnelle pour ‘que ce petit
cercle rencontre A est de la forme P 3k, B étant une constante. Plus

|
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précisément, et en raison de l'isotropie, la probabilité pour que le point
des grains A le plus proche du centre tombe dans un petit secteur do

e

de ce petit cercle est 9 3h da. Ce paramétre B est lié au périmétre spéci-
X3
figue 2) défini au paragraphe 5 par la relation:
2n
p=-—
q

Plagons-nous maintenant dans le cas général. I’ensemble convexe S

est limite de polygones convexes, et I'élément d’arc ds peut étre remplacé

par deux éléments rectilignes de longucur totale ds faisant entre ecux
ds
i
est dans les pores, la probabilité pour que le point de A le plus proche
de ds (du cdété de Yextérieur) tombe dans I'un ou Pautre des deux petits
rectangles de longueur 8i construits sur les deux éléments rectilignes
. est 0ds 8h. La probabilité pour que le point le plus proche tombe dans
le petit secteur circulaire d'angle dec et derayon 8% construit surle sommet

Pangle da =—, R désignant le rayon de courbure en ds. Lorsque ds

anguleux de ds est 2-B~doc Sh. Ainsi, on a: '
Tc -

(10,1) o(s) ds Sh = 0 ds % + % dec 3
c’est-a-dire - '
—p B
Mﬂ~9+%R

Prenons pour 38k une fonclion quelconque 8k (s) de l'arc s, et
désignons par S’ D'aire déduite de S par la dilatation &k (s). La pro-
priété semi-markovienne entraine : :

Sy = Q) [1 — [ ols) 8% (s) ]

Pintégrale étant étendue au contour C de S. Ainsila variation de Q(S),

est:
3QS) = QSY — QS =—Q(S) [, o(s) 8% (s) ds
" Evaluons cette intégrale en tenant compte de (10,1). On a:

fccp(s) S (s) ds =0 89 +%ch Sh (s) da

38 est la variation S'-—S de I'aire de S. D’autre part, si 2¢ désigne
le périmétre de S, la variation 32 de ce périmetre est justement égale

a /(; 8k (s) dw. Par conséquent, on a:

—3Q = [ess + 2% 3(2@] QAS)

o reees it - e bt e
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Cecr s'Integre 1MIMEUIALLIIENY SUUS 1d 1Uline
¢

QS) = Ce 7w

D’ailleurs 'C = ¢, comme on le voit en prenant une famille d’homo-
thétiques de S de plus en plus petits, Finalement nous avons

: ' —ps—BL
(10,2) QB)=y¢ge =
Signiﬁcatioh des paramétres 8 ef B. — On notera le caractére trés

géormétrique de ce résultat. Lorsque S est un ensemble convexe quelconque,
le moment fonctionnel Q(S) ne dépend que de Uaire et du périmétre de S.
Les deux paramétres 0 et P sont liés, d’autre part, & la porosité ¢, an
nombre spécifique v' et au périmétre spécifigue 2 du milieu semi-marko-
vien & 2 dimensions. On a, en effet : _'

(10,3) - 0=> e p="=

Dans le cas d'un schéma booléen & grains convexes, cette interprétation
de 0 et de B peut encore se préciser comme suit. Tout d’abord, comme
on Pa déja vu, 0 est la densité des germes des grains primaires. Pour inter-
préter B, remarquons que si on prend pour S un segment de droite de

“longueur I, (S =10, et 2¢ = 2l), une comparaison de (10,2) avec (9,6)

donne —i— ::-——;-]1—(2’ (0), relation qui résulte aussi de (10,3) et de
2\ = —n(’(0). Mais, le schéma étant booléen a4 grains convexes, on a
également, selon (8,8):

—i— — — K/(0) = BE(D,)

B

Ainsi, le paraméire = est égal au produit de la densité de germes 0 par
3

Pespérance du diaméire apparent D, des grains convexes primaires.
Remarquons encore ceci: la relation géométrique (7,6) reliant le dia-
métre apparent moyen et le périmétre d’un ensemble convexe nous.donne

9
EDy) =E <f—’t—‘-‘-'>, 2¢,. désignant le périmétre du grain convexe pri-
K
maire. Compte tenu de (10,3), on trouve immédiatement :

Le périmétre spécifigue du schéma booléen est le produit du périmétre
moyen E(L,.) des grains primaires par le nombre spécifique v' du schéma.
L’expression 6E(Y,.) représenterait le périmetre spécifique si les grains
convexes primaires étaient disjoints les uns des autres. L'intervention de la
porosité g provient de ce qu’un point appartenant au périmétre d’un grain
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DLt tivpnmns wm e =

primaire donné a la probabilité ¢ de n’étre recouverl par aucun autbre
grain primaire, et donc d’appartenir au périmétre de la réunion A de tous
les grains primaires.

Compte tenu de ces résultats, nous pouvons remplacer (i0,2) parl’équa-
tion:

(10,4) Q(S) = ge~ts+IEma)

Démonstration de (7,17). — De cette relation (10,4) nous allons main-
tenant déduire la formule (7,17) énoncée sans démonstration au paragraphe 7.
En effet, tout d’abord, la porosité ¢, d’aprés (8,6) est:

g = ¢~UK®) — g~0E(MesAr]

Désignons par S,., et 2¢,, P'aire et le périmdtre (aléatoires) du grain
convexe primaire A’. Selon (7,6), le périmétre 2¢,. et le diamétre apparent
moyen E(Dg) vérifient

By =22
k3

Soit B ‘un cnsemble convexe d’aire Sy et de périmbtre ZQB Compte
tenu de ce qui précéde, (10,4) s’écrit :

Q(B>—~exp[—e(sn+2wn H2d 4 ms) |

Identifions cette expression & la formule générale (8,4). On peut d’ailleurs
remplacer B par B lui-méme, puisque le schéma est invariant par rotation.
11 viemt :

E [Mes (A'®B)] = 8, + 20020 1 w(s, )

-Ce n’est pas autre chose que la formule (7,17) qui se trouve ainsi dé-
montrée.

Lorsque B est le cercle B, de rayon r, on déduit directement de la’

relation (7,10), relation purement géométrique, exprimant une propriété
classique des courbes paralléles, et de la formule générale (8,4):

(10,5) o Q(B,) = e~HEG+IECLL0+7r7)

Cette relation s’applique & tous les schémas booléens & grains convexes,
isolropes ou non, puisqu’elle se déduit de (7,10) et de (8,4).

Loi du premier point de contect. — Soit = un point situé dans les
pores. Désignons par R la distance du point des grains le plus proche de z,
c¢’est-a-dire, si I'on veut, la distance du premier point de rencontre avec
les grains A d’une Tamille de.cercles de rayons croissants centrés en z.
Si A est booléen & grains convexes (isotrope ou anisotrope), la probabilité
conditionnelle F(r) pour que R soit inférieur & r lorsque z est dans

o e e e
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Ies pores, ou fonction de répartition de la variable aléatoire R .peut étre
appelée loi du premier point de contact. D’aprés (10,5), on a:

(10,6) 1 — F(r) = P(R > 1) = e~SmrarBag,n

Ainsi la loi du premier point de contact est I'exponentielle d’une ex-
pression du second degré en r. Elle ne dépend que de deux parametres
seulement : la densité de germe 0 et Pespérance E(2¢,.) du périmitre
du grain convexe primaire. On peut remplacer ce dernier périmetre par
Vespérance E(D,) du diamétre apparent moyen Dy du grain primaire,
puisque I'on a toujours:

E[2¢,] = =E(Dy)

Dans un schéma semi-markovien isotrope (non booléen) de périmétre
spécifique 23, de nombre spécifique V' et de porosilé g, cette loi du premier
point de contact, d’aprés (10,2) et (10,3), s’éerit :

: —l[v'm:ri»lr‘z)rj ;

(10,6 b15) l—Fry=¢ ¢ )

Cette expression de la lot du premier point de contact s’applique, en fait,
& un schéma semi-markovien quelconque (non isotrope). En effet, une
rotatiun aléat ;ire appliquée a.ce schéma ne modifie ni F(r), ni les para-
métres scalaires 2), v/ et ¢ et nous restitue un schéma isotrope auquel
(10,6 t5) est applicable.

A}
11, — Schéma semi-markovien isotrope (3 dimensions).

Soit maintenant A un schéma semi-markovien isotrope de I'espace
a 3 dimensions. Soit B un ensemble convexe, V son volume, S sa
surface, et @ Pintégrale de la courbure moyenne de B étendue & la surface
limite S. Nous rous proposons de caleuler la probabilité Q(B) pour que -B
soit contenu dans les pores, et aussi la probabilité conditionnelle o(z) dS 3k
pour que, B étant dans les pores, 'élément de volume dS 8k 'cons.bruib
en un point x dela surface S de B rencontre les grains. Comme 1’élément
d’aire dS sépare B et le petit volume dS 3k, et que le schéma vérifie
la propridté semi-markovienne, cette probabilité conditionnelle ne peut
dépendre que des propriétés de I'élément d’aire, c’est-d-dire de S lui-
méme et des deux rayons de courbure R, et R, au point considéré.
Considérons d'abord les 3 cas particuliers suivants:

10 dS est un élément d'aire plane appartenant & un plan P. La pro-
babilité conditionnelle pour que, dS étant dans les pores, les grains A
présentent, relativement & P, un point limite tombant dans dS 8k est
de la forme 0dS 8h, 0 élant une constante indépendante de la direction
de P, puisque le schéma est isotrope et stationnaire. Dans le cas parti-
culier ol le schéma est bouléen & grains convexes, on voit, comme au para-
graphe précédent, que 0 n’est autre que la densité de germes. Dans le cas
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\ Exercices sur les processus stochastigues

Exercice 1. Soit un processus de Poisson de paramétre a. On se place

conditionnellement dans 1l'hypothéese ol le nombre N de points de dis-~
continuités tombés dans (0,8) est n : ¥ = n.

a/ Montrer que le nombre. ken des points tombant dans (0,x)
x ¢ £ est alors une variable binomiale (n, p = x/L)

‘Ferire 1a probabilité a priori d'avoir k points dans (0,x) et
n-k dans (£ -x, £) :

ok ;ax n-k,p _n-k -al-x) n |

)l’l —a«&

et la prob. a priori d'avoir n points dans _(o,,é) : (%;‘B

Faire le rapport.

b/ Plus généralement montrer que tout se passe comme si ces
n points avaient été implantés au hasard dans (0,£) indépendamment
les unes des autres avec une densité de probabilité uniforme.

Ta probabilité a priori d'avoir n points exactement sur (0,4)
vérifiant o |

Y€ (yg +ayy) (045, &y, 4 vvn &y, &) est

E ~a(yo=yy) e 2Ty q) ady, € €-y,)

ady1 = ady2 cen.

= gt g8l dy,dy, dy 1
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n
la probabilité a priori de N=n est d'autre part (i§> —alﬂ D'ol la

densité conditionnelle & n variablés

nt . '
E—I—l-ay1 dyg...dyn (Oéy1éy2/:.. 4'yn$/€)

Si X1, X5 «vs X, sont n points implantés au hasard et indépen-
damment sur le segmént, classer ces variables par ordre croissant
Xi1< Xﬁg & oo 4=Xin et poser Yk = Xik . Montrer que ces variables
Yk ont la méme densité que les n points du processus (la nécessité
de ranger les points par ordre croissant résulte de ce que 1l'on n'a
aucun auvtre moyen d'individualiser les points d'un processus de

Poisson que de les prendre dans leur ordre dtarrivée),

Exercice 2. Droites poissoniennes dans le plan. On définit un systéme

aléatoire de droites dans le plan de la maniére suivante : les droites

?Mﬂwwijmﬁvaﬂj de direction € (o, o + da) induisent sur une droite

perpendiculaire & leur direction un processus de

Poisson de parametre infiniment petit Ada (A cons-

tante ne dépendant pas de a). On obtient ainsi une

partition aléatoire du plan en polygones convexes.
(Pourguoi convexes ?) Comme )\ ne dépend pas de o, Cce
schéma est isotrope.

a/ ce schéma induit sur une droite quelconque un processus de
Poisson de densité 2)n.

[Les droites de direction € («, o + da) induisent un petit Poisson de
de densité A sin o da, d'ol un Poisson résultant de paramdtre

T
f}\sinadoc=27\]
0
b/ Sachant que 1l'axe des x rencontre une droite du schéma entre

x et x+dx, quelle est la probabilité pour que cette droite ait une
direction € (a,a + da) (0 € a0 <)
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[On doit diviser la probabilité a priori dx A sin a do par la probabi-
1ité 2 A dx pour qu'une droite rencontre le segment (X,X+dx), d'ou la
densité conditionnelle sin o do (0 £ o &T). Noter que ces directions

2
ne sont pas uniformément réparties sur 1l'intervalle (0,T) ]

c/ (Théortme de Minkowski) Soit B un ensemble convexe,
C son contour, 2% son périmdtre, Doc son diametre apparent

Y dans la direction o. On a :ﬁ*Da da = 2
‘ (o)

[Si 6 est la direction de la tangente au point courant,
on a D = —%—fls.in'(e-oc)lds ~ Intégres d'abord en o]

Ld o .

d/ Te nombre N des dr01tes du schéma rencontrant cet ensemble
convexe B est une variable de Poisson de parametre 2 AL, On a

P (B) - (2>\'f’) e~2L p particulier, la probabilité pour que B fil?e
2\
=&

sorc rencontre par aucune des dr01tes du schéma est P (B)

'[le nombre des droites de direction 6 (a0, a + da) rencontrant B est

un petit Poisson de parametre 2N ID doc. Appliquer- o/]

e/ Soit B'c B un autre ensemble convexe, C' son contour,

2 &' son périmetre. ILorsque l'on sait -qu'une droite et une
seule renoonﬁre B, la probabilité conditionmmelle pour que
cette droite rencontre également B' est égale au rapport
des périmetres : P(l\Tl'3 =1 | ‘NB =1) = 2% /2L

[Associer & toute direction o un axe 0 o' comme sur la figure. Ia

probabilité conditionnelle pour gque la droite du schéma rencontrémt ..

B ait une direction € (d, o+ da) et rencontre (0, a) en un point

€ (x,x+dx) est _ - 5
~2AL dodx

Ao dx e ( ‘
= 04£x ¢D , O g ag).
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D
Cette droite a donc la prob. conditionnelle (§%3da) d'avoir

une direction € (¢, a+da), et son pied sur Og' est uniformément
réparti sur le seguent (O’Da)' Ia probabilité pour gue cette droite

' Vd - 0
rencontre aussi B! est alors %_g . La probabilibté conditionnelle

cherchée est donc :

£/ Traversée moyenme. Sachant qu'une droite du schéma rencontre

1'ensemble convexe B d'aire S, l'espérance conditionnelle de la
‘longueur de la corde interceptée est W S/2L

Si cette droite a une direction € (a, at+da), l'espérance condi-
tiommelle est §/D,. D'ol EB(L|N=1) =

s D, s
f@" 7z do =1 5o
o & -

g/ Nombre moyen § de sommets ou de polygones par unité de surface

Les polygones étant convexes, les nombres spécifiques de convexité et
de conmexité coincident. Ce nombre est 6 :TTKZ.

[Prendre une sphére de rayon R. Se placer conditionmellement dans
1'hypothese ou cette sphere rencontre deux droites du schéma (prob.

(9?\&:’) -c)\i)

a priori . Montrer qu'il y a alors une chance sur deux

pour que ces deu& droites se coupent & l'intérieur de la sphere : si

la corde interceptée par la premisre droite est de longueur L, la
seconde la coupe avec la prob. glh d'apres e/. Mais 1'espérance condi-
tionnelle de L est ~TTR d'apreés f/. On voit ensuite qu'une petite

sphere de rayon O6R contient un sormmet avec’la probabilité

1 (2m\8R)° .
7 SRR W2 32 5R% Aron 6 = TAP-]
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h/ De 0 =TA2 régylte gque la valeur moyemne en nombre de la

surface S d'un polygone est E(S) = r%é . Montrer que la valeur moyenng
en surface est It (8) = 11§ . Ainsi'gﬁn(S)/E(S) =1+ DZ(S)/[E(S)]2 =
. ) 2y .

On notera ausi la valeur trés élevée de lg variance relative

D) Ty,
[B(8)]°

[Ia probabilité pour que deux pointé du plan distants'de T soient

dans-le méme polygone est P(r) = e\ 15 valeur moyenne en surface

s'len dédu:th : M(S) :fc > rdr 6—2?\1' = .._—‘_T_é. ]
o} 2\

Exercice %. (processus de renouvellement & deux états obtenu a partir

dtun processus de renouvellement). Soit un processus de renouvellemend;
et F la loi de la distance entre points de discontinuités successifs.

(moyenne m, variance 02, transformée de Iaplace &). On tire au sort,
indépendamment les uns des autres, l'appartenance des segments

(Y Yi+1) & 1'un ou l'autre des deux états e, (prob. p) et e

j_9

(prob. ¢ = 1-p).

0]

, a/]wontrer~que 1'on obtient ainsi un processus de renouvellement
4 deux états. Les granulométries en mombre ont les transformées de
Laplace :

[Partir de f1 =qf+qgpf L+ .o +q pn—1 f*(n)+ . ]
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b/ Calculer la moyenne et la variance de ces D":ranuloml%a“L:I‘:Les.

.o I s
¢ en nombre (m =3 01“ q2 mT g0 Vérifier p = p, = noT
[Dériver deux fois le logarithme de ¢, = Tﬂ-—a ] ‘ '

¢/ Montrer que la covariance est : C1O(h) — JP[1 -F(x) Jax

0 £ ut la formule général ! (1@)(1_@)
n peut utiliser la formule générale x,, =
; 10 7 my +my (1 o) @1)
1-0
gui domne ici : ¥ = pq —=
10 "

On peut aussi faire: un raisonnement direct : Pour avoir
0 € e, et h € éé écrire que O appartient & ey avec la. prob. p, que
le segment du proceqsus de renouvellement dans lequel O est tombé
s'arréte avant h avec la prob. ufh ——Eﬁz)dx (granulométrie r681duelle),
et qu'on a Qnsulte h € e, avec a prob. q)

. 2 : )
d/ Calculer la portée (a = m +?E)
: ' 62 02 2 2
[la formule (14) donme a = pq (m + my ) (—= 5+ ~§J = m.(p+q 2 +4+p 2)]
m il
0 1

On peut aussi faire la calcul direct

cQ

- - & f[C1O(h) ~paldn = - —-de1 [f[w(:ﬁ.)] ax - m] =
0
:523,/ hfh ~P(x) Jax = /[1 Fx)]dxfdh ]X[.—F X)]dx_-(52+m2) ;
0] O
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—bx
Exercice 4. Reprendre 1l'exercice précédent dans le cas F(x) =1 - €
(processus de Poisson), et montref que 1'0n obtient ainsi le Markov
& deux états dont la matrice de transition est :
~bh ~bh
¢+p€ ,9-4€
P(h)
~bh ~bh
Vp-p€ , paa€
. 0. peut appliquer directement Ex. 4 : &, = 9@ _ =8b
g * 7 T1=p® T gb+A
. h 2 2
S - _gbax = bo [ emhx g o _gPhy._m+o 2
Diott : 1 F1(X)-—€ 01003) = Inv/qe dx = pq [1-€ jas ——— = ¢
. 5 _

™

On peut aussi faire un raisonnement direct : conditionnellement

six € e, 11y a indépendance entre les événements antérieurs et
postérieurs & X, & cause de la propriédté caractéristique des lois
exponentielles., Si n points de discontinuité séparent x et x+h

n_ - 4 ) .
(prob. (g%) e-bh?, la prob. conditionnelle pour que le segment

(x,x+h) soit contenu dans e, est p™ qton

‘ . v)? | ~bn -bgh et la ranulométrie
Pl(x,x+th)Ce, ] = p % P (}’ﬁ“)‘ e ™™ = pe .
1-F, =P gy n'y a pas de discontinuité entre x et x+h,

P(X+he£e1[xe561)': 1 3 s'il y a des discontinuités, cette probabilité
] N . l
est p. D'ou : _bh —bh

~bh ' - e
B + p(1- € ) = p+q
Pq(n) =€ ~

Byercice 5. Covariance cohditionnelles..Soit un cycle & deux ¢€tats,
: st pécurrent. Il y a une dissymetrie entre
dans lequel 1'état ey seul e

les deux états, qui n'apparait pas sur 1'expression de la‘covariancei
Pour la prendre eﬁ charge, on introduit la covariance condltionnelle
Ho(h),'donnant la probabilité conditionnelle de x+h €_eo sachant que

g A '
x est 1l'origine d'un segment e, et on définit de méme H1(h).

RERE: 1 o 5 (1-2,),
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La premiére formule est établie dans le cours, pour la seconde

établir 1'équation de convolution :

b/ Appliquer au schéma de migration @ = s=57

= 9, P4
no =%t a+qA

2
__i_a.[g..;_:e_q_]:2+1°q[ S
1 A a+pA “A A P—-q “a+gh a+pA

a
-2y
D'ol Ho(h) —qg+p€ % (comme dans un Markov & deux états, mais :
! : a
&y 2 2y
H,(h) = A e ¢ _4 € P
((B) =2+ o5 P

¢/ Déduire de a/ la relation 001(h) = EE%_EIL/EHO(X>+H1(X>—1] dx

(Remarque : on peut montrer que cette relation entre covariance et

covariances conditionnelles est valable pour tout processus & deux

états, cycliques ou non).

Pour démontrer la formule dans le cas général, introduire les

moments d'ordre 3 : J1(X,y,z) = P(x € ey, ¥ €ey, 7 € e1) et J

Etablir la relation J + J1 = ] - 3p1 + C 1(x -y) + 011(y -Z) +.

(passer par l'espérance de [1-k(x)][1-k(y)] [1-k(z)],

0

11 (Z—X)

k(x) désignant 1'indicatrice de e1) et exprimer H, et H, & 1l'aide

0= g

3 O(a,o,h)lazo, éi J1(a,o,h)| 8=0

des dérivées a gauche
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Exercice 6. On comsidére la partition aléatoire du plan en polygones

convexes de l'exercice2. On attribue a chacun de ces polygones
(indépendamment des autres) 1'état e, ou ey avec les prob. p et q
resp. Montrer que ce schéma irduit sur toute droite du plan un
Markov & deux états (utiliser Ex.,a/ et ex.4). Le nombre spécifique

de convexité des grains est qu'ﬂ Xz (utiliser ex. 2, g/)

Exercice 7. Formule de Gy pour 1l'échantillonnage des minerais. Soit un

lot de minerai dont les fragments sont caractérisés par un poids

Z =X+Y, X et Y désignant le poids de métal et le poids de stérile
conténu dans ce fragment. On tire au sort, indépendamment les uns
des autres, des fragments de p01ds Z1,_'2; cees jusqu'ad un nombre
(aléatoire) N tel que o

(échantillon de poids w donné) Calculer la variance.d'échantillonnage

-(variance de T = % ¥ Xn ) mgntrer que, sous forme‘denvariance
1
-relative, on a :
D2(0) _ 1 2 [B_ X
[B(T)]° E(I) my Ty

[Assimiler = & un temps ou une longueur ; les segments successifs
Xn,
teneur T de l'échantillon de longueur w est :

2 g 2 X
—pq~pq—é,—l (—-

Y, donnent un renouvellement & deux états. ILa variance de la

m—)
¥



1

——z X vy X _X Y _X
Noter ensuite ; = = (5= = 2=) = q (&= =~ =) ]
me + Mg Wy D+ motme T my m m

Exercice 8. Schéma booléen i une dimension. On considere des grains

convexes primaires (qui sont des segments), et on désigne par F leur
granulométrie en nombre. Soit F1 la granulométrie en nombre des grains
obtenus aprés passage en booléen (densité de germes 8), et F, celle
des pores.

a/ Rappoft entre F et K(h) : 1 - F(h) = - X' (h)

(On a ici K'(o) = -1. Directement : un grain primaire A de longueur L
et son translaté Ah dans 1amtranslation h Q:L ont une iq%erseotion de

longueur I-h, d'od K(h) :{ (I-n) £(h) dh, et -K'(Rh) :‘[f(h)dh: 1-F(h)

N :
b/ Poser U(h) :a/‘ [1 -= F(x)] dx = K(0) - K(h). Montrer par
VA ]

un raisonnement direct P(x+h € golx €e.) = e“eU(h)‘

(81 1'on a n extrémités gauches de grains primaires sur (0,h) - prob.

n | —-6h : *
Lg%lr e ~ celles—-ci sont répartiesau hasard sur (0,h) (Ex.1).

La probabilité pour gque 1l'un, donné, de ces grains primaires ne
contienne pas le point h est %d]hF(y)dy. D'ou :
0

h

P(X+heeolxeeo) = g} (QE%E o ~0h [%ug‘F(y)dy]ﬂ - efBU(h) )
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~6TU(h)

¢/ Montrer que P(h € e1|O €e) =1~ e vérifie :

~oU(n b oy~ |
1 ~-€ oun) :fe e oln-3) [1-@1(x)] ax
5 |

(l’origine du grain primaire contenant h doit tomber en un point h-x
entre 0 et h)- '

-60(h)
'a/ Seit ©, la transformée de Iaplace de f, et R celle de €

1 e o (1=01)
On a : N R =28 T R

-8im= U(M) est 1ltespérance du grain prlmalre, celle du grain booléen

est m,l = (e em-—1)

1 -0Om

(la partie principale de R(A) en = est S—— pour X - 0]

=R X

, 2
e/ Calcul de la portée. Montrer a : 6 %r(m

L]

- N

2
+ 01),

e Oy

(Onamo=-je-,m1 :___e.._ d'Oﬁ q‘=e—em_ ) 1

1+ 6m1

Goo(h) = a e—eu et

m][cOO(h)-q]dh- f [e~0 () e an

llm

©
i

-26m

—0m
Bvaluer 1l'intégrale par [R(A) = ————] = 2 6 (m + 0} 2ye

2
D'oth a = 6 %—(m? +-0%)
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o

fo(r)dr
En intégrant, on en déduit & la fois v, ::/P —;:5§;- et Vr(mr + md):1
' )
soit, puisque v = .2, P+ 2w, = 1 )
o 4 Tm T omg " Tr r

b/ Montrer que la granulométrie des traversées en creux

K(h
Ve fc(§> = 2 (Ef£"%;73

(Ecrire qu'un grain primaire a couvert h au temps -t (prob. a dt x(h))

vérifie

que le segment h n'a plus ensuite été rencontré par aucun grain
-at(mo+h)

(€ ) mais que de -t & O une extrémité droite est tombée
en (—dh1,O) et une extrémité gauche dans (h,h+dh2) (a2t2 dh, dhz).
Drou : ‘

xQ

‘ ~at(m +h) . 2 XK(h)
) = 83 [ 2o Mo T2
Vo fo(h) = a‘ K(h)J/‘ﬁ e at = (mo 4573
0

2

¢/ Il y a autant de traversées en creux que de traversées en

relief.

(Intégrer par parties les expression a/ et b/ de v, £, et de v T,

On trouve :

o0
_ _ 1 K'(h
Vc-~vr—2m+frﬁg)y2dh )
0
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f/ Trouver une granulométrie primaire F telle que le schéma
booléen soit un processus de Markov & deux états. On notera le coté

paradoxal de ce probléme, qui consiste & simuler 1l'asbsence de mémoire,
caractéristique des phénoménes markoviens, en effectuant un passage
en booléen & partir d'une granulométrie primaire F non exponentielle
(et ne vérifiant donc pas cette propriété markoviemme). Il n'est pas
évident au départ que ce probléme comporte une solution : en fait,
nous allons montrer qu'il en existe effectivement une, qui est la
vieille loi "logistique", aujourd'hui bien démodée,'aprés avoir connu
la. faveur de la mode il y a une trehtaine d'années. '

' ’ . . . _ 8 . . _ a+\ 1
(On cherche & avolr & = & . D'aprés ¢/, il faut R = = 5
, .y ~(a+0)h
. s=0U(M) _ =& 5 (a+
dton € “motae ©

- Passer aux log, dériver. On trouve :

_ (arg) e~(a0)n
B L

(ioi logistique). Le probléme est donc effectivement soluble.

Exercice 9, (partition aléatoire obtenue en recouvrant le plan avec

des jetons aléatoires mis en place depuis 1'origine des temps jusqu'a
aujourd'hui). Soit A un grain primaire aléatoire dans 1l'espace & deux
dimensions. Depuis l'origine des temps, rejetée & - o, on met en place
des microschémas booléens de densité poissonienne a d+t dx, et de méme
grain primaire A. Les grains A tombés entre -t et -t+dt cachent les

. portions des gfains antérieurs qu'ils recouvrent. L'origine des temps
étant rejetée & ~ », le plan entier est couvert, et on a une partition
aléatoire (constitude des portions visibles des derniers grains
tombés)
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a/ 81,B est un ensemble guelconque, soit Rp 1'évenement
"B est contenu dans une seule classe de la partition aléatoire",
cltest & dire "B n'est coupé par aucune des frontidres visibles".

Montrer gue l'on a P(RB) =

E[Mes (A © é)l
E[Mes (A ® B)] -

2@

(Démonstration directe : dcrire qu'au temps -t un grain primaire a
v
recouvert B (prab. adtJﬁ%(B_g) 4t = adt BE[A © B] et que de -t & O |

%
aucun grain primaire n'a plus recoupé€ B (pro'b.e,"a't E[Mes A & B]

comme dans le schéma boolden de densité 6 = at). Intégrer-ensuite en b.

Démonstration "par récurrence" : on note que Ry se réalise de
deux manidres : ou bien R, est déja réalisé au temps -—-8%, et B n'est
B J b ’ .
pas rencontré par les grains tombant entre -8t,et O ; ou bien, de

~6t & O, un grain primaire recouvre B. D'ol :

P(Rg) = P(Ry) [1-adt B(Mes (Ay@ ﬁ))] + aét E(Mes(A e ﬁ)]'

b/ En déduire la granulométrie lindaire (en nombre) F des:
composantes connexes des classes de cette partition. Ox se ramdnera

au cas & une dimension avec K(h) =u/‘[1 - FO(X)]dX (Fd, granulométrie
lindaire originelle des grains prim8ires A, exprimée en nombre).
Montrer que la traversée moyenne de ces composantes est égale 3

1

la moitié de la traversée moyenne des grains primaires. m = 5 m -

(Partir de 1 - F(n) = I %g avec P(h) = K(1)/(h + m ). Pour b = 0,
on trouve P'(0) = 1/m = - 2/mo et, avec v = 1/m (nombre spécifique) :

K(h)  _ _K'(n)

1 - F =
VL ()] (h—l—mo)2 h+m

0]
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c/ Traiter le cas ol la granulometrle orlglnelle F est-la loi
gamma de parametre 2, de densité : a211 e mo 2/&) : la loi
T est alors exponentielle,

o2} 28}

| 5 -ay 2 —ah -al
(Calculer d'abord K(h) =J/T dx;/pa y € dy = (h + a)e. =(h+mo)€¢
~gh  —ah
Diou P(h) =€ et 1 - F(h) =€

Exercice lO Traversées en relief, en creux et en escalier. On

con81dere le méme schéma que dans 1l'exercice précédent, mais on

suppose que l'on peut distinguer les traversée en creux : — -—

en relief —_— et en escalier - — ou . —

Soient v,, Vo Vgs Tgs f., £, les nombres spécifiques et les densi-
tés des granulométries en nombre de ces différentes especes de

traversées. On désignera aussi par by = = Py my - (probabilité en mesure)
-la probabilité pour qu'un point donné x appartlenne &4 une traversée

: Vo
d'espece i (i = r,c ou e), et par wy = Vi la probabilité en nombre

(probabilité pour qu'une traversée donnée soit d'espece 1i).

fo (h) . K“(h)

a/ Montrer - fr(h) = B = ey . Remarquer le biais.

En déduire la relation : P, + 2 w,. = 1 (si les traversées de type r
occupent beaucoup de place sur la droite, elles sont moins nombreuses
que-leé traversées des deux autres espéces).

(On a une traversée en relief dont l'origine € (0O, dh ) et 1'extrémité-
e(h,h+dh2) si ce d18p081t1f était déja réalisé au temps -8t et n'a
pas été dérangéd de -6t & O ; ou bien si un grain primaire de longueur
'h s'est mis en place dans cette position entre -6t et O. D'ol :

V.. fr(h) ='v£ fr(h) [1—a6t (h+ﬁo)] + ad, fo(r)



T

d/ Ia granulométrie des traversées en escalier est
2 K'(h
v £ = -
e e . (h+mo)2

(on peut faire un raisonnement direct, ou remarquer

_ 1 _ 2 LA '
v, £t Vg oo+ Vg f, = vf avec v = = = o et £ déduit de 1l'ex. 9,b/.

Noter qu'on obtient vf en dérivant deux fois P(h) =

‘ 2 1" |
ve - pin) -G K K@) 2K (1) '+2K(h)3
¢h® htm,  himg (h+m ) (h+mo)

0]

Tes trois termes qui apparaissent correspondent a

Vo fr’ Vo fe et Vo, fo.

e/ Relation P, = @,

[ On a p,+ 2w, =1, d'aprés a/, et wy + 2w, = puisque w =0, (c/) ]

Exercice 11. On suppose que le grain primaire de l'exercice 9 est un

cercle, dont le rayon R est une variable aléatoire de loi Fo(r)
(granulométrie originelle en nombre). On s'intéresse & la granulométrie

F des cercles intacts (qui n'ont été rencontrés par aucun des cercles

gui leur sont postérieurs) N.B. : les traversées en relief de Ex, 10

ne coincident pas avec les traversées de ces cercles intacts.

a/ Ta granulométrie F et le nombre spécifique v des cercles

intacts vérifient :

PevRn




8.

vE(r) = o (r) (:mn =J/\rn £, (r) dar )

(m, + 2 m, ™ + r2)
2 1

(Ecrire qu'en -t un cercle de rayon R € (r,r+dr) a germé en x € dx et
n'a pas été rencontré par les grains ultérieurs : prob.
adt dx fo(r) dr .e-—at'ﬂ'(mZ + 2 my T+ reé) . Intégrer en t

(o]

: 1 f (r) dr
b/ TLe nombre spécifique v est v =.ﬁ:/n 5
. Jp W 2 m1 r+

k<

les moments m de la loi des cercles intacts se déduisent des moment

o de la loi des cercles originels par les relations :

m =‘1Tv (m2 +omlo+ 2 my M +‘m'h+2)

n

Imversement, ces relations permettent de determlner m1 et m, a
partlr de v et de f(r), puis de-reconstituer la 101 originelle

‘fo(r) = v (m2 + 2 m1'r +.r2) £ (r)
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