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CHAPITRE O

FONCTIONS ALEATOIRES ET PROCESSUS STOCHASTIQUES

Soit (R, &, P) un espace probabilisé.On a introduit, dans
le cours de probabilité, la notion de variable aléatoire X :
c'est une fonction X(w) : Q - R mesurable pour la oc-algébre (L.
On a introduit ensuite la notion de variable aléatoire vecto-
rielle X = (X1, X2,..Xn) possédant un nombre fini n de. compo-
santes : ce n'est pas autre chose qu'un ensemble de n fonctions
Xi(w) (i =1, 2,..n) mesurables pour . On peut se demander ce
gqul se passe lorsque n devient infini : soit T un ensemble d4d'
indices t, et (Xt) t € p une famille infinie de variables alé~
atoires sur (Q,@, P)- On voit que Xt est une fonction de t € T,
dont les valeurs (au lieu d'&tre des nombres réels) sont des va-

riables aléatoires. D'olu la définition :

Définition 1 : On appelle fonction aléatoire une famille infinie

(Xt)t € de variables aléatoires Xt’ 1'indice T parcourant

un ensemble infini T.

Au lieu de X, on peut éerire X(t) (fonection aléatoire de
t € 7)., TLorsque T est un intervalle (fini ou non) de la droite
réelle, et que t € T est interprété comme un temps , on parle

de processus stochastique plutdt que de fonction aléatoire :




X(t) représente alors, en effet, 1'évolution aléatoire d'un

phénoméne au cours du temps.

Pour chague valeur de t € T, Xt’ en tant que variable alé~
atoire, est une fonction mesurable Xt(m) définie sur l'espace
probabilisable (R,&X). On voit ainsi que la fonction aléatoire
X(t) définie ci-dessus est, en réalité, une fonction X(w, 1t)

des deux variables w € R et t € T,

AweQ fixé, X(w,t) est une fonction déterminée de t € T,
soit Xw(t) ~ fonetion d'allure en général trés irréguliére. On

dit que cette fonction est une réalisation de la fonction alé-

atoire X(t). Si t € T est interprété comme un temps, on dit

aussi que Xw(t), a w fixé, est une trajectoire du processus

stochastique X(1t).

Entre une fonction aléatoire X(t) et une de ses réalisations

Xw(t), il y a le méme rapport qu'entre une variable aléatoire
ordinaire X et une valeur numérique particuliére x obtenue &
1'issue d'un tirage au sort effectué selon la loi de X - tirage
au sort dont l'effet est justement de fixer w € Q, donc aussi
la valeur numérique de X(w)-.

On peut donc envisager la fonction aléatoire Xw(t) d'une
deuxiéme maniére : on se donne un espace de fonctions Xw(t) :
T - R indexées par w € Q, et on tire au sort w € Q selon une
loi de probabilité P, définie sur (Q, Q). Ia fonction X,(t)

obtenue & 1l'issue de ce tirage au sort est une réalisation de




la fonction aldatoire X(t). Ce deuxitme point de vue consiste
donc simplement & tirer au sort une fonction appartenant & un

ensemble (ou espace) de fonctions:

Définition 2 : Soit Q un espace de fonctions, & une o-algdbre

sur Q et P une probabilité sur (R, AL). On dit alors que

(2, OL, P) est une fonction aléatoire.

Cette seconde définition est plus satisfaisante que la
premidre, du point de vue axiomatique. Elle est aussi beaucoup
plus abstraite. Dtautre part, la construction d'une probabilité
(vérifiant l'axiome de o-additivité) sur un espace fonctionnel
pose, en général, des problémes assez difficiles. C'est pour-
quoi nous adopterons plutdt, en général, le point de vue de

la premidre définition.

LOI TEMPORELLE D'UN PROCESSUS.

Pour chaque valeur de t € T, Xt(w) est, par définition,
une variable aléatoire, et possdde, par conséquent, une fonc-
tion de répartition Ft(x), qui,dépend en général de 1l'instant
t considéré. Plus généralement, considérons n instants t1,
constituent

toyeetn. lLes variables aléatoires X X "'Xt

£, 7%
1 2 n
une variable vectorielle & n composantes. Il leur correspond

donc une fonction de répartition & n variables :



Ft1,t2..tn (X17X2:--Xn) =P (X‘t1< Kygeoo th< Xn)

gqui dépend évidemment du choix des n instants t1, Toseety .

On appelle loi temporelle du processus X(t) l'ensemble

de toutes ces fonctions de répartition Ft pour tous

1’#2,..1;11

les entiers n > o et tous les choix possibles des instants
(t1,..tn). Ia loi temporelle ne suffit pas toujours, & elle
seule, & d#finir compldtement un processus stochastique. En

effet, la o-algtbre engendrée par les événements de la forme

{Xt1 'Y gy eee th<xn}

ne contient pas, en général, des éveénements trés concrets tels
que :

{Vte[O,to], X(t)<a}

qui dépendent d'une infinité non dénombrable d'instants t ap-

partenant & 1'intervalle [O, to] - Cependant, dans beaucoup
d'applications, la connaissance de la loi temporelle est suf-
fisante. Nous nous limiterons dans ce cours aux propriétés
qui se rattachent & la loi temporelle, et, d'une maniére gé-
nérale, nous adopterons un point de vue plutdt intuitif, sans
insister sur ce genre de difficultés axiomatiques. On note
que le point de vue de la loi temporelle est le plus simple

possible. En effet, ce point de vue implique que l'on n'aura




jamais affaire qu'a un nombre n fini (ou, & la limite, infini

dénombrable) de variables aléatoires Xt yoe Xt choisies dans
i n

la famille infinie (X)y ¢ o~



CHAPITRE I

LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES

ET PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS

Les lois indéfiniment divisibles se situent, en quelque
sorte, & la charniére entre 1l'outil probabiliste classique, tel
qu'il a été présenté dans la premiére partie de ce cours, et la
théorie des processus stochastiques, qui constitue la partie la
plus vivante, aujourd'hui encore en pleine évolution, et aussi
la plus féconde en applications futures, du calcul des probabi-

lités.

Jusque vers les années 30, les recherches en probabili-
tés avaient comme objectif principal de déterminer sous quelles
conditions (aussi générales que possible) des sommes de varia-=
bles indépendantes ou faiblement corrélées convergent en loi
vers une loi de Gauss ou une autre loi limite. Le théoréme fon-
damental de P. IEVY, qui donne la forme générale de toutes les
lois indéfiniment divisibles & variance finie, et que nous éta-
blirons ci-dessous a permis & Kolmogorov, parmi d'autres, d'é-
noncer sous forme & peu prés définitive des conditions nécessai-
res et suffisantes de convergence vers une loi limite, gaussienne
ou non. Malgré le trés grand intérét de ces résultats, nous n'
insisterons pas sur cet aspect des lois indéfiniment divisibles.

Le centre d'intéré&t, en effet, aussi bien pour les recherches




théoriques que pour les applications, s'est déplacé en direc-
tion des processus stochastiques et des fonctions aléatoires.
Le meme théordme de P. LEVY, qui marquait la fin d'une période
de 1l'histoire des probabilités, ouvre la voie & la période sui-
vante, en tant qu'il permet de caractériser complétement la
classe trés importante des processus & accroissements indépen-
dants. Ce deuxidme aspect des lois indéfiniment divisibles

sera seul abordé ici, et canstituera une transition naturelle

entre les deux parties de ce cours (1)-

LES TOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES.

On sait que toutes les sommes de variables indépendantes
ne convergent pas nécessairement en loi vers une variable nor-
male. Par exemple, dans certaines conditions définies, la loi
binomiale converge vers la loi de Poisson. Mais alors on peut
se demander, inversement, si n'importe quelle loi peut jouer ce
r8le de loi limite. En fait, il n'en est rien. Moyennant des
hypotheses assez générales, on montre que toute loi limite, ob-
tenue & partir d'une somme de variables indépendantes, est une
sorte de mélange de lois de Poisson et de lois normales, cette

sorte de mélange portant le nom de loi indéfiniment divisible.
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(1) - Ia théorie des lois indéfiniment divisibles et de la
convergence en loi des sommes de variables aléatoires est trai-
tée dans Gnedenko " Théorie des Frobabilités", Moscou 1961 -
Traduction frangaise chez Dunod, Pari. - , et dans W. Feller,
"An intréeduction to Probability Theory and its applications",
J. Wiley and Sons, New York, 1966.



De 13 provient 1'importance des lois de Gauss et de Poisson,

comme prototypes de la classe beaucoup plus vaste de ces lois

limites. Par ailleurs, ces lois indéfiniment divisibles jouent,

nous le verrons, un r8le fondamental dans la théorie des pro-
cessus stochastiques & accroissements indépendants, dont les

deux types fondamentaux seront 1l'un & loi gaussienne (proces-
sus de Wiener-ILévy), l'autre & loi de Poisson (processus pois-—

soniens).

Définition : Loi indéfiniment divisible. Une fonction de ré-

partition F(x) est dite indéfiniment divisible si, quel

que soit 1l'entier n positif, il existe une fonction de

répartition Fn(x) telle que la somme

X:‘-“X;’ +X2+050+Xn

de n variables indépendantes de méme loi Fn(x) obéisse

4 la loi F(x).

Dt'apreés les propriétés élémentaires des fonctions caracté-
ristiques, on voit qu'une loi F(x) est indéfiniment divisible
si, et seulement si, quel que soit n, sa fonction caractéris-

tique ®(u) peut se mettre sous la forme

n
o(u) = [@n(u)]

®,(u) étant une fonction caractéristique.
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lum - %? u2
Exemples : la loi normale &(u) =€ , la loi de
8(e™-1) 1
Poisson &(u) =€ , la loi Gamma &(u) =

(1-13) *

sont des lois indéfiniment divisibles : de plus, on remarque
i/n
gue, dans chacun de ces trois exemples, [@(uﬂ est du méme

type que ®#(u) avec des paramstires différents.

En ce qui_concerne la loi de Poisson, il sera utile d'en
élargir un peu la définition. Etant données deux constantes
a et b quelconques, une variable X susceptible de prendre les
valeurs discrétes a n + b (n entier positif) avec les probabi-
lités :

n
P(X:an-&—b):g—,-e"e

sera dite variable poissénienne (au sens large). Sa fonction

caractéristique est :

o(ei®q) + i p
d(u) =€ "

Elle est manifestement du type indéfiniment divisible,

Lemme -~ La fonction caractéristique d'une loi indéfiniment di-

visible ne s'annule jamaise.

Ce lemme légitime 1l'emploi systématique de la caractéris-
tique seconde log ®(u) d'une loi indéfiniment divisiblee En

particulier, log ®(u) sera une fonction continue.
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2
Pour démontrer le lemme, on remarque que |®(u)' est elle~

méme la fonction caractéristique d'une variable indéfiniment
divisible (de la forme X1 - X, X X5 indépendantes et de méme

loi ®&). On peut donc supposer que ® est une fonction réelle 2 0o

1
Pour tout n > o, @n(u) = |®(u)l ﬁfo est alors, elle aussi,
une fonction caractéristigue. Posons ¥(u) = fim @n(u). On
n-» &
a
0 si ®&(u) = o
¥(u) =
i si ®(u) £ o
De plus, ®(o) = 1,et ®(u) étant continugest strictement
positive sur un voisinage de o, d'ol ¥(u) = 1 sur ce méme voi-

sinage. Le théortme limite montre donc que ¥ est la fonction
caractéristique d'une variable %. Comme ¥'(u) et ¥"(u) exis-
tent et sont égales & o enu = o0, ona E(R) = E(Ez) = 0,

. 4

d'ou 8 = o presque slrement, et par suite ¥(u) = { pour tout u.

Mais celd signifie justement &(u) # o.

Propriété 1 - Si X et Y sont deux variables indépendantes, a

lois indéfiniment divisibles leur somme X + ¥ a une loi

indéfiniment divisible.

En effet, si ® et ¥ sont les fonctions caractéristiques

de X et Y, on a
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@n et Wn étant, quel que soit n, des fonctions caractéristi-

¥

it

ques. On a donc aussi :
n
&Y = [?n E&J

et, comme @n Yn est une fonction caractéristique, la propriété

est établie.

Propriété 2 - Toute limite (au sens de la convergence en loi)

de lois indéfiniment divisibles est indéfiniment divisible.

En effet, soient @k(u) les fonctions caractéristiques 4!

une suite de lois indéfiniment divisibles, avec, pour tout n :

@

n
K = [cbk,n]

®, _ étant une fonction caractéristique. Par hypothese, les @k(u)

kn

pour k — « convergent vers la fonction continue &(u). Alors,
: - 1

les @k,n(u) convergent vers la fonction & = (@}E, et & est

continue, donc est une fonction caractéristique, d'aprés le

théortme limite., Comme on a
n
o = (@n)

® est bien la fonction caractéristique d'une loi indéfiniment

divisible,
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Théoréme Fondamental (P. Lévy) ~ Pour gu'une loi P(x) possédant

3 - . 2 Ve I'd » -
une variance finie o~ et une espérance mathématigque m soit

indéfiniment divisible, il faut et il suffit gque sa caracté-

ristique seconde se mette sous la forme :

iux
(1) log@(u)=:i_mu+(52.//\g -12— dux d G(x)
x

ol G(x) est une fonction de répartition.

a/ la condition est suffisante.

En effet, 1'intégrale de Stieltjes qui figure au deux-

ieme membre de (1) est somme de trois termes :

2 log & = - o> | G(+0) = G(~0) u®
&% = 2
+00  iux ‘
(2) log 8, = 62/ © l-dux g g(x)
+0 X
A,-oeiux .
log @, = oi// _; = dUX 35 @(x)
=00 X

log Qo est la caractéristique seconde d'une variable normale,

donc d'une variable Xo a loi indéfiniment divisible.

108 @4 ogt limite, pour € - o, de

1

Cette dernitre intégrale est elle-m@me limite de sommes du type
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2 Z e,iugk -1 = iu Ex
2
k Ek

[G(Xkﬂ) - G(Xk):'

(e Sxk§ Ek <Xk+1 < %.). Chacun des termes d'une telle somme
est la caractéristique seconde d'une loi poissonienne (indéfi-
niment divisible). Cette somme, caractéristique seconde d'une
somme de variables poissoniénnes, repreésente elle-méme une loi
indéfiniment divisible d'aprdés la propriété 1. Alors, la pro-
priété 2 montre que 1l'intégrale étendue de € & % représen~
te aussi la caractéristique seconde d'une loi indéfiniment di-
visible. Toujours d'aprds la propriété 2, il en est de méme de

log @1, comme on le voit en faisant tendre € vers o°

Te méme raisonnement s'applique & log @2. Finalement, la
somme log @0 + log @1 + log @2, caractéristique seconde de la
somme de trois variables & lois indéfiniment divisibles, est
bien la caractéristique seconde d'une lol indéfiniment divisi-

ble-

b/ Ia condition est nécessaire.

Soient F une loi indéfiniment divisible et & sa fonc-

tion caractéristique. Om a, pour tout m,
log @ = n log @n

ol & est une fonetion caractéristigue. Comme &(u) # O, on

voit que @n(u) tend vers 1, pour n - ®, en tout point u.
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Alors, on peut écrire, pour n assez grand :

log ®(u) = n log [1- (1- @h)] = - n[1- @n(ui] -n 8(1 - Qn)z

(o £ lef € 1)
et, & la limite

log ®(u)

dim n [én(u) - ]

n— ©o

= fim nf(eiux-1)d F (x)
n —» o

Fn(x) étant la fonction de répartition associée a @n(u). Par

ailleurs, l'espérance mathématique m est égale & :

m =(/[; d F(x) = nb/nx d En(x)

Par suite
log ® = ium + éin nu/'(elux-i - iux) d Fn(x)
n - o

On fait ensuite le changement de variables :

X=0
n 2
6 (x) = —— [ ¥ 4 F(y)
2 nm
oy

ce qui est légitime, puisque Fn admet un moment d'ordre 2.
Gn(x) est une fonction non décroissante, continue & gauche,

et on a Gh(— ©) = 0 et Gn(+w) = 1 : c'est une fonction de
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répartition. Avec ce changement de variable, on obtient :

2 iux .
log @(u) = ium+ Pin (02 + %—)/—L - 12' 1uX- 5 Gn(x)
X

n —-

Afin de passer & la limite sous le signe d'intégration,
montrons que les Gn convergent en loi vers une fonction de ré-
partition G(x). Pour celd, considérons la transformée de

Fourier de Gn :

Aiux a G (%) = ——"—s ch ™ 4 F (x) = -~ —B— 3" (u)
o + -I-HI—I- %+ -n;ll—

cherchons la limite de n @ﬁ(u). De :

log ®(u) = n log @n(u)

on tire (puisque @ et ¢ ne s'annulent jamais)

n &!
M §
% < T8

Bn dérivant une deuxiéme fois :

n o (21)° 2
— - n —7— = =7 0og
(®,) (@) du
n & d
Comme = =T log &, le deuxidme terme du premier membre

n
tend vers o pour n - «, et (f1>n)2 - 1, de sorte que l'on a :



2
din n &' (u) = _Q? log ®(u)
n -« n du

Cette limite existe, et c'est une fonction continue (puis~
gue le moment d'ordre 2 existe). Alors, la transformée de Fou-
rier des Gn admettant une limite continue, les Gn convergent

en loi, vers une fonction de répartition G(x).

1UX_ 4 o oiux
P
X

Comme X4 5, 1le théoreme énoncé dans le

cours de Probabilité (Ch. II, paragraphe 6), donne :

jux , iux .
lin ﬁ =l - ux a e (x) =/e = - dux g g(x)
n - o

X X

I1 en résulte immédiatement

iux .
log ®(u) = i u m + GQL//QZ = 12' UX_ 3 6(x)
x

Remarque
La signification profonde du théoréme fondamental est mise
en évidence par la décomposition (2). Toute variable X & loi

indéfiniment divisible se met sous la forme d'une somme

de trois variables indépendantes, dont la premiére Xo est gaus~-
sienne, la deuxieme X1 limite d'une somme de variables poisson-

niennes & valeurs positives, la troisiéme X, limite d'une somme
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de variables poissonniennes 4 valeurs négatives. 4Ainsi la loi
normale et la loi de Poisson sont les deux prototypes & partir
desquels sont constituées toutes les lois indéfiniment divisi-

bles & variance finiess

Exemple 1 - Avec G(x) = 6(x)

o pour x£oO

1 pour x > o
la formule (1) représente la loi normale de moyemne m et de
variance 02.
Exemple 2 - Avec G(x) = 8(x - a), il vient :

62 ina 02 02 iua
log @(u) =imu+-—>5 (€ -1- iva) = djuln - =) + =3 (e -1
a a a

On reconnaft la loi de Poisson définie par :

Généralisation - ILe théoréme précédent suppose l'existence

des moments d'ordre 1 et 2. On démontre,,plus généralement,
qu'une variable X est indéfiniment divisible si et seulement

si sa fonction caractéristique ®(u) est de la forme



- 18 ~

@(u) - eibu + W(U)

avec :

+o iux

e -1 -21u sin x M(dx)
X

¥(u)

<

«00

ol M(dx) est une mesure positive vérifiant la condition :

/ M(dx) € =
1 + x

+00

(mais om peut trés bien avoir f M(dx) = oo
=00
Cas des variables positives - Dans le cas ou X est une varia-

ble positive (P (X <o) = o), le théordme général prend la forme

sulvante :

Théordme - Une variable X > o est indéfiniment divisible si et
~¥(A)

seulement si sa transformée de laplace est de la forme €

() / H(dx)

pour une mesure H positive vérifiant la condition

/-?1- H(dx) < w
1

—AX

_a(_lzfi__)

Remargues ~ 1/ Comme € est la transformée de la-

avec 3

place d'une loi poissonnienne, le théoréme précédent exprime
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que toute variable positive indéfiniment divisible est limite
de sommes de variables poissonniennes positives. (Il n'y a
ni composantes gaussiennes, ni composantes poissonniennes né-
gatives). 00

2/ Dans le cas généralL/( 51%51 n'est pas nécessai-
rement fini. Si 1l'on a de plus :o

[+o}

/1

on pose G(dx) = 'éf H(dx) : G est une loi de probabilité.

Si y(A) est sa transformée, on a :
& (M o 0lt- Y(M)]

et 1la loi de X se déduit donc de G par poissonisation

II - PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS ET STATIONNAIRES.

On a vu, dans le Chapitre O, qu'un processus stochastique
est une famille X(t) de variables aléatoires (non indépendantes)
indexées par un ensemble T d'indices t. Dans ce qui suit, T
sera l'intervalle [0, ® ] de la droite réelle et t+ sera in-

terprété comme un temps.

Définitions - Un processus X(t) est & accroissements indépen-—

dants si pour toute famille finie (ti, t'i) , 1=1,2 oo k
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d'intervalles disjoints ( ou tels que deux d'entre eux posse-

dent au plus un point commun), les variables X(t'i) - X(ti)

sont mutuellement indépendantes. 11 est & accroissements sta-

tionnaires si pour tout to > o, T >0, 1i=1,2.. k¥ les

variables :

X(t1) - X(o) , X(tz) - X(0) 4 ees X(tk) - X(0)
ont la méme loi de probabilité que les variables :

X(to+t1) - X(to) , X(to+t2) - X(to), X(to+tk) - X(to)

On voit gqu'un processus & accroissements indépendants et sta-
b

tionnaires est homogéne et sans mémoire au sens suivant :

homogéne : les X(t+t0) - X(to) sont régis par les
mémes lois de probabilité que les X(%) ~ X(o)

sans mémoire : les X(t+to) - X(to) sont indépendants

de tous les X(1) - X(o) pour T K %,

Comme exemple simple, citons le processus de Poisson (ici X(t)

= N(t) représente le nombre des manifestations d'un phénomene

entre les instants o et t), ou le mouvement brownien (ici X(t)

est l'abscisse au temps + d'une particule en mouvement) «

Comme un tel processus s'étudie toujours a partir de ses

accroissements, nous poserons toujours (conventionnellement)

X(O) = O
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Le processus X(t) est alors entidrement défini par la donnée

pour tout t > o de la fonction de répartition & une seule varia-

ble :
Ft(x) = P (X(t) <x)

En effet, soient O < 1:1 v (tn des instants quelcongues.
On pose T, = X(t1), Y = X('t'k) - X(tk_1). Les Y, sont des va-

riables indépendantes, admettant‘ les lois respectives Ft -t s ’
k k-

(homogeénéité et absence de mémoire). On connait donc la loi

(& n variables) de (Y1, Yg!“‘Yn)’ et, par changement de va-

riables, on en déduit celle de (X(t1),...X(tn) . Autrement dit,

on peut reconstituer la loi temporelle du processus & partir de

Ft(x) .

Théoreme 1 - Ia loi Ft(x) d'un processus X(t) & accroissements

indépendants et stationnaires est indéfiniment divisible

pour tout t >O.

2t< e e <to

En effet, considérons les instants O(% <_ff

On a :

n
k k-1
X(t) = ; [ X(ﬁ t) - X(—ﬁ— t) ]

et les variables X(% t) - X(l:-;—'ll t) sont, par définition, indé-

pendantes et admettent la méme loi F, (x).
n
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Bquation des demi-groupes. Ia loi Ft(x), et sa fonction carac-

téristiques @t(u) vérifient les relations :

F = Rk, * 7
t1+t2 t1 tz

P4ty = Py
(relation des demi-groupes).
En effet, il suffit d'écrire
X(t4+t5) = X(0) = [X(t4+t,) = X(£)] + [X(%4) - X(o)]
et d'utiliser 1'indépendance et la stationnarité des accroisse-—

mentse

Continuité en probabilité. On dira que le processus X(t) est

continu en probabilité si P[|X(%) - X(t0)| > a] - O pour

t - to‘ On vérifie aussitdt que cette condition est vérifide
en tout > O dés qu'elle est vérifiée en %, = © pour t ten-
dant vers O par valeurs positives. Mais la condition :

Cim P_(IX(t)l)a) =0

t -+ 4+ 0
est équivalente & la convergence en loi de X(t) vers la variable
presque sQrement égale & @, c'est-d~dire (d'aprés le théordme
limite), &4 la condition :

Cim @t(u) = 1
t-+4+0
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Lorsque cette condition est réalisée, 1l'équation des demi-
groupes montre que @t(u) est une fonction continue & droite
de la variable t. Comme, de plus, @t(u) ne s'annule jamais

(lemme du paragraphe I), il suffit d'écrire :

o

«t

i 5t =

1

6t

pour voir que 3, est également continue & gauche. En résumé :

Un processus X(t) & accroissements indépendants et sta-

tionnaires est continu en probabilité si et seulement si sa

- fonction caractéristigue @tju) est une fonetion continue de t.

Tous les processus que nous étudierons posstédent cette

propriété.

Théoréme 2 -~ la fonction caractéristique @t(u) d'un processus

X(t) continu en probabilité et & accroissements indépen-—

dants et stationnaires est de la forme

| +xéiux_1 - iu sin x
log @, (uw) =iubt+t o M(ax)

=00 X

pour une mesure positive M vérifiant

400
/ ———-1—-—-2 M(dx) < @

o 1+ x
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Si, de plus, X(t) admet une variance finie, on a aussi

la représentation ¢

T iux
log @.(u) =iubd b+ at/ £ “12’ =B q(dx)
00 X
400
pour une mesure positive G de somme unitéj/ﬁ G(dx) = 1
=00

En effet, ®, est une fonction continue de t, et on sait
que la seule solution continue de 1l'équation fonctionnelle
£(t,+5,) = £(t,) £(t,) est de la forme () =€P¥, Ia re-

lation des demi-groupes entraine donc
3.(w) = [ (w)]"
t - i

et il suffit de remarquer que @1(u) admet la représentation
donnée dans le théoréme 1 (s'il y a une variance), ou dans

1'énoncé plus général gqui le suit.

Remargue - L'équation f(t1+t2) = f(t1) f(tz) admet des solu-—
tions non continues (obligatoirement non mesurables), différen—
tes de la fonction exponentielle, de sorte que l'hypothése de
continuité en probabilité n'est pas superflueec Mais nous allons
voir que ce n'est pas une hypothése trés forte. Limitons-nous,
pour simplifier, au cas ol X(t) admet une moyenne m(t) et une
variance oz(t), mais sans supposer que ce processus soit con-

tinu en probabilité. De :
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résulte aussitét :

m(t1+t2) = m(t1) +m(t2)

0 (ty4ty) = 0°(%) + 0°(%,)

On sait que 1l'égquation fonctionnelle f(t1+t2) = f(t1) + f(tz)
n'admet pas d'autres solutions bornées sur un intervalle fini
que £f{(t) = Ct (C constante). Ia variance 0’2(‘t) étant posi-

tive et croissante est donc nécessairement de la forme :

(1) = at (a¥o)

Par suite X(t) - m(%) est continu en moyenne quadratique,
et & fortiori continu en probabilité se~iu m(t) @t(u) est donec
une fonction continue de t, et on peut lui appliquer le thé-
oréme précédent. On obtient ainsi une représentation de la

forme :

40
iux .
Cbt(u) =1ium(t) + a,tf & -12- UX_ G(dx)
X

-00

Moyennant une hypothdse plausible sur m(t) [ m(t) bornée
sur un intervalle fini, ou méme simplement m(t) mesurable ]

on aura de plus m(t) = b t avec une constante b.
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Le théoréme 2 et le théordme de P. Lévy montrent que tous
les processus X(t) du type ci-dessus sont limite de sommes de
processus a4 lois gaussiennes ou poissoniennes : ils découlent
donc de deux processus typiques, l'un & loi gaussienne (le

processus de Wiener-Lévy, ou mouvement brownien ), l'autre &

loi poissonienne (le processus de Poisson) que nous allons

maintenant étudier.

III — LE MOUVEMENT BROWNIEN (OU PROCESSUS DE WIENER-LEVY).

Si la mesure G(dx) gqui figure dans 1'énoncé du théordme 2

est la mesure de Dirac, X(t) se réduit & sa seule composante

gaussienne :

log @t(u) =iubt + %'Cbt u?

Quitte & remplacer X(t) par X(t) - b t, nous prendrons b = O,

et ¢ 1 2

-=at u
@t(u) = e

X(t) est donc une variable de Gauss : c'est le processus de
Wiener-Lévy, ou mouvement brownien. {a propriété essentielle

de ce processus est la suivante : 1la fonection 1t = X(t) (c'est-
d-dire la réalisation, ou trajectoire du processus) est presque

sflrement une fonection continue. C'est méme 14 une propriété

caractéristique :
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Théoréme (de Wiener-Lévy) - ILe processus de Wiener-Lévy est

le seul processus & accroissements indépendants et stationnaires

dont la trajectoire soit presque sllrement continue.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme, mais nous donnerons
les quelques indications suivantes :
k

Considérons l'intervalle (0,1), et les points 8, = 3

de sorte que n [1 -~ F4 (x)] est 1l'espérance du nombre des
n
intervalles (Sk-1’ sk) pour lesquels l1l'accroissement est
>x (x >0). Sil'on se reporte & la démonstration du

théoréme de P. Lévy, on voit que :

2 & (dy)
2 m n
X=0 y

(2]

2 . 1 \
(6 =a, m = b) a pour limite a —- G (dy), o G est la
y
X=0

mesure canonique associée au processus (dans le cas ou il n'y
a pas de variance, on trouve un résultat analogue avec la mesure
M). Mais on congoit (intuitivement) que cette limite représente
1'espérance du nombre des points oll le processus effectue un

saut d'amplitude positive 2. x.

Ainsi, il n'y a presque sfirement pas de sauts positifs
00
si et seulement si./p —EL%X)—- = 0 pour tout x >o. Ye méme,
X ¥
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il n'y a presque slirement pas de sauts > O si et seulement si

X
,‘//r _Ei%ll_ = 0 pour tout x € o. Autrement dit X(t) a pres-
-0

y
que sflrement une trajectoire continue si et seulement si G(dx)
est la mesure de Dirac, autrement dit, comme nous l'avons vu,

si et seulement si Ft est une loi de Gauss.

Cette continuité du mouvement brownien ne doit pas faire
illusion. ©Si petit que soit +, on montre que X(t) admet pres—
que slirement une infinité de maxima, de minima et de racines

X(%) = o sur 1'intervalle (o, t). Bn particulier :

Le processus'de Wiener-Lévy n'a pas de dérivée.

X(t+h) - X(%)
h
de limite pour h - o au sens de la plus faible des convergen-

Montrons, en effet, que Yh = n'a pas

ces possibles, qui est la convergence en loi : 1la fonction

Id . 3 Ve h
caractéristique de X(t+h) - X(t) étant exp [- i=§3= 1, celle

2
de Iy est exp | - %%— , et @
_ aug 1 si u= o
Zim € h =

h=~o o s8i u#g o

de sorte qu'il n'y a pas convergence en loi.

IV - LE PROCESSUS DE POISSON

Le processus de Poisson, contrairement au Wiener-Lévy,
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va présenter une trajectoire complétement discontinue (variant
par sauts). Prenons comme mesure canonique G dans le théoré-
me 2, la mesure de Dirac placée en x = 1 : on obtient la loi

poissonienne
log @t(u) = iu(b=-a) t +at (ei“- 1)

quitte & remplacer X(t) par X(t) - (b-a) t, on peut supposer

P = a. On voit alors que X(t) obéit & la loi de Yoisson de

paramétre a t3

log @t(u) = at (eiu_ 1)
n
p (4) = P (X(t) =n) = ii—?l e-at
Bn particulier, la probabilité pour gqu'il ne se produise
aucun saut dans 1'intervalle (o,t) est

-at
p (t) =&

On retrouve la loi exponentielle, caractéristique des

phénoménes exempts de vieillissemente

Ce processus ayant été étudié dams le cours de probabilité,

nous nous contentons ici de rappeler ses principales propriétés.

1/ Le processus de Poisson est le seul processus & accroisse-

ments indépendants et stationnaires variant par sauts d'ampli-

tudes entidres positives et vérifiant la propriété :
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P (x(8%)> 1) =0 (8%)

(0(6t), infiniment petit d'ordre supérieur & 1 en &t)

2/ Loi des temps d'attente : Si 1'on désigne par Tn 1'instant
enme

(aléatoire) ou le processus effectue son n saut, T est une

variable gamma de densité :

n n-1
£ (t) = 22 g2t
(n-1)!
et les intervalles de temps Sn = Tn - I qéparant les sauts

successifs sont des variables aléatoires indépendantes obéissant

3 la m8éme loi exponentielle de densité a e"at. Cette derniére

propriété est caractéristique

3/ si S1, 82,... sont des variables indépendantes admettant la

a7t

méme loi exponentielle de densité a e -, les points T1 = S1,

I, =5 Sg,... dessinent sur la droite un processus de Poisson

1 +
de parametre a (?(t) est ici le nombre de points Tn tels que

T < %)

C'est d'ailleurs cette dernidre propriété qui ,nous avait
servi de définition dans le cours de probabilité. Les processus
de renouvellement que nous allons étudier dans le prochain cha-

pitre constituent une généralisation maturelle de cette propriété
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les points 21, TZ"" sont définis comme ci-dessus, avec des
variables S,, S, indépendantes obéissant encore & une méme loi
F, mais cette loi P ne sera plus exponentieller Comme la loi
exponentielle est la seule loi sans mémoire, les processus de
renouvellement seront homogéenes, mais non totalement dépourvus

de mémoire.
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CHAPITRE II

LES PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

I - NOTATIONS
Dans ce qui suit, nous considdérerons presque exclusivement
des variables » 0. 8i X, par exemple, est une telle variable,
sa fonction de répartition F vérifie F(o) = 0. Pour éviter
des complications inutiles, nous supposerons méme X > O, soit

F(+O) = 0,

1 X et Y sont deux variables indépendantes de lois F et G,
nous désignerons par F ® G la loi de la somme X + Y, c'est-a-
dire la mesure obtenue en faisant le produit de convolution des
deux mesures F(dx) et G(dx). Le signe * désignera la convo-
lution (ordinaire) de deux fonctions. HAinsi, si les lois F et G

admettent des densités f et g, la loi F &G admet la densité

H

* g et la fonction de répartition f * G = F * g, Explicite-

ment ¢
X
(£ * g) (x) =f £(8) g(x-£) 4t
/
X X

x
(F®6G)(x) =f(F®G)(dY) =_/G(X—<i) F(dg) =/F(X-€) G(ag)
0 o 0

Nous introduirons aussi des mesures positives U(dx)
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toujours concentrées sur £0,0 L, mais non sommables

(Of mu<ax> = )

Nous leur associerons souvent leurs fonctions de répartition :
X—-
o) =/ vay)
o

de sorte que si I est un intervalle ta, bL , on aura :

U (I) =U (b) - U (a)

Plutdt que la fonction de répartition F(x), on introduira
systématiquement 1 - F(x) = P(X > x). Comme nous ne nous inté-
ressons qu'a ce qui se passe pour X 2> 0, nous remplacerons le
plus souvent la constante 1 par la fonction 6(x) (=1 pour x>o0,

o pour x <o) dont la transformée de Laplace est 1. s @(N\)
N A

est la transformée de la loi (de la mesure) F(dx) :
_ .
&(A) =fe‘7‘XF(dx)
()
les fonctions F(x) et 1 - F(x) admettront les transformées :

1 - 2(\)
A

% a(A) et

Lois arithmétiques et non arithmétiques :

Enfin, il sera important de distinguer deux types de lois,

ou de variables, arithmétiques et non arithmétiques :



I -

- 34 -

Une variable X, ou sa loi F est arithmétique (ou latti-

cielle) si X ne prend (presque sfirement) que les valeurs n a

(n entier) multiples d'un m@me nombre réel(positif) a - ou
encore si la fonction de répartition F(x) reste constante sur
tout intervalle disjoint de l'ensemble |{n a}. ILe plus grand
nombre a vérifiant cette propriété s'appelle la maille de la

loi ou de la variable arithmétique.

Exemple : Ia loi définie par P(X:V—l—_) = P(X = V—é) -_—.JZ est
2
arithmétique avec la maille vé,. Ia loi P(X =V2) = P(X = 2) = %

2
au contraire, n'est pas arithmétique.

DEFINITION DES PROCESSUS DE RENOQUVELLEMENT

Soit X wune variable 2 0, et P sa loi (F(0) = 0), et X,
Xg, eee une suite de variables indépendantes admettant la méme

loi PF. On pose :

- e e wm e e

et 1'on dit alors que les T1, T2... constituent un processus de

renouvellement (pur)- Si 1'on interprdte Tn comme l'instant de

la niéme manifestation d'un certain phénoméne, on voit que le

processus de renouvellement est caractérisé par le fait que les
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intervalles de temps séparant deux manifestations successives
sont des variables aléatoires indépendantes admettant la mé&nme
loi F. Il est clair que T, obéit & la loi F@®F, et T, a la
loi :

72O _rer ... ®F

n racteurs

[Conventionnellement, p®(1) _ Fet » &(0) représente la loi

de la variable presque sfrement nulle (mesure de Dirac)].

Plus généralement, on peut attribuer & la premiére mani~
festation (que nous appellerons TO) une loi FO différente de F :
tout se passe comme si le processus précédent ne commengait qu'ad
partir de 1'instant aléatoire T - On d4it alors qu'il s'agit d'un

processus de renouvellement différé. Ce processus est défini par:

- mmm emw e e = ewe e e e e e e

Si F  est la loi de T, celle de T est FO®F@n -

Ergodicité et Btationnarité.

Les deux premiéres questions que l'on peut se poser au

sujet d'un processus de ce genre concernent son comportement &
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1'infini, (ergodicité) et la possibilité de choisir une loi ini-

tiale Fo rendant le processus stationnaire. Précisons :

Soit B un événement (appartenant & une certaine c-algdbre B
gu'il n'est pas utile de préciser ici), dont la définition fait
intervenir des temps t,»o (en nombre fini ou non), et les é1lé-
ments constitutifs du processus, c'est-a-dire les In. Soit to>'0

un temps donné, T'1, T'2, «ss la suite des Tn postérieurs & Ty

Nous appellerons Bt (évenement translaté de B par la translation
o)

to) 1'évenement défini de la méme manidre que B mais & partir des

instants t, + %, (au lieu de ti) et des T',, T',,... (au lieun

deS T1, TQ’.O. ) -

Les probabilités P(B) et P(Bt) se calculent & partir de la
loi F et de la loi initiale F_ (dans le cas du processus différé).

Nous dirons que le processus est stationnaire pour une loi ini-

tiale F si, pour cette loi, on a P(B) = P(Bt) pour tout B € B
et tout t > o - autrement dit si la probabilité définie sur 5B

est invariante par translation.

Nous dirons que le processus est ergodigue si (quelle que

soit cette fois la loi initiale Fo),

fim P(By) = P(B,)

existe et constitue une probabilité sur B. Alors que la station-

narité est lide au choix d'une loi Fb particuliére, l'ergodicité
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est une propriété indépendante de la loi FO, et liée uniquement
4 la loil F - Néanmoins, ces deux propriétés sont liées étroite-

ment, et nous verrons qu'elles sont équivalentes : elles sont

réalisées si et seulement si la loi F admet une espérance finie.

Loi du temps d'attente résiduel.

Les définitions de 1l'ergodicité et de la stationnarité
que nous venons de donner font intervenir une c—algébreéz3 qui,
au fond, ne joue aucun r6le. £Bn effet, considérons 1'éveénement

particulier B = {TO<Lh}, dont la probabilité est :

P(B) = F_(n)

Le translaté Bt est : {il y a un point Tn au moins dans
1'intervalle (%, t+h)}. Posons :

Rt(h) est donc la fonction de répartition de Yﬁ—t, YN désignant

le premier Yn postérieur & t : YN-t est le temps d'attente résiduel

en t de la premidre manifestation du phénomdne postérieure & t.

Si 1l'on comnnalt R, (h), on peut transporter l'origine
0
des temps en to, et le processus & droite de cette nouvelle ori-
gine t, se définit & 1l'aide de la loi Rt exactement comme le
o

processus rapporté & l'origine 0 se définissait 3 l'aide de la
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loi initiale Fo. En particulier, pour tout Be33, on calcule

P(Bt ) & partir de R, de la méme maniére que F(B) a partir de
0 0

F .
o

Par suite, le processus sera stationnaire pour une loi

initiale FO = Ro si, et seulement si, pour cette loi initiale,

on a pour tout t : g

(1) R (n) = R (h)

De méme, le processus sera ergodique si, et seulement si,

quelle que soit la loi initiale F, la limite
(2) lin R (h) = R (h)
100
existe, est une fonction de répartition, et ne dépend pas de la

loi initiale Fo. On voit que tout le probléme va se ramener i

1'étude de cette loi R (h) du temps d'attente résiduel. Notons

encore ceci : si le processus est & la fois ergodique (vérifie
(2)) et stationnaire pour une loi initiale Ro (vérifie (1)), on

a nécessairement : Rb(h) = R (h).

Pour aller plus loin, nous aurons besoin d'un théoréme

trés puissant, qui est le théoréme de renouvellement.

III -~ LE THEOREME DE RENOUVELLEMENT,

Potentiel d'un Processus - Plagons-nous, pour commencer,

dans le cas du processus de renouvellement pur (To = 0), et
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convenons de considérer TO = 0 comme la toute premiére manifes-
tation du phénoméne dont on étudie les retours successifs. Exac-
tement comme dans le cas d'un processus de Poisson, on peut dé-
finir une variable N(t) representant le nombre (aléatoire) des

manifestations strictement antérieures &4 t. On a

o0 > )
(3)  E[N(+)] =1+ 21 P(T <t) = 2 F®(n(t)

n=0
(avec, conventionnellement, F ° (%) = 1, la loi FGB(O) dési-
gnant, par définition, la mesure de Dirac) .- Pour établir cette
relation, il suffit de mettre N(t) sous la forme 1 + éi: Yh,

Yh désignant la variable égale & 1 pour Tn-< t et 2 O pour

T >t

Cette espérance est finie (si la loi T ne se réduit pas
4 la mesure de Dirac). En effet, soit xol> 0 avec'1-F(xo) =

€ > 0. Quitte & diminuer x_, on peut méme supposer t/io =X

entier. Or 1'évenement Tn~<.t implique que k ='%— au plus
0

parmi les n variables indépendantes T,-T ,... T -T _, ..

supérieures a > S On a donc la majoration :

k
p n-p
P(Tn<t).g E C, ep(‘l-e)
P=0

Comme k est fixe et 1-e <1, on en déduit que la série ZP(Tn<t)

est toujours convergente,
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Ia fonetion U(t) = E[N(t)] est donc définie et non décrois~
sante. Elle constitue la fonction de répartition d'une mesure

o
U(at), (de sommev/' U(dt) = © ) que 1l'on appelle potentiel de
o
la loi P, ou du processuse Pour tout intervalle [a, b[, 1l'es-

pérance du nombre des points Tn tombant dans cet intervalle est :

E[N(b) - N(a)] = U(v) - U(a)

Dtaprés (3), cette mesure-potentiel est définie par :

() - Z. F@(n)

n=0

Si ®(A) est la transformée de lLaplace de la loi F, la mesure

U admet la transformée

o0 [>4]

~ n
U (A) =fe““ U(ax) = 2, & (A)
() n=o

qui est finie pour A>0 (car alors ®(A)<1) et vérifie donc :
= 1

5 U((A) = ——

(5) (A) ey

L'équation de renouvellement - Soit h(t) une fonction (nulle

pour t <o) admettant une transformée de laplace n(A) définie
pour A>0. L'équation suivante, dite équation de renouvel-
lement, va jouer un r8le capital dans la théorie (et dans les

applications) :
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ou explicitement

%
h(t) +u/fg(t—1) F(at)

0

g(t)

Si cette dquation admet comme solution une fonction g(t),,nulle

pour t < o et possédant une transformée y, on a :
Yy =n+7v®
d'ol nécessairement :

A

Comme 7 et 7%5 sont les transformées de h et U(dx), y est ef-

fectivement la transformée d'une fonction g (unique) défini

par :
(67) | g=h®7T
ou explicitement : .
g(t) = h(t-t) U(dT)

¢]

&«

Cette fonction g vérifie bien (6) puisque, par construction,

ona: Y=1n+Y2. On a ainsi montré l'existence et l'unicité

de la solution (6') de 1l'équation de renouvellement (6).

L'importance de la mesure-potentiel U provient du théoréme

sulvant :
o0

Théordme de renouvellement — 1/ Soit p = u/.XF(dX) l'espérance
0

(finie ou non) attachée & la loi F.
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a/ 8i la loi F n'est pas arithmétique, la fonction U(x)

vérifie pour tout b s> o :

Lim  [U(x+b) - U(x)] =

K400

o

b/ Si la loi F est arithmétique de maille a, la mesure

U est concentrée sur les points de la forme k a, et la masse

U({k a}) attribude au point k a vérifie :

fin U({k a}) = (k entier)

k—co

o

Pour u = o, ces limites sont nulles.

(On trouvera la démonstration de ce théordme, par exemple,
dans le traité déja cité de Feller). Ce théordme signifie que
1l'espérance du nombre des Tn tombant dans le segment (x,x+Db)
lorsque ce segment s'éloigne indéfiniment, admet la limite % :

autrement dit, le nombre moyen des T rencontrés par unité de

longueur est é€gal, & la limite, & 1'inverse de la longueur

moyenne u d'un segment (T1, Tn+1) - Dans le cas arithmétique,
la signification est analogue, compte tenu du fait que les in
sont obligatoirement de la forme k a : la probabilité pour

gu'un Tn tombe en k a est &4 la limite égale & % -

Ce théoreéme capital admet un deuxidme énoncé équivalent

au précédent :
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Théoreéme de renouvellement - 2/ Soit h(t) une fonection nulle pour

o0
t <o, vérifiantf |n(t)| < © et certaines conditions supplé-
0

mentaires de régularité & 1l'infini, et soit g =h @U l'unique

solution (6') de 1l'équation de remouvellement (6), g-= h+ g@®F.

a/ 81 T n'est pas arithmétique, la fonction g(x) vérifie :

0

bn  e(x) = -&fh(x)dx

X =0 ¢

b/ Si T est arithmétique de maille a, g(x) vérifie :

fin g(x+na) ='% :%; h(x+ka)

X -» 00

Ici encore ces limites sont nulles pour p

= K,

I1 est commode d'appliquer ce théordéme aux transformées de

laplace 1 et & de h et F : si la transformée de g est :

v = =1
-0

ona (si F n'est pas arithmétique)

(7) Gn  g(x) = - ) - lin ay(a)

X - 00 @' (o) A—0
Remarque : OUn peut retrouver ce résultat (7), et par suite 1le
théoréme de renouvellement lui-méme, & partir du raisonnement
(non rigoureux) suivant : Si une fonction g(x) admet une limite
A pour x - », et si de plus 1'1ntegraleJ/‘ [g(x)-A] dx est abso-

lument convergente, [y(A)- ] admet une limite finie pour A - o,



et, par suite, Ay(A) - A pour A - o.

IV ~ BRGODICITE ET STATIONNARITE

Le théordtme du renouvellement permet de répondre aux deux
questions fondamentales posées en II. Nous traiterons explici-

tement le cas ou la loi F n'est pas arithmétigque, et nous nous

contenterons de citer les résultats du cas arithmétique, qui s!

obtiennent de maniére analogue.

Existence d'une limite ergodique.

Nous considérerons la loi Rx(h) du temps d'attente résiduel
du point x comme une fonction de x, que nous écrirons RX ou

méme simplement R.

a/ Plagons-nous d'abord dans le cas du processus de renouvel-

lement pur (TO = 0). L'évEnement : "il y a un T, entre x et x+h"

se réalise de deux manidres incompatibles :
~ ou bien T1 tombe entre x et x+h, avee la probabilité
F(x+h) - F(x),
~ ou bien T, tombe en y < x, et la probabilité de 1'éve-
nement qui nous intéresse est alors Rx-y(h)’ puisque le
processus repart & O & partir de la nouvelle origine y.

On a donc :
X

R (h) = P(x+h) - F(x) + /Rx_y(h) F(dy)

0
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On reconnait l'équation de renouvellement :

(8) R= YV + R&FTF

gvee V(x) = F(x+h) - F(x). ILe théordme du renouvellement donne

done :

f;lg Rx(h) = %![F(XH’Q - P(x)] ax

[»<] ) oo
-1 f[1 - F(x)] dx -1/[1 - P(x+h)] ax
Moy ke
c'est-a-dire :

: h
(9) R (h) = Cin R_(h) .-.% f[1 -~ Fx)] ax
o]

X=> 00

00
Comme f [1-F(x)] dx = u, cette limite existe et constitue une
fonctiog de répartition si, et seulement si, 1'espérance de la
loi F est finie. .

On note de plus sur (9) que cette loi limite admet la den~

sité :

1 - F(x)
"

b/ Considérons maintenant le processus de renouvellement
différé avec une loi initiale Fo, et désignons par ﬁ&(h) la loi
du temps d'attente résiduel de ce processus différé ( la notation
Rx(h) se rapportant toujours au processus pur). Un obtient cette

fois :
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x
(10) ﬁx(h) = Fo(x+h) - Fo(x) + u/fo—y(h) Fo(dy)
A -

(si To tombe en y < x, le processus rapporté & cette nouvelle

origine y est le processus de renouvellement pur du cas a/).

Or, Fo(x+h) - Fb(x) - 0 pour x = o, et la fonction R GBFB

vérifie, d'apres (8) :

R ®FO = V@FO + (R @FO) @®F

On vérifie sans peine que V'QBFB a méme intégrale que V
[si ¥ et ®, sont les transformées de V et de F (dx), la trans-
formée de‘VGPEB est V(A) @O(A), et prend en A = 0 la valeur
Y(0)].

On a donc encore d'aprés le théoréme de renouvellement i

h
Lim ﬁ%(h) = % /1 - px)] ax
X~ 0 * %
Ainsi :
Proposition : le processus est ergodique si, et seulement si

o~ OO0
l'espérance u i//‘x F(dx) est finie, et la loi limite du temps
)

d'attente résiduel admet alors la densité l—:—gizl .
V)

Cas arithmétique : Si F est arithmétique, de maille a = 1, et

attribue le poids p_ & l'entier n > o, (et p. = 0) on désignera
n o)

par rk(n) la probabilité pour que le temps d'attente résiduel en k
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soit n > o. Dans le cas pur, on trouve :
k

rk(n) = Pxyn 7 éé; Pn I'k--m(n)

et le théoréme du renouvellement donne

{im rk(n) -

k = o0

me= &

On montre ensuite que ce résultat subsiste dans le cas différé.
Ce résultat nous sera trés utile lors de 1'étude du comportement

ergodique des chaines de Markov.

Existence du processus stationnaire.

Supposons qu'il existe une loi initiale Eb(dx) rendant le

processus stationnaire, cl'est-a-dire; vérifiant :
R (n) = F_(n) , Vx> o0

Ceci implique, d'apres ce qui précede :

h
1
m uép[1 - P(x)] dax

Par conséquent, on a nécessairement p £ ® , et FO est la loi

B (n) = fin E(n) = &u R (n)

X-+ 0O W~ OC

de densité lui—ﬁle , ce qui montre 1l'unicité de cette loi ini-

tiale Fo rendant le processus statiomnaire.

Inversement, si u < o, prenons la loi initiale :
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d/ﬂ 1 - F(x)] ax

F (h) =
© 0

=i~

La relation (10) donne alors :

X+h x
(11)  E/(n) = -:;f[1 - My)] ay + f[1 - F(y)] By ,(h) ay
X O

1
u
Soient alors p(A), ®(A) les transformées de R et P(dx)

produit de convolution [1 - F] * R a pour transformée :

1 -0

=% p(M) = 1 TN

¥ désignant la transformée de la fonction V(x) = F(x+h) - F(x)
qui vérifie 1'équation (8). Cela signifie que l'on a :

X

X
f[1 - F(y)] By (n) ay = /[F(y+h) - F(y)] ay
0

0

I1 en résulte que le second membre de (11) est dérivable

en X, donc aussi le premier, et on trouve :

%g ﬁx(h) = & [1 - P(x+h) - 1 + F(x)] + F(X+h& = Px) _ 0

R (h) est donc 1ndependant de x, et coincide par suite avec la
limite ergodique 1 U/ﬂ[1 - Fy)] dy = F (h), de, sorte que le

processus est blen statlonnalre pour cette loi initiale.
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Ainsi

Proposition 2 : le processus est ergodique, et admet une loi ini-

tiale (nécessairement unique) qui le rend stationnaire si et seu-—

. o0
lement si l'espérance u =d/”x F(dx) est finie. Cette loi initiale
(o}

pour laquelle le processus est stationnaire coincide avec la limi-

te de la loi du temps d'attente résiduel. Elle admet la densité

1 = F(x)

"

Remarque ¢ On pouvait prévoir & priori la forme de cette loi
initiale du processus stationnaire. Bn effet, si le processus
est rendu stationnaire grice au choix d'une telle loi, on peut
rejeter & - o 1'origine des temps. Un point to arbitraire

doit alors appartenir a un segment (Tn, Tn+1) de longueur

€(y, y+dy) avec une probabilité I_E&QXl (car on a davantage de
chances de tomber dans un grand segment que dans un petit). Tout
doit ensuite se passer comme si ce point to était implanté au ha-
sard, avec une densité de probabilité uniforme, sur ce segment de
longueur y : & y fixé, la loi R(h) du temps d'attente rési-
duel doit donc vérifier : 1 - R(hly) = KT§;Q (h=y) & ¥y

fixé, dtolr, en déconditionnalisant :

1 - R(h) ={1§1-1 % Pay) = -:; {(y-h) F(ay)

D'oli, en dérivant en h :

d R(h) = 1 - F(h)
dh 7 Y
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V - LE THEOREME DES ETATS RECURRENTS

Le théordéme de renouvellement permet d'obtenir des résultats
géndraux concernant le comportement & 1l'infini de certains types
de processuse. Considérons, en effet, un systeme susceptible de
se trouver & chague instant t » o dans 1l'un ou l'autre des états
€, €1y €py oo (en nombre fini, ou dénombrable). L'évolution
aléatoire de ce systéme se traduit donc, sur l'axe des temps,
par une succession de segments de longueurs aléatoires affectés,
de maniére également aléatoire, & ces différents états. En géné-
ral, ni ces longueurs ni ces états ne sont indépendants les uns

des autres.

Nous dirons qu'un état e, est recurrent si le processus
repart & 0, en oubliant son passé, chaque fois que le systeme
entre dans 1'état e, : si T1, Toyeee désignent les époques suc-—
cessives ol le systeéme entre dans €,s Ces époques constituent un

)s

1tévolution du systéme est indépendante des évenements antérieurs

processus de renouvellement, sur chacun des trongons (Ti, Ti+1
a Ti ou postérieurs a Ti+1’ et cette évolution est régie par les
mémes lois de probabilité sur les différents trongons. En ce gui
concerne la premiére apparition de e,s On suppose seulement
P(T1<:m0 = 1, 1'évolution du systéme entre O et T, pouvant &tre

régie par d'autres lois que sur les (Ti, Ti+1)'

Nous désignerons par F(dx) la loi de la durée X = Ti+1 - I,

d'un cycle (intervalle de temps séparant deux entrées successives
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du systéme dans 1'état eo), et par Pk(t) la probabilité pour que
le systéme soit dans 1'état e, au temps t. On a alors le résul-

tat suivant :

Théordme des états récurrents ( cas non arithmétique).

Soit e, un état récurrent, et F la loi (non arithmétique)

de la durée d'un cycle T, , - T.. Les limites @im Pk(x) = Py

X 00
existent, vérifient I Py = 1 et ne dépendent pas de la loi ini-

tiale adoptée sur le premier trongon (O, T ) si, et seulement si,

1l'espérance U = fx F(dx) de la durée d'un cycle est finie.

a/ Supposons d'abord que O soit le début d'un état e, et
que la loi d'évolution soit la méme de 0 & T1 que pour les
autres cycles. Désignons par Qk(x) la probabilité de 1l'éve-
nement : {T1 >x, et le systéme est dans 1'état e, au temps

x}. On a évidemment :
2.4 () = B> =1 - Fx)

Or { x € ek} se réalise de deux manitres différentes :

~ ou bien x&ee, et Ty>x [ probabilité Qk(x)]
~ ou bien ED1 prend une valeur ¥y < x, et la probabilité
conditionnelle de {Xeek} est alors P (y-x), puisque e, est

récurrent. Par suite :

X
P(x) = Q(x) + /Pk(x-y) r(ay)
]



- 52 ~

Le théorédme du renouvellement donne alors :

(12) bin Pk(x) = & u/ﬂQk(X) dx = p,
()

X~ 00

De plus,:E:Qk(x) = {1 - F(x) entralne :

2.7y = f[1 - P(x)] ax = 1

(pourvu seulement que W soit fini)

b/ Supposons maintenant que l'on ait une loi d'évolution

différente sur le premier troncon. Posons :

F (y) = B(T,<y) ‘Qk(x) = P(Ty 2y et le systime
est en e, au temps x) et soit ﬁk(x) = P (le systéme est en
e, au temps x), la notation Pk(x) désignant la probabilité
de ce méme évenement dans le cas a/ ci-dessus (premier
troncon identique aux autres). On a cette fois :

X

Po(x) = Qux) + ka(x—y) F (dy)

(o]

Mais Qk(x)s 1 - Fo(x) tend vers 0, et I&:QBEB a méme

limite & 1l'infini que Pk(x), d'ol, & nouveau :
= 1 f _
Bt —f [ Q0 ax = p

Remarque : Ce théoréme établit 1l'existence des limites Py et don-

ne un moyen de les calculer. Dans le cas arithmétigue, soit a
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la maille de la loi F et p son espérance. Iorsque O est le
début d'un cycle identique aux autres, le raisonnement fait en
a/ donne cette fois :

. a
@im Pk(x +na)s= m :;: Qk( X f m a)

n—- Q0

91 le premier cycle a une loi FO différente de F, on pourra
obtenir divers résultats selon que FO a ou non la méme maille que

N

Exemple : Cycle & deux états. Soit un processus ne prenant que

deux états e, et ey On a Qo(x) = P(X > x), X désignant

o0
2 t L i
la durée d'un état e . Done ‘érQo(X) dx = m, (mo et my

durées moyennes des séjours continus dans e, et e1). Comme

de plus W = m  + my, (12) donne :

(0]
m m
0 _ 1
(13) Po = Hwm P17 @ v m
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CHAPITRE ITI

CHAINES DE MARKOV ( HOMOGENES, A TEMPS DISCRET)

I - DEFINITIONS

Nous considérons un systéme susceptible de prendre 1l'un ou
1'autre des états en €4y €oyees O nombre fini ou dénombrable,
et nous observons 1l'évolution aléatoire de ce systeme aux instants
discrets t =1, 2, 3.... Nous dirons que ce processus est une

chaine de Markov homogéne & temps discret s'il vérifie les deux

conditions sulvantes :

a/ Homogénlité dans le temps. Les probabilités de transition

sont stationnaires : autrement dit, la probabilité conditionnelle

d'avoir 1'état ej au temps m + 1 sachant que 1'on avait e; au

temps m ne dépend pas de l'instant m considéré. Nous la

désignerons par Pij' On a, évidemment :

0 <P ;< , §P1j=1

b/ Propriété de Markov. Conditionnellement, lorsque 1'on

connailt 1'état pris par le systeme au temps m, il y a indépen-
dance entre tout événement antérieur et tout évenement postérieur
& m : lorsque le présent est connu, l'avenir ne dépend plus du

passé.
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(n) )
la probabilite

i3]
d'avoir e._,l au temps m + n sachant que 1l'on avait e; au temps

m (probabilité de transition d'ordre n). Il résulte de la

condition a/ que ces probabilités ne dépendent pas de 1'ins-

~ tant particulier m oh 1l'on se place. Ia condition b/ mon-

(1)

Il =

tre qu'elles vérifient la relation de lMarkov ;
(n+n') Z (n) . (n")
P.. = . P, P .
ij i k]

En effet, l'on doit passer par un €tat € au temps m + n,
et la probabilité conditionnelle d'avoir ensuite ej au temps

(n')

m+ n + n' est alors ij d'aprés la propriété de Markove.

Sous forme matricielle, on a P(z) = P2 et, par recurren-

ce P(n) = Pn : la matrice de transition d'ordre n est la

ietme

puissance n de la matrice P. On notera que l'on a pour
tout n :
(n) (n)
0 £ 1 < 1 , 2;_.:913 = 1

CLASSIFICATION DES ETATS

JT - A - Etats essentiels et non essentiels

Etats essentiels et chaines irréductibles. Nous dirons

qu'il existe un chemin de 1'état e a 1'état ey ( ou que ey
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peut &tre atteint A& partir de ei) si une transition de ey a
e. est possible avec une probabiiité non nulle, c'est-a~dire

/ (n)
s'il existe un entier n > 0 avec Pij >0

Un état ei est non essentiel g'il existe un état ej accessible

a partir de e; sans chemin de retour de ej a e, . Un état e;

est essentiel si pour tout ej accessible a partir de ey il

existe un chemin de retour de ej a €.

A partir d'un état essentiel, on ne peut atteindre que des états

essentiels. En effet, soit e; un état essentiel et ej un état
accessible a partir de €. Montrons que ej est
essentiel. ©Si €y est atteint & partir de ej, il
existe un chemin joignant ey a €y (puisque 1l'on

va de ey a ej puis de ej a e, avec des probabili-

tés non nulles). Comme e, est essentiel, il exis-
te un chemin de retour de &y a € et par suite on

peut aller de e a ej (en passant par ei) : ej est donc es:zentiel,

Entre états essentiels, la relation "il existe un chemin de e

& e." est réflexive (on peut aller de e a e;, puisque 1l'on peut
revenir a e a4 partir de tout €tat que l'on a atteint en partant
de ei) ; elle est symétrique (s'il y a un chemin de e, & €y il

¥y a un chemin de retour de ej a ey d'apres la définition des

états essentiels) ; elle est transitive enfin (si on peut aller
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de e, a ej,'puis de e ) e,s on peut aussi aller de e; 3 &y
avec une probabilité non nulle). Cette relation est donc une
équivalence. la classe d'un état essentiel e, selon cette équi-
valence est constituée de tous les états ej(nécessairement es—-
sentiels) que l'on peut atteindre & partir de ey Si donc &

un instant donné le systime est dans un état essentiel e;y il

y a une probabilité unité pour qu'il ne prenne plus par la sui-

te que des états appartenant & la classe de ey

Nous dirons qu'une chaine est irréductible si elle ne comporte

que des états essentiels constituant une classe unique, autre-
ment dit si tout état peut &tre atteint & partir de tout autre
état. Nous ne considérerons plus, dans ce qui suit, que des

chaines irréductibles.

Périodicité d'une chafine irréductible. Soit e; un état d'une

ch?i?e irréductible, Ni l'ensemble des entiers n tels que

n

Pii > 0 (longueurs des boucles d'origine ei) et solt d; le
P.G.C.D. de N,. On dit que dy est la période de 1l'état e,

(en effet, toute boucle allant de e. & e, a une longueur mul-

i i
tiple de di). Soit de méme e un autre état, et dj sa période,

gui est le P.G.C.D. de Nj‘

Montrons que 1l'on a di = dj' Comme la
chaine est irréductible, il y a un chemin

e; ~ ej de longueur n, et un chemin ej - ey

de longueur me n + m, longueur de la boucle
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e, = ej ~ €4, OU aussi bien de ej ey - ej, appartient a la

fois & N, et ) Nj. 5i n; est un entier de N;, il existe une

boucle e; — ey de longueur L donc aussi un chemin ej ~e; =

(boucle e; ~ ei) - ej de longueur n, + 0 + e Donc n; +n+

nleNj. Conme dj divise n + m et ny; + n + m, il divise n;.
Divisant tout n; €N, dj divise d., et par suite dj £ d;. On
montre de la méme fagon dié;dj, d'olt 1'égalité d; = d.s

J

Dans une chafne irréductible, tous les états ont la méme période

d. On dit que d est la période de la chaine. Si d =1, on dit

que la chalne est apériodigue.

Remarque; Si 1'on a un chemin e, —» e, de longueur n et un che-

e - 1 3
min ej - ey de longueur m, n + m est un mul~
tiple de @ : tout chemin joignant ey a ej a

donc une longueur congrue a -~m module 4, c'

est-a-dire une longueur de la forme ki - m
(m fixe, k entier). Il en résulte gque la
relation ¢ "il existe un chemin de ey & ej dont la longueur est
un multiple de d" (qui entraine que tout chemin joignant ey et
€ & une longueur nultiple de d) est une relation d'équivalence.
Cette équivalence admet des classes So, S1,... Sd—1 : partant
d'un état de SO au btemps O, on passe forcément par un €tat de

81 au temps 1, puis par un état de S, au temps 2,400 par un

état de Sd—1 au temps d-1 et enfin par un état de Sd = SO au

temps d. Aprés quoi, le cycle recommence+ En particulier, si
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1'on se restreint aux seuls instants kd multiples entiers de

la période 4, on n'observera jamais que des états de la classe
SO de 1'état initial, et, avec k comme temps, tout se passera
comme si l'on avait affaire & une chaine apériodique (dont les

états seraient ceux de SO).

IT - B - Htats transitoires, états persistants.

Partant de e; au temps © =(O5 le systéme retourne en
n
e; au temps n avec la probabilité Pii e On dira que ce retour

en e, est un premier retour si les états que prend le systéme

aux temps intermédiaires t =1, 2 ... n - 1 sont tous diffeérents
de e, On désigners per Ri(n) la probabilité pour que ce premier

retour ait lieu au temps n, et par :
00
R. = Z R.(n)
i n=1 *

la probabilité pour que le systeme repasse au moins une fois

par 1l'état e Si Ri = 1, on dit que 1l'état e est persistant

(il y a une probabilité unité pour que le systéme repasse au

moins une fois par e;. Si de plus le temps de retour moyen :

v oo

b= 2 0 R

n=1

est fini, e; est un état persistant positif. Si e; est persis-
tant, mais de temps de retour moyen by infini, on dit que ey

est un état nul. ZEnfin, si Ri<21 on dit que 1l'état e; est
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transitoire : il y a une probabilité non nulle pour que le sys-—

téme ne repasse plus Jjamais par ey

sfirement une infinité de fois par 1l'état e; 3 si e est transi-
toire, le systéme repasse presque sfirement un nombre fini (alé-
atoire) seulement de fois par 1'état ey d'ol la terminologie

(persistant, transitoire).

bn effet, (Ri)n(T—Ri) est la probabilité pour que le sys-

téme repasse n fois exactement par 1'état e, Si Ri =1,
o0 [o,¢]
n o X n
gié (Ri) (1—Ri) = 0. 51 au contraire R, <1, gio (Ri) (1—Ri) =

Ia réciproque est fausse en général (dans le cas d'une chaine
infinie, un état essentiel peut &tre transitoire), mais vraie

cependant dans le cas des chalines finies (voir ci-dessous).

Critére - Un état e est transitoire ou persistant selon que

la série z ,Pi§n) converge ou diverge. Il est persis-
) . - (n)

3 2 -

tant et nul si et seulement si rii O et Z; Bii

= «, De plus, si e, est un état persistant positif,_@i

sa. période et by Son temps de retour moyen, on a

(kd;) 4,
. - == pour k - o
by

Pil
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(n)
En effet, si ZE: Pii <, le critére de Borel-
: n
Cantelli montre qu'il n'y a presque slirement qu'un nombre fini

de retour & 1'état i, donc Ri.<: 1 et e; est transitoire.

Inversement, si Ri-<71, 1l'espérance du nombre N de

retours & e est

E(N) = Z n(R,)*(1-R,) = Téﬁ'.' < o
n i
O (n)
Mais on a aussi E(N) = / | P.; , et cette série est donc con-
n

vergente.

Supposons maintenant que e; soit un état persistant
(donc essentiel) et soit di sa période : di est également la
maille de la 'loi arithmétique Ri(n) qui régit le temps de re-
tour de ey liais les retours successifs de e; constituent un
processus de renouvellement, dont le potentiel U est la mesure

discréte (concentrée sur les multipl?s)de la période d) attri-
n _
buant & chaque entier n le poids Pii . Le théoreme de re-

nouvellement donne donc ici :

(n)

(k4)
= (et P;; =0 pour n £ kd)

(2) iifoo P, =

‘!.:I =3
[N (N

Ai?s§ cet état persistant est nul (p = ®) si et seulement si
n

Pii tend vers 0 pour n infini.
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(n)
Relation entre les Ri(n) et les P, . Un retour en e, au

temps n peut &tre un premier retour, ou avoir été précédé d'un
premier retour au temps K (o<k<n). Compte tenu de la pro-
priété de Markov, on en déduit :

(n) n—1 n (n=k)

(n-X)
P. = R(m)+ 2, R(K) R, = é R, (k) By,

—_—

(o)
(avec conventionnellement Pii =1, et Ri(o) =0. Posons

37 (n)
ps(s) = 2, Ri(n) 8" 5 w(s) = EZLEEin "

n

Multiplions par s" les deux membres de 1'égalité précédente, et
sommons de n = 1 & 1'infini. A gauche, il vient mi(s) - 1. A

droite, on trouve :

[»9]

:Z: P.gn-k) R, (k) = ZE: R, (k) & )P, (n-) gl

- ii i il

On obtient ainsi

mi(s) -1

il

p;i(s) m,(s)

ou encore :

1
3 P =
(3) (@ = s

|

Conséquences - 1/ Dans une chaine irréductible tous les états sont

de méme nature : Ils sont tous transitoires, ou tous persis-

tants et nuls, ou tous persistants positifs.
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En effet, soit e; un état transitoire et ej un autre état
de la chaine. Comme la chaine est irréductible, on peut trou-

ver des entiers m et m' avec Pigm) et 2.8 >0, L'inégalités

ij
(m) (n) (m") (m+m'+n)
r, . P.. P.. < P..
1d Jd Ji 11
, (n) (n)
montre que la série Z ij est convergente dé&s que ZL fii < %9,

D'apres le critére, e est donc transitoire.

91 maintenant ey est persistant, il en est de méme de ej :
car si ej était transitoire, e; seralt transitoire d'aprés ce

qui précede.

(m) (m')
Supposons maintenant e; persistant, et Pij >0, Pji >0.
On a
(m+m'+kd) (m) (kd) (m")
> P.. . P,
i1 1d Jd JL

(d, période de la chaine). Faisons k -» », et appliquons (2)

I1 vient :

1
—-— > P.. P.. —
By id 1 Jt “j
Si e, est un état nul, on a % = 0, donc aussi & =0, et
1 J

ej est un état nul.

Dans le cas d'une chafine quelconque, le résultat s'applique
évidemment aux états appartenant & une méme classe d'états

essentielse.
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ITT =

2/ Dans une chaine irréductible finie, tous les états

sont persistants et positifs.

Soit N 1é nombre des états de la chaine. D'apres 1,
ces états sont‘deméme nature. S'ils étaient tous transitoires,
N étant fini il y aurait une probabilité non nulle pour gque le
systéme ne repasse plus jamais par aucun des états du systeme
4 partir d'un temps fini, ce qui est absurde- Si les états

étaient tous persistants et nuls, on aurait Pi(n) - 0 pour tout

(m

jo (En effet, il suffit de prendre m avec Pji > 0, d'écrire

1' inégalité : Pign) Pjgm)sg Pi§n+m) e? ?e remarquer que
N n
Pi§n+m) - 0). liais on a toujours 2. Pij = 1, et cette éga-
i=1
1ité passe & la limite, puisque N est fini, et celd contredit
(n) -

PROPRIETES ERGODICUES DES CHAINES TRREDUCTIBLES.

Te mot ergodique est utilisé dans des sens assez différents
(bien qu'apparentés). Ainsi, en mécanique statistique, la "pro-
priété ergodique" signifie, en général, que la moyenne temporel-
le -% v/,TX(t) dt converge vers l'espérance E[X(t)]. Nous
réservogs ici le mot ergodique pour décrire le comportement des

Pign) pour n - o,

Les probabilités de transition d'une chaine de biarkov sont

des probabilités conditionnelles. Pour décrire complétement,
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en termes probabilistes, l'évolution d'un systéme markovien,

on doit donc se donner une loi de probabilité initiale (pk),
Py désignant la probabilité pour que le systéme soit dans 1!
é¢tat ey & l'instant initial ¢+ = 0. I1 est clair que ces pro-

babilités deviennent
(n) (n)
Py = lz; P; Py

(n) (n)

au temps n (sous forme matricielle, p =p P ). On dit

alors que les Py constituent un systéme de probabilités sta-—

(n)

tionnaires si Py = Py quel que soit n. Il faut et il suffit

pour celd que l'on ait p = p P, soit :
(4) Py = 2@; Py Pig

clest-a-dire que p soit vecteur propre a4 gauche pour la valeur

propre 1.

De m8me, nous dirons que le processus est ergodique si,
quelle que soit la loi initiale Pycs les pén) admettent des 1i-

mites @ jngépendantes de cette loi initiale et vérifiant

zi:mk = 1. En termes physiques, l'influence des conditions
initiales s'estompe avec le temps, et le systéme est, & la
limite, soumis & une loi de probabilité qui ne dépend plus du

temps ni des conditions initialese
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(
( ) .4 ma = Zilmi Pij
T
Z @ . = 1
g J

et, quelle que soit la loi de probabilité initiale Pys les pro-

babilités au temps n vérifient :

( 8) eim pk = mk o= ——

a/ Si les états sont transitoires ou persistants et nuls,
on a pour tout i : Pign) - 0 d'apres le criteére du paragraphe

précédent. Il suffit ensuite de prendre m > 0 avec P.§m)j> 0

(n) Pji(m){? Pi£n+m).

pour déduire Pign) - 0 de 1'inégalité P,

b/ Supposons maintenant les états persistants et positifs,
et soit p,i<:°° le temps de retour moyen de 1l'état €. Les retours
successifs de e; constituent un processus de renouvellement dont
la loi est arithmétique et de maille ( = & la période) égale &

1. Le potentiel U de ce processus est la mesure attribuant'le
poids Pign) a4 l'entier n. Ce processus de renouvellement est
ergodique ( Wy < ), et les résultats du chapitre II (cas arith- o
métique) montrent alors que l'on a :

(n) _

. 1
Zlmpizn_i i

T1—> 00
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(n)
quelle que soit la loi initiale Py et, en particulier, Pki - %
i

(on se souvient, en effet, que la loi de probabilité ergodique
d'un processus de renouvellement différé est indépendante de la

loi initiale).

¢/ Il reste & vérifier les relations (7). Remarquons

d'abord que :

(n)

iy <

™M=

o
il

entratine (en faisant d'abord n — o, puis N - =)

M

e
i
—
[ )

<1

Ensuite, dans 1'inégalité évidente

s

(n+1) ZN: (n)
ko P o Py Fii

faisons de méme n — 0, puis N - o ¢ I1 vient :

W ;Zj: m’j Pji

Mais 1'inégalité stricte est impossible : en sommant en i, elle

donnerait Z. w; >Z @ Par suite, la premidre relation (7)
1 J

est vérifide. LElle s'éerit w = w P.
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Comme les By sont > 0, on peut prendre comme loi initiale

Lry]
y et on a alors p = p P. Ainsi p est une probabilité

i
by = W .
A (n) (n)

stationnaire P; = Py o Mais pif tend vers @y dtapres b/

d'olt w; = Py c'est-a-dire :
2m.=1
il

Corollaire : S'il existe un systeme 1N de probabilités stationnaires

(p=p?P etZZ;H-= 1), ce systéme est unique, les états de la

chaine irréductible sont persistants et positifs, et on a :

(n)
1 = glm P -
p’k n— 0 €

—

Py

En effet, si les états étaient nuls ou transitoires, on aurait :

N (n) N
gim ZL Pik = ZA ‘pk =0
n-o k=1 k=1

quel que soit N, ce qui éontredirait fopk = 1, Les états étant

persistants et positifs, le théoréme donne Pén) - &—, d'ou
k

1 . : .
P = E;’ puisque p est statiounnaire.

g ot s poursguampensy

Ce corollaire est trés utile dans les applications : il

n'est pas toujours facile, en effet, de chercher directement
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IV —

(n)

la limite des itérées P « 91 1'on peut trouver une solution

(n)

m, du systeme (7), on est certain que P’ =@, et que le

1 . . c .
temps de retour moyen est b = F—» Sans qu'il soit nécessaire

de calculer explicitement les Pqu En particulier, dans le cas

d'une chaine finie, irréductible et apériodique, ce systéme (7)

se résoud de maniére élémentaire (N équations linéaires & N in-

connues). On est d'ailleurs certain & ,priori que cette solution

existe, et gqu'elle est unique, puisque dans le cas d'une chalne

finie les états sont tous persistants et positifs.

ETATS TRANSITOIRES ET PROBABILITES D'ABSORPTION

(n)
Nous allons maintenant étudier le comportement de Pij

pour n - o, lorsque 1l'état initial ey est quelconque. Si ey
est un état essentiel, le théoréme 1 apporte la réponses Sup-
posons donc e; non essentiel - donc aussi transitoire - ©i
1'état terminal ej est l?igméme transitoire, ou persistant et
nul, on sait déja que Pij -+ 0 (critdre du paragraphe II -~ B)
Etudions donc le cas suivant : ey est transitoire (non essen-
tiel) et ej est persistant positif. Nous désignerons par C
la classe dtéquivalence de 1'état ej, et par a; = ai(C) la
probabilité pour que, partant de €5y le systéme passe au moins

une fois par un €tat de la classe C. On sait qu'une fois entré

dans C, le systéme n'en sort plus jJjamais, et ai(C) est la
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probabilité d'absorption dans la classe C (lorsque l'on part

de ei). Pour simplifier les énoncés, nous supposerons la clssse

C apériodique*

persistants positifs et apériodiques, ej € C un état de C, “i

Théortme 2 : Soit e; jﬁ C un état transitoire, C une classe d'états

son temps de retour moyen, et ai(c) la probabilité d'absorption

dans C & partir de e, On a :

(n) 1
im P.. = 8.(0) wa
gaoo 1J l( ) “’j
(n) (n) )
a/ Soit bij =D la probabilité pour que (partant de

ei) le systéme entre pour la premiére fois en e. au temps n

o0
(loi du temps d'atteinte de ej), et bij =Db =2 b(n) <1 1la
n=1

probabilité d'un passage au moins par ej. On a clairement :

(n) i ) (n) 5 (n=k)
1d k=1 ij Jd

(avec, comme toujours, Pjgo) =1). Lles Pjgn) représentent la

loi (arithmétique) du processus de renouvellement constitué

par les retours successifs de e.. S1 b #£ 0, adoptons pour ce

processus la loi initiale b(n) /b (probabilité pour que le pre-

mier e. apparaisse au temps n). Avec cette loi initiale,

- (n
% Pij représente la probabilité d'un passage de ce processus

en ej au temps n. On a donc (théoréme de renouvellement et

ergodicité du processus) :
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) , (n) ,
im = P.. = mm—
n —o b 1d p'j
5 (n) , (n) ,
onc Pij ~ bij/pj ~ (sib =20, ona Pij = 0, et le résultat
subsiste)
b/ On a bijis ai(C) ~ Inversement, si le systeéme atteint

en un temps n un €tat ey de la classe C, la probabilité condi-
tionnelle pour qu'il atteigne ensuite ej est 1. On a donc

' N ', - Ve
ai(C) < bij’ d'ou 1'égalité.

Calcul de la probabilité d'absorption ai(C)

Proposons-nous

de calculer la probabilité a; pour que le systéme, partant de
1'état initial non essentiel e., soit absorbé par une classe
C donnée d'états essentiels, et, corrélativement, la probabi-
liteé hi pour que le systéme ne soit absorbé par aucune classe
C, c'est-a-dire pour que le systéme ne prenne jamais que des

états transitoires non essentiels.

Désignons par A 1'évenenment conditionnel : "le systéme

entre pour la premiere fois dans un état de la classe C au

(n)

i

(9 a =) &t

n=1

temps t = n" et par a sa probabilité. On a :

Soit T l'ensemble des états non essentiels. Four que

1'absorption ait lieu pour la premiere fois au temps +t = n+1
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il faut qu'au temps t = 1 le systéme ait pris un état non

essentiel quelconque de T. Un en déduit :

(n+1) (n)
(10) a; = kZe'T Pix oy

Par ailleurs, pour n = 1, on a manifestement :

(1)_ Z

11 .
(11) a; e Fig

Les équations (10) et (11) permettent de calculer, par
n
récurrence, tous les a; , et 1t'équation (9) donne la probabi-

1ité d'absorption 8.

Sommant (10) de n = 1 & 1'infini, on voit aussi que les

a; sont solution du systéeme d'équations :

(1)
(12) a3 - ké'm Pig oy = 24

Inversement, on peut se demander si le systeéme (12) pos-
séde une solution unique, et permet ainsi de caractériser com-
plétement les probabilités d'absorption a,. Ce probléme est
1ié étroitement au suivant : partant d'un état non essentiel
ey quelconque, est—-il presque certain que le systéme sera fina-
lement absorbé (dans une classe quelconque), autrement dit

—t = 2
a~t—on hi 0 ¢
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(n) )
En effet, désignons par hi la probabilité pour que le
systéme (partant de 1'état ei) soit dans un état non essentiel

au temps t = n. On a immédiatement :

(1)
Br F kéﬂ? Fik
(13) {
(n+1) . (n)
! B kl\_ej‘w Pk P

(1)

n+
On en déduit : hi 1, et, par récurrence, h§ ”é h‘g‘n).

<
Suite décroissante, les h§n) possédent une limite, qui n'est

autre que la probabilité hi pour que le systeme ne soit Jjamais

absorbé

(n)
fim b, = by
n =

Passant & la limite n — o dans (13), on voit que h, est

solution du systéme (12) sans second membre, soit

hi = 2{; P.. h

ker 1Kk

(14)

Plus précisément, les hi peuvent &tre caractérisés comme

la solution maximale du systéme (14) vérifiant Ihi|s§1. En

effet, soient Xy des quantités vérifiant :

(15) X = 2. Pix *x |z ] <1
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On a manifestement

(1)
e

™

|x. | £
1 X

M

(n)

et, par récurrence, les éguations (13) donnent lxilfélhi

quel que soit n, par suite aussi

lxilﬁgihi

Les h; sont donc bien la solution maximale de (15) pour
]Xii < 1.

Par suite, si tous les h, sont nuls, le systeme (15) n'ad-

met pas d'autres solutions bornées que la solution zéro. Dans

ce cas, le systime (12) avec second membre possdde une solution

unique et caractérise compldtement les probabilités d'absorption

8y e Au contraire, si 1'un au moins des h, est non nul, le

systéme (12) admet d'autres solutions que les IR Ainsi

ggéggégeﬂé : Les probabilités hi pour que le systéme ne sorte ja-

mais de 1'ensemble

T des états non essentiels sont la solution

maximale du systéme (15).

Les probabilités d'absorption ay

sont solution du systéme (12). FYour gque la solution du systéme

(12) soit unique, et caractérise ainsi compldtement les a., il

faut et il suffit que les hi soient toutes nulles.,

Dans une chafine finie, cette condition hy = O est toujours

vérifiée. <En effet, on a toujours :
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h(n) b (n)
1 7 fer ik

Mais il n'y a qu'un nombre fini d'états non essentiels ek

dans T, et, pour chacun dfeux, on a Piﬁn) = 0. Donc :

h, = Cin hin) - bm ) Pi}({n) =0

1 n - n-«o kXE&T

D'ou :

Corollaire ~ Dans une chaine finie, il est presque impossible gue

le systéme ne sorte jamais de 1'ensemble T : 1'absorption fina-

le est presque certaine, et les probabilités d'absorption ay

constituent la solution unique du systéme (12).
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CHAPITRE IV

CHAINES DE MARKOV HOMOGENES A TEMPS CONTINU

I — DEFINITIONS

Nous considérons, comme dans le chapitre III, un systeme
susceptible de prendre au cours du temps les états €4y Cpyeee
(en nombre fini ou dénombrable), mais nous observons cette fois
1'évolution aléatoire de ce systéme & n'importe gquels instants
t>0 (t € [0, »[) - Nous dirons que ce processus est une chal-

ne de Markov homogéne & temps continu s'il vérifie les deux con-

ditions suivantes :

a/ Homogénéité : la probabilité d'avoir un état e, au

temps t + T sachant que 1l'on avait e; au temps +t ne dépend

'pas de + mais seulement de T. Nous désignerons par Pij(r)

cette probabilité de transition stationnaire, et par P(t) la

matrice correspondante.

b/ Propriété de Markov : Conditionnellement lorsque 1l'on

connait 1'état du systéme au temps +t, 11 y a indépendance en-

tre tout événement antérieur et tout événement postérieur & +t.

Bquation de Markov - En écrivant que le passage de e; au temps

t a ?j au temps t + T + T' implique le passage par un état 1
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au temps intermédiaire t + T, on déduit de a/ et b/ la relation

de Markov :

(1) Pij (z+3') = 2;, Piy (%) ij (t')
ou, sous forme matricielle :

(1) P(t + ') = P(t) P(7")

Ctest la relation des demi-groupes.
{

Elements constitutifs du processus - Nous désignerons par Qi(t)

la probabilité conditionnelle pour que, partant de 1'état ey a

1'instant initial, le systime reste constamment dans 1'état e

sur tout 1l'intervalle de temps [0, t[. (Remarquons que la défi-
nition de cet éveénement fait intervenir une infinité non dénom-
brable d'instants t€[0, t[, et celd souléve gquelques difficul-
tés axiomatiques sur lesquelles nous n'insisterons pas : nous
admettons que la c-algebre sur laguelle nous travaillons impli-
citement est suffisamment riche pour contenir des événements
tels que le précédent, dont la signification concréte est bien

évidente).

.t
Proposition 1 - Ia probabilité Qi(t) est de la forme Qi(t) =€ 1

avec une constante de temps a2 0 (qui dépend en général de

1'état e,)



Le cas a; = O correspond au cas ou e est un état absor-
bant dont le systéme ne sort plus une fois qu'il y est entré.

Nous supposerons en général a; > 0.

En effet, évaluons Qi(t+t'), en écrivant que le processus
doit rester en e, de O & % (probabilité Q(t)), puis de t &

t+t', ce qui a lieu, d'aprés la propriété de Markov, avec la

probabilité conditionnelle Q(t'), d'ol :
Q; (b+t7) = @ (4) Q(+")

Comme Qi(t) est une fonction non croissante de t, celd
-a.t
entrafne bien que Qi(t) est de la forme € ' avec a; 2 0.

Corollaire : L'état initial étant e;, llinstant aléatoire T1 du

premier changement d'état obéit & la loi exponentielle de den—

~a.t
sité &y e 1 (si ay >0, et Ti = ® presque slrement si a; = 0).

En effet, on a P(Ty 2 t) = Q(%)

On pouvait d'ailleurs prévoir ce résultat : la propriété
de Markov implique en effet que la loi de la "durée de vie% ré-
siduelle d'un séjour dans 1l'état e; est identique & la loi de

Ty, propriété caractéristique de la loi exponentielle.
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Les probabilités de transition conditionnelle.

Soit mij la probabilité conditionnelle pour qu'un change-

ment d'état, se produisant & un instant t ou le systime est en
e;, conduise a l'état ej. L'homogénéité du processus entraine

ne dépend pas de t. Par définition : o,

manifestement que w. . ii

1J

~—_—Oo

Partant de 1'état e,, soient T,, T,,... les instants (alé~
atoires) successifs ou le systéme change d'états. ILe premier
changement d'état (en T1) méne, par définition, & e; avec la
probabilité @, 5 Dtaprés la propriété de Markov, le deuxidme

avec la probabilité 2{; W, . ®, D'une ma-

3 ij “jk°

nidre générale, la matrice w' donne la probabilité pour que le

(en T2) méne & ey

igme ; . N
n+°® changement d'etat conduise a ej.

Ainsi, si 1'on observe le systeme aux instants T1, T2

".‘

de ses changements d'états successifs on obtient une chaine de

Markov homogene & temps discret dont la matrice de transition

est Jjustement w.

L'intervalle de temps Tn - Tn—1 est conditionnellement in-

dépendant de tous les événements antérieurs a Tn—1 dés que l'on
connalt 1'état ey immédiatement postérieur a T

n—
-a.%
la loi exponentielle de densité € T .

10 et obéit &

Ces deux données : les 8y et les mij; doivent donc per—

mettre de reconstruire la matrice des Pij(T)’ Nous verrons
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qu'il en est bien ainsi si Tn tend presque sfirement vers 1'in-

fini pour n —» e, Mais, si P(é&m @n<°® n'est pas nul, il se
n—-r x
produit des anomalies dues & un effet de fuite : il y a alors

une probabilité non nulle pour qu'il se produise une infinité
de changements d'états sur un intervalle de temps fini : en

pareil cas, 1l existe un point T d'accumulation de changements

d'états, ol 1'état du systéme n'est pas défini, et notre proces-
sus de reconstruction de proche en proche des Pij(r) & partir
des ay et des mij s'interrompt en T . Pour poursuivre, il faut
se donner une nouvelle lol initiale en T_ , qui peut &tre choi-
sie arbitrairement, et permet de prolonger la chaine jusqu'au
point d'accumulation suivant T!, et ainsi de suite. Autrement

dit, il apparaitra nécessairement des indéterminations dans la

reconstruction de la chaines B5i au contraire T, = % presgue
srement, la reconstruction de la chailne ne sera possible que

d'une seule facgon.

LES EQUATIONS DE FELLER ET DE KOIMOGOROV

Si 1'on dérive formellement en T 1'équation (1') des demi-

groupes avant de faire v = 0, on trouve :

(%) Pt (%) = 21(0) B(v)

Ctest la premidre équation de Kolmogorov, celle que l'on obtient

en faisant varier 1'état initial. Si, au contraire, on dérive
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en t' avant de faire 7' = 0, on trouve :

(X,) P'(7) = P(%) P'(0)

Ctest la deuxiéme équation de Kolmogorov, celle gue l'on obtient

en faisant varier 1'état terminale

I1 se trouve que ces dérivations :=ont légitimes dans le
cas des chafnes finies. Mais des difficultés apparaissent, s'il
v a une infinité d'états, liées & la possibilité d'un effet de
fuite et d'un point d'accumulation de changements d'états. Nous
verrons gque (K1) est %oujoufs vérifiée, mais que (K2) ne l'est
que si T = » presque slrement. Cette dissymétrie provient du

fait que la loi du premier changement postérieur &8 t = 0 est

toujours définie sans ambigiliité, tandis que 1l'on n'a le,droit
de parler du dernier changement d'état antérieur & t > 0 que
si 1'on est slr que ce n'est pas en fait un point d'accumulation

de changements d'états qui précéde immédiatement t.

La premiere équation de Feller - Supposons le systéme en e; au
temps t = 0, et soit e  un état de la chaine - Si e, # ey Te
systeme ne peut &tre en ej au temps t que si un premier chan-
gement d'état a eu lieu entre T et T + dT pour un T <t, ce
gui a lieu avec la probabilité a; E;aiT dt. Ce changement
conduit & un état e, avec la probabilité By et la probabilité

conditionnelle d'avoir ey au temps t est alors ij(t-r), d'a-

prés la propriété de Markov et l'homogénéité. On a donc :
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a.T

ot [ST
Pij(t) = fai e * %, W, ij (t-%) ) ad= (i £ 3)

0

51 i = j, on doit tenir compte, de plus, de la probabilité

pour que le systeéme reste constamment dans 1'état e de 0 & t,
d'ou :

-a;t /t -a;7 Z
Pii(t) = e +/a; e Wi ij (t=-T))azT

(o] k

Condensons en une seule ces deux équations en introduisant

les symboles habituels de Kronecker (&ij = O pour i # j, Bii =1),
et changeons t en t-7 dans l'argument de 1l'intégrale. 11 vient:

1
-a.t —-a_ (t-1) <
1 1
(F1) Pij(t) = éi:.l e + A ai < (ZK. mik ij<T)>dT

La premiére équation de Kolmogorov -

On constate que le deuxidme
membre de (F1) est dérivable par rapport & t, donc aussi le pre-~
mier, et on trouve :

%
a_

-a.t -a. (t-1)
i i E
g Pij(t) = -8, 6ij e - ai%(ﬁai e ~ I ij(r) aT

+ ay Zk:mik ij (%)

Mais celd st'éerit

d
(K1) I Pij(t) =~ a, Pij(t) + a8y zé:mik ij (t)
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(on rappelle que les termes diagonaux @, sont nuls). Clest
la premiére équation de Kolmogorov. En effet, pour t+ = 0,

cette équation donne :

P;‘_j(o> = - a; Bij +a; Zk: W 6kj ==a, 6,.. + a

et (K1) s'éecrit bien :

P:!Lj(t) = % P, (o) ij(t)

Dans la théorie des demi-groupes, la matrice P'(o), de compo-—

uantes--a 613 a; B 4 s'appelle générateur infinitésimal du

demi-groupe P(1t)

La deuxiéme équation de Feller - Si nous supposons qu'il n'y a pres-—

que glirement pas de points d'accumulation de changements d'états

(P(’.I.‘Q0 L) = O), on peut appliquer le raisonnement précédent au
dernier changement d'état antérieur &4 t+ > 0 - On édcrit qu'en
un temps T<t le systéme est dans un état €., qu'un changement
d'état conduisant a ej se prodult entre T et T + dt, et gu'il
n'y a plus de changement d'état jusqu'au temps +t. Dans le cas
i = j, il faut de plus tenir compte de la possibilité pour le

systéme de rester en e, = e. de O 8 t« On trouve ainsi :

~at / -2 (-7)
(FZ) Pij(t) = e + (k;ég ik('x:) ay mkj) e dv



Contrairement & ce qui se passait pour (F1), la constante de
temps 8y figure sous le signe de sommation. On constate encore
gque le second membre de (FE) est dérivable, et on en déduit la

seconde équation de Kolmogorov

d _
(X5) a% Fiy(®) = - By ey E;% Pir 8 By

Pour t = 0, on trouve comme plus haut (avec Pij(o) = 513’

Pij(o)z- 513 8y + a; @,

d'ou l'on tire

2y (8) = % P (£) 2L (o)

Remarque : Dans les applications, (K2) est souvent d'un emploi
plus commode que (K1), du fait que l'indice i initial des

Pij est le méme pour tous les termes. Celd permet, en effet,
de travailler avec l'indice 1 fixé, donc de ne manipuler gu'un
moins grand nombre d'équations & la fois. Mais on n'oubliera

pas que la condition P(T < o) = O doit &tre vérifide.

II1 - INTEGRATION DES EQUATIONS (F) et (K), ET CONSTRUCTION DU PROCESSUY

[N.B.: Ce paragraphe, plus difficile que le reste du chapitre,
peut &tre omis en premidre lecture. Il a pour but de
préparer le lecteur & la théorie moderne des probabilités

et du potentiel].
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Etant donnés une matrice de transition mij et des nombres
ai:>(), proposons-nous d'examiner si ces élements permettent
de construire une chaine & temps continu, si la matrice P(t)
de cette chaine vérifie les équations (F) et (K), et si cette

solution est unique.

Dans cette reconstruction, nous pouvons procéder de proche

en proche. Nous attribuons 1'état e; & un premier segment
-a.t

(o, T1), dont la longueur T, obéit & la loi de densité aje L,

En T1, nous tirons au sort un deuxiéme état ej selon la loi
, et nous lui affectons’ l'intervalle (T1,T2), dont la lon~

-a.t’
gueur T2-T1, indépendante de T1, obéit & la loi aj e Y, et

w, .
14

ainsi de suite. Le fait de n'utiliser que des lois exponen-
tielles nous garantit que ce processus possédera la propriété
de Markov. Par contre, nous ne sommes pas du tout certains que
Tn tende presque sfirement vers 1'infini, et notre construction
pourrait tres bien ne pas dépasser un premier point Tm<fw d'ac~

cumulation de changenents d*état.

a/ Ia matrice P(%)

Posons Pigo)(t) =e < 5ij et, par recurrence :
(n+1) (o) e (t-1) (n)
(2) Pij (t) = Pij () +[ai e * (%:‘ B ij (79 T

(n)
Pij (t) est donc la probabilité pour que notre construction de
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proche en proche atteigne le temps +t dans %'?tat ej apres au
n
plus n changements d'états. Par suite Pij (t) est positif

ou nul, non décroissant en n et vérifie :

(x)
(3) 2.2 (0) €
J

La limite
(n)

existe donc, est 2 0, et vérifie, d'aprés (3) :

(4) Z. §ij(t) < 1
J

?ij(t)donne la probabilité pour que notre construction
atteigne le temps t dans 1'état ej aprés un nombre Ffini (quel-

conque) de changements d'états. Cette matrice P(t) vérifie les

équations (F1) et (32), et aussi (K1) et (K2) qui en découlent :

il suffit pour le voir de reprendre mot pour mot la démonstra-
tion probabiliste du paragraphe précédent. £En ce qui concerne
(Kz), en effet, cette démonstration est valable, puisque par

hypothdse ﬁij(t) est la probabilité d'atteindre +t en e avant
T

o ?(t) vérifie aussi 1'équation des demi-groupes. En effet,

pour atteindre t + t' en ej avant T, il faut d'abord atteindre

un e, en t avant T . Ia construction repart alors a 0 & partir
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de ce nouvel état initial ey (puisqde la durée de cet état est

régie par une loi exponentielle). On a donc :

?ij(mv) = }; f»ik(t) i-?kj(t')

clest-a—dire f(t+t') = §(’G) P(t").

ILa seule question qui se pose est celle-ci : a-t-oOn
zj,Pij(t) = 1, ou, en notations matricielles, 1 désignant le
j .

vecteur de composantes (1, 1,...) a=t-on :
(5) P o1o= 1

Nous allons voir que cette condition (5) équivaut a

P(T, <) = 0, et aussi & 1'unicité de la solution des équations

(F).

b/ Résolvante d'un processus-

Nous désignerons par R(A) la transformée de Laplace de

la matrice P(t), c'est-a-dire la matrice de composantes :
(¢ o]
R..(\) = /e‘“ P..(t) at (A > 0)

Si P(t) est la matrice d'une chaine de Markov, on dit

que R(A) est la résolvante de cette chaine. Ia condition (5)

7 . N
équivaut a :

(5') R1 = »
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L'éguation des demi-groupes équivaut a

R(A) R(p) = - R@;\ - i(” (A,p > 0)

Dans le langage de la théorie des demi-groupes, cette

éguation s'appelle équation résolvante : on pourra 1'établir

& titre d'exercice, mais nous ne lfutiliserons pas dans ce qui

suit.

Interprétation de AR(A) - Is matrice A Rij(k) est la matrice

de transition d'une chaine & temps discrets In effet, considé-

rons un temps S aléatoire, indépendant du processus, et ad-
mettant la loi exponentielle de densité A e s (s 20). la
probahilité d'avoir le systéme dans ltetat e, au temps aléatoire

S (sachant qu'il €tait dans 1'état e, au temps 0) est :

[\ oMt N ey
JreM e (w) at = AR 00

(on dit que S est un temps d'arrét).

Equation LF') ~ Drapres 1'équation (F1), interprétée comme une

équation de convolution, la résolvante vérifie 1'équation équi-

valente & (F1) :

O .

1] a. + A a. + X
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Pour obtenir une écriture condensée, nous introduirons les ma-

trices Y et y de composantes

(" 5. .
- 1|I
Dy (A = CRE
(6) <
i
X130 = gER i

ol

L'équation de Feller s'écrit alors sous forme matricielle :
(Fi) R= D+ xR

¢/ Loi du premier point d'accumulation.

Torsque 1l'on part de e; dans la construction de proche
en proche, la probabilité pour que le premier changement d'état
se produise & un instant T1 antérieur & S et conduise & 1'état

e. est :
J

-AT
P(S >/T1) W, . = E[e 1] le = _—-::-—-.T [, . = x.()\.)

ij ij ij
Lorsque cet éveénement est réalisé, 1la probabilité
conditionnelle d'avoir T, < S et 1'étaw €y succédant a ej en
T, est a nouveau Xjk(h), a4 cause de la loi exponentielle de S.
on voit ainsi que la matrice xz, de composantes

(2)
Xk = :;: Xij %5

donne la probabilité pour que le deuxidme changement d'état ait
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lieu avant 5 et donne €+ Plus généralement, la composante

xﬁ?) de la matrice x est la probabilité pour cue le nieme

changement d'état ait lieu en T &K S et donne 1'état ej. On
a donc :

n AT

1= BT, S) =Be ™)<
et les X 1, transformées de lLaplace des Tn, constituent une

suite décroissante. Ils admettent donc une limite :

eim 'Xn 1 = XOO 1
n

Cette limite est la probabilité de 1'évenement [} {IHSEﬂ
n>o
c'est-a-dire de {T < S}. Ainsi :

(7) o1 =zEle %]

et la condition xw 1 = 0 est éguivalente & P(Qw‘< ®) =0, qui

est la condition pour que notre construction de proche en proche

couvre l'axe des +t > 0 en entier.

e m kd .
Remarquons que la matrice yx existe effectivement; en

a.
effet, on a X4 13 = 57—:lx~ mij <1, d'ol, par recurrence ;
i

(n+1) (n-1) (n)
Xij Z Xlk Xl&.;] é% X xk:] = Xij

et cette suite décroissante admet une limite %?j' I1 est clair

que les conditions fw =0 et xm 1 = 0 sont équivalentes,(et

équivalentes & P(T <) = 0)
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i/ Ia solution minimale R de (F%)

Si 1'équation (F%) a une solution R, on voit par recur-

rence que R vérifie :

(8) R= RM 4,40t 3

avec

(8") p(n)  _ Z D = D+ y rR®T)
r=0

la relation de recurrence (8'), comparée a (2), montre que

R(n)(x) est la transformée de Iaplace de P(n)(t). On a donc :

r(n) 4 <717

~N

et la suite croissante des R(?% admet une limite ﬁij’ qui est

d'ailleurs la transformée de ?ij(il (& cause de la continuité

de la transformée de laplace). Ia matrice R (A) vérifie :

>l

(9) R 1<

et, dtaprés (8'), constitue une solution de (Fa) : c'est méme

la solution minimale. Toute autre solution R (avec Rij > 0),

en effet, vérifie la relation que l'on obtient en passant & la

limite dans (8), soit :
(10) R=R + xR > R

(noter aussi xR = 0)
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e/ Unicité de la solution R

I1 résulte déja de (10) que la condition xw = 0 en~
traine que la solution minimale R est la seule solution bornée
de 1'équation (F%). Montrons la réciproque, et pour celid, con-

. Ve . , . n
sidérons la suite décroissante des vecteurs h( ) :

[

n(o)  _ X 1

h(n) - X(n+1) 1
L

Comme % = (I - AD) w, on a h(o) =1 -2 R(O) 1 (puisque

w 1 = 1) et, par recurrence :
= YMI-AD) w1=1-A@D: 0Dy

d'oli, d'apres (8') :

h(n) _ 1{n+1 121 - KR(n+1) 1

i

En passant & la limite, nous trouvons :

(11) y 1 =1~-XR1

Ainsi, les conditions ¥ =0 et R 1 = 1/A sont équi-

valentes. Or la matrice positive :

00

= 1
R=R+7\'X

vérifie toujours (Fi), car
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D+ yR=D+ xR + % X X = R + % v =R

et de plus, d'apres (11), ona R1 = %, de sorte que R est
une solution admissible. Par suite, si la solution R est uni-
que, on a nécessaivement ¥ 1 = 0, et il en résulte alors R 1

= %, clest-a~dire :Z: ?ﬂ.(t) = 1.
g M

En résumé

de transition d'une chaine de Markov & temps discret, et D et

¥ les matrices définies par les relations (6). IL'éguation

(Fi) R= D+ xR
0

admet la solution minimale R = ZE: Xn D - R est la transfor-
n=0

mée de Iaplace de la matrice P(%) que 1'on obtient en construi-

sant de proche en proche le processus & 1l'aide de a et w, Ia

matrice P(t) vérifie (F1), (7)), (K1) et (K,), la relation des

demi-groupes P(t+t') = P(4) B(4') et 1'inésalité

B(t) 1 <€ 1

Cette solution P(%) de (F1)_jpu R de F%) est 1l'unique solution

bornée (P 1 <1, ou R 1 €< 1/\) de ces éguations si et seulement

si l'une des 4 conditions équivalentes sulvantes est vérifide :

I
—

a/ P(t) 1

b/ AR(M)1 1 (A>0)
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IV -

e/ %o = lin ¥ = 0 (ou Y1 = 0)

n-—» 0

d/ Dans la construction de proche en proche, il

n'y a presque slrement pas de point d'accumulation de change—

ment d'état P(.Too< w) = 0

LIMITE ERGODIQUE DES Pij(t)

Remarquons, tout d'abord, que les états essentiels sont les

mémes dans la chaine discréte dont la matrice de transition est

5y et dans le processus P(t) lui-méme (si un chemin de e a e

a une longueur n et une probabilité >0 pour la chaine discrete,
la somme des longueurs de ces n segments (somme des n varia-
bles indépendantes de loi exponentielle) est presque sfirement

finie) .

Notons aussi que tout état essentiel est apériodique pour
P(t), puisque les lois des durées de séjours successifs dans
les différents états sont exponentielles (donc non arithméti-
ques) : on le voit aussi en remarguant que Pii(t)zéai ne

s'annule Jjamaise.

Criteére : Un état e; est transitoire ou persistant selon que 1'in-

00
tégrale Pii(t) dt converge ou diverge. Il est persistant et
0

nul si 1'intégrale diverge et si Pii(t) - O pour t infini.
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En effet, désignons par Fij(dr) la probabilité pour que le
systéme, partant de e., entre pour la premiére fois dans 1l'état
ej, entre les instants t et v+d7, et par Fii(dr) la loi de la
durée d'un cycle complet (probabilité pour que le systéme, étant
partl de e; et ayant quitté cet état, le systéme entre & nouveau
pour la premidre fois en e, entre T et T+ dt}. Ces mesures vé-

(o] o0
rifient /F (dr) £ 1 et /F..(d’r) < 1. On trouve, & l'aide
LT3 [, Tid

des raisonnements habituels :

-~

X
-a.%
_ P.;(8) =¢€ %1 + ‘ngii(dr) P, (t=1)
(16) \ ;
Pij(t) = /Fij(dT> ij(t"'[;) (1 ié J)
L (0]

Soient @5 et @ij i’

Rij(k) celle de la fonction Pij(t). Les relations (16) équivalent

les transformées des lois Fii et Fi

o

8
,
1
Ris (M) = Tra, T €500 Ry (V)
(161) 1 (A > 0)
Rij(h) = @ij(x) Rjj(k)
¢
On en tire :
1 1
Ri; (M) = 5 5, T=a.,(\)

(17)

Ris(M) = 1 &, T-a,0)
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Ia relation (17) montre gue :

o0

@ii(o) = u([Fii(dr)

est égal & 1 si et seulement si Rii(K) -+ o pour A - O, c'est-a-~

o
dire si 1'intégrale d/ﬁPii(t) dt = oo, Cela démontre la premidre
0

partie du critéere. Si maintenant e; est un état persistant, ses
retours successifs constituent un processus de renouvellement,
dont la loi Fii est non~-arithmétique. Le théoréme du renouvelle-—

ment (2tme énoncé) appliqué & (16) montre alors :

* et
. 1 s 1
em P..(t) = —— / e - —
t »oo Il Bis % 4% T2y Byy
o0

)

i

— 4 |
avec p,,; = Uépx Fii(dx) (durée moyenne d'un cycle ey ©

On note que m; = 1/3.i est aussi 1'espérance de la durde d'un

séjour continu dans 1'état e;y d'ol le résultat intéressant :

m.
18 bin P, (1) = A
(18) b 2,0 - -

qui achéve de démontrer le critére.

+e]
Remarque: L'intégrale c/Pii(t) dt (lorsqu'elle est finie) repré-
0

sente 1l'espérance du temps passé dans 1'état e On le voit in-

tuitivement en remarquant que la probabilité pour que le systeéme
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séjourne dans 1'état e. pendant l'intervalle de temps (t, t + &t)

est de la forme Pii(t) + 0(6t), et en intégrant en +t.

Plus généralement, la résolvante :

(2]

R(A) =£ et Py (%) dt

représente 1l'espérance du temps passé par le systéme dans 1'état

e, antérieurement au temps d'arrét S.

Comportement ergodique de la chaine. D'aprés un raisonnement

déja fait plusieurs fois la seconde relation (16) montre Pij(t)
- 0 si ej est transitoire ou persistant et nul, puis, compte tenu
aussi de (18),

m.

lim P..(%) = b, —=
tﬁw”() By

O
avec bij = u/rFij(dv) = probabilité d'atteindre e a4 partir de
0
e En particulier, si e et ej sont deux ¢états persistants po-
m.

sitifs appartenant & une méme classe, cette limite est —=. On

ii
note d'ailleurs que les états de la chaine continue Pij(t) sont

de méme nature que ceux de la chaline discrdte dont la matrice de

transition est Pij(g) (a0 > 0 quelconque). Il suifit pour le voir

de remarquer que l'on a P(a) = P(na), et de comparer le critére

ci-dessus & celui des chalnes discrétes. On en déduit aussitdt
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Proposition 1 _ Si les étuts de la chaine P(%) constituent une

seule classe d'états persistants, on a Lim P(t) = O si ces

1+ 00
états sont persistants et nuls, et :
(19) p. = lim  ®__(t) = i
17 g K Hig

s'ils sont persistants positifs (mi, durée moyenne d'un séjour

continu dans 1l'état e.

;s By temps de retour moyen de 1'état ei)

Dans ce cas, les . constituent un systéme de probabilités sta-

tionnaires :

(20)  Dlp=t . 22 m2®=p;  (Y5>0)
1 1

Inversement, si 1'on peut trouver des tiQB'O vérifiant (20),

les états sont persistants positifs, et ces t. vérifient (19).

Soient p; des nombres 2 0 avec Zi:pi < 1. Considérons
la fonction pj(t) = zilpi Pij(t)7 gq#ii represente la probabili-
i
té de ej au temps t. En multipliant (F1) par p. et en sommant

en i, avant de dériver en t, on trouve :

%? pj(t) = - z;: a; Py Pij(t) + %;; a5 Py Piy ij(t)

et, en faisant t = 0 (Pij(o) = 6ij) :

!
py0) = - a5 py+ ; a; Py W5
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a/ Si donec la condition (20) est remplie, on a p;'?(o) =0
et :
2.
a . = a. . @,
3% T %1 Pi B
Comme les p; ne sont pas tous nuls, il en résulte que
la matrice wij admet le vecteur propre a; Py a gauche avec la

valeur propre 1. Donc les états de la chaine discréte sont

tous persistants positifs, il existe un vecteur unique ﬂi

avec ZT& =1, Zlﬂl @ 4 -_—.TTj, et on a par suite :
T .

T = &; Py
i~ JEWY
i¥i
Z
ou, ce qui revient au méme (avec m, = 1/ai) :
(21) by = ! TTi T
2. my T
d

En comparant avec (19), on en déduit encore

(22) TTi Myg = Zj:mj TTj<oo

b/ Inversement, supposons que les états de la chaine
discréte soient tous persistants positifs, et soit ﬂi le sjs—-
teéme de probabilités stationnaires de @550 Si de:plus

Zj:ijr:] < (mj = 1/aj), les 19 définies en (21) vérifient
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- t m\_ -
aj pj = 2;: a; Py mij’ c'est-a~dire

pi(o) = Z py Pi;(0) =

I1 suffit de multiplier par P(t) et d'utiliser (K1) pour en
déduire pi(t) = constante = p;, donc la chaine P(t) admet les
limites ergodiques o

Par contre, &iZE:nﬁ TTj =, P(t) - O pour t = o
(car s'il existait une limite ergodique, elle vérifierait (21).

Enongons :

juove ot evtiue s S

Proposition 2  Lorsque les états de la chaine Pi4(t) constituent
u

une seule classe d'états persistants, ces états sont tous po-

sitifs si et seulement si ils sont positifs pour la chaline dis-—

crete wij et que les probabilités stationnaires TTj de mij

vérifient la condition

. . < 0 . = 1—-
Z: mJ Tn} (mJ - )
J dJ

Tes relations suivantes sont alors vérifiées :

8, P my 1T,

M= =2, 5 = bin Py (%) = 1}{
. . 1
225 Py " Z
J !

et le temps de retour moyen Big d'un état €. vérifie :
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!
B
=
o)
il
| =
)

)
s

XN

M

En particulier, si la chaine est finie la condition

:E: mj115 < o est toujours vérifiée, et la proposition
J

s'applique.
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CHAPITRE v

LES FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES D'ORDRE 2

1 — PROCESSUS STATIONNAIRES D'ORDRE DEUX

On a vu, au chapitre 0, la définition générale d'une
fonction aléatoire. TIa théorie que nous allons exposer s'ap-
plique aussi bien aux fonctions aléatoires (définies sur 1'es-
pace euclidien & n dimensions) qu'aux processus stochastiques
(définis sur la droite réelle T = (~0, +%), interprétée comme

un axe des temps). Clest uniquement pour simplifier les nota-

tions que nous adoptons la terminologie (unidimensionnelle)

des processus stochastiques.

Soit done X(t) un processus stochastique, t,, tse.. 5y

des instants quelcongques, et :
F(x1, XppesoXy i by, t2,...tk) = P[X(t1)<:x1,...X(tk)<LXk]

la fonction de répartition des variables aléatoires X(t1)...X(tk).
Il est évident que l'ordre dans lequel on a rangé les instants
d'appul ne Jjoue aucun réle ici. Autrement dit, pour toute per-

mutation (11,...ik) de (1,...k), on doit avoir :

(1) F(xi1,...xik; ti1,...tik) = F(x1,...xk; t1,...tk)
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Ia condition (1) est une condition de symétrie que la loi

temporelle soit nécessairement respecter.

Moments de la loi temporelle.

I1 n'y a aucune difficulté & définir le moment M a
1'. k

(t1,...tk) d'ordre (a1..ak), dépendant des instants t1,...tk,

comme l'espérance mathématigue, si elle existe, du produit
o a
2 p
[X(t1)] 1 [X(tz)]... . Ma1...ak(t1’t2"'tk) ne dépend que de
la fonction de répartition F(X1,...Xk; t1,...tk), clest-a-dire

uniquement de la loi temporelle.

En particulier, soit m(t) le moment d'ordre 1 {s'il existe):

(0

300
M1(t) =mn(t) = B [X(ti] =J/ﬂ x Fldx; +)

C'est une fonction de la seule variable t. Comme on peut
toujours remplacer X(t) par X(t) - m(t), nous la supposerons

dans la suite identiquement nulle

(2) mn(t) = 0
De méme, le moment d'ordre (1,1)
1y 4 (byrty) = B [X(5) X(vy)]

ne dépend que des deux instants t, et 5. Comme m(t) est sup-

posée nulle, ce moment est égal & la covariance de X(t1) et

X(tz). Nous écrirons K(t1,t2) au lieu de M1’1(t1,t2L
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(3) Ktyyt) = B [X(3)) X(ty)]

kn particulier, prenant %y = %, = t, on obtient la variance

o2 (t) de X(%) :

(4) o?(%) = K(t,%)

Processus Stationnaire.

Un processus stochastique X(t) est dit stationnaire lorsque
sa loi temporelle est homogene dans le temps, c'est-a-dire lors—

que 1'on a :
(5) P(Xyyeeexys Bypeeety) = Plxyyeeexys ty + hyeouty + h)
guels gue soient les instants t1...tk et la translation h.

Les moments d'un processus stationnaire possedent la méme

propriété d'homogénéité dans le tempse En particulier :

I

m(t) = m(t + h)

K(%y,%,) = K(t,+ hj ty+ h)

I1 en résulte que m(t) est une constante, que nous suppo-
sons d'ailleurs nulle conformément & (2), et que la covariance
K(t19t2> ne dépend que de la différence ty-t,, et non de t, et
t2 séparément (pour le voir, il suffit de prendre h = - t2 dans

la relation ci-dessus) :
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(6) m(t) = 0

i

Inversement, si un processus stochastique vérifie les

relations (6) on dit qu'il est stationnaire au sens large ou

stationnaire d'ordre deux.

On notera qu'un processus stationnaire au sens large peut
trés bien ne pas &tre stationnaire au sens strict, car (5) n'est
nullement une conséquence de (6). Dans beaucoup d'applications,
cependant, on n'utilise que des propriétés lides aux moments
des deux premiers ordres, de sorte qu'il n'y a pas lieu de dis-
tinguer entre processus stationnaires sensu lato ou sensu stricto.

En particulier, les propriétés de la covariance restent les mémes.

Ta covariance K(h).

Soit X(%) un processus stationnaire. D'aprés les rela-

tions (6), la fonction

(7) K(h) = E [X(t) X(t + h)]

ne dépend pas de t, et représente la covariance (stationnaire)
des valeurs prises par X(%) en deux instants quelconques dis-
tants de h. N'importe quelle fonction ne peut pas Jjouer le
r6le d'une covariance K(h). ILe théoréme de Bochner donne une
condition nécessaire et suffisante que doit vérifier une fonc-
tion pour &tre la covariance K(h) d'un processus stationnaire

dtordre deux.
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Définition - Fonctions de type positif. Une fonction g(h), & va-

leurs réelles ou complexes est de type positif, si pour tout
systéme (h1""hk) de nombres réels et (K1,...Kk) de nombres

complexes, on a :

k

M

=
it

1 Ay Xj g(hj -h;) >0

J=
Ces fonctions jouent un grand r8le en physique (ol elles

ont, en geénéral, une signification énergétique), et aussi en

calcul de probabilités, comme il résulte du théordéme fondamen-

tal suivant, et des propositions qui en découlent:

Théoréme de Bochner - Pour qu'une fonction continue & valeurs com-—

plexes ®(u) soit fonction caractéristique d'une loi de probabi-

1ité P(dx), il faut et il suffit que ®(o) = 1 et gque ®(u) soit

de type positif.

On voit facilement que la condition est nécessaire : si

l'on a

+00
®(u) =_-/ e p(ax)

=00

il en résulte ®(o) = 1, et :

i(u,-u, )x
2o AR, 8y - ) - j}kI y Ak/e P(ax)
]

ik
:/l Z AL eiujx lz F(ax) 20
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Ta démonstration de la réciprogue est un peu plus longue, et

nous ne la reprodulrons pas.

gfoposition 1 - Pour qu'une fonction réelle K(h) soit covariance

d'un processus stochastique stationnaire d'ordre 2, il faut

et il suffit qu'elle soit de type positif

En effet, si XK(h) est la covariance d'un processus station-

naire dtordre 2 X(t), soient Byabpyeesty des temps et Ay,.eehy

des nombres complexes. Ila variable aléatoire :

k 2
Y = l; A X(t) | = % Ay Ry () X(55) >0

vérifie E(Y) > 0, donc, d'aprés (7)

E (Y) = Z Ay KjK(t‘%]—ti) S 0
1,J

Par suite K(h) est de type positif.

Inversement, si,une fonction réelle K(h) est de type posi-
tif, on montre qu'il existe un processus stationnaire & loi

temporelle gaussienne dont K(h) est la covariance : les pro-

cessus a loil gaussienne ont, en effet, ce grand avantage que
leur loi temporelle est déterminée dé&s que l'on connait l'es-

pérance E[X(t)] et la covariance K(t1,t2).
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Conséquence. Comme toute fonction réelle de type positif, la co-

variance K{(h) d'un processus stationnaire d4'ordre 2 vérifie les

relations :

K(o) 2> O
(8) K(~h) = K(h)
|K(n) | <€ k(o) (Inégalité de Schwarz)

Tes relations (8) sont du reste évidemtes : K(o) est la variance
de X(t) et K(h) la covariance de X(t) et X(t+h), donc aussi de

X(t-h) et X(t) puisque le processus est stationnaire.

X(t) soit continu en moyenne quadratigue, i1l faut et i1 suffit

que sa covariance K(h) soit continue en h = O.

Par définition (Cours de Probabilité, ch. IV, parag. 3)

X(t) est continu en moyenne quadratique si 1l'on a :

lin B [[x(tm) - x(+)12] = o

h=-o0
Or, on a :
5 [lxcem) - x(077] = 2 [K(e) - %))
d'oh la proposition 2.

Remargue — Onrdémontre que toute fonction K(h) de type positif

est continue en tout point h si elle est continue en h = O :
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ainsi la continuité en moyenne quadratique de X(t) est équiva-

lente & la continuité ordinaire de sa covariance K(h).

Proposition 3 - Pour qu'une fonction K(h) soit la covariance d'un

processus continu en moyenne quadratique, et de variance finie,
il faut et il suffit qu'il existe une fonction de répartition
G(x) telle que l'on ait

400
(9) K(h) = X(o) cos hx 4 G(x)

-=CO
Ia condition est nécessaire : K(h), covariance d'un pro-
cessus continu en moyenne quadratique, est continue en h = o
(propriété 2) et de type positif (propriété 1). Donc, d'aprés
le théoréme de Bochner, il existe une fonction de répartition

G(x) telle que :
K(h) = K(oi/‘eihx a 6(x)

Comme K(h) est réelle, la répartition définie par G(x) est

symétrique [on a G(x) = 1 - G(-=x + 0)] et (9) en résulte.

Réciproquement, si K(h) est de la forme (9), elle est
continue, et le théoreéme de Bochner montre qu'elle est de type
positif. On démontre qu'il existe alors un processus station-
naire & loi temporelle gaussienne admettant K(h) comme covarian-
ce (donc continu en moyenne quadratique d'apres la proposition

2).
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Ainsi la classe des fonctions de covariance des processus
continus en moyenne quadratique et de variance finie s'identi-
fie & la classe des fonctions de type (9) et aussi & la classe
des fonctions de type positif réelles et continues. Nous verrons,
au paragrephe 4, que la relation (1) posséde une signification

physique trés riche. Elle représente, en effet, la décomposi-

tion spectrale de 1'énergie.

—
=
t

DERTIVATJON STOCHASTIQUE

Bien que les notions d'intégration et de dérivation en moyen-
ne gquadratique soient surtout utiles dans le cas des processus
stationnaires, il est préférable de les introduire dans leur
généralité. Dans ce qui suit, X(t) désignera un »nrocessus non

stationnaire de variance finie, de moyenne m(t) =0 et de co-

variance K(t1,t2). Les énoncés se particulariseront sans dif-
ficulté au cas ol X(t) est stationnaire (sensu stricto ou sensu

lato) en prenant K(t1,t2) = K(t1~t2).

Définition - On dit qu'un processus X'(%4) est la dérivée en moyenne
X(t+h)=X(%)
h

quadratique du processus X(t) si converge en moyen-

ne quadraticue vers X'(t) lorsque h tend vers O, c'est-a-dire

si 1l'on a

(10) h@im E "X(“h)h‘ X(t) -x'(t)r =0
- QO

Pour trouver une condition nécessaire et suffisante de
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dérivabilité, nous utiliserons le critére de Cauchy (Cours de

Probabilité, ch. IV, parag. 3) sous la forme suivante :

Lemme - Soit Xk(t) un processus admettant une variance finie
et dépendant d'un paramétre réel A. Pour que Xx(t) converge

en moyenne quadratique vers un processus X(t) lorsque A - O,

il faut et il suffit que pour tout t la limite :

fiE . E |X, (t) XA,(tj]
A' -0

existe (et soit la méme quelle que soit la manidre dont A et

A' tendent vers 0). Ia covariance K(t,t') de la limite X(%)

est alors donnée par :

(11) K(t,t') = f&f E [Xk(t) Xh(t'i]

a/ D'aprds le critére de Cauchy, Xk(t) converge en
moyenne quadratique si, et seulement si :
f. 2
im E [Xk(t) - X%, (0)]° =
A—o

A' -0

(12)
= fim Ejkxﬁﬂéb-E’&Aﬂt)ﬂ- 2B ﬁ%{t)XKJt{l -0

A=o0
AY - 0

On voit immédiatement que la condition de 1'énoncé
entraine 1'égalité ci-dessus, donc aussi la convergence en

moyenne quadratique.
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b/ Inversement, supposons gque Xk(t) converge en moyenne

quadratique vers X(t). L'inégalité de Schwarz peut s'écrire

E[[X}\(t) - x(t)]g - EI.X)\(t)é]+ E[x(t)?-]- 2 E\-X(t) X,\(t)-[

> Ve, 2 - \/E[X(t)*?]

2

et donne

lin = [‘X?\(t)z‘] =B [X(t)ﬂ

A =0

Le critére (12) de Cauchy montre alors :

(13) fim E I‘X}\(t) X}\,(t).] = E ]—X(t)é.[

A =0
A = 0

et la condition de 1lténoncé est vérifide.

¢/ Ia relation (13) s'identifie avec (11) lorsque l'on
prend t = t'.
Pour t # t', la relation (11) se déduit facilement

de 1'inégalité de Schwarze On a :

E[(Xkﬁ")'x(t)*){?\(t' )=X(t! )) 2]$ \/E}.Xx“)'x(t)‘l 2+\Afx)\(t' )X (% )-l ?[*

d'olr 1'on déduit que Xh(t) + Xk(t') converge en moyenne quadra-

tigue vers X(t) + X(t'), ce qui entraine, d'apres (13) :
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Lin E{Xx(t)ﬂﬁ» EI‘XX(.t')z-I-r 2 EI—X}\(t) Xx(t').l

A=o0

= EI‘X(’G)Z-[ + El-x(t')z-l+ 2 E”X(t) X(t')]

Comme
xz-i.mo EI—X}\(t)Q‘[ = El-X(t)z-l
e o] o]

I1 vient bien :

fin E'—X;\(t) X;\(t')-] = El-X(t) X(t')]

A=o

c'est-a~dire (11) :

vable en moyenne quadratique, il faut et il suffit qu'en tout

t la limite

2
Pin E(oeh,t4B) K (ten, ) -K(t, 14 0)+K(t,1) _ | K(¥4%5)
h - o né 0ty 9%,

,e - 0 t1zt2=t

existe quelle que soit la manidére dont h et f’tendent vers Q.
3 K(%1,12)

Dans ces conditions, la dérivée seconde
bt1 bte

existe aussi

pour t, # t, et coincide avec la covariance de la dgérivse

de X(t).



C'est une simple application du Lemme : X(t) est dérivable

si, et seulement si

[im Ethml - X(t)) (X(m@) - X(t%
h-o h

g -0
. iy K(Gh,t+8) - K(t+h,t) - E(t,t+8) + K(t,t)
h—-o hl
£-o0
2
existes Cette limite, qui est la dérivée seconde T
1 2

2
en t, = %, = t est alors égale, d'apres (13), a & [2'(L)7]. Ia

covariance de X'(t) est alors donnée par (11)

fin w(R(Eth) - X(t)  X(&'+h) - :;(tva
h=-o h ) h

_ gim K(t+h,t'+h) -K(t,t'+h) - K(t+h,t') + K(t,t')
= : 5
h=-o0 h

3% K(t,%')
= T ot ot

On notera que 1l'existence de la dérivée seconde de K(t1,t2)

sur la bissectrice t1 = t2 = t entraine son existence en tout

point (t1,t2)

dérivable en moyenne guadratigue il faut et il suffit que sa

covariance K(h) soit deux fois dérivableen h = O. Le processus
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dérivé est alors stationnaire au sens large et admet comme co-

variance stationnaire la dérivée seconde de K(h) changée de si-

gne, soit = K"(h).

I1 suffit d'appliquer le théoréme précédent avec K(t1,t2)

Généralisation - ILes résultats précédents s'étendent d'eux-mémes

aux dérivées successives d'un processus X(t). Ainsi, pour que
la dérivée X(k)(t) d'un processus stationnaire (au sens large)
existe, il faut et il suffit que X(h) soit 2k fois dérivable
en h = 0. Elle est alors, comme on sait 2k fois dérivable en
tout point. Ia dérivée X(k)(t) est également stationnaire

(au sens large) et admet la covariance :

1k 2 K(n)
a n*

III — INTEGRATION EN MOYENNE QUADRATIQUE

Soit X(t) un processus(non stationnaire) de variance
finie et de covariance K(t1,t2). Soit aussi p(t) une fonction
numérique (réelle) non aléatoire. Nous cherchons & donner un

sens & l'intégrale
b

I =u/r X(t) p(t) dat

a
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Une telle intégrale, qui dépend de la fonction aléatoire
X(t), ne peut définir qu'une variable aldatoire : la variable
aléatoire T (lorsqu'elle aura recu une définition précise)

sera appelée intégrale stochastique.

Pour définir I, on procédera exactement comme dans le cas
d'une intégrale ordinaire. Divisons 1l'intervalle (a,b) par des
points :

et formons la somme

s

(14) L= 2. X(t;) p(t) (b - %)

n i=1

In est une variable aléatoire (ordinaire) parfaitement
définie.
Paisons tendre n vers 1'infini, de telle maniére que

les intervalles (ti_1,ti) convergent uniformément vers O :

Sup (t; = $;_4) = O
1£i<n

Stil existe une variable aléatoire I telle que In con-

verge en moyenne quadratique vers I, on posera (conventionnel-

b
I ::/ X(%) p(t) at

a

lement)
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et on dira que I est l'intégrale (en moyenne quadratique) de

p(t) X(t) sur le segment (a,b).

51 a = -0, oub = + o, on définira 1'intégrale comme la
limite en moyenne gquadratique (si elle existe) des intégrales

correspondantes pour a - - ®© ou b = + oo,

Pour que l'intégrale en moyenne quadratique :

b
(15) 1=/ x6) p(v) av

a

existe, il faut et il suffit que 1'intégrale double ordinaire

b b
(16) 52 =/ / K(t,t') p(t) p(+') at dat’

a a

existe : dans ce cas, on a de plus

(17) s° = E [12]

Considérons les sommes de Riemann définies en (14). D'a-
pres le critere de Cauchy, 1'intégrale I existe si, et seule-
ment si

lin E [(In - Im)z] =0

n—bw
m - o0



Le lemme du paragraphe précédent montre (moyennant des
changements de notations évidents) qu'il en est ainsi si, et
seulement si la limite :

lin E(In Im) = A

n —-
m -+ o

existe, et que l'on a alors A = E(IE).

Soient ti et sj les points de subdivisions utilisés

dans la définition de In et Im' On a :

m

2 § X(t;) X(s;) p(%y) p(sy) oty bs,

L]

|

i
.Mtﬁ

et
n m
B(I, 1) = ; g K(ty,84) p(t;) plsy) Aty ds,

Par suite la limite A existe si, et seulement si, 1l'in~-

tégrale (16) existe et on a alors A = SZ, done §° = E(I2).

Par passage & la limite, on voit facilement que le théo-

réme subsiste si a, ou b (ou les deux) deviennent infinis.

Corollaire 1 - Si X(t) est un processus stationnaire au sens large,

de covariance K(h), 1l'intégrale (15) existe si, et seulement si

3lintégrale
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b b
(18) 52 / / K(t - t') p(t) p(t') dt dt'

a a

I

existe. Dans ce cas, on a 52 = E(IZ).

+
(19) Y(t) :U//ﬁ X(s) p(s) ds

a

existe, la dérivée Y'(t) du processus Y(t) ainsi défini existe

~aussi et colIncide (presque certainement) avec X(t)

Y (t) = X(%)

En effet, puisque Y(t) existe, 1l'intégrale
- t At
§°(4) = B ;—Y(t)zi =// K(s,s') p(s) p(s') ds ds!
a “a

existe aussi, et Y(t) a une variance finie, donc aussi une

covariance Q(t,t') définie par :

Qs 1) = B [¥(5) w(wn)]

Appliquons la relation (11) du lemme du paragraphe pré-—

cédent., On a :

a(t,') = fin E(Yn(t) Yn(t'D

7 ~» 0
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ol Yﬁ(t) et Yh(t') désignent des sommes de Riemann approchant
Y(t) et Y(t'). Soit, par exemple, t <t' = tn(et b, =t un

point de subdivision coTncidant aveec t) : on a

E(Yn(t) Yn(t')) - Z Z K(t3,%,) (t;) p(t) Aty A%,

i=i j= J
d'olr l'on déduit :
+ +
(20) a5y =/ as / K(s,51) p(s) plor) ast
a )

Comme Q est dérivable en t et t', la dérivée Y'(t) existe en

moyenne quadratique.

Enfin, par des passages & la limite trés analogues, on

B f(wm - x(+) ﬂ

d'ou résulte la derniére affirmation.

montre que l'on a :

Remarque {1 - Si l'espérance mathématique de X(t) n'est pas identi-

quement nulle, on voit facilement que 1l'on a :

E [_[bX(t) p(t) dt:[ =[bE [X(£)] p(%) at

sous réserve que l'intégrale stochastigue existe en moyenne

quadratique. De méme, d'ailleurs, pour la dérivation
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E fa-% X(t)‘] = (-19- B [X(t)]

Ainsi le symbole E (espérance mathématique) peut &tre per-

ot

muté avec les symboles d'intégration et de dérivation (sous ré-

- serve que 1l'intégrale ou la dérivée stochastiques existent en

moyenne quadratique).

Remarque 2 - Supposons que, dans 1'intégrale (19) & limite variable

X(t) soit stationnaire au sens large. Il n'en résulte pas du
tout que Y(t) soit également stationnaire, car la covariance
Q(t,t') définie en (20) n'est nullement de la forme Q(t-t'),
lorsque K(s,s') est de la forme K(s-s'). Celd tient & ce que
la borne inférieure d'intégration a reste fixe lorsque 3
varie. Pour obtenir une intégrale stationnaire, on doit faire
varier simultanément les deux bornes. Ceci nous conduit & dé-

finir une opération de convolution stochastique, trés utilisée

notamment en éléctronique.

Si. f1(t) et fz(t) sont deux fonctions (ordinaires) on

définit leur produit de convolution :

par 1l'intégrale :

+00 400
g(t) = d/f f1(t - 8) f2(s) ds =‘/£j f1(s) fz(t-s) ds

=00 o
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Dans le cas particulier (treés important en physique) ol
f1(t) = fz(t) = 0 pour t <€ 0

la convolution prend la forme :

t
g(t) =/ £,(t-s) f5(s) (t >0)
(o]

g(t) = O (t <0)
Convolution Stochastique ~ Soit X(t) un processus stationnaire

au sens large et p(t) une fonction (dite souvent fonction de

pondération). Si 1'intégrale stochastique :

400 400
(21) Y(t) = U/ﬂ X(t-s) p(s) ds = d/ﬁ X(s) p(t-s) ds

00 -0

existe en moyenne guadratique, on pose :

et on dit que Y(t) est le convolué de X(%) par p(t).

Les intégrales & limite fixe (a,b) peuvent toujours s'ob-
tenir comme cas particulier de (21) : il suffit de prendre
t = 0, et d'annuler p(t) en dehors d'un intervalle convenable-

ment choisi.

Soit K(h) la covariance stationnaire de X(t). Ia convo-

lution (21) est définie si 1l'intégrale
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Y(t) //K(s - 8') p(s) p(s') ds ds’

est définie. ILa covariance de Y(t) existe aussi, dans ce cas,

et se présente sous la forme :

Q(t,t') = u/fK(t - %' - s+ 8') p(s) p(s') ds ds!

Blle est de la forme (t-t'). Ainsi la convolution Y(t)

définie en (21) conserve le caractdre stationnaire au sens lar-

ge. Ia covariance stationnaire Q(h) est donnée par :

(22) Q(h) :d/<>/%(h -8 + 8') p(s) p(s') ds ds!

v
Soit p(s) = p(~s) la transposée de p(s) et

\i
P=p*p

ou, explicitement

P(u) =L//np(v) p(u+v) dv

le produit de convolution de p par sa transposée. Posons

8' = 8 + u et calculons (22) en variables s et u : il vient :

Q(h) = b//k(h + u) dug/pp(s) p(s + u) ds = u/‘K(h + u) P(u)du

Comme K(h) = K(-h) et Q(h) = Q(-h) (en fait, on a égale-
ment P(u) = P(-~u)), la covariance Q(h) de la convoluée se met

sous la forme d'un produit de convolution :
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Cas particulier - Dans beuucoup d'applications, Y(t) ne doit dépen-

dre que des valeurs prises par le processus antérieurement &
1'instunt présent t. La fonction de pondération sul figure

dans (21) doit alors vérifier :

p(t) =0 pour t < O

et les formules précédentes s'écrivent :

400
Y(t) = J[ X(t-s) p(s) ds
o)

P(u) = d > 0

(u) ‘Zp(v) p(u+v) dv (u>0)
P(=u) = Plu)

+00

G(h) = K * P =U/P K(h + u) P(u) du

Mentionnons encore le théortme suilvant, dit parfois theo-
reme ergodique, dont 1'importance est grande en pratique. Il
sert, en effet, de fondement & 1l'inférence statistique en per-
mettant l'estimation de la valeur probable EFX(tf1 d'un proces-
sus stochastique pur la moyenne temporelle (calculée sur une

seule réalisation de X(%).
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héoreme ergodique — 3i X(t) est un processus stationnaire (au sens

strict) continu en moyenne quadratigue et de variance finie,

1'intégrale stochastique

iy
V/ox(4) a
_T%{" (t) a ¢

converge presque sfirement vers EIX(t)I lorsque T tend vers

1'infini.

ANATYSE HARMONIGUE D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE (AU SENS LARGE)

Avant d'énoncer le théoréme général donnant la décomposition
harmonique d'un processus stationnaire, examinons quelques exem-—
ples simples qul nous preépareront a en comprendre la significa-
tion et la trés grande importance, notamment, pour les appli-

catidns physiqgues.

Exemple 1 - Processus monochromatique. Soit Y et Z deux variables

aléatoires ordinaires d'espérances mathématigues nulles, possé-
. s 2 2z . .

dant une méme variance finie ¢”,et indépendantes (il suffit, en

réalité, de supposer que Y et Z ont une corrélation nulle). Soit

A  un nombre réel constant. <+Yosons :
X(t) = Ycos At +2%Z sin A t

Le¢ processus X(t) ainsi défini est caractérisé par la pro-

priété suivante : toute réalisation de X(t) est une fonction
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. - . . . T .
sinusoidale de période (non aléatoire) %T . Seules la phase
et 1'amplitude de X(t) apparaissent comme aléatoires, sau lon-
gueur d'onde est d€terminée.

Calculons la covariance :

E[i(t+h) X(t;] = B{Y° [;os A(t+h) cos A g] + Y 4 |cos(At+h) sin At
+ sin(At+h) cos A 4] + 22 [sin A(teh) sin A 4]
2 . . 2
= 0~ |cos A(t+h) cos At + sin A(t+h) sin At| = 6 cos A n

Ainsi X(t) est stationnuire au sens larce et possdde 1:

covariance

X(h) = o° cos A h
Appliquons la propriété 3 du paragraphe 2 : on trouve im-—
médiatement :
o T
K(h) = o"/ﬁeﬁhv d G(v)
avec 0 siv & ~-A

G(v) | 3 si~-A<v €2

1 si v > A\

G(v) est la fonction de répartition associde & la distribution
discréte comportant une masse % aux points v = A et v = = A,
En physique, K(h), liée au carré de l'amplitude, possdde tou-

jours une signification énergétique. DLe résultat obtenu
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signifie que 1l'énergie du phénoméne X(t) est localisable sur la

fréquence v = A (les fréquences — A et + A ne sont pas réelle-

ment distinctes). Ainsi un phénoméne stationnaire monochroma-

tique possede une énergie monochromatique.

Ia fonction G(v) est souvent appelée fonction de réparti-

tion spectrale de l'énergie. Elle donne, en effet, dans le cas

d'un processus stationnaire la décomposition de 1'énergie selon

les bandes de fréguence. Ici X(t) est caractérisé par son spec-

tre monochromatique.

I1 faut bien voir que la possibilité d'une telle décompo-

sition spectrale est liée 3 1'indépendance (absence de corré-

lation) entre les composantes aléatoires Y et Z. Supyposons,

en effet, que Y et Z alent une covariance non nulle

8 =E(YZ)# O
On obtient alors

8 [X(th) X(4)] = o2 cos A h + B sin A(2t + h)

X(t) n'est plus stationnaire au sens large, puisque la covariance

dépend de t. Ia variance (énergie) s'éerit :
2 2 .
E{X(t)7) = 0" + Bsin 2 N %

Elle est fluctuante. Il y a 1la une circonstance qui est

de la méme nature que le principe d'incertitude de Heisenberg

en méecanique quantigue. IL'énergie n'est parfaltement détermi-
née (indépendante du temps) que lorsque le phénomene est sta-

tionnaire ( de position totalement indéterminée dans le temps).
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Exemple 2 - Soient maintenant Y, et 2, deux suites de variables indé-
== R = k k

pendantes et d'espérances mathématigues nulles. Posons :

B(Y, Y,) = (3 &)

I
O

(1 # J)

(Vi et 3)

ft
@)

B(Y; 2)

|

B(Y,%) = B(2,°) = of

[+ 9]

(s 2 : 2 2 . .

On suppose la serie Op =0 convergente, Soit aussi
k=1

Ak une suite de nombres. Le processus
(2]
X(t) = %é; (Yk cos A b+ B, sin A t)

existe (la série converge en moyenne quadratique) et possede la
. o 2 ot . .
variance finie o°. On vérifiera facilement que X(t) est station-

naire au sens large et posseéde la covariance

e

62

K(h) = k

cos kk h

o
1l

La décomposition spectrale de K(h) fait apparaltre un spec-

tre discret ou chacune des freguences A, est porteuse de 1'éner-
k

gie GE. Ici encore cette affectation de quantités d'énergile
déterminées & chacune des fréquences cesse d'&tre possible lors-
que les Yk et les Zk ne sont plus indépendantes, en méme temps

que X(t) cesse d'étre stationnaire.
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I1 n'y a aucure raison pour qutune telle propriété soit
particuliére aux spectres discrets. Le théoréme fondamentszl
que nous énoncerons dans un instant montre qu'elle est générale.
I1 nous faut auparavant introduire deux notions : intégrales de
Stieltjes stochastiques, et processus & accroissements indépen-—
dants, gqui sont de simples géndralisations de notions déja ren-

contrées,

Intégrales stochastiques de Stieltjes.

Soit X(t) un processus de variance finie et de covariance
K(t1,t2). L'intégrale stochastique de Stieltjes :

b
(24) T =U/ﬂ p(t) d X(t)

a
se définit comme la limite en moyenne guadratigque (lorsqu'elle
existe) des sommes finies :

n

i=1

On montre, comme pour l'intégrale stochastique de Riemann,

que I existe si et seulement si 1l'intégrale double de Stieltjes

b b
-/ /p(t) p(t') K(dat, at')

a a

existe, et on a dans ce cas :

5% = B(I%)
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Processus & accroissements indépendants. 11 s'agit d'une générali-

sation évidente des processus & accroissements indépendants et
stationnaires étudiés au chagitre V. X(t) est dit & accroisse-
ments indépendants si, gquels que soient les intervalles (ti’ta>
disjoints (ou présentant au plus un point comun), les X(tg}— X(ti)
sont mutuellement indépendants. Si 1'on suprose simplement que
les X(t%} - X(ti) ont des corrélations nulles :

)] =0

(358 D080 ) = @ =T (%61, )-x(5,)] I—X(t'j)—X(tJ

on dira que le processus est & accrcissements sans corrélation.

Nous supposons que X(t) = X(0) a une variance finie oz(t)

et une espérance mathématique nulle :

0

il

B [%(t) - x(0)]
B Rx(t) - X(O))‘?-] = ¢2(t)

On établit que cz(t) est une fonction croissante (mais

non nécessairement bornée ni continue) et que l'on a pour

O<:to<:t
B l'(x(t) - X(to))z‘l = o®(%) - o%(t,)

Désignons par K(t,t!) la covariance de X(t) - X(0) et

X(t') - X(0). L'intégrale stochastique :
+

X(t) - X(0) =U/f d X(t)

0
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existe toujours (il suffit de considérer les sommes finies In

pour le voir), et on a :
Tt At
o () ://K(dt,dt')
o Yo

Calculons K(t,t') avec, par exemple, t < 1!

i

K(t,t') = E fé((t)-X(O)) (X(t')-X(t) + X(%) - X(o)ﬂ

E l—(X(t)"X(O))2I+ E l’,@(t)-}i(o)) (X(t')-X(t))_[

2 (%)

Une. intégrale stochastique du type (24) admet de méme la

variance :

ettt ——_—

b Ab

2

S $) p(t') K(dt, dt
Z[pmp( ) Klat, av)

S b 2L p(t) p(s) B fXﬁi)-X(ti_ﬂ !‘X(tj)_x(tj-”‘l

n - 1,3

fim ; p(t;) | o%t;) - 02<ti_1ﬂ

Yy, — 00

b

=/ [p(t)_]2 a o°(%)

a

1.

Introduisant la fonction de répartition © de la mesure de
Dirac. (9(1:) =0 pour t< 0 et 6(t) = 1 pour t > 1>, le résultat

obtenu montre que l'on peut écrire :

(25) K(dt,at') = d 6(t'=t) d o°(%)
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et cette relation caractérise parfaitement les processus & ac-~
croissements sans corrélation.
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théordme

fondamental de la décomposition spectrale.

de variance finie et de covariance K(h) peut &tre mis sous la

forme

[=¢] [>]

(26) X(t) = /cos At a 51()\) +/sin At d 52(‘/\)
8]

o)

ol &1(h) et az(X) sont deux processus & accroissements sans

corrélation tels que, de plus, quels que soient A1, A’1, Aoy

et A, i
5 [0 - 50n) (220000) - 8,00,) | = 0

&1(A) et EZ(X) ont la méme variance cz(x), bornée et vérifiant

o0

(27) K(h) =‘//‘oos Aha Gz(K)

o]

et sont donnés par les relations :

T .
£,(A) = Tfim ?’174—5231;—*—3 X(t) dt
(28)
T
g,(A) = T[im ?1%‘4 1 =008 % x(t) at
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Ainsi la transformation de Fourier échange les processus

stationnaires au sens large et les processus & aecroissements

sans corrélation. A chaque bande de frégquence (A,A + AL) de

la décomposition (26) est affectée une énergie bien déterminée

AGZ(X) = 02(A + AN) - cz(h) mise en évidence par le spectre de

K(h) qui apparait en (27).

Nous ne démontrerons pas le théoréme fondamental. Nous
nous contenterons de la vérification suivante : soit 51(X) et
ﬁz(h) deux processus & accroissements sans corrélation et sans
corrélation mutuelle, possédant la méme variance bornée 02(A).
Alors la relation (26) définit bien un procescus stationnaire

au sens large, dont la covariance est donndée par (27).

En effet, en premier lieu, X(t) existe, car 1l'intégrale :

00

E FX(t)z-' =/(0082 At + sin® At) 4 o°(A) =/d o (\)
(o]

0
existe puisque GZ(A) est bornée.

En deuxidme lieu, calculons la covariance de X(t) :

E |X(4+h) X(t).} =‘/f}:os A (t+h) cos At A8(A'-A)d o2 (M)
(¢ o]

00 00
+//sin A(t+h) sin A't d O(A'<A) 4 o2(M)
00
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E |x(ten) X(t)] =

00 o0

=/ cos A(t+h) cos A t @ 62(?\) +/ sin A(t+h) sin At 4 0’2()\)
() )
00

f =/COS?\hd0’2(}\)
; 0

Elle ne dépend pas de t. X(t) est bien stationnaire au sens

large, et sa covariance est bien donnée par (27).
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