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CHAPITRE PREMIER - INTRODUCTION

I - GEOSTATISTIQUE ET THEORIE DES VARIABLES REGIONALISEES
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Un phénom2ne est dit régionalisé s'il se déplace dans un espace E et y
manifeste une certaine structure (nombreux exsmples dans les Sciences de
la Terre). £(x) est une variable régiomaliséa (V,R) si elle désigne la
valeur au point XEE d'une caractéristique £ de ce phénomeéne,

Exemple : E =R Lg = anomalie dn champ de la pesanteur & la
surface du globe
5}g6§&k) = variable régicnalisée représentative
de l'anomalie

La théorie des variables régionalisées n'introduisant aucune hypothése
probabiliste dés l'entrée se propose donc de rendre comnte des deux
aspects contradictoires de tout phénom2ne de ce type :

= aspect aléatoire

-~ aspect structural

I-I~ Aspect aléatoire

Lorsque £(x) présente un haut degré d'irrégularité (ex: anomazlie 3
1'air libre), les méthodes traditionnelles d'estimat’on sont insufe-
fisantes, Par exemple :

- l'extension de la valeur en un point 3
toute une z0ne conduit & un bon estimateus
de la valeur moyenne dans cette zdne mais
ne permet pas d'avoir comnaissance de la
précision de cette estimation.

- Les méthodes d'interpolation & 1l'aide de
Moyenne dans:ﬁf=AQ§6551¥¥F)*fonCtlons sont peu adaptées car elles conn-
i

-~

duisent & surestimer la cdegré de contimuits
du phénomene dans 1'espace,

I-2- Aspect structural

La statistique classique qui n'utilises que des variables indépendantes
est incapable de rendre compte d'uae structure dans 1l'espace,

Considérer que le phénoméne peut &tre

> pris comme la résultante :
T — L - d'une composante continue de type déter-~
) . x ministe
X Y T - d'une ccmposante aléatoire plaquée sur
X é{i; - la premiére et indépendante de celle-ci
= déterminisme est un point de vue qu'il faut écarter

, car il appauvrit trop la réalité,
alé~toire
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Cependant,une inférence statistique est possible tout en conservant
ces deux aspects complémentaires grice 2 la théorie des fonctions
aléatoires.,

IT ~ HYPOTHESE DE STATICNNARITE

R e L A vy

Le caractére stationnasire entraine 1'homogénéité du phénoméne dans l'es-
pace, En termes probabilistes, uae foaction aléatoire est dite stationnaire
si la loi de probabilité des valeurs prises par cette foanction en k

points arbitraires est invariante pour toute translation d'ensemble de

ces points

Cette hypoth&se est trop restrictive en général, Examinons 1'emploi qui
ern sera fait ;

II-I~ Méthodes transitives

Onnutilige pas d'hypoth&ses probabilistes, un raisonnement purement
géométrique conduisant 3 des variances d'estimatiomn. En fait, apreés
analyse des conditions effectives de mise en oceuvre, on s'apergoit

que des notions probabilistes sous forme camouflée se sont introduitss,

mais 1'avantage est qu'en aucun cas 1l'on utilise 1'hypothese de sta-
tionnarité,

IT-2- Théorie intrinséque

Hypothése probabiliste avec stationnarité.

II-3~ Krigeage universel

Dans cette théorie des estimateurs optimaux, on s'affranchit de cette
hypothése restrictive tout en utilisant des fonctions aléatoires.

III -~ PRODUIT DE CONVOLUTION
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Par convention on notera :
o

f(x) dx = £(x) dx x € R
fﬂ“ dx = élément de volume

3
50it dans R une forction :

g(x) = g(x,,x,,%3)
Cn consmdére la valeur moyenne de g(x)
dans

(V) = f dx j g(x-y) dy

C'est une intégrale sextuple dans R X R On essale de simplifier de
telles notations en utilisant les prodults de convolution,

g(y) =jf (x) f (y=x) dx &> g = £ £y
(convole a)
Cette notation ect & rattacher 2 la notion de moyenne mobile,



y, \ £ (x) =ff(x +y) p(y) dy ,
?(‘a}’ BRSO JEph o S On note :
5 =7 - f (x) = régularisée de f par la fonction

de pondération p

si g(x) = p(~x) = transposée de p(x)

III~-I- Exemple I - Teneur moyenne d'un échantillon v _implanté au point x

Si k(x) est 1'indicatrice du volume v
k(x){= I si x-E; v
=0

p si x;{v
*acb ;=~-]5Jf(x +x)k(x)dx=--I-f(x)
fﬁﬂf-}rfagﬁ

En 0, & la distance r d'un échantillon de
masse unité, on observe une radioactivité

Y
s - B

b

S8i £(x) est la teneur de cette substance
radioactive en un point X s,onobservera une
radioactivité :

-Ad

A f;kg “avec p(x) =c11
d ={x°- x)

IIT-3~ Exemple 3 -~ Attraction newtonienne

L'attraction exercée sur une mase? unité par une masse dm placée &

une distance r de celle-ci est : A Eg.‘fl
- r?
- [/‘?‘?ﬂg‘dx Si f(x) est la densité d'un corps en un
8 L7 ' certain point x, en un point , on obser-
//"//:x; j vera une attraction totale
5/’ ' A fagg avec p(x) = #c‘Iiué'

o d=§x°-xj



IV - CHAMP ET SUPPORT D'UNE VARIABLE REGIONALISEE
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Champ'ﬂ% d'une ViR = domaine ol celle~ci est # 0
Panneau 4%~ sous ensemble de ¥

Le volume v est le support de la V.R £,
c'est-3~dire valeur moyenne f (x) de £(x)
dans 1'échantillon v prélevé en x,

+(X) a un comportement plus régulier que f(x),
Cﬁest pour cela que 1'on pose :

i}(x) = régularisée de f sur v
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CHAPITRE SECOND - LE COVARIOGRAMME TRANSITIF

I -~ EXEMPLE INTRODUCTIF

I-I~ Le covariogramme géométrique

Soit une formation géologique S d'extension limitée, Un sondage la
rencontre ou ne la rencontre pas. On pose :

k(x){ 0 si S
Is8i x €

w

Ce n'est qu'a la frontidre de S que B varie,

Toute 1l'attention se concentre donc sur cette
zbne de transition, d'ol le nom de phénomene

transitif représenté par Kk,

On peut représenter 1'aire de la surface & 1'aide de la fonction k
S =f k(x) dx

Mais la valeur de cette surface n'est pas un renseignement assez
riche vis-a~vis de la structure de la surface S,

Si l'on définit la structure d'un ensemble comme le systéme des rela=
tions existant entre les éléments ou les parties de cet ensemble, il
nous faut faire intervenir au moins 2 points & la fois,

k(%) , k(x 4 h) est 1'indicatrice
de SN S,&

On appelle covariogrumme géométrique
associé 4 § 1la fonction :

®(h) fk(x) k(x + h) dx

Ya eonnaissance suffit 3 déterminer la
variance d'estimation de la surface S
4 partir d'une recommnaissance quelconque,

I-2- Propriétés de K(h)

Jx(h)éfk jk(x)dx Jk(x-%—h) o= 57
K('M '

Les deux comportements intéressants de
K(h) sont ceux observés i l'origine des
h etzl'annulation de la fonction,




- portée = a(d]) ol = direction de h
Les af) donnent une représentaticnde 1'anisotropie du support
géométrique de S,

- pente a 1l'origine
On démontre que dans une direction o/ donnée :

J
D, =~ K (0O avec D = variation diamétrale ou diamé&tre
o ; apparent de S dans la direction

)
1
Surface convexe Surface concave
2 Dq = Q4 *Q% + Dg, variation diamétrale pour la surface concave
Qx = diamétre apparent pour la surface convexe

A partir de la connaissance des différentgs dérivées i 1'origine
de K(h) pour toutes les directions de h’, on peut d'ailleurs
reconstituer le périmé&tre de P de la surface 8,

I “JfL
P o= - D, d
na.oo(ﬁ(
Ex : Cas du cercle~

1) dajess-)| D = n_%‘fds | cos @-40]

-t o e

: P = L .}ﬂljds ‘cos (@r-o()‘ = j ds
N 21 ro)
Y O . = 2R

L]
Z,

On pourrait ainsi aussi bien reconstituer un wolume,

B R e i Ui aupr )

Clest la fonction g(h) =v{;(x) f(x + h) qﬂ3

di

-

II-I~ Propriétés de g(h)
Si Q =} £(x) dx = quantité de métal

Q¥= () dn
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iz(%) On observe de méme que pour K(h), le
SR comportement : .
- au voisinage de g(h) =
Ceci nous donne la portée a(d) qui est
d'ailleurs une propriété du champ S
plutdt que de g ou de £,

“ TN -~ au voisinage de h =
! } ol > Le degré de régularité du covariogramme
o L ) ) ‘ﬁ au voisinage de 1l'origine donne une me-
N e

sure du degré de continuité de la V.R
dans ses variations spéc1f1ques Cela resulte de :

g0 g =% [Ee+m - 27 ¢

2
En particulier, si f est cont1nLe :
m  g() - g) = 3 f/i’m f(«cw%) f("'?] doe.
’0(\« - O I 5:5‘_)(.
= _{ [{k g(”?j

:_.N

=3 j ?(x)

g(h) a un comportement parabollque 1'origine,

2»9)
./5?‘§;~ <> £(x) dérivable
—

On observe d'autres variantes :

- comportement linéaire 3 1l'origine

f\%(’g‘) Dans ce cas, la V,R est continue par

' morceaux, C'est le cas ol les discon-
tinuités ne sont pes trop nombreuses,
comme pour le covariogramme géométri-
que ol elles sont localisées a la

o ?:%ﬂ surface du volume ¥ caractérisé.

[

~ comportement plus irrégulier que la 1inéarité; Dans ce cas, il ¥ a
encore plus de discontinuités que dans les cas précédents.

1I-2~ cas isotrope

g(h) = g(r) avec r =l h[
Dans ce cas, on peut explifiter simplement le développement de g(r) au
voisinage de 1l'origine,

g(r) = g(o)-*éfA rzh?

+ ZB r)\ + C‘gwrzwlog r

jne I, A A
termes en~ \ tarmes entiers
tiers pairs ™7 impairs

Partie réguliare Partie irrégulisdre
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Le terme irrégulier de plus bas degré caractérise le degré d'irrégu-
larité de la variable régionalisée dans l'espace.

II1 ~ EXERCICEX

a) Calcul du covariogramme géométrique d'un segment de longueur a
AL

.
4 ! ! - h}o h = ‘h ‘
o ek R(h) =] k(x) k(x + h) dx
[l a. a=h
#“_“ 7
-3 =de=a-h=a~lhl
________ . 1-’/’_(2 b 4
L '.‘,.Pg _
- b<0  h=-]n]
K(h) = [dx = a -|h]
|
Kh) |
e -~ On remarque le comportement
e linéaire a 1' orlglne
4 R(h) dh = f b1 ) dn
Vi A “\ B > —gb (h) = (a - ‘) a
Y ? ) = 2 aire ABC = a

b) Etude du covariogramme transitif d'une fonction de type exponentiel

£ (x) ={—t“ Lre
< A9

-h»0 h =|hj
g(h) _[f(x) £(x + h) dx

g....’:..'.?.‘:__ _j e_""x’ A )da_—, o _,‘ﬁ
& . . 52 -~ }
SR LET L e
————— - © , 2o & %
-h<0 hgz-ih) w _§ e;?«*&.l
(A s =S lr e 5
- 15 e?z’m g“‘w
(}) (VPP PRI . =T & Py = —
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?3(%”} ek .
e EmE el
Q = 2 i%d11 =1

ﬂ«?»

¢) Etude du covariogramme transitif d'une fonction linéaire & support borné

NS

b : //1 f(x)g= sur E—b,. +,b3
— B AN TN = 0 ailleurs

r o +b

- :

]

X3

F——s—a -hbo0 b =|n]
I .
-k 6 b*il,,.pg g(h) =j§(>§2 f(x + h) dx
= J x(x 4+ h) dx
2
S(hy = [ﬁa z ] (M) mg;
\(b R_) %%
3 5 N
_2e 20 4%
g(h) = "é""“"\g%' +:§'
.155..13 - 10 b= -|nl

4 g(h) =.j x(x 4+ h) dx
‘b O +b - =b+lR |
N

ARy Q&é Mm
3

; . '”’Z La granulométrie des traversées A
4 . T g & 1 . -
, d'une formation est représentée par :
I - F(@) = Pofdgh
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On applique des notions de morphologie mathématique au calcul de la
granulométrie des traversses de la sphére.

I -r(h) = P,b{d $h}
avec oéhéD

= diamétre de la sphére

On a les formules suivantes :

Déplacement h dans la
direction of

_ -
I -.D(h) =—Ke((h)
2 - Le nombre de traversées de 1ongueur

L2
est : Py = B Kef)
By Kq(o)

h dans la dlrectlonﬂ(

- Application & la sphére :

W
[N R 10 Y
N S 2 ()

JZ"" surface de projection
de 1'intersection

p3
) - PO +A
K (h) =%~ (h'e - D'g”) d'olt K(h) =~%—; [*‘W"‘*D ﬁ’]"— )
avec K(O) vV = -—-I'L R

La gr'—mulometrle des_traversées ‘ge la sphére est alors obtenue par :

@) o dLEE 2
- F(h) = = =

® Iy fo) W go?t E 2
"5'%: (o &h éD)

f(h) =
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CHAPITRE TROISIEME

D e R L g En

REGULARISATION ET MONTEE DES VARTIABLES REGIONALISEES

I - REGULARISATION

On a déja vu un cas particulier de régularisation lorsque a la V.R f(x)
on a assQc¢ié son covariogramme : g(h) =J‘f(x) £(x + h) dx

g = fAet est dite autorégularisée de £

On dit que l'on a effectué une régularisation 1

par la fonction, de pondé-
ration p, si 2 £ on associe :

£, = fal‘s;

e "X

Ex : Dans le cas de la régularisation de £ sur un échantillon a®, p
est l'indicatrice de cet échantillon.

fp a un comportement plus régulier que £. En effet, d'apres ume
propriété du produit de convolution :

£ continue
g

f (x) est une nouvelle V,R dont le covariogramme : %f— £ %é ¥.

£ non continue
p continue

representera les proprletes de regularlté de celle~ci
v
= fxf = £ \f = f%f

en utilisant les propriétés de commutativité et d'associativité
du produit de convolution.

g
2]
[¢]
L]
]

v
PP
covariogramme associé 3 la fonction
de pondération.E

]

C'est un cas limite de la régularisation, Donnons-en quelques exemples,

II-I- Exemples de montée

-E‘a(x,, I 4 )

/YEA/

-?3< a5 24 5)
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A propos d'un sondage minier, on peut chercher la quantité de métal/m~
assoclée & ce sondage implanté en P le long de AB.
On introduira 1a V.R obtenue par montée d'ordre I :

2/ (x ,x y = Jf (x ,x xs) d:c3

On peut d'gllleurs auss:. vouloir étudier la quantité de métal par
métre d'approfondissement,

On utilisera la V.R obtenue par

2,
A 3 montéz d'ordre 2 :
P £ 2te dx ds
A/w_.__ - Gg) ;:EL % 0%, 5%,) dx dx,

Les covariogrammes correspondant
a ces V,R seront :

(v
j SN 93" L% fy
/ 353 (proéuit de convolution dans espace
= v

a3 {dlm‘:nSlC"lS)
1 %3' = f%g‘é £y

[3
o
-
]
h
¥
.

IT-2-~ Comportemant dv covoriogramms dans les opérations de montée

Propriété Fondamentale : Oz a le droit d'effactuer directement la

montée sur les covariogrammes

Pour effectver une démonstration dz cette propriété, on utilies la
tr ansformée de Fcurier, Rappelcas-en les priuncipales propriétés

J‘i ‘47 t2lle gue ‘{\UPA“‘;%} J f(ﬁ} fq)prtji’ﬂ(%mé‘f“*%mnﬁi

x-- c!ac,ﬁ”

__-6 Nu.x
R

en abrépd (f(u,): j iz €

Elle est 1r%e sible et la tramsformation réciproque s'obtient en rew~
placant e~ 'm‘par e » Vig=&-vis du produit de convolution, eliz
a un comportem rarticulier tris impostont

<3/1‘3 ) ( o@f;’,

l coniugnéa d@? )

Etudions les transformées da Fouriar das variogrammes :

- g?& de f?;)
- 8g, de £, cbtenue par rmontée d'ordr° I de £

Si g = f;;»;.g‘ alors G -J‘g (;@ !\Fi



1k,

donc G_ = i‘ﬁai et G \ {%) définies pour les normgs COrrege
3 pondant aux espaces R~ et R

f - 2Ty g T )
f‘3 (X)‘ :}fg ’X?)) € é\ﬂ,‘ cluf;?’ éxs

Pour ?3“ o, nous avons :

‘f;%(lji y j e_guﬂ(juo&—% %) j/g (351,)2;:%)0‘%
=J( ~Gurl (o, U, );?@A &)&aco‘x 'y;ﬁ&

p¥

Pa (o000 = ) (@ ony) | (1)

"ol &
D'olt ”o@) - h"a(u u ) 1 = Ga(g‘ ,u@,o)

En utilisant 1'équivalence (I) dans son énoncé réciproque, on en
déduit que :

> ] H 3 d
r<3éb0; gé) _;i;%%;ﬁﬁ gérga) x5

Du point de vue purement mathématique, on a la méme quantité d'infor=-
mation en utilisant g ou G, Mais, a4 lalumidre des enseignements
nous venant de la pratique de 1'analyse harmonique, nous savons que
la transformation de Fourier échange les propriétés a l'origine et &
1'infini ("petites longueurs d'onde, grandes fréquences'"). Or, les
propriétés importantes d'une V,R sont liées au comportement de son
covariogramme & 1'origine, Dans ce cas, on les enverra a 1l'infini,

Ce qui provoque, hélas, une perte d'information,

ITT - MONTEE DANS LE CAS ISOTROPE

- . o o e P s N S B S e W e v Mtk S S (et

Dans le cas isotrope, nous avons :
gh) = g(x) avec ¢ =} hi

Nous savons, en ce qui concerne la régularité du phénoméne, que seul le
comportement 3 1'origine importe,

A 2, » : 2.
g(x) = g(o) +2§ C/\’b + Cé:il foa‘z + %’—%’L
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A la montée, la partie irréguliére se comporte bien., La montée d'ordre I,
par exemple, augmente d'une unité de degré du terme irrégulier, Ce qui
souligne 1'aspect régularisant de cette opération,
Mais ce principe de correspondance n'est défini qu'a une série entiére
3 termes pairs prés‘)\ X+ 4 2%? o v
Q‘ N %%>\%L 3 " QTVQJ
Il faut tout de méme considérer & part le comportement d'un terme de
degré entier impair, :
-4 2 ~
Q; —_— d 2 log r + Série ou fonction paire

I1I-I- Principe de correspondance terme a terme le plus courant

logr - JL%
vy —r -»’Léb/QOEgZ
Qgi£0éﬁg —> Ar®

Cette séquence alternante singuliare est la plus fréquemment rencon~
trée dans les applications.

IIT~2= Principe de démonstration de la régle de correspondance

La démonstration rigoureuse fait intervenir la théorie des distribu~
tions sinon dans la pratique on peut se bormer a cbserver le compor=-
tement des fonctions spéciales (Bessel,.....)

Cependant, il existe une maniére sybolique de se faire une idée de
ce principe,

Dans la transformation de Fourier :

e, =\ u } module du rayon vecteur de 1'espace dual associé 3
1'espacefinitial

La transformée de Fourier :

= ?%Kg est une fonstion G({) de ce module

: M : t
On a: | dans R, = \é u'ze(+u'3 +li5b
3 ' 3
- dans R%é v u +u
A 2

FS (U4,u ,0) = f’ (u ,u )

déduit :
On en deduit que G ( ::z G ( ) d'apreés l'équivalence ()
q
3 fon

ctlon
identique
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Cg = Gy =F§333

Dans le cas isotrope, la transformée inverse est identique 3 la
transformée directe de Fourier, d'ol

%‘3,= G%Gg = %3%%
On montre dans la théorie des distributions que :

: by S W
f‘?\mfb = A)\ P A-me oflt AA = facteur constant

Observons le comportement d'un terme en %, dans g3 , nous aurons !

A ~ND (A+3)- 2 X+ 4
'Sﬁsw), Sayp - Bt - Pat

I1I~3~ Relations entre les covariogrammes g ,ga,gi obtenus par montées

successives 3
R FONIO)

On prend des coordonnées polai-~
res (x,8)) dans le plan Jk

On pose

Wl = x dx

‘h>”j @) welu =2ﬂ‘j% (W) udw
L TR I T

On observe la facilité de formulation de la montée d'ordre 2 qui
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est d'inversion particuliérement aisée,

/
= ,® = 20h g @

A !
9 (n
%a) 2nf. 4

-~ g ()
IV - EXERCICES

———————— -

I

A

a) Mécanisme de la montée pour les termes en “¢

%SQR') On suppose )c\lue :
ga ()= v sur [o, 43
/1} & L o ailleurs (portée unité)
‘ =
o ; 4

u
)
b=
LI
v le
e
'\
]
™

24 A
I
s, =257 — 2

premier terme d'une série paire

b) Calcul d'un covariogramme par montée 9

- &
On cherche le covariogramme de : fJ‘ ) =TT @® -x ) (-R&x ;\(-l—R)

At

_.4_[:_\\ N f’“”

| -R o +R ’

C'est l'expression de l'aire
de la section d'une sphére :
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On obtient l'aire de cette section de sphére par montée d'ordre 2
de l'indicatrice de cette sphére

43 (x J;{ 3 (x .3,x ) dx dx

1nd1catr1ce de la sphere

Nous avons vu (ex: chap, 2 - III-d) que le covariogramme de 1'indica-
trice de la sphére de rayon_ . est :

5, ™ = 233 4. 3{%4.%% ] ( portée : D )
aos :g (h) = 211] D> LJP = % L};)% el
Dans le cas particulibs ob D = I : |
£ (x) =JL (—.‘- xj’)
1 s Le TETETeE '%

%
Ty
\.s.
e
+\
?kﬂ
1
\
b

g, (h) =

On remarque 1'absenceg de terme lindaire; le terme irrégulier de plus
bas degré étant en h™ ; cela vient du fait que ﬁﬂ (x) est continue
(mais non dérivable en R et =~ R)

c) Descente dans la granulométrie des sphares

On a : =\ o0

(h) = _[ st 271 f () ud (A)
8 = g u) u du
4 % ! \J’u, i 3

Equation lntégrale 4’ Abel

On obtient une solution de celle~ci & l'aide du systéme

g, ) = - —= gl @
3

o9 Uau. j
g () J A_(W)——
< 3 )‘pur’t&ﬂ‘ %
- {montée d'oxdre I)
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- Dans un cube de volume unité , on a :
N, sphéres F_ (D) est la fonction de répartition en
= granulométrie(rapportée a 1l'unité de volume)
des sphares de diamdtre LD,

N3F3 (D) = nombre de spheres de diamétre 4§D

- 5i on observe la granulométrie des cercles de section par un plan,
on a

Ng, cercles F,, (D) est la fonction de répartition rapportée
(par carré unité) & 1l'unité de surface
Eﬁ N éﬁ; NoF, (D) = nombre de cercles de
él @ ) 2> section de diamétre £D

~ 81 on observe la granulométrie des traversées, on aura :

N4 sections
(par unité de longueur)

F, (D) est la fonction de répar~-
tition rapportée & l'unité de
longueur

N Fﬁ (D) = nombre de segments de
longueur ' D

-

On cherche & exprimer le nombre

N1 (A~ Ed(h)) de traversées;> h

Pour avoir une traversée > h, il faut :
a-D>h

b - La droite traverse %
tel que

F

T
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Ilya N F,é, (D) cercles de diamétre» h, il y en a :
N Y p¥- w¥ ¥ (dp) qui répondent & la question
A &

normée 3 1 unité
oo
‘2/ - h ‘& (d D)

N ﬁijg % ]:'-‘3 (d D) (méme raisonnement)

N (=-F (h)
4

|

-

On montre en intégrant par partle que 1l'on revient a} 'expression (A)
~F () _ 4D
[ ( )—)% + N, JG; (D)) j Eaia
“'o
N, L (I-F. () DdAD (m@n&%’ma cruea(f"))
32 A 3

On sait donc résoudre ces équations intégrales pour inverser le
phénoméne et exprimer F3 et ‘3‘5 a partir de F

L}

N, (I-F/! (h))

[

N‘Z - F@ ©) = ?3'\{{ :‘PA(L{')«-L—‘%—M f_,q = densité corres-
- by we_ jjf*?f' pondant & F;j
S
Na-Fy 0N = =~ =5 &)

Formule particuliérement simple.

On peut aussi reconstituer les nombres Ng et N3 a partir de la
connaissance de NJ* et f{l (D), On fait D =20

alors : I ~F (o) =1 ~ Fa(o) = 0

.
;z.@jﬁ;%m G EL:L}
e~ R A

< Ti : (espérance mathématique)
Pour (I) on a : '% (D /
; 330 e ©
. et No# o = £, (0) # o
9 (se?)ns physique) E

La densité doit s'annuler & l'origine

2Ny
I\T3 J‘L f*i (o)

Py
. '7?/14{0)
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CHAPITRE QUATRIEME

ESTIMATION- DES VARIABLES REGIONALISEES

I - VARIANCE D'ESTIMATION A L'AIDE D'UNE MAILLE DE RECONNAISSANCE REGULIERE

T e M W e e A S g 8 A T P GN G SR T M M fu T S T VAP M G ey SN R e ) G D G Gt g ot Gy D Gy T M A M B S G G R B SN N e e e M S e o B B M e b e

On reste damns un cas non proba-
biliste vis=3-vis de la V.R,

On probabilise seulement 1'implan-
tation initiale de 1l'origine

de la maille de reconnaissance
dans le carreau de base et non

la V.R elle~méme,

Ex : Deux mailles d'implantations différentes

Pour plus de simplicité, on n'explicitera les calculs que dans le
cas 3 une dimension,

A {6

vV

On reconnait la V.,R & l'aide d'une maille régulidre a d'origine X,

On estime la quantité de métal Q = j f(x) dx
+ o0
F*
par Q' (x ) = a ;EL £(x_+ pa)
o ——p ()

C'est une fonction périodique de Xpo de période a, le réseau se
superposant 2 lai:m@me par translation a. Pour en faire une variable
aléatoire, il suffit de supposer que X, est choisi au hasard avec une
densité de probabilité uniforme <l%o sur le segment [o,a].

2 (D) - f%wfffwfzi 2 chww)éw

On fu31onne les morceaux d'intégration
sur les segments de longuemr a et
on obtient

) Fq:r/r ZP*‘"\)L

Wt pas
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E ( (?é) = f f(x) dx
-y
]E ( Q%) = Q \ (estinateur sans biails)
%< g
M= () - q

to 00

On a :
(3% &Z Z f(x + pa) £ (x +3a)
-0 §z-a0
On pose : q=p +k, d'ot :

I&‘
¥

3’ Z
Q x) = a ,.*._" £f (x +pa)f[(x + pa) + ka
° E oA e °
On en prend 1! esperance mathématique

E ((Sk’&) = Jéi.ia/&z Z f (x +pa)f‘[(x +pa)+ka:[
Z_(Z f f (x +pa)f[(x +pa)+ka1 dx

On fusionne les morceaux en employant le méme artifice de calcul
que précédemment, + o0

i

E ( 5%23 a % f(x) £f(x + ka) dx

oo
- a £ g (ka)
Or : 2 72
Q = J‘,( g(h) dh (propriété de la quantité de
oo métal)
% 2
D'ol la variance d'estimation D (@) = T (a)
G
S
T (a) = a Z g (ka) — { g(h) dh (2)
}E}L S

On obtient la différence entre une intégrale et son expression
numérique approchée, 2.
On déduit de cette formule que <I° (a) sera d'autant plus petite que :
-~ la maille est plus petite
~ g est plus régulidre (1)
Ce sont deux propriétés déduites du comportement du calcul approché
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des intégrales,
La propriété (I) est importante, Les statisticiens classiques qui
considérent les V,R comme des variables aléatoires indépendantes
auraient trouvé une variance d'estimation indépendante de la régu-
larité du phénomeéne,
Apparemment, nous n'avons fait aucune hypothé&se probabiliste sur la
V.R , mais en pratique :

3

- Si on ne connait pas g(h), il faut 1'estimer par g
Ex : 4 o0

gﬁgé (ka) = a Z_ £ (::0—{- pa) f (xa+ pa + ka)

F:—-oo 4 oo
Approximation de 1'intégrale _( f(x) £(x + ka) dx par somme
oo
, N . . &
dlscrgte, mais alors : T (@) = 0
apparent

L)

; LS
On a, en fait, danc ce cas, estimé Q par Q . Il n'est donc pas
possible & partir d'un mZme ensemble d'information d'obtenir une
estimation et la précision de celle~ci,

- On est donc obligé d'introduire des hypothéses
Par exemple : g(h), fonction de type connu, dépendant d'un
certain nombre de paramétres, g (%Lj >QJL)

£

%i/\ On ajustera les et M pour
approcher mieux la discréti-
sation disponible,

>R

Q

Remarquons qu'il en est exactement de méme lorsqu'en statistique
classique. On se repproche au mieux du modéle d'indépendance des
échantillons qui constitue une hypothése trés forte, Mais alors
on obtient :

- une estimation m 3.
~ une variance d'estimation S
fY\—-
Si on connaissait g(h) dans sa structure fine, on pourrait recons-
tituer £ par : v

g = £¥ £
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Mais & cause de nos hypoth&ses, nous n'avons & notre disposition
qu'un lissage de g(h). C'est un passage implicite du réel 2
1'espérance mathématique, Nous avons introduit uae hypothese
probabiliste,

Cependant, nous n'avons pas introduit d'hypothése de stationmarité

car, par comstruction, f£(x) n'est manifestement pas stationnaire,
n'étant # O que dans un champ borné,

II - FORMULES D'APPROXIMATION DANS L'ESPACE A UNE DIMENSION

e o . e ™ S G Wn S s B b st B G4 W At M Dh e G Gt B A4 W G B M S W P MR S M W A RO MY Y W T S e A8 T SR B e e W

Si la maille a est petite vis-a-vis de la portée, la formule 2)
comporte un grand nombre de termes, on est conduit & chercher des
formules d'approximationf

% —
RO MCIEERIN
N
( \”‘59 .To

\\ -~ \*\-—’9 TF

‘ i = @v
[y “;) 7 '

pow\tée A

S
II-I~ Terme régulier T,
On fait correspondre terme & terme le développement au voisinage

de a de T™(a) avec les termes irréguliers du g(h) & l'origine,
44+ A

A
’Q\/ =y TQ = /A\/\ o

II-2- Terme fluctuant TF

Au voisinage de la portée b de g(h), on peut mettre’gpn développe=~
ment en correspondance avec le terme fluctuant de I~ (a)

A At A S K (20 &—-kj—‘”
(b-%) = T.=D a [Z G E)\ %)
avec & tel que E: a( prut &) o $ ési ( eue de OLUL?

La variation de & de o & I selon l'implantation initiale fera
fluctuer ce terme, en particulier :

-
jT;.(a) de =& (3)

Dans les applications expérimentales, on ne peut fixer & , On fait
donc 1'hypothése que & est une variable aléatoire (V,A) uniformé-
ment répartie sur [o, I:j . Alors d'aprés (3), l'espérance mathé-



25.

matique de T est nulle; ce qui conduira & le négliger,

qm‘%“’)/

2
T (a) = T 4T

Eé{":f-&(a)z = T

- Remarques

- On peut exprimer I (a) & l'aide de la transformée de Fourier

du covariogramme :q’ @ Z C?( ) _ 6(07

- Proposons une justification symbolique de la correspondance
des développements. On sait que A -
T [n]'= A

S o (d >
dloﬁ : '-;a.as\ = 6 = C. 6\/'
2 E=4G(a«> A A

~ Jomparaison avec la statistique classique

‘Tef tat = T x -
m M;@om sta e A
: .’ o A+ A£+ i
[ =51
L = o ’

Pour >\ = 0, on retrouve la statistique classique. Le covario~
gramme est alors dégénéré,

Mais, dans la pratique, par exemple pour un covariogramme linéaire,
on a un terme en 2~ beaucoup plus convergent qu'un terme

2.
en . m

Hem

I1I - FORMULE D'APPROXIMATION DANS L'ESPACE A DEUX DIMENSIONS

Abstraction faite d'un Zitterbewegung, on a

"L:...,‘,)‘TQ’)W>BW +( ™ ar avec a

S
=
&
Y
I~
[65]

.
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On peut enjdonner une interprétation pro-
babiliste, en disant que '"tout se passe
comme si' 1'erreur totale était égale 2

la somme de deu® erreurs indépendantes :

- erreur des lignes

Approximation des lignes par
les points

- erreur des tranches

Approximation des tranches par les lignes

]

\
Terme de tranche
On connait les lignes dans léur intégrité, donc qd.= o
On effectue donc une montée sur les %%gnes 11 2‘ A
A . AFA 442 14 +
17—, W % =%
rraervlee vornance

Terme de ligne

On a une V,R & une dimension. Son covariogramme est en moyenne
en relation avec le covariogramme total, par :

A
g, (h) = = g(h)
4 G
avec Lt = longueur balayée par les lignes
X a4 _AtA
1% = = & a, = maille de ligne
L variance 1 ,
Pour n lignes, nous obtiendrons :
-~ anA 4 a“M‘/\\
4 T e
L oty 1
Comme on estime des tranches d'épaiq;eur %3 s la variance de
1l'estimation sera multipliée par a ™

%
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B e

a) Variance d'estimation d'un covariogramme exponentiel (N° I ~ Pg 67)

SR
%ﬁ") g(h) =e
>
!
2
< (a) = a Z,-g(ka) - j g(h) dh
Lo - oo
o .
= - a g(o) + 2a Z._.g(ka) -2 J' g(h) dh
R=4 o oo (synéitrie)
. oy i
2 : A -
¢(W)=-a + 2a Z_ N\ Roo -2 Je A@L
R=4 e &S
termes d'une progression ..-)ﬁq,,
géométrique de raison : 3 = £
_,X?v + o9
- a4 2a _ 2 [ € J
A —e -* o
(@) =a ~4_.e“3@ Ao
On cherche la partie principale ‘ge 'Jé:a variance d'estimation :
—Aa, % : as”
I - e =>\a-A%+}‘f -|~<§()«a)
o
2 2 4
“Xav A o
U e Sa, 4,_[_“9_«*)‘6»

2 &
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A
.,{-m_=1+x +x-%+xa,&(x)
v ‘)“"‘*‘“’ ’\\ (_’.\_%_'Xfé)'g’]
A g m ¢ z 6

i )«a, [I +&+§:s ]

d'ott :
2 ,
¥ (a) = a [: e + 1 + jégﬁ - T __:%;vdl

& Na¥ | :
T (a) A 2 le terme fluctuant
nous échappe

b) Variance d'estimation par la formule d’approximation (N° 2~ Pg 67)

%&) c(h) = B - \n}

Y

! A >
o j k

- 8i 1'on utilise la méthode d'approximation précédente, on
trouve ) 2
et

T (a) e &

&

- On propose une autre solution :

Pour une maille a donnée, E = (m..;t)f;w- & (a)
& négatif sondages .
4 positif a8

n sondages -+

e bt 0
-




On suppose que —

~ 1'estrémité de début du segment de loangueur iy tombe dans_)
avec une probabilité uniforme sur ce segment,

- 1'extrémité de fin de & tombe dans ¥ avec une probabilité
uniforme,

b = o 4 (n=I) a + £ g/ A\
74,
d, £ : deux V,A indépondantae de Joi uniforme [ -y
w2 Ce
Q/ o n?/ Q,»
x A
E(d)y =8 (&) = { X odx = 1’~*~”’ =
G 3 B n
2 v e
% X X -
m(53 = E @z)n‘f';~ dx = [jrm } - 2
o e VG =l 3
On a
E(®) =E (& + (n~I) a + E(F) E:‘
i E(b) = na
= X 4 (a~I) a -+ & k
2 2
< 2 2
T Bb) = O @) + () +o
i T S
V.A indépcndantes
2 2 <
% ) , ' CC?’ & Q-
T (@) =k () - | E@) = e b e E e
- : ! b A%
% s
B = ..
&

On recrouve la mime valeur. Ce qui wveut dire que dens la méthode
d'approximation de ﬁ"’g"(a), on a introduit des hypothases proba-
bilistes qui sont celles de 1'implantation aléatire indépendante
de l'origine et de l'extrémité dz2 la maille. On n'a pas atteint
le terme fluctuant.

c) Calcul de la valeur exmzcte Z2 la wvariance d'ectimation, dans le cas

de 1l'exercice précédent

babiliste, 1'implantation unifoxr:

v}
segment f:_o, a ]

On a Y
E‘Jza(n+6;) 0(\/5 <1

Cn prend commz seule hrpothése pro

de 1'origine de la maille dauns le



il

Si & =0 (par hasard) ﬂ% na => variance nulle

(n + 1) Qfﬁ

de méme, si & =1 ‘\a

I1 faut donc (en fonction de £ ) une variance

d'estimation de 1'allure ci-contre 2
T o)
5‘}" S TE

On cherche les probabilités
- tomber sur n sondages <+ en implantant 1'origine
- tomber sur (n -+ I) sondages + de la maille dans Eo,a]

@Amclcx%&x-\—
4 4= ?— +- A o
i
TR IR R

11T

@ Aams,\o%m 1+

Mm=5

<.

—y

Si N = nombre de sondages +
@
P (W=n) =(I- &) — C)
o
a“.,.. -
P @W=n+1) = &% @),
: Loi binomiale
d'od

2

D (N) =pg= &(-€)
L'estimateur de B stant B = Na, on az.
v {a)

- 2
T(@) =&E(I-&) a

Fw‘tq,\c@Q@-

N

R o

o ta 7 &
On sait que l'on doit avoir 4
2 e
T @ = ——+T avecj'l‘d=0
& F F &
&



o
I~

- rr—-

o A

qf«‘
: af&(l—&)d&-

— eIt

A
: 2
donc = Jﬁ:%a) d & = %
&

Ce qui est vérifié car

L=
Donc, en utilisant la formule d'approximation précédente, on voit
que l'on a moynnné la variance d'estimation 24
réparti sur | o, T ]

3 un & réguligrer.ouw



52,

CHAPITRE CINQUIEME - APPLICATION A L'ESTIMATION DES SURFACES

I - EXEMPLE INTRODUCTIF

- g . oy S e G oy .

\ - -
L'estimation des surfaces est le seul cas oli, dans la pratique, on
utilise les méthodes transitives,

o o & r~——~ﬁf —0F
Foh
s s S } X i a .
L T x = gondage positif
. rT :
- s Au?
) o ) X~«-—qf§§§ ‘o 1eS = 4 .
S . ¢ a = sondage négatif
l ': : I Sb“.’f”‘ ;—«-.)‘;.\....._r g g
- A
Oof.e g b x| [
(&Y s
;”é:{ﬂ»/-?; 71-’:-___1‘
AT e T R
O»~7L~b ; )J o ,"‘l 0
/I §
N l P :
o \‘} ¥ X b ] ©
| e Saeh oo l
By O O )

Une surface minéralisée a été reconnue & l'aide de II sondages positifs
comme 1'indique la figure. On peut prendre une estimation moyenne :

#‘(_
s* = 11 a®
Mais,en éliminant les points isolés, on peut donner une borne infé-
rieure de cette estimation : 2
S Ong =3 a
. - 2
On peut aussi en prendre une borne supérieure ; SJ&“P = 22 a

Nous voyons que les valeurs que nous pouvons obtenir subissent des
fluctuations importantes, Celles-ci sont liées au périmédtre 2p

de l'estimation moyenme,

Pour Sinf (ou 8 Au?), nous avons une minoration{ou majoration) de :

@ udﬁ’
AS = 2 pxn 3 g “E; ( + dans 1l'autre cas)

(le nombre des angles saillants dépassant de 4
le nombre de sangles rentrants, figure con-
nexe)



-’)
Sl = (m 4+ TI)a - pz
! 2
S™ = npa”™

2
SAhp = (o +1I)a +pa

On se propose d'utiliger 1'outil beaucoup plus puiss
méthodes trausitiven,

STILATION DANS LE CAS ISCTROPE

44 e e s e e e O e £t PR £ ea e bet Yot s W% G ae et K R ta et s

Nous savons que <23 le cas de 1'indicatrice

L@ o= RO - {h| Dy

ns-‘;hinc{

ant que

>3.

sont les

avac Do{ = demi~variation diamétrale de 8 dans la direction <
du vecteur h ( pour une figure convexe, il s'agit

plus simplement du diamétre apparent)

Dons 12 caz isotropa, Do< ne dépend pas de la direction ¢

K (r) =

2]

- Dr

Fzardions la contribution dans la variance d'estimation a 1'aide

grille d'un terme ea x

A 2 24} A¥N
vV ﬂ"(e‘_{,aa) = Aa, + B a

A
~ avec a

2 2 P 34 oY
Te = Q‘(a/},a%) = D |o,06¢ + % q—%]{

diun

(Le coefficient —4/6 quz nous gvons déjid rencontré danc les exercices

ast dG a 1:1 p;és ence d'un covariograrme linéaire)

On ne tien ridorment pas compte dans cette formule da la présence
d'un terme fluctuant. On peut utiliser 1l'expression précédente sous

plusieurs formes,
On a S

"1
-—i o) r‘\ L?PT:“"“ de mailla < “éT‘

. i YT

< . [ I

Yi—-,—; JL,- 9_,,. (i\{}x + 006

$ PR Ve )‘?‘/ ¢

¥ nombres de scndages positifs dans le cas
2 8y d'ume grille sufficamment fine

L84
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D

f?? = coefficient de nature purement géométrique

L'expression précédente est inversement proportionnelle a la puissance

3 /% du nombre des sondages, d'ol une convergence assez rapide quand
le nombre de ceux-~ci croit.

Si 1'on estime D  comme diamétre d'une surface correspondant 2
1l'estimation moyenne du paragraphe précédent

D = N, a, = N2 ag
N, éléments paralléles a ai et NQ' éléments paralléles &2 a,
constituant le périmatre., 7 -
2
T Py > 4 2
_— = . — (0,660 +—a &) a {a
2 9 ) 2 6 4 < AN 5,
S ¥ (3,9,
By g, 4 A
R © ob + — =7
Or : D D
N [ — N T2 e
2 <53 G{Ji 7
D CLQ = N az,.m- = (i.\.l./.‘.—)w
— o =
a, Oy Ng,

On obtient une formule commode dans les applications pratiques :

2
Vo A4 [ | (N,)
D —— (:Vq N p + 00 6L ]

I
<, (D

e - e s e e S0 By s G e e ey Bt S s ey far T o e e R

Si le contour présente une direction principale d'allongement, on
placera la maille de facon & ce que le cbté a, soit parallale a
cette direction d'allongement. Si on effectue alors une affinité

3 ] ] 14
selon 1l'axe perpendiculaire ou se ram@ne au cas isotrope et aL

irl

~ i i ient
<y ni 34 s Di NQ ne varien
la formule (I) est donec valable dans le cas anisotrope

Remarque :

Si S = =n ay ag n = nombre obtenu par comptage de sondages

positifs



Alors : ng
5—&
. 2,
avec . ‘Q:;L _
=

D

=

25.

Constante théorique indépendante de la maille, En fait, dans la

réalité, le terme fluctuant T

autour de la valeur trouvée précédemment,

IV - EXERCICES

- e m .

A
DY
Y +99°57)
5 A /2
£ fera varier _ImS expérimental

T

a) Variance d'estimation dans le cas aléatoire (N° 3~ Pg 67)

o

On se met dans le cas grandes mailles /o & la portée, On ne
peut plus alors prétendre 2 des développements limités,
On considaére une V.,R £(x) de

A

Oy

<
~

-

covariagramme g(h) et de support S
On prend un point X au hasard
(répartition uniforme) dans la
maille rectangulaire @ xQ

On estime la quantité de métal par :

%
Q)

avec f(xa)

il

8y

£ (Xo)
0

E [: Q%(xo )]

a%f(xo)

i

n

]

si

X

[ 4

E S

si X, ?if S

On cherche 1l'espérancé mathématique et la variance de cet estimateur

a, E[f(xa)]

o
a, ag [0 + g{f(x) et

j f(x) dx = Q

S

C\.ug a'z

répartition uniforme
sur le rectangle

34 b4 32

on en fait ici un élément
d'aire | OCQ e R
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lAE {: Qﬂs(xo):] = Q J estimateur sans biais

24
’U‘[Q‘*(xo)] = E [ Q“(xa>] - Q

‘ 2 2 a
e f ] -t s R a, &)
, 4 ya c;AC;%
5 2
< fQ%(:g)j = a; a, g - Q
| = 3 3, gl - j g(h) dh (1)

En utilisant la formule d'approximation

2
N (a) a ;g:, g(pa) - ,j“ g(h) dh
P
Z g(pa

Il
o

qa, ) -_J‘ g(h) dh

a
J.apq Ay TR
) formule d'appro-
ximation
La portée étant <: a a et a , la seule valeur prise en
compte sera donc - <
.{g _ g =5 8(0) on retrouve la formule (I)

b) Exercice pratique d'estimation de surface

On prend une maille carrée : a =1,5cm
On implante l'origine de la maille en I = 9 positions. Pour chacune

d'elles, on détermine le nombre n de sondages positifs
a b «

4 ' Ay y 64 bq\ 65 Cy g 65
. Cly, \ 64 by, \Gu c, }65
3 a, |63 bylet ¢ |68

o e n, = nbre de sondages +
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N =1 = 63,667 = ——"
YTQ
exp = 30,0I
" 5% 'z,é:?K
Si s?k = n, aﬁ’ , on a 8 = -m—wi;" = N 52
e v (moyen) I
*o K2
_ <, Ty

On calcule aussi les . exp et —

N? VN

Pour calculer & 1'aide des formules théoriques
détermine N4 et Np
avec D, =

4

diameétre apparent dans

a, =
i’ prépondérante
a

Dy 2

Ici :

N
No,
®

=
I

=4
il

Le travail a été recommencé de facon identique

= (

d'approximation, on

la direction

D+BID®,
= i

21
en moyenne Ssur
8 thes 9 positions

de la maille

pour 5 mailles,



1,5 2 2,5 3 4
NSl 63,67 | 3h6 | 22,881 154 . 9
- l H
MOyen + iuz,06 | 138,5 | 14%,00 ;| 138,6 14
51‘2, 3,53 3,04 | 2,81 3 3,4l
m,
¥
Ez;&
o 0,0008 0,003 0,00534% | 0,0165 | 0,042
N
*
0:2,
W 0,417 0,57 0,60 1,01 1,15
0,56 0,57

S
/

38.

la croissance ap-~
parente est purement
fortuite, ce n'est
pas une manifestation
systématique. -

On a mis en évidence

le "Zitterbewegung"
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CHAPITRE SIXIEME

EONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES ET FONCTIONS

ALEATOIRES INTRINSEQUES : COVARIANGE ET VARIOGRAMME

I -~ FONCTIONS ALEATQIRES

I-I- Définition

Précédemment en transitif, on n'avait jamais dintroduit d'hypothése de
stationnaire puisque, "au contraire, le champ était toujours borné,

On va maintenant intioduire de facon explicite des hypoth2ses
probabilistes concernant les V.R,

Une variable aléatoire (V.A) scalaire )/ est une application defl,
espace probabilisable dans ﬁk . On peut considérer des V.A vecto-
rielles, 3 1'aide d'une famille de n V.A, en général, non indé-
pendantes J= (3, ,¥g ,-+mmsFm )

On envisage alors des familles infinies de V.,A., En particulier,

q’?
si x & th,’ on peut définir une suite (37_) x €& R, En tout

point x _ de RunA correspond une variable aléatoire ordinaire :jgc
' b Q

que 1'on peut moter ) (% ).

On dit que S (x) est une fonction aléatoire (F.A)

I-2~ Réalisation d'une F,A,
Si @3, est tiré au hasard dans £2,, selon la loi & une infinité
de variables Y (x), on obtient une fonction numérique particuligre :

g @, , %) =y &

On ne dira jamais que ' la variable régionalisée y(x) est une F. A
mais une réalisation unique, aucune inférence statistique ne

pouvant se justifier & priori, C'est 1a qu'intervient la station-
narité .,

1"t

I-3- F.A stationnaire

L'outil statistique ne devient efficace que si le phénomene est.
statistiquement homogéne dans 1'espace. L'hypothése stationnaire
se justifie alors en considérant que "la loi de la F.A est in=

variante par translation"

(@D }\J(o%)y.\..)tﬁ (390) ;—t—; (j(acw%,))“__) 3 @Cn*'gb))
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I- 4- Espérance mathématique

8i en %, , la V.A ordinaire :ﬂ (xo) admet une espérance mathématique
nous avons !
mey = & [N &)]

Mais par suite de la stationnarité

"
m(xo) = m(xQ+h) = m v h & R
On note conventionnellement : Sm - E [“j (X):}J
On supposera dans la suite m = 0, quitte 2 remplacer J (x) par
Y E - om

1-5- La covariancelK (h)

En deux points d'appui x_ et x_+h, si Y (x) et (xg +h)
admettent une covariance @

) —
E [Je)d G+ = k&
Du fait de la stationnarité

h) = K (XQ, h) = K (h)

h)

o ?

K(xq+a)

On écrira donc

:\K(h) = E [:} ® Y & +n]

C'est une intégrale étendue 3 l'espace abstrait f2. et non calculée
dans 1'espace Fuclidien. D'ailleurs, celle-ci serait divergente

dans le cas de la stationnarits, puisque le domaine est oo
Pour h = 0

2
zE [3(:{)] = K (0) T

"% yariance de la V.A o} (x,), toujours indépendante
de x 4 dans le cadre de Ia stationnarité
On peut démontrer que

' 2
dxm & d et k(Lo
I-6.- Variance a priori finie

K (0) Lo

C'est une hypothdse assez forte. Il existe des phénoménes qu'il
n'est pas possible de représenter par des fonctions aléatoires
si on leur attribue ume variance & priori finie :

Ex : Variance d'un échantillon de taille A} dans un champnfﬁ
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Pour n é&chantillons 8% , on obtient
une variance finie ™ , Mais en
réalité cette variance dépend de la
géométrie du champ et de 1'échantillon

<)
< (V)

taille de 1l'échantillon

[‘}4
WT” fonction croissante du
champ v

Si K(0) E} , un palier apparait dams la variation de ¥

L, o7

\ oA =

oy, V) = O
2
RO

K - —

EaY

En fait, ce phénoméne ne se produit pas toujours, Pour 1l'exemple
important du gisement d'or d'Afrique du Sud, & l'aide d'un nombre
trds important d'échantillons, on a tracé une courbe, On observe
une croissance jusqu'au gisement ertief qu'il n'est pas possible

-

d'interpreter par ume variance & priori finie,

T3 )
A

* T ( %F)*V” ) =%1log ;%&

(Formule de De Vijs)

- - Tt . At o e o o $2¢ e

IT-I- Dé&finition ~

On suppose que la variabilité est la m&me dans tout le champ et non
la variation globale qui peut fluctuer.
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sriith

Hyp X & +h) -~ Y ) F.A stationnaire & variance finiej

Alors existent

E(J @& +0) -J@)=nm
% Dz (& +h) - ‘j(x)j = 25(“9»)
On pose : m(h) = dérive linéaire
2§ (h) = variogramme

(c'est la fonction appelée A variance dans les études
de Mandelbr8cht)

Pour ne pas alourdir la suite de l'eXpoéé, nn suppose
m¢h) = 0
quitte & remplacer j (x) par 3 x) - m (x)

II~2~ Rapports entre la cavatriance K(h) et le demi-variogramme X (k)
Si K (0) {&@ , alors :

§ m = %{3’“(}: sy -29@Y @& +n) +d @

}2;’ @) = kO - K |

;\K(Q") KU&)
K(o) K (0)

>y >

Inversement, K(h) 3 si et seulement le variogramme est borné,
Cependant, il n'en est pas ainsi dans bien des cas

Ex : mg))\ ?{ 0y -

= a log
b (X
ou i (»<2)
Postuler 1'existence d'une

covariance n'a plus alors
\% de sens
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L'hypothése intrinséque est plus puissante que 1'hypothése
de stationnarité,

III- PROPRIETES DE ¥ (h) et K ()

B e R R e R )

ITI-I~ Inégalités
{1< (h)l {é K(0) (Inégalité de Schwarz)
(h) >/o et ¥ (0 = 0
I11I-2-Classe des fonctions  K(h)

K (h) doit &tre une fonction de type positif., Si on sort de cette
classe, on riaque de faire apparaitre des variances négatives,

Considérons 1la F.A

B
j = 22: >Q,§5Cx{> avec m = O (cas stationnaire)
Lz A
2 o s '
Py = 2 B { V6 Jog |
[

10

% N’ >\£:\ K('zc,:..xé) doit &tre; > O \“/ XY et ){\I
("D

It

C'est une propriété caractéristique des fonctions de type positif.

III-3- Classe des fonctions 2( (h)

ﬁ’ (h) est de type positif conditionnel
On doit se 1imit3; dans ce cas, aux combinaisons linéaires
e 3

2. M=o

L= 4 :
On obtient alors des restrictions, par exemple, pour des fonctions
du type % 7. On ne pourra avoir un variogramme que pour A <2,

RN

ﬁ(h), valeur moyenne quadra-

tique des écarts entre deux

échantillons distants de h ,
;Lgk sera une fonction croissante.




Lk,

ITI-4- Anisotropie

b’ G%) /\

N Exemple d'anisotropie selon
T TR deux directions 2, et A
Jﬁ- ﬂ,
e By de h .
S, /
e
v
Nh
. o

ILI-5~ Portée

Dans le cas ol 3 K (h)

A KR \

a = portée = distance a partir
de laquelle K(h) devient
négligeable, Les corrélatioms
entre les échantillons
s'éteignent.

>h

.
o Q-

Pour Z{ (h), nous pourrons avoir présence ou absence de portée.

AB) k)

/

e

-

>R 5 R

-

© o
a = portée Pas de portée

I1I-6-Comportement de 6'(h) au voisinage de 1l'origine

La continuité et la régularité dans 1l'espace de la F,A J (x)
s'expriment par le comportement du ¥ (h) au volisinage de l'origine,
Nous pouvons construire une typologie des ¥ (h) par ordre de ré-
gularité décroissante. ¥ %
o
§(R AN (%)
i

!
! !
|
;

\f/ N R \\I// \ R

- o

¥

Régulier Linéaire
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-
=
P
=
L

/ Effet de pépite
« é

Sur le plan local, 1‘'aspect
% est chaotique mais 2 plus

grande échélle,on observe un

certain phénoméne structural,

Y

LI

Effet de pépite pur

On observe un bru1t de fond
b 1'état pur, J (x) et F(x + h)
% sont 1ndependants YV h.

N

prsipiuionh gl puspngrunpung it sesun S pluig b dfiving el Sl il quupiiia hugedyniubguinigoih Sulnmg RPN tdp ¥4

Ce sont les concepts qui permettent d'expliquer les phénoménes pré-
v cédents,

IV ~-I- Convergence en m.q

) ( y
B g - X X % Q
| X s =y B (AT
o, N —> 00 s * Y p s =
V-2~ Continuité en m.q N
continue en m.q .m-.ﬂ> E {L; (x +h) - (X)_J —>» 0
en X

H?\‘}
I1 en est ainsi si et seulement si : K (h)
continue en h =0

donc Pas d'effet de pépite

V-3~ Derivation en m,q Y

(3R} -Y& o ‘!
"4 (x) déz;v;e en m.q de ¥ (x) j-——>E l ‘R, *j(x')__ ;‘é.\:,}%

On démontre (notion topologique) qu'il est alors nécessaire et

suffisant que 3 ¥" (h) p

En particulier, Til suffit que o 2’{ (0) (comportement parabolique au
voisinage de 1l'origine)
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V - EXERCICES

a) Calcul du variogramme d'une réalisation d'une fonction aléatoire (N°I~Pg68)

v (x)
F—M‘_— g,,f I
!
] |
(o] : a [ §
i |
|
— o
x +k X +{(k+1)a
X o a o

¥ (x) = valeur constante aléatoire obtenue par tlrages indépen-~
dants pour chaque maille sur une loicZ(m, < »)
Implantation de 1'origine de la maille au hasard dans EO, a:‘j
Ceci assure la stationnarité du phénomdne;si x, était donné fixe,
il n'y aurait plus stationnarité mais périodicité (T = a)
On cherche la probabilité pour que deux points X et x -+ h
appartiennent au méme segment a .

h o a h } o
S | . .
E“— A La probabilité est :
! f a-h n
! P = = I - —
izl & &
X+ xo+(k+1) a h \ o
x ' I.a probabilité est :
a-nh
P = =1~ —
a
\
P f X, X +h & méme segment a}, =1 - }—-l- our {h} £ a
% P g i . p N
- 4 =0 pour {hi > a
On calcule le deml-varlogramme de ¥ (x)
2

zb’(h) {Ly (x +h)~y(x) }: JfY(x +h)—y(x)] dx



-1)

h7.

Cas lhl £ a
g“ -
K() = E | ¥ (x +h) 7 (x)]
r 2 - i
=p EV® | + p, E|lyGE +h) y @]
CEIEEE TN -
—
les points tombent les points tombent dans deux
dans le méme segments # ¥ (x + h) et ¥ (x)
segment sont des V.A indépendantes de
méme loi
. inl 2 th 2
K(h)=(I--—~L)(m +Q‘)+-;‘._§_.m
a
in} 2 2
= (I -——é——-) N + m
I1 s'agit ici de la covariance non centrée, KC. (h) s'exprime par :
o 2 \ b
K, (h) = KM - m"= T (1*7)
On en déduit le variogramme : 5 \h 2
i
K(h)——-K(o)-K(h)=T-(I--——é—-)‘§§‘
| B g2
. . )
K(h) = -g—' pour %lh.(\\.\a
Cas lhlza )
- e 2
I i 2
R (h) = E\_Y(X +h)y(X)} =\Ely(X)1) = m
K. () = K (h) -n° = 0 .
> L w2y
2 G () = B ¥y&x +h) ~ v&| |
Lk 4
(2 §2,.0 3
= E¢y (x +h){+ Ejy ()¢ - E4y(x +h)E y(x)¢
L J X " L 4
= m2+\7\’2+ m2+'§I‘2 - 2m2
2
H ) = pour h;\)a
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x(h)
A _
2 (h) atteint son asymptote
q { covariance finie
]
[
7
!
o o 74
\Pol‘re'ﬁ'
./’\K“?L)
($38
\ = H
° a

C'est le covariogramme géométrique du segment de
longueur a ; ce qui est bien naturel puisque 1'on
a tiré au hasard les valeurs de J (x) pour chaque
segment

b) Généralisation au cas de stratifications recouvertes

S, 5
_~] ) 5 n niveaux a implan-
i f }, % tations des origines
{ { indépendantes.
dans bandes, teneurs constantes

dans segments de longueur a

-~

On ne connait que les teneurs moyennes correspondant & des sondages
tels que § ou S . On calcule la fonction de covariance des

teneurs moyennes des sondages,

& - gi Z :ﬁﬂ somme de V.A indépendantes
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25,5(11) = ESL[ (x + h) —E(x]}-—-——-— [2J(X + h) - \:)W}
A - 3
- E{ [ %Q&l,;(x +h) - <x))] }
Les accroissements sont indépendants
d'un niveau & un autre
-4 - 2
e U‘wa RSN
R 1 S X
L
“ 2 T
=-——-- q. = m————
") " >y ‘tﬂ > a

La variance de la moyenne de n V.A indépendantes est égale
8 la variance de la V.A divisée par n

4 1M o*
O

K(h) ~ K(0) =

<
Pour h = a (portée) : 0 - K) = ;i.§f
A 2
. 4 Ik
K() = "ir\(I- Q)T

I1 a la méme forme que précédemment, Il met, en particulier, en
valeur la structure du phénoméne, Il a agi comme un filtre qui
lave le brouillape.
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CHAPITRE SEPTIEME ~ CONTINUITE ET INTEGRATION EN M,Q :

REGULARISATION ET MONTEE

I - RECONSTRUCTION DE LA LOI DE PROBABILITE D'UNE F.A A L'AIDE D'UNE

piypnbegiiudrunhageohghetiudeetbauiol gy e i orgbegiuag i siyaagiilies el the i ongonglesparfrn iy il pug . D S gty s ey

A L T ey

I-I- Réalité expérimentale

S ]

4 . - = X

o}

Oon a une V.R  y(x) représentant le phénoméne que 1'on ne connait,
en fait, que sur un certain support.
Par exemple : y(xi)

I-2- V.R comme réalisation d'une F.A

n
Si ¢ x & R
w & . (espace probabilisé)
On consideére une F.A ¥ , telle que
n v(x, w)
NXR - > R

Tout se passe comme si on avalt tiré un w, particulier dans Gqﬁﬁlyp)
et que l'on observait précisément une réalisation particuliére
de la F.A

vy = &, w)

I-3~ Hypothése de stationnarité
Cette hypothése trés forte consiste & considérer que deux réalisa-
tion translatées de h dans l'espace ont méme loi de probabilité,
I1 faut alors savoir si disposant d'une réalisation, on peut en
inférer quelque chose concernant la loi de probabilité P,

On peut considérer les équations !

S E[T®] = nE
y figurent autant de paramdtres & estimer que de données
expérimentales

- E[y® ¥ = +h)] = K(x, x +h)
Le nombre beaucoup plus grand de paramétres rend le probléme
inextricable
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Mais dans le cas stationnaire la simplification est trés grande :
m(X) = m
K(x, = +h) = K)

Si la maille de reconnaissance est par exemple réguliére, on peut
avoir une infinité de couples de points permettant d'obtenir une
estimation de K(h).

¥ (x5) ¥ (zy + a)

+a) ¥ +2a ® L
¥ (% ) (=0 ) K (a) = n Z:.. y(xo+ka)
- )
L R B I I R I B Y B Y B A A 1{ Xy{x-{-(k-{—l)a—j
y(xb + ka) (xo + (k + I)-a) ) ©
*x
On recommenceﬁgour 2a, 3a,.... na, d'oll des estimations K (2a),
K (3a) ..... K (na)
K (n)
N
P DN N Interpolation
I3 N
{ 1
¢ f t t » h
o a 2a 3a La

La maille étant a # o, il est nécessaire d'extrapoler en h = o,

On a juste donc un modéle de fonction de covariance dont te choix

est fait en fonction du phénoméne étudié. L'expérience de celui-ci jou~
ici un grand rdle,

Il est alors nécessaire d'effectuer une critique statistique de
1'estimation K ¥(a) de K(a), par 1'étude de :

K
E ; K (a)] = K(a) (sans biais)
Dm [ Kx(a)} = variance d'estimation de K(a) par ﬁx(a)

Cette variance est relativement faible tant que l'on reste prés de
1'origine (petites valeurs de h) mais si h croit, la croissance
de D © devient trés forte, Mais ce phénoméne est de peu d'impor-

tance car c'est, en fait, le comportement & 1l'origine qui intervient
dans l'estimation de la V.R.

I-4~ Hypothiése intrinséque

Ce n'est plus la fonction elle-méme mais ses accroissements qui sont
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stationnaires. Cette hypothase est un peu moins forte que la précé-
dente, Il n'est pas fait .mention de la covariance de la F.A,
L'exemple le plus simple d'un tel phépomzne est donné par le
processus de Poisson.

A
N(kb) = nombre d'occurences
entre 0 et 1ty qui suit
f une loi de Poisson de
] ' paramétre & = af
—>
o) t t +1h .
o] o

N(b) n'est pas statiomnaire car il croit sans arrét. Cela vient du
fait que 1'on a supposé qu'a r =0 1l y avait zéro réalisation
précédent la premiedre & t» O

A En fait, il pouvait déja
é

y en avoir une infinit
pour t <O

—JI——J—‘ o t t +h
0 o]

~ 0

81 on étudie les accroissements
N (i:o + h) - N(to)

Ils suivent une loi de Poisson de paramgétre ah donc indépendant
de ty , il y a stationnarité,
D'ailleurs, pour cette F.,A , nous avons :

Y (f}\) .
v m o (h)

o ¥ ()

ah

1/2 ah

[}

Le K'GO est non borné. On vérifie qu'il n'y a pas de covariance.
L'étude de cette F,A échappe donc & la théorie des F.A stationnaires

d'ordre 2.



53.

II - INTEGRATION EN MOYENNE QUADRATIQUE

On introduit la notion d'intégrale stochastique notée :
I = '(:] (x) p(x) dx
N

On la définit par analogie avec la for
mule d'approximation de 1'intégrale de
Riemann comme limite en moyenne
quadratique de ;

n

he
1o 2= Y @ e by

C'est yne V,A comme combinaison linéaire finie de V.A, On suppose que
1'on se place dans le cas de la stationnarité

m=0, = K)

Alors . Z
N
" 2
D (I’\'u) = E (I,“ ) car m=0

il

<
£ K (x.-x) px,) px) &dx. Ax:
Ly 48T TR T
Le probléme est de savoir si de telles expressions approchées admettent
une limite en m.q.
Si T ' 2

lim %E] @\} La variance E (Ih.) admet elle-méme une limite

3 1, intégrale stochastique
oy - S
&Sdp (1 = RK(x = y) p(x) p(y) dx dy
NV v
et alors effectivement D'2' (I) = variance de I

e T

v
On considére la F.A D) 0o = RE P
i

HP(X) = Jﬁ(x + y) p(y) dy
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5 On obtient une telle transforma-

a0 tion par lissage d'une V.R, par
ﬂéfi//xzf//’///’{%owniﬁdCQQQJEL exemple; la nouvelle F.A peut
" -X&ﬁwidQYQGH) aétre plus réguligre que la pré-

4 et cédente, par modification ou
régularisation de la fonction
de covariance,

On étudie la condition d'existence d'une telle expression, .
On se place dans le cas d'un domaine infini, On peut d‘ailleurs se
ramener & un domaine fini a 1'aide des artifices suivants !

- p(y) = 0 en dehors du domaine fini

ou - p(y) présente une décroissance de type exponentiel aux
limites du domaine fini,

On étudie

¥ (1) = E { JJ & +y)pmd = + y)) p(y/) dy dy/}

-~

On démontre que l'on peut interverfir espérance et signe w{ , d'ot :

2 / / /.
D (1) = K(y-3)p(y) p(y) dy dy

On peut remarquer que la F.A :{P (x) n'apparait plus dans cette
intégrale, :j

X) statfionnaire %) stationnaire

(x) i \:‘éﬁ_() a n
On cherche l'expression de la nouvelle fonction de covariance K P (h)

Kg(h) = EJL Jp = Ip (x°+h)}

R, 1) = E FIIS e o 9 e+ nevh o6 o dg"’}
) J J
= JJ K (h +y " ~y)py) ply) dy dy
On pose y} -~y =x, d'od
K_(h) = Jj K (b +x) p(y) p(x +y) dx dy

1l

j R (h + x) dx f p(y) pix +y) dy

W mrere

covariogramme transitif P associé
a la fonction de pondération p
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vV
P
donc Y

Ko () = j K(h +x) P(x) dg = R 3§

Mais comme P est une fonction symétrique : P =
On obtient le mZme résultat que dans le cas transitif :

B H@}

o . B et et G 0 e R b s B e R s W e Tl S S T e e ey e et B G SR S e e e e ¢ e e W et P e B ) e ey S a0 e A e

J (x) n'ayant ni espérance ni variance finie, toute combinaison
linéaire
‘Zv >‘L 3 65) a la méme propriété
1

Cela n'a donc pas de senc de chercher la convergence em m,q d'une
expression de ce type vers une intégrala stachastique, D'odl la néces~
stté de prendre des combinaisons singulieees telles que

() X_:EZ >\t = 0 1 par exemple

L

Dans ce cas

5._:- ,\%{ J&x) o= ;?- /\C [?f(x&) - (KQ]

T

Combinaison linéaire d'accroissements ou :&(XQ) n'a pas d'autre rdle
réel que d'introduire de tels accroissements pour lesquels existent
espérance et une variance,

En transposant la rekation (I) au cas d'une fonction de pondération,

-~

on pourra passer & la limite stochastique, & condition que :

f p(x) dx =0

Pour la convolution, 1'expression :

\\J? ®) = jj(x +vy) ply) dy

est & priori non définie, mais on peut espérer qu'en régularisant par
ce procédé une F,A intrinséque, on obtiendra encore une F,A intrin-
sdque que 1'on pourra étudier par ses accroissements.

o Gex %) - 39(1) = j E‘j(:c-\v ) - (x+g5)] PGa) C\Lé
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L'accroissement sommé ayant une variance finie, 1'expression a
un sens en m.q.

On cherche son variogramme, pour cela on propose ua rezisonnement
rapide par analogie, mais ron rigoureux,

Ko = K% P
Comme : Tm = KO - K(h)
on a : K (h) = B . 2§(h) B = constante
d'od Ry = C - ¥ ()
On en déduit : 2{9 (h) = Y% p - A

La constante A est définie par :

A= (Bxpr h=o0
(%o o) g

\6? (h) = sz (h +x) Px) dx -jb/ (x) P(x) dx

il

il

S B> ey ae g e . Mo ot Bt Ten A St e At P A S Yul e o Eer et

- On intégrera le long d'un segment de longueur finie car les intégrales
sont divergentes pour des longueurs infinies,

On effectue une montée sous
puissance constante

Teneur moyenne du sondage
le long du prélévement =

£

A" Au voisinage de l'origine :

//”~N~““~\b<7i
- e
Formation KC“) = Z C% "C%'\‘ ZA,\..ﬂ, ™

On observe la mZme reégle de corraspondance dans les développements limi-
tés que dans le cas transitif
A4

) r
,. Ay &
L5 = P 7

(division par fi.pour raison de dimension)
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Ceci peut faire penser que 1'hypothése de stationnarité n'aurait aucun
rble & jouer dans ce principe de correspondance.
On observe de méme :

log r = .-)-)?:\—
T t_-:;_.-?fblog T

Cette r&gle n'est valable que si = 441(3 . Pour )2,>£, 3 b/(r) est
alors équivalent au variogramme non régularisé, F

A

¥ie)

La régularisation ne fait
“3 sentir son effet qu'a des
- B’p (‘") q

]
1
i
]
{ distances inférieures 2
L]

’e
e

1

~N
et

§
%

VI - EXERCICES

-~ .-

Equation diff, de ce
montage

Ldr+ Re - w(¥)
ak
donc,du. type" :

3, N = x @
Ké__}.:__—\p—-—-—-—/ Nyt
Réaction du Extérieur
montage . ' ’ C

On résout cette équation différentielle par la méthode de variation
de la constante, d_\j

Sans second membre é“_:‘:i. = - a \3 CU:‘ =. A=
: o ~ a 9

-ﬂ.‘- og\j:é‘-!-A
o
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~ak

S ) = K e
_ ) _ak .‘-G't 4 -ab
Variation de la constante K e _a ke ta e o x (x)
t
all
R = J X (u) e du
-l
I1 n'y a aucune raison pour que le phénoméne commence & t = 0, 51

1'on veut faire apparaitre la stationnarité du phénoméne, il faut
au contraire commencer & t = “—0O

b (t)

i
6]
£
ﬂd
l‘_‘.\
>
~
[}
~
1]
[w
o

it
k—"\
>
~
[
—’
0]
]
e
Vans
7
E
[a N
o

a4

Tuw ¢
fonction de ~ab

pondération )

On est obligé de ne concerver que la partie positive de 1l'exponmentiells
Ceci revient & ne pondérer que ce qui précéde t, En effet, si :

o0
xggf - J Z‘?.(t--u) %(u) du
- 00
avec :? (x) = ﬁ (x) X0 On a bien t-u> 0
{ ) x £.0 donc u Lt
EZ.E X(t) F.A stationnaire A'ordre 2 avec :

E(¥(H ) = m = 0 et K =E [ X(t) X(t +h):]

on regarde le comportement de la fonction de covariance de ¥ (&)
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—ak
qui est la régularisée de X par e+
~ab
Y = X % &~ °
% ...C\t _,,CL{. ) ..c:LlC \{-q,t
K, = K e ¥ e e = e
3 © 4 - - +
_abt  _ak A el
e % e = @
£ ¥ e R

On régularise le covariogramme par 1'exponentielle bilataire dé&ja
rencontrée dans un autre mxercice,

b) Régularisation d'une F.A stationnaire (N° 2 -Pg 68)

X( 'v(\:‘('i'J ‘\'1'2)

/

N

=~ At

Les longueurs des segments sont aléatoires, indépendantes les unes
des autres et pbéissent 3 une loi de Poisson :

~ M
d

e h

2
K() (= ¥ si xetx+h & 2segments différents
{ g

=
N

= 0 si X et X + méne segment

D
P
e

]

e

I—-

Pr {x, x +h €& méme segment }
0

La durée résiduelle S(x)

YA

obéit & une loi de Poisson en @

N ’ 2 — )“?\—\
- =x+fh K(h) = T &
; K Pour h = 2 cas : h> 0
8t h <0



On régularise X en considérant :

L
) 3 t) = J X(u) dm

pas de borne inf, pour se plicr 3 la
stationnarité

! On se rend compte que par
rapport au cas précédent, la
e aspmsr et |

réalisation du processus est
continue. Le phénom@ne est
beaucoup plus végulier,

7 S

- stationnarité d'ordre 2 et hypothase intrinsgque

b+
j(t + h) -3 k) = J& X(u) du = j X(T ~t) dt

o)

- Variogramme
- On doit s'attendre & obtenir un variogramme plus régulier que

1'exponentielle précédente qui a untomportement linéaire 2
l'origine.
i
‘ K (h) = & (h) N
5 W& A

2 At

‘6’20) =0 @.X (h) -v‘lj g gp = W =
N Q.J%A e:‘>‘9‘ <*lh 4-3“>\BL1
) N TR
o bt

Dans tous les cas (h‘,;?, O et h .<0), nous aurons :

X(h)=<r“?'[@ ../1 )\R]
¥ @ =- ° [2 z%zmm’\af‘g‘*“”]

I

it

<
bEA
. Comportement parabolique au voi-

i

; e ;ﬁ sinage de l'origine, Pas borné,

! N or t lingai
-t S h A 1:i? comportement linéaire

L3



61.

CHAPITRE HUITIEME - VARIANCES D'EXTENSION ET D'ESTIMATION -

I- VARIANCE D' EXTENSIOV

Pour faciliter 1'exposé, on établit des formules dans le cas stationnaire
d'ordre 2 puis on passe au §§ (h) & 1l'aidz de :

K(h) = K () - ¥ (h)

Dans tous les cas, le K(0) disparaitra., Ce qui peut faire penser
que la validité de telles formules ne dépend que de 1l'existence de B (h),

On désigne par Z w) et 2 (v‘) les teneurs moyennes de deux domai-
nes % et A¥

z(v) = %J (x) dx
Ay

Z(V}) =£:-; J (%) dx
q}/}

Hypothése - On connait Z(v)) et on estime alors Z{(v) en étendant la
teneur moyemne de v’ a %,
On caractérise cette erreur d'extension par :

2
D [Z(v) - Z{v))] (Formule parfaitement symétrique)

On suppose que m = 0, La variance D~ existe car on a supposé K(0)
fini,

02 2 - 23] = 3 [2* @] += [ )] - =20 26 )]

E [Zz(v)l = g:éij(x - x-/) dx dx‘f
ar .

= valeur royenne de K(h) lorsque les deux
extrémités du vecteur h' décrivent v

E | Z2(v) Z(v}ﬂ —'~-——~— j\g K(x - x ) dx dx
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E [Z(v) Z(vl)] = valeur moyenne de K(h) lorsque les deux
extrémités du vecteur h décrivent respecs
tivement v et A,

_ A ) y Jj
{;@j‘f K(x x ) dx dx +¢{;’«éj] r\)—'{,'-
Vv ar

On passe au variogramme

= K@) + K (0) - 2 R(0) 'ief K(x-x/) dxdx/ --——{IX jgb/
v 'U’z o vy,
a5 aF 'U’Qf‘

= ..,.-.‘fdxj’ X(x-x)dx-.—-jdij/(x-x)dx

- *2._(6'}{ jb/(x-x ) d}r

On peut montrer que formule -__-:} encore lossqu'il n'y a pas de
covariance,

Exemple d'extension,

d'ol

(1)

Si le sondage v / est au milieu da
sa zdne d'influence v , la notion
o+ d'extension équivaut dans ce cas 2
- la notion d'estimation, Ceci est
d'autant plus vrai si v 7/ se réduit
a4 un point,

g

On aura d'ailleurs dans ce cas des intégrales simples,

II - VARIANCE D'ESTIMATION

L T R R e ]

)
On suppose ici que Z(v ) est remplacé par
une teneur moyenne de N prélévements en des
+ points x.

T
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La formule (I) se comserw2 en remplagant _g pr.< Z
lv_

et fL pax ;1« !
VY
3 2 _
o - A Jf b’(:c’:c)clac:-«— Jc%gcjif(acx)c\oc

-4 \§ X
- ?_'_ g~y )

C'est la formule générale de la variance d'estimation ponctuelle, On
obtient un résultat comparable 2 celui des méthodes tramsitives

<
T(@) = a {;'; g(ka) - f g(h) dh
2§ .

Cependant, nous avons ici une approximation plus fine de 1'intégrale,
Cette var' 'nce est d'autant plus petite que :

- la V,R, est plus réguligre
- 1'implantation des points x; est d'une confign-
ration géométrique plus proche de v

Pour les calculs pratiques olt N est grand, }{ (x; -X) ) n'est pas facile
3 calculer, On aura donc des formules d'approx1nat10n liées au com-
portement a 1'origine de g M),

.ol - VARTANCE DE v DANS V

P L T e R

On peut partir du fait que 1~ wazriogramme est la variance d'extension
d'un point & un arn*~~ -~oint,

Mais expérimentaloment s'introduit
une autre notion de variance
lorsque 1l'on utilise des échan-
tillons de taille v,

Par construction ditm hie*rgzomme, on obtiendra ;

2
Y /W .
Nous avons déja vu qu'elle dépend de v et de V, Elle décroit lorsqu~
v croit et croit avec V, 2,
S'il exiec+a wme yariomen » ~eiori g = K(0)
Si 1'on fait a.. zzdlévements purrrniele of ~us T 5 0O alors 3

/W) = T R(0)
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Par contre, si K(0O) n'existe pas, alors :
Kfz(v/ V) ’,7?cx9 (gisement d'or du Rand)

I1 faut donc mieux se rattacher pour la définir au variogramme et & la
notion de variaaca d'extension.

La notion de variance de v dans V est d'ailleurs une notion fausse-
ment claire; surtout danc le éas ot v et V sont incompatibles
vis-a~vis d'un rezouvrement disjoint.

Prenons l'exemple ot v et V sout constituds de deux cercles

Centre trop représenté L'échantillon est trop en
dehors, les données exté-
rieures interviennent

I1 n'existe quz2 daux cas ol le concept est clair.

III~-I~ Echantillon ponctuel

2
T
extenxion de
X a v

o
La variance 'd'un échantillon ponctuel dans V est la moyenne de cet:ic

expression quand x, balaye V

‘:T&(O/V) =~J\-3-§‘ f( ?S' (x-x}) dxdxl
vV

Si K(0) n'existe pas alors “QJL(O/ V) e O
Y—»00

III~?- Réunion de N volumes v, disjoints
L

Un cas particulier en est le recouvrement par une grille,
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N on a N careeaux disjoints
. Y

Dans ce cas de figure, la variance
expérimentale @les N &échantillons
n'est pas leur variance dans V

mais dans

J
voo= U
L=z
2 “S . VA
on a : I /i) = N Zb E {_ (z\: - ZCV-)) }
avec Z; = teneur du carreau v,

Z(V) = teneur moyenne A estimer

L 4 I~ 2, 2
TN = L‘ZLE(Z(J) + NEAZWM) - 2 2 E( Z,t;cZ(V))]

N
2, E (Z. ¥ 2(V)) = E @¥®W) car W=y
v v s A
dtot

ITI-3~

: /
T%(v/v) =~:7§ fdxff(x-—x ) dx/ - %z J dx jzy(x—xj) dx /
v \Y Ny ar

Pour raison de commodité, on utilise cette formule m@éme dans le cas
ol le recouvrement ne s'effectue pas exactement , Mais c'est alors
un simple artifice de calcul et on risque d'obtenir des variances
négatives, D‘ail%eurs

TN = - vQ(v/V)

Relation d'additivité

On introduit la fonctionnelle du volume :
r J J
F(V) = %.2 J’ zf (x-x ) dx dx

vV



W) = FO) - Pl

Dans le cas de plusieurs approxi-
mations successives :

@) = FW) - FEN FTF @) - B

V {panr

% (echantifton) ) ) )
TN+ T wND

[

IT1I-4~ Covariance de v et v“}dans v

On peut définir de la méme manidre que
121 précédemment la covarig?ce de deux
échantillons v et v~ dans V lors-
vV gue ceux~ci occupent toutes les po=
‘ sitions possibles dans V

/ p) J
T (v,v//V) =-{%§ J[ dx )/'ZY‘(X“X ) dx ~;i§;) dx /{Zf(x~x ) dxj
v v =

0
2

IV - APPLICATION : MAILLES ALEATOIRES ET MAILLES ALEATOIRES STRATIFIEES

W D e G G e G e TP et Gm e S e W e me W S P S ut €O Ps st Y G S (ad G S b M e ey e M WD an s Gmd S e WA SR W et e e A et G P G et S G S g o Rt el

IV-I- Maille aléatoire pure

La position de 1'échantillon dans
V est une V.A uniformément répar-
tie. Ce cas est rarement apppica-
ble aux mailles irrégulidres de

la pratique,

On suppose que les réalisations Y(XL) de t/sont des V, A indépendantes

R. 4
T(ON) = vp j[ Iy (x-x”) dx dx”
N VY
d'ol : 5 i . :
YY& = :fa (o/v) Résultat de la statistique
N classique

IV=-2~ Maille aléatoire stratifiée

Implantation aléatoire de x ; dans v,

C'est le cas souvent mieux adapté dans la pratique, la densité étant



plus uniforme,.
< ) - \d (x;) = erreur sur une zne d'influence v
A
ZW) = o 2. Z (V)
N v
: On l'estime par

- ¥ A sy
7T BARIECPANICH
% S
-

N

L'erreur d'estimation globale est de :
¥ A
zy - 30 = T E eep -Ya)

On suppose que ces erreurs correspondant aux différents carreaux
sont indépendantes les unes des autres,

e 5
D (Z() - \3%) = ——?\”}”"‘“‘ < (0/)

a
<I (o/v) = wvariance d'un prélévement dans sa zbne d'influence
A 2
“gi_. T (o /v) < ié. T (o /V)

La maille aléatoire pure est toujours moins bonne que la mmille
aléatoire stratifiée,

V - CALCUL DES VARIANCES D'ESTIMATION DANSL'ESPACE A UNE DIMENSION

L R e L R e L T = P
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On a ,
| d B Emy = 2n o
d‘oﬁ cl %
F(h) = 1’% A (h -x) § (x) dx j% J x () dx
’ ’
M,mw»m\‘

&
i

)—,—_—"J{ K

£
En particulier, la variance d'un segment 48 dansg un  segment L
s'exprime par :

< (L/Ly = r@) -F @)

V&2~ Variance d'extension élémentaire

-~ Systéme ouvert

.e—-—&-s; 2 4 + % ) /
L T = - e ¥ (x-x‘) dx dx
o 2 -}Q\’LJ
(o] [
+ 2 -
- 5 J; ¥ = xc) dx
Si 1l'on place l'origine en x(3 et comme Q est une fonction paire :
A A2 . B
jb’(x-x@) dx =2 j a’ (x) dx = 2 :..‘3/‘_. }i (z-)
& °
d'ol : 2 2
}crg = 2 &) - @

- Suystéme fermé

4

< ) = - - .
G/ = 2 >(<h> F(h) 5 X ()

V-3~ Principa da composition des variances d'extension élémentaires

o
L

e
«‘
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On introduit n échantillons, On peut admettre que les erreurs sur
les différentes zbnes d'ififluence sont 1ndependantes pourvu que la
maille b soit inférieure & la portée,
Alors .

2, A 2

AT
T ~ E

I

La statistique classique nous donnait

/! ""(’2 _ 4
=¥ om = L F@®

formule d'ailleurs correcte dans le cas de la maille aléatoire pure,
Pour la mdille aléatoire stratifiée, nous avions %%; F(h)

Dans le cés présent de la maille régulidre; nous aurons encore un
meilleur résultat

A,
o= L X(R) -re

VI -~ EXERCICES

.t g o o o o

-

a) Variances d'extension & une dimension (N° 3 -Pg 68)

?{(h) - 0 £ »<2)

Si on fait les calculs pour >\}y , on trouve des variances né-
gatives (ce qui justifie les précautions concernant )
Mais, par ex : }3Log h est acceptable (type positif conditionnel)

A 4 [ L (] A

R A A

(Ard) (At2)

-~ Extfpsion élémentaire dirn point central 3 sa zdne d'influence

N




T0.

P

]
o
&
r“""‘l
S
i
o
i
T

Extension au segment d'influence de ses 2 extrémités :

s Lt 2l 2

N —(M-l)(mm 2

) g’

NS 2

oo
i
—
0

pour A{2 fonction de type + conditionnel’-
N=2 variance = 0O

Y2 s'expose aux
variances neg

lﬁEffet de pépite état pur
statistique classique applicable

On peut donner une interprétatinn du résultat de la variance nulle
pour A = 2.

A
h =2 BRSCATE
§

,‘F, f (x) =x+b (f (x+h) - £ (x) )2= e
linéaire

A

Dans ce cas est affectée au centre x

exactement l/EJf[ 1

b) Variance d'estimation du segment li= na par n échantillons ponctuels
Exercice pratique (n° %, pare 59).



L = ma

N Py © - ~ i% 71 *
\:\

2]

<

| Y2 /2.
< RN @&ﬂfﬂﬁ_-%fﬂ,)
reg om0 rd C.}\J(J\) ()\'\":L)
4 £ [ *’! = OL Y.

S T et LN T >+i1 X

2 h
20

aléat strat = - 7 Lz) ‘

Y —ZM»\)(M@

2 >
q“‘aléa‘c pure = — ,__.,...._2..’_.,”_-3—-— L (%)
() (22D
Pour . = o on a le <\T2 = —'L de la statistique classique.
2
Pour : = VA4 _ A L2

i a
, # 2" n
) 6 M méme ordre de grandeur

@4 4 _ A b2
NP ET H M
(3) % %_ -_--%: -é—%c (beaucoup plus grand)

¢) Schéma sphérique & une dimension

Exercice pratique (n° 10, page 70).

On cherche un type de variogramme s'accordant mieux avec la réalité
expérimentale.

ey,\i@é‘\“lence

R
€ (trop lent)
~_ /
ey e _?‘g-\,
a - ih} 4 une dimension acceptable mals par dans sa forme (a-v)
(triangle) a4 plusieurs dimensions.

On part du covariogramme géométrique de la sphere, qui est forcément
une fonection de type positif.

_ 3 A, 4w’
g () =4 (1-% =t 5:5)

on prend : ,O"’
K (h) s h oL AR

i
L
o 1
i

I
M
RS
gls=
!
1Y
fo
o
So
(A
a

B ()

———
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changement de nature analytique
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CHAPITRE NEUVIEME - VARIANCES D'EXTENSION ET D'ESTIMATION (suite)
METHODES D 'APPROXIMATTON

I - RELATION ENTRE LE CA3 TRANSITIF ET IE CAS INTRINSEQUE

L " 2 e . S0 A i P e S o o A T S e R T et S S s e i ot T e Y o

On compare les résultats obtenus.
Dans le cas transitif on a estimé :

Q = f £ (x) dx (intégrale)

>
avec une variance d'estimation

T2 (a) = a l g (kxa) -jg (n) dn
Pour les formules d approximation nous avions le principe de correspondance

sulvant, entre le covariogramme et la variance :

ihi%-~—>A,xal+>\

Dans le cas intrinseque on estime :

7 (V) = i J%(x) dx (teneur moyenne)

Ce qui explique la présence dans toutes les formules d'un coefficient
dimensionnel.

Avec une variance d'estimation :

- =2 Z’P{(X_x)dx-\r; Z ¥ -x)

Est l)b

- ; dx f&f(x-.v) dy

Dans le cas unidimensionnel nous avons un prlncipe de correspondance analogue
entre le covariogramme et la variance.

A 1 XAy 1N
n iy AT,
| | - = a a
Cette formule d'approximation est obtenue en utilisant le principe d'indé-
pendance des erreurs d'estimation : ¥h)
- bon s'il n'y a pas de portée ij
> h %)
4
o a 4‘ n
- mauvais si a est supérieure & p >g:j§ //;V
B I 5 "

Mais en fait ce principe d'approximation aboutit & obtenir des formules gue
1'on peut obtenir de facon analytique.

Tout se passe comme si les erreurs d'extension étalent négligeables.
L'important est 1'équivalence que 1'on peut mettre en évidence :



T4.

1+

~ cas transitif A) a
' A
- cas intrinséque (A)/ L)Xal+

On obtient le méme coefficient, ce qui porte & penser que 1'hypothese de
stationnarité n'a pas été réellement utilisée.

En fait, si l'on renonce & cette hypoth&se enwilisant les F.A, on obtient
la méme formule théorique que (1) & cela preésfue 1'on doit remplacer :

8 (x-y) par ¥ (x; )
K (h) par K (x ; x + h)

= Mais la possibilité d'une infé-rence statistique, nous avait obligé, &

premiere Vue,é introduire 1'hypothése de stabionnaritd.

II - ESTIMATION DU COMPORTEMENT A I'ORIGINE DU VARIOGRAMME
I1 apparait que dans les deux cas les formules d'approximation sont lides
au comportement & l'origine de § (h) (ou g (h)
Le probléme est de savoir si l'on peut faire une estimation correcte de
selui-ci & partir d'une seule rénlisation
S8i vy (x) est une réalisation de M (x) on s'intéresse pour estimer la teneur
moyenne dans la formation a :

P %) =7 (x) xk (%) k (x) = indicatrice de V
4 réalisation fixée, y (x) on associe :
un covariogramme transitif

g (h) =\y £ (x) f (x+h) dx
et une variance d'estimation & 1l'aide d'une maille régulidre :

82 (a) = a g (ka) —.J'g (n) dn.

k
On peut considérer en fait £ (x) comme la réalisation de la F.A. ¥ (x)
relative av volume V, donc comme la réalisation de la F.A.

F(x) =Y (x) xk (x)

fonection scalalire

Dans ce cas g (h) devient une F.A obtenue par intégration stochastique.
On a alors :

i E[g(hﬂ: = k(x) k(x+h) E {Y(X) v(xth) ] dx
A <4y

= coefficient dimensionnel relatif & 1'estimation
v! d'une teneur.

«iifk(m}dmh) K(x, x+h) dx
VY
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“*‘Ej[%(g>] VQ (gl~valeur moyenne de la covariance dans V

Ele@]=vk, ® @

On voit ainsi apparaftre une fonction gqui Jjoue, dans les formules, le méme
r6le que la covariance dans le cas stationnaire.

D'ol : —
oll qE(a)z E[S (a)] > E(ka) - j K (h) dh

I1 s'agit de savoir si g (h) (seule réalité expérimentale calculable) peut,
vig~a-vis de son comportement & 1l'origine, constituer un estimateur valable
de K ().

On démontre qu'il en est ainsi dans le cas quasi stationnaire. Plus généra-~
lement on pourralt chercher les conditions qui régissent la classe des
fonctions vérifiant (2), tant il est vrai que nombreux sont les phénoménes
non stationnaires.

IIT - CALCUL DES VARIANCES D'ESTIMATION DANS I 'ESPACE A 2 DIMENSIONS

T 0 o e 2 WA e ot G e o 0% oty G o St S (ot At on S O o e Sy Rt (e B o ot M o St P Sha S 0s R e (A v A S o

1) Les fonctions auxiliaires.

x
Zj-—l }Sb (h) = H x—y) = montée sans puissance constante
¥ d'épaisseur b

xX) dx
(o] Kywm= = gﬁb”

Q
F_ () = F (1 b)

2) Extension d'un segmen®t médian dans son rectangle d'influence.

h 2
=" -z hp-rew-L©

3) Estimation de S par des tragages paralléles équidistants.

LA S On calcule la variance d'estimation de la teneur moyenne
et N sur la réunion des rectangles & partir de la teneur
h -—*~—~—~—fﬁ moyenne réelle sur les sondages linédaires.
b AR e P . .
S \,‘__:”3 S = teneur moyenne réelle sur ligne i
~> k < = teneur & estimer dans rectangle i
g T 1%
s . o
Pour la réunion des rectangles : 7 =

i

Z1
i
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;Ej 1, v.

On l'estime par : Z . 2 Ca
Z 1,
d'ol 1'erreur d'estimation : - o ¢ iii%_éi
=1

avec 81 = erreur d'extension relative au iéme rectangle.

On suppose que tous les &; sont indépendants, d'oll :

ﬁrz > <t /(z1)?
1

E =

Si tous leS'gg sont égaux on retrouve le résultat de la statistique

classique
2 1
N E = = B n = nombre de lignes.

Dans la pratique on utilise des abaques.

4) Estimation de S par galeries échantillonnées.

n %1gnei N Dans ce cas on ne peut considérer qu'il y ait
N indépendance des variances d'extension & la zone
v ‘ s ] d'influence sauf pour le cas de la maille carrée.
sondages | —d On regroupe les sondages par lignes et on considére
- N a deux erreurs :

- erreur sur estimation de la teneur moyenne des lignes & partir
d'éléments ponotgfls

N (FEz
- erreur sur extension de la teneur réelle d'une ligne & sa tranche

d'influence
1 2
— }
n B

Par analogie avec le cas transitif
2 DA . Teh

< (al’ a2) = B;,\ 2, + Cxa, 8,

tranche ligne

On considére que l'on peut faire comme si ces deux erreurs étalent

indépendantes, d'ol :
p_2012+1q§
¥ total = N ?Ié n E)
Cette formule peut d'ailleurs &tre établie rigoureusement de fagon
analytique.

5) Cas particulier de la maille carrée.

On ne remargue pas la décomposition précédente car les lignes ont méme
densité d'information, qu'elles soient verticales ou horizontales.
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a T - a2y :
-1l ot =20 (5, ) - F (s D) 77
E—

g
ES

Pour' une malllege carrée nous aurions :

Tp - W[ OEE) - £

Dans la pratigue on utilise des abaques.

IV - EXERCICES

a) Utilisation des formules d'appwoximation dans 1l'espace & 2. dimensions
Exercice pratique (n® 5, prrge 69). '

.

%

jﬁg{ 2{(\") = Y‘)‘ (O() {2)

>7 19) 3 Le long de la verticale, on observe 1'évolution des
i teneurs moyennes en effectuant une montée sous
TAY pulssance constante 2 ,Y
A S I T R R S €
) =v o e -"?’ﬂ(*ﬁ) ('139
A 12 J DD
Le variogramms monté est :X(h,l) = A ﬁT— “Q’:t: - 2)((_%}?) - (T‘-.;
, )2

ona: N

A

5 montée , L

S

\—{}—*2
P

7 Important ‘pour .des raisons dimensions réelles 1 est au
dénominateur.

1 - Variance d'extension du tragage dans son rectangle.

M1 1
X (r) __{7__]:_,_,. A >‘+

1
)(<r) /1) (Y A+2>
() = (a1 (2 27 w2 ) (h3))

2
T - F(h) + 2 Wn/2) M1
=~ A Eh[‘"')"} i A (h/Q '}_
ST 1 o) G
—(en /) a2 PP e sl (0T T
},+l
T = BN

2 - Variance d'estimation

> 'f{ (

= 1,
I = 2—2 i S = ;: h 5 > /;..3.}>£
T = le Ext (1) /(?*li) =B h
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2 Ly
T R L
est | =
2 S 1+ A
-y
Test = 5" —TEEET

3 - Cas de "Wijsien"
X(r) = 3 log r
En effectuant une montée on cbtient:

T, @ =34 /L

A ) =3l B
2m £ =2 \“g)\ 3 Mz (h)“idﬂ
Va ()= io(llfoc‘cx:——;fijé“ I \ g '?'
"\T?\., = 2 %;f(,fﬂ AR 3 4T
Monle . vz " g f

Tt = {5 %“

Retrouve coefficient 1/6 de la lindarité
RN W k)
LAY = T E 2 ,
EA 6 & 611 quantité sans dimension, simplement un

coefficient géométrique,
b) Optimisation économique
Exercice pratique {n° 6, page 69).

1 - Calcul du terme de ligne

1 ponctuelle elle-méme :

5(1”)=r}\ ){ (r) =r /)\+/§'

/
_2rh
(AeAY [ 242 \
'\T extension d'un sondage =(2 (a/2) » /)\Jr'!) S Q}‘/?\-\-’l)(}‘*z/

4 son segmont d'influence

2 F (r) =

jpioy -.2:...» waw" — ..:E»-—--—”X Q.}\
AN4-4 2N 2.
I, = na
31 nous supposons les n sondages indépendants (statistique classique)
2 T . a2 A A "l »
Tesk ¥ o tewt FW XA La N
¢ oM c 2 A J/]

Dans ce cas on n'effectue plus de montée, mais on travaille sur la variable



La variance d'estimation total est dong ¢
\ =
K al+h 2 S

, . 1i t h 79.
Teat = C & T (1igne + tranche)

2 -~ Optimisation, & prix de revient donné, de la précilsion ou vice-versa.
Introduisons cette notion économique :
. ent ,
- si o d'échantillons a=o0 C? Cher

Mais on aura toujours le terme de tranche, done pas avantage a
augmenter indéfiniment le nombre d'échantillons,

- si peu d'échantillons ag L = Bon marché
Mais précision dérisoire.
On introduit le prix de revient : ?
P = v L: +P -}c:i« o G5 La {*’1'&"?‘%)
gy (=} ¢
v g’ ‘& oY
3 . 273 avec .
prix du m de prix du préleévement S
galerie individuel

(c'est une longueur)

On emploie la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour chercher
le minimum (local) de:}f(x, y) 1ié & la condition g (x, y) = constante

On introduit .’g + j* 23 Cela revient & chercher le minimum

multiplicateur absolu de cette fonction.

de Lagrange
. ( g+ rk%) ﬁbg ._.-- = 0O (on éliminera
{ 'D'x, dans ces 2 relations)

($119) = 35 +p 220

Tl s'agit 101 de minimiser vﬁgAE:a P donne %par ex.)

On forme donc : -*2 )
Tisb + PP

avee P' = P/&5

H%/L —)—\?;SH")“/LQ*"} )AL:(/H»%/@
_(Cp) o D) b (= B ja) =

ra oo (LA )_Hsgx—r?\( (Q-wn)/b%}s) %)*(\*Q/Q):o

gt

Dl

On trouve :
\+)\

—
puies

(M2 )B

Pour a cste, on déduit 1'équidistance optlmale, ? Let vice-versa.
()

........................

Dans les applications, on cherchera plutbt a =
On montre que :

a opt. presque indépendant de h.
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CHAPITRE DIXIEME - EFFET DE PEPITE ET PHENOMENES DE TRANSITION

T - DIFFERENTTATION DU PHENOMENE EN FONCTION DE L'ECHELLE DE TRAVAIL

effet de pépite Phénoméne de transition
(corrélations nulles au deld
de la portée a)

Ces deux manifestations sont comparables, tout dépend en fait de
1'échelle d'observation. ‘
Exemple : Concrétions carbonatées dans le minerai de fer.

%  Echell himique Echell inié
X » chelle chimig . c e vlﬁ;jffi,///fiﬂ
L

il ! ! . ) :
Sm 5m 100m 500m
Dimension des concrétions Dimension des bancs sédimentaux

>

PSR S PR———

IT - VARIANCE DE PEPITE

8i l1l'on se place au niveau ponctuel, on a un variogramme :

¥ () =C(o) - C(n)
ott C(h) est la Ffonction de covariance de portée a
done : ' (h) = o si |h|>a

Au niveau macroscopique, dans la réalité on ne dispose expérimentalement
que de la régularlsee dans v, volume de prélé&vement

N
Y, _» j Yoy doc
Seu% est experwmentalement aocess1ble le variogramme de la régularisée

?fv = 4 ?{%ﬁ ’? ES 2&
¥ _’__ J f (*Q\I-L:)C—%)CV-‘CCUA

La constante A étant trouvee pour h =

¥ - SolmyC@ca%]ché) - ;’:‘}q qucbc fC(‘?»-;-oc ‘é\d%

v e

i

v

On a : 7§v (0) =
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mais dés que h>»dim. v, comme dim. v est pris trés supérieur a a
fh+ X - yb/a si xgv et yé&v
- done : C (h+x-7)=o0

d'ol : d
BT ) = ffCCT y) cedy
On obtient donec ce que par définition on appelle la variance de pépite.
2 A - .
=2y [ J Cley)dudy
[ Cceyrdy = J Cx-9)dg = [cRydh
a ' R

Sauf si x€4& la couromne v - v', mais cela ne met en Jjeu qu'un terme
correctif de l'ordre de a, négligeable en premiére approximation.

On a :

d‘Otl . '_2 ’ ) — )
VF = T:}‘ J(CC'J‘%) d'g\/ = % o co*WCm«.‘Ca de ')P'Q’%“’tb

C'est 1'ordonnée du variogramme plat dans le cas d'un

effet de pépite pur. 2 4\25(‘?'\-)
. On remarque que : ~
2 5 = B

—% est en raison inverse du volume de prélévement, résuttat & rapprocher
de la statistique classique ou elle aurait été en raison inverse de la
= masse de prélévement.

- C(h) représentant la structure fine du phénoméne n'a pas d'importance cc:
n'intervient que son intégrale étendue & 1'espace entier.

ITI - INCIDENCE SUR LA VARIANCE D'EXTENSION ET D'ESTIMATION

a) Variance d'extension
SECIOEEA [ fetzmnr dy o f [ feendy

L'apport de 1' effet de peplte sera done :
../I
e N)= A
b) Variance A'estimation

i % \’jdac \j' Cxy) +%~2é0\x «i Ceet)dy - % Jdoc \Jl'c(x-_c);«%

24 A \\
N .
,{I’é o .1_'1_},: e “’%”" (résultat de la statistique classique)

(Vo étant relatif awmyv,)



Dans le cas d'un effet de pépite pur on n'a que cet apport mais il
s'ajoute & la variance de la composante continue dans les autres cas.

IV - EXERCICES

- o

Effet de pépite & 1'état pur - Exercice pratique (n° 7, page 70).
On a unprocessus de Poisson dans R

Dans V, il v a N (V) échantillons.
N (V), v.a obéit & la loi Poisson de paramétre NV

Pour deux volumes disjoints :

7 @
!
' * v :¢ = N (V) et N (V') sont des v,
indépendantes

On préldve un échantillon v en x :
@ j (x) = = N ( vx) = nombre de pépites ponctuelles dans v
Q),_

1) Fonction de covariance ded (x)
Cr -2 [Y@ V)] -E D3] € [¥exxfiy]
E Q)= EIN(B0] = M’
£m) -5 [Je0 vemdh)T- Bt

N (v ) = q(+(o‘
N (V) = 448
s [WoYort] = E [ (pr5))]
= B Lot Y+ 3% v 311

= (’3 \0, sont des v.a deux & deux 1ndependants car correspondant a
des volumes disjoints.

() E(B)+8 ) E (T)+E (p)E (X)
+ E ({52) ¢
variance de['}"

o (p)-w (gD -5 (BI]°

BN 3] - Fep) +LE )+ (] [ (B +EL0]

\._._..-——""“\(-v—""‘""""" “““““

ENe T E [ M

‘ v
Variance de N (Vxﬂ I+ h)

Il

82.
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D'ol : -Cov &Y ) = D2 () = K (n)

par définition

Cette expression est nulle, dé&s que vx et v sont disjoints

x+h
N cov.
=Réciproquement : & tout covariogramme géom,
on peut associer une V.R. qui 1'admet comme
« h fonction de covariance (ex. du schéma sphérique)
o

2) Pépites munies de poids aléatoires indépendants,

Les poids sont tirés dans une loi X (m,<f2)
C'est une randomisation ou poissonnisation. On peut donner deux solutions
de la recherche de la covariance.

a - Emploi des fonctions caractéristiques .

Lol X —> fonction caract. §5

Si considére N = n (fixé) échantillons, indépendance = fonction
caract.
Mls sont répartis suivant une loi de Polsson de densité

O™ =)

" n v (@-1)
dod R = }“ ((m‘;“‘*/« 1% e e

log. W((;,) = '\'\)‘ ( §~‘) avec C\L ( &38(\» \'U” k)) (U—\

variance —EXE* ({éxqﬂ s et %)(uq = moment d'ordre 2

esp.ma = ' — g \ - i - E:CEJ)
p.math =S (Q@%@)um _ }\:» = (‘X,. = | A .
(Y= M e(¥?) 2z Av (Tt awm™)

b -~ Solution directe
On étudie tout d'abord, 1'évolution de Eﬁ conditionnellement & N =
J=2Z% = E (¥)amEX)= wm
Dﬁ‘ ()= wrt
En'etant linéaire la dbcondltlonnallsatlon se falt directement tandis

gue pour D , on est obligé de passer par 1l'intermédiaire de :
E (98 2w g w2t

On déconditionnalise :

EQ)= Z o E%@:;:%E@\i}x PRI
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(y2) = < F(N) + m? E(N?)

i!

:E: F%\‘ Nx
T & wmt (A e M)

EW?)

¥ () =8¢ -[FW]" Y o 4
N (T +,.m2,) Y >\ 'U"m2 -+->\' 'U'Q’W\

¢ - Calcul de la fonction de covarlance

Cn) = E[S (x) E&(x + h)j G m2 V2

3
Ejl etfﬁl sont deux v.a de m8me loi (volumes égaux)

—-—r

S =, +2

}
Eﬁ(x + h) =\31 + Z

C (n)

)
(\31+Z,\:§l+

cov. (Z, Z) = variance (Z)

Le volume occupé par Z est K (h) (covariogramme géométrique)

Cl) =Xk () (& +7)]

les poids différents pour chaque point
on introduit seulement un simple facteur sur la
covariance,

3) Schéma de dilution -~ Exercice pratique (n°8, page T70)
On peut considérer deux phénoménes qui donnent lieu au méme modéle :
- pondération

z:ZP%r ex : effets en un point x de différentes
pérites poissonniennes d'uranium.

- dilution (ou diffusion) & partir d'un germe.

. £
* A
Par ex : & une dimension.
&f» —-F—A/x,
V3C
%

On pose :Eﬁ(x) = ;§:¥(x - Xi) x; implantation des germes
v aléatoires poissonniens.
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On cherche la covariance K (h) de N (x)
Pour ce falre, on considére un petit volumec*g , implanté en un point 5

1 - hd
Adg, 5

dcﬁ QMB Pr (pas de germe danscﬁg )
Pr (lgamemmsdg)
Pr ( + 'L germe) =

il

On considére les deux va : awec ?nzhﬁu
D) avec pmoba. {CINSLY Aclg
+ % 4ﬂdg FZ
zx el Lo f. \
& 4»«%0{3 o g inld (E

On batit alors la fonction caractéristique élémentaire, de la contri-.

bution de d*’ba (x) & (= + h) n ;P{:i~%) L g{tﬁ-"rg\“ g)
5@ (1= M%) x ""é\cl;; e :

N/
fonetion caractéristique

variable nulle

On somme selon des c§25301nt1fs recouvrant
1'espace, les contributions seront indépendantes
(disjoints)

On préfére :
P N {(x—m ¥y (M

m%’ Yo = o [14 [~ Mgandge
On prend le premier terme du développement limité :

g [N Hmeheg) 4]

-

En 1ntegrant :

N T

o o est une lol de probabilité a 2 variables

o : -
N ( K}’(u.v))qﬂ)_vo Cov—

~ ) = A (1) f-f@(_%) N )d%
{C(%) = PQR)| avec @ = '9“*18
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CHAPITRE ONZIEME - SCHEMAS ET ABAQUES : SCHEMA DE DE WLIJO

Il est défini par la fonction intrinséque isotrope :

E(r) = 3ollog

On ne travaille jamals au niveau ponctuel mals toujours sur sa régularisée
dans un volume v, car il n'y a pas de F.A. correspondante mais une distri-
bution au sens de Laurent Schwartz.

ol = dispersion absolue, ne joue qu'un rle multiplicatif.

II ~ EQUIVALENT LINEAIRE

On introduit la fonction :

F (v) =%%gc\xé ./Qo% \m”%\d({j

Alors : » ]
T2 ) = B [F (V) - Flod]

Considérons deux échantillons v et v', si

O 9 7 (v) =F (v')
Y 5

Tes deux échantillons auront méme variance dans V on dit qu'ils sont
dquivalents vis-a-vis du mBme schéma de de Vijo.

F(v) =F (v') & vav'

lg»—-
Y

Dans la classe (ﬁﬁ on peut trouver un segment appelé égquivalent linéaire,
en effet si :
A

>
—
[
1§
S
%a
o0
:8
Q.
R
¥
b
i
—
A
LN
[}
QA0
R
i
R
o
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L'équivalent lindaire de 1'échantillon v est donc le segment de longuer 1
défini par :

3
F (v) = log. 1 -5 \

Si 1l'on considére L = V, on aura :

F @) -F (v) =F (L) - F (1) = log. =

i

T W)= 3ot Doy }!3:

i
Cette expression est commode car on dispose :

- d'abaques étalonné s en équivalents linéaires
~ de formules d'approximation, par exemple :

...... o +b
al\ = Y ¢

.... e (ﬁ; ‘%00 pres)

£

7
b
De plus, on peut obtenir une estimation rapide de la dispersion absolue par :
-}
3 ::!5:‘5_‘.“__(._._
Remarque DT

Si v est semblable & V (similitude géométrique) alors les équivalents
linéaires sont dans le méme rapport de similitude.

Dans ce cas : v = (.l;

Alors :

“\T‘(%L‘;f\/): ¢ /908./\1/3:

C'est la formule que de Wijo a obszrvée expérimentalement dans le
gisement du Rand.

ITT - UTILISATION DES EQUIVALENTS LINEAIRES DANS LA PRATIQUE

Si Z?yest le variogramme de la régularisée sur v :
y L 3d ] ' L
KWG%;~*ETvme:&%(/%+m.%)&% + A

A = constante déterminée par 6(0) o, d'olt :
== 3L F (v)

Done si 1 =

K,,,\(‘g“ :E”E}dﬂ(‘-(/&;% (“PH-')C 5\ cl;j*?)ot /Qog E+g_f>i
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Comme h est toujours supérieur & dim. v (dans la pratique) Ies échantillons
étant toujours petits, la valeur moyenne donnée par l'intégrale est proche
de log h, donc :

Pour h>1 :
5 (h) = 3a Jmaﬂ,b._ 3t dogd+ 2 ol
¥A) yd i c2
: /"/ = 3¢ [/909 ’g‘:- +§.. ()
9 L pente=B e oA
EC{ ///_" Expérimentalement on obtient donec :
P . - o¥egtimateur de ol g
7 N - 1¥estimateur 1 & l'ordonnée; i
I o
Aoy 2 Aagh

Remarque ":
3i pour une formation on regarde 1'dvolution des échantillons
de longueur h dans une direction A

- 8'1l y a isotropie au niveau ponctuel, alors

AW le 1 de la formule (1) est la puissance réelle
7 o de la formation.
’ AQ, - plus souvent il y aura anisotropie selon deux

directions A, et A ;la formule (1) nous donnera
alors une puissance équivalente: -
T -
N )Zeq que 1'on utilisera telle quelle
dans les formules du schéma isotrope.

IV - SCHEMA DE DEWIJO A DEUX DIMENSIONS

Le segment de longueur 1 se déplace parallélement & Ilui-méme.
2? (/1,) = Dol /903 i?},..;.g.@
2 g4 2

Aux petites distances, h<l, on a le principe de correspondance
classigue relatif & la montée sous puissance constante 1

log r o 1L

£ Th
K,ﬂw") = 30(..1._.

2) Variance d'extension d'un tracé dans son rectangle

-& Dans le cas général on utilise des abaques.
. Cependant lorsque h est petit devant 1, hgl, on a :
t [}
LY SRR 2 4
: ST I S (¥

I

2 A
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%) Gisement stratiforme reconnu par tragages paralleles.

Tt ._.Z,_g.‘f.féi.;oail A ool 5
& ($4:)2 2 | 2 ¥

,
Le prix de reconnaissance rapporté & la tonne de minerai est 2 fois plus
faible pour un gisement 4 foils plus gros.

4) Couche mince reconnue par sondages & maille carrée
T1 faut introduire 1'dquivalent lindaire de 1'échantillon.

-2 Q0 4
T o= 8w (/?0257;’_ A

2/

Pour les études & 3 dimensions on se sert le plus souvent d'abaques.

V - EXERCICES

’ a)‘Gisement de Wijosien & deux dimensions reconnu par tracages et montages.

T Les tracages fournissent une estimation 7., de

] la teneur et les montages une estimation ~Z.,
2 cn s . X
on veut les utiliser pour estimer le gisement
dans son ensemble.

On effectue en falit un krigeage, on cherche donc

une combinaison linéaire de Zl et Zg.
Wnonbag& bragﬁaa

Z*:. >\Z\+ (fi..})zz qui conduise & la plus

petite variance d'estimation possible.

Si 7 est la teneur réelle, 1'erreur d'approximation se décompose selon :

z 2® oW (22 ) (A2 (22 ]

#

Hypothése d'approximation : Z - Zl et Z - Z2 sont & peu preés indépendants

En effet, si Z. conduit & une surestimation il n'y a aucune raison pour

q?'alors 22 folirnisse une surestimation ou une sous.estimation systématiqu=~
d'lolt :

On se place dans le cas ou :

124:>/% ok aﬂg,> fgb (régle de montée classique)

Cls o S o= ATl S
Z 12 2
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CR 2 L2 L
ce A A 4
" e ———— - En——
ANt S O .;.L;] TS Lz
2
A o= :'"‘L:T[_ "Q"‘?QL
L, Ty
On obtient alors :
o 2 ? T
Zz" = Ly 24 2“‘ Lq—‘b 22.. avec -D;WW = ;‘2 S oy
L44-L§ L *-Li

On en déduit que pour une distance fixe D= Lq+lzé reconnaltre il est
plus avantageux d'avoir des tragages paralléles serrés

L a'g 2, A
" R T
que des tracages et des montages. :
2
Ll\:w —ﬂ 20'
3 De -_-;o(....._S"‘“"‘é'
o4 7 A

Cela vient du falt que dans le cas de Tigure pris 1> 1

2
A
N W La distance moyenne entre Jdeux tragages est
inférieure & celle entre deux montages, 1ls
'gl ont plus de poids.

b) Estimation de pamneaux circulaires en schéma de Wijo

1 - Fonctions caractéristiques d'un schéma de de Wijo relatives & un
cercle.

On rappelle que dans le plan la fonction log. r est harmonique ce
gqul se note :

Dlog. r=o0

Ceci se traduit par le fait que :

- A
a, J =) = = l flo) e
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On calcule :
C (R) = valeur moyenne de log v sur la circonférence des rayon R

J

- x-v)

fo.

Puisque log.r est une fonction harmonigue
4 1'extérieur et sur le cercle :

QMR

Dans le cas présent on prend un point en x +&
trés prés de x mais & 1'extérieur du cercle,
y déerivant C on a

j /gagjtx:aue-—d& Jéog@h&

o3

d'ot : ¢ (R) = :,g‘::}) /?og (T{-’h‘i) = ’QDB’R

2R

><(R) = valeur moyenne de log.r entre le
cercle et la circonférence.

4 x fixé on fait déerire & v le cercle 5
d'ol :

valeur moyenne (log.r) = log.R

v tant 1o nevele nous surons

)<(R)==§%S log.R = log.R S = surface de (C)

C (R = valeur moyenne de log.r entre le
cercle et son centre.




- F (R) = valeur moyenne de log.r dans le cercle.

On observe la contribution apportée & cette intégrale pour une
variation du rayon R du cercle de AR.

= Jc\w.j)cg ‘pugﬂ.‘ dz

JJOL lxc - % doc ij\ Jiﬁjfﬁ
A

e .
y fixé appartenant & C x fixé appartenant a C

:f/eogwa’m = S)((R)

dlou :

A (T*RY F(’R))

I}

2TR4AR x TIRY K (R)
AR Aog R AR

K ’\
/R\q F('R\} -:.j U ? f@a V‘CLV— [" "?Bt')i“ - ﬂ

i

donce :

R

car : ja ,ﬁbc\v\ = :'3.. ( {”o (j v .._) (intégration par parties)

2 -~ Variancc d'estimation d'un panneau circulaire par sa circonférence.

92.
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(\l}ma ._:..éL fzg(sc 4) d,:cd5~ Q” ?j("‘“é})d'x clﬁ

ac
+ A 5 (oc-y) dhoe cly
& J) ey dxdg
c avec : S =1TR2 et ¢ = 2-1TR

On voit en se rapportant 2la question précédente que :

e o eR) - FR) o+ XIR)

s

2 4 [
<I~F £ (= Je dans le cas général)
" 4 3

On voit donec que cette variance d'estimation ne dépend pas de R,
c'est une propriété trés particuliére du schéma de de Wijo.

3 - Variance d'extension dans le cercle d'un petit élément central
Siv=1l, ona :

2 3

D =log.1—z —F(R)+QCO (R)
D2 = log .fi + gi
U

Si L. est 1'équivalent linéaire du cercle, on a :

F (R) = log.R - & = 1log.L, - 3.
U 2
d'or ¢+ log.R = log.L - ﬁ%
b
On en déduit :

D° = - (log.1 -

) - (log.L - 3) + 2 ~1og.L-§- - 4
2 y 2

3
2
L 4

L 2

Si on transpose le cas du cercle au cas du carré :

D™ = log.

v = 1

On peut faire 1'approximation de périmétre

4 ax2T R
@ Comme L = 2 a
- p? = 1og ( &%) - L

2
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DOUZIEME CHAPITRE - KRIGEAGE SIMPIE

I - POSITION DU PROBLEME

" - o e ot i Gt o bt i S i e

Pour obtenir la meilleure estimation possible d'un amas
il s'agit de tirer le meilleur parti des données.

’ On pourrait par exemple prendre la moyenne arithmétique
k\\_~,,i/// des teneurs des échantillons positifs, mais la variance
des petits échantillons est supérieure & la variance des
amas grands échantillons.
\ .
;?\ On est certain dans ce cas, c'est un phénomeéne

connu depuls longtemps, de :

- surestimer les panneaux riches
- sous—estimer les panneaux pauvres.

échantillons

2)

panneéhx S

Par le Krigeage on compte faire intervenir les échantillons intérieurs
(teneur riche) et extérieurs (teneur pauvre) pour essayer de corriger cette
erreur systématique dens le sens de la sécurité.

Par exemple, si l'on reconnait un gisement & l'aide de deux filons de
reconnaissance on a tendance a schématiser le gisement par un trapéze et
d'estimer la teneur par la moyenne des filons riches.

(77777777

En réalité la forme du gisement est beaucoup plus complexe, si on exploite
selon le trapéze on obtient un'effet d'erreur systématique.

- "2 1
= k//// /K"f
%)/\/&/

Enoncé du probléme

Il s'agit d'estimer la teneur Z d'un domaine V & partir des teneurs en
différents points de reconnaissance X



Z = %J Y(ax) dx

a partir des Y(xi) =Y,

On forme un e stimateur lindéaire :
*
A

et 1'on cherche les coefficients )\i pour obtenir ure

variance minipale d'estimation.

TI - CAS OU 3 COVARIANCE ET I.'ESPERANCE MATHEMATIQUE DE J (x) EST CONNUE

C'est une hypothése trés forte :
3 K('%—) %L v W

On prend : .
# N ¥\ 2
A = 2 >\L J«', +>\o'm.. et on minimise {(Z-—Z ) }
Az
On doit avoir nécessairement :

L?\o = A Z%L{ en effet, on a :

it
Q

- 2
0 E Z A TNV
2 o (%A 2T,
an B {‘(Z_?\Omui }\,;,fiﬁj} =0

Or : F (Z) =m et E (Hi)=m, d'ol

A

™ }\Qm_% :’:)\& = (-4‘ >\/'|, ~>\o> = 0O Carp

done :
Z;K. = M+ 2 >\.‘L O’f{,_ )
4

On suppose dans la suite que m = o, cela ne réduit pas la généralité du
probléme car on peut toujours remplacer "c‘)i par “Vi - m.,

(Z - 79% = (z - TN
= z’L;zE}\;UZ‘JJ, .1-‘2._ >\‘>\3 HL 3‘)

9



96.

: 2
car : E (Z."&) = (7_ lorsque m = O

KR » 3, & T

% 45
On annule les dérivées partielles, par rapport aux )Mi\de cette forme
quadratique,
"'-_::_7’#’)2:
’BE(NA, :“Q’q"-.‘*zz)\éﬂ.:o
2 M 2t 5 J

d'oll le systéme d'équations :

(Matrice de type positif strict)

c) ,_-5 ";5 Z
On obtient :
2 * —_— = -
D - =< AN
(Z - Z°) - 2;L>\b 2

optimale

En réalité'q;éet.gz. s'expriment en fonction de K (h) et le systéme (1)
Y

peut s'éerire” :
N K (o -%)= L[ K (oe-0ey) e
3 d Yoot v
Le deuxiéme membre s'exprime par une intégrale car Z est une teneur moyenne.

TIT - CAS OU EXISTE K (h) MAIS m EST INCONNU

On ne peut supposer que m est nulle, on est obligé de 1'estimer par m:16 tel que :
.3 -
W= 2 oo, J;

Si nous voulons avoir unestimateur sans biais, il faut :

d'lol :

E(Eay ¥

{i
M
S
rry
&
i
2
S
™
&
\

W
Nous avons donc le systéme :

v

4

1
EZCL =
:p 1

Sans qu'il soit besoin de redémontrer que >°=‘1JZ %i,lfestimateur de Z
s'écrit alors : ke
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Y - e
z7 = m” | Z }\&HL - f\&’m*"

@ d,)

i
M
P
L
+
87
o
o
<L
o
|
oM
>
—
1

L [P )
= .
= T (a +N\: _Q N
i S T vy
v )]
=k Y \
dlott : 2= 7. A ol
) - -
En posant Dy e Zoah A - “Li_z\
G
Comme 2.a. = -
k5

— \ =

PARVAY 4 }-Zf"\;b ? >\6 =
I1 en résulte gque :

mF LT e t/l Z .2 &Y.

) t ¥ a LY
=
L2 a4 T4 |
kB

h \ Qr N o - sz o . —
Viz 22N = DY 2 M T L 2n AT
:D A MR N.} PR z:,,*—-b ! P r\/()5

2

On cherche le minimum de D~ (Z - Zk;) sous la condition E)\f 1.

Rappelons que d'aprés la méthode des multiplicateurs de Lagrange

minimum de £ min de £ + g 2o (4 2 praY=o
i 4 e MEB e t—a&or 3)

Dans le cas présent :

Z AT, =3 .
) }\b iy i T (1)
()
2. l\‘;"'\:t 4
1
On multiplie (1) par .-'\:\ et ~m somms par rapport & i
w0 Ty ‘; VR {/‘k . u/\"’)
%) 3 . p
= & A, e
P S

97.
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¥

D'oli la variance de Krigeage :

2
SN -
ZD(\z AN

T.e paramétre /Jf est obtenu comme sous-produit de résolution du systéme (2)

IV - 3 K (h) ET ESTIMATION OPTIMALE DE m

_ B " e o o At o ot oy o Tt t o M Ay T At o i e e et i S e

On estime m par :
fm% z th SL
za, =2
~ v

On peut chercher les a; pour avolr la meilleure estimation de m :

it

S:\)Q'(/‘WL ~rm'%} = 2. 0, &é}ﬁg (4)

S N

S oL - %
LZ o

On exprime que (1) est minimale compte tenu de Zai= 1 & 1'aide des
multiplicateurs de Lagrange.

- SE(LQH :.\)
& o "

On remarque que cas 1 + cas 3 ©wd cas 2 alors qu'apparament m ne figure
pas dans la résolution du cas 2. Rappelons que

- cas 1 v m+ Ny (ﬁ{{'_w\',
- cas 2 %{:Z)\!&B{,

]

On montre en falt que :

VA 7 dans lequel on aurait remplacé m par e
K avec :

= ZQ,;LS{, Les 2, venant de la résolution du cas 3.

En effet, on veut vérifier que :
Z = o L ZA (Y- m®)

[}

(= E i) wm® LT N Y

} 2
Ny = (4- Eo >\~:3>CL'\ w Ny



Ce qui implique que :

TR=1

1
cr'pA

soit vérifide, en effet :

Z oa,; wCZ @v\<i A \+ E_\

A -\-2%{_ =1
A

La valeur des paramdtres de Lagrange n'étant déterminée que par cette
condition, on en déduit que les formules de Krigeage sont les mémes

lorsqu'on connait m ou lorsqu'on utilise 1'estimateur optimal m® ge m.

On remarque que :

lz-z -7 -7 -

(4 ~%n ) m*

k
On a % -\ -
E (2 = &0 T
Pod
- \».., o

dlou :

Z‘ % Gy = ¥
3 d 65 Loy

o

> B [(2-2

*)d, ] =

99.

. * . . .
La covariance de Z - Z est nulle avec tous les EJ\, en particulier avec :

- .

On en déduit gue :

Donec :

L
”\T”Q' = \

S é{(—

. (4, ) o ()

On a donec add1t1v1te des estlmateurs et des varlances correspondantes.

V - CAS OU IL N'EXISTE PAS DE COVARIANCE

{ 1
. U (x)
— )/ Lj {2} ek

est alors une intégrale stochastique de variance infinie.

On veut en fait réaliser :
Dﬁ‘(:zK.“ K‘) £ o0
Pour ce faire, il faubt prendre : = .
S"zyi = ¥’
RO



u <

(M T =)= & [y lEs) s
L‘z AN, =

Alors on retrouve le méme systéme que précédemment en remplagant K (h)
par K (o) =~ 6 , d'ol :

VI - EXERCICES

Krigeage d'un segment de longueur h 4 partir de guatre sondages.
4 2

w X & ¥ . )
)_j:_% On prend un variogramme :
> s s 4 QC‘*
] LY 3 K (.«%) = X&‘OL
Tes fonctions caractéristiques en sont
o
Kid)y-4- & F@). AL
o+ (d 4\(4+-,9,\
Equations de Krigeage

On a :

(50, ¥ (remog) = 3 J¥ () v o
LZn =1
On tient compte de la symétrie, on prend
My o= Ry
Mo = Py

>\‘ -P}‘Q_ +>‘5‘!">\z§=4

d'oll : >\'1 ;,:}\‘_} :__,Z\_._ ek 7\1.___.)\5,:'&-4«7\
. 2

Z

100.
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On remarque que :

N
4. ! }5(‘»‘) du
ad

/ \ /9y
31/?» ¥y o Q’}‘x (2 4) ?g'xg"i

Tenl compte du fait que l'on a pris en compte la symétrie de la figure,
il suffit pour avoir N de résoudre les deux équations du systeme qui
sont différentes., On prendra par exemple :

')\3: \6 ) + ""L 2{ (%\ 2;) y A=2 (’X- "753) -{- (’)l:‘—- ()%)=$£}':{I&$‘>d&f

€]

]

\

3 b )+ 42 ¥ (e os,\»f"*-*m x)ed (-xz-wj-g Pty

On sait que : \6 = 0
=]

on pose v+ h= W
%"'oﬁ :
2 7o \
z 4 j E(LQJM, - 2>\{\9~'K/}*><(’£')
/e\‘ .
Remarquons que le coefficent 2 vient du fait que )( est une valeur moyenne.

D'olt 1le systéme :

N L2y (ah) e 2 Y OR) - 2 X () YA
RS l{{ Wy .'_:-Q’..‘ 75(&3 4.--@’(\“’9‘\ = X )

On trouve :

! — > AY
2 (% (28) ~ ) (8) 1y (2%
YR Y (e%) - ¥ (R)

B [agia T,

Dans le cas présent :

N =

« oA
>\ o (‘2 "4} — :2
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On remarque gque pour :

-~ A=xo 2= 4 = >\4 = A W
9 b
2y z 3

4 2 3 u C'est le cas de 1l'effet de pépite & 1'état
© Oz v‘», pur, on retrouve les résultats de la
() ("/q} () Ch) statistique classique.

e A On a le modéle linéaire correspondant au
mouvement Brownien.
A=o

4 P 3 4 Le systime est fermé, les données proches
N M font écran total. Cela correspond aux pro-

(o) Ch) ((;‘} priétés markoviennes d'un processus i

(o : : - Y
) accroissements stationnaires indépendants.

Le phénoméne se structure de plus en plus au fur et & mesure
que o.croit.

Pour %1 M<onous obtenons des pondérateurs négatifs pour
les points extérieurs.

Cela vient du fait que pour un phénoméne
bien régulier la moyemne sur [ %, ,OC“J est

"""“’”'""/""/’"M supérieure & la moyenne sur 0::2 s'xs}
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TREIZIEME CHAPITRE - ESTIMATION OPTIMALE DE LA DERIVE

CRITIQUE DES METHODES DE MOINDRES CARRES

Pour une estimation globale nous avons vu que 1'hypothé&se stationnaire était
parfaitement inutile ou pouvait résoudre le probléme en introduisant une
pseudo-~covariance, valeur moyenne de la covariance non-stationnaire.

Pour une étude locale on introduit 1'hypothése plus faible de la quasi-
stationnarité qui correspond & une modification lente par rapport & 1'échelle
de travail des paramétres : espérance mathématigue et variance.

La vogue a été Jusqu'd présent, pour résoudre de tels problémes, & 1'ajus-
tement de polynfmes aux moindres carrés. On peut faire quelques critiques :

- on effectue alors une surestimation du c¢6té continu ou structural du
phénomene. Pourquoi la méme méthode pourrait-elle s'appliquer & un phénoméne
géophysique trés régulier et & l'effet de pépite des gisements d'or.

- la notion de "trend" aboutit & une confusion du mode opératoire et du

coricept. On attribue tour & tour des significations différentes & ce mot :
. en cartographle automatique, il correspondra & la recherche d'un
estimateur de Z (x) valeur vraie, prise par la F.A. en un point x donné, '
en matiére miniére, & 1l'estimation de la valeur moyenne .SP(§59$§'?}
dans un panneau défini,

. en gravimétrie 3 la recherche d'une anomalie régionale 'E'chxi)
différenciée de 1l'anomalie locale. :

" Trois problémes :

(E (2 (x) Dérive
7 (x) Krigeage ponctuel

| Sp <d’x‘) Z("L) Krigeage

I1 n'y a2 aucune chance pour que la méthode des moindres carrés soit
optimale pour les trois & la fols car elle masque sous une fausseuniversalité
la diversification des objectifs en vue.

Ses défauts

- ne tient pas compte de la structure du réel
- ne tient pas compte de 1'objectif
- ne permet pas d'obtenir une varisnce d'estimation.

Car on ne peut avoir accés qu'a la variance
des résidus, c'est-a-dire la variance des
écarts &; calculée aux points expérimentaux
X4 priviligiés, qui par construction, est

beaucoup plus faible que la variance réelle.



104.

II - POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES GENERAIES

s o o B ol el e b e et " i m a Maa W R A e S LS e M A4 B kL D R G

On s'intéresse & une réalisation d'une F.A. non stationnaire possédant les
moments Jusqu'd 1'ordre 2. '

E (Z@) = w2 dénive
Hyp. 1 S
L e o) o mmmy ) ccon)
( Clee-9) dens Teens &;B,Kbmmméxe;}

m (x) n'est plus une constante, c'est 1'espérance mathématique d'une fonction
aléatoire non stationnaire.

Ces hypoth&ses pouvant &tre parfois trop fortes, on introduit 1'équivalent de
1'hypothése intrinséque en ne s'intéressant qu'aux accroissements

yE (R -2L0) ) = ™9 -mlY)
Hyp. 2

Y
-t #

. —e -y e &L .
| £ p¥ (R -Ay) )= B (*>3)

Dans ce cas m (x) n'est définie qu'd une constante pres

Dans un voisinage Vx,, on peut approcher m (x) par :

ﬁ m (x) = al;g ()

,f = famille quelcongue de fonctions.
On changera de coefficients, en changeant de V.

De méme on peut supposer‘que(:(x, xh) et ?f (x, x+h) sont localement assiri
lables & des fonctions de type connu.

Avec : \6(7‘, wel)e ¥ L&:}q(‘m)

C&jx) étant un paramdtre de variation lente, pratiquement invariant dans Vx,

Par exemple : B \
¥ (2t = B 1B

On introduit par ce bials une hypothése de quasi-stationnarité qui revient Y
dire que localement on assimile le vrai phénoméne & un phénoméne stationnaire
local qui lul est tangent. Ceci permet de pouvoir résoudre le probléme sta-
tistique au moins localement.
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[y

La notion de dérive est intimement liée a
1'échelle de travail, la régularité supposée
de savariation est une condition que 1l'on peut
toujours réaliser car si elle était treés
irrégulidre on considérerait m (x) comme
réalisation d'une F.A.

”Remarquons que I'effetde pépite pur est le "~ seul cagj&l’l@gﬂgiﬁﬁgdes de /

moindr/egmcarres~~son‘b optl\les “‘Jans 1'estimation de la dépive. ‘Incidemment
r ceTE corréspond au cas ou la statlsthue clasaque"est apﬁllcable

L

ITT - LA METHODE DES MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE DANS ILES PROBLEMES DE MINIMUM LIES

et tt e A s Sy L St i e e 200 St ot oy i P o o o o G T A T M B S e 0 4O o SN L ¢ D A G O . e St AR WA A S s

Soit une fonction dépendant de paramétres >‘°(,
. Y
% ! = ] e

{i( >\D&[, DL{: {,zj,-?,}. YL}

On veut réaliser le minimum de ?‘ pour des valeurs lides par le systéme de
conditions : ;

(1) ?L(ha) =6 2 E,ﬂx”a"'ﬁ“}

Par exemple, pour deux paramétres :
Iy \ Réaliser ‘-?-(1\4 >Ry )} minimum 116 par g( M,k o
/ En M et N cette condition est vérifide les
dérivéespartielles de j? et g y sont propor-

tionnelles donec : :

dig % ;U"d% /b\. = multiplicateur de Lag?anprn
< Z

Q

C'est un phénoméne genéral, en effet, si 1l'on se place sur la variété définie
par (1) aux points ol le ‘d. sera nul nous aurons :

dy. so = df:0

L

Mais c‘,? et A%i sont des fonctions linéaires de cl AEL done il faut et il
suffit que cL% soit une combinaison linéaire de c:l%I

e Fp

D'oll le systime :

':§£%~ e EE; re ?é&im— (1)
ffam A
‘-Lg,;(@),—_-e (2)
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Il y a m paramétres dans le syst®me (1) et m équations dans le systéme (2),
ce qui permet une résolution de 1'ensemble par rapport aux paramétres de
Lagrange. ’

IV - ESTIMATION OPTIMALE DE LA DERIVE (Hyp. 1)

o ——— 7" o 27 7 ik 4 o St i o A — — _ W o

Deux cas se présentent :
- cas discret
- cas continu

o . ' .
“cas discret : cas continu

Toutes les formules correspondant au cas continu seront signalées entre

parenthéses.
On connait les Z (DQ*) Zef, (Z {x} x & 8) qui sont les réalisations
vrales ainsi que la covariance \-:;;(ﬂ = Q(‘x&{ }3{{5 des points expérimentaux

et on estime la dérive en un point x, place dans leur voisinage.
) = ng ﬁP (%)

On cherche le meilleur estimateur lindaire :

%‘(xo) = >‘ Z o (convention d'Einstein)
( - j )\(dx) Z(}L})
8

Dans le cas continu >\(th>’est une mesure

Nous imposerons deux conditions & notre estimateur :
- universalité
- optimalité.

1) Universalité

On exprime ici que l'estimateur est sans biais, guels que soient les

coefficients al

i

£ () = m ) Vag

On a :

E (nf i) ZNE @)
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En posant : “f ZOU@COL\
E( ) = Xy ?%
ay f X (d) 4(@)

~
1

On veut réaliser :
= )
>\ Q—e 40(
,!2 ft \4
(q,& g)(dx}fggc) = CGp% 7 ) ‘(f%)
5

D'oll condition d'universalité :

b :ipi = fﬂgcco)c Bt
( hen ]l - B)
5

¢ i?@‘? V{a@

Incidemment les méthodes de moindres carrés vérifient cette condition.

2) Optimalité

I1 faut exprimer que la variance liée par les conditions précédentes est
minimale. On sait que dans le cas sans biails on peut centrer la varilance.

R
32< W) - /\ﬁ E (Ra %@ ) Y Vo
On a :

e x@\r@) = 2y & ( X’“&)

Le facteur 2 est di & la dérivation d'une forme quadratique.
La dérivation par rapport aux >\°-‘ nous donne la condition d'optimalité :

B 2
\ \°<(?> = j'{,g :fo( \Y}%( point expérimental

On obtient donc le systéme suivant :
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x4t -1t __ij\ffmg&
A

l%f T H’D{ W | { (d) C ()= }Aéf(‘%w’%es
(2) (1)

Pour des points & & S la condition (1) ne sera pas vérifide en général.
On multiplie (2) par >'\°(—d ou

T x\\ﬂ%@ ﬁ >i :ﬁe( = D (‘m,*) :
(if’)(g é M) Mdy) Clxy) = f sj,,'\( o %C))

d'ou :

2 - )
D(mE) =y b q

dans les deux cas.

La question se pose de savoir si le systime obtenu est régulier :
-~ cas discret :
condition réalisée car la fonction de covariance est strictement

définie positive,

- cas continu : 4
I1 faut alors utiliser la théorie mathernathue des espaces de
Hilbert. On voit alors qu'il faut s'imposer deux restrictions :

les ;ID (€ \M7§Qp’§‘_lvlrﬁl_e_>a~;>riement_1q@@gantes sur' e golng_lne S/
\J:ceas e
Z Bif ) =e = By > L

Par exemple :

A% Si § droite paralldéle & Ox, - pour une
dérive lindaire
s ' ax, + bx, + C on a un systéme singulier.

S 17

I1 n'y a pas d'esnoir de connaftre le

p Y / phénoméne autour de la ligne.
% € _
A De méme si S est un cercle, il n'y a pas

d'espoir d'estimer une dérive quadratique.
i 2

I1 se peut que la mesure }\n'existe pas,

alors nous aurons simplement :
# me g | '
. 3 K .
G138 (330 o= ) >4 {A‘.&L\} z{;}c)
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% 3X Recherche des meilleurs estimateurs des coefficients a

T Les équations du systéme dépendent linéairement de b:L

>\0( rgf :B@

Ly v 6 I}
g:)x :x(3 qggéﬁ :’/ﬂz §3

Si 1'on prend un point expérimental Xl différent de Xo’ seuls les
coefficients b~ changeront donc :

() - \d( )Ry = b if(%‘iizd

1

Tes j\ étant des fonctions 11nef1res des bl par résolution de (3), on a
donc une fonectlon llnealre des b que 1'on note :

)\; '. = \d(b>
Th% (’xm):: >\f< \09 ‘

\

La matrice :%a vérifie les équations :

{cm ) fog 3

{5y X ﬂ"(g, /‘fe:fd '
%J/\ () C(mg f*{“f(“é 5\
5 A‘L@Oﬁ} :f(oc} = g;,?_ }

d'ol les estimateurs :

e
T
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La condition d'universalité (4) exprime que :

| 4 4
La condition (5) exprime que \JEQ:: :f {iﬁ la quantité A'ﬁ kb
¢

a une variance minimale.

j)a (,Ag bq ) minimale \d bg

La variance d'estimation de la dérive s'exprime par :

¥ (m*ea,) ) = M 5

D (AE) g b

mails

Or on salt que les estimateurs étant centrés :

P (Agb ) = b h? v (A, Ay)
Donce :

}L«,é = matrice de covariance des estimateurs optimaux
Y = matrice des coefficients de Lagrange.

“’ﬁé : Cow (Ay, A3)

V - ESTIMATION OPTIMALE DE LA DERIVE (Hyp. 2 )

i T — s ot A0 B T e e S i M (R4t S . I S R R ok (S e T s S e S

On transpose les calculs précédents & des hypothéses affaiblies,

2
Hyp. 1 - Mmb)=0, 0 « a, & a f \
! | ) a ) = T 3 % () 1‘?6%@)47_--&};
Hyp: 2 " Dans ce cas m (x) n'est définie qu'ad une constante pré&s, on ne
connalt que : 0 'PQ
3 AL A @
' — L . C - — v 2 ..
(st h) (2 % 1 {2¢) 5 afei () € {a{}n - 3

a, ne peut &tre estimé car on a de grandes chances de tomber

sur un estimateur de variance infinie.
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On estimera donc la dérive & une constante prés par :

mHFae) = AT

Elle ne pourra avolr une variance linéaire que si celle~ci peut
s'exprimer en fonction lindaire des accroissements.

On est obligé d'introduire une condition et un paramétre de Lagrange
supplémentaires.

= .\0;::0

® |
QR RICEIEY

& la condition précédente supplémentaire prés on obtient les mémes
formules.

~ Cas discret

4
\ ({) XD{@_ r g ]0 'i - (€ = paramétre de Lagrange

C( ‘ supplémentaire)
Xu 70( ot

2 x:c
A

=~ Cas continu

chm K{wm *..vjvlf 3?{&5‘) 9%63
j)\ (de) }G(x) 5%

.S A (dx) =0

g .

En fait 1l'expression de la dérive n'est
valable que localement, un raccordement
est donc nécessaire quand on passe d'une
zone W & une zone 7

Ce sera le rdle du 2, que 1l'on ajustera 2

cet effet car en réalité on n'a estimé la
dérive qu'd une constante prés.
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VI - EXERCICE

o~ o o o

Estimation optimale d'ure ddrive quadratique en présence d'un variogramme

liréaire.
; /\‘ . On se place dans le cas unidimensionnel
Ly U\ /\/] o osegment TR+ R7
/\_ \ Jous avons w. Toriocgramme lindaire
!
i + - v
S — . — 44 :c_)%} = {%-%)
""‘lﬁ«‘} v "'."‘. E’\, '
Il correspond au processus de Poisson ou
au mouvament Brownien.
Liyp Il cximts vns dérive parabolique
'i‘*}"(iij? = &, +E,K A é’\ﬂ‘ﬁw que l'on estime & une constante
PreEs
5t 't 4:);
‘?;.*ﬁ"("}f.}:' JL\‘(A P & /:l( s
S + K
Oa & : p AL A (dx) X))
i i “3 .
3
4 -
( g ;‘s-f‘i
NS EPNCOELS
-~ 14,
A ) :
On cherche Tes mesures 4 et ;‘\_ qui. corregpondent a la meilleure
estimation de A, et A.. -
1 2
- Ontimalité :
+ K
gA (8133} }«}{_’-(ﬂ\ __IA_ A LB Lg"‘_?{:
}' p 4 AITTRE «J“(:}‘zh_ 2 (1)
~-R
! doer iy LR ¥ U ”
h J f““.'-::‘ ((?F’r-/ l}*‘h ﬂl S ] 24 {} 'Tj A {) -t (2)
~R -
On a f"%, = /5\” car cov. (Al, Ag) est 'me fonction symétrique r :
} 2, / "7y

-~ Univergalitdé
/_{X >\,\\ <‘C\i9{-) = (%) J{‘JE >\2. (frx::}—::. G (5)

[ESNCORLIS %2y ()21 @
H g g

Pt
LA
o
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_/) (du) = J}i%(c}x <3
On considére 3 mesures :

Ya e, y .
? L5 Ve (5 ) 49, )

- R, + R,
A
R 1 = | & (4
- (1’3&}:: .'}J* 'f d’i\ - L@’X-‘-)\
Y | R ¥ 2 8;‘1(
,\\@R‘
— V, by 9%
R
-R + R denmtéz constante sur [.. i?q "f"ﬁ]
Avec @

8 (dx,) = mesure de Dirac en R
4 -

Ona:

2‘] elac gf’c" ‘::-—L* valeur de jx—y\ en R + valeur de ‘ x—y} en —R]
v. ..
ceci est d'ailleurs un phénoméne général.

J § () {12y = J1o

aloh ¢ +R

V() pegls 4 [Reyafey] =R
—R
Remarquons que cette valeur ne dépend pas de y

On a de meme :

\J {3&) - ‘a ;..—« Y_ﬁ.\,& R- Lé]«dé

et

¥ - P2 P
J \55'\“1"0 - = j%"‘x)?}—**ﬂwﬁ)é}’ =TRR
Nous pourrons Arne satlsfalre aux relations (1) et (2) en prenant :
A’i
,_{,/\2 = el VeV, ;f‘vi

CL\{‘ + EUQ ag ,(‘,\{’3

]
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Pour obtenir les coefficients, on éderit que les 6 autres relations sont
vérifides.
On montre en fait que :
{fa=c¢=o0
e = 0
T1 nous suffira donc de 3 équations, les paramétres de Lagrange étant
obtenus par identification de (1) et (2)

Remarquons que :

+R
j xN, ( % [ R« (-R)] =0
i
vgmvz(dx)u 4 [g-(-R1]= R
+R 2 _ R

% che A T= ] =0
R 2R, 2R % -

D'ou le systéme :

jhx (d) = b R=1
aljaf\} (dx) + ff:n\h(dx - M ,-»«-2:::4’_

g{j‘\é} (dg}ifj‘v?) (c%‘:&) = ci + _:f = O

R
Car : { A A ‘ (somme des masses placées
JV&(dﬁ)njf‘*‘f‘{ﬁ‘f en - R et + R)
- R
£ R + R
doc 9“.«{ U
2R 2R g "
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D'O‘t[ . 3 - -jn-............‘....‘ a6 ammm ARsa e sty
14 \1:2 = :):'—- (‘)X = é i “P . 23__ ,'i
- s T R T 2; r¥

On en déduit la valeur des coefficients de Lagrange et par la méme des
coefficients de la matrice de covariance des Ai, A,j'

On a :
4 & y
A " _al
j 3 \J,g. {c) ]:«: %\‘ = - %_ - )MA% — }ﬁtﬂ - ‘;1
l") iy -

'3 (24, %) -3 4 ““‘“*Hwi

&3) B

- . "

—— ,,.‘f‘%,.i - .._3.-,— é ﬁ v _&\é-‘"’“ C'.}

2R T 7 Ther = fa1 '3 7/ -

D' ol : A ‘
}\*"’H bt —ré:— V;Ra::‘ﬁ’ C,‘:'.'@
2 - 2 4
- C,. =2 &~
FEZ*TTM, f'b',4~-@ U= ral
5—3'1&" wr ‘&A
On en déduit :
A
2 1
() = P m
A
2
-\D (a,) = /UL =
2 22 T VA
L]
On obtient ==ssi 1'expression optimale des coefficients Al et A2
R
. j L, (de) Tty 2 (RR) - F (D)
1 J 3§ % ’ "-"ﬁe‘
~R,
"'{f’\ .

- Y e
| 3 IV ) <Y (dd) Z06) = 2. (Zr) +=-R) ) -2 =
\A ) R L) SV (A 26 = 2 (RlR) 4+ R R

2= ) R L R: - '
.

avec : g s X -?(’XZ) dec
m, 2



e

On observe ainsi que la pente de la dérive lindaire A est
uniquement déterminée par le premier et le dernier point
expérimental, dans le cas d'une dérive linéaire.

116,
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QUATORZIEME CHAPITRE - ESTIMATION ET FLUCTUATION DU VARTIOGRAMME

I - INVARIANCE TENSORIELLE DE L'ESTIMATEUR OPTIMAL

- 4 Tt T o St ot o T vt VS Ve D e e W M P e s S L T S T e e

On se place dans le cas discret, pour facilité da'éeriture
On estime la vraie dérive :

m (XO) = C(/g. :?V (DCQ t\ ?\ojr./
5 ¢ of
% 154 Y = A ot
m (XO)z ["\J 4 (Xo >‘

i

Les param®tres sont solution du systéme

w4 L ]
>v jd = f CKO>: b (universalité)

4@ » £ ﬂ.
)\ ﬂ;{é = }* g ~ (optimalité)
On utilise une écriture matricielle :

(Fr =&

(1) \LC,>\ :/bfr

ol C = matrice de covariance entre points expérimentaux.

Si par exemple, on utilisait des polynfmes de fonctions trigonométriques,

i1 serait nécessaire d'effectuer un changement de coordonnées. Cela reviendrait
alors & effectuer la transformation linéaire :

1

F =BF et b'=Bb

ol B = matrice de changement de coordonnées.

On obtient le systéme :
fFIY b
Lc_ N —T/W'F)
On a :
BFXA = Bb |
B REN = BT Bb = [Fheb
N = o BF KQ)LCW:/VL“&V
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Nous voyons que le systéme (2) est identique au systéme (1) avec @

e e

L'estimation de la dérive en un point donné est donc invariante par
transformation linéaire.

I1 est équivalent de dire que les A, se modifient de fagon contravariante

par rapport aux _ﬁl (x ) L
o]
j F'=BF covariant
LA' = AB-1 contravariant
[j:zw Cette propriété est importante car dans
<3;> 4 les applications on est souvent obligé de

. cholsir une origine et de la déplacer.

\»Qoi - *

IT - VARTOGRAMME DES RESTDUS EXPERIMENTAUX

. -y " o - o s 2ok o A Mk et B i e SO o i Ave WA oot Yo Pt

TI1 faut vérifier que le variogramme sous- jacent 6‘(X, y) est de la forme

M " — 3 rd - -
@ |h\™ ouw € -ah fonmiies dans lesquelles il est nécessaire d'estimer
les paramétres J, #l , (& . Mais on ne connait pas la dérive, les estimations
et les biais s'imbriquent donc de facgon compliquée.

On fait 1'hypothése que Zf(x, y) est de type connu : @ (x - y) par exemple.
On en déduit alors une estimation optimale Ay des coefficients de, dérive.
On construit le variogramme expérimental des écarts '5%(h) et on compare
son espérance mathématique au variogramme théorique des écarts.

Pour simplifier les notatlons, on se place dans le cas continu

,,,,, - S a pour indicatrice k (x), on rappelle
e que le covariogramme géométrique a pour
expression :
$33{q3
K (n) = Mes (Sn8,) = f k (x) k (xh) ax
» Les résidus expérimentaux s'expriment par :

7 (x) - o™ (x)
On a alors :

3]

2 ( = (Z ey = ocv&\hZ'm)x-hL m‘;kgd%{ﬂﬂﬁdm
KJ’ i / ( ) (29} ~R() R
Lx 5
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La division par K (h) se justifie par le fait que 1l'on a calculé une valeur
moyenne sur S+ S ~ h,

Si 1l'on connaissait la vraie valeur de m (x), on aurait :
2%(,&\ {K(?) j[z {g.—;w?\, - (90 A - Z () ,‘.'m,('x:)\x% /Q’L\:x—r%. G
Or par définition :
accroissement ntré }
E olss s ce s X VC, o Q.
atol

2 ,,..’lm J\é % 'gt A oc,f/g%foc% d:x,

C'est cette valeur moyenne b’(h) que l'on avait introduite pour montrer
précédemment que 1'hypothése stationnaire était superflue.

E {[Z (o= ¢ 10\,> - (%—VEL) - Z (%) 4 m¥ <"‘)] 2}
= [ {(z, (e +B) = Z () (o (o By &3‘“!@9)(‘)’
-2 (e ) e (25) (2 e ) - K ()]

]

1}

EX(X, x+h) + biais
4
2 K(x, xth) +C - 2R

- Expression du terme carré c

il

IS ‘E’ 0'8
[fww. \1:4« Lt («*c. 1 = A {'}C.-l»-’?\.\\ -

L R
Comme : E {A A% =/Lb'?-"’
C= oy, fgi\mm‘i’ sy L2 (e r R Loy \

- Expression du terme rect_angle

r ) Tt '
['m#(oc.ak-%},.ﬁ'v\,%(m}:' 1Z (x+ )2 )| = Ai L’? (et h) e 4 (e

%, r by M,
A = A G b ASU)
1 Pl A

C'est donc une combinaison lindaire des Z (y)
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Examinons dans quelles conditions une expression telle que :
7 (y) {Z (xth) - Z (x{‘ a une espérance mathématique
- dans le cas oli une covariance existe, ceci est évident,

-~ dans le cas ol il n'y a qu'un variogramme ﬁ' la condition } }\a(dy)
nous est 1mposce. Mais de toutes fagons elle figure dans le systéme

fondamental, d'ou :

ez @) [2 Gen) - 2 xﬂ} ¥ o ) =Y e )
e{n [z {-achf’x)%z('x)}g = £ 40, (dy) 2y [ («+%)ng@%

L
My ) Y (=)= § ehogl]

Mais les coefficients A, sont optimaux, ils vérifient donc :

1
ﬂ,«j! !
‘\ﬁ \ci,»ﬁ C’xocrxé-s..—-/“’ebfé’\‘t--t::f T/’ac ed

{

Les constantes Cl disparaissant on obtient :

r 2% o
E {Al L (xth) - Z (x]} Yo, (P x+h) - \oc))

Done :
- oy eh- Pl [feh - fel

On voit gque le terme carré est égal au terme rectangle, ce qui vérifie un
fait trés général concernant les formes guadratiques & 1'optimum.

2

E { [Z (z+h) - o (x+h) - Z (x) + e (x):} ,
=2 K (x, xth) ‘/L:.{",_S (’?g(lx—\- 'g\.} — i'e(r;(,)} {'/24(‘,% +-?L) ~£J>(K')j

Comme/bl&est une matrice strictement définie positive on en dédult que

2}5*(4{) £ :z}y(oc)oc--zwf'»}

Il reste & intégrer pour obtenir 1'espérance du variogramme des écarts
experlmentaux

toujours :

——————

E{K%‘ % X%, /Mé {M}

Q
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Avec :
- 2 4  { ! 4 ‘ N NAYE
T"? (/?x) = g@g J(!{ (/.t-:-'{)m).g (qc))()? (oc-t ?L)w i/s(m}) /?q@(/&,(w ?}‘d)c

Ce sont des expressions calculables lorsqu'on a cholsi des ;Y .

IIT - COMPARAISON AVEC LA METHCDE DES MOINDRES CARRES

Pour faciliter les écritures on ralsonne dans le domaine continu.

o On suppose que la vraie dérive est de
-~ la forme :
)
m (x) = ay ;? (x)
/// On l'estime par :
b ) c:4 ,99 \
[I;_/" ‘? . m (-X) = Bl .{ (OC;,
. ~R( ,{L‘ = / ,YQ,(?Q} 12 ey ‘?x)ém

Pour effectuer une estimation aux moindres carrés, il faut réaliser le
minimum de 1'intégrale.

I-= j(z(x)_m*(x))zk@)dx

Cette intégrale est étendue au domaine S. On obtient donc un systéme
d'équations :

) 2 9 - .
o iz!\fx} - B, sg, (‘>°>-§ R j; () EZ (o} . B, L 5(%9

Yoo

{
D'oli le systéme linéaire de n équations & n inconnues.
C ol - |
...?/J /T{\ () SLZr(OC) — E)A /?, (%}} ,..22,{\%) c({ac,, =
* i

Donec :

B, S {?A(m) ,gz(«x,)o\m = H‘“@Z () clac.
§

5
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On pose ¢
25 | 4 $
T - ij(e} j:? () ¥{')¢) )?;,{9:,} d%  (natrice)
04 ¢ K (o) = surface de 8

B, T = L j -:?gmq Z () dac
R{o) &

On introdult la matrice S inverse de T :
. L
sT=I ou sijo ¥- 5‘;

D'ou =

Dy = 25t Z(aa)fﬁ(qc)?a(x)doc
° " Ko |

Estimateur sans biais

On se place pour plus de facilité dans le cas ol il existe une covariance.
- ‘ 618 _ A2
E { E}é} AR jl: {Z('x)} :g {oc) b (=) dx
Kie) '

&ij 6 L) Py ke da
Koy J 2 £y 27

i1

i

Or : 9 1
J e ey de = Koy T

95
dlot :

_ A . A .
E{ﬁé} = &A S‘}QT = Q’,{a §b ::aé

1) - o

Calcul de la matrice de covariance et comparaison avec 1'estimateur optimal.

On introduit la matrice

Pij = Cov, (Bl P’J)
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Comme 1l'estimateur est sans biais on peut centrer les covariances d'ou :

A . I _
BuBf = o Pn Sia || Ag)ReT(g) Jloy f1y) daedy

E {‘B-i'%é’} =344

Comme :

d'ol :
: A 4

ey %;%%? H ¢ (= Y) J?i('x)é’ () k() gy dx cly

On peut alors comparer les résultats sur des exemples. Pour le cas d'un
variogramme linéaire et d'une dérive quadratique on obtiendra par exemple :

2 - .'l . 2 \3 . y
() -2 P = P ()= & L
T pur = 9 (8) T,

On remarque qu'en plus d'une amélioration de la précision on obtient une
simplification des formules dans. le cas optimal.

Condition d'équivalence entre les moindres carrés et l'estimation optimale.

Montrons que les conditions d'universalité correspondant & un estimateur
sans bials sont vérifides

: 2
avec : %é(dx) = mesure de densité Sik <¥ {oc} Jé&x}
o K {o)

La condition d'universalité s'derit :
b
)\ : (o{,‘)c\: /OA o = §' ’
Jhgtde e = 8
elle est effectivement remplie :

A
A . lr PA Q», ) 5\2 Qé f\-‘
R;G) S g J /g () 4 '{\rx_) /mpc)doc - 25t T (o) = S

1
K (o) P
~Ia condition d'optimalité s'exprimait ifr .

%o Ldae) C(ae, u = ¥ \ VLES
Jx?ﬂ.’&"‘“ /,H’%i e

ee qui impose dans ce cas 1'équation fonctionnelle :

? . f
S .g w‘? o C { T U\. 3 = e o ” ¢ }Vlf
Wﬁ)fj" (g« Fog 4708) Yyes
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Ceci ressemble beaucoup & 1'équation des fonctions propres d'un opérateur.
Rappelons que -¥ est dite fonction propre d'un opérateur &L

si &¥:>‘g

Dans le cas présent 1'opérateur @& a pour noyau la covariance C (x, ¥y)
P04 =@ = [ e (ey) fi)de

‘D'od 1'équation définissant la fonction propre de .

g/C('ﬂ}g) L) de = N 4LY) Vlaés

En fait dans le cas présent nous n'a%?ns pas une fonction ¥ mais une
combinaison lindaire de fonctions < -

si %ﬁi - GL;?a

alors :

538 ot g gt wP gt
o Firt | :

Pour gue les moindreg carrés solent optimaux, il faut et il suffit donec
que les fonctions .g soient des combinaisons linéaires des fonctions
propres de 1'opérateur de noyau C (x, y)

L) Cas particulier ol les conditions d'équivalence sont vérifiées.

@ -1
alors : &:g - \/\ﬂ? V_%

C'est une propriété caractéristique d'un opérateur ayant comme noyau la
mesure de Dirac. '

C(X-y)=<§(x—y)

On devrait d'ailleurs écrire plus correctement :
c(h)dh=5\(dh}
Clest 1'effet de pépite & 1'état pur.

(}1!; - jli(oc\ c (\ﬁC-‘aF Che = Jﬂf(«,) 8‘3 (cloc,.)' ~“=¥U3\3

é?y (dx) = meoure de Dirac placée au point y
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R et
* Xy e e ‘ N
/ Cela signifie que le phénoméne est
x constitué d'une dérive sur laguelle viennent
e L %, se placer des erreurs alédatoires du type
dérive erreur de mesure.

IV - EXERCICE

- -

Calcul du variogramme des résidus dans le cas d'un variogramme linéaire et
d'une dérive quadratique.

On se place & une dimension sur un segment
/\/\/ E— R, + ﬁl

Dans le cas d'un variogramme linéaire
X(h) = lh\ , on a déja formé les

¢

estimateurs optimaux d'une dérive quadratique.

+R
b PP, fz(x)

~-R ]

(@]
]
&
5
e
N
o)
!

4 2
Avec : :YJ(X) =X (x) = £
4 o /w - o /m% - _}...—%
Fa =g 12, = ) kR
4 -7 - [ nh
Al = — L (RY - Z (R
5 2R .
2 - -7 3 :3
i & d 2R
— + R
avec Z = _'ﬁ.,- j v bc) C‘i()(’z
28/,
On rappelle gue dans 1e eac Alvm apgment E-R, +R|{le covariogramme géométrique
est la fonction triangle de la forme. 2 ~K )
K (h) = 2R—kh\ avec ‘h\éER /\_»
On calcule 2w © 2R ,?\_

ARMCE



a) Calecul de g‘(h)
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On a :
2% (A = Tg@ ) X () ke T h) dic
L YW A = A 2Ry
b R 24
T, T
: ,a////;;lvw. AL M fd |
b) Calcul des coefficients T ,
" b B
T = J/Qs /?'L('K) /P%("C*“QL)O&M- J/chc :M-ET
K(*‘r’») N
T-‘m J./?x (2%-&“?\,) /Y‘\’,(“c /};‘fsc—i—’{l)ff
< 'RJ?\, ' s’
- /ﬂf" (2%!&)&’)&::&-—, Ex%+/?’l~'x] o ]'_;ﬁ T‘%j
( /.-R K(’&} . =y [
Ti:x S ..K..-Cﬂ-— J/Qxa(" 26 4 'h«\ /P%(oc) /UQ(QC%-'?L) olec |
42'\, }
= :_/,?f:* ] (ch ;AL\«CEL 1-19’\2) ._3: («/R~%')'U=Tm1
K( L)— = é !
d'olh
* g 2
Ile 2d. A A e g s..&]
PE {z{ ( )} R M’\ [ 2 ! E!
\ES\@"{M}: T ST K
) R._LRY 8 gt




On a :

o

o

%R

R AR

On obtient un variogramme plat qui selon 1'échelle sous laguelle on 1'observe
pourrait faire croire que les résidus sont indépendants.

Au voisinage de 1l'origine le comportement est non altéré, puls la courbe
s'rnlatit et on trouve une valeur nulle audernier point expérimental.
Avec la méthode des moindres carrés on obtiendrait un résultat analogue.
Il ¥ a des bials tres importants, ainsi si 1'on a 1'idée "& priori" d4'étre
devant une Aérive sur laquelle viennent se superposer des variations indé~
pendantes (erreurs de mesure), en construlsant le variogramme expérimental
son aplatissement apportera a tort 1'apparence d'une confirmation.

I1 ¥y a donec lieu d'étre trés prudent.

Remarquons que la valeur nulle en 2 R, c'est-a-dire pour le couple
E R, + Pﬂ dtait prévisible par simple application des formules.

[Z (R) = ¥ (Rﬂ - [z (- R) — ¥ (—a)ls )
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QUINZIEME CHAPITRE - KRIGEAGE UNIVERSEL

I - POSITION DU PROBLEME

- — o - —— o 2= 1" 204

On se propose d'estimer

- «f p (dx) Z (x) avec support de jpn S =g
ou - Z(x) en x & S

On peut d'ailleurs ramener la résolution de ce dernier cas & celle du
précédent en prenant :

p (dx) = mesure de Dirac en Xx.
On traitera paralldlement le cas discret et le cas continu.

L'estimation de Z = /[ p (dx) Z (x) se limite & la recherche du meilleur
estimateur linéaire.

kz*% ¢ z&]

@ - [ N 200
5

IT - KRIGEAGE UNIVERSEL DANS LE CAS DES HYP. 1

N e T R ]

Rappelons que :

Hyp. 1

1 espérance mathématique m (x) = a; g:L
3 covariance ¢ (x, ¥)

1) Universalité

I1 nous fant exprimer que :

E (z - Zx) = 0 \$ 2
On a :

E (2) - fp(dx> ad* N

B - Xe ey >_>x ) = ag'&(
L'égalité devant s effectuer'\/EL on identifie les facteurs :

YO Ly e =

%
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Les bl sont des quantités connues.

Optimalité

On cherche 1l'estimateur qui conduit 2 la plus petite variance
d'estimation.

2 g 52
2 - T
o (g - 7% = < 2 \gz_ae + N %
= Z

Toutes les variances introduites existent car nous sommes dans le cadre
de 1'Hyp 1.

SJ p (dX) p (dy) ¢ (x, ¥)

I

T fﬁ’q‘ avee qﬂ‘, = ]p (ax) ¢ (x, XD{)

77z Z Z )°<.
o B8 |
< = A q'o((g

Donec

2 o ' ‘X,@
0? (z - 7% = T o A Lo+ A A Ny
Z 7 ?
On exprime classiquement, & 1'aide des multiplicateurs de Lagrange

que les dérivées par rapport a )\eésont des combinaismns lindaires
des contraintes

-2 \I >c( + 2 :\ §5 fAP _f o
D'oll : a
yﬂﬁ %z, RTES
jM‘M C(W)ﬁb(a@wf@%\r)ﬂ {)“A/ ““é ‘)

On obtient ainsi les équations du Krigeage universel.

3) Krigeage ponctuel

On remplace dans ce cas p (dx) par la mesure de Dirac placée au point z
oh on veut procéder & 1l'estimation. On obtient :
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- cas discret :

£
'}\@q&ﬁ - C ) v gy
DR A

- cas continu : g

j S (dy) ccou-m - Clag)r fed )

SR
J%(dﬂc);ﬁ,(’ﬂ) b= @)

Le Krigeage ponctuel constitue un procédé d'interpolation rigoureux, si

on veut estimer Z (z) en un des points expérimentaux, on retrouve la valeur
expérimentale. Cela vient du procédé par combinaison linédaire des valeurs
aux. points expérimentaux.

On le vérifie :
- dans le cas discret

A XX Xo = indice partlculier
on a : 5;
( >\ = '{l
LaPlo pou (B # g,

d'ol le systéme :

1
Yo%, = Vay, ¢ Iy fx

b £
A ﬁzya'—‘ 4 1.

On prendra donc :
}L£ =0 = < (3C ) 23'6

- dans le cas continu
On estime en : Z = yo(-'; S

On choisit une mesure de Dirac placée en v,

N (ax) = Syo (ax)



L)

Ao+ 0 (1 W) =0 G W+ T @) Vres

It @y =4 )

On prendra donc :
oo = z*(y) =2 (y)
1 7 o 0

T1 v a égalité entre 1l'estimateur et llestimé.

Expression de la variance minimale

La condition d'optimalité s 'exprime par :

>\e<>\(?>'ﬂ_°(@:>\d o(. +}JK >\ ”T?

On connait les paramétres comme sous-prodult de résolution du
systéme. On obtient la variance de Krigeage unlversel
2 & of
T .'?
U - XY Z o T }‘ ¢ A o |

(s - fX(aac)P(oba) C=%,9) +/‘~g [Md=) ,F(aq)

Dans 1'intégrale double, x £93 et y € au domaine & estimer

Or >\0(£0{ _ P,

-

( 5 N (ke %,) ")

d'olt ¢ 2.

Ty = ﬂgfzw /\04“%)4 +/A€L
j
(= = [ M ptdg) ) 1 )

131.
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IIT - KRIGEAGE UNLVERSEL DANS LE CAS DES HYP. 2

- i v e i S O e o s e Sow G on 0R SR T e e T 44 e T N S e e (ot

La dérive n'est définie qu'd une constante prés, on estime :

alfgl(x) 1 é{l,Q....}n 3

On emploig les mémes raisonnements que précédemment, mais 1l faut s'assurer
que 7 - Z° admet espérance et variance.

7 - 7"

jp () 7 (x) - j Ne) 7 ()

J@ (ax) - A(dx)) Z (x)

Cette combinaison lindaire n'a d'espérance ou de variance finle que si la
somme de gses coefficients est nulle :

j/\mx) - ( p (ax) = A
o

On prend en général A = 1, ce qui correspond au cas de la moyenne pondérée
Done

- cas continu :

j)(m:) - fp (ax) =1

- cas discret :

2l N
S

On obtient la mfme conditicn 2'universalité, on explicite la condition
d'optimalité.

¥ (2 - 7% = - %XGXD(@ + zdeP(OL%)\&(%)xq)
_ ﬂ o (dac) plcy) ¥ (%)

La derniére expression est une constante calculable donnée.
On v'exprime que 1l'expression minimale compte tenu de :

{ - universalité

= nel g
i~

La derniére conditlon introduit un parametre de Lagrange de plus.
On obtient :
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-~ cas discret

{
_ WX ﬂ(ﬂa}gﬁp%\*ﬁe? ~Je
> f
‘\f( ,\"4 -
(ou une autre constante)

- cas continu

J)(dfc) \6(953/ = J\M% ) F(dx) ﬁf (4) - }L \0[‘36 3

JAE) f@) .
J

i
)
|
|

Pour la variance on = la simplification habituelle due a 1'optimum d'une
forme quadratique.

T Ve ) ps) - [ pe) pdy) Wony)

§'il n'existait pas de dérive, on aurait un Krigeage simple, et on
obtiendrait un estimateur :

Ze= | Dy (d=) T069)
5

qui vérifierait :

[ 0 (de) g = [p0) Clo) Ve s
> g
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BEvidemment, sans terme de Lagrange car on n'a pas besoin dans ce cas de
condition d'universalité.

On se place dans le cas d'un krigeage ponctuel pour simplifier les
notations.

Un krigeage simple de Z (z) pour z & S est alors réalisé par le systéme :

gf\ddx) Clag) = C2Q) = =y = SJMM‘@ZW

Un krigeage universel de la méme entité est alors réalisé par :

!
J A (d) Coty) = C(’g).}%)“v:% f((é) \*‘(‘\65
S .

:>z)’)§ »(de)26)

p
§ M) fw——- 5o 1) 5
S

Dans ce cas, on peut en fait résoudre le probleme en ne se servant gque de
(2) sans s'intéresser 2 1l'estimation de la dérive. Tl ne faut cependant
pas croire que l'estimation de la dérive est sans influence sur 1'estima-
teur obtenu, en falt :

W' = g
(1) = z*:zk+zD.

ot ZD est la correction & apporter, & l'estimateur du krigeage simple, du~

a la dérive.

On peut poser :

= [ (dn) D)
S

et 1'on aura :

M) = A (ax) +\

On s'intéresse alors aux équations qui doivent vérifier aAD.



135.
On remplace dans 1'équation (1) >\par >\k + kD

d'ol :

Q%D @Cx v = P I @

Ia condition d'universalité (2) ?gnne : 9
2
[h et {o DETGOER
On peut poser
4 bl
bt T -] M) 46

La mesure >\ vérifie donec :

D : 2
g Ay (82) C (%y) = f2 f (4)

()
L

L
[, I - b
S

C'est un systéme identique & celui obtenu pour l'estimation optimale de la
dérive. On sait que dans ce cas on avait obtenu un estimateur optimal :

e (xo) = Ag (ng avee Ay = J >\t (dm} Z(jc)

Donc en résolvant le systéme (4) nous obtiendrons :
b
>\D: >\£L> 5 c\xc‘di Z:D:’ A/QE

mais avec dans ce cas des b différents de ceux utilisés pour
1l'estimation optimale de la dérive :

: 2
LY o ) Teo +4 )
: 8

1
Zk + Al b

: 2
RO A S PNCEE L

]

On a donc :

¥
Z

i

ft
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On remarque que :

Al ‘f (z) = valeur de la dérive optimale

En remplagant Zyx par sa valeur on trouve

: X
7 Ay «fx(%\‘ n;.,j)ﬂ (da) v[%(’*) - A__ia ’? (%ﬂr

d'ol :

. 7
7% (z) - Alf (3} = J ,\K(dcc) [Z(x)w/\/? 3? (’Jf»)t_i

Si on connaissait les coefficients a. vrais, on se raménerait dans ce
cas & un krigeage simple de la varia%le centrée qui domnerait :

' 2
2% - a, ] (3)= jAK (o) [20)- 0 {60 ]

On voit donec de ce fait :

- que l'on peut considérer que le krigeage universel se raméne
au cas du krigeage simple des résidus estimés de fagon optimale,

- qu'il est 1égitime de kriger les résidus estimés de la méme
maniére que les vrais résidus.

Ce résultat s'étend d'ailleurs aux variances

K D

q-‘ug; = I, A 4- Wm

En effet, si 1l'on consideére :

- = - yA
Z z(z)_zk 7z (z) + D

On obtient ici la somme de deux termes de covarilance nulle car :
[ (de) Comy) = €0

i)
s'éecrit ¢ Cov (Zk’ 7z (y) ) =Cov (Z (2}, Z2(v))

d'ol :  Cov (Zk - Z(%—), Z (Y}\) = 0 \f yE S
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. J\/(d%) Z(%) étant une combinaison lindaire de Z (y),
. & '
%

nous avons .:

Cov (Zk: -7 (z), j\)(dl.b')z:(lé)) =0
5
>

En particulier pour v =, \D’ on obtient :

Cov (zk - Zs ZD) = 0

On en déduit le résultat d'additivité des variances.

V - EXERCICE

. Krigeage ponctuel avec dérive parabolique en présence d'un
variogramme linéaire.

On désire kriger la valeur Z (z) en z = R+h
4 1'aide de la comnaissance du phénoméne

entre - R et + R

Plutdt que de résoudre directement le systéme
du krigeage universel on se propose d'utiliser
le théoréme d'additivité .

} ! { -
- R o R rf 5
' - krigeage simple Z, =y variance <1uk

-~ krigeage universel

a2 2
ZL}= Z, + Zp =p variance ‘Q:;iiiﬁk45{§
1) Equations du krigeage simple
+ R _ 7
( —5 >‘V\ (d=) \3:"%}\ = \R-*’?{"%\ 'k-j"‘o
) R
$+
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A
Si 1'on prend | >i<: - éR (ax)
LR
On aura J >\k (ax) = 1
_R +R

[ Sgldm) lxgls Re k| + Jo
R

- - b - -
ou R-y=R+k y+/o }*O_ k

Le variogramme linéaire caractérise un processus de Poisson ou un
mouvement Brownien. Prendre la mesure de Dirac en R revient & prendre
en compte la propriété Markoviemne d'un tel processus selon laguelle
1l'estimation est égale & la dernidre réalisation (indépendance entre
la droite et la gauche d'un point).

On a

‘zk=z (R)

_ %
q’\j/’ D <Z“zk) o . Z =2 (R+k)

- E {[Z(RV?L)—Z(R)T} _2Y (RehR)= 2 ¥(R)

v
3

\T\f = 2’?% \

2) Krigeage universel

Si 1'on connaissait la vraie valeur de la dérive on aurait :

J)-\K(dm,) [Z»(a%’?h-a—qz%i)l

7= F (az+a 22)

1 2

o
Z(R) -a R-a)R

car : /\k = éR (ax)
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Cette expression se transpose dans le cas du krigeage universel car on
salt que 1'on a le droit de kriger (simplement) les résidus estimés

p) P
zu —(Alz+A2.z) = Z(R)—A1R~A2R

avee 2 = R + k, on a @

A

zu=Alk+A2(k2+éRk)+Z(R) \
et : 2

o, » 2RAR)
<, = EE) * KA/\% Ay (h )]

Puisqu'il a été prouvé théoriguement que ces deux termes étaient de
covariance nulle : Py

2 (z(?)=ﬂ;;=2k

2 . 2 . 2
e .[Al k + A, (x* + 2 R k)] = }‘*A)\ Ry jf“gz ('?K + -‘ZR%&)
car :}"'{,}: cov (Ai, A(B)
et dans ce cas /«‘;]| = }12,212

D'ol :
I W SIS A &
u - N R’ 'R2 L’Ra

La puissance %4 de k montre que cette variance se détériore beaucoup plus
vite lorsqu'on s'éloigne du point R que 1l'orsqu'on est dans le cas ol

77_{\ dérive.
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SEIZIEME CHAPITRE - EXEMPLE DE I'UTILISATION DE LA GEOSTATIQUE

:E:A‘WL

T Niwo

Niv 60
A= 4§LQfWL
b = W m
-~ 6o

On reconnalt un gisement de Wolframite
(W O ) qui se présente sous deux formes :

- ciment
~ pépitique (effet prépondérant)

La partie & exploiter se compose d'un filon
trapézoidal de largeur

= 1lm

On le reconnait par des volées d'abattage
successives selon (1), (2) et (3) aux
niveaux 0 - 30 et 60 m.

Les percements de reconnalissance étant
constitués comme suit :

uo%ée €<x¥&1§gz;27

s / |
,,/ “--.‘ R é )
u;i IS ﬂpmn“;li
_.7d yé’ -~ {g: A

On désire connaftre la variance d'estimation de 1l'accumulation du
gisement a, en m / pourcentage de teneur = m x °/oo0

On dispose de :

3 3 0 Ve 3 2 Ve
- la variance statistique expérimentale < ~ des volées
(considérées dans leur ensemble) dans le trap&ze reconnu

2

T o= 14,40
- 1'accumulation moy enne expérimentale

a, = 3,02 m x °/o

- du variogramme expérimental zgexp construit & partir des

volées, qui dépend de n

distance (expriméé en nombre de volées)

entre deux volées le long des 3 percements de reconnaissance.

AN

7\

7t

T

-

(‘ch'nquwi‘ = '5 m )
o
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B

) (n)

exp.

5,88
7,82
9,12
8,54
10,47
10,24
10,84
11,03
12,07

W o~3 AU &=\

I - VARIOGRAMME DE LA REGULARISEE A UNE VOLEE D'ABATTAGE DU SCHEMA

Schéma de Wijsien ponctuel K(r) =% Log r
ou K(h) = 3 & Log |h|

Nous savons que le variogramme de la régularisée de ce schéma sur
un volume. v est :

({2 Y - 2 [ gl hremg | ey

YW v
Si \h\ > dim (v), alors :

¥ =5 [y 3]
s ‘5 P 2 ol 1 est l'équivalent lindaire
de v, donné par la formule :
., F(v) =8 (1)
avec B {’LP) = 7{;:2 éo{mq’!/{ag z&é.,OC\CLéS

Si un effet de ;fépite est présent dans le variogramme ponctuel nous
aurons

Yk = c-Ch) + YR =y (A Y
Tk = 26, % kox kB 2, (M)

sl dim v » a
et |h) > dim v

B : constante trouvée pour h = o



h
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\6‘; (/Qx§ = .};% jjc (oc~é‘) d,%clé,%tjfc ¢ A woc - g)c\nccu,s 6 (ﬁ,
It e

=0 oar‘h ydim v SHa
(portée effet de pépite)

Remarque :
8i !h\» dim v
alors Z{V(h) ~ X(h)
© @ o, Yo

1) Ajustement & la réalité du schéma de Wijsien

On observe expérimentalement sur papier semi-logarithmique que
1'on peut raisonnablement ajuster la réalité & un modé&le de Wijsien.

Il faut alors estimer les parameétres :

% A

C
o

dispersion

constante de pépite

il

Le variogramme ajusté sera :

alt E 73
b'/r;\_ (.'?'L:‘ = 3 A {6203 .\./_’%l 4 u.‘?_} R CQ

S

a - BEstimation du coefficient de dispersion «

NI
=

- TLa droite & ajustée est sensiblement

A e Tenke = B N N
ﬁﬁ—:—;@q;b Tpenke =9 paralléle & ﬂl /52 A ]; ,
g " —-—/o—:’:z
n = .Llﬂ. = '{h} 7‘
d L,ﬁ
1

T




k-

{3'%- = \«?

ép = 30{;&%2 = 2

%

Laﬂ~3d bgc%Jl ,%di’ogi +_.,.. w Gy + L

LY 32 Hog 2 ..M%,Q ,,M L€y 4

3 &

= 2
N TS

b - Estimation de la constante de pépite CO

Nous savons
trapézoidal
o1 il n'y a pas d'effet de pépite :

L2

< («)‘/\/) < 3a iPo% %

v
V =

volée
filon trapézoidal

1

Dans le cas ou il y a effet de pépite :

il

équi. lin. de V

égui. lin. de v

<IJ'% (qi/\l) - Q“la(ﬂr/“/) + i&i 7£dﬂcé[ ¢ (QC—ES)C%ﬂ

(variance de pépite)

= {]‘"%(qf/\/) + Co

Nous connaissons la valeur expérimentale de cette variance

2

J7 = 14,44

143.

que la variance d'extension d'une volée dans le filon
en utilisant le covariogramme ajusté est, dans .le cas
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b,
On en déduit une estimation de CO par :
. ¥
T (fuv/\/) +C,7 = \u,uy

On détermine

- 1'équivalent lindaire de la volée (Poly - abague n°l, page 73)

— c . a=1:9
:]? 0 b =1
. b c=d=1 a 1,9 B
o
1= Na =1,8x1,9 1=35m

- 1'équivalent lindaire du filon trapézoidal, considéré comme
AV3 - s .
épalisseur négligeable.

o 2
E2=1F-+m2+€2‘-%-fLﬂl—k25

L2
= a.+b e = &—-ﬁ
avec L _T 53
~E = 150 m
d'ou :
’%_
( ¢ = 4,9
On peut vérifier que pour :
- - ; _ 2
n = )hl-—l on a bien K‘EX%})— 30(2 + C,
On a :
.3{@
~t ! % ‘g' 3
TR WORELICTY I SR

2) Variance d'estimation de 1'accumulation par les lignes de percées.

On suppose les tranchées de reconnaissance parfaitement connues et on
cherche ﬂ;{tg des galeries & la formation.

Dans ces conditions la variance d'estimation ne comporte qu'un terme
de tranche. '

On sait que : (n+ 1) conduisent & la méme variance

fermé o—o-e o @ d'estimation dés que n > 3.

. (n')
centré gttt
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Y _/2 1 /

\ A2

On admettra par analogie que : \\

’ [/

i A admettent la méme
N = et L / variance d'estimation.
T Jfa £ Fg
/ 2
fermé ouvert

L:-_/g:i 4.,9’2;/92.,.2%& + /Qs/z = A53

Nous savons que dans le cas de la figure (2) et pour un schéma de Wijsien,
on a :

2

= o T 5
A" 72 2
d'ou : 2 Y '
T = 0,33 (terme de tranche)

t

En fait pour une accumulatlon moyenne a, la variance d'estimation est :

2 2
L. TE Lo Tl
az (z,00)% a.
(valeur expérimentale) b 2T o u = L}O‘y
a 0

(mesure de la préci-
sion par convention)

Tes tranchées sont imparfaitement reconnues, nous aurons un terme de ligne

ILa volée v est représentative de sa zone
d'influence V = 10 v
a - composante continue - Schéma de de Wijo

7777 &7 777)
NN Anmng “

i TN PR
bsom My 5am W ot
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“‘LJ[ (=%} due dac’ @)

IQ

+._&..IJ (-%) dre dx’ (3)
v\

TI1 est préférable de s'aider des équivalents lindaires de v et V

v E 1 Ve L =4 12,4
Alors :
(1) %;‘ 3 o (éq -3\ = F(ﬂ)
xre’ ¢ 2 -

(2) s—rm— F (L) = 39 (d%gLa.%)

26 x’
;47, ,
(3) _ % o , Comme 1<&&¢ L on considére que l'on a :
T i
X ! N I
S X ()
RN
\ T avec
X{ffm\:__"iJ Xocm&a&:'ﬁc{(,@oql\.—ﬁ)
L T 5
Q
d'ol :
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On sait que 1l'on peut faire comme si on avait une somme de v.a.
indépendantes.
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