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LECONS SUR LES FONCTIONS ALEATOIRES D'ORDRE 2

Dans ce cours, nous supposons connues les définitions générales
relatives aux fonctions aléatoires (F.A.). La premidre section est
un rappel sur les espaces de Hilbert. Dans la seconde, on s'attache
surtout a la construction de 1'intégrale en moyemne quadratique;
dans la trdisiéme, on étudie les F.A. stationnaires d'ordre 2 du
point de vue surtout de l'analyse harmonique. Une derniére section
est consacrée & quelques généralisations (F.A. & accroissements sta-

tiomnaires d'ordre 2 appelées aussi F.A. intrinséques).

Section 1 - RAPPEL SUR LES ESPACES DE HILEERT

1=1 Propridtés Eldmentaires.

Soit H un espace vectoriel sur le corps des complexes & (ou,
éventuellement, sur le corps des réels R), et < > une application de

H x H dans ( vérifiant les propriétés suivantes pour X, Y, X X, € H

1
et A, u € @ :

1/ <XY¥>=%<7%,X>

2/ < A X1 + 1 X2, Y>=2Ac< X1, Y>+upu<X, Y>

2
3/ <% X>20 et «X, X>=0 ©X=0

On dira que < X, Y > est le produit scalaire des éléments X

et Y de H, et on posera |IX| = V< L, X > . On déduit alors des axio-

mes précédents 1'inégalité de Schwarz




(1-1) | < X, Y 5| = [IxI 1yl

et 1'inégalité triangulaire

X + ¥ < jx) + Pl

AN

Compte tenu de 1'axiome 3/, || || est donc une norme sur H., On dit
qu'un espace vectoriel H normé par la norme ainsi associée a un
produit scalaire est un espace préhilbertien. ®i de plus H est com-
plet pour la topologie associée a cette norme, on dit que H est un
espace de Hilbert (on rappelle gqu'un espace vectoriel normé H est
complet si toute suite de Cauchy Xh dans H - c'est-a-dire toute suite
X, vérifiant HXh - XmH -+ O pour n, m - o - converge vers une limite

X € H).

les propridtés élémentaires suivantes valables dans un espace

de Hilbert H seront d'un emploi constant :
P-1-1 - X - X= HXnH_P thy (Continuité de la norme)

P=1=2 = Xh - X=< Xﬁ,Y > =+ < X,Y> pour tout Y € H

En effet, il suffit d'appliquer 1'inégalité de Schwarz (1-1)

qui donne 3

X

< X - %Y >| < 171X,

< %Y >

P-1-3 = Xh - X et Yh - Y = iiﬁ < Xh, Ym >
b

En effet, on a ¢

< Xn, Ym > =< Xn - X, Yﬁ > + < X, Ym >



D'apreés P-1-2, < XY > converge vers < X, Y >. D'autre part, d'apres
1'inégalité de Schwarz, on a |< X% Y >| = JIX - s;p 1T M, et
Sup HYmH est borné d'apreés P-1-1. Donc < X, -X, Y > tend vers O et
m

la propriété en résulte.

P-1-4 (Critére’de Caughy) - Une suite Xh dans H est convergente si
et seulement si llim < X,9X, > existe lorsque n et mttendent vers

, n,m :
1'infini (et cette limite est alors IX)? avec X = lim X ).

La condition est nécessaire d'apres P-1-3 appliquée avec Y =X.

Inversement, si elle est vérifiée, la relation

1%=Eh? = N2 MNP - < X%y > = < XX >

montre’que Xn est une suite de Cauchy, donc admet une limite X dans

H. D'aprds P-1-3, on a bien lim < X,X >=<1X X> = X%,
n,m m

1—-2 L'espace Lz(g,c_g,g) .

Soit Q@ un ensemble, £ une g-algebre sur Q et P une probabilité
sur (Y. On désigne par @2, ,P) l'espace des fonctions f sur 9

& valeurs complexes mesurables pour (X et vérifiant la condition :

vr%f(w)ia P(dw) < oo

On peut mmir $B° 2u produit scalaire défini par :

< f,8 > = jf(m) T Pldw)

lais ce produit scalaire ne vérifie pas l'axiome 3, de sorte que



< f,f > ne définit pas une norme (en effet, < £f,f > = 0 entraine
seulement £ = O presque sQrement pour P). Mais, si l'on considére

1a relation B définie par £ Fog si £ = g p.s. (£ et g € $B2), on
vérifie sans peine que < f,g > dépend seulement des classes d'équi-
valence de f et g modulo R. on désigne alors par L2(Q,CLP) l'espace
quotient 552/5Q9dont les éléments sont donc des classes d'équivalence
de variables aléatoires de 962 (et non des V.A. : par abus de langage,
nous appellerons cependant encore V.A. les éléments de L2). Pour X

et Y ¢ LZ(Q,CLIO, on pose
< XY > = Jx(w) T(w) P(dw)

Xx € Xet y € Y désignant des représentants quelconques des classes

X et Y respectivement. Le produit scalaire ainsi défini vérifie (par

construction) l'axiome 3, et |IX = V< X,X > est une norme pour 1° .

P=1~5 - ;E(Q,Q;P) est un espace de Hilbert.

I1 faut montrer que LZ(Q,C&P) est complet pour la norme |X]|
définie ci~dessus. Soit donc X, une suite de Cauchy dans L2, c'lest-

a~-dire telle que lim ”Xn—X H2 = 0. De cette suite, on peut extraire
n,m m
une suite partielle X, vérifiant pour k entier = 0 :
k

! _ 2 - _ 2 1
'Xnk+1 thn y{]xnk+1(w) Xnk(w)l Plaw) < 8k

(x, (w) désigne la valeur en w d'un représentant quelconque de la
k
classe X ). Cette relation entraine
k

(a) PU%, =% 1> h) sy



»

Considérons alors: les souSwensembleshA%{c Q définis par :

Ay = ﬂ {IX - -»Xh | < & }

D'apreés (o) on trouve P( - ) sZ P(an - X 1 >- ) = k—1
‘ rzk r+1 A o 2
Cette probabilité tend vers O. Par suite, l'ensemble A = Ak'vé-
k
rifie P(4) =1.

wontrons que,:sur-chaqerAk,:lalsuite‘Xh (w) converge uniformé-

ment. En effet, on a pour tout w € 4y 3

- X Yim (
anS(w) XnkA (w)l < ;%; th (w Xn w)l <l o

S+

de sorte que»Xh-_estouﬁeisuitemdéiCauohy~unif0rmeasur'Ak . En parti-
culier, Xh (w) coﬂ#erge*pbur‘toutawﬁe*A;ac'ést+é-dire presque sfire-
ment (puisaue P(A) = 1). Posons X(w) = lim,Xniﬁw)>pour w € A et
¥(w) = 0 pour w £ A, et désigrions également par X la classe d'équi~
valence de cette V.Amscomme'Xh est ‘une suite -de-Cauchy dans L2, on a
Nx -X, 12 < € dés que'm et»nroiontfsupérieuravé un N(g). Sur 4, il

en résulte aussi s -

J‘lxﬁ(w)**xi'(Q)LZ:P(dw),s c
Ak*_‘ T

Or la limite Xh - X est uniforme sur. Ak‘ .I1 en résulte donc

j |Xﬁ5X|2 P(dw) < €, puis en passant & la limite k - e, d'aprés la
A

k
continuité monotone séquentielle de ‘1'intégrale, J}Xﬁ~X|2 P(dw) < €,

ctest-a~-dire HX'm—-XH2 €. Par suite, X € 12 et xﬁ converge vers X

dans LZ.



Chemin faisant, nous avons établi le corollaire suivant :

P-1-6 - Si une suite X converge dans LQ(Q,CxP) vers une limite X,
on peut en extraire une suite partielle convergeant presque sflrement

vers la méme limite X.

Lg convergence dans L2 est souvent appeléde convergence en moyen-—

ne quadratique (m.q.) pour la distinguer des autres types de conver-

gence utilisés en probabilités, et dont le schéme suivant résume la

hiérarchie :

Conv. p.s.
'//” Conv. en probabilité =» Conv. en loi (ou conv, &troite)

Conv. m.q.

La convergence p.s., par contre, n'entralne pas la convergence
m.q. (on peut d'ailleurs avoir Xh -+ X p.s. sans que X ni les Xn soient
dans L2). La convergence m.q., de son cdté, n'entraline pas la conver-

gence p.s. mais seulement la propriété plus faible P-1-6.

LZ(Q,a;P) étant un espace de Hilbert, les propriétés P-1-1 2

P-1-4 lui sont agpplicables. Il est commode de les reformuler en ter-

mes d'espérance mathématigue, en remarguant que 1l'on peut écrire :
B(X) = < X,1> B(XY) = < X,Y>

Ainsi 3
La convergence en moyemne gquadratique Xn - X entraine
B(X ) ~ E(X) et B(XZ) - B(X?), d'aprds P-1-1 et P-1-2. De mlme,
X, - Xet Y -Ymg. entralne lim E(Xh.ﬁg) = E(X Y), d'aprids P-1-3.

n,m
Enfin, une suite Xh converge en moyenne quadratique si et seulement



si lim B(X, X ) existe (P-1-4).

n,m

1-3 Convergence forte.

P-1-7 - (Théordme des projections) - Soit H un espace de Hilbert,

K une partie convexe et fermée de H, et X un élément quelconque de H.

I1 existe un et un seul élément X € K réalisant Inf Nx-Y|l. Cet
YeK

élément X est caractérisé par la relation. @

(1-2) vyYeK , pe_g X=X  , ¥-X > =0

Pour établir ce théoréme, on utilisera la relation [|Z + Z'ﬂ2 +

Iz - 212 = 2 212 + 2 ') qui, appliquée & 7 = L= - X et
t = X—:I—Y_'- - i
Z2' = 5 donne @
(«) -y 2 = 2 gv-202 + 2 v-x)2 - 4 Iz - T2
Posons § = Inf ||X-Y|.
Yex

Unicité de X 3 Si 6§ = lI¥¥]l = Ix-Y'|| pour Y et Y'€ K, la rela-

tion () donme [IT-1'|2 = 4 6% - 4 Ix - BEY? | wais X' eppartient

Y+

ZYtH > 8 entrainevuY;Y'ﬂz < 0, soit Y =1Y',

au convexe K, et ||X -

Existence de X : Soit Y une suite dans X telle gque HX%Yh“

converge vers §. C'est une suite de Cauchy, car la relation (a)

Y +Y 2
donne : HYh—YﬁHZ = 2 "XFYHHZ + 2 HXFYmHZT“ 41X - n2 = <2 HX-xnﬂz '

+ 2 ||x - YmH2 - 4 82 , et cette expression tend vers O lorsque n et

n tendent vers 1'infini. Posons alors X = lim Y . X, appartient




au fermé K, et, d'aprés P-1-1, lim nx+xhn_= ﬂx—xon, done HX“XOH = 8.

Relation 1-2 - Montrons gque X vérifie (1=2) : pour A réel

compris entre O et 1, et Y ¢ Kon a (1—A)Xo + A % €K, donc ¢

w12 2 5 . 2ne w2 .
16X |12 < 15X, + XN = 15X 02 + AZE -1 + 20 By < XX, K-Y>
on en tire A|X Y% + 2 B, < X-X,X =Y > 2 0, et (1-2) pour A [, O

Inversement, si X € K vérifie (1-2), on a pour tout Y € K :
2
Nx-YIe = 1X-X  + (XO—Y)n2 = HX~XOH2 + MXO-Yn2 + 2 R, < ¥X,X-Y >
> %=X |I2.

———— ———— ———— toa— -

la relation : < X-XO,‘Y > = 0 pour tout Y € K.

En effet, comme Y' =Y + X € K, la relation (1-2) donne
R, < X=X, Y > < 0 puis de méme R, < X%XO,—Y s 0, done R, < X-X_, Y >
= 0. Wn recommencant le raisornmemert avec 1Y au lieu de Y, on trouve
Im < X&XO,Y > =0, d'ol < X—XO,Y s = 0. Inversement, si XO € K vérifie
< ¥-X_,Y > = O pour tout Y € K, on a (%1% = J%-x 12 + 1X -7)1° =

2
HX—XOH .

P-1-8 (Théoreéme de Riesz) - Tout espace de Hilbert H est identi-

fiable & son dual. Autrement dit, si @ est une forme lindaire conti-

=

nue sur H, il existe un élément unique X € H tel que l'on ait a(Y) =

< Y,X_ > pour tout Y € H et fefl = Ix M.

Si @ =0, X, = 0 convient. 51 & # 0, soit u € H tel que ®(u) =

A # 0 . Soit u_ la prejection de w sur 1'orthogonal de & '(0). Comme




u-u € ®"1(O), on a aussi @(uo) = A. Soit alors Y € H. De ®(Y)UO -

XY e @“1(0) résulte que cet élément est orthogonal & U, s arot
u

. >\. 3 1 :——_..9_0,
a(y) = - ”2 < Y,u, > . Il suffit de prendre X = A ™ H2 .
o o
L'unicité de u_ est immédiate. L'inégalité de Schwarz |a(Y)
s 'Yl I1X I domne [l < [IX || 5 et la relation &(X ) = X |2 mctre
que 1'on a en fait 1'égalité [lall = [IX Il .

1-4 Convergence faible.

La topologie définie par la norme d'un espace de Hilbe.t H est
appelée topologie forte, par opposition & la topologie faibie que

nous allons définir ; de m€me la convergence Xh - X définie prr

HX—XHH - 0 est appelée cénvergence forte (et aussi convergence m.q.
si H est un espace LZ). On peut aussi munir H d'une autre topologie
appelée topologie faible pour lagquelle les ensembles de la forme

(X: XeH |[<XY, > < 8;r 1= 1,2;...k} (k entier positif. a;, > 0,
Y quelconques dans H) constituent une base fondamentale de —oisina~
ges de 1'élément O. Dans cette topologie, la convergence, a:mpelde

convergence faible, est définie comme suit :

On dit qu'une suite X _ converge faiblement vers une limite X
q _

dans H si 1l'on a 1lim < Xh,Y > =< X,Y > pour tout Y ¢ H.

P-1-9 ~ 51 une suite Xﬁ converge faiblement vers X dans H, on a

1) < Lim )

En effet, |< X,X, >| = [|IX|l |X,) entraine X2 = 1in < X,%_ >
< 1% Zim 1%l
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b-1=10 = Pour gu'une suite Xﬁ converge fortement dans H vers une
limite X, il faut et 1l suffit qu'elle converge faiblement vers X
% que 1l'on alt [IX|| = lim ||X [l . En particulier, la convergence

forte entraine la convergence faible,

La condition est nécessaire d'aprés P-1-1 et P-1-2. Inversement,
si elle est vérifide, HX&Xhﬂz = UXH2 + < Xh’Xn > - < X,Xn S XnﬂX >

tend vers Q.

Pour aller plus loin dans 1'étude de la convergence faible, "1
faut disposer d'un théoréme fondamental (théordme de Banach-Steinhaus)
vi.able pour les espaces de Banach (on rappelle gu'un espace de Tanach
est un espace vectoriel normé complet : en particulier tout espac: de
Hilbert est un espace de Banach). Posons d'abord deux définitions et

un lemme.,

Soit E un espace de Banach, et p : E - R une fonction sur E a

valeurs réelles. On dit que p est une fonctiommelle convexe sur I

si 1'on a p(X+Y) < p(X) + p(Y) et p(AX) = |A\| p(X) pour X, Y € E
¢t A complexe (en particulier, ceci entraine O = p(X) pour tovt

£ ¢ E). On dit que p est gemi-continue inférieurement (sci) si pour

tevt X € E et tout € > 0 il existe n > O tel que HXvXOH =< n entzaline

p(7) = p(X)) - e.

— o o S S

lemwe sur les_fonctionnelles convexes. Soit E un esra.e de
Panach et p w~ F tiranelle convexe sci sur E. Il existe un nombre

M < oo tel que 1'on ait p(X) < M IIX]! pour tout X ¢ E.

Désignons par Br(X) la boule fermée de centre X et de rayon r.

et montrons d'asbord que si p n'est pas bornée sur B1(O) elle n'est



bornde sur aucune boule Br(Y) (r > 0). En effet, si p{X) = C pour
X E-Br(Y), on a p(X-Y) < p(X) + p(=Y) = p(X) + p(¥Y) = 2C d&és que

|%-Y]] « r. Soit alors Z ¢ H avec ||Z]] < 1. Prenoms X =Y + r7 € B_(¥).

De 7 = X%X résulte p(2) = %g ., et p est bornée sur B1(O)a

Supposons alors que p n'est bornée sur auecune boule B>V,
o
r » 0, et montrons que celd conduit & une absurdité. Prenons

’
X1 € B1(O)'avec p(X1) > 1. Comme p est sci, 1l existe Py < % tel que

Bp (X1) c %1(0) avec p > 1 sur Bp (X1). Par récurrence, on Forme une
1 o 1 1

siite X , p, avec Bpn(Xn) c Bpnr1(Xﬁ_1), Py <5 Ppq ©F p(¥X). > n sur
1 , : : s ]

Bpn(Xﬁ). De Py < n resu?te que la suite Xh est une suite de Cauchy.

Soit X sa limite dans E. Pour n 2 m, on a X € Bpm(Xm) done

X, € B (X ). Par suite p(X,) > m quel que soit m, ce qui comtredit

m
p(XO) < », Donc p est bornde sur la boule unité.

1-1-11 (Théoréme de Banach-Steinhaus) - Soit Uy 161 vne famille

Atgpplications lindaires continues d'un espace de Banach F dens un
espace vectoriel normé F..S1 l'on a Sup HUi(X)” < e pour tout X ¢ E,
alors Sup Ul <= . ~1E;
i€l
En effet, l'application X - HUi(X)" de E dans R est lindaire
et continue pour chaque i € I, et on vérifie immédiatement que 17ap-

plication X — Sup HUi(X)H est une fonctionnelle convexe sci. Te Ior-
i€l
me ci-d¢ssus domne donc Sup U4l < - .
i

Appliquons ce théoréme & la convergence faible dans l'espace de
"Hilbert H. On rappelle qu'une partie T de H est fotale dens H ai son
enveloppe lindaire (ensemble des combinaisons linéaires finles @7é1¢-

ments de T) est dense dans H.
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P=1~12 - Soit T une partie totale dans H. Pour qu'une suite xn con-
verge faiblement vers X dans H, il faut et il suffit que 1l'on ait
Szp HXhH <wet <X,¥>=<XY>pour tout Y € T.

La condition est nécessaire, d'aprés le théorime de Banach-
Steinhaus (appliqué & la famille Un Pt Y- < Xh,Y > d'applications
de H dans &’). Inversement, supposons cette condition vérifide, et
soit Y € H. Si Y appartient & 1l'enveloppe lindaire L(T) de T, < X,Y >
converge vers < X,Y > . 8i Y £ L(T), soit Ye € L(T) avec HY-YEH < €
(puisque L(T) est dense dans H). De < X %Y > =< X ~%, -, > +
< X%, Y_ >, on tire |< xn-x Y >| < e (X0 + Sup Nz, +
< X X T >| . Le second terme tend vers O pour n infini, le premier

peut &tre choisi arbitrairement petit. Donc < X -X, Y > tend vers 0.

P-1-13 - Tout espace de Hﬁlbert H est faiblement complet (autrement

dit si une suite xn dans H vérifie 1lim < Xﬁ-X yI > = 0 pour tout
n,m
Y € H, la suite X est faiblement convergente)

En effet, pour chague Y, la suite numérique < X »Y > a une limite,soit
®(Y). D'aprés le théordme de Banach-Steinhaus, on a B = Sup Hxnﬂ < oo,
donc aussi |®]l < B < e , D'aprés le théoréme de Riesz, ilnexiste

X € H tel que la forme lindaire & soit de la forme &(Y) = < Y,X > ,

c'est-a-dire o(Y) = < X,Y > . Done Xn converge faiblement vers X.

P-1-14 (Compacité séquentielle faible) - i une suite X, dans H véri-~

fie Sup HXhH <« , on peut en extraire une suite partielle faible-
n

ment convergente,
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En effet, désignons par L l'enveloppe linéaire des X, par T
il
son adhérenee dans H, €t par L son orthogonal dens H. Pour Y & L4 ’
ona<X,I>=0, et il suffit donc d'établir la convergence faible
dans T . Or T adlet une partie totale dénombrable {QP, P = 1925004}
(par exemple Ep = X@). Comme |< Xh,£1 >| = nxn" "81" est bornée, on
peut extraire de Xh une premiere suite partielle x; telle que
1, L 1. . R 2
< Xn ,81’> convergg.vﬂe,xn s de méme on extrait une squs suite Eh
telle qué < Xﬁ ,EZ‘>.conwerge, et, par itération, pour tout entier
p positif, on forme une suite partielle Xﬁ extraite de X§f1 et telle
P p . : . P p , -
que < Xn 21 >, < X£ ,32 > e et < Xn Qp > convergent. La sous-suite
diagonale Xg est alors telle gue < Xﬁ-’ep > converge quel que soit p.
Comme {ép} est une partie totale dans T , il résulte de P-1-12 que

XE converge faiblement dans L (donc aussi dans H).

Section 2 - LES FONCTIONS ALEATOIRES D'ORDRE 2

Si E est un ensemble et LZ(Q,H;P) un espace de Hilbert de clas-
ses d'équivalence de variables algatoires, on dit qu'une application
Z : E - L2(Q,C§P) est une fonction aléatoire d'ordre 2. Dans ce qui
suit, nous nous limiterons au cas E = B" . Pour chague x € B® , 4(x)

est done une (classe de) V.A. & valeurs réelles ou complexes, On ap~

pellera covariance non centrée ( et par abus de langage simplement

covariance) ‘la fonction C B x g% - £ définie par
o(x,y) = E[2(x) ZUy)] = < 2(x), Z(y) >

De méme, on désignera parfois par m(x) = B[2(x)] = < 2(x), 1 >




1l*espérance de Z(x). La covariance proprement dite, ou covariance
centrée serait la fonction o définie par o(x,y) = < Z(x)=-m(x),z(y)-m(y)>

= O(x,y)-m(x)m(y).

2~1 Continuité en moyenne quadratigue.

Nous dirons que la F.A. Z est fortement continue sur l'espace

euclidien E (ou continue en moyenne quadratique) si 1l'application

2t E - L2 est continue, c'est-a-dire si X, * X dans E entralne

Z(X )~ z(x) fortement dans I? .

P~2-1 - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a/ Ia F.A, d'ordre 2 Z est continue en moyenne quadratigue

. . . n
b/ La covariance C est continue sur B® x R

(Mﬂ"hf'dbqu
¢/ La covariance C est continue suz—3a diagonale de mp X mp.

a/ = b/. Soient X, et In deux suites dans l'espace euclidien E con-
vergeant respectivement vers les points x et y. Il faut montrer
C(x,»¥,) — Clx,y). D'eprés a/, z(x,) - 2(x) et a(y,) - z(y) dams I°.
Donc, 4'apreés P-1-3, < Z(xn), Z(yn) > = C(xn,yn) converge vers

< #z(x), 2(y) > = ¢(x,y).

I1 est clair que b/ = c/. Montrons ¢/ = a/. Soit X, une suite con-
vergeant vers x dans E. Il suffit d'éecrire HZ(Xn)-Z(x)H2 = C(xn,xn) -
C(xn,x) - C(x,xn) + C(x,x) et d'utiliser la continuité de C au point

(xyx) € E x E pour en déduirevHZ(xn) - z(x)Il - o.

On voit, d'apres P-2-1, que la continuité de C sur la diagonale

entraine sa continuité sur E x E entier. Une covariance n'est donc




e
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certainement pas une fonction quelconque. Ve fait, si k est un ehtier
> O,'x1, x2,...xk k poihts'de E et h1,...kk k nombres domplexes quel-

congues, on a :

2 A 87 G(Xi,xj) = 0

car E[IZ}xi z(xi)lz] = D A Xj < Z(xi),z(xj) > = 0. Inversement,
i, . ‘ A

si une fonction C sur R® x B® vérifie cette propriété, on peut

montrer qu'il existe une F,A. (par exemple a'loi spatiale gaussienne)

admettant C comme covariance.

2=-2 I'esgpace H(A) des,combinaisons linéaires finies, et 1l'espace

H engendré par Z.

" Désignons par A 1'ensemble des mesures sur E & support fini,
k _ R
clest-a-dire des mesures de la forme N = I RA; Sy (Ai complexe,

'8 mesure de Dirac au point x;), et désignons par Z(A) 1l'intégrale :

i

100 = [Max) 2 = B Ay axy)

i=1

ul a toujours un sens uisque c'lest en réalité une combinaison li-
q ’ a

néaire finie d'éléments de LQ. Nous définissons ainsi une applica~
tion lindaire % : A - L°. Soit H(A) lfeSpace image de A dans 12
par cette application (espace des combinaisons linéaires finies).

2

C'est un sous-vectoriel de L~ non fermé en général. Désignons alors

2

2

par H = H(A) son adhérence dans I¢. H est un sous-espace fermé de L%,

donc un espace de Hilbert (espace de Hilbert engendré par les z(x),

X € m?). I1 contient les combinaisons linéaires finies des Z(x), x € ™

et aussi les limites en moyenne quadratique de telles combinaisons-
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linéaires finies (donc toutes les V.A. que 1'on pourra déduire des
z2(x), x € R a 1'aide d'opérations lindaires ayant un sens en moyenne
quadratique). Par comstruction, {Z(x), x € K"} est une partie totale

dans H.

On notera 1l'expression simple du produit scalaire entre éléments

de H(A) =

(2=1) < 7Z2{0\), Z(A') > =ff)\(dx) C(x,y) Nt (ay) (AyA' € A)

Plus généralement, pour A € A et X € L2, on a de méme :

(2=2) <z(A), X> = f?\(dx) < z(x), X >
Ces formules se démontrent immédiatement, puisqu'il s'agit en réali-

té de sommes finies. Nous allons généraliser ces résultats au cas de

mesures a support non fini.

2=3 L'intégrale stochastique.

Soit p une mesure sur l'espace euclidien E = BY (41 s'agit iei
de mesures de Radon, c'est-a-dire de formes lindaires continues sur
1l'espace des fonctions continues & support compact muni de sa topo-
logie habituelle). Notre objectif est de donner un sens & 1'intégrale
an(dx) 2(x) (qui représentera un é1lément de L2, c'est-a-dire une

V.A. et non pas un nombre). Dans tout ce qui suit nous supposons

toujours que Z est une F.A. continue m.q. done que la covariance G

est continue sur RS x Ep .
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a/ Caﬁa@ﬁéﬁi§ati@hufaibléudéwiiiﬁ7égﬁalevyfp(dxf‘ffk).

Pour tout X € L2 » la fonetion x - < %(x), X > est continue
sur E, puisque la continiité forte eéntralne la continuité faible. Si
la mesure p, est telle que 1! mtegralefu(dx) & %(x), X > existe pour
tout X € 12 , 1t'application X -/ u(dx) ¢ X, #(x) S (imsginaire con-

26 Si-

jugude de 1'intégrale précédente) ést une forme lindaire sur I
de plus cette forme lindaire est continuey de théordme dé Riesz nous

garantit 1'existence d'un élément Z(n) € I° tel que 1'on ait :

(2-3) < 2(w); &5 j pldx) € 2(x), % > (Xxe1?

Cet &lément appartient d'ailleuvrs & liedpace H e i engendré par les
72(x), x € @ (car on a < (%), X5 = 0 potir tout x € R® dds que X est
dans 1'orthogonal de H; done aussi < Z(u), X % = 0). Nous dirons que
z(p) est 1'intégrale (stochastigue) de Z(x) pour la mesure u, et nous

éerirons souventtiptax) #(x) au lieu ge z{p)

Si p est he fesufe p@si%iﬁé.%éllé”aué‘fu(dx) N2(x)|| < e , 1'in-

tégrale Z(p) existe. En gffet; 1'indgalitd de Schwarz domne
|qu(dX) < a(x), x5 | %gfu(ax>l < 7(%),Xx> | = Hxnvfu(dx) 12

L'application Xa‘J“u(ax) ¢ X; #Z(x) » & doric uné norme inférieure &
[ulax) 1z(x)]| , donc finie, et le théortme de Riesz s'applique.
Si u est une mesure gquelcongie, le mfme résultat est valable & con-

dition de remplacér | pa¥ la mesure Valear absolue |p| . Ainsi :

P-2-2 - Pour toute mésure de Radon i sur R" , la condition

jlul(dx) N2(x)|l « 0 est suffisante pour 1'existence de 1'intégrale
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stochastique Z(p) définie en (2-3). En particulier Z(p) existe pour

toute mesure p & support compact.

lLa définition faible (2-3) ne permet pas de calculer la norme
Nz(uw)|l et de généraliser la relation (2-1). D'sutre part, comme
z(n) € H et que H(A) est dense dans H, nous savons bien qu'il existe
une suite de combinaisons lindaires finiesvrxn(dx) Z(x) , A, € A con-
vergeant fortement vers Z(u) =vfu(dx) %(x). kais nous voudrions pou-
voir exhiber explicitement une telle suite (ne serait-ce que pour
avoir un moyen de calcul approché). Pour cela, nous allons d'abord
examiner le cas ou p est & support compact, et, en premier lieu,

établir quelques lemmes.

b/ L'espace M, des mesures & support compact.

Désignons par m%:=N%(E) l'espace des mesures de Radon &

support compact sur l'espace euclidien E = Bp

. On sait que M, est
le dual de 1'espace (¢ (E) des fonctions continues sur E muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts. La convergen-

ce (faible) dans M, est alors caractérisée comme suit @

Une suite W, converge vers u dans M, sl et seulement si

les deux conditions suivantes sont vérifides :

1/ - Les supporbs des mesures by sont contenus dans un com-

pact fixe (qui contient alors mécessairement aussi le support de p).

2/ - Pour toute fonction continue o € @ (E), la suite
vrpn(dx) p(x) converge versb/h(dx) o(x)
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Pour le démontrer, on peut partir du fait que le dual de M, est
@ (B) lui~méme ( @ (E) est réflexif). Donc, si A n'était pas dense
dans Mé, d'aprés le théoréme de Hehn-Banach il existerait une fonc-
tion ¢ € @ (E) non nulle avec JSX(dX) ¢(x) = O pour tout A € A, et
en particulier avee \ = 6y (mesure de Dirac en y), o(y) = O pour tout

y € B : mais celd contredit p # 0.

Donnons une autre démonstration, plus directe, en construisant
effectivement une suite Ay dans A convergeant vers une mesure p € M,
donnde. Pour cells, considérons pour chaquée entier N la partition de
E = B® constitude de cubes Ag (avee i au lieu de (i1,i2,...in), i1,

| : 1 i +1
A = {x = (x1,x2,...xn) : Eﬁ s x, < ¥ y k 1,2,...n}

et choisisgons pour c¢hague i un poind xﬁ € Ag + Posons :

A =2 BOED 8y
i

Comme p € M, est & support compact, l'expression de Ay ne comporte

gqu'un nombre fini de termes non nuls, et Ay € A . De plus, les Ay

ont leurs supports contenus dans un compact fixe K . Il reste &

vérifier la condition 2/ pour établir la convergence Ay — p . Soit

donc @ une fonction continue sur E. On a @

Prgtan) ot =2 w) o) = fu@) B 1 (0 1 4G 90D
1
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(la présence de 1'indicatrice 1, (x) nous garantit que la somme ne
K

comporte qu'un nombre finl de terme ). La majoration :

N
|21y (o) 1A§'_(X) o(x;)| = xgg lo(x) |

jointe au fait quekflul est fini (pﬁisque u est & support compact)
nous autorise & appliquer le théoréme de convergence dominde. Or,
pour N — e« , on trouve pour chaque x € E : I 1, (x) 1 y(x) @(xg) -
. i o A

~ 1g (x) o(x) . Par suite ur)\N(dX) ¢(x) converge vers \f u(dx) o(x)

o) K ‘

. 0

fJH(dX) o(x). Ainsi Ay converge vers p dans M,, et A est dense dans

Mc .

oy ey cavnl s e v i

Lemme 2-2 - La convergence by ~ @ dans N, entraine %ngTunl < oo,

En effet, soit Kb.uh compact contenant les supports des by -

L'espace @’(Ko) des fonctions continues sur K muni de la norme

Sup |p(x)| = llo|l est un espace de Banach, dont le dual est 1'espace

“

o
M(Ko) des mesures de Radon sur K,» et M(Ko) est un espace de Banach

pour sa norme qui est définie par |l =bf|p| . Pour tout ¢ € 0?(K )s
on a par définition.ufpn \fu¢ y donc Sup Ivr“n ¢| < o , D'apres
le théoréme de Banach~Steinhaus (P-1-11), 11 en résulte bien Sup ”pn”

- sw Jlugl <= .

Lemme 2-3 - Si by et Vo sont deux suites convergeant dans M, vers

les limites p et v respectivement, on g lim By ® vV, = 1 ® v dans
n,m

M, (E x E).

En effet, si Ko est un compact contenant les supports des Ry et
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des v_ le compaet K 5 X K de E x E contient le support des mesures

£

produit p, ® v . Il reste & vérifier que 1l'on a

1l

1im‘[{wn(dx);m(x,y) vm(dy)

n,mv

| jp(ax) o(x,y) v(dy)

pour toute fonction g continue sur K x K . Or une telle fonction o
est uniformément continue sur K, X K, » Pour e > 0 donné, on peut
donc trouver n tel que jyﬁy0|<< 5 entraine 1@(x,y)-@(x,yo)l< € pour
tout x € Kb$et toutqyc € Kb . On peut alors couvrir le compact Kb
par un nombre fini k de boules Bﬂ(yib, i=1,2,...k Soit y € K, et

y; tel que y € B (y;). On peut éerire 3
j‘“n'(dx) o(x,¥) -—fuf(:dx) o(x,y) = j?[unz(dx)-l,u(:dx)]’[-fp(x"y)“~°f’(x’yi)].
[Ty @0)-u(a)] lx,7)

D'apres le lemme 2-2, on a sup j}unful < B 2 o, et d'autre part
|¢(x,y)—¢(x,yi)1 s.e‘uniformg%ent en x € X . Le premier terme est
donc majoré en module p@é £B._-Comme~fun(dx) o(x,y;) ~» plax) o(x,,)
pour chaque i = 1,2,...%, le second terme est de méme majoré unifpr-
mément en i dés que n est assez grand. Ainsi, la convergence des
fn(y) =ufun(dx):¢(x,y) vers f(y) =gfp(dx) o(x,y) est uniforme sur

y €K . Onen déduit :%%ﬁ&fiiniy)"f(y)] vm(dy) = 0 (puisque

Sup‘J[va < w), D'autre part fn-ﬁt{f sont continues sur KO y de sorte
m

que Lim [2(y) vy(ay) = [2(y) v(ay). 11 en résulte bien :
m ' *

-

Lin [fu,(ax) 9(x3) vy(ay) = | [ulan) g(xy) v(ay)

n,m Ve
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¢/ Caractérisation forte de 1'intégrale stochqstiquejﬂH(gg)_g(z).

Examinons tout d'abord le cas des mesures & support compact.
Comme corollaire des lemmes ci-dessus, nous obtenons 1'énoncé sui-

vant :

P-2-3 ~ Pour toute mesure p & support compact, il existe une suite
Kn de mesures & supports finis convergeant vers p dans B, . Yo
toute suite A convergeant vers p dans i, » la suite.fxn(dx3 7(x)

converge fortement vers f(u) = bfp.(dx) Z(x).

Soit en effet une suite A convergeant vers p dans M, (il en

existe, d'apres le lemme 2-1). D'aprés le lemme 2-3, on a @

lim < 2(r,), 2(r) > Vﬁf“(dX) clx,y) mldy)

n,m

Donc, d'aprés le critere de Cauchy, Z(An) converge fortement vers

une limite Y € L2 . Comme la convergence forte entraine la conver-
gence faible, on a 11m <\JX (ax) 2(x), X > =< ¥,X > pour tout X ¢ 12,
nals <j)\ (ax) z(x), X > —f)\ (dx) < Z(x),X > converge vers Jp(dx)

< 7(x),X > puisque la fonction < 7Z(x),X > est continue et que &n
converge vers u dans M, . On a donc < Y,X > =~fu(dx) < A7 >, et

Y est identique & 1'intégrale Z(p) définie par la relation (2-3).

Comme corollaire, on obtient les relations suivantes, valables

pour p et pu' a support compact :

~

Jmmmziﬂmu>u&wamw
(2-4)
<um,mm>>iUMw>umwa%w>

L



I1 suffit, en effet, d'appliquer P-2=3 avec des suites A_ - p' » On
a alors < Z(p), Z(p') s = 11m < aln, ), Y(A ) > (d'apres P-1-3) =
= lim ij (dx) C(x,y) & (dy) —\iju(dx) olx,y) p'(dy) (a'aprds le

n,m
lemme 2-3%).

Notons aussi que‘ifbh a le droit de permuter le symbole dfes-

(2-5) " fEﬁ‘x‘('d’x) a(x) = J:p(-dx) B[ 7(x) ]
I1 suffit, en effet, d'appliquer la relation faidble (2-3) avec X =
=1 ¢ T2 . On notera aussi que; si 1l'on utilise 1a suite Ay =

Z)u(A.) 5 introduite dahs la démonstration du lemme 2-1, on voit

il

que la sulte Z)u(A ) Z(XN) convérge fortement vers Z(n) —N[u(dx) z2(x).
On peut donec con51dérer Z(p) comne uhe intégrale de Riemann~-Stieltjes

en moyenne quadratique.

2

P-2-4 - L'application p - Z{p) de M, dans L est fortement continue.

v

En effet, si by = u dans M, s
I20,) -2 = | Jfg (@) =plan)] 6x,7) [5,(ar)-i(ay)]

d'aprés (2-4), et cette expression tend vers 0, d'aprds le lemme 2-3,

puisque By = W tend vers 0 dans Mﬁ %

Dans le cas ol u n'est pas & support compact, notons seulement

le rédsultat suivant ¢

P-2-5 - Soit p une mesure de Radohn sur R telle que [[u](ax))z(0)]

<o, et 15 1l'indicatrice de la boule de rayon n. Posouns by = 1g Be
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Alors la suite Z(p ) converge fortement vers Z(p), €t on a
ﬂZ(p.)"2 f[fu(dx) c(x,y) wlady)

De méme, si p et v sont deux mesures telles queu{|p|(dx)nz(x)n et
hf]v[(dx)ﬂz(x)ﬂ soient finies, on a :

< 7(w), z(v) > =jjp(ax) o(x,y) v(dy)

En effet, on a < Z(u,), Z(py) > =jjun(dX) c(x,y) ny(dy) =

f{jﬁ(dx) 15 (x) ¢o(x,y) 5 (y) p(dy). ZIa fonction & intégrer est
n il
majorée en module par ||2(x)|l |2(y)|l, et par hypothése

2
”lul(dx) Nz(x) Wz(y)i|ju](ay) = (ﬁ“l(dx) nz(x)@

est fini. Le théordime de convergence dominée donne donc

1i = c(x,y) n(d
lin < 2ln) 2uy) > [[utax) otxy) Tlay)

D'apreés le critere de Caﬁchy, Z(pn) converge donc vers une limite Y
telle que HYH2 fiju(dx) ¢(x,y) p(dy). Pour tout X, d'autre part,

< z2(py), X > =_fpn(dx) < 7Z(x), X > converge vers < Y,X > (puisque

la convergence forte entralne la convergence faible). Mais

fp.n(dx) < 2(x),X > =j1Bn(x) < Z(x),X > p(dx) converge aussi vers
J‘< z(x),X > p(dx), comme on le voit en appliquant & nouveau le thé-
orémé de convergence dominde. Un a donc < Y,X > =,fu(dX) < Z(x),X >

pour tout X € 12 y c'est-a—dire Y = Z(un).
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2-4 L& dérivation en moyenne quadratique.

‘Dans cette sous-section, nous nous plagons dans l'espace eu-

clidien E = R & une gseule dimension, & seule fin de simplifier les
notations. Les rdsultats se transposent d'eux-mémes en termes de
dérivées partielles dans le cas de 1'espace IR" , uais, dans ce der—
nier cas, il est souvent plus intéressant d'utiliser la notion un
peu plus forte de différentiabilité. Nous n'éxaminerons cette der-

niére, dans la section 3, que dans le cas des F.A. stationnaires.

vi 7 est une F.A. d'ordre 2 sur la droite réelle, nous dirons

qu'une F.A. d'ordre 2 Z' est la dérivée en moyenne quadratique de 2

n Z{x+h)-Z(x)
h

si, pour tout x € R, converge fortement vers Z#(x)

lorsque h tend vers O.

————

Dtaprds le critére de Cauchy, la F.A. Z(x) admet une dérivée
o 2len)-a(x)  a(x+d)-2(x)
h ] h'

si et seulement si lim > existe,

h,h'-0
Or ce produit scalaire vaut :

E;H' [C(x+h,x+ﬁ) - O(x,x+h) - C(x+h,x) + C(x,x)]

On voit ainsi que Z est dérivable si et seulement si la covariance
2
2z . rd bc by » by
C(x,y) admet une dérivée seconde 3% oy (en un sens trés légérement
généralisé) en tout point de la diagonale de R x R. Lorsque cette
condition est remplie, la dérivée second existe en tout point de

2
R xR, et 3%—%§ est la covariance de la dérivée 2'(x).

En effet, on trouve d'abord :
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Z2(x+h)-2(x)
n

< 72'(x), Z(y) > = 1lim < y Z(y) > =

h-0

. 0
= 1:’]‘1}:(131 '111' [C(x+h,y) -~ C(x,y)] = X C(x,y)

(puisque la convergence forte entralne la convergence faible), puis

de ménme

2
< 2'(x),2'(y) > = lin < 2" (), HEREQ) 5 - 0 o(x,y)

e d

Ainsi

P-2-5 - Une F.A, d'ordre 2 sur R admettant la covariance C est dé-

rivable en moyenne quadratique si et seulement si la dérivée seconde

généralisde h;i?qo E%T [O(x+h,x+h) - C(x,x+h) - C(x+h,x) + C(x,x) ]
?
existe en tout point de la diagonale de R x R . La dérivée seconde
5 :
0°Q

existe alors en tout point de R X IR et coiIncide avec la cova-

0x Oy
riance de la dérivée.

Le rapport entre 1l'intégration et la dérivation est précisé par

la proposition suivante :

P-2-6 - Si 7Z(x) est une F.A. d'ordre 2 continue m.q. sur R, on a en

x
tout x € R et pour a réel quelconque = é% vf z(g)ag = Z(x).
a

X+h

+h X
En effet, on a p UXZ(E)d%; -J z(g)dg} = ¢ J 7(£)dE , puis :
a a X ’

X+h x+h x+h
” % J' Z(E)dE. - 7Z(x) ” = -11-1- ”J [Z(E) - Z(X)] ac | = %J ”Z(g) - Z(X)”dg
X X p.4

Comme Z est continue m.q., on a ||2(£)-2(x))) < € d&s que |E-x| est
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inférieur & un certain 1. Pour h < 7, 1l'intégrale précédente est

___donc majorée par e, donc tend vers O avec h, ce gui établit la pro-

pos itlono

- gection 3 -

LES FONCTIONS. ATPATOTRES’ STATTONNATRES D'ORDRE. 2 (FAST)

B 1 La covariance.

Une F.h. dvordre 2 7(x)y x € B est dite stationnaire si E[Z(x)]
est une constante et si E[Z(x) Z(yYT = ¢(x-y) pour une fonction C(h),
h EIRn appeléé covariance stationnaire (non centrée). Cette cova-

riance vérifie les propriétés :

{ cto) = B[|2(0)|% = 0
¢ __

| o) = TTHY

¢ °

£ lem)| = o(o)
D'aprés P-2-1, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a/ 74(x) est continue m.g.

b/ La covariance stationnaire C est continue en h = 0.

¢/ C est continue sur B™.
De méme, une F.A. sur R, 7(x) sera dérivable si et seulement si
c(h) est deux fois différentiable en h = 0. C(h) sera alors deux

fois différentiable en tout h € R, et la dérivée seconde changdée de

signe -C"(h) sera la covariance stationnaire.de la FAST dérivée 7' (x).




- 28 -

(Nous verrons au paragraphe 3-7 que ce résultat subsiste dans mp),

On voit que les covariances ne sont pas des fonctions tout~a-
fait quelconques. En fait, pour gu'une fonction C sur mp soit une
covariance (c'est-a-dire pour gu'il existe une FAST Z(x) admettant
- la covariance stationnaire C(h), il faut et il suffit que C(h) soit

de type positif, c'est-a-dire vérifie :

(3-1) N Kj C(xi-xj) = 0

1,
pour tout entier k > 0, tout choix de k points x1,...xk dens R" et
tout choix de k nombres complexes hj, xz,...xk t cette condition est
nécessaire (elle exprime E[ | LN Z(xi)lz] > 0). Inversement, si elle
est vérifide, on peut former ine F.A. & loi gaussienne (par exemple)
admettant C comme covariance stationnaire. Nous verrons plus loin
(théordme de Bochner) la caractérisation des fonctions de covariancg#

continues.

Lorsque la FAST Z(x) est continue m.q., c'est~a-dire lorsque la

covariance C(h) est continue, 1l'intégrale stochastique bfu(dx) Z(x)

existe pour toute mesure p bornée (c'est~a~-dire vérifiant JWpl(dx) < ),
Celd résulte de P-2-2, puilsqu'ici HZ(X)H2 = C(o) est une constante.

Les relations (2-4) et (2-5) deviemnment ici

Bl [2(x) w(ax)] = m fulaxn) (m = E[2(x)], vx € ®")

< 7(p), 2Z(p") > =_Uu(‘1X) C(x-y) r'(ay)

S5i p est une mesure bornée, on peut donc introduire la F.A. d&'ordre 2 :

'ﬂx)=juwy)2@%m



- 29 -

(régularisée de 7 par la mesure p). Elle admet 1'espérance E[Y(x)] =

=_m;fu(dy) indépendante de x, et la covariance :

< ¥(x), ¥(x') > i[fu(dy) C(y-y' + x-x") uldy")

qui ne dépend que de x-x', et non séparément de x et x', La résula—

risée est donc elle-m&me une FAST, dont la covariance stationnaire

est la fonction K définie par :

K(h) =jj‘p(dx) O(h+x-x') m(dx')

Si la mesure p admet une densité olp(dx) = o(x)dx], on pose x' = y+h,

et on trouve :
k() = Jo(n-piay [o(x) Flxeylax

soit

K:C%g*a

v . : . v .

9, bransposée de es inie par o(x) = o(~x)). On sait qu'un

(g, ¢ de 9, est déf o(x) = o(~x)). 0 % qu’
produit de convolution est dérivable pourvu seulement que l'un de ses
facteurs le soit. 5i donc la fonction ¢ admet une dérivée d'ordre 1,
K est deux fois dérivable, et la régularisée Y(x) est dérivable m.g.

méme si Z(x) ne 1'était pas.

3-2 le groupe continu U11 d'opérateurs unitaires.

Soit Z(x) une FAST sur R- et C(h) sa covariance stationnaire.

2

Désignons par H(Z) c LZ le sous—espace fermé de L“ engendré par les

2(x), x € B® . Nous nous proposons de définir sur H(Z) un groupe Uy
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d'opérateurs prolongeant les translations de m? .

' Soit h € B . Pour tout x € Rr™ , posons d'abord Uh Z(x) =
= Z(x+h). U, est une application de {Z(x), x € mp} dans lui-m&me
(en effet, si x et y sont deux points de ®Y , z(x) = a(y) équivaut
Nza(x) - Z(y)H2 = 0 donec a C(o) = R, C(x~y) et entraine donc Z(x+h) =
= Z(y+h) pour tout h € R™). Cette application est bijective, et ad-
met U;h comme inverse. Enfin les Uh constituent un groupe commuta-

tif ( =0 U, =0

Upint = B Ypr = Upo
pace (non fermé) H(A) des combinaisons linéaires finies en posant

Uh). Nous prolongeons ensuite U, sur 1l'es-

Uh\fh(dx) z(x) =kfx(dx) Z(x+h) (A € A)

On vérifie comme ci-dessus que cette application de H(A) dans lui-

méme est bien définie (z(n) = Z(A') équivaut & :

Jiran-at(@n] eey) [Ray)-x'(ap)] = o

et entraine done U, z(\) = Uy, 7Z{(A') pour tout h € mp).vPar construc-
tiom, Uy est un opérateur lindaire sur H(4A). Il admet 1'inverse U_,
et les Uh s N € RY forment un groupe commutatif. En fait, Uh est un
opérateur unitaire, car : | |

< U, 2(0), Ty 2(x') > =bfx(dx) C(x-y) N'(dy) = < z(7), Z(A") >

et de m8me, plus généralement :

< U Z(A)y Uy, Z(A') > = < Ty p, 200, 2D >

Enfin U

| est continue en h (dans le sens lim U z(n) = U, Z(\)

h-0
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pour tout Z(A) € H(A)) si et seulement si Z(x) est continue m.q.»
c'ést-a~-dire si et seulement si la covariance C(h) est continue
(vérification immédiate).

Uh se prolonge ensuite sur H(Z) = H(A) en posant pour tout
Y € H(z), U, Y= 1lin U, z(n,) pour une suite A telle que z(A) - ¥
[cette limite existe, car la suite Uy Z(A,) est une suite de Cauchy
d'apres la relation 10, z(x,) - Uy Z2(r )l = hz(x,) - Z(hm)ﬂ et ne
dépend pas du choix de la suite A, telle que Z(A,) - Y : si une
autre suite Z(A}) = ¥, on a Z(A-A}) - 0 et aussi U, [2(A)-Z(AMI =
= flza(a )-2(A )|l - o].

Les relations suivantes sont conservées par ce passage a la

limite, et restent donc vraies sur H :

(
(Un="%
(
( Ynent = Up Upr = TUpo Uy
(3-2) E :
g o, Yil = 1y
<Uy ¥ Ty ¥' > =<0 4,0 ¥y T' >

I1 s'agit donc d'un groupe d'opérateurs unitaires sur H. Ce groupe

est continu en h € B> (c'est-a-dire U, Y - Y pour h - 0) si (et seu-
lement si) la covariance C(h) est continue. Fn effet, soit ¥ £ H(A);
mais Y € H, et € > 0. On peut trouver Z(A) € H(A) avec ||Y - Z(A)] s c.

On a alors ||[(U~=D)Y]l s [(U,~D)[Y-2(M) ]| + 1(U~I) 2(r)

l. Le premier
terme est majoré par 2e¢ et le second est arbitrairement petit pour

h assez petit, d'ou la continuité.
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Les relations (3-2) montrent qu'a tout Y ¢ H est associde la
FAST Y(x) définie par ¥(x) = U Y. En particulier, 2z(x) elle-méme
est de cette forme, car Z(x) = U, Z, avec 7 = z(0). Ainsi z(x),
X € R" coincide avec la trajectoire dans H de 1'élément Z0 pour le
groupe U_ . Le fait que H = H(Z) soit l'espace de Hilbert engendré
par les %(x), x € B est une limitation superflue que nous allons

maintenant lever :

Soit Z,, i € I une famille (éventuellement infinie) de F.A.
d'ordre 2 sur R® . On dira que c'est une famille stationnaire si,
pour tout i € I, E[Zi(x)] est indépendant de x, et si pour tout
i,j € I, la covariance (rectangle) E[Zi(x) Zj(y)] est de la forme
Cij(x—y), c'est—é-dire dépend uniquement de x-y et non pas séparément
de chacun de ces deux points. Désignons par H l1l'espace de Hilbert
engendré par les Zi(x)? ieI, x € R*, et posons U, Zi(x) = Zi(x+h).
Uh se prolonge encore @ar un groupe d'opérateurs unitaires sur H,

continu en h si et seulement si chacune des FAST Zi(x) est continue

m-q_-

On voit que finalement la donnée d'une famille stationnaire de
P.A. d'ordre 2 continues en moyenne quadratique est équivalente & la

donnée d'un groupe continu d'opérateurs unitaires Uh, h € Eﬁ y éfi-

nis sur un sous—espace fermé H d'un espace LZ(QJQLQ). C'est dans ce

cadre que nous allons maintenant travailler.

A tout élément Y € H est associde la FAST ¥(x) = U Y, x € ®",
dont la covariance statiommaire est la fonction C définie par C(h) =
= < Uh Y,Y >, et aussi le sous-espace fermé H(Y) « H engendré par
les U Y, x € B . On désignera par ny le projecteur de H(Y). Il

vérifie la relation de commutation :
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~ n
(3-3) Uy My =Ty Ty (h € R")
En effet, H(Y), engendré par les Ui Y, x € R" s, est stable par cons-
truction pour Uh o Soit X € H. Dans 1l'expression Uh X= Uh n& X+
+ UL(I—Hy)X le premier terme est donc dans H(Y). Le second est dans

1'orthogonal de H(Y), car pour tout x € B , on a < U, Y, Uh(I—n&)X >

=<U_, Y, (I—n&)X > = 0. D'aprés 1l'unieité de la décomposition or-
thogonale, on en déduit U, H& X = ny U, X, c'est-a-dire la relation
(3-3).

3-3  Tes éléments invariants.

Soit, comme ci-~dessus, H un espace de Hilbert de variables aléa~
toires muni d'un groupe continu d'opérateurs unitaires Uh y B € r® .
Nous dirons gu'un élément X € H est invariant (pour le groupe Uh)

s'1]l vérifie la relation :

pour tout h € B® . Nous désignerons par HO c H l'ensemble des inva-~

riants de H. HO est un sous—espace fermé de H (& cause de la contie

nuité des opérateurs U, + X, - X entraineant Uh Xn »_Uh X pour tout
h ¢ EF y les relations Uh Xh = Xh passent & la limite). Nous dési-
gnerons par Eo le projecteur de 1l'espace Ho des invariants., Dans
beaucoup d'applications, on choisit 1l'espace H et le groupe Uh de

maniére & ce que les seuls éléments invariants soient les constantes

(cas dit ergodique). Dans ce cas,_ le projecteur E, est identifiable

a4 l'espérance mathématique E. En effet, dans ce cas, 1'élément 1 € L2

constitue & lui tout seul une base orthonormée de Hy» et 1l'on & pour
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fout Ye H: B, Y=<7Y, 1>1= E(Y)1 = B(Y). C'est cette circons-
tance qui confere son intéré&t au théoréme ergodique qui sera établi

ci-dessous.

Revenons au cas général ou Hy est un sous-espace fermé quelcon -

gque de H. On a les relations :

_ n
(3-4) E, U, =10, E, =E (h € R)

En effet, pour X ¢ H on a Eo X e Ho’ puisque EO est le projecteur de
. . i . haa -

HO y, donc Uh LO X Eo X par définition de Ho’ c'est-a~dire Uh Eo

= EO . Pour tout Y € H, on en déedult : < Eo Uh LY > =< Uh X, Eo Y >

(puisque E, est un projecteur) = < %LU, B, Y>=<XEB Y> (d'apres

(3-4) appliquée avec -h au lieu de h) = < E, %,Y >, donc E_ U, X =

= EO X, SOlt EO Uh = EO o

Soit maintenant X un élément de H, H(X) le sous-espace fermé
de H engendré par les U, X, x € R" , et Ny le projecteur de 2H(X).

On a 1les relations de commutation :

(3-5) My B, = E, My
En effet, en utilisant successivement les relations de commutations
. n _
(3=3) et (3-4), on trouve pour tout h € R : U, Ty E = My E, -+ Pour
tout Y € H, 1'élément My Eo Y est donc invariant par Uh, soit
HX Eo Y € Ho y Ou ??oor? EO HX Eo Y = HX Eo Y. On en déduit : HX EO =

= E, My E, . Pour Y et Y' quelcongues dans H, cela entralne (puisque

My et E  sont des projecteurs) :
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— 1 = Ve -
< B, Uy L,Y' > =< Y, Ny E, 1" >=x Y, B My E, Y >
< Ej My B, Y,Y'> . Done E, Ny = EO Ny Eo = Iy E0 .

La relation de commutation (3-5) entralne la proposition suivante,

gui constitue déja une premidre version du théoreme ergodique.

P-3-1 - Pour tout X € H, 1l'invariant EO X appartient au sous-espace
fermé H(X) engendré par les U, X, x € i s et les seuls invariants
contenus dans H(X) sont les éléments proportionnels & E, X. En par-

ticulier, H(X) ne contient des invariants non nuls que si E; X # O,

En effet I, B X € H(X) entraine, d'aprds (3-5) E, My X =
=B, X € H(X). Si X, € B N H(X), il existe une suite A, € A telle
que l'on ait X = lim;fxn(dx) U_ X, done (le projecteur E, étant con-
tinu) X, =B, X, = lim?Jkn(dx) E, U, X. D'apreés (3-4), il en résulte :

X, = B, X limhfxn(dx), et X est proportionnel & E  X.

3=-4 Te théoréme de Bochner,

On a vu qu'une fonction C sur R® est une covariance statiomnaire
si et seulement si elle est de type positif. Le théoréme suivant ca-
ractérise donc la classe des covariances continues (aussi bien que

la classe des fonctions caractéristiques du calcul des probabilités).

P-3-2 ~ (Théoréme de Bochner) Une fonction & sur R" est continue et

de type positif si et seulement si elle est transformée de Fourier

d'une mesure positive sommable.

a/ Soit F(dx) une mesure positive sur R" telle que'ff(dx) < co,
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La fonction @ définie sur R par :
a(u) = Je"?m(m‘) F(ax)

ou (ux) représente le produit scalaire sur R™ est continue. Soient
Uj’ b= 1,25...N, N points de Bn9 et Ajg j=142,0..N des nombres
complexes. On a :

_ _ ~2in[x(u,-uy )]
D N Ll I P S S 2 P(dx) =
drk Jsk

' —2im(xuj) 2
=‘JTZ)xj o) ¢ ‘ Pdx)= 0
d

et ® est de type positif,

b/ La réciproque est un peu plus délicate & établir et va néces-—
siter plusieurs étapes. Soit @& une fonction continue de type positif
sur @ . Comme on l'a vu, il existe alors une FAST %Z(x) admettant la
covariance stationnaire &(x), et 1l'intégrale stochastique (@(X) Z(x)dx.

existe pour toute fonction sommable ?, ce qui entraine :

5(12(012) = [ [o(x) a(x-y) 9(y) ax ay 2 0

En particulier, pour la fonction ¢ définie par :

2
- 13% + 2in(ux)
1 e 21’)

" e

on trouve :

2. .2
- = & 2imu(x-y)
1 2b )
ZE;EE;E7§&[( &(x-y) dx dy =
2,..2
1 " 2imun ¢ Laeh) ey ©
(2nb2)%/2 f@ &(h) dh}e 27 s




Mais la seconde intégrale est la convoluée de deux densités gaussien-

nes, et par suite :

_ () Bey? _ _h?
| je R o 4p°
(2n02) /2 (4702) 12

Par conséquent, en posant a = 1/4b2, on voit que pour a > 0 la trans-

2
formée de Fourier fa(u) de la fonction e-ah &(h) est une fonction

positive @

"

- >
(o) e ) = [e3PH o7 = a(n) anz 0

Montrons que l'on a le droit d'inverser cette relation, c'est-a-dire

d'écrire
~ah?  —2imuh
(8) e a(h) =& £ (u) du
I1 suffit pour celd de vérifier que la fonction positive fa(u) a une

intégrale finie, soit gjfa(u) du < o0 3 Dl'agprés la propriété de con-

vergence monotone de 1l'intégrale, on peut écrire tout d'abord :

S N

£ (w)au = lim je £ (u)du
“f a bTw a
En tenant compte de la définition (a) de la fonction fa’ on trouve

ensuite

. 2 2
- %E ~gh°- %5 + 2inuh
e fa(u)du e &(h) du dh =

2
1 .
 _ah2 Y - == + 2iguh n/?2 —uh 2 o 22
=Je @(h)the 2b du = (2nb) je, —2n PR g (1 )dh =

2
o ([ -2n?g2- 2%
™ STV o ()



Dans cette derniere expression, la fonction & intégrer vérifie la

majoration :

—2n2§2

e b @(iz— < e 8(0)

4

2.2
indépendante de b, et comverge pour chague E vers € an"g ®(0)
lorsque b tend vers 1'infini (car, par hypothése, & est continue).

Ie théoreme de convergence dominéde s'applique alors, et donne :

g

. /2 2.2
jfa(u)du = (2n)n/ ®(0) }e“‘?“ 2 az = ®(0)

La fonction positive fa a donc une intégrale finie, et la formule
d'inversion (B) est donc valable. Faisons maintenant tendre a vers
O, On sait qu'une suite de mesures positives sommables converge
étroitement (on dit aussi : converge en loi lorsqu'il s'agit de pro-
babilités) vers une mesure positive sommable si et seulement si la
suite des transformées de Fourier converge ponctuellement vers une
limite continue, et la limite des transformées est alors la trans-
formée de la limite. Ici; e'ﬁhz ®(h) admet la limite ®(h), continue
par hypothé&se. Donc les mesures positives fa(u)du convergent étroi-

tement vers une mesure positive F(du) admettant la transformée de

Fourier &(h), soit
o(h) = f@ —2imul pgy)

ce qui achéve la démonstration.

3-5 L'isomorphisme a : H(X) — LZ(EEQK)@

S0it alors H un espace de Hilbert muni d'un groupe contimu
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d'opérateurs unitaires Uh 5 h e R* . D'aprés le théoréme de Bochner,
& tout élément X € H est associé une mesure positive sommable y sur

R™ telle que l'on ait ¢

(-6) <, 1> = [CH () (n € 1)

Nous dirons gue y est la mesure spectrale associde & X. Soit

alors H(X) le sous-espace fermé de H engendré par les Uh X h et .,

Nous allons maintenant montrer que les deux espaces de Hilbert H(X)

et L2(@3,x) sont_isomorphes (il s'agit d'un isomorphisme entre espa-

ces de Hilbert, c'est-a-dire d'un:isomorphisme conservant le produit

scalaire). Pour celd, nous procéderons par étapes,

a/ Définissons d'abord une application ¢ du sous—ensemhle

2

{Uk X, x € R} de H(X) dans L® = LQ(mppx)p en posant pour tout x € B :

(3-17) a(u_x) = e-2in(x.)

~2im(xu)

(la notation o—2in(x.) représente la fonction qui vaut @ en

chague u € m@). Pour que cette définition ait un sens, il faut véri-
fier que Ux X =T_ Y pour deux points x et y distinets entraine 1'ég~
~2im(x.) _ €>-Zin(ya)

galité e au sens de I?(ﬁRn,x)F ctest~a~dire

X—-_presque partout. De fait, d'aprés (3-6) on a les équivalences

- . - 2 _ .
Uy X=T0, X o | U, X~ U, X} =0 e 2 ||X] < Uy HX> =< Uy Ko X >

¢Vﬂ1 _ Q-Zlﬂu(X’y)lzx(du) -0 o omlimux _ , -2imuy . presque partout.

Comme il s'agit m&me d'équivalences, on a montré du méme coup

que l'application « définie en (3-7) est injective.

b/ Pour toute mesure p bornée, posons maintenant :
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(3-8) a [bfp(dx) U, %] =1€L*31R&R°) pldx)

Ici encore, il faut vérifier que fg(dx) U %= fu”(éx) U, X entraline

[ wt

1'égalité y presque partout des transformées de Pourler | et p' des

mesures p et p'. De fait | rH(dX) U, X - ru”(dx) U, Xl = 0 équivaut

s
s

a

Dt ) — — .
Js[p(dx)—p“(dx)} <U_ %X > [play)-ur(ay)] =0

c'est-a~dire, d'apres (%-6) a :
[x(du) jj [p(ax)-p' (ax)] o ~2imu(z=y) (L(dy)-p'(ay)] = 0

donc & vflﬁ(u) - E'(u)l2 y(du) = 0, c'est-a-dire enfin & p = p'
presque partoub pour y. Comme il s'agit d'une équivalence, on a du
méme coup démontré que l'application linédaire a définie sur le sous-
vectoriel H(M) non fermé dans H (ensemble des éléments de la forme
Jﬂu(dx) Ux X ol p est une mesure bornée) est une injection dans

LZ(Ep,x).

Cette application conserve le produit scalaire (donc aussi la

N o . fald o~
norme ). Soient, en effet, p et v deux mesures bornées; p et v leurs

2

transformées de Pourier, images dans L° par l'application o des é1lé-
9 p pp

ments\Yp(dx) U, X etkfv(dx) U, X. En utilisant (3-6), on trouve 3

N

<&yu(dx) U, X,Vrv(dy) U, X > = | fu(dx) < U X > vidy) =

X, )
Ky T

LN

e ~2imu(x-y) e _
={U u(dx) v(dy) € x(aw) = | §u) ¥(u) x(aw)

N . . . o~ e ?
et cette derniére expression est le produit scalaire < p, v > dans L,
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L'espace H(M) de définition de cette application ¢ est dense
dans H(X). L'éspace image est dense dans Lz(mp,x) (car il contient
les exponentielles complexes qui forment uhe partie totale dans
L2(R™,y) comme on le vérifie immédiatement). Enfin, g est continue
(puisqu'elle conserve la norme) injeétive et conserve le produit
scalaire. Cette application se prolonge donc par un isomorphisme
d'espacesde Hilbert de H(X) sur Lzﬁﬁn,x). Nous désignerons encore

cet isomorphisme par a.

3-6 Le théorémevergodique.

Cherchons maintenantﬁl’image par cet isomorphisme o« : H(X) -
1?(®",x) de 1'opérateur unitaire U, (h € B®). Cette image « o U, est

un opérateur unitaire dans Lz. Comme on a a(Uh U, X) = a(U’h+x X) =

=

o ~2in(h.)

a(Ui X), on voit que a o U, est 1l'opérateur multiplicatif

dans L2 .

°

Cherchons alors & quelle condition un élément Y € H(X) est
invariant pour le groupe U, . Soit ¢ = o(Y) 1'image de Y dans Lgﬁﬁn,x).
Y sera invariant pour Uh si et seulement si son image est invariante
pour le groupe o O Uh', c'est-a~dire si et seulement si on a pour
tout h € B" : |

e—2in(uh) @(ﬁ) pour y presque tout u

p(u) =

9(0) peut &tre quelcongue, ¢(u) doit &tre nulle pour y presque
tout u # 0. Autrement dit, on doit avoir ¢ = a {0} (x presque par—
tout) pour un nombre complexe a, (1{6}-est 1l'indicatrice de {o},

définie par 1{0}(0) =1 et 1{0}(u) = Q pour u # 0).
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3i la mesure xy n' a pas d'atome & 1l'origine [x({o}) = 0] ,
1{0} = 0 y presque partout, et il n'y a pas d'invariants non nuls
dans H(X). Au contraire, si la mesure y a un atome & l'origine
[x({o}) # 0], 1{0} n'est pas équivalent & 0, et H(X) contient des'
invariants non nuls qui forment un sous-espace & une dimension.
D'aprés P-3-1, E, X est dans H(X), et on a donc a(EO X) = a 1{0} .
Les relations < Eo X, Eo I>=<X Eo I>=x< E0 X, X > entrainent
ensuite, puisque o conserve le produit scalaire, < a 1{0}, a 1i°} > =
<1, a 1{0} > =< a 1{0}, 1 > dans L2, c'est-a~dire a y ({o}) =
2 x({o}) = |a]® x({o}). Si x a un atome & 1l'origine, ceci entraine
a=0oua=1, dMais a = 0 est exclu (car Eo X = 0 entraine qu'il
n'y a pas d'invariants non nuls, d'aprés P-3-1). Donc l'image de
E, X est 1'indicatrice 1{0} elle-i8me, Si y n'a pas d'atome,‘on a

E, X =0 et 1{ = 0 dans L2(®%,y), de sorte qu'on peut dans tous

o}
les cas considérer 1{0}:bomme 1'image de B X :

(3-9) a(B, X) = 1,

I1 est alors facile d'établir le théoréme suivant :

P-3-3 (Ihéoréme ergodique)- Soit py , t > O une famille & un para-

métre de mesures positives de somme unité (ufpt(dx) = 1), et p, les
transformées de Fourier de ces mesures. Si 1l'on a pour tout u # O
dans R® : lim Et(u) = 0, alorsurpt(dx) Ux X converge fortement vers

100
Eo Xpour t - o,

En effet, on a a( [p.(dx) U, X) = I, d'aprés (3-8). De |p,.| =
t x Hy B

< wy(0) = 1 résulte |p,(u) - 1{0}(u)|2 < 4, et, pour t - w , cette

fonction converge ponctuellement vers 0. D'apres le théoreme de con~

vergence dominée, on a donc LJ]ﬁt(u) - 1{0}(u)|2 y(du) - 0, et Et
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converge vers 1{0} dans LZ((Rn,x_). Compte tenu de la relation (3-9),
et puisque o est un isomorphisme d'espace de Hilbert, celd entraine

1imfpt(dx) U, X = B, X.

2
o -

'("'“"7‘;11 5 & 2% 4ont la transformée de Fourier est € 2 , soit
ant

—

%2
2t =F
t_’m W e U Xdx=E X

1

On peut aussi prendre p,_b(dx) ==k (x)dx, ol kn(x) est l'indicatrice
k"
. .  =2imu.t
n n ~ L - e J
du cube [0,t]" de B, avec p.(u) = TT ST T . Dans ce cas,
J=1 J

en explicitant les coordonnées X1’X2""Xn de x € IRn, on trouve :

%imm -;— dx fdx ..,f ...anX dxn = Eo X

3--7 Analyse harmonique de la PFAST U, X

Soit B la famille des boréliens de B , et £ : B - 1.2(Q,0,P)
une application de B dans un egpace de V,A. d'ordre 2. Nous dirons

que C est une mesure aléatoire orthogonale (& valeurs dans LZ(Q,CL,P)

si cette application vérifie les trols axiomes suivants :

1-B, B' €eB, BAB' =¢ = < t(B), t(B') >=0

I

]

2 - B, B' ¢€eB, BNB' = ¢ = t(BUB) = t(B) + ¢(B')

3 - B, @ dans B = (;(Bn) -0 forfement
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¢ vérifiant ces conditions, posons y(B) = UC(B)“Z . L'applica~
tion ¥ : 3 - R, ainsi définie est une mesure positive sommable.
En effet, d'apres 1 et 2, pour BN B' = @, on a y(BU B') = x(B) +
x(B') + < ¢(B), (B') > + < ¢(B'), &(B) > = x(B) + x(B'), et x est
additive. Si B, V@ on a C(Bn) - 0, donc X(Bn) - 0, et y vérifie
la continuité monotone séquentielle. Enfin, avec B = Ep, on g,
L(EY) e 12(R,d,P), donc y(B*) = HC(EF)HZ <o : y est une mesure po-

sitive sommable,

On peut ensuite définir 1'intégrale (au sens de Lebesgue)

e(u) ¢(du) pour toute fonction ¢ € Lz(mp,x). Pour celd, on consi-
dére d'abord le cas ou ¢ est une fonction étagée, soit ¢ = Z)Cj g
(Cj complexes, 1B. indicatrices d'un nombre fini de boréliens dis-
joints) et on défgnit 1'intégrale en posant\f¢(u) g(du) = Z)Cj C(Bj).
Compte tenu de 1'axiome:2, on trouve ﬂjb(u) C(du)ﬂ2 = Z}lcjlz X(Bj) =
\yl¢(u)l2 y(du), et, plus généralement, pour deux fonc%ions étagées

quelconques ?y et P, *
<J‘cp1(u) t(du) .fopz(u) g(du) > = jq’1(u) 9,(W) x(du)

Le sous-espace (non fermé) de Lz(x) constitué des fonctions étagées
est ainsi rendu isomorphe au sous-espace (non fermé) de LZ(Q,Q,P)
constitué des intégrales J"¢(u) t(du) correspondantes. Par continui-
té, cet isomorphisme se prolonge par un isomorphisme { ¢ LZ(X) -~ H
de L2(x) sur un sous-espace fermé H de L2(Q,G,P). Comme il s'agit
d'un isomorphisme d'espaces de Hilbert, on a (pour Py 0 @) dans

2@, y))

(3-10) < tlo)) » tley) > = [o,(w) 950 x(aw)
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Si Py et ¢ sont des fonctions réelles positives appartenant a
L?(x), la convergence monotone Wn_¢ ¢ entraine r(g9, ) - t(g) fortement.
En effet,-|¢-¢n[2‘est majoré par la fonction |¢|2 intégrable pour y,
et le théoréme de convergence dominde montre que ”C(@n)—C(w)HZ =
~r|¢—¢n|2 x(du) converge vers 0, On sait que pour toute fonction
réelle posifive P € Lg(x} on peut trouvef une suite de fonctions
étagées ¢, telles qué @n'T ¢. On a done §(g) = lim\f@n(u) g(du), et
on peut denc considérer c(¢) comme une intégrale stochastique au

sens de Lebesgue, soit
t(9) = [o(w) glaw)

Dans le cas ou ¢ est une fonction continue bornde, on peut

aussi considérerAC(@) comme une intégrale au sens de Stieltjes, soit
t(e) = f@(u) d ¢(u). En effet, considérons pour N entier > 0, la
partition delRn au moyeﬁfdescubes Ag déja utilisés au paragraphe
2-3 (démonstration du lemme 2-1), et choisissons un point U? dans
chaque cube AN Posons oy = Z)¢(UN) 1 N . Pour tout u, on a

lim ¢N(u) = ¢(u) pour N — o , LEu foncé&ons gy Vérifient : |¢N(u)| <

Sup |[p(u)| < =, de sorte que le théordme de convergence dominée donme

u
f|¢—@N|2 x =+ 0, c'est-a-dire §(¢N) - () fortement. #insi :

tle) = lim 2 cp(UN) c( & )

Nesoo i
I1 s'agit donc bien d'une intégrale au sens de Stieltjes.

P-3—4 - Une F.A. X(x) sur B* & valeurs dans un espace I?(Q,CLP) est
une FAST si et seulement si elle est transformde de Fourier d'une
mesure orthogonale [, nécessairement unique, & valeurs dans LZ(QJI,P),

soit
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X(x) = f e~2im(ux) (4.

(l'intégrale étant prise indifféremment au sens de Lebesgue ou de

Stieltjes).

En effet, soit X(x) = U, X une PAST, y sa mesure spectrale, et

C=qa 1'isomorphisme d'éspaces de Hilbert, ¢ : LZGRH,X) - H(X)
associant & l'exponentielle éomplexe e_-zin(h.:). la variable aléatoire
C((Z—Zin(h’)) =T, X (8i a est 1l'isomorphisme H(X) - Lz(mp,x) intro-
duit au paragraphe 3~5, on a donc ( = a¢1). Pour B € 3, on a évidem—
ment 15 € Lz(m?,x). Posons L(B) = C(1B). { est alors une mesure or—
thogonale sur &3, car BN B' = ¢ entraine fppr = Tg * lpi» d'ob
l'axiome 2, et 15 15, = 0, d'ol < &(B), &(B') > j1B gt X = 0 et
l'axiome 1, et 1l'axiome 3 se vérifie immédistement & partir du théo-
réme de convergence dominde, Llintégrale\fﬁ(u) (du) associde & cette
mesure coincide avec la fonctionnelle C(¢) lorsque ¢ est une fonction
étagée, donc aussi par continuité pour tout P € L2(mP,X). Pour ¢ =

GL"2in(h‘) en particulier, on a f(9) = Bh X par définition, donec

U, X =fe =2in(u) gy,

Inversement, soit { une mesure orthogonale a valeur dans
LZ(Q ,O,P), et posons X(x) =v[€—21n(ux)c(du). Si x est la mesure vé-
rifiant HC(B)H2 x(B), la relation (3-10) donne :

< X(x), Xy) > = < g e—zm(x'), g(e~dmlye)y 5 o

___J‘Q-Iainu(x-y) x(du)

X(x) est donc une FAST dont la mesure spectrale est y. L'isomorphisme

a ¢ H(X) - Lz(an,x) du paragraphe 3-5 vérifie a(X(x)) - e—21‘n(x.)‘
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On a done ¢ = a"t, et la mesure U est nécessairement unigue,

Torsque Z(x) est une FAST réelle, il y a intérét & séparer la
partie réelle et la partie imaginaire de {. La mesure spectrahe y
est dci symétrique par.rapport 8 l'origine, et L(p) est une V.A,
réelle (résp. imaginaire) si et seulement ¢ possede la symétrie her-
mitiemme ¢(u) = ol-u) (resp. l'ahtisymétrie p(u) = = ®(-u)). Pour
tout borélien B € &3, désignons par ﬁ le symétrigue de B par rapport

a 1l'origine, et posons :

( -1-. | v

{ E(®) = 5[E(B) + t(B)]
é 1 4
( B) =57 [n(B) - n(?)}

£ et n sont deux mesures aléatoires ;éelles respectivement -symétri-
que et antisymétrique. & et n ne sont plus orthogonales, mais on a
encore < E(B), E(B') > = < n(B), n(B') >=0s8i B' N B =B B o= D
De plus E et 1 sont mutuellement orthogonales, dans le sens

< £(B), n(B') > = 0 pour deux boréliens quelconques B et B' (plus gé-
néralement, pour ¢ et @' dans LZ(Bp,x) 1'une symétrique, l'autre anti-
symétrique, on a < Clg), C(g') > =Jf¢(u) 9'(u) aldu)= 0, puisque la
mesure y est symétrique). Comme on a alors L = & + in, on voit que

7(x) est de la forme :

Z(x) = ~fcos on(ux) E(dx) + Jqsin on(ux) n(dx)
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Différentiabilité d'une FAST -~ A titre d'application de l'analyse

harmonique, nous allons caractériser la différentiabilité d'une FAST.
Nous dirons qu'une PF.A., D'ordre 2 2 @ B - LZ(QJJ}P) est différentia~
ble m.q. en x € R s'il existe un vecteur aléatoire G = (G1,G2,...Qn)

et une F.A., d'ordre 2 e(h) tels que l'on ait pour tout h € BT :

Z(x+h) - Z(x) = % h‘i Gy + e(h)
i=1

lim =T =0 (au sens fort)

I1 est facile de voir que ces conditions entralnent 1l'existence

des dérivées partielles en moyenne quadratique, et que 1l'on a-gé&él =

Ox.,
= G, Nous dirons aussi que Z est différentiable si elle est +

différentiable en tout x € R® .

P-3-5 - Soit X(x)une FAST sur B" C(h) = < U, 5, X > sa covariance
et y sa mesure spectrale. Les quatre conditions suivantes sont équi-

valentes

a/ U, X est différentiable sur R".

b/ X vérifie une majoration de la forme H(Uth)Xﬂ < alh| (a < =),
(soit C(o) - R_ C(h) = b|n|?) .
. . 0 .
¢/ Les n dérivées partielles EEE Ux X existent en x = 0 .,
N2
d/~j|u| y(du) < e,

Il est immédiat que a/ entralne b/. Montrons b/ = d/. La majoration

b/ s'écrit :

_f[1 - cos 2n(uh)] x(dw) = b|h|2
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Soit o = (“1""“n) un vecteur unitaire de &>, (uq) = U, 0y oo

U, o, et h = ra, > 0 un élément de mp. Prenons la transformée

de Laplace en r de 1'indgalité précédente. Four A > 0, on trouve :

> 2, 12 2, 2
j'[1 - COoS an(ua)]gg"xr dr = g“ (ga) —= 2 42 (ug)2
o , A[A“+4n e (ua) €] AAT+4n“u®]
00
Comme ﬁf r? e Mar = z/x , on en déduit -
.

2 2

2
4" A% (ux) x(du) = 2b
A +4n u

Pour o = o vecteur unitaire de 1l'axe des ﬁj_, (uaj) = uy et, par

sommation en j, on trouve t

2 2
am? J‘ lg‘ 5 y(du) = 2 nb
A +4n lu]

Enfin, en utilisant la continuité monotone pour A T o, il vignt

.J4n2|u2| x(du) < 2 nb, c'est-a-dire d/:

On a ¢/ & 4/, parce que la dérivée partielle 5%— UX X en x = 0 existe
J
si et seulement si —Zinuj € Lz(mp,x), soit vf(uj)z y(du) <o ( le

démontrer & titre d'exercice).

I1 reste & montrer d/ = a/. Il suffit d'ailleurs d'établir a/
en x = 0. Comme d/ = ¢/, désignons par Gj les dérivées partielles en

x = 0. Gj a pour image ~ 2imu. dans Lz(mn;x), et 1l'image de e(h) =

d

Uh X-X=-2 h, Gj est donc la fonction él'zin(uh)- 1 + 2 in(uh).

j d
On trouve :

|e"21“(uh>-1 + 2im(uh)|? = 2(1-cos 2muh) - 4n(uh) sin 2n(wh) + 4n2(un)?
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Cette expression est majorée en module par 16m% |u|? |n|? . Par

suite, l'intégrale :

n)e2 _ ~2in(uh ‘
IFERHZ = [l 1™ O 12 (aw)
|n]

vérifie les conditions du théoréme de convergence dominée, puisque
Iul2 est intégrable, et que la fonction & intégrer tend vers 0O en
tout u pour |h] - 0. Autrement dit, e(h)/|h| tend vers O fortement
pour || - 0, et U X est différentiable. |

3-8 Analyse harmonigue du groupe U, .

A tout x € H, 1l'énoncé P-3-4 associe la mesure orthogonale CX

a4 valeurs dans H, définie de maniére unique par la relation

(3-11) U, X =Je’2m(ux) Cyldu) (x e ®)
I1 en résulte que la mesure orthogonale associde & oX + BY (a,p com-
plexes, X et Y dans H) est « CX + B CY , autrement dit l'application

X - Uy est linéaire. Pour tout borélien B € B, la relation @
E(B) X = Gy(B)

définit donc un opérateur lindaire E(B) sur H, d'ailleurs continu,
car HE(B)XH2 =\J y(au) =< fo(du)'= HXHZ, y désignant la mesure spec-—
B

trale associde & X, d'ol NE(B)] = 1.

Si B et B' sont deux boréliens disjoints, on a E(B) E(B') =
= B(B') BE(B) = 0. En effet, si x est la mesure spectrale de X, celle
de E(B) X est 1g X et celle de E(B') E(B) X est 1gr 13 x = 0, d'ol
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E(B') E(B) = 0.

Pour BN B' = ¢, on a L (BU B') = Ly(B) + Ly(B') pour tout

X € H, donc E(B{ B') = E(B) + E(B'). Prenons B' = B°

complémentaire
de B ¢ €B. E(BU B°) = E®") = I (car ty(R") = X pour tout X € R").
Donc : I = E(B) + E(B%). Cette relation, jointe & E(B) E(B%) =

= B(2%) E(B) = 0 signifie que E(B) est un projecteur (pour B = {o},

en particulier, on retrouve le projecteur E, = E({@})de 1l'espace H,

des invariants).

Pour B = B', en posant B' = (B' N B°) U B, on trouve E(B') =
E(B) + E(B' N B%) puis E("_;B) E(B') = E(B') E(B) = E(B). Pour B et B
quelconques, enfin, en écfivant B' = (B'AB) U (B NE), on a d'a~
bord E(B') = E(B' N B) + E(B' N B°) . Comme B contient B N B et est
disjoint de B' (B, il vient E(B) E(B' N B) = E(B' N B), et
E(B) E(B' ryBC) = 0, et;par suite

(3-12) E(B) E(B') = E(B') E(B) = E(BN B')

o

Enfin B f{ B (ou B \ B) entraine E(B ) — E(B) (dans le semns : E(B))X
converge fortement vers E(B)X pour tout X) & cause de la propriété

analogue de CX(B).

Si maintenant ¢ est une fonction mesurable et bornée, on peut
lui associer 1'opérateur linéaire continu E(g) défini sur H par E(¢)X

= CX(@). La relation (3-12) se généralise sous la forme :
(3=-13) E(p) E(p') = E(g') E(o) = E(gp')

(99" mesurables et bornées). En effet, celh est immédiat si ¢ et

o' sont des fonctions étagées. Si ¢ et o' sont réelles et bornées,



- 52 =

on prend deux suites Py Qﬁ de fonctions étagées vérifiant gnff ®
ethmﬁ‘T 9', donc aussi ¢, ~ ¢ et ¢! ~ ¢' fortement dans Lz(x), done
CX(Qn) - CX(¢) et CX(Qﬁ) - cx(¢'), puisque [ est un isomorphisme

de L°(y) sur H(X), et (3-13) passe & la limite.

E¥n particulier, d'aprés (3~11), on a

v = B e-Zin(x.)) (x € B)

et par suite

(3-14) U, E(p) = E(g) Uy

L'adjoint de E(¢) est E(9), soit
(3-15) [E(p)]" = E(g)

En effet, E(B) = E (B) pour tout borélien B, pusique E(B) est un
projecteur. On en déduit immédiatement la relation (3~15) lorsque o
est une fonction étagée, puis (en prenant ®n ¢‘¢, ®p fonctions éta-
gées, d'ol aussi ¢, = ¢ dans chaque L2(x)) par passage a la limite

lorsque ¢ est mesurable et bormée).

31 maintenant @ est une fonction mesurable, mais non bornée, on
ne peut définir 1l'opérateur &(9) que pour les X ¢ H dont la mesure
spectrale y vérifie ¢ € Lz(mp,x); Diésignons parcﬁz ce sous—ensemble
de H : pour X € éZ& , on pose E(q)X = CX(¢). Les relations (3-~13),
(3-14) et (3-15) se généralisent sans difficulté.

liontrons que cet opérateur E(p) est fermé, c'est-a-dire vérifie
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la propridté :,Xh'ehéﬂq), X, » X et E(@)Xﬁ - Y= X E<ga-et E()X = Y

Pour cela, notons d'abord le lemme suivant &

S e v

mlte;x,,et-501enm Xn*e¢ % les mesures spectrales de X, et de X.

~Alors la suite Xn ponyerge[étroitement vers Y.

En effed, lafsuitezde fonc$ion5¢6nvdéfiniesfpar Cn(h) =
< Uh Xn,‘Xn.>~aonve&g6=en,tgut h.éjRnfvers la limite C(h) = <« Uy XX >
(d'aprés.PwT—BQ,,Maisucette limite est une fonction continue. Comme,
d'aprés le théoréme de Bechner, les.Cn gont les transformées de
' Fourier des mesures positives y , cela implique (d'apréslle théoréme

classique)r1aﬂconvergence,étroite de la suite,xn vers la mesure y

dont la transformée est C,

I1 est alors facile de wérifier que E(@) est fermé (pour @ mesu-
rable mais non borné). Soit en effet Xn une suite dans<£D convergeant
fortement vers X et telle.gue E(qs))% converge fortement vers une limite
Y. La suite y, des mesures spectrales des X,, converge donc étroite-
ment vers la.mesure_spectrale»x de X, tandis que la.suite des mesures
spectrales des E(g) Xh,zqﬁi,sonm les ]@l2 Xp » converge étroitement
vers la mesure;spectfale Xy d¢ Y. On en déduit sans peine yy = |¢h2 s
et comme Xy est sommable, @ € Lgaﬂ?,x), c'est-a-dire X eéi% . En gp-
pliguant le mlme raisonnement & la suite X! = X, -X (qui vérifie
X -0, et E(@)xﬁ,”.y'— E(e)X, on voit que la mesure spectrale de
Y - E(p)X est la limite étroite de |g|? X5 » OU x} est la mesure
spectrale de Xﬁ ,«Cqmme‘xﬁ\converge étroitement vers 0, la mesure

spectrale de Y ~ E(q)X est nulle, d'ol Y = E(9)X, et E(p) est fermé.
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pérateur infinitésimal A associé au groupe Uy & un paramétre (Défini-

U -1
tion : X egﬂ?A si lim —%T— X existe, et cette limite est alors AX.

On le démontrera a %zgre d'exercice, Ainsi A est un opérateur fermé.
On démontrers aussi les propriétés suivantes :qﬁﬁA est dense, A#= ~-As
Dans le cas & n dimensions, on définira de méme les opérateurs (den~
ses et ferméds) A

J
partielles relativement aux coordonnées xj .

= E(-Zinuj) (j = 1,2+..n) associés aux dérivations

Section 4 — LES FONCTIONS ALEATOIRES INTRINSEQUES (F.A.1.)

4~1 Le variogramme et la dérive.

On dit qu'une F.A. 2%(x), x € R® est une F.A. & accroissements
stationnaires d'ordre 2, ou est une fonction aléatoire intrinseque
(F.A.I.) si pour tout h € B® la F.A. x~ Z(x+h) - Z(x) est une FAST
sur ®%. Autrement dit, si 1'on désigne par H 1l'espace de Hilbert en-
gendré par les accroissements Z(x)-Z(y), %, ¥ € R, il existe un

h
= U, [Z2(h)-Z(0)]. Nous poserons :

groupe U_ d'opérateurs unitaires tel que 1l'om ait z(x+h) - Z(x) =

¥(x) = 2(x) - 2(0)

11 vient donc

(4-1) Y(x+h) = Ux‘Y(h) + Y(x) = Uy Y(x) + Y(h)

et, en particulier 3
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(4-2) | (0,~1) ¥(n) = (U~I) ¥(x)

Pour éviter des complications inutiles, nous nous limiterons au cas

ol la F.A. Y(x) est rdelle et continue en moyenne guadratique. La

continuité m.g. entralne la continuité du groupe Uh enh ¢ ® . In-
versement, si le groupe U, est continu et si Y(x) est continue em
x = 0, la relation (4—1) montre que Y(x) (done z(x) elle-méme) est
coniinue m.4g.

Exemples - Pour tout x € H, Y(x) = (Uk—I)X est une F,A.I. De m8me,

[ Yy Nt

~ % .
dans R', | U, X Af est une F.A.I.-
5 &

51 Y(x) est une F.A.I; (vérifiant Y(o) = 0), nous poserons Y (x) =
= B, Y(x) et noué dirons qué Yo(x) est la dérive de Y(x). D'aprés
(4-1) et (3-4), on trouve Yo(x+h) = Yo(x) +'Yo(h). D'autre part,
Y(x) est continue m.q.-ét le projecteur EO est un opérateur continu.
Yo(x) est donc elle-m&me continue m.q., gt la relation précédente en-
tr-~ine alors'que Yo(x) est de la forme 521 e Xi pour n éléments in-
vioriants Xi € HO . Autrement dit, la dérive est une forme lindaire

& coefficients invariants.
Dans ce qui suit, nous poserons :
v(n) = £ 7(0)|?

et nous dirons que y(h) est le variogramme (non centréd) de la F.A.T.

Y. Dtaprés (4-1), on a aussi pour tout x € B® :
[4-3) v(h) = 5 I1¥(xen) = Y2 = § 12(xem) - 7))

De fait, la dommée du variogramme y détermine la covariance de Y(x) =

= Z(x) - %(o). En effet, d'aprés (4-3), on a
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2 y(zy) = 2 vix) + 2y(y) = 2.2 Y(x), T(¥) >

- soit

(4-4) < Y(x), Y(y) > = y(x) + y(y) - y(x~y)

Examinons quelles conditions doit vérifier une fonction réelle
y pour &tre le variogramme d'une F.A.I. Les conditions T(o) = Q,

vix) = 0, y(x) = v(-x) sont évidemment nécessaires., ' -

Plus généralement, ddésignons par Ay © A l'espace des mesures
réelles A & support fini vérifiant la condition : [h(x) = 0, et
convenons de dire qu'une fonction réelle g est de type positif

conditionnel si l'on a :

~o
| ]%(dx) g(x-y) aldy) =2 0 VA€ A,

O

P-4—~1 = Une fonction réelle A sur mp‘est un variogramme si et seu-

lement si -y est de type positif conditionnel et y(o) = 0.

En effet, soit #(x) une F.A.I. dont y est le variogramme. Posons

Y(x) = 2(x) - Z(o). D'apres (4-4), on a pour tout A ¢ Ay s
Ha(ax) YEOP® = [{aax) [v(x)+y(3) = y(x=y)1 Alay) =
= -E‘YA(dx) y(x-v) aldy) = 0

et —y est de type positif ceonditionnel,

Inversement, supposons vy(o) = 0 et -y de type positif condi-

itionnel. montrons gue pour tout A € A on a :
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j\(k(dx) [y(x) + y(y) = y(x=y)] A(dy) = O

Le calcul ci~dessus montre que cette relation est vérifide si
JA(ax) = 0. I suffit donc de 1'établir dans le cas oakfx(ax) = 1.

ais dans ce cas, on a

jlyk(dx) [v(x)+y(y)-y(x=y)] r(dy) =jj}16(dX)-K(GXJ y(x=-y) [8(dy)=-r(ay]

puisgue y(B) = 0, et cette expression est = 0 puisque &-A ¢ AO et que

~y est de type = O conditionnel.

I1 existe donc une F.A. d'ordre 2, soit Y(x), dont la covariance
vérifie la relation (4-=4). I1 reste & montrer que, pour fout h ¢ B ,

Y(x+h) - Y(x) est une PAST. Celd résulte du calcul suivant :

< Y(x+h)=Y(x), Y(y+h)-Y(y) > = <« Y(x+h), Y(y+h) > - < ¥(x), Y(y+h) >
- < Y(y), ¥Y(x+h) > + « Y(x), ¥(y) > = y(x+h) + y(y+h) - y(z-y)
= ¥(x) - y(z+h) + y(x-y-h) = y(¥) ~ylern) + y(y=x-h) + y(x) + y(y) -
- ¥(x=y) = y(x=y=h) + y(x-y+h) = 2 v(x~y)

Plus généralement, si Z(x) est une F.A.I. et si Y(x) = Z(x) - Z(o),

pour tout A, A' € Ao’ on g ¢

j A(ax) #(x) = j x(ax) ¥(x)
et on en déduit :

Coatan 202 = - [ [Max) va=y) aay)
1) |
(4=-4) ( . ‘
( <vfx(dx) Z(x),’]x'(dx) 2(x) > = —¥[fk(dx) y(x=y) at(dy)



A condition donc de ne jamais considérer gque des combinaisons liné-
aires de somme nulle, on a le droit de travailler sur une F.A.I.
comne s'il s'agissait d'une FAST dont la covariance stationnaire se-

rait —y(h).

L'énoncé suivant se démontre sans difficulté :

P-4-2 - Une F.A.I. Z(x) est continue m.q. si et seulement si son va-

riogramme Q est continu en h = 0. y est alors continu en tout h € ®",

4-2 Structure des F.A.JI. €t de leurs variogrammes.

Plagons-nous dans le cas ou Z(x) et Y(x) = Z(x) - 2Z(o) sont

continues m.q. D'aprés P-4-2, y est continue. Posons :

sup’  1T(n)]
h| = 1

13
]

On a a < o d'aprés la continuité de y. Soit alors uw un vecteur uni-

taire de R et x = (N+e)u (N entier » O, O €€ < 1) un point de la

demi-droite de direction u. Les relations (4-1) donnent :

Y[ (n+e)u] U Y(eu) + Y(nu) =

U u Y(eu) + Y(u) + u, Y(u)+e..+ Upu Y(u)
D'ou la majoration :
MY[(n+e)u]ll = a + n IY(W)|l = a + (n+e)a

Par suite :
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(4-5) : Bl < a1 + |x|)

Cette majoration montre gue 1'intégrale stochastigque j'p(dx) (=)
existe dds que j(1 + |x]) lul(ax) < w, Comme Z(x) = ¥(x) + z(0), et
que Z(o) n'est pas, en général, dans LZ(Q,CLP), l'intégralevfu(dx)z(x)
peut trés bien ne pas exister, Mais si la mesure p vérifie la condi-

tion

fu(dx) = 0

on peut trouver une suite A\, € A, telle que.fkn(dx) Y(x) »pr(dx) Yix)
Comme on a fxn(dx) Y(x) =*fxn(dx) 2(x) (puisque A, € 4)), on peut
définir 1l'intégrale J‘p(dx) Z(x) comme la limite forte de la suite

J&n(dx) z(x), c'est-a-dire poser :
futax) zx) = futen Y@ (futaxn) = 0)

On vérifie alors sans peine yue les rigles de calcul (4-4) restent

valables pour cette intégrale stochastique.

On a vu que Y(x) = (Uk—I)X est une F.A.I. L'énoncé suivant mon-
tre que les F.A.I. de cette forme sont denses dans l'ensemble des

F.A.T. sans dérive,

P-4-% - Soit 2(x) une F.A.I. continue m.q. et sans dérive, et posons
Y(x)
Y(x)

Z(x) - 2(0)s I1 existe une suite X, dans H telle que 1'on ait

t

lim (Ui—I)Xn au sens fort pour tout x € B". Y(x) est elle-
méme de la forme (Ui—I)X pour un X € H si et seulement si son vario-

gramme est borné.

Montrons d'abord la seconde ﬁartié de 1'énoncé. Y(x) = (Uk—I)X.
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entraine ||¥(x)]l = 2 ||X]|, donc que le variogramme est borné. Inverse-

ment, supposons Sup [I¥(x)]l = B < = ., Soit alors
X

N

- X

1 2t
py(dx) = ———— l dx
t (2nt)n;2

D'aprds la majoration de ||¥(x)|l, 1'intégrale stochastiquehfpt(dx) Y(x)

existe, et vérifie :

I foglaz) YN = fuylan) 1EGN < 3

D'apres la compacité faible (P~1-14), on peut trouver une suite

t, - oo telle que‘fptn(dx) ¥(x) converge faiblement vers une limite

Z, € H. Par suite (Uh—I)Mfutn(dx) ¥(x) =~fptn(dx) (Uh—I) Y(x) conver-

ge faiblement vers (Uh—I) Z,+ Mais, d'aprés (4-2), on a

[ign(an) (1) 1) = fugy(ax) U, Y(n) - ()

D'aprés le théordme ergodique (P-3-%), 1'intégra1ehjptn(dx) U, Y(h)

converge fortement vers Ej Y(h). On a done

(Uh—.I) Z, = E, Y(n) - Y(h)

Mais E_ Y(h) = 0, car ||E, Y(h)|} = ||Y(h)]l montre que ||E, Y(h)|| < B,

et, comme E, Y(h) est de la forme Zﬁ h; X; pour des X, € Hy » cela

entraine X, =0 et E, Y(h) = 0. On a donc bien Y(h) = (UhfI)X avec

X =- 2, En utilisant & nouvesu le théordme ergodigue, on voit

m&me de plus que l'intégrale 3

Jugtan) 160 = fugan) v, x - x
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_ . i L .
-converge fortement vereroX - X-=;-,X;(puisgﬂﬁon>dxm}eéﬁgh¢1;u

PR L e e PR S
R T L N T PREREREE l\ :‘;-"::»J..

- Dans 1le cas genérgl (varlogramme non borné), 1'1ntégrale
_fpt(dx) Y(x) ex1ste encore, 4 cause de la maaoratlon (4—5) Les

relations (4—2) donnent alors :
(0,1 fuy(ax) ¥(x) = fuy(ax) U, ¥(n) - ¥(n)

Cette expression converge vers B Y(h) = ¥(h); d'apres le théordme

ergodique, soit, puisque Y(h) est supposé sans dérive :

lim - (U, —I)jpt(dx) Y(x) - Y(h) (2u sens fort)
t—»OO -

ce qui achéve la démonmstration. . . =~ .

Cherchons_maintepanﬁ 1e$4gonqgﬁ;gnsﬁpéggggaireg:gt suffidantes

. que doit vérifier une fonction y pour &ire un variogramme., -

i ) SESICER SRS : . C VhoE f'fb‘i i A ¥ .L. __,’l’_-;"}‘

P-4—4 - Sl Y est une fonctlon contlnue sur R" 'vérlflant Y(O) = 0, les

trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a/ ~y est de type positif conditiommel (ou, d'aprés P-4-1, y

est un variogramme.

s < L P N I
S T A T YA ATt I R VR

b/ Pour tout t > 0, -.ef.t.“f -est de type positif.

¢/ y est de la forme y(h) = Q(h) * Jﬂ1"00822“g?h2 x{du) pour

une forme quadratique Q = O et une mesure p031t1ve X symétrlque

sans atome & l'origine et vérifiant J"“7fdu)2' <o,
1+4n~ u ,

. I'il',‘ "":W'

Montrons a/ = b/ 301t Z(x) une 7. A I. admettant 1e varlogramme

Y. D'aprds (4-4), la F.A. ¥(x) = 2(x) - z(o) admet la covariance
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C(x,y) = y(x) + y(y) - y(x~y). Désignons par Yh(x) une suite de F.A.
indépendantes admettant la méme covariance C(x,y), et par N une va-
riable de Poisson d'espérance E(N) = t, indépendante des Yh(x). La,
N
F.A. définfe par ¢ Y (x) =1'siN=0, Y(x)= 1 Y(x)siN>s>0
) ) n=1 B
admet la covariance :
£

c, =3 L &t et o g t(c-1)
nl

La F.A. Yé(x)/HYo(x)H admet alors la covariance stationnaire :

Y, (x) Y (7)
< =,
I iy,

> =

Q_tY(X"y) . Donc e"tY

= exp{t[y(x) + v(y) ~¥(x-y) - y(x) - v(y)}

est une fonction de type positif.;

On peut achever la démonstration en remarquent que b/ = ¢/ d'aprés
le théoréme classique sur la forme des lois indéfiniment divisibles,

et en vérifiant directement ¢/ = a/ (ce qui est immédiat).

u

4-3 Applications.

P—4-5 - Soit Y(x) = Z(x) - Z(o) une F.A.I. continue m.q. et y son

variogramme. Les trois énoncés suivents sont équivalents
a/ Y(x) est sans dérive.
b/ la forme quadratique Q de P-4~4 (énoncé ¢/) est nulle.

¢/ y(n)/|n|? - 0 pour |lh| = o (ou Y(h)/|h| = 0 fortement)

En effet, cherchons la mesure spectrale associde & 1'élément Y(x) € H.
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on a < U, Y(x), ¥(x) > = y(x+h) + y(x-h) - 2 y(h), soit, d'apres

P-4-~4, énoncé c/ Aertirnt / — o MW n (il
- r, e}) + 2 ] T % /
l RY/{0}
< U, ¥(x), Y(x) >=20Q(x) + 2 yfl:ﬁ%E.%EEZ cos 2nuh y(du)
4n ‘
«wJ(“ ohwv ks W = d/('c«; rruh Xﬂ (cle) pia o ol odefwit Yir)
Soit p, une famille de mesures symétriques = O dont les transformées

J’(r

© .

o Awkk de Fourier ut vérifient pt(u) - 1{ }(u) D'aprés le théoréme ergodi-
g’ que, 11m‘_f“t(dh) < Uy Y(x), ¥(x) > = |IE, Y(x)ﬂ2 . Mais d'autre part,

d'aprés P-4~4, on a 3

j py(dh) < U Y(x), ¥(x) > = 2 Q(x) + 2 f (W) 1“:23 j’;"x x(du)

et cette expression converge vers 2 Q(x) (d'aprés la majoration

1=C08 2MUX| _ |4|2 ot le théordme de convergence dominde, puisque
4m® 4?

x est sans atome & 1'origine. Ainsi, Q = O équivant a “E Y(x)“__c,

soit a/ e« b/.

Montrons b/ & ¢/. En effet, d'aprés P-4-4, on a @

lg_l Q._(_l + {=cos 2n(uh) x‘(du)

|| |n|? 2 |u|? |n|?

( 2’2

1'208 2g(uh)2 ug s < 1 et pour
142 122 1012 © Tui?

tout u # 0 (c'est-a-dire presque partout pour y) la fonction & in-

Or on a la majoration

tégrer tend vers 0 pour |h| -'», D'aprés le théorime de convergence
dominée, on a donc vf1—cgs gZREh)
4n° u" h

séquent, Y(h)/hz»tend vers 0 si et seulement si la forme quadra-

y(du}- O pour |h| - o ., Par con-

tigque Q est nulle,

En ce qui concerne la dérivabilité, nous pouvons maintenant
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améliorer notablement l'énoncé P-4-2.

P46 - Soit Y(x) = 2(x) - 2(o) une P.A.I. continue en m.q., ¥ son
variogramme et y la mesure positive qui figure en P-4-4 édnoncé c/.

Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :
a/ Y(x) est différentiable m.q.
b/ Ie variogramme y vérifie une majoration du type y(h) = a|h|2.
¢/ La mesure y est sommable (er(du) < o).,

d/ Chacune des dérivées partielles 5%' , 4(x) existe en tout

i
x € R°.

0

Sous l'une de ces conditioms, e Z(x) est une FAST dont la co-
2 i
variance stationnaire est 9—5 y(h) et la mesure spectrale correspon=

2 . OhS
dante est —315 y(du) & un ;tome prés en 0 (d'ailleurs nul si ¥(x)
est sans dérive).
T1 suffit d'établir le théoréme dans le cas ol Y(x) est sans
dérive, “
D'apreés la majoration (4-5), il est clair que a/ = b/. Montrons

b/ = ¢/. Soit a un vecteur unitaire de Bp, et r un réel > 0. Par hy-

2

pothetse, y(ar) s ar®, donc aussi, puisque Q est une forme quadratique

2 0

2 .2

0 s'J~1-C°S (2n(ua)r) y(du) < br
4= u

pour un b < o , Prenons la transformée de Laplace. Pour A > 0, on

trouve

00 ~ ) 12
-AT 4 J 1=cos (2n(ua)r) . (guy = | (ua) 1 (a
1) € i 4 u? x(du) [ul2 A (A 2+4m% (ua) @) x(dw)
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Comme la transformée de r2 est 2/h3, on en déduit

N2 2
iuT% s x(au) = 20
u AT+ 4T ou

En prenant o = €4, vecteur unitaire de l'axe des Uy et en sommant

de i =1 & n, il vient ensuite :

. KZ
J- 5 > y(du) < 2 nb
AT+ 4unT u :

Pour A 4 o, enfin, A2/ (A%+ 4n® u?) 4 1 entraine par continuité mono-
tone ufx(du) < 2nb < » : la mesure y est bornée.

On vérifie ¢/ & 4/ & partir de la relation @

< Y(x),¥(x!) > = Jr1—c?s on(ux) = COS422(TXi% + cos 2m[u(x-x')] X(&u)-
< |u

en utilisant le critére de Cauchy et le théoréme de convergence do-

minée. La relation

_ - 2n(ux)
< Uy Y(x), ¥Ux) > =2 Jr 4ng|uTZuX cos 2n(uh) y(du)

1
montre emsuite gque la dérivée partielle Yj(x) vérifie Yg(x) =
1
= U, Yj(o) (d'apres (4-2)) et :

2

us 2
€T, Yi(0), Yi(0) > = | —bs cos an(un) y(du) = == y(n)
J J |u] d h% -

J

Enfin 4/ ou ¢/ entraline a/. En effet, on trouve alors :

1 ' 2 _
Tfl_l? Y (h) —Zhj Yj(o)n =

=~jfar1-cos on(un)] = 4n(ub) sin 2n(un) + 4z2(un)2 cos 2n(uh)

4m® |u|2 |h|2 y(du)
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et le théoréme de convergence dominde montre que cette expression

tend vers O avec |h

4-4 Tes P.A.I. dérivables et l'espace des gradients gééralisés.

Dans l'espace a une seule dimension, l’équation.%; Uy Y = U& X

n'a pas toujours de solution (voir exercice 11). Yar ccatre, la

X 4 vérifie évidemment Y'(x) = U_ X.

X
P.A.I. définie par Y(x) = [ U N

4 e
Cette F.A.I., est de la forme Y(x) = (UX—I)Y si et seulement si son
variogrammne est borné (P-4-3) : telle est donc la conditinn néces-
saire et suffisante pour qu'il existe une FAST Uy Y dont U, X oLt
la dérivée. On voit que les F.A.T. Afrivables s'introduigenv d° na~
nigre naturelle comme solutions généralisées du probleéme des primi-

tives,

Dans 1l'espace & n dimensions, ce sont des vecteurs gradients
qu'il convient d'introduire. 81 H est notre espace de Hilbert habi-

tuel, muni de son groupe continu Uh’ h € Bp, nous désignerons par
' .n
Hn l'espace prodnit 1™ uni du produtt scalsire < X, ¥ > = 3 < ;ﬁ’Yi -
| =1 "
(X = (X1,...Xn) et ¥ = (Y1,...Zn) ¢ 5 pour leguel H® est un espace

de Hilbert. Ie groupe continu U, s'étend a Hﬁ.(en posant Uy X =

= (Uh X1"“Uh Xﬂ) et constitie one > our Hﬁ un groupe continu d'ovné-
rateurs unitaires, Si Ai est l'opérateur infinitésimal essocié a la
dérivation partielle par rapport a la coordonnée Xy 1'opérateur li-

néaire A = (A1,...An) : H—~H , défini par AX = (A1 Yypennhy X) est

n

fermé (paragraphe 3-9). Pour X €&, = N &, , ona AU X
i=1 i

= Ux A X = gyraod UX Y. dous dirons donc qu'un vecteur Y € H, est un

gradient au sens strict s'il est de la forme Y = AX pour un X EéZk .
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Notons que éi&_est dense dans H (on leivoit-en associant & tout X ¢ H
ses régularisdes Xt =\jft(x) U# X dx, ou ft est la densité gaussien-

ne hebituelle : on a X, GCQDA et lim X, = X pour t - 0).

TL'ensemble Hg = A(H) H, des gradients au sens strict est un
-sous—~vectoriel de Hh qui n'est ni dense ni fermé dans Hﬁ . Nous al-
lons essentiellement nous intéresser a son adhérence‘ﬁé dans H, aque

nous appellerons l'espace des gradients généralisds, et montrer que

1'on peut identifier ﬁé & l'espace des F.A.I, sans dérive et déri-

vables m.q. sur H.

Si X est un élément de H, et x sa mesure spectrale, on a X G;ZA ==

- 81 et.seulement si - 2imn,. € Lz(m?,x) pour j = 1,2,...n, clest-a-

J
dire d{|u|2 x(du) < e . Les composantes Yj = Aj X du gradient Y =
= AX € H, vérifient alors | ' -
= g2 | -2im(un) _,
- (4-6) < Uy Yj » Yy > = 4m vfuj u e x(du)

Inversement, si les composantes Yj dfun Y € H vérifient (4-6) pour
une mesure y sommable (telle par conséquent que Mfldlz x(du) < o ),
il existe X € H tel que ¥ = AX, et y est la mesure spectrale de X
(1e_démontrer a titre d'exercice) en raisommant dans 1'espace H(Yj)-

engendré par les Uh Yj s h eiRn; j-= 1;2,...n).

Notons aussi cette'prépriété des comPOSanteé Ai de 1l'opérateur
A: Solt X €H. 81 XeD, etsih Xe, , on a X €D, »

A, X e &, et : * E J
J Ai ) :
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(en effet, si y est la mesure spectrale de X, X GQQDA equlvaut a

u; € LZ(B yX), €t AX GéﬂbA a j u x(du) < co, puisque 4n® u y(du)
est la mesure spectrale de A, X. Cela entraline X e;QSAJ , AJ X €<£DA
Enfin, A; A X et Aa A; X ont pour image le mlme élément -4n uy ua
de L°(R™ ,X),).

Désignons par Af : H - H 1'adjoint de A, gqui est un opérateur
dense et fermé comme A lui-m8me. Par définition, pour tout Y ¢ H ,
on a ¥ €D, et AT = 4 s1 pour tout X €, c H la relation < Y,AX >
= < %,X > est vérifide. Dans le cas particulier ou chagque composante

Y, vérifie ¥, €<£BA , le premier membre s'écrit :

— *
<Y, A X>= 2 < Yoo Ay X> = =2 < Ay Y, , X> (car Aj = - Ai)
i i

et par suite

AY

il
i
™
=
%]

Autrement dit, A" est (au signe prés) un prolongement de 1'opérateur

divergence. C'est pourquoi nous dirons qu'un vecteur Y € H est con-

servatif s'il vérifie Y €g,, » A'Y = 0.

L'opérateur A* étant fermé, l'ensemble des vecteurs comnservatifs

constitue un sous-espace fermé de Hh . liontrons que cet espace est

L.
identique a l'orthogonal Hg de l'espace des gradients.,

En effet, la relation < ¥, AX » = 0 = < 0,X > pour tout X €<25A
signifie (d'sprds la définition méme de 1'adjoint A") Y €D, et

*
A'Y = 0.

Inversement, par conséquent, l'espace ﬁé des gradients généralisds



. 4L
est caractérisé comme l?qrﬁhqgona;lde l'gspace Hg,des vecteurs con-

servatifs. Autrvement dit, G € H, équivaut a :

On note que les invariants sont c¢onservatifs, soit H, c Hg', done

que tout gradient généralisé ;G‘ vérifie E‘Q G = 0.

Soit alors %(x) une F,A.I. sur H, et posons comme d'habitude
Y(x) = z(x) - %(o). Supposons que Z(x) soit différentiable m.q. en

tout x € m?. La relation 3

Z(x+n) - 3(x) = U [2(h) - 2(0)] = U ¥(n)

montre l'existence du vecteur G dont les composantes_Gi.vérifient :

Y(h) =% H; G, + e(h) avec
i o

et donne 1'expression du gradient de %(x) :

il

(4-7) grad z(x) = U, @

Inversement, l'existence de G entraine manifestement celle de

grad %(x) en tout x € m?,, et la relation (4-7) est alors valable.

Considérons alors la relation (4-2). Si G existe, elle entraine

Y(h) € QS’A et s
(4-8) A ¥(h) = (U-I)6

Ainsi A Y(h) n'est pas identique & Uy, G, mais & (Uh-I)G. La condition
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Y(h) EQQDA'n'est dfailleurs pas suffisante pour entrainer 1l'existence

de G.

P-4-7 - Soit G € H, . Pour qu'il existe une F.A.I. dérivable et sans
dérive z(x) sur H vérifiant grad %(x) = U, G (x € R*) il faut et il

suffit que G soit un gradient généralisé.

En effet, soit Y(x) une F.A.I. sans dérive vérifiant Y(o) = 0O,

et ft(x) la densité de la loi de Gauss de variance t. Posons :

X, = fot(x) Y(x) dx

La relagtion :

(0D = [24(x) (U-1) ¥(n) ox

qui résulte de (4-2) entraine (Uh--I)Xt - = Y(h) pour t - o (théordme

ergodique). Si le vecteur G de composantes G, telles que Y(h) =

-

=2 hy 6, + e(h), | %imh e(h)/|h| = 0 existe, cette relation
h

domne aussi X, € gDA et :
AX = »fft(x) (Uk~I)G dx

Comme B G = 0 (puisque Y(x) est sans dérive) le théoréme ergodigue

montre alors A Xt - G pour t - o , donc G € H_ (G est un gradient

g
généralisé).

Inversement, soit G € ﬁé un gradient généralisé, et X ume suite

C"“ -— 3 .
dans‘huA telle que A Xn G dans Hh . La relation :

H(U-1) X = |B| A X0
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(1la démontrer a titre d'exercice) montre que les (U'h-,-I)X.n forment
une suite de Cauchy uniforme sur les compacts, donc cdnvergeant vers
une limite Y(h) qui est une F.A.I. continue en h ¢ R". L'indgalitd

ci-dessus passe & la limite et donne :
MmN = [n| e

Par suite Y(h) est différentiable (P—4-6, énénéé b/). Comme A est un
opérateur fermé, les convergences (Uh—I) X, - Y(h), et A(Uh—I) X, =
= (U-1)a X, - (U~I)¢ entrainent Y(h) €D, et A Y(h) = (U~1)G.

I1 suffit de comparer a (4-8)fpour.voir que G admet bien les compo-
santes G, telles que Y(h) = Zhy Gy + e(h) (& un invariant prds en
principe, mais Y(h) est sans dérive, comme la limite des (Uh-I)Xh ’

et cet invariant est nul.

Z(x) sur H vérifiant grad %(x) = G, il faut et il suffit que @
soit la somme G + G, d'un vecteur invariant G, (ctest-a-dire
d'un élément de Hy dont les composantes sont dans HO) et d'un

gradient généralisé G1 .
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- Section 5 - EXERCICES -

Exercice { - Soit H un espace de Hilbert, et Ye ’ D= 192500k k

vecteurs de H. Montrer l'équivalence des trois propriétés sui-
vantes

a/ les Ye sont lindairement indépendants.

b/ Det < Y&, T° > # 0.

¢/ Il existe k vecteurs Ye tels que < Y, , ¥ s = 62
Lorsque ces conditions sont réalisées, montrer que la projection

d'un X € H dans l'enveloppe linéaire des Ye est < X, Ye > Y

Exercice 2 — Dans les mémes conditions que dans l'exerciece précédent

expliciter la projection orthogonale X, de X € H dans la variété

2

lindaire fermée V définie par V= {Y : < ¥, Y "> = bl , 2= 192500k}

(désigner par Vo le sous~espace fermé défini par < Y, Ye > = 0,

)

qui est 1l'orthogonal de l'enveloppe linéaire L des Y : Xo est

alors de la forme X = X + CeY , avec Ce=b2-<x, € )

Exercice 3 - Si une suite X, converge vers X dans LZ(Q,Cl,P), et si

de plus )Sq(‘*’) converge vers Y(w) presque partout pour P, on a

X=Y p.s.

Exercice 4 - Soit H une suite décroissante de sous—espaces fermés

d'un espace de Hilbert, n, le projecteur de H, H = N H, et
n=1
ﬂo le projecteur de Ho . lMiontrer que pour tout X € H, la suite

M, X converge fortement vers Ij, X (montrer X = (X - m, X) +
gonalité des différents termes et passer & la limite n —» « ).

1 X) + nn+1 X , vérifier 1'ortho-



Exercice 5 - Covariance du mouvement brownien (X(t), t = 0 est un
processus a accroissements indépendants et stationnaires avec
E[X(+)] = 0, B[X?(+)] = % et une loi gaussiemne) (C(%,%') =

= Int (%,81)). |

o0
liontrer que 1l'intégrale Z(x) T[ g Xt X(t)dt existe pour x > 0.
o
fiontrer <%(x), 2(y) > = - (x, ¥ > 0)

51 x | 0 ¢ x* %(x) » O fortement pour ¢ > % . XB/Z %(x) converge

faiblement mais non fortement vers 0.

Poser Y(x) = x5/2 Z(x) 5 x >0 et Y(o) = 0. la covariance de cette
P.A, (définie sur x = 0) est :%E% « Y(x) est faiblement continue
en 0, mais non fortement continue.

Exercice 6 - Soit X(t) une F.A. sur R continue m.q. et bornde en

~xt

00
norme (J|X(%)|! = B < o). Liontrer que x‘J e X(t+T)dt converge
o

fortement vers X(1) pour x ~ + o,

Exercice 7 = Soit 4/x), x ¢ " ure P,A. d'ordre 2 of H 1tespace de

Hilbert engendré par les 24(x), x € mp.,On considére une suite

croissante de compacts Bk recouvrant B et vérifiant Bkzc B

I
On désigne par Hh = H(B;) le sous-~espace fermé de H engendré par
les Z(x), x £ B, et par H, =N H leur intersection,

lMiontrer que Ho ne dépend pas du choix de la suite particulisre Bk
utilisée. Si IT ) est le projecteur de Hyy la F.A, Zo(x) = 1, 7(x)
est appelée partie déterministe de 2(x), Z1(x) = (I-71,) 4(x) par-
tie probabiliste de 4(x). On a < 4.(x), %,(y) >=0 v x, v € B .
Zo(x) est purement déterministe, Z1(x) purement probabiliste.

liontrer que si Z(x) est une FAST, il en est de.mlme de ZO(X) et

de Zi(x).



Applications — 1/ Sur R, la P.A. de covariance < 4(x), Z(y) > =

e 40 s e 7o et e o R

= Q—a|x =y est purement probabiliste (utiliser 1'exercice 4).
2/ Sur R, une F.A. de covariance < Z(x), Z(y) > =
2
- e-alzy) est purement déterministe.

On montrera méme un résultat plus fort : pour tout x, € W, ltes=
pace fermé engendré par z(xo) et toutes ses ddrivées en X, egth
identigue & H lui-m@me. Pour cela, on remplacera Z(x) par ¥(x) =
==eaxdz(x) et on montrera que les dérivées successives de Y(x)
en x = 0 forment un systéme orthogonal. On en déduira Y(x) =
-3 Z (g

!
n:o n -

Exercice 8 - Soit X(t) une F.A., d'ordre 2 sur R continue m.g. et

bornée en norme. On considére 1'équation différentielle N Z(t) +
+ —— 72(t) = X(t). dontrer que 1l'unique solution vérifiant a(t )~ O

est Z(t) —\f G-K(t -7 X(z)dt (il faut montrer que Z(%) virifie

%
1'équation différentielle au sens de la dérivation m.g.).

thontrer que, pour to -~ - oo, cette solution converge fortem=nt
vers une limite 7 (t). Montrer que 7 (%) est la seule solution

bornée en norme.

. . . 2 o
Exercice 9 - Soit An’ B, deux suites de 1L°(Q,Q,P) vérifiant < A Ay >

=<B,B >=0powrngm <A, B >=0 vnetnet HAHHZ =

o0

= HB H2 = 3 y avec 2, 02 <o, Joit A, uue suite de nombres
n=1
réels quelconques. Montrer gue Y(t) = ‘An cos hn t + Bn oin A )

existe et admet la covariance (stationnaire) < Y(t), Y(t') » =

= C(t-t') avec C(h) = Z)oﬁ cos A h .

Exercice 10 - Soit X(x) = Uk X une FAST sur R. Il existe une et une
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seule FAST Y(x) =U_ Y telle que A Y(x) + Y'(x) X(x) (>0
U -I
_donné). (Si A = lim ”%7' est 1'opérateur infinitésimel, et yy
h-0

la mesure spectrale de Y, partir de JIAY + AYHZ =&f(x + 4n2 uz)xY(dp)

pour établir l'unicité . Si y est la mesure spectrale de Y, et ¢

1

m et en déduire Y =

1'image de Y dans Lz(x), montrer ¢ =
‘f e™™ y__ X ax).

Bxercice 11 —= Si X(x) est une FAST donnée sur R, continue m.q., &

quelle condition existe-t-til une FAST Y(x) vérifiant Y'(x) = Y(x),
soit AY = X en posant X(x) = U, X et Y(x) = u_Y®?

Montrer d'abord que E X = 0 est une condition nécessaire, et que
la solution, si elle existe, est unique & un invariant prés. On

s'intéressera & la solution Y vérifiant EO Y = 0 (si elle existe).

a/ Si x est la mesure spectrale de X, la solution existe si

et seulement si - E%Eﬁ € Lg(x). Pour expliciter la solution,

procéder comme suit :

.00
X dE converge fortement vers

1
A—2imu

si et seulement si cette limite

. : L =\E
i = e
b/ Hontrer que Y, ‘L Ug

la solution Y si et seulement sicelle-~ci existe (car

1
217l

con~-

verge dans.Lz(x) vers -

est dans L2).

¢/ Poser Z(t) ‘.] Uy, X dh . Montrer que Y existe si et seu~
lement si Sup M1z(t)| < %, et dans ce cas ka Z(t) 4t converge
fortement vgrs -Y.
[condition néecessaire : Si Y existe, montrer Z(t) = (Ut-I)Y, et
1z(t)1 = 2 1Y) puis utiliser le théordme ergodique. ]
Condition sufflsante : "Zt“ < B entraine ||t E, X = B, et E X =
sontrer | ~J 2(t)atll = B. Prendre T_ telle que 7, Lf T Z(t)dt
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T

n
ait une limite faible % . Montrer A Z_ = = X + =& f U
o) n Tn o t

appliquer le théordme ergodique. En déduire 7 G‘QDA, Az = -X

X dt et

Avec ¥ = - Zo, la proposition directe montre la convergence forte

1 T
des T~f 7z(t)dat vers =Y.
0

Ixercice 12 ~(Equation de la chaleur) -~ On se propose de trouver
oY,
e t C .
une FAST Y‘(x) vérifiant <= =% A Y, pour t > 0, YO(x) donnd.

Etablir ltunicité a4 l'aide de la caractérisation faible. Cher—

cher la solution dans 1'espace H(YO) engendré par les YO(X) =

2
-2nu-ct N _
, d'ol lt(x) = U Y

. 2
U, Y, Eson image dans L (XYO) est & A

T, :/xft(x) U, ¥, dx ou Ty est la densité d'une loi de Gauss).

Montrer que Yt converge fortement vers EO YO pour t - o .
T
Etudier 1lim ( Y(t)dt (cette limite Z existe si et seulement si
Tes 00 ™0

Al

: C
-1§—— € LZ(X) et vérifie alors D] N7 = Yoo Inversement, 1'équa-

2rue )
tion de Laplace % A AHx) = Ux Yo n'a de solution stationnaire

que si cette limite 7 existe, et alors on a 4(x) = U_ 2).

Exercice 13 - On veut montrer qu'a toute fonction réelle f ¢ Lz(mp,dx)

correspond une covariance stationnaire g(h) =“ff(x) f(x+h)dx et
dommer un mode de construction explicite d'uné P.A. stationnaire
admettant cette covariance. Pour cela, on partira d'un processus
de Poisson dans R (Déf. : pour tout borélien B, le nombre de points
du processus tombant dans B est une variable de Poisson N(B) avec
E[N(B)] = 2 V(B), a > 0, V(B) volume de B ; si des bordliens B,
sont disjoints, les N(Bi) sont mutuellement indépendantes). On

désignera par X3 les points de ce processus.

a/ Soit f une fonction réelle continue & support compact.
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Pour x € BT , on posera : Y(x) ==Z}f(x~xi).'Montrer que Y(x)

est une PAST admettant l'esPérancelm = asff(x)dx et la covariance

¢(h) = a2 m? + a g(h). [Prendre deux points x, et v, un compaét:

V contenant ces deux points et suffisamment grand pour contenir

‘les supports (xi + K) des f(x~xi) telles que x ou y  soit dens

x; +K (K, support de f). Raisonner conditionnellement sur 1'hypo-

these N(V)b= n, étant entendu que les n points x; de Poisson tom=—

bant dans V sont alors répartis uniformément dans V i?d?p§ndam-
y(x

ment les uns des autres avec la méme loi de densité " 7 4
' ies

b/ Soient Xi des V.A. indépendantes admettant la méme es-

pérance p et le méme moment d'ordre 2)(u2 + o). Poser z(x) =
=2 X £(x-x,). liontrer que Z(x) est une FAST avec 1'éspérance

a 1#ff(x) dx et la covariance [a \f(x)dx]z +a (02 + o2) g(h)
" " a (n° + o) g(n).

¢/ Soit fn une suite de fonctions continues & supports com-
pacts, et Yn(x) les FAST correspondantes construites comme en a/.
Montrer que 1l'on s E[Yn(xo) Ym(yo)] = a2&f£§x)dx~f}n(y)dy +
+ a.an(z) fm(z+yo-xo)dz. En déduire que Yn(x) converge m.q.
vers une FAST Y(x) si et seulement si limvffn(x)dx existe et
f - f dems Lz(mp,dx). Montrer que la covariance centrée de Y(x)

est g(h) =.Jf(x)-f(x+h)dx.

d/ Memes questions qu'en ¢/ avec % (x) =2 X; £ (x-x,;). En
particulier, si p = O, Zn(x) converge m.q. vers une FAST Z(x) si
et seulement si la suité.fn est convergeﬂhte dans T2(R%,dx). Si

f = 1lim fn’ la covariance de %(x) est vff(x) f(x+h)dx.

Exercice 14 - Soit Z(x) une FAST, y sa mesure spectrale., On suppose

que la mesure y est discréte, c'est-a-dire de la forme
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(o]

x = 2 p§ 8, (un suite de points donnéds dans l'espace euclidien
n=0 T

&Y ’ p§ coefficients > O dommés.

liontrer qu'il existe une suite de V.A, C vérifiant < C? ’ C > =

= 0 et chnz = pi telle que l'on ait z2(x) = Z)cn.e ~2in unx)

[utiliser 1'isomorphisme H(Z) - LE(X)].

Lorsque Z(x) est une PAST réelle, il existe deux suites
gn s My de V.A. vérifiant < gn » N, > = 0 vnetn, < En ’Em >=
=< . n >=0(m#n et lIg ) = InI® telles que z(x) =
= z,gn cos 2ﬂ(un x) +-Z)nn sin 2n(un X).

Réciproque (cf. Exercice 9).

Exercice 15 -~ Dans les m@mes conditions gque dans l'exercice précé-
dent, montrer
Zin(unx)
¢, = lim |e uy (ax) 2(x)

't—»oo
pour toute famille p, de mesures positives vérifiant :

.Jut(dx) =1, et limﬂlféfZin(ux)ut(dx) = 0 pour u # 0

t—

Exercice 16 - Soit Z(x) une PAST suriRn, ¥ sa mesure spectrale, B

un borélien borné de m?, dont la frontiére est de y-mesure nulle,

2imux du,

1 son indicatrice, TB la fonction définie par T (x) =bfea
ft la densité de la loi de Gauss de moyenne nulle et de variance
t/2. dontrer que la fonctlon définie par ¢t(v) —_Jf (v-u)du con-

verge vers 1B dans Lz(x) pour t - 0. En déduire que

2
c(t) —J -on’x%s T 5(x) 2(x)dx

converge fortement vers {(B) pour t — O.

Af
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Exercice 17 - Soit 2Z(x), x € R une F.A.I. sur la droite réelle, et
o une fonction continue a support compact. Définir 1'intégrale de
Stieltjes~f¢(x) d Z(x) copme limite m.q. d'expressions du type
Zolzy) [a(xy, ) - 2(x;)] =2 9(z;) Uhi Y(h). [Utiliser P-4-4
énoncé ¢/ et le théoréme de convergence dominée). Pour o, ¢'

continues & support compact, on a :-

< folx) a 2(x), [9'(x) a 2(x') > = [Fw) §(2) x(aw

Prolonger sur Lz(m,x)

Exercice 18 - ilontrer que le variogramme lindaire yv(h) = |h| sur
R est associé & la mesure y(du) = 2 du (du, mesure de Lebesgue

sur R), soit

(o}
In| = >'4J 1—002‘ 27;1113 du
A 4= u

Exercice 19 - (Emergence d'un_opérateur) — Soit H un espace de Hil-

bert de V.A. muni d'un groupe>continu Uh d'opérateurs unitaires,
et B un opérateur strictement positif sur H (¢« X, BX > 2= 0 et

< X, B> =0 e X = 0) continu ainsi que son inverse.

=

a/ Pour le produit scalaire < >, défini par < X, Y >
p B ‘ B

=< X, BY >, H est un espace de Hilbert.

b/ Soit G, un vecteur invariant de H . lontrer gqu'il existe
un et un seul gradient généralisé ¢ minimisant 1'“énergie"
<G, + G B(G, + G) >, et que @ = B(G0 + @) est un vecteur con-

servatif (utiliser le théoréme des projections dans H muni de

g
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¢/ Montrer que l1'application G, = B, @ = Q, est linéaire,
et que 1'ona <G  + G, Q>=<« Gy Q) > (émergence de 1ténergie).
En particulier, dans le cas ergodique, il existe une matrice n x n,
soit XK, telle que 1l'on ait Q, = K G, (émergence de 1'opérateur B)
gvec Q, = E(Q), Go = L(GO + G).
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Exercice 17 - Soit Z(x), x € R une F.A.I. sur la droite réelle, et

¢ une fonction continue a support compact. Définir 1l'intégrale de
Stieltjes\f¢(x) d %(x) comme limite m.q. d'expressions du type
Zo(zy) [2(xy, )

énoncé ¢/ et le théoréme de convergence dominée). Pour g, o'

- 4(x;)] = Zvcp(z_i_) U, Y(h). [Utiliser P-4-4
) 1

continues & support compact, on a :

< folx) a 2(x), [9'(0) @ 3(x") > = [Fw) Fr(w) xlaw

Prolonger sur Lz(m,x)

Exercice 18 = liontrer que le variogramme lindaire y(h) = |h| sur
R est associé & la mesure y(du) = 2 du (du, mesure de Lebesgue

sur R), soit

Exercice 19 - (Emergence d'un opérateur) - Soit H un espace de Hil-
bert de V.A. muni d'un groupe'continu Uh d'opérateurs unitaires,
et B un opérateur strictement positif sur H (¢« X, BX > > 0 et

< X, BX>=0e X = 0) continu ainsi que son inverse.

a/ Pour le produit scalaire < >p défini par < X,Y >, =

=< X, BY >, H est un espace de Hilbert.

b/ Soit G0 un vectéur invariant de Hn‘ Hontrer qu'il existe
un et un seul gradient généralisé G minimisant 1'"énergie™
<G, + G B(Go + G) >, et que Q = B(Go + G) est un vecteur con-
servatif (utiliser le théoréme des projections dans H muni de

1)



¢/ Montrer que 1l’application G - E O = Q, est linéaire,
et que l'ona <G, + G Q>=<G Q) > (émergence de 1'énergie).
En particulier, dans le cas ergodigue, il existe une matrice n X n,
soit K, felle que 1'on ait Q = K G (émergence de 1'opdrateur B)

avee Q = E(Q), G, = E(GO + G)e




