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IE PARAVMETRAGE TECHNIQUE DES RESERVES

Q - TNTRODUCTION

Te but du paramdtraze technigue des.réserves récupérables

dfun gisement (ou 4'une portion donnée d'un gisement) est dfaidider
1ltexploitant & choisir (si possible) parmi les différents projets
techniquement réalisgbles celui gqui a le plus de chances de con-

duire au meilleur résultat économigue dans les conditions du moment.

A cette fin, on se propose de disjoindre le probléme de
la recherche du meilleur projet en deux parties, L'une purement
technnique, l'asutre économique. Lo premidre partie est justement
notre paramétrage technique. Elle consiste & sélectiomner & l'avance,
en fonction d'un ou deux paramétres purement techniques (par exemple

des teneurs de coupure, ou encore des tonnages de minerai & tTraiter
et de stérile & extraire, etc...) une famille de projets optimaux
en un sens purement technique (c'est-a-dire indépendzmment de toute
considération économique). Cette famille devra posséder la propriété
suivante : quelles gue soient les conditions économiques du moment
(cours des métaux, prix de revient de 1l'extraction et du traitement,
etc,..) et la formule de valorisation & utiliser, le projet €Cono-

miquement optimal (quel qu'il soit) tombe nécessairement & 17'inteé-

rieur de cette famille d'optima techniques.

Cette disjonction {ou paramétrage technique préalable)
n'est pas toujours possible en toute rigueur, mais elle est sou-
vent réalisagble en premidre approximation. Dans ce qui suit, nous
nous placons dans le cas simple ol la valeur économique 4'un pro-
jet est une fonction de la forme

B(Q, T, V)
~ Q : quantité de métal (ou de substance-utile)
~ T ¢ tonnage de minerail a traiter
~ V : tonnage total & extraire (minerai + stérile).

'3
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Pour paramétrer les réserves, nous n'avons pas besoin
de connafitre explicitement cette fonction B (qui peutdonc, & ce
stade, rester indéterminée), sous réserve seulement de supposer
(ce qui est raisonnable) que B est une fonction croissante de Q
et décroissante de T et V,

Dés lors, le paramétrage technique est possible. En
effet, parmi tous les projets possibles comportant le méme ton-
nage traité T et le méme volume extrait V, le meilleur sera tou-
jours celui qui maximise la quantité de métal Q.

.Bn fonction de T et de V, on définira donc le projet
maximisant Q & T et V fixés, et on construira la fonction corres-
pondante

Q = Q(T’ V)

qui réalise ainsi le paramétrage cherché. Pour choisir le projet
ééonomiquement optimal, il suffira (lorsque la fonction de valo-
risation B sera suffisamment connue) de déterminer les valeurs de
T et de V réalisant le maximum de B[Q(T,V),T,V].

En pratique, on remplacera souvent T et V par deux autres
paramétres z et A : (ayant le sens de teneurs de coupure), €t on

construira une représentation paramétrigque de la famille des optime
techniques, de la forme : '

Q = Q(z,\)
= T(Z,}\,)
V = V(z,\)

Ltoptimisation économigue consistera alors (une fois B
connue) & choisir les valeurs z et A maximisant 1'expression :

B[Q(z,N), T(z,A), V(z,\) ]
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I ~ INTUITION SILPLISTE :ZONEOGRAPHIE BT HISTOGRALIES

~ Ta relation tomnage~teneur de Iasky.

Vers. 1950, 5. ILasky s'est demandé comment variaient les
réserves (récupérables) d'un porphyry copper en fonetion du cri-

teére de sélection usuel (la teneur de coupure en Cu %). Il est

ainsi arrivé4 & la notion capitale de relation tonnage/tensur.

Iasky partait d'une reprééentation simple de ses porphyry
copper : la teneur z(x) au point §.éfait (implicitement) considé—
rée comme une fonction rdgulidre &t continue de x, manifestant
par exemple une décroissance régulidre lorsque l'on s*éloigne du
coeur riche du porpayry (aujourd'hui, c'ést & la dérive et non &
la teneur elle-méme que i'on pourrai? attribuer ces caractires).
I1 supposagt cette fonction connue (parfaitement ou avec une tres
bonne approximation) ef son point de vue 4tait celul d'une zoﬁéou
.8ravhie : |
| 4 Si la tensui de coupure er. Cu esf

a

02 Ot exploitera le domaine limi-

té par lLl'isoteneur Zy> soit

4

B ={x:z(x) 2z}
o - 0

- avec le tomnage et la teneur :

(1-1) 2z = f Max) alz,) = f 2(x) A(ax)
| / y |
Z z

o : , 0

(AMax) = dx ou, plus précisdment, p(x) dx ol p est la densits).

I1 obtient ainsi les courbes T # Q et nm = 0/% paramétrdes en Ze
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G et P sont évidemment ddcroissan
(‘e‘t _m_croissante) en 3,
On peut riqnc éliminer 2z o et cons-

truire ¢

Q=a(1), n=n(T) ete.--

T@c. : la loi dite loi de Iasky

o de la forme :
30 .

Q)
at =g=8 log T J
Q(T) est croissante et con
4
N cave-
(D) En effet, si T(dz) est le
tonnage compris entre les
T isoteneurs z et z + dz
. o0
. . .
(1-2) ey = [ maz)
. z,
m -
o(z,) =f z7(d z)
- 30 ‘
‘ : aq _ : P st e
Par suite, g& =z > 0, mais T(;O) est fonction décroissante
de Zyo donc aussl sz, fonction décroissante de T : la pente de la

tangente décroit quand T augmente, et Q est concave.

»

Tober la relation i

o0

alz )=z, Uz +f‘l‘(z)dz
Z
o
Donec :
o0
m(T)=9.~=z+ f‘l‘(z)d"zz
i o} i “ o
z



La relation Q = mT donne ensuite dQ = mdT + Tdm, donc
Z dT = mdT + Tdm. On en déduit :

. m -~ Z
dm - —D0 0

T="7T

Ainsi, m décroit lorsque T augnmente,

On peut aussi domner une autre interprétation, en termes
d'histogramme, ou de loi de distribution F(dz) des teneurs (pon-

tuelles). En effet, si T, est le tonnage maximum de minerai (la
linite de T(zo) lorsque z_ - 0), on peut poser :

P(dz) = = %— T(dz)
o

11 vient alors

T(zo) = TO(1;F(ZO)) = T Jﬁm.F(dz)
Z
: o
= " = ” i !
Q(zo) TO»/Z.O z F(dz) Z, T(zo) + To'/z_o [1<(P(z)])dz=

Ces formules constituent, dans ce cas tres simple, le

- paramétrage technique des réserves récupérables, en fonction d'un
seul parametre : la teneur de coupure Zyo '
De fait - et & supposer que les teneurs ponctuelles soient

effectivement connues et qu'il soit effectivement possible de pro-

- céder & une sélection aussi fine - le meilleur choix possible du
volume & exploiter pour obitenir un tommage T donné serait celui

qui maximise Q, c'est-a-dire l'emsemble {Z(x) = z } avec un z_ tel
que T(zo) = T, ‘ '

Critique : Du point de vue de la Géostatistique, le moddle
simpliste de Lasky n'est pas tenable. Du fait des hypothéses (non

réalistes) faites sur la variable régionalisée (VR) Z(x) : fonction trés



réguliére et connue - 3 notions, que Ll'on doit d'habitude tres

soigneusenment distinguer - se trouvent ici confondues :

~ la gzonéographie
~ 1l'histogramme des teneurs

~ la relation tonnage/teneur

Avec les VR habituelles, cette méthode conduirait 2 de graves
surestimations. En aucun cas, en effet, on n;a le droit d'utiliser
lthistograme des teneurs pdnctuelles (ouvdes carottes), mazis tout
au plus celui des teneurs de blocégou unités minimales sur les-—
quelies portera la sélection‘effeétive (leur taille dépend du mode
d'exploitation envisagé). Cela pose un premier probléme (que 1lfon

sait résoudre)?

~ comment prévoir lL'histogramme des blocs en connaissant ce-—
Y 8
. .

lui des carottes-
Mais ce n'est pas tout. Pour qu'il soit 1légitime d'identifier
la relation tonnage/teneur avec la fonction de répartition des

bloes, ik faudrait :

~ que les teneurs réelles des blocs soient parfaitement con-
q ,

nues au moins au moment de l'exploitationm,

~ gulaucune contrainte. géométrique ne peése sur la sélection
(autrement dit que l'on soit entidrement libre de sélectiommer

chacun des blocs indépendamment des autres).

Ta premiére condition n'est Jamals réaliséde, sauf (& peu pros,
pour 1'Uranium olu 1l'on peut mesurer directement les radiocactivitis
des blocs au moment de l'bxploitation. Dans tous les autres cas,

la teneur des blocs ne sera pas connue au moment de ltexploitation,
Y §9) ,



rais seulement estimée : sur la basg d'une information plus riche
peut-&tre que celle dont nous disposons aujourd'hui, meis avec une

- marge d'erreur encore importante.

Quant & la seconde condition, il sera rarement (ou jamais)
possible en pratigue d'aller extraire n'importe oll un pe%it bloc
riche en laissant en place ses voisins.pauvres. Dans le cas d'un
ciel ouvert, ces contraintes géonétriques deviennent méme l'aspect
le plus important du problime. ' -

2 — LES FACTEURS DU PARAMETRAGE TECHNIQUE

Ces facteurs sont suggérés par la critique précédente.
'‘Notons tout de suite qu'il y aura autant de paramétrages techni-
ques, donc autant de définitions possibles des réserves récupé-
rables que de modes possibles d'exploitations. Pour un procédé
donné d'exploitation, les facteurs suivants devront &tre pris en
compte

’ I

[:] : Contraintes géométriques- [Principe : tout n'est pas possible]

3es caractéristiques technologigues du type d'exploita-
tion imposent souvent des contraintes sévires guant & la forme géo-
métrique des volumes & extraire ou & enlever en découverture. Celd
reut se traduire par la notion de contours autorisés., Exemples :

~ Ciel ouvert : 1l'exploitation doit respecter la pente d'4~

quilibre naturel. 5i on extrait un point x, on doit aussi extraire
le cone I, {pointe ~en~bas)~ayant son sommet en ce point, et les

contours.autq-isés sont nécessairsment rdunion de tels cones.

~ en stratiforme; choix d'un toit et d'un mr de teneur.

On s'impose, par exemple, de ne prendre gu'une seule passe de
puissance > p métres, '



La sélection elle-méme peut &tre simple ou opérer a

plusieurs niveaux. Par exemple, on a souvent affaire & une sé-

lection double comportant :

~ une sélection dfextraction concernant le choix du volume

V & extraire (qui doit 8&tre un contour autorisd). ILa découverture

peut &tre considérdée comme un cas particulier de sélectionr d'ex—

traction.

~ une sélection du minerai (chacun des blocs v contenus dans

le volume V & extraire pourra &tre envoyé soit au stdrile soit

au minerai).

Les contraintes géométrigques s'expriment de manidre diffé-
rente au niveau de chacune de ces sélections., Par exemple, la sé-
lection du minerai, au niveau des blocs élémentaires v, sera le
plus souvent libre de toute contrainte (chague petit bloc, une fois
extrait, peut &tre envoyé au minerai ou au stérile indépendamment
des autres blocs). Au contraire, la sélection d'extraction sera en
général soumise & des contraintes plus ou moins sévires (le volume
V & extraire devant constituer un "contour autorisé").

Parfois aussi (par exemple en sous-terrain, ou dans le
cas d'une formation stratiforme peu profonde), on pourra considérer
(en premidre approximation) que le volume V & extraire est constitué
d'une réunion de panneaux V. de taille domn€e gue l'on peut choisir
indépendamment les uns des autres (Cette terminologie suppose que
les bloes v, au niveau desquels on sélectionne le minerai & traiter,
sont plus petits que les pamneaux V. & extraire) : on peut dans ce
cas parler de sélection libre & deux niveaux (niveau v pour la sé-

lection du minerai, niveau Vj pour la sélection d'extraction).

:E] : Support (Principe : les variables gque l'on exploitera ne

sont pas celles que nous fournit la reconnaissance, On exploitera-

des blocs ou des parnmeaux, jamais des carottes).




Pour chacune de ces sélections, on doit préciser son
support, c'est-a-dire la taille de la plus petite unité suscep—
tible d'étre sélectionnée : blocs v, pour la sélection du mine-
rai j; panneaux Vj pour la sélection d'extraction.

: L'information sur la base de laquelle sont (ou seront)
effectivement prises les décisions de sélection aux différents

niveaux (minerai et extraction). (Principe : 1'estimation n'est

Jamais identicgue & la réalité).

On doit soigneusement distinguer :

~ l'information actuelle (disponible au moment ol on pro-

céde au paramétrage des réserves : par exemple des sondages de
reconnaissance).

~ 1'information future ou "ultime" qui sera disponible au moment de

prendre la décision définitive, mals ne 1l'est pas encore en
général aujourd'hul. Par exemple, pour la sélection du minersi,
on disposera des rdésultats des trous de tir au moment de décider

si un bloc v doit &tre mis au stdrile ou au minerai.

‘Ce décalage entre information actuélle et information Ffuiture
est la source d'une des principales difficultds du parametrage :
comme la sélection réelle sera baséde sur une information futurg
non encore disponible, nous ne pouvoné pas pfévoir a llavance
son effet sans anticiper, en probabilits, cette information fu-

ture sur la base de 1L'information actuelle.
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Cela ne sera pas trop gréve en l'absence de contrainte (si
les panneaux peuvent &tre sdélectiomnés indépendamment) car uﬁe
reconstitution probabiliste glohale sera possible, S!il y a des
contraintes fortes (open.pits par exeﬁple) la prévision passe
uécessalremens par le niveau local. Elle néceasité alors un
outillage plus puissant (les fonctions de transfert) et la domnde

de l'information définitive,

[:]—-I£s critéres utilisds pour chacune des sélections. In
toute généralité, pour la sélection 3, (par exemple S1 = sélec~
tion d'textraction, 82 = sélection de minerai) on doit se donner
.un critére de la forme : |

5 (Information disponible au moment de la décision effec-—

tive concernant S.) = z,.

Ies 25 constitueront les parameires du parametrage technique

des réserves. I1 y en aura donc, en principe, autant que de ni-
veaux de sélection. les fonctions critigues 5 (choisies & 1tavance

par nous) devront redpecter en principe la condition suivante :

~ quelles que soient les valeurs des paramdtrés dconomiques,
intervenant dans la formule de valorisation, et, si possible,
quelle gue soit cette formule elle-méme (pourvu qu'elle reste plau-—
sible) 1'optimum économique doit figurer parmi la famille de pro-

Jets définis par les critéres fi.
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3 —~ SELECTION LIBRE ET JTIPLE,

Ici, le gisement est ddcoupé en blocs (ou en panneaux) vy

et on peut sélectionner inddpendamment chacun des vy (i = 1,...H).
Parmi tous les choix possibles de k blocs, le meillleur serait
celui qui maximise le métal récupdré v Z)z(vi) (et cela quelle
que soit la formule de valorisation); Mais on ne comnalt pas les
teneurs Z(vi), et on ne dispose (ou plutdt : ne disposera) que

‘de leurs estimateurs Z*(vi).

Nous supposons essentiellement que ces estimateurs vérifie-

ront la condition de non biais coaditionnel.

(3-1) B[ 2(v;) |2%(v;)] = 2*¢(vy)
Au stade actuel, les. estimateurs Z*(vi) ne sont pas encore
commus, si on ne dispose (par exemple) que des résultats de son~
dages de reconnaiss@nce a large maille (ayant donnd des rdésultats

2 o= Tyeaont)e

Pour un pamneau v; donné, on .devrailt donc calculer :
P(2%(v.) = 4
(2#(v;) = 23z )

probabilité (conditionnelle en Za) pour qu'il soit finalément sé—

le¢tionnd, et estimer T(z) par :

Tz) = v T R(24(v;) = 2[3,)

Dens ce point de vue, on estime le T(z) global par somma—
tion des estimations locales de chacun des parmeaux v.. Clest une
S i

procédure assez lourde que 1l'on peut 4viter ici. Car (pourvu gque
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les panneaux soient assez nombreux) la sommation de ces diverses
probabilitds conditionnelles redonrne approximativement (dans 1le

cas statiomnaire et ergodigue) la probabilité non conditionnelle

P(2z*(v) = z) pour un pannesu de taille v, soit :

T(z) = W v P(Z*(v) = 2z)

Il suffit donc de connaitre la loi a vriori de l'estimateur futur

soit F*(dz).
‘D'aprds (3-1), E(a(v)|z*(v)) = Z*(v), d'olt 1'on déduit :

E[Z(v) |2*(v) = =] = B[2*(v)]|z*(v) = z]

D*ou le paramdtrage cherché, avec T, =H v
( [¢e]
% ™z, ) = TO‘}f F+(dz)
(3-2) ( %o
( co
| g Az ) = Toc/' z F*(dz)
. ZO

I1 est du type de Iasky (1-2) - mais F* est la loi,de l'estimateur

futur  Z*(v) et non celle des teneurs des blocs %(v).De plus, la

seconde relation (3-2) (mais non la premidre) présuppose la condi-

tion de non-bizis conditionnel (3-1).

En pratique, on ne coanait pas la loi F* des %*(v) (non plus
d'ailleurs que celle des Z(v)), sauf toutefoié si 1'information
future est déja disponible (dans ce cas, on forme effectivement
les Z*(vi) et on prend leur nistogramme). ilais, moyemmant cer—
teines hypotheses de permsanence, on peut obtenir une expréession
approchde de I* & partir de l'histogramme des Za (information ac~—

tuelle)4
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4 ~ SETLECTION LIBRE A DEUX NIVEAUX

Ici, on suppose qu'une premidre sélection Sy (d'extraction),
sur la base d'une information I1 (pas nécessairement encore dispo-

nible au moment ol on fait l'estimation) choisit les panneaux V.
4 extraire., Puis, une deuxiéme sélection g (du minerai) choisit
danrs chaque panneagu V. les blocs vji |
cela sur la base d'une information "ultime" 12 plus riche que I1,

& envoyer au minerai, et

inconnue au moment ol 1l'on procéde & l'estimation. Supposons,
pour commencer, que I1 (mais non Iz) soit actuellement disponible.

-

A ce moment,.pour un choix doxné des panneaux'vj, jed

supposés sdlectiommds les raisonnements faits au paragraphe 3

s'appliquent : 1'optimum économique tombera dans la famille des

projets {Z*(v.’.) 2 z} définis par 1l'application d'une méme te-
eur de coupure gz aux estimateurs (futurs) Z*(VJ ) des dlfferents

blocs contenvs dans les panneaux selectloﬁnes.

On doit donc faire le méne paramétrage qu'ten (3-2), mais
panneau par panneau, et, par conséquént,_en utitisant la loi
Fj(dz]11) de la teneur Z*(vj) d'un bloc V4 barcourant le panneau
-Vj conditionnée par l'information actuelle I,. Pour chague pan-—

1
neau Vj on obtient donc une estimation (locale) des réserves ré—

cupérables :

| T.(z,) =ij F;(azl1y)
L - z
(4-1) °
( R° *
E Q,(z,) = vjj 2 P;(dz]1,)
. Z
.0

Ies technigues du krigeage disjonctif sont trds utiles pour

estimer rapidement ces fonctions de transfert (ou paramdtrase

local des réserves) panneau par panneau.
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I1 reste maintenant & optimiser le choix J des panneaux

Vj’ j € J & extraire. Pour la commodité du raisomnement (et bien
que le résultat auquel nous dllons parvenir ait valeur géneérale)
supposons provisoirement que la formule de valorisation soit

linéaire, c'est-a-dire, & un facteur pres :

B(Q,T,V) = Q = 2T = AV

(dans cette formule, z et A représenteraient, & un facteur pres,
les prix de revient de traitement et d'extraction. Mais nous
n'attachons pas d'importance & cette interprétation économigue,
et nous considérons simplement z et A comme deux parametres

gue l'on peut faire varier indépendamment).

Pour un choix donné J de panneaux Vj a extraire, on a
donc (en espérance)

EB|I) = & [Q(z) -z T.(z) = A V,]
j€d d J d
Az et A fixés, un panneau j devra donc &tre sélectionné
pour l'extraction si et seulement si il apporte une contribution
positive & la somme ci-dessus. Le critére de sélection des panneaux
est donc :

(z) -z T,
(4-2) q,(2) V.z 52) -
J

Si maintenant nous considérons z et A comme de simples
paramétres variables, nous obtenons le parametrage suivant :
A z et A donnés, on retient les panneaux vérifiant le critére
(4~2), et ceci définit 1l'ensemble J = J(z,A) des panneaux sflec-
tionnés. Dans cet ensemble J(z,A) de panneaux, on sélectionne
ensuite les blocs de teneurs = z (sélection du minerai). On ob-
tient ainsi le paramdtrage cherché :
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p
’ = Q;

Q(z,A) jej%z,k) J(Z)

(4~3 { Mz\) =+ T T.(z)

) ?-L #h) ied(z,\) ° -
Vi{z,\) = 2 V.
L jEJ(Z,}&) J

Remarques :

1/ Bien que, pour abréger, nous l’ayons établi en
supposant linéaire la formule de valorisation, le paramdtrage
(4~3) obtenu a valeur générale. Plus précisément, les techniques
de l'analyse convexe, que nous allons étudier, montrent que les
projets définis par (4-3) correspondent tous & des optima
techniques (pour z et A donné, chacun d'eux maximise la quan-
tité de métal Q pour T = T(z,A) et V = V(z,\) fixés). Par
contre, il peut - exister des optima techniques qui
échappent & ce paraméirage, mais : ces opiima qui nous échappent
seront toujours, en pratique, encadrés d'assez prés par des pro-
jets de la famille (4,3) ; et, d'autre part, pour les formules
de valorisations usuelles, ils n'auront presque aucune chance

de correspondre & l'optimum économique.

2/ Nous avons supposé que 1l'information I1 de premiére
sélectlon était disponible., Si elle ne l'est pas encore, clest~
d-dire si l'on dispose seulement d'une information I c I1
plus pauvre, les QJ(Z) et T, (z) doivent &tre con51deres comme
‘des variables aléatoires, et les formules {(4-3) doivent &tre
anticipées en probabilité : 1l est possible de le faire, mais
nous n'aborderons pas ce point ici.
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9 — SEILECTION STUPLE SQUS CONTRATNTE.

Ia contrainte s'exprime en disant que tout projet doit cor-
respondre 4 un contour A € J3 (appartenant 2 la famille B des

contours autorisds). Exemples :

~ ciel ouvert : A € (B si A respecte les conditions de pente

d*équilibre, donc si A est réunion des cones Px, X €. A.

~ toit et mur de teneur : ici le gisement est divisé en
panneaux Pj' Danz chague panneau, la partie exploitée doit &tre
ou vide ou une tranche horizontale de puissance > p donnée (par

exemple). On admet, pour simplifier, que ces tranches horizon-

tales peuvent &tre choisies indépendamment dans les différents

rFanneaux Pj (donc, on néglige les conditions de raccordement).

Parmi les projets possibles A de volume V(A) < v donné, on
admet que le meilleur est celul qui maximise la quentité de meé-

tal Q(a))
Pour chague v, il y a donc un (ou plusieurs) A, réalisent
(5-1) Sup {Q(4) : A €@, V(4) = v} = qv)

Si la teneur q(x) est connue en chegue point x, Q(A) =
{‘q(x)dx est connue pour chaque-A, et la fdrmnle ci~dessus ré-
alise (théoriquement) le paramdtrage technigque en v. Iofsque

q(x) n'est pas comu, rien 4d'essentiel n'est changéd si lr'infor-

nation I sur la base de laguelle on choisit le contour A est

actuellement disponible — ce gue nous supposons ici. En effet,

on forme pour chaque x l'estimateur q*(x) = E(q(x)]|I) vérifiant
la condition de non biais conditiomnel, et on est ramend 3 ma-

ximiser
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%Zq*(x)dx = Q*(A) (car E(Q(A)|I) = Q*(A) pour chague A € R)

Nous laisserons donc de c8té ltastérisque, et écrirons Q(A) au
lieu de Q*(A). '

Principe de 1'Analyse Convexe

En pratique, le provldme (5-1) est rarement facile &
résoudre., On se heurte vite & une combinatoire inextricable. La
technique de l'analyse convexe va consister a remplacer la cour-
be (inaccessible) Q = Q(v), qui est croissante, mais non, en géné-
ral, concave, par son enveloppe concave Q = 6Yv), en général

beaucoup plus facile & construire : dans cette opération, nous
laissons, en principe, échapper quelques optima technigues possi-
bles (mais ils sont rarement les plus intéressants du point de
vue économique, et, de toute fagon, ne sont jamais trés éloignés
de points (connus) de la courbe a(v). C'est déja, implicitement,
ce,qﬁe nous avons fait au paragraphe précédent.

o
.

NV
<
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Pour chaque A = 0, nous considérons, en axes (Q,V),
les droites d'équation Q - AV = y. Lorsque y est grand, la
courbe Q = Q(v) est toute entiére contenue dans le demi-plan
inférieur défini par cette droite. (Q(v) - Av < y pour tout v).
Pour une valeur critique y = y(r), la droite rencontre un, ou
éventuellement plusieurs,points de la courbe, mais celle-ci reste
encore contemue dans le demi-plan inférieur (c'est-a-dire, cette

fois, Q(v) = Av = y(A)).

Il est alors facile de voir que y{()) est donné par :

(5-2) vy(A) = sup {Q(A) = A V(4)}
AeR

et que le (ou les) contours autorisés A qui réalisent ce
maximum correspondent, justement, aux points ol la droite
Q - AV = y(A) rencontre la courbe Q = Q(v) (ces points s'appel-

lent points d'appui de la droite en question).

L'enveloppe concave Q = alv), dont l'expression
explicite est :

Q) = Inf (y(A) + AV}
=0

s'obtient ainsi en ne conservant que les points d'appul des
différentes droites obtenues en faisant varier A. Les projets
"perdus" correspondent aux parties "rentrantes" de la courbe
Q(v), donc, en général, présentent peu d'intérét, Moyennant
cette perte,'peu importante, nous remplacons le probléme inex-
tricable (5~1), par le probléme, beaucoup pluslfacile, (5=2) :

trouver, pour chaque A, le projet maximisant Q - AV,



- 19 =

On peut alors paramébrer les réserves en A :.pour chague

A = 0, la droite d'appui 5 — Av = y(A\) 2dmet les deux points

. —~ - + + . . < o ~
dtappul extrémes (Vh’ QA) et (V, Qh) (ce qui signifie V, <V,

< VI pour tout autre point d'appui) associés 3 deux projetS»\
: A; et A{ %+ . On obtient le paramdirage * '
o + - .
v (A = V() V() = V(A)

(M) = Q(a)) Q" (n) = q(a)

v" et Q7 sont décroissantes et continues & gauche, V et Q

décroissénﬁes et continues & droite. De plus :
+ + - -
YA =Q(A) = AV (A) =@ (A) -AV (W)
est éonvexe, décroissante et continue.

N . . - + '
Ce paramttrage est wnigue, malgré les notations V', V ete..

car ’ )
V) L V), T T pour A T A
V() 1 v (h) 5 QT P aT(x)) pour n Ao
(cela résulte de V' (A) = V() = v"‘(xo) pour A | Ao» .étc..)
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Exenple 1 foit et mur de teneur.

Soit & déterminer les cotes 25 et by du toit et du mur sur
*
chague panneau Pi'. Pour chaque i, on connalt le krigeage Zi(x)

de la tranche horizontale de cote x, de sorte gque :

o ' , b.
L %
Q- W =3 f (z;(x) - A)ax
,p%ngi-— Qg 1 CH
' ‘ On obtient le paramdtrage en A en opti-
PV . N ez
misant indépendamment les différents
ternes
b.
e
| 4 j (2 (x) ~ Max
| &

puisqu'il n'y a pas de condition de raccordement entre panneaux -

. ~ Pour chague A, il n'y a qu'un trés petit nombre
o f=—=- s :
'> de possibilités (car Z*(x) < A pour x juste au

< dessus de a; ou juste au dessous de bi) o
Pour chague pa:nnéau. :
. bi
) () f 7 (x) ax
/7 QM) = 1 :
' gy

puis TN =D T, 5 A =T (M)
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Exemple 2 : Ciel ouvert

Ici, les contraintes de pente d'équilibre, imposent
d'extraire le cbne TX de sommet x d&s que l'on décide d'extraire

le point x, et tout contour

autorisé A € R est ainsi réunion

des cOnes Tx gu'il contient.

On montre facilement ceci

1/ Pour une valeur donnée A = 0, il existe un plus petit contour

; et un plus grand contour autorisé BI réalisant le

maximm de Q{4) - AV(A) pour A €f3, avec nécessairement B; c B

autorisé B

+
A

= BZ, sauf pour un petit nombre de valeurs criti-

A
gques du paraméire ).

(en général, B

2/ Ces contours sont emboités les uns dans les autres lorsque

A varie

B{ c.B; pour A > A'

3/ Pour chaque point x, il existe une plus grande valeur du para-

+
A

tant que A < A(x), et ne lui appartient plus pour A > A(x). Cette

métre A, soit A(x) telle que x appartient au contour optimal B

fonetion A(x), lorsqu'on la connait, permet donc de paramétrer

les contours optimaux : on a, en effet, le critere simple suivant .

X € B; si et seulement si A(x) = A

4/ On peut considérer la relation y € I, comme une relation d'ordre
(y est au-dessus de x, au sens de cette relation d'ordre, si
l'extraction de x entraine celle de y), et dire qu'une fonction £

dommée est croissante pour l'ordre T si £(y) = f(x) d&s que
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y € Ty. La fonction A(x) qui réalise le paramétrage des contours

optimaux est nécessairement croissante pour l'ordre T,

Plus précisément, on démontre le résultat suivant :

parmi toutes les fonctions I'—-croissantes, la fonetion A(x)

est celle qui réalise la meilleure approximation de la fonction

teneur Z(x), c'est-i~dire celle qui réalise le minimum de
1l'intégrale : |

f[z(x) - A(X)]2 dx

Autrement dit encore : A(x) est la projection de la

teneur Z(x) sur l'ensemble des fonctions I'-croissantes.

C'est sur ce résultat capital que sont fondées les
méthodes permettant, en pratique, de paramétrer les réserves
dans le cas des open-pits : le programme dit "open pit" permet
eh effet (moyennant certaines approximations) de déterminer

effectivement la fonction A(x).

Le paramétrage s'obtient alors exactement comme dans

le mod2le zonéographique de Lasky, & condition de remplacer la

teneur Z{x) par cette fonction A(x) :

B) = {A= A} 5 By = {A >
V‘{:f ax 3 VX:_/‘ dx
=N ASA

Qr “4%& A(x)dx Q; = J£>h A(x)dx

-e

>
i
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- 6 ~ SELECTION DOUBI:E SOUS _CONTRATNTES.

Ies contours autorisds sont ici des couples (A,A') € B ol
A' est 1e volume sglectionné pour l'extraction et A <« A' le volume
sélectionné pour minerai. lous poserons = = (A,A'), et les w € &B

seront appelés les projets autorisés. Pour tout o = (A, A'), on

pose :
V(o) = V(A') = volume 2 extraire
(=) = V(A) = volume (ou tomnage) de minerai rdcupdrs
Q(e) = Q(4) = métal récupérd

(avec évidemmént Vis) = ™(=)).

- Ie théme géndral est celui dtune dualité entre le parans-—
trage en (V,T) et le paramdtrage duzal en (A,0).

»

Ie Paramdiraze en (V,T).
Posons, pour v =2 T =2 O

(6-1) . Qlv,T) = sup {Q(=), w €B, Nx) = 7, Via) = v}

C’est une fonction croissante de chacune des variables, gui

constitue un paramdtrage technique admissible (sous la seule hy-

pothdse que, de deux projets conduisant aux mSmes valeurs de V
et T, le meilleur est celui qui donne la plus grande quantité de
[}
mét al)-
Mais ce parametrage technigue est, en pratique, inaccessible
& cause de la complexité de la combinatoire mise en jeu. On wa

donc ici encore remplacer Q(v,T) par son enveloppe concave, Ce

ul revient a utiliser le param2trage dual :
q p ag _
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Le paramétrage dual en A,0

Ici encore nous allons remplacer la fonction Q(v,T)
A .
par son enveloppe concave Q(v,T). Pour celd, pour chague valeur
des paramétres A et 8, nous déterminerons (ce qui est, en général,

réalisable) le ou les projets réalisant le maximum :

v(7,8) = Sup {Q®) - A V(=) - 8 (=)}
oED .

Ces projets corresponient aux points d 'appui des plans
Q-AV-8T = y(Ar,08), i.e. les points ol ces plans rencontrent la
surface Q = Q(V,T), laguelle cependant reste contenue dans
le demi-espace inférieur défini par ce plan, Ces points d'appui

permettent ainsi de construire l'enveloppe concave de Q(V,T),

soit :
v,m = Info{y(x,e) +AV + 0T

Les points d'appui fournissent, en fonction de A et 6,

un paramétrage technique de la forme :

Q= Q(K’e) ; T = T(Xye) 3 V= V()\’e).

En pratique, on fixe 1l'un des paramétres, par exemple
® = 6,, et on construit le paramétrage en A (& 0 = 8, fixé)
comme dans le paragraphe précédent. En faisant ensuite varier

8,s on obtient le paramétrage cherché en (A,8).



- 25 -

~

~Exemple 1 : Toit et Iur de. teneur avec découverture.

Avec les notations du paragraphe 5, on a ici :

i

QAwm) ~ AV(=) -8 (=) =2 [f Z¥(x) dx - 7\.(’01) - e(bi_.ai)]

a5

Comme on choisit (ai’ bi) librement dens chacun des panneaux,

on doit optimiser

b. .
. 1 .
o " om f Z*(x)dx—(k+§)'9i+eai
:
{

¥
‘ .
i 1
i
|

ind épend amment pour élhacun des panneaux Py = il
n'y a qu'un petit nombre de combinzisons : on .
doit avoir Z*(x). < © au dessus de a et > 6 au des—
Bl — ——— | sous ; de mBme Z*(x) < A + & au dessous de b et
2 A+ 9 au dessus; On obtient donc trzs wvite le

paramétrage : |

1 Pi
Q(n,8) = S Z‘ Z2*¥(x) dx
. J ¢«
_ ‘ a;
2(A,8) = S T (b; = ;)
l .
V(r,8) = ST b,
it

Exemple 2 : Toit et Iur de teneur,et sélection fine du mine-

rai.

ad I1 stagit, par exemple, d'un gi-

sement d'Uranium. Dans chaque

T T T T 1 [fsx panneau, on extrait une trenche
horizontale (ai, bi)" (on ne tient

—— pas conpte d'une découverture

dventuelle -) .
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Au moment de l'exploitation, une sélection fine du minerai est

faite sur des parallélépipedes v de hauteur ox.

Sur ces blocs v, le critere Z%(v) > 0 permet le parametrage
technique d'un volume domnné (une tranche ai’bi) supposé extrait.

Cela conduit aux fonctions de transfert de chague tranche horizon-

tale (x, x+6x) pour chague panneau Pi_(de surface 8,).

(v o]
X%
§ Ti(x;e) = §; ox J”ri(x;éz)
e
0 .
é Qi(x’;'e) = 55 &x jz F:(x;dz)
' e

On a alors pour la tranche (ai by

b.
i .
. Q; -AV; -8 1T = S; U[ (Qi(x;e) -8 Ti(x;e) - A).gx
2.

- . L
Pour chague 8 donné, a; et b; se déterminent comme dans le para-
grapae 5 (avec Qi(x,e) -9 Ti(x,e) au lieu de Z*(x)). On obtient
ainsi ay et bi en fonctionnde A et 8, et, par sommation en i, le

paramétrage Q(A,8), T(A,0), V(A,0)-

Exemple 3 : Ciel ouvert avec sélection libre du mineral.

Chagque contour autorisd devant &tre réunion de blocs v, on
discrétise le problime au niveau de v. Pour chague bioc v, (de
centre x, x € E olt E est fini), on forme les fonctions de transw
fert T(x;8) et Q(x;6). Pour cheque 8 fixé, on est ramené au pro-
bldme & un paramétre A avec &(x) = Q{x;0) - & T(x;8). D'ol le

paraaeirage.
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0 ~ INTRODUCTION

Comment corriger l'effet'de support et 1l'effet d'information ?
Nous nous placons dans le cas le plus simple : celui d'une sélec-
tion libre & un seul niveau : '

Effet de support : parmi les blocs de taille v existant dans le

gisement, nous voulons prévoir le mnowbre et la teneur moyenne de
ceux dont la teneur Z(v) est = z. Autrement dit : nous souhaitons
comnattre la loi Ev(dz) des teneurs des blocs de taille v.

Effet d'information : en réalité, la sélection n'opdrera pas sur

les teneurs Z(x) elles~mémes (qui resteront inconnues au moment

de la décision*ultime), mais sur les estimateurs ultimes Z*(v)
(formés, par krigeage ou par d 'autres procedés, au moment ol l'1n—
formatlon ultlme sera, connue) a ‘ '

Pour prévoir le nombre des blocs que l'on uélectionnera

en coupant & Z°(v) > z, il suffit de comaitre 1a 101 il (dz), &

iune seule variable, de cet estimateur ultime Z (v) Par contre,

pour prévoir la teneur moyenne des bloes ainsi sélectlonnés, il

faut de plus conna?tre la loi & deux variables F(dz,4z ) de Z(v)
et de son estlmateur 4 (v), ou, au m01ns, l'esperance cond1t10n~
nelle ‘ ' ‘

h(z ) E[Z(v)]Z (v) = 2]

de la teneur réelle Z(v) du bloc lorsque celle de son estlmateur
est conmue Z (v) z".

Si l'eptlmateur ultime 2 (v; vérifie la condition de non
biais conditiommel z° h(a ), il suffit donc de connaitre la loi :
F “(dz) de cet estimateur. Mais, en général, les estimateurs usuels
'ne vérifient pas cette condition (méme le krigeage : si la variance



-de krigeage est petite, on peut souvent admettre z* = h(z*) an
premiere approximation, mais celd cesse d'é&tre admissible si
6§ est un peu grande). '

Les elements 01—dessus (1loi F, de Z(v) pour l'effet de
support ; 101 F de 2 (v) et esperance conditionnelle n(z )
de zZ(v) & 2 (v) = 2 ) permettent d'effectuer les corrections
voulues au niveau global, donc de prévoir la relation tonnage
teneur globale du gisement :

00

Tv*(z) =N v_/. F:(dx)

2
Q x(2)

i

N vfzm h(x)F:(dx)

Mais 1l'on désire souvent disposer de la méme opération
au niveau local, disons panneaux par panneaux. 11 faut alors
~"étre capable d'estimer les lois précédentes (F* ou P ) condition~-

ellement.a 1°' 1nformatlon dlsponlble ‘au voisinage de chaque bloc
v & estiner.

Les donnees étant representees par les teneurs. Z y @ = 1,2,
des échantillons dlsponlbles, il faut donc, en principe, connaitre
la loi & (n+1) variables (Z (v), 1,... Z ) : le probléme se com-
pllque con31derablement, et le recours & un moddle se révéle obli-
gatoire [N.B. : c'est toujours & nos risques et périls que nous
" choisissons un moddle. Ce modéle, moyennant des calculs plus ou
moins rapides mais faisables, nous fournit une sclution. Mainte-
nant gque vaut cette solution ? Exactement autant que notre modele.
"8i ce moddle est grossidrement faux, lar "solution" dorrespon-

- dante-risque d'étre illusoire. L'expérience et la pratique en
décident : les "bons" modéles sont justement ceux gqui fournissent
des solutions que la pratique'ultérieure confirme]. '



1 = LA CORRECTION AFFINE

Pour apprécier lfordre de grandeur de la correction

de support, voici un procédé +trés rapide : A partir des données

expérimentales (les teneurs ponctuelles Z_), nous estimons la

- loi F(dz) de ces teneurs,'leur moyenne m, leur variance Sg,rleur
"varlogramme Y. Connaissant Y4, TOUS pouvons aussi prévoir 1a
variance 82 8% - y(v,v) des blocs.

La loi F (inconnue) des blocs doit admettre cette moyenne
m et cette varlance S : on peut donc en'avoir une approxiﬁation
grossidre en resserrant la loi F autour de sa moyenne m, de ma-
nidre & obtenlr la variance voulue. Ce procede cons&ste a4 ad~
mettre que les variables

S
2(v) et m+ —(Z-m)
ont la méme loi, soit :

P(Z2(v) = z) = 1-Fv(z) = 1-F(m + éL(z-m))
- . Sy
En ce qui concerne la relatlon tonnage teneur paramétrée
en T (Q = Q(T) au niveau ponctuel, Q = Q, (T) pour 1es blocs v),
- partons de 1la relation

aqQ

“Par construction, nous avons :
’ (1-1) ZY(T) =m+ Qy[z(T}-m]

En intégrant en T, (et compte teru de Q(T) = ‘v(m) =0
en T = 0), il vient donc : _
S S '
v v ‘
_ QV(T) = (1 -5)m T+ = Q(T)
(1-2) '

it

S S
mv(T) (1 -'1§) n -+ 7% n{T)



Ce paramétrzge en T est donc facile & former. Pour en
déduire le paramétrage en z, il faut effectuer le changement de
variable (1-1) : Si T(z) et Tv(z) sont les tonnages de minerai
coupé & z respectivement au niveau des carottes et des blocs,

on a 3

Tv(z) = T[m + é%(z—m)]
' On en- déduit Q. (z) en substi%uant dans (1-2)
Q (z) = (1 - ——)m 2 (2) + = Q[T _(2)]

On peut, de la méme maniére, estimer la loi P de
1'estimateur futur Z (v), 4 partir de sa moyenne (qul est tou-
jours égale & la moyenne m) et de sa variance Si* (que l'on
sait calculer) : mais ce procédé ne permet pas d'évaluer 1'espé-
rance conditionnelle h(z*) des blocs. Donc, on pourra prévoir le

tonnage sélectionné i Z*(v) = z, mais non la quantité de métal
correspondante - sauf si on admet (mais c'est une approximation
déjd plus grossidre) que h(z*) = z* (par exemple : cas ou Z*(v)
est un krigeage et ol la variance de krigeage est faible), Enfin,
ce ‘procédé ne permet absolument pas de reconstituer les lois a
plusieurs variables (Z*(v), et Za)’ donc échoue radicalement en
ce qui concerne les estimations leocales. Il faut trouver autre
chose. Pour nous orienter dans cette recherche, examinons le cas

particulidrement favorable d'une FA (multi-)lognormale.

2 ~ LE CAS T.OGNORMAL
Dans ce moddle, la FA Z(x) représentant les teneurs ponc-

tuelles ebt de la forme 2

Y _ g
Z(x) = m e? (x) 2

ou Y{(x) est une FA gaussienne stationnaire, d'espérance nulle, de
variance unité, dont la loi Spatiale (multi-gaussienne) est donc

déterminée par la covariance (= corrélogramme) !

P,y = PGY) = B(XG)Y())



Avec ces notations m = E(Z(x)) est i'espérance de la
FA Z(x), et 02 est la variance du logarithme’ (neperien) de Z(x).
Ia variance de 7(x) et la covariance {centrée) de Z(x) et Z(y)
sont alors : » o '

[ 4]
N
i
BI"\)
N
(D'
Q
|
-’

Ce moddle (FA lognormale statiommaire) est assez souvent
admissible pour certaines catégories de gisement & basse teneur
(Uranium, Or, éventuellement cuivre, etCe.s) . '

En ce qui concerne un bloc v, sa teneur est représentée
dans ce mecdéle par la VA

2
- 2
Z(v) = 1/ Z{x)dx = m__@_;_’_’_/_ f e’ T(x) dx
v

En toute rigueur, Z(v) ne peut-pas étre 1ognormalé. Malgreé
cet interdit théorique, on constate trés fréquemment que la leoi de
Z(v) reste (& peu prés) lognormale tant que la taille du bloc v
n'est pas Trop grands(ggrmanence empirique de la lognormalité).

Compte tenu de cette permanence empirique, nous admettons
donec le modéle suivant : Z(v) est lognormale, soit :

1 o_2

o, Y -~

ol Y est une gaussienne réduite (= centrée, normée)., Il reste 3
ch0131r 02 (variance logarithmique de Z(v)) de manidre & ce gque
Z(v) ait la variance correcte 82. Donc :

2
2 G . 2 ' Sy
S, = m.( e ' - 1), i.e. cv.= 1og(1 + ;2)

Ies avantages de ce moddle (lorsqu'il est valable) sont
écrasants s



1/ Extréme simplicité du paramétrage

Dans tout ce qui suit, g et & désigneront la densité
et la fonction de répartition de la loi de Gauss réduite :
L v
gy) = == € ° ; &ly) =/ slx)ax
Ven —c0
Alors (& un facteur pres To» représentant le tonnage de
minerai total, c'est-h-dire coupé & z = 0) et en posant :

1
+ 7 0

BN

1
yz_.log
Oy
{(valeur de la gaussienne réduite Yv associée & Z(v) = z), il vient

T.(2) = 1 - 6(y)

i

(2-1)

Q (z) = n[1 - &y - op)]

[Exercice : établir ces formules]

2/ On peut prendre en compte 1'effet d'informzstion

En effet, supposons (par exemple) que 1l'estimateur ultime
soit de la forme

Z*(v) =) Ay Z(xi)
i

avec Z)xi = 1

(les Z(xi) représenteront les teneurs des échantillons voisins du
bloc v et disponibles au moment de lz sélection : par exemple,
des trous de tir. Il n'est pas nécessaire, bien que ce soit recom-
mandable, que cet estimateur soit le krigeage). Cette combinaison
lindaire peut (au méme titre que l’intégfale Z(w) étre assimilée

& une VA lognormale, soit

(2-2) 2%(v) =m €



3 . P .
ol Y_ est une gaussienne réduite. Comme on sait calculer la

v 2 * . %2
variance S_x de Z (v), on détermine ¢, par :
o2
2 2. 4oV
SV* =n ( e - 1)

I1 reste & franchir un pas de plus en admettant que les
deux VA, Yv et Y;, individuellement gaussiennes, obéissent

ensemble & une loi de Gauss & 2 variables, caractérisée par un
~coefficient de corrélation '
*
= = E(Y_ X

P = Pyyx ( v v)
(N.B. : il s'agit réellement d'une hypothdse supplémentaire,
d'ailleurs essentielle, et non G 'une conséquence de ce gui pré-
cede : mais, si les lois des teneurs ponctuelles peuvent &tre
considérées comme multl-lognormaleb, et si v n'est pas irop grand,

cette nouvelle hypothese (bilognormalité de Z(v) et % (v))a tou~
tes les chances d'étre & peu prés vérifiéde).

On choisira p de manidére A respecter la covariance S

de Z(v) et Z*(v) (que 1l'on sait calculer). Donc p est défini par

o P O'v GV*
va* = [ € . - 1]
Nous connaissons la loi (lognormale) de Z*(v), de moyenne

m et de variance logarithmique ciz, voir (2-2).

Il reste & calculer l'espérance condltlonnelle h(z ) de
Z(v) h (v\ fixé. On trouve : 5 2

' pPo,y¥y =~
(2-3) n(z") E[Z | : = z*] =me 2
avec, évidemment, * aéfini par
% x 1 *2
x . Oy Y -2 Oy

Z = m e



On en déduit le tonnage et la quantité de métal récupé-
L% *
rable en coupant & 2 (v) = z

*e

Tv*(z*) =1 - 6GY
(2-4)
Q

V*(Z*) = m[1 - G(y*—p o'v)]

[Exercice : établir ces formules].
En comparant & (2-1), on voit que la perte de quantité
de métal dfle & 1'effet d'information se traduit par le remplace-

ment de qv‘par po, : soit, 4 T=1 - G(y) constant :

m [G(y-p o ) - G(y-o,)] > C

il

Q,(2) = Quulz™)

Remaroue : Lorsque i'estimateur vaut z*, le minerai, en moyenne,
vaut non vas z mais h(z ). Ia coupure sur Z*(v) fait donec illu-
sion : si la teneur limite est 8, il faut couper sur l'estimateur
Z*(v), non & 6, mais & la teneur z" aéfini par hiz ) = 8, soit

G*
--p‘(”; 02 o2 - g2
z¥=n )7 exp(—LH—T)

Il est plus simple de remplacer l'estimateur initial Z*(v)

par : .
* .
H=h(z (v)) = EZF)/2 (v)]
Soit, explicitement POy,
' | * % %2 2 2
7Z_ o 6, = p O
H=m (é%) Vo exp(—¥ 5 L)

H est lognormale, avec l'espérance m et la variance logarithmique

2 2 2
% = P %



S5i donc nous paramdtrons & l'aide de la gaussienne
réduite associée & h selon (2-3), i.e.

Yy = — log = +‘% oy

On retrouvera les formules (271) avec op au lieu de 0,3

T,(h) = 1 = G(y)
(2-5) | '

it

Q (8) = m[1 - &(y-c,)]

3/ Le parametrage est possible au niveau local

Enfin, il est possible d'obtenir la lci du bloc Z(v)
. * —_ ‘ . . .
et de son estimateur 2 (v) conditionnée par 1ltinformation dis-
‘ponible au voisinage du bloc v.

Si, en effet, les Za représentent les teneurs des échan-
tillons disponibles et les Y& les gaussiennes réduites qui leur
sont associées, nous pouvons introduire 1'hypothdse (supplémen-
taire) suivante : XV, Y: et les Y& ont une loi multigaussienne .

Cette loi multigaussienne sera entidrement déterminde
var les données des coefficients

: ' ¥
pvOC = B(L, 1) 5 pywy = B(Y, T)

(nous connaissons déja pvv*)' On choisira, comme toujours, ces
coefficients de maniére & respecter les covariasnces (connues)

S soit
Sva et S, 4,0 Soit

) pV' GVCY
Sva_um[e @ —1]

.K.‘
2r Pyxq % ©
Sox~ W [ €

_.‘3}
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Le reste {la déterminaticn des relations tonnage teneur
conditionnées par les Za) est affaire de calculs faciles que l'on
pourra effectuer & titre d'exercice,

Autre exercice proposé : krigeage lognormal. Au lieu de

1'estimateur linéaire Z*(V) =t Z(xi) étudié ci-dessus, on
peut {(théoriquement, c'est préférable ; en pratique, c'est plus
compliqué et vraisemblablement moins robuste) utiliser 1'espérance
conditionnelle de Z(v) lorsque les Z(xi) sont fixés, soit

Z'(v) = f(Zi) : montrer que Z'(v) est encore lognormale, et trans-
poser les résultats précédents.

3 -~ RECHERCHE D'UNE ANAMORPHOSE GAUSSIENNE

Si nous analysons les raisons du succés du modéle lognormal,

nous trouvons ceci : pour chacune de nos variables (teneur de Dbloc

Z(v), estimateur ultime Z*(v), teneurs ponctuelles Z{x)) nous avons
*

trouvé une geussienne (Y&, Y,

ou anamorphose (@v, Pyrx etc...) telles que :

Y, etc...) et une transformation

2(v) = @v(Y§) etCe..

et que ces différentes gaussiennes réduites obéissent, dans leur
ensemble, & une loi multigaussienne. Le fait que ces anamorphoses

se soient trouvées &tre de. type particulier (exponentiel)

¢v(y)‘= m exp{o, ¥ - 05/2} n'a joué, en réalité, aucun rdle, sinon
pour simplifier les calculs. On peut donc espérer généraliser ce
modele quil nous a si bien réussi, et le rendre applicable & d‘'au-
tres cas, non lognormaux. Voyons cela,

Au niveau ponctuel d'abord : 11 est essentiel que notre

moddle soit une PA statiommaire Z(x). Moyennant cette stationnarité.

les dounées ponctuelles (les Za) permettront d'estimer la fonction
de répartition ¥(z) de la VA Z(x). Pour simplifier l'exposé, je

suppose que F(z) est continue. En désignant par G(y) la fonction
de répartition de la loi de Gauss réduite, nous pouvons & chaque y
associer la valeur z télle que F(z) = G(y). Ceci définit une
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fonction :

z = oly) = F[6(y)]

gque nous appellerons anamorphose : c'est une fonction croissante,
de sorte qu'inversement y s'exprime en fonction de z par :

y =9 (2) = ¢ [F2)]

Par ccnstruction, % obéit & la loi F si et seulement si
Z = ¢(Y) avec Y = ¢-T(Z) gaussienne réduite,

Définissons donc une nouvelle FA staticnnaire Y(x) en

posapt
T(x) = ¢7 (B(x))

Pour chague x, la VA Y(x) est donc gaussienne réduite.
Cela n'implique absolument pas que, pour plusieurs points d'appui
X, (¢ = 152,00+ 1), les T = Y(xa) obéissent, dans leur ensemble,
4 une loi multigaussienne, Toutefois (encouragés. par la réussite
du mod&le lognormal, et, sous wéserve, naturellement, de procéder
dans chague cas particulier & un contrble de cette hypothése) nous
supposerons qutil en est bien ainsi, Aprés la stationnarité, donc,
rotre seconde hypothése fondamentale sera gue notre anamorpvhose

¢ est multigaussienne.

A ce stade, notre modédle est de la forme :
(3-1) | Z(x) = o[¥(x)]

ol Y(x) est une F.A. stationnaire multigaussienne (d'espérance
nulle et de variance 1) et » une fonction croissante quelconque
appelée anamorphose {la donnée de 1'anamorphose o équivaut & celle
de la lol F de ZX)o Le modéle lognormel correspond au cas particu-
lier ot ¢ est une fonction exponentielle.
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Passons au probléme du changem@nt de supporit. A la teneur

(v) du bloc v, de loi P y on peut encore associer une anamorphose
Py et une gaussienne réaulte YV telles que

2(v) = 9,(¥,)

Ici encore @V(y) = F;1[G(y)], de sorte que la dommée de
., équivaut & celle de la loi EV. Toutefois, & la différence du
cas ponctuel, nous n'avons pas (en dehors de la moyenne m et de
la variance Sg que nous savons calculer) en général d'information
expérimentale sur la loi Ev. Notre premi2re t4che consiste donc

3 trouver un moddle plausible pour 1'anamorphose Pt

Quelles sont les conditions requises pour un tel mocddle ¢
Dans le cas lognormal, nous avions

9, () = m explo, ¥ = 2/2)

n étant fixe (c'est la moyenne générale, évidemment invariante).
Il s'agissait donc d'un modéle & un seul paramdtre, soit Oye Au
lieu de 0, brenons un paramétre r > O quelconque, et proposons
nous de chercher une famille P de fonctions vérifiant les condi-
tions suivantes :

a) pour chaque r, ¢, st une fonetion croissante

b) conservation de la moyenne : pour chaque r, on doit avoir

SortMetay =
c) détermination bi-univoque de la variance : la fonction

Sg(r) = f[cpr(y) TPe(y)-n

doit &tre croissante, de manidre & ce que la seule donnée de la
variance suffise & déterminer r.
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d)Si nous choisissons de faire correspondre la valeur r=1 au
suppoxrt ponctuel, @1(y) = o{y) est conmue & 1l'aide des données
expérimentales, Dans le cas gaussien, c'est-a-dire :

¢(y) =m+ o0y

nous savons que les teneurs des blocs sont encore gaussiennes.
Donc 3 '

9. (7) =m+roy

2 02, o° désignant la variance ponctuelle).

(avec Sz(r)_= T
Dans le cas lognormal, c'est-a-dire :
. ; 2
¢(y) = m exp(o ¥ - ¢"/2)
nous savons que o, doit &tre de la forme -:
( 2 .2
9,(7) = m exp(r 0 ¥ = ¢© £°/2)
Nous imposerons donc & 1l'algorithme exprimant P, EN

fonction de P de respecter la permanence de la normalité et de
la. lognormalité.

e) ILorsque la variance devient petite, c'est-A-dire dans le cas
- de grands blocs, les théorémes généraux du calcul des probabili-
tés suggérent que la loi de Z(v) doit se rapprocher d'une loi de
Gauss : donc (convergence vers la loi de Gauss) lorsque r est

petit, Py doit différer assez peu de l'expression linéaire
m + s(r).y.

£) On sait qu'taugmenter v, done diminuer v, doit détériorer la

relation tormage teneur. Si nous posons
. L8] ’
Qr(y) = Jg @r(x)g(x)dx

nous exigeons donc la condition :
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TLe modele gaussien

I1 existe plusieurs modéles plausibles vérifiant ces con-
ditions, Nous n'examinerons ici que le plus simple d'entre eux,
connu sous le nom de modeéle gaussien discrétisé (la justification

de cette terminologie apparaltra ultérieurement).

Pour introduire ce modéle, partons de la relation de

définition .
1 i
Z2(v) = = Z2(x)dx = — o(Y_)ax

Désignons par x le point aléatoire choisi dans v selon
une loi uniforme, et par Y la variable aléatoire composée obtenue
en remplacant x dans Y(x) par ce point aléatoire. C'est encore
une gaussiemme réduite. Ia relation intégrale ci~dessus nous indi-
que qu'a Z(v) fixé ou, ce qui reévient au méme puisque Z(v) = @v(Y&)’
a X§ fivé, l'espérance conditionnelle de ¢(Yi) doit &tre égale &

z(v). Autrement di%, on a nécessairement :
(3-1) 9y (%) = Elo(%)[7,]

Cette relation (3-1), purement formelle, est valable dans
tous les cas. Pour avoir un modéle explicite, introduisons 1'hypo-
thése suivante (nécessairement approximative : on peut montrer
qu'en toute rigueur une telle hypothése ne peut pas &tre vérifide) :
la loi & deux variables (Yi, Y&) est gaussienne elle aussi, au
moins approximativement et pour les petites valeurs de v, Comme Yx
et I& sont des gaussiennes réduites, cette loi binormale est entid~

rement définie par le coefficient de corrélation r de Y et Y.

Sous cette hypoth¢se, la relation (3-1) détermine compld-
tement P dés que ¢ €t r sont connus : mais c'était exactement
notre objectif. Explicitement, notons qu'a Yv =y fixé, Y  est
gaussienne avec la variance (1-r2) et l'espérance ry. Par suite,
d 'aprés (z-1), en écrivant ¢, au lieu de ¢, nous obtenons la

relation cherchée :
+00

(3-2) 9.(¥) = f olx y +V1 - ¥ x) glx)ax

=00
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Tel est 1'slgorithme du changement de support dans le
moddle discrétisé, Vérifie-t-il les conditions a/,... £/ énumérées
~ci-dessus ? Il en est bien ainsi.

a/ Comme ¢ est (par construction) déjh une anamorphose, c'est-a-dire
une fonction croissante, la fonction & intégrer dans (3-2) augmente
avec y, done 9y est une fonction croissante de y. ‘

b/ La moyenne m est conservée, soit :

Soremay = fosay

On peut le vérifier par un calcul explicite a partir de
(3-2). I1 est plus simple de remarquer que (3-1) assure automati-
quement cette conservation : 1 '

d'apreés les propriétés de l'espérance conditionnelle.

¢/ IL n'est pas trés commode de vérifier directement sur (3-2)
que'Sg(r) est une fonction croissante de r. Celd apparaitra, par
contre, comme une conséquenceimmédiate du développement de P
en polynomes d 'Hermite.

d/ La permanence de la normalité et de la lognormalité se vérifient
imméd iatement. . '

Pour les conditions e/ et £/, il sera plus facile de les
vérifier sur les développements du paragraphe suivant. [Pour la
condition f/, on peut également déduire d'abord de (3-2) 1la rela-
tion différentielle :

2
raq)r écpr bcpr

(3"3) = - w Y
‘ _ or 3 ya

(qui résulte aussi immédiatement d'une interprétation de (3-1) &
1l'aide d'un processus gaussien markovien stationnaire), et substituer
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dans
d Q 3 ¢ (x)
3 rr = __5 gx)ax
Y.
Apres une intégration par partie, on trouvera :
d Q. (¥) 3 9.(y)
T 1 r
(3-4) < =7 el 55—

Comme Py est une fonction croissante de y, cette expression
est effectivement positive. ]

4 -~ TES DEVELOPPEMENTS EN POLYNOMES D'HERMITE

Le polynome 4 'Hermite de degré n, soit Hn(x) est défini

par @
ah

Hn( ~) g(};) d X (3’)

Ces polynomes vérifient la relation d'orthogonalité
ﬁn(x)Hm(x)g(x)dx =0 - pourngZn
in(x)g(x)dx = n!

et toute fonction f(x) (telle que /:fi’2 g dx < ) admet le
développement :

© 1,
26) = B B0
£, =an(x)f(x)g(x)dX

En particulier, 1'exponentielle eM  admet le développement

| 0w
(4-1) eMx _ /2 2 (-2 " F H (x)
N

Notons les relations :



’ ]
H j = Hn - X Hn

Mais la propriété principlae, en ce qui nous concerne,
est la suivante : si X et Y sont deux gaussiennes réduites et p
leur coefficient de corrélation, alors :

(+3) B[E,(X)|Y = y] = p® H,(¥)

Donnons deux démonstrations différentes de qette relation
fondamentale.

1 - Si nous prenons ¢ = H dans (3-2), alors 9 (y) est gustement
cette espérance condltlonnelle. Compte tenu de 1l'équation (3-3)
et de la dernidre relation (4~2), il vient :

55
En intégrant, et em remarquant 9 = O pour p = 0, on trouve

bien 9o = pn¢, c'est-a-~dire (4-3).

2 = A Y=y fixé, on a :
o o Ay + (1=p°) 2‘;

Draprés (4-1), le premier membre est :
,12
o 1) E[H ()| T=y]

et le second :
AZ

: n
20Nt P ()

Par identification, on en déduit {(4~3).
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Conséguence : Pourva que |pl<1, 1a loi X & ¥ = y fixé admet la

ensité
densit n

g,(xy) = (2 &7 B,(0H, (7)s(x)

Expression du changement de support

Pour effectuer les caiculs rapidement, il sera commode d'uti
liser le développement de 1l'anamorphose ¢ en polynomes d'Hermite,

soit :
00 C;t'l
(4-4) P = T gF )
(0, = foton,(xgtx)ax)

En particulier :

C,=m - v/;p(x)g(x)dx

est 1'espérance de Z_ = ¢(Yk). Quant & la variance 82, compte tenu
des propriétés d'orthogonalité, on trouve

2

2

C

n
8 = T

P e

1

(1e terme en n = O disparait, du fait que 1l'on retranche m2 = CO).

- Compte tenu de notre propriété fondamentale (4~3), il résult
de (3-2) ou, plus facilement, de (3-1) que l'algorithme du changemen
de support prend la forme trés simple :

: o G
(4-5) 0,.(y) = i-l,-l’ r H, (y)
n=0 7°
valable pour |r|j=1i. Ia variance correspondante est alors
: o 0 Ci r2n
(4-6) $°(r) = & —~=—
et n!

Ctest donc bien une fonction croissante de r (du moins

pour r = O, seul cas gque nous envisageons.

Exemple s Dans le cas lognormal, on a
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_ 2 ks
9(7) = m eV /2o nn (-1)* & H (y)

d'apreés (4~1). D'aprés (4~5), il vient :

nn
gr
n! Hh(y)

o.(y) =m 2 (-1)"

Donc, en utilisant & nouveau (4-1) :
2 2

9p(y) = m FVT /2

On retrouve ainsi la permanence de la lognormalité.

5 — IES RELATIONS TONNAGE/TENEUR

Dans notre moddle discrétisé, les relations (4~5) et (4~6)
-résolvent le probléme du changement de support : de fait, si
Z(x) = o(¥(x)), nous développons 1'anamorphose ¢ des teneurs ponc-
tuelles comme en (4~4) ; nous choisissons pour r > 0 la valeur
(unique) déterminée d'aprds (4-6) en posant Sz(r) = Sz, ol Sg

v
est la variance (connue) des blocs v 3 1'anamorphose Py = Py des
teneurs Z(v) est alors donnée par (4—5), et la loi Ev des blocs
s'en déduit. '

Les relations tonnage/teneur (pour les teneurs réelles Z(v)
des blocs v) sont alors paramétrées en y sous la forme :

() =1 - &(y)

Q, ()

‘ Compte tenu de la définition des polynomes H , on voit
“que la quantité de métal admet le développement :

0 Cnrn §
2 -EE"U/ H (x)g(x)ax
n=0 Yy

c ( A

(5-1) IR w1 = e(y)] - 5 B B (s

1
Ne= n:
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Apres l'effet de support, examinons 1l'effet d'information.

Si l'estimateur ultime Z*(v) est de la forme :
*
Z(v) =% Ay Z(xi) avec 2 Ay =1

nous pouvons lui appliquer (au méme titre qu'd %Z(v)) le moddle dé-
veloppé plus haut : donc nous considérerons que cet estimateur
ultime admet 1l'anamorphose gaussienne :

¥

Z*(V) = @r*(Y&).

* . £aos * . . s
ou Yv est une gaussienne reduite, et r déterminé par la condition
habituelle de variance, soit

Sz(r*) = 9

. Pour avoir la loi simultanée de Z{(v) et des Z*(v), nous
introduisons & ce stade une hypothése (supplémentaire) : la binor-
malité des deux gaussiennes Y_ et Y:. Pour achever de déterminer

v
cette loi & deux variables, il faut connaftre le coefficient

N ¥
P = Py = B T
Or, compte tenu de la relation capitale (4-3) et de 1l'or-

thogonalité des polynomes 4 'Hermite, il est immédiat que la cova-
. . * ¥
riance de zZ(v) = ¢r(1v) et de Z2 (v) = @r*(Yv) est

©0 Ci rnr*n n
(5-2) Syyr = 2, @ P
S yxr T € r étant connus, cette relation détermine 1ls

valeur p cherchée (de manidre univoque si nous nous limitons aux
valeurs positives).

Nous pouvons dés lers calculer 1l'espérance conditionnelle
h{z) de Z2(v) a Z*(v) = z fixé en utilisant (4-3) :
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h(z) = E[wr(YQ)i';_= y]
(z = 94(¥)
il vient :

C
h(z) =2 -I-lz,l- rt p%* H (v

En général, donc, z est différent de h(z). Pour que la
condition de non biais conditiomnel soit vérifiée dans ce moddle,

il faut et il suffit que 1l'on ait rp
(5-2) :

* . . 2\
vy = T c'est-a~dire, d'apres

2
Soox = Soy

2 ’ . . . . 7’ . « 2 . *
En général cette condition n'est pas vérifide (méme si Z (v)

est un krigeage) & cause de la condition imposée aux poids 2 A% o= ).

[N.B. : la condition & A% = 1 n'est nullement, ici, une condition de
non biais, Elle a seulement pour objet de nous permettre d'évaluer

_ - = .
1'anamorphose g, de Z (v), puisque c'est seulement aux combinaisons
linéaire de poids 1 que s'applique notre modéle de changement de
support. ' '

. Supposons que nous prenions comme estimateur le krigeage
simple ZK(v) ;:Z)A%(Za - m) + m avec, en général

_ o
veBAA
Pour appliquer notre modéle, posons

7 (v) = -1,52 }\; Z, Zk(v) =v 2 (v) + (4=v)m

Ta couwbinaison lindaire Z*(v) vérifie la condition sur les
poids, mais, en général, S # 85* et le non biais n'est pas vérifiée,
On calcule comme ci-dessus 1'anamorphose ¢, de Z°(v) et celle du
krigeage Zy s'en déduit par

(V) = Voop (X)) + (1= v) m
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Par conséquent, 1l'espérance conditiounelle :

*

B[2(v))/2g(")] = n(Z)) = 9. (X))

n'est nullement éegale a Z.(v), sauf dans le cas gaussien (c'est-a-dix
ANy

dans le cas ol ¢ est linéaire)].

Ie paramdtrage des réserves s'en déduit.

Si 1l'on choisit de couper 3 Z*(v)zz, en définissant y par
la condition :
Z = @r*(y)

il vient :
Tv*(z) =1 -~ G(y)

Q 4 (2) =fy (Prp(X)g(X)dx

et on trouve, comme précédemment, le développement suivant de la
quantité de métal coupée & z = @r*(y) :

C rnn

Qala) = ul1-6()] = B L ()

On peut aussi remarquer que ce paramétrage en z = @r*(y)
fait illusion, puisque 1'espérance de la teneur Z(v) du bloc dont
l'estimation est Z*(v) = z n'est pas z, mais

h(z) (v)

= @pr

de sorte que (du point de vue de la recherche d'une coupure optimale)
tout se passe comme si nous coupions & h(z) et non & z.

On peut alors, comme dans le cas lognormal, suggérer de rem-
placer 1l'estimateur initial Z*(v) par l'estimateur corrigé

H = h(z7(v)) = @pr[@;l(z*(V)}] -

gue vérifie la condition de non biais.
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En coupant, sur ce nouvel estimateur, & H> h, on obtient,
en posant cette fois

h = A(ppr(y)
le paramdtrage associé i l'estimateur corrigé

T (h) = 1 - &(y)

Q(0) = fy 9o (X)8(x)0x

-identique au précédent en tant que fonction de y - mais non, évidem=—
ment, en tant que fonction de h (et, en pratique, ce sont les fonc-
tions T_ et Q_ exprimées en h qui doivent &tre utilisées dans les
calculs €économiques).

Bxercices proposés — 1 -~ Vérifier, & l'aide de (4~5), la convergence

vers la loli de Gauss lorsque r tend vers 0.

2 = A partir du développement (5-1) de la quan-
tité de métal, démontrer que Qr(y) est une fonction croissante de r
et retrouver la relation (3-4).

6 — IE MODELE GAUSSIEN DISCRETISE

Le paramétrage local est-il possible dans le présent cadre,
autrement dit notre modéle permet-il de reconstituer les lois de
Z(v) et Z (v), ou, ce qui revient au méme, des gaussiennes Y et
Y conditionnellement aux données Z ¢(Ya) disponibles au v01~1-
na e d'un bloc v donné ?

- En apparence, la réponse devrait &tre positive : rien ne
nous empéche, semble-t-il, d'introduire sur la lancée la nouvelle
hxgothose ad hoc, celle de la mvltinormalité des variables
(Ty» Tys Y)-

Pour déterminer cette loi multigaussienne, pvv* étant déja
connue, il nous suffit de choisir les coefficients Py et Py%g de

S ¢ A e AR e WD e S
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manidre & reconstituer les covariances (connues) SVa et Sv*a corres-—
pondantes, selon les relations
00 02
Syq = 2 'ﬁ{'lu r pga
n=1 .
00 C‘:
S = £ plrl
V¥ n! *
o n=1 Vo

De fait, on pourra procéder effectivement ainsi en pratique
pourvu gque chague bloc v contienne au plus un €chantillon ponctuel.

Par contre, si les blocs v contiennent plusieurs échantillons, des
difficultés surgissent, qui mettent en question la cohérence interne

de notre modele dés que nous admettons la multinormalité de YV et
de toutes les variables ponctuelles Yﬁ.

En effet, supposons que pour chaque point x, le couple

(x,

Z(x) = @(YX) 4 Z(v), c'est-h-dire & Y, fixé est :

’ Yk) soit bigaussien, Alors, l'espérance conditionnelle de

!;3(2

n
T Pxv Hn(Y§>

(6-1)  B@EE)/E() =

g
fu

0

le coefficient p étant déterminé par la condition
o0 C’?
(6-2) 5. = 2 =2r%p

n
xv n=1 nt v

Intégrons (6-1) dans v il vient :
C
(6-2) sl [ 2ax/s(v)] =D R (x) 2/ b ax
v v

Mais, puisque dans tous les cas Z(v) est égal & 1'intégrale
(1/v)jr Z(x)dx, le premier membre est Z(v) lui-mfme, c'est-d-dire
v
(dans notre moddle)
n
r

C
z(v) = CPI'(YV} =% g! Hn(Yv)

Or la relation (6-2), qui définit Pyy» D'entraine certaine-

n i jf n
Y = - p dx
v xv
v XV

pour chague n : nous tombons ainsi sur une redoutable contradiction.

ment pas 1l'égalité
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Pour rétablir la cohérence internme du modéle, nous devons
renoncer & attribuer une localisation précise, & l'intérieur de

chaque bloc v, aux teneurs ponctuelles Z(x), x € v,

De fait, le point de départ de notre modéle, c'est-a-dire
le passage de la relation formelle (3-1) & 1l'expression explicite
(3-2) a consisté & admettre la binormalité du couple (Ev et YX),
ol x est le point aléatoire dans v : or il est facile de voir que
cette hypoth®se est incompatible avec la binormalité du couple
(%,
ne sera Jjamais le cas en pratique, que Pyy D€ reste constant lorsque
x décrit v). '

Yx) pour chaque point x individualisé dans v (& moins, ce qui

Conséquence : pour assurer la cohérence du modéle, nous devons con-
sidérer chaque échantillon ponctuel Z(xi) comme implanté de manidre

aléatoire dans le bloc vi'ebntenant le point b c'lest-a~dire rem-
placer Z(xi = @(Yki) par Z(gi) = @(Yﬁi), X aléatoire dans v,.

Lz relation (6~1) est alors remplacée par

A a
' =4z

(6-3) B(2(2)/2(1)] =T 57 of, By(T,)

avec un coefficient‘va déterminé par la relation (6-2) écrite avec

Sy au lieu de S, mais, S,y» covariance de la teneur du bloc v

et de celle du point x aléatoire dans v est évidemment :

1 ‘ 2
s_}gv.ﬂ.;l,-’/v‘.s.}wdx-;sV

2 x i n n
SVSE 'ﬁ“!"l" va

Or, par comstruction, r vérifie la relation :

c0o (C )
83 = Z} E;;‘ril' raﬂ
n=1 - -

P

B o
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e z

Par suite; on a l'egalite

.0

(6-4) =T

HEV

et, dans ces conditions, (6-~3) se réduit a
B2(x)/2(v)] = 9 (¥,) = 2(v)
La cohérence est donc assurée.

Pour achever de spécifier ce nouveau modé&le oli les points
expérimentaux Xy sont maintenant remplacés par des points aléatoires
s implantés dans les blocs vy correspondants, nous devons préciser
les coefficients de corrélation suivants (entre les gaussiennes as-

sociédes gux diverses variables )

yo)
<
<

entre deux blocs vi,-vj distincts

p . i
x;vy ¢ entre le point x; dans v; et le bloc vy £ vy
eﬁizj ¢ entre deux points pris dans deux blocs distincts

.

entre deux points pris dans le méme bloc v

Partant des relations suivantes entre covariances :

S = S =9
vlva .}Si-}.{.j =i VJ
S. _, =8 = 82
xx' Trv T %

et utilisant la fenction :

n a4
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nous trouvons que ces coefficients sont déterminés par les relations :

. 2 , 2 .
S; v, = B [V pvivj] =

1
t
N
—
P
o]
f S—
I
[ 9)]
N
—
H
e
s
<
[ Y
e

2 = fWe, ) =5 roe )= 2/ 2
Donc :
o =T Py =T p
Ej_&j J.Ej_vj Vivj
, .
= T r

M

X X Px v

Ces relations expriment que, dans ce modeéle, la teneur d'un
échantillon ponctuel Z(gi) est conditionnellement indénendante de
toutes les auvtres variables {(de blocs et de points) lorsque la teneur
Z(vi) du bloc correspondant est fixée,

Nous arrivons ainsi & la conception suivante (qui justifie
la terminologie) de notre modéle gaussien discrétisé

La PA initiale Z(x), stationnaire et définie au niveau ponctuel
est remplacée par une version discrétisée de la méme FA régularisée
sur les blocs v : Autrement dit, le gisement entier étant considéré
comme la réunion d'un nombre N (peut-étre grand, mais fini) de blocs
V.. disjoints, la structure du modéle est détermindée par la donnée
des variables aléatoires :

20vy) = 920ty )

(teneurs des blocs) anamorphosées par ¢, des gaussiemmes réduites

Y, : la loi (multivariable) correspondante est définie par les

cogfficients de corrélation p .
viv >

J

Les blocs vi“sont ensuite munis d'échantillons "ponctuels"

(que 1l'on doit concevoir comme implantés au hasard, chacun dans son
bloc et‘indépéndamment les uns des autres) avec.des teneurs de

la forme

| Z(x;) = o(¥, )

1 -1

P A AT



=i
Y =1rY + V1= €
b vy i

avec des gy gaussiennes réduites indépendantes les unes des autres
et des ¥
B = | S
d
Ce modéle (qui permet le paramétrage local et global des
réserves) présente, en outre, de grands avantages pour las techniques

de simulation, conditionnelles ou non.
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LES MODELES GAUSSIENS ANAMORPHOSES
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I ~ INTRODUCTION

Les problémes pratiques d'estimation du minerai récupé-
rable font apparaitre la nécessité d'estimer des histogrammes lo-
caux, ce qui implique la définition de moddles probabilistes mul-
tivariables (c'est-a-dire précisant la loi de probabilité conjointe
de plusieurs points). De plus, les quantités & estimer étant tou-
Jours des teneurs moyennes de blocs, ces lois de probabilité doi-
vent lier valeurs ponctuelles et valeurs moyennes de blocs, et
impliquent entre autre la connaissance de la loi de probabilité
des blocs. En résumé il nous faut définir des lois de probabilité
multivariables, relatives conjointement & des teneurs de points
et de blocs, relevant de modéles suffisamment généraux pour s'ajus-—
ter aux différents types de distribution rencontrés en études minid-
res mais n'impliquent cependant pas trop de paramétres pour permet-
tre une inférence statistique.

Par ailleurs, une fagon d'aborder 1l'étude de problémes
‘non linéaires est d'effectuer des simulations conditionnelles :

or la plupart des méthodes connues de simulations dans l'espace
conduisent, selon le théordme central limite de la théorie des
probabilités, & des fonctions aléatoires gaussiennes, qu'il faut
ensuite transformer pour retrouver les différentes lois de distri-
bution expérimentales (c'est ainsi par exemple qu'on simulera une
F.A. lognormale par exponentiation de la gaussienne simulée). I1
se trouve que les modéles implicitement utilisés ainsi répondent
aux conditions émises plus haut, tout en présentant de nombreuses
particularités intéressantes lides aux propriétés des lois de Gauss.
Dans ces corditions, il était naturel de choisir,dans une premiére
tentative de modélisation multivariable, les modzles gaussiens
anamorphosés & la fois & cause de la simplicité de leur formalis—
me et pour élucider certains problémes apparus lors de 1'étude de
simulations conditionnelles.,



II - RAPPELS SUR IES F,A. GAUSSIENNES

II-1. Rappel sur les F.A.

Une F,A. peut é&tre définie par sa loi spatiale, c'est-ia-
dire par la loi de probaﬁilité conjointe de N variables aléatoi-
res Zi(xi) correspondant & la F.A. prise en N points d'appuis
dommés Xge Les problémes que nous étudierons mettront toujours
en évidence un nombre fini N de points 4 ‘appui de la F.A., de
sorte que nous serons toujours ramenés & utiliser des lois de pro-
babilité multivariables, '

. Loi de probabilité multivariable : c'est la loi de probabilité
d'une variable aléatoire vectorielle (Y1, Yopees YN)

F(y1,...yn) = Prob{¥, < gy,... ¥y < g/}

De cette loi multivariable dérivent deux types de loi
de probabilité :

. les lois marginales Fi(yi) = F(400, 400, Yireee +2), qui sont
les lois des V.A. Yi considérées seules.

. les lois conditionnelles, du type F(yi]yj) = Prob{Yi<yiin=yj}

La V.A, définie par cette loi s'appelle "variable & conditionnée
de Y; & Yj fixé" et sa moyenne 1l'espérance conditionnelle,

On appellera P.A. totalement gaussienne la F.A. Y(x)
dont toutes les lois multivarisbles associées sont des lois gaus~
siennes multivariables. Dans la suite, on s'intéressera uniquement
aux modéles stationnaires, c'est-a-dire ceux pour lesquels toutes
les lois marginales P{Y(x) < y} sont identiques, et méme on simpli-
fiera le formelisme en se ramenant toujours & des F,A. gaussiennes
centrées et normées (i.e. dont les lois marginales ont une moyenne
nulle et variance unité).

ITI-2, V,A, gaussiennes vectorielles

Une V.A. gaussienne & N composantes centrée et normée
(Y1”"YN) est entidrement définie par la donnée d'une matrice
H définie positive dont les éléments sont les coefficients de



corrélations entre les composantes Yi

=1 Sii:j

E (Y, Yj)

H= {pij} avec Py

L}

} ‘pij

Dans le cas particulier ol cette V,A. gaussienne est
associée & une F.A, stationnaire gaussienne Y(x), on sait que
chague composante Y; correspond 4 Y(x) pris en un point d'appui
X;, de sorte que les coefficients de corrélation p, .=B[Y(x;).¥(x, )]
sont donnés- directement par la covariance p(h) de la F.A. Y(x)

Pip = p(x -X . ) En particulier une loi & deux composantes sera
définie par une seule corrélation p et la densité de la loi sera
de la forme :

2 ry
i+ ¥ = 2(y4¥5)

1
T 2 -
Les lois marginales étant alors du type g(y) = L exp - % Y2

ver

Les principales propriétés des V.A. vectorielles gaus—
siennes dont nous ferons usage sont les suivantes :

8,(r12y2) =

« Toutes les lois marginales sont gaussiennes centrées et normées.

. Toute combinaison linéaire finie AlYl de oomposantes Y est gaus—

51enne de moyenne nulle et de variance A Aapla

« Deux composantes Y et Y.

d'une V.A. vectorielle gaussienne sont
indépendantes si '

J

Pij = 0.

. Etant donné une variable & N+1 composantes (YO,Y1,...YN), le
meilleur estimateur de Y, a Y1,...YN fixé est la variable
Espérance conditionnelle Y% = E[Y’OIY1 = ¥qs+¥y=y,]. 81 nous
considérons alors le vecteur (YO,Y1,... ) comme totalement
gaussien, alors E[Y |Y1,... ] est une V. A. gaussienne, de

l est le vecteur

valeur probable A% Vi de variance 1—qK
solution du krlgeage & moyenne connue de YO par les Yi, et
czK est la variance de krigeage associée). De plus la propriété

du krigeage & moyenne connue d'absence de corrélation entre



.

l'estimateur et 1l'erreur d'estimation conduit dans le cas gaus-
sien & l'indépendance des deux variables aléatoires
E(Y0|Y1 YoyeeTy) et [Y -E(Y |Y,...70) ]

II -3. Variables aléatoires gaussiennes & une et deux dimensions

Dans la suite, on parlera toujoufs de V.A, géussiennes
Y,,Y, centrées et normées, de corrélation p. g(y) et G(y) dési-
gneront respectivement la densité et la loi de distribution
associés, |
S = " y

g(y) =7%-:.- e 27 G(&) =_fg(X)dx
7T o0

Soit ¢(y) une fonction mesurable et Y une V.A. gaus-
sienne (0,1) ; supposons que l'on doive étudier la V.A. ¢(¥)
et qu'il paraisse commode d'approcher cette V,A. par un dévelop=-
pement polynomial d'ordre n :

@*(Y) =a, +a; ¥+ a, 'ea teest B ba

La représentation polynomiale la plus satisfaisante sera
celle pour laquelle la variance de 1l'écart o(Y) - ¢*(Y) est mini~

mum 400

n
I=f [pM-a,a ¥...a, ™falr)ay
-0
Ce probléme se résoud facilement si au lieu de repré-

senter ¢ avec des monomes Y, Y2,... Yn, on utilise les termes
croissants Hn d'une famille de polynomes, les polynomes d'Hermite,
définis par :

an

n>0: HGely) = —ely), HIy) =1
dy

La propriété remarguable de cette famille de polynomes

est :
+4-00
_[m B OEGely)dy = 5,  n! Spp = 1 5im
=0 sin

|
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(Les polynomes Hn sont orthogonaux pour la densité de Gauss). On
utilisera alors le développement approché :

¢*(Y) = 2 5% Hn(Y) ol les ¢ sont des coefficients numnériques

n=0 inconnus.

On montre que l'on obtient directement les coefficients

¢, par :
n +00

by, =¢[; 9(y)E, (¥)g(y)dy ou encore ¢ = E[o(N)H ()]

L'intérét de représenter wie V.A. ¢(Y) sous la forme
- précédente dérive précisément de la propriété fondamentale de
la famille Hn’

N ¢
si o(Y) = IEO o7 5, (1)

alors E[e(Y)] = ¢ puisque pour ¥ 0 EB[H (Y)] =0

W

, BT

o

—

et Var[o(Y)] = g

Compte tenu des propriétés de la famille H, il parait
intéressant d'utiliser un développement classique de la densité
gaussienne bivariable gp(y1,y2) vue précédemment :

i n .
8,(y1s¥2) = néo Tk B, (718, (72)8(74)8(y)

On appelle lois isofactorielles les lois a deux variables
dont la densité peut se metire sous cette forme (produit deé densi-
tés marginales par une série de produits xﬁ(y1)xn(y2), X étant
les polynomes orthogonaux pour la densité marginale).

Le dévéloppement précédent conduit naturellement au

développement de la densité de 1la v%riab}e (Y1|Y2 = ¥,), dont 1'ex-
Ep\¥1Y2 '

pression classique est f(y1|y9)= —Q§T§§7_

| o -
f(Y1]y2> = AEO Y Hn(Y1>Hn(y2)S(Y1)



On en tire une représentation simple de la V.A.
E(Zilzg) quand les deux variables sont du type 4, = ¢1(Y1),

Ly = ¢2(Y2) et que (Y1,Y2) suivent ure loi gaussienne bivariable
(corrélation p) :

¢ .
soient ¢ (y) =2 —-;—11—13 H (y) et 95(y) =D -%J,—-ll H (y), alors on a :

E(Z,|2,) -3 Yan g (Y,)
n

c'est-a-dire E(Z1|Z2) = o est la fonction
} B ot

!
-8
o)
)
€T N
e
)
<
a

o
q’1,9(y) =z pn—:cT!"IEHn(y)

II-4. Les V.A, gaussiennes anamorphosées

I1 résulte des paragraphes précédents que 1l'étude des
V.A. & deux composantes Z1,22 est trés facilitée si on peut repré-
senter Z1 et Z2 sous la forme

1

d) - e

Z1 = @1(Y1) ¢1(Y) =3§ ﬁ% Hn(Y) Y1 : V.A, gaussienne red
. 2

(b - rd

22 = (?z(Yz) CPg(y) =§ }'1"1.1 Hn(.Y) Y2 s V.A. gauss:.enpe réd

et faire 1'hypothése que le couple (Y1,Y2) est gaussien : en parti-
culigr le probléme de la régression de Z1 en 7, se résoud facile-
ment comme nous venons de le voir. Or il est toujours possible de
représenter une V.A. continue Z1 sous la forme d'une fonction
@1(Y1), par 1l'opération 4 'anamorphose (utilisée pour la simulation
de Monte-Carlo).



Par conséquent, il sera toujours possible de considérer
une P,A. stationnaire Z(x) comme une anamorphosée de F.A, margina-
lement gaussiemme Y(x) avec Z(x) = ¢[¥(x)], mais cela n'entraine
pas que la F.A. Y(x) est totalement gaussienne (i.e, dans sa loi
de distribution conjointe). Pour pouvoir profiter totalement des
propriétés gaussiennes, nous devrons au moins supposer que tout
couple de V,A. Y(x ) Y(xz) est gaussien bivariable : dans la pra-
tique on fera méme souvent une hypothése gaussienne totale pour
Y(x) comme dans le modéle "gaussien discret",

I11 - LE MODELE GAUSSIEN DISCRET

IT11-1. Exemple du cas lognormal

Ia loi de probabilité la plus utilisée dans les modéli-
sations de phénoménes géologiques est sans conteste la loi log-
normale : la V,A., lognormale Z se présente sous forme d 'une loi
gaussienne anamorphosée, puisque par définition de la loi lognor-
male il existe une V.A. gaussiemne Y telle que Z = exp(m+cY). On
étend sans difficulté en géostatistique le moddle lognormal au
cas d'une fonction aléatoire lognormale Z(x), telle que
z(x) = exp[m+o¥(x)], ou ¥(x) est une F.A. totalement gaussienne,
Bien entendu un tel modile ne peut faire référence qu'ad des teneurs
moyennes de support constant, des carottes de dimensions uniformes
par exemple que 1l'on considerera comme des supports ponctuels de
teneur Z(x)., Conformément aux notations précédentes, on a Y(x)
processus gaussien centré, normé, de corrélogramme p(h) et :

Z(x) = exp[n + o ¥(x)]

Les formules classiques de la loi lognormale permettent
de trouver les principales caractéristiques de % & partir des
parametres m et o :

M= E(Z) = exp(m+c%ﬂ2)
| 2
22 = V&I‘(Z) = Mz(ec —1)
$(n) = B2 (Geh)-k) (5 (x)-k = 12 (eP P



De plus, conformément & la propriété vue plus haut,
conditiommellement & une information donnée (Y1 = y1,...Yn;yn)
la variable YOIY1...,Yn est encore gaussienne, de moyenne

At yi‘et variance 1—o§ et peut donc s'écrire A%yi + 11—0K'Y; :

m+ Gy 1

la variable transformée (Z°|Z1 = e ,..,Zn) est donc lognor-

male, et s'écrit comme 3

i / 2

On voit donc que sous réserve de faire 1'hypothise gaus-
sienne totale pour Y(x), on est capable grice au formalisme lognor-
mal de connaitre théoriquement les lois de distributions condition-
nelles d'une teneur ponctuelle & information donnée : ces lois
sont encore lognormales, ce qui fait apparaitre une certaine "“per-
manence" du type de loi.

La modélisation sous forme lognormale d'un ensemble
de N teneurs ponctuelles ne pose pas de difficulté particuliere,
mais ne répond pas au probléme rencontré le plus friguemment
dans les études miniéres, & savoir de définir la loi de probabilité
de la teneur moyenne ZV d'un panneau V et méme la loi conjointe
de cette teneur ZV et des teneurs ponctuelles Z(Xa> des données.,
Dans le cas de teneurs ponctuelles lognormales, on a constaté
expérimentalement que les teneurs moyennes de panneaux suivaient
elles aussi assez bien une loi lognormale (de variance plus faible
évidemment), phénoméne désigné habituellement par le terme de
"Permanence lognormale", Sur le plan des modéles, la définition
des paramétres de cette nouvelle loi lognormale se fait sans dif-
ficultés :

Soit Z2(x) = exp[m+o¥(x)] (Y(x) de corrélogramme p(h))
le modele correspondant aux teneurs ponctuelles Z(x), dont la _
fonction de covariance est 2(h) = MZ(ep(h)—1). La variance théorique
Zg.de la variable 2
tistique :

Z(x)dx est donnée par la formule géosta-

v—v v



z,‘f, =2 (VyV) = 1\12{{124 /v- P (x¥)gx dy -1}

et donc on peut déduire}D% des paramétreé (m,0,p) du modéle ponc=—
tuel de Z(x). On fait alors 1'hypothése que ZV est encore lognor-
male, donc qu'il existe une V,A. gaussienne x telle que

Ly = exp(m'+c'X), m' et o' devant satisfaire aux relations :

12 2
E(ZV) :E[Z(X)] = m' +g—2-—--_—m+g_

Var(z;) :233, = 62 = Tog[eP(Ts 7]

- Par conséquent, les données théoriques du modéle ponctuel
| accompagnées de 1'hypothé$e de permanence de la lognormalité per-
mettent de déterminer entidrement la loi de ZV : en fait on peut
méme appliguer le méme principe & la variable vectorielle

(2 yeee Z Ly z ) ou l'on considére conjointement & la fois
a1 1,00.

v
des variables ponctuelles Zai et régulariséefZVj. On admet que les

’
“n.

variables ponctuelles Z,. sont lognormales du type Zy; = exp(m+cYa )

. i
et que les variables régularisées sont du type Ly = exp(m'+c'X.),
et que la variable vectorielle (Y soes¥, X1,...X ) est totalement

a3
gaussienne, centrée, normee, définie par une matrice de corrélation

{ } telle .que, transformées par le formalisme lognormale, ces
correlatlons soient ega;es aux valeurs Z)B oV? Z&‘V des corréla-

tions entre les Za et ZV'
En réslité 1'étude théorique d'un tel modéle montre qu'il
n'est pas consistant sur le plan théorigue : la "permanence de la
lognormalité" est impossible sur le plan théorigque, & moins de modi-
fier le sens donné aux variables ponctuelles Ly €T régularisées yp o
: ’ d
C'est ce qu'on fait dans le modéle gaussien discret qui généralise
. sous une forme un peu plus rigoureuse le moddle lognormal précédent.

I11-2 -~ Cas général

Le principe de définition du modéle est le méme que celui
. qui est sous-jacent dans le mod&le lognormal précédent s
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« définir un principe de "permanence", permetiant de déterminer
la loi de probabilité d 'une régularisée ZV a4 partir des paramétres
du modéle des variables ponctuelles Z(x) : Les Z(x) sont considé-
rées comme les anamorphosés ¢[Y(x)] d'une F.A. Y(x) gaussienne, et

les Zy sont considérés comme les anamorphosés @V(Xi), Xy étant
i

aussi une V,A. gaussienne, Le principe de "permanence'" sera maté-

rialisé par une formule reliant théoriguement les deux fonctions
'

d 'anamorphose ¢ et Py

« faire 1'hypothése que les variables isolément gaussiennes Y(xq)
et Xi forment un ensemble totalement gaussien.

Comme nous 1l'avons remarqué plus haut, cette hypothése
n'est possible que si nous altérons légeérement la signification
des variables ponctuelles : pour cela nous allons privilégier
dans le modéle une taille de bloc v qui est supposé jouer un réle
particulier (Taille du bloc de sélection, blocs i simuler, etc...)
et nous choisissons de découper le gisement en un pavage de tels
bldcs ZVi. L'informnation est supposée comme & un niveau ponctuzl
(ou consideéré comme tel), et & une maille toujours superieure & v,
de sorte que l'on trouvera toujours au plus une donnée Z(Xa) dans
un bloc vy ol 1'artifice qui permet de définir un moddle totalement
gaussien consiste &4 considérer la donnée Za présente dans un petit
bloc comme positicnnée aléatoirement dans ce bloc (En quelque sorte
on accepte de négliger une parcelle d'information qui est la positi
exacte de Za dans son Vo associé)., La conséquence de cette approxi-
mation est que E(Zalzva) = ZVa’ ce qui permet de relier dans notre
modele les données ponctuelles Za aux données de volume ZVa‘

Le gisement est découpé en N bloes v., dont les teneurs.

Zy, sont relié§ 3 un vecteur gaussien (X1,...X;) par une anamorphos
Py ¢ ZVi = @V(Xi). A chaque bloc V4 nous attacherons au plus une
donnée ponctuelle Zy reliée & un autre vecteur gaussien (Y1,...YN)
par une anamorphose ponctuelle Zi = @(Yi). Les hypothéses concernan

les gaussiennes sont les suivantes

a/. Pour tout bloc Vs le couple (Xi,Yi) est gaussien, centré,
réduit avec un coefficient de corrélation r > O constant quelque
soit v.. ' : ‘ ’

i
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b/. Nous avons vu plus haut que E(Zalzva) = zva (conséquence de 1la
position de Za dans va). Nous complétons cette propriété par 1'hypo-
thése que & Xi fixé, Yi'est indépendant de toutes les autres V,A.

du modeéle, Yj, Xj'

c/. (X1”"XN) est totalement gaussien

a,b,c impliguent gue le vecteur (Y1,X1,Y2,X2,..;YN,XN) est totale-
ment gaussien, centré, normé et donc entidrement défini par les
corréiations suivantes : (les valeurs effectives des corrélations
sont données ici sans démonstration).

. Corrélations bloc x bloc

Rij = E(Xi.Xj) sera donné en fait par une fonction R(h),
covariance des anamorphoses inverses Xi des teneurs de blocs :
Rla = R(xa—xﬁ)

. Corrélations point-bloc
ria = E(Xi Ya) =T Ria

. Corrélation point-point
2
Pup = B(Y, ‘YB) =" Ryge a # B
En définitive l'ensemble des corrélations de blocs sera
fixé par deux quantités : R(h) la fonction covariance des X et r,
paramétre défini plus haut comme E(Ya Xi)°

IT11-3 - Permanence en modéle gaussien discret

Le modele précédent définit entidrement les V.A. Yd et Xi
anamorphosés inverses respectivement des teneurs ponctuelles Z(x ) et
des teneurs moyennes ZV . Comme d'habitude la fonction 4! anamorphose
ponctuelle ¢ sera connue expérimentalement par 1l'intermédiaire de ~
1'histogramme expérimental des données ponctuelles %Z(xa) ; 1'anamor-
phose Py des teneurs de blocs doit &tre dérivée directement du moddle
- précédent.,



- s

Supposons ¢(y) connu par son développement :

¥y

o(y) = ;zo'gj H ()

On fait l'hypothése que le développement de @v(y) peut
stecrire ‘

o ¢ D
9y () = I = H (y)

et la théorie montre que les termes Dn_se déduisent directement
du paramétre r du modéle r = E(Ya’Xi)

L'intérét de cette remarque est qu'elle nous permet de
caler expérimentalement la valeur du parametre r : en effet, nous
connaissons par 1l'étude géostatistique directe le variogramme des

y() - y(h), e

S(vyvy)e En

¥

données ponctuelles y(h) et donc la covariance S(h)

il

aussi la covariance des teneurs de bloc ZVi : Sv(h)

il

particulier 8 (o) = S(v,v) est la variance théorique des teneurs
de blocs Zvi' Or, nous avons vu plus haut gue la variance associée
3 une fonction d'anamorphose se calcule directement & 1l'aide du
coefficient ¢n :

n 2 .2
. by T W2 n
si g, 7—:2 o7 H,(y) alors Var [cpv(X)] =D —
Pour déterminer r, il nous suffira de résoudre la relation
2 . 2n
o0 q,n T
SV(O) = E Tl
n=0 :

ILa solution se trouve numériquement sans probléme, car le
second membre est une fonction croissante de r. Une fois r déterminé
la méme relation s'établit entre les fonctions de covariance Sv(h)
(connue par régularisation théorique de la covariance expérimentale
S(h)) et R(h) des anamorphosés de blocs 3
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5.(h) = 3 2 r™(h)
v n=0 n! -
La méme méthode numérigque qui a permis de déterminer
r permet de déterminer R(hi) pour une suite de valeur hi’ et done
de fixer un modéle théorique pour R(h).

II1I-4 - Conelusion

_ Le modele gaussien discret ahamorphosé fournit un cadre
commode pour les calculs faisant intervenir les lois conjointes
de teneur ponctuelle et de teneur de volume, et 1l'usage de 1l'ana-
morphose permet de l'appliquer & des lois de distribution ponctuel-
les quelconques. Il faut bien noter cependant que ce modele souffre

de deux restrictions :

o 1l'hypotheése gaussienne totale ‘des Ya ou des Ei est une hypothése
extrémement forte et difficile & contrdler (sauf au niveau des his-
togrammes bivariables expérimentaux)., On sait que dans de nombreux
cas cette hypothése sera fausse, mais on peut admettre que les con-
séquences de l'hypothése gaussienne qui nous sont vraiment utiles
ont un domaine de validité un peu plus large. Par ailleurs, 1'hypo-
thése d'indépendance des Ya a Xa fixé a des conséquences théorigues
négatives qui restreignent la généralité du moddle (on s'apercgoit
que l'histogramme local dans un panneau est entidrement fixé quand
la moyenne du panneau est fixée).

. la deuxiéme restriction concerne les approximations théoriques,
essentiellement celles faites & l'occasion de la "permanence" : la
formule de permanence mise en évidence coincide, dans le cas log=-
normal avec la permanence lognormale, dont on sait gqu'en toute ri-
gueur théorique elle est impossible,

En conclusion, le modéle gaussien discret n'est pas un
modele "a tout faire" applicable sans précaution & n'importe quel
cas : de fait d'autres moddles existent (Moddle hermitien gaussien,
modéle isofactoriels non gaussiens) qui pourraient s'avérer dans
certains cas mieux adaptés aux variables étudiées que le moddle
gaussien discret,
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.

IV - EXEMPLE D'APPLICATION : CATCUL DE LA COURBE TONNAGE/TENEUR GLOB.

IV~-1 « Exposé du probléme

Soit un gisement superficiel devant &tre exploité en
carrieére. Supposons qu'on puisse fixer la taille des blocs de sé-
lection (par exemple, des cubes de la hauteur des gradins d'exploi-
tation) et en premidre approximation faire 1'hypothése qgue le minera.
sera sélectionné librement bloc par bloc en utilisant une teneur
de coupure Zq appliquée & la teneur moyenne Zv de chagque bloc abattu
Dans ces conditions, les réserves exploitables seront données par
1'intermédiaire d'une courbe tonnage/teneur de coupure, qui ne sera
rien d'autre que l'estimateur de la loi de distribution des teneurs
de bloc cumulé au~dessus de la teneur de coupure zc,

Les problémes & résoudre sont donc :

o Obtenir un estimateur satisfaisant de la loi de distribution des
teneurs ponctuelles a l'intérieur de la partie minéralisée du gise-
ment en s'aidant de l'ensemble des teneurs ponctuelles expérimen-—

tales,

. modéliser cette loi de distribution socus la forme d'une fonction
d 'anamorphose et obtenir numériquement son développement en polynomet

d 'Hermite.

. modifier le modele précédent conformément & la procédure de perma-
nence généralisée vue plus haut pour lui faire représenter la loi
de distribution des teneurs de blocs Zv'

o Utiliser numériquement ce mod&le pour calculer la proportion du
nombre de bloc v sélectionnés & une teneur de coupure donnée et
leur teneur moyenne.

IV-2 - Détermination de la loi de distribution des tensurs ponciuelle

Soit V le champ mingralisé. On se propose de trouver un
estimateur pour la fonction Pv(z) = {Proportion déns V de points x
tels que Z(x) < z}. Formellement, si Fx(z) est la loi de distri-
bution de Z(x), la valeur probable de Pv(z), soit Fv(z) n'est autre
que la valeur moyenne dans le volune V des lois ponctucziles
~.Ex(?) :.FV(Z) = %j; Ex(z)dx. En ce sens 1§ probléme de 1'estimation

. de PV(z) se rapproche de celui de l'estimation de ZV’ teneur moyenne
dans V, puisqu'ad z fixé, PV est la moyenne dans V des indicatrices
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(IZ(Z(x)) =0 seiZz(x) s> z, IZ(Z(X)) =1 siZ(x) < z).

Un estimateur évident de Pv(z) est bien slr l'hlstogramme
cumulé expérimental des données ponctuelles disponibles, F (z), qui
joue le méme rdle vis-a-vis de Fv(z) que la moyenne arithmétique
des données 7; vis-a~vis de la teneur moyenne ZV : 8i le champ V
est treés grand, (ou couvre entidrement la zone minéralisée) et si
les points de mesure X, sont distribués de manidre suffisamment
uniforme dans V, on salt que A est un estimateur satisfaisant
de ZV, et de méme F (z) sera un estimateur satisfaisant de F (z).
'Si par contre V a été choisi dans le coeur de la mlnerallsation,
et est entouré de données systématiquement plus faibles que les
données intérieures, ou si l'information n'est pas distribuée uni-
formément, on sait que 2> x, € V, est un mauvais estimateur de Zy,
car ne tenant pas compte du salissage par les faibles valeurs des
frontiéres : dans ce cas l'estimateur adequat de ZV est le krigeage
ZKV et de méme il convient d'estimer FV(Z) par une pondération
convenable des données ponctuelles intérieures et extérieures.

Lo définition de 1'estimateur théorique de Fv(z) reldve
des techniques de krigeage disjonctif qui seront mises en oeuvre &
un stade plus avancé de 1l'étude. Au niveau de 1l'étude, on tirera
profit du fait que l'on procéde généralement a un krigeage de by
(soit en krigeant globalement V, soit par réunion du krigeage des
panneaux de V) pour définir comme estimateur de F (z) 1l'histogramme
expérimental pondéré cumulé des Z «

Dans le krigeage de V, chaque donnée disponible est affec-
tée d 'un pondérateur Ay (éventuellement nul si X, est trop loin de
Vet negllge dans 1' est¢mat10n de ZV) On construlra 1'histogramme
pondéré en affectant & chaque Za non pas une fréquence absolue 1,
mais une fréquence Aa : une classe d'histogramme contiendra donc
comme fréauence relative la somme des xa des Za appartenant a la
. classe normée par la somme totale des Aye ‘
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Les inconvénients du procédé sont :
. nécessité de stocker tous les A* utilisés lors du krigeage

. éventualité (trés faible) de classe & "fréquence" négative, qu'il
faut alors arbitrairement mettre & zéro,

Par contre les avantages sont déterminants :

. Prise en compte (avec la métrique du variogramme) de la position
exacte des informations.

. Obtention d'un histogramme expérimental dont la moyenne est
précisément gy s

III-3 - Modélisation en anamorphose hermitienne de la loi ponctuelle

Une fois obtenue un estimateur F*(z) de la loi ponctuelle
moyenne dans V, nous allons représenter la variable 7* associée a
cet estimateur sous forme d'une'anamorphosée gaussienne z¥ = o (Y).
Si G(y) est la loi de distribution de la gaussienne  (0,1), on a

Floly)] = ¢(y)
Soit encore p(y) = F*'1[G(y)]

La fonction cumulée expérimentale F*(z) étant définie sur

1

. X L
des classes Ziy la relation F n'est definie exactement que pour

les classes Zi, ON peut alors :

« Soit modéliser F*(z) par un modéle de loi (ou par une combinaison
appropriée de fonctions mathématiques), de fagon & disposer d'une
représentation FM(Z) continue, monotone, croissante, et donc par
1'inversion FM_1[G(y)] de disposer d'une modélisation continue

de o(y).

. Soit définir ¢(y) de manidres discontinues pour les valeurs de y
correspondant aux classes expérimentales Zy et ensuite modéliser
cette séquence de valeurs(zi, yi). '
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En fait, on ne s'intéresse pas particulitrement & un
‘modele de la fonction @(y) car on a vu plus haut que tous les
calculs se Teront sur un développement hermitien de Q(y) : on
prendra donc la deuxiéme démarche et on cherchera directement 3
ajuster, par un polynome du type ‘

N
> H (y) le graphe de points (y % ), et on sait que les coef-
n=0
ficients ¢, seront donnés par les relations :

nl

400
= f o (7)H,(v)ely)dy

et le probléme sera d'estimer ces intégrales par des méthodes numé-
riques sachant que l'on ne comnalt Z = o(y) que pour un échantillon-
nage (Zi’yi) discret de point. '

On utilise principalement deux méthodes :

. la méthode 4'intégration de Gauss : 1'intégrale est estimée &
partir de 1a valeur de @(ya}, « = 1,...k, ol les points y  sont
définis théoriquement comme solutions de 1'équation Hﬁ(y} =0
(Voir référence A. KARECHAL : "The Practice of Transfu Punction :
Numerical methods and their application"),

. l'intégration exacte en utilisant une représentation simplifiée
de ¢(y) (par exemple linéaire ou quadratique) dans les classes
(zl, z ) de 1'histogramme.

Dans les deux cas on est conduit & faire des hypotheéses
pour compléter 1'histogramme expérimental, en particulier pour les
queues d'histogrammes : les deux méthodes d'ajustement ci-dessus
sont de types interactif, et permettent d'essayer successivement
dlverses valeurs numériques pour les queues d 'histogrammes.

A la fin de cette étape, on dispose d'une représentation
de Fv(z) sous la forme d'une fonction d‘'anamorphose o{y) développée
en polyncmes

y H
nl . J
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Il est important de noter que @(y) définit entidrement
le modéle de loi de probabilité moyenne Fv(z), et en particulier :

¢, = Moyenne [Fy(z)] = Iy
N ¢.2 _
21 -——2—;— = Variance [F (z)] = ¥ - 2‘2,
n=1

Par conséquent 1l'étude structurale des données Z(Xa)

ayant conduit & un variogramme ponctuel y(x), on doit avoir
5 .

y(V,V) = E% « BEn fait en général le champ V conduira pratiguement
n

tout le domaine d'étude et en choisira méme pour y(x) un modéle de
2

palier 2 ;1—1,—1 = y(«).
o !

IV—-4 - Modification de 1l'anamorphose pour changement de support

D'apres les propriétés du modeéle gaussien discret, la
fonction d'anamorphose ¢ correspondant & la distribution -ie la
variable LV dans le champ V se déduit de la tonction ¢ par :

n

N ¢, 1
9y (¥) = T 2 H (y)

Le coefficient r devant satisfaire & la relastion :

5 N ¢2 2n
=D B, rs0
n=1 )
Z$ s'obtient class1quement par lecture des abaques (si le modeéle

(h) est une combinaison linéaire de schémas standard) ou par inté-
gration numérique de y(h) dans le bloc v. Quand & la relation ci-

dessus, elle se résoud numériquement sans difficulté car la fonction
‘ 2

sja(z) = © n? rP est une fonction monotone croissante en r et
1

donc il suffit de faire croitre r de 0 &2 {1 pour atteindre la valeur
2 ) N

%), (qui est nécessairement inférieure & I =
A . : n=1
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IV—E - Calcul effectif de la courbe Tonnage/teneur globale

Les réserves récupérables dans le chamﬁ V par sélection
sur des blocs v seront définies par :

. Tv(zc) Tonnage récupéré en coupantsurles teneurs de bloc v & Z

. QV(ZC) Quantité de métal totale ainsi récupérée,

Ev(z) étant la loi de probabilité qui correspond & 1'ana-
morphose Py s et To étant le tonnage total contenu dans V, on aura :

T'V(Zc:) = To[1 - FV(ZC)] (Dans 1'hypothése ol la densité du
400 minerai n'est pas fonction de z)
QV(ZC) = T0.£' z Fv(dz)
_ ¢

On a Fv(z) = G(y) lorsque z et y sont associés par z = @v(y).

On commencera par déterminer par une méthode numérique simple la
valeur de Yo telle que

N ¢ .r
2 = Z) n

(s} n=0 n! Hn(yc)

ce qui domnera directement Tv(zc) par l'intermédisire de 1'intégrale
- de Gauss G(yc) (dont d'excellentes approximations nmumériques sont
données dans toutes les tables numériques)

TV(ZC) = T0[1"G(yc)]

Le calcul de Qy est 1légdrement plus compliqué :

400
Q(z,) = T, _{r‘ o, (N ely)ay
C

N ¢, 0 T
=1 L - f Heg(y)dy
n=0 ) Vo
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Or la conséquence de la définition de la famille Hn est
que 1l'intégrale Hn(y)g(y) =H_,8

S N g
Qrlz,) = T {4, [1-G(y,)] - &(y,) 21 = H (v,)}
n=

Plus classiquement, on présentera conjointement TV(ZC)’

QV(ZC)

’ 7 é = . .
tonnage recupére, et mV(Zc) T;(ZET’ teneur moyenne du minerai,

IV-6 = Conclusion sur le calcul de la courbe tonnage/teneur

Les paragraphes précédents ont montré qu'en utilisant
le moddle gaussien discret anamorphosé, il était possible de pro-
duire dés les premiers stades de 1'étude géostatistique une esti-
mation des réserves récupérables sous 1'hypothese d'une sélection
libre par blocs de taille v, Il est certain que dans la pratigue
la sélection ne sera Jjamals libre, ni le support des blocs aussi
bien défini : nous pensons cependant que ce type d'estimation est
susceptible de fournir treées t6t aprés la fin des reconnaissances
une approximation des tonnages récupérables, en attendant une se-
conde estimation plus précise par le formalisme des fonctions de
transfert.



A SIMPLE SUBSTITUTE FOR CONDITIONAL EXPECTATION : THE DISJUNCTIVE
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ABSTRACT. In this paper, a new proéedure for non linear estimation
is proposed : it is better than the usual best linear estimation,
and necessitates less prerequisites than the conditional expecta-~
tlon .

0. INTRODUCTION.

In applied Geostatistics, we need more and more often to es—
timate certain variables which depend in a non linear way on the
grades of an'orebody. Simple examples are given by the estimation

procedure of the "transfer functions'. In such a case, it is gene-

rally no longer possible to use the classical linear kriging esti-
mator, which are not fit for these problems and can be dangerously
biased. On the other hand, one cannot resort to the conditional
expectation technique, either because the available information

is not sufficient, or simply because the computations are too ex-
pen31ve. Under the name of Disjunctive Kriging (D.K.) we propose

in this paper an intermediate method, more powerful than the sim-
ple linear combinations, but less sophisticated than the condition~

al expectation (See Referencé [4] ).

The startlng idea is the fcllowing. Let Z be a random varia-
ble (R.V.) to be estimated from a set of otherg R.V. Za’ a = 1,2,

«+.N. The most powerful method consists in forming the conditional
expectation E[Z lZ],..Z ] » 1.e. the best approximation of Zo by

a measurable function f(z s++Z ). Unfortunately, we generally do
not know in practice the (N+l§ dimensional law of the R.V.

Yo
[,



(ZO’ZI"'ZN)’ hence we are not able to compute this conditional

expectation. On the other hand, kriging techniques would consider
the best approximation of zZ by a linear combination I Ay Z,s and

this requires nothing more than the covariance matrix, which can
generally be estimated from the experimental data. As a counter-—
part, because the space of the linear combinations is much smaller
than the space of the measurable functions, the approximation gi-
ven by kriging is far to be as precise as the conditional expecta-
tion (except for the Gaussian case). By choosing a space larger tha
- the linear combinations, but not so large that the corresponding
technique would require unavailable data, we may hope to arrive at
a non linear method practically workable and more precise than
kriging.

In this research, a good starting point is given by the tech-
nique of data analysis known as "disjunctive coding" [1]. Let B.s

i&£71, be a partition of the real line (in intervalls or classes,
for instance). Each variable Y is. associated with the family of
R.V. Yi’ i € I defined by

4 1 if Ye B,
Y= 10 =
i~ B 0 if Y¢B,
Note that the family of the linear combinations I Ai Yi is

identical with the class of the B,-measurable function f(Y). If
the partition Bi becomes finer and finer, we obtain at the limit

the class of the Borel—measurable functions f(Y).
Let us now return to our estimation problem : instead of kri-
ging Zo from the variables Z, themselves, we shall krige it from

the much richer family constituted by the variables

The corresponding estimator will be of the form Z =& fa(za),

where fa = Zﬂ&a i lB is a Bi-measurable function. The covariances
) i ;
matrix of the Zi o depends only on the two-dimensional laws FaB s
]
because we have

EI-Zi,al Z,j,s] =Ty (3,535



Hence, thls method requlres only the kn0w1edge of the two-
dimensional laws of the pairs (Z » Z,) and (Z,, ZB)

In the limit case of an infinitely fine partition Bi’ we shall

have to search for the best approximation of Zo by a sum I fa(Za),

where the fa are measurable functions of only one variable. The
corresponding estimator will be called the disjunctive krlglng
(D.K.) , and it will be shown that its computation requires no-
thing more than the knowledge of all the two-dimensional marginal
laws F and F : it is the desired workable intermediate bet-
ween krlglng ang conditional expectation. The following table epi-
tomizes the situation. (See next page).

1. THE EQUATIONS OF THE D.K.

Now, we shall give the general equations of the D.K. We sup-
pose that all the variables admit order 2 moments, and thus belong
to a (real) Hilbert space provided with the scalar product< X,Y >

= E(X,¥). Let H, be the subspace of the R.V. f ‘(Z,) s where f,is a

measurable functlon and E [f (2, )] <o |, Then, the R.V.Z fa(za)
o

‘generate the (closed) subspace H = H, +..+ HN (this is not a direct

1
sum, because the constant functions belong tof)Ha), and the dis-—
junctive kriging Z of Z is simply the projection of Zo on the

subspace H. Thus, : is characterized by :

£ ZO' ‘Y > =<'Z.:, Y > (Ye}? s O = l,Z,...N)

But the R. V.'YEJI are Y = g(Z ), where g is an arbltrary
measurable function, and the relatlonshlp E [Z g(zZ )] =

E EZ g(Z )] may be rewritten in terms of conditional expectations

E [2}]2,] = E[zolza] (@ = 1,2,...N)

Hence, the D.K. is Z§ = I fB(ZB) and the functions fB are
B

characterized by :
(o.xk) E[z |z ] = 2 e[ z)] 2]  e= 1,2,0.0.0)

The system (D.K.) depends only an the conditional laws of Zo

and Z, given Z, » and needs no other prerequisites than the two-

B

dimensional laws Foa and FaB » as stated in the introduction.
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It follows from the projection theorem that

X Y ENG Bl PR R S X

2,
Since (D.K.) clearly implies E(Zi) = E(Zo), ‘1ZO—Z§” is the

. . . 2 -
estimation variance ¢ of the D.K., and we get 3

(D °§K = E[Zcz,l - ‘E]_-(Zi)zj = E(zi) - E(Z, zz)

2. THE REPRESENTATION OF TWO-DIMENSTONAL LAWS.

In the general case, we are not able to solve the system D.K.

- It would be possible (by a suitable discretization) to get appro-—
ximate solutions, but this would generally imply expensive nume-—
rical computation. For this reason, we have to look for particular
cases of simplification, and use a technique of Data analysis known
as the factor representation of a two-dimensional law, (1), (6).

Let F¥(dx,dy) be the law of two R.V. X and Y, F, and ¥, the
2

corresponding (marginai) laws of X and Y, H, = L7 (R, Fl) and H, =

2 . . .
L7 (R, F2) the two Hilbert spaces associated with F] and F2. To

each function f € H_, we may associate its conditional expectation

~given X, say E] f :© it is the function g = E1 f defined (for F]-

almost every x € R) by
g(x) =E JE| X = «]

This operator E_ : H2 H, is linear, continuous and unit
norm. In the same way, the conéitional expectation given Y provi-

des us with an operator E2 from Hl into HZ' For any f € HZ and
f,g > =<f,g>=<£,E

g e.H], we have < E g > , so that E

1 2 1
and E, are adjoint, i.e. E, = E?. It follows that the operator
E. E. = EX E. from H, into itself is Hermitian. Moreover, it is

posi%ive %fo% < E, E, £, £> = < E2 £,.E, £> = ”EZ f” > 0,and
unit norm. Hence, its eigen values A are real and satisfy C g A
< 1. The constant function 1 is an eigen function associated with
the eigen value A =1 (and it is the only one, except if there
exist measurable non constant functions f and g such that £(X) =

g(Y) almost surely).

Let A be a non null eigen value of E. E, (0 <X £ 1), and
£, an eigen function associated with A . We miy suppose mfx]l = 1,

Clearly, E, E2 £, 0= 2 £y im_plies‘E2 E (E2 £,) = A E2 s



gse that g = E fl is an eigen function of E, E_, associated with

2 2
the same eigen value A . Moreover, ] ]1 = < E E fx, fk >

= XA » 0. Hence, g, = E2 fA/V X is un1t norm, and the reciprocal
formulae

1 1
y (2) 8 = E £, ; £, =-— E

U AL VS
define a one—to—omne correspondence between the unit norm eigen

functions of the operator E1 E2 and E, El’ associated with the

same eigen value A>0 (In particular, these operators admit the
same set of eigen values )} ). In terms of data analysis, the ei-
gen functions fA and gk are called factors,

For a further analysis, some complementary hypotheses are re-
quired. For instance, let us suppose that the law F(dx,dy) admits
a measurable density ¢ with respect to the product Fl(dx) Fz(dy)

of the marginal laws, that is
(3)  F(dx,dy) = ¢(x;) F, (dx) F,(dy)

In particular, ¢ (x,y) Fz(dy) is the conditional law of Y

given X = x, and the operator E1 is defined by :
@ € 9w = [363) s ¥,

Now, let us suppose that the density ¢ is square integrable;
i.e, 3 .

JS1eGn|? 7 @0 5@y < o

“Then, it can be shown that the operator El E2 and EZF are

compact. Their eigen values form a non increasing sequence Ao
1> Xl > App oo such that z A < o « With each eigen value

>
. An O is associated an eigen functlon fn of E1 Ez(gn of E2 El)’
and it is possible to choose these eigen functions so that they are
orthonormed, Then, the density ¢ of the law F(dx,dy) (with respect

to F](dx) Fz(dy)) admit the following expansion :

o

(5) ¢Gy) = ¥ Vi £ (0 g ()

n=o

called the factor representation of the law F(dx,dy),E6]. By com—
paring (4)- and (5), we get the corresponding representatjons of




LT e

the conditional expectation operatorsE, and E, :

. . ‘1 2
(E, g=1 A <gsg >g
(6)'5
g E, f=73 \/X;' < f fn > fn :

With the help of these relationships, we are now able to de-
fine an important case of simplification for the system (D.K.).

3. THE ISOFACTOR MODELS.

Let Y., i = 0,1,1..H, be R.V., F, the (marginal) law of Y,
and Fij the (two-dimensional) law of the pair (Yi Yj). We shall

say that the Y, form an isofactor model if

i) all the Y, have the same marginal law F, = F
ii) ‘the two~dimensional laws Fij admit representations of the
form (5) with the same factors X, (except eventually for the sign)

i.e. Xn = * fn = % g, for all the pairs (i,j). In other words :

(-]

Py (dx,dy) = (Z0T(5,5) X (0 X () F@x) Fldy)

The law F and the factors X_ are the same for all pairs (i,j).
The coefficients Tn(i,j) =E [%n(Yi) Xn(Yj)] are correlation coef-

ficients, and in particular :

T (3 =1 5 -1 1 (1,)) <1

It follows for any measurable function £ such that E [é%Yj)]
< ® that (F-almost surely) : :

Efeapl vl =T om D < £ x> x 1)
(< £ x,> = [E0) 1 &) Flay)

Now, let us consider the problem of the disjunctive kriging
of Zo from the Zd s @ = 1,.,,.N, and suppose that each of these

variables is given by an anamorphosis from the corresponding R.V,
Yi of an isofactor model, i.e.



- £ ) 2 .
2,7 £0Y) (EL £5(Y )] < =)

and Za = ga(Ya), a=1,2,...N. We have to find the D.K, of Zo =
f(YO) from the Ya . Taking (6) into account, the system (D.K.) can

be rewritten :
[ee]

T Tn(o,a) < f,Xn > xn(xa) =
n=o0

- N

X z Tn(a,B) < Xn,f

> x (¥)
n=0 B=1 .o

B
The factors Xy being orthogonal, this is equivalent to

N
351 Tn(a,s) < Xn’f8> = Tn(O,a) < f,xn >

for anyo= 1,2,...N and n = 0,1,.,.)., It is more convenient to put

= . 10 JUNN.
fn = o £, Xp > 3 fn = < fa’ Xq >

so that the function f(Yo) to be estimated and its D.K. Z: =

T f (Ya) admit the expansiong :
o
(£(L) =3 £ x (¥)

(

Clx _. 2 a

( 7 = z T fn Xn(Ya)
(

: o
Then, for each n = 1,2,..., the desired coefficients fn are
" obtained by solving the system
N
B
. Z =
M TR T £ 10,0
(For n = 0, it is sufficient to take I f§ = fo, because To(i,j)

"= ] and the system is degenerated).

From (6) it follows that (Tn(ij)) is the covariance matrix
of the Xn(Yi)’ so that system (7) represents the usual kriging of
xn(Yo) by the Xn(Yi)' In other words, in the frame of an isolated

model, the problem is greatly simplified, and we may krige separa-
tely each factor : in the practical applications, we use expansions



Y

tation of the normal law G :

stopped at a given order no(for instance n = 6 or 10) and we have

only to solve separately n, systems N x N,

Notice another direct consequence,of -the orthogonality of the

factors X, the éstimation variarnce 95k of the D.K. also is the
sum of the kriging variances of the factors, that is :

(.2 _ @2 2

( %o nil GK,n

(g2 -f2_-¢ 5 T (0,0) £

( "K,n n n n n

( a=1

The summation extends from n = | to n = », because the esti-
mation variance of the factor Xo = 1 is obviously zero,

4. THE HERMITIAN MODELS.

The Gaussian case provides us with $imple examples of isofac-
tor models, where the factors are the normalized Hermite polyno-
mials n =H / n! ,[2], [6], with

x2 Rl x2
(9 Hn(x) = exp (‘2‘) :1:5 exp (- E)

It is,well known that these polynomials form an orthogonal
basis of L“(R,G), where G is the normal law with expectation O and
variance 1. Let Gp (dx, dy) be the two-dimensional normal law

(with expectations O, variances 1, and correlation coefficient P).

The corresponding characteristic function is

2 ‘u2+v2
ut v+ 20uv, _ 2 n (iw)” @Gv)" -3
7 T Eoe e

¢p(u,v) = exp(-
' n=o

If |p, < 1, it follows from the bounded convergence theorem

. that the reciprocal Fourier transform can be taken term by term;

so that the Gaussian density g admit the expansion :

x2
gy =l ST RS AL =
g X, = < - — e -— e
(o) 2n n=o n! dxn dyn

Taking (9) into account, we get the following factor represen-



(1o) G _(dx,dy) = b3 pfl n (x) n_(y) G(dx) G(dy)
o] n=o n n

The factors are the normalized Hermite polynomials n =
B /vnt. In particular

o .n
e [H (0]Y] =" B ()

It follows that any Gaussian model is isofactor, and allows
an easy handling of the D.X.

It is p0551b1e to generalize slightly the Gaussian model. By
changing o™ into Tn in (10), we obtain a two—dimensional law of
the form :

( F(dx,dy) = ¢(x,y) G(dx) G(dy)
(
E ¢(x,y) =L Tn nn(x) nn(y)

Naturally, the coeff1c1ents T .cannot be chosen arbitrarily,
since the function ¢ must be poultlve. The necessary and suffici-
ent condition that must be satisfied is :

T = E(o™)

where p is a R.V. such that - 1 & o < 1 a.s. In other words, the
Tn are the moments of a probability law concentrated on the in-

tervall (~1,1). Since the particular case Tn = p" corresponds to
the normal law Gp , the law F appears as a mixture of normal laws
with various correlation coefficients. The factors associated with
F are the Hermite polynomials nn’ and we shall say that the law F

N

is Hermitian.

This suggests the following isofactor model, called the Her-
mitian model : the R.V. Y1 are normal (0,1), i.e. Fi G, and the

two~dimensional laws Fij are of the form :
) - f .. : 3
(11) FiJ(dx,dy) z Tn(l,J) nn(x) nn(y) G(dx) G(dy)

with suitable coefficients Tn(i,j) = E [nn(Yi) nn(Yj)] « In parti-

cular, if T (i,j) = D?. , the laws F,. are normal. In any case,
we have @ J 1



LR

0

E [, Y] =1 Gi) n ()
and the relationships (7) hold.

5. EXAMPLE : D.K. OF A POINT TRANSFER FUNCTION.

. Let Z(x) be a stationary random function. It is always possi- -
ble to find : - '

- another statlonary R.F, Y(x) such that, for any x, Y(x) is
normal (with expectation O and variance 1), ‘

- a non decreasing anamorphosis £ such that Z(x) = f(Y(%)).
This does not imply that the two-dimensional law of (Y(x), Y(y))
is normal for any pairs of points (x,y), but we shall assume that
. it is so (i.e. the anamorphosis f is order two Gaussian) as it
frequently occurs in the applicatioms.

The numerical values 2y = Z(xa) at x_,% = 1,2,...N being gi-

o
ven, it is interesting to know, among all the possible points x
belonging to a given panel V :

- how many will satisfy the condition Z(x) > Z s

=~ or at least the expected value of the volume occupied in V
" by these points. In other words, we want to know. the conditional
law of Z(x), given Z, , when the point x is random and uniformly
.distributed in V. As Z(x) = £(¥(x)), Zﬁi) > z, is equivalent to

Y(x) > z73, with zg f(yo), and we have to estimate the probability

(the "transfer function") :
- 1f
P(2(®) >z)| 2,002 = J POY(R) > y,| ¥ ,ee Y dx

Generally, a direct calculation is either impossible or too
expensive., On the contrary, it will be shown that the D.K. leads
to a very simple approximation.

Let ey be the function defimed by 0 () =1 if y > v, s
o- Yo
and 0 if y y » 50 that we have to estimate the conditional ex-—
. pectation E [ey (Y(x))l Yl""Y ]. Since the D.K. is the projec-

tion on.a subspace H of the space of the measurable functions of
(Y],...YN), this conditional expectation and the variable 6 y $4¢3))

. o
itself admit the same D.K. Hence we may use, to estimate the trans-
fer function, the expression :



PE@ py) = o) Y@ Y,..]

o
But the R.V.'s Y = Y(x) and ¥ ,a = I,2,...N constitute a
Hermitian model, with :
- .n
Tn((ln B) pa.B
_ l.u[ n
T (0,0) =3 J (an) dx

(pxy is the correlation coefficient of Y(x) and Y(y)), and ey

4 . o
admits the-expansion :

w H _. () H (¥
6 () =1-6@) -gly) = nl 7o 1
yo n=1

n!

(g is the density of the normal law, and G the corresponding dis-—
tribution function). Thus, it follows from (7) that

H_,(v)
(12) P*(Y(.}E.) }yo) =1- G(Yo) - g(YO) n%:l nn; o X

«

- 4B
A
; n Hn(YB)

B
and the An are the solution of the system

. .
g ln (paB

Netice that this is equivalent to :

P = T (0,0)
n

o

P(Y*(El_g.yo) =°[ fKD (z) dz

o

with a "density" f__ defined by :

KD

. B (2)
(13) fKD(Z) = g(z) [1 + .il T Z Ai Hn(YB{]

n.

More generally, the D.K. of an arbitrary function ¢ (¥(x)) will be :

<0
(14) XD [Cb(Y(_x_)lYl,...YN] =5L ¢ (2) £, (2) dz



The formulae (12), (13) and (14) lead to easy numerical com-

putation. Nevertheless, note that the "densxty" fKD is not mneces-

sarily positive. (In the same way, the—-usual kriging estimator of
- a positive R.V. can sometimes take non positive numerical values).
It follows from a general theorem, [7], that the conditional ex-

pectations are the only positive projectors, and thus, in certain
cases, the inequality f (z) » 0 will not be satisfied at every

point z. But in practlcal applications, the negative values are
rare and of small magnltude, so that it is possible to use this
procedure.

!

.

ANNEX. The General Form of the Hermitian Laws.

if p = if, the normal law Gp(dx,dy) has no density, but the

fundamental relaticnship
EE @l n =" 1 (D
‘ n n

. remains valid, In order to take this limit case into account, we
must slightly generalize the definition of the Hermitian 1aws gi-
ven in section 4

We say that a two-dimensional law F(dx,dy) is Hermitian if
it satisfies the two following conditions :

i) each marginal law is G, i.e. is normal (0,1)

ii) for any n = 0,1,2..., the normalized Hermite polynomials

nn satisfy :

( B(n (@] v
(
(

]

T nn(Y)

i

J i
E(n (O] X =1 n (0

with suitable numerical coefficients Tn.

The following theorem characterizes the Hermitian laws and
their associated coefficients Tn

"the’ representatlon :

— ”n
sy T —jo @ (dp)

4%



for a probability @ concentrated on the closed intervall
T=1I,1). 1f so, the corresponding characteristic function is

. . 2 2
(16) E[ eluX+1VY ] - fexp{ U ; 20 ux}ca(dp)

PROOF - The if part is obvious, because (16) is the characteristic
function of the mixture F f/kg(dp) Gp of normal laws and trivial-
1y satisfies conditions (1) and (ii) with the coefficients T gi-
ven in (15). n
Conversely, 1et'{Tn} be the sequence of coefficients asso-

ciated with a Hermitian law F, It follows from conditions (1i)
that Tn = E[ nn(X) nn(Y)l » and this implies

(a7 T =1 [Tn[ <1

Now, if A is a real number, exp (Xx) admits the expansion :
2 B i

AX _ oA /2 n X

e = ¢ L (-1) T Hn(x)

and thus condition (ii) implies :

L2, T .n
a8 e Pty = r n® 2w (v
n: n

But the function eAx is positive, and T = 1, so that the
measure °

2 :
e 2 e v = 3 ety

is a probability. Its characteristic function is

2 +o .
@A(u) = e_x /2 d/ E(eAX Iy) eluy G(dy)

An application of the bounded convergence theorem shows that
we may take term by term the Fourier transform of the expansion
(18), because lfnr < I by (17), and clearly

40
[ e nm e = o™ @t e

> ]

~u2/2

so that we get



..Tﬁ.;\n

o 2
: 5 .0 -u /2
?A(u) =z ~ (iuw)" e /

By changing u into u/A, we obtain another characteristic
function, that is

=

. )
By L Em g /2
QA(A) = (iu) " e

Now, if A + « , we find,

. LT
. u, . . (I
lim ¢, (® = I — (diu)
" Yoo At n!
It follows from (17) that this limit is a continuous function,
and thus (by a classical theorem), it is still a characteristic
function. Hence, there exists a probability law ® such that

’ I .
a9 = & ™. [ & () ‘

or, which is the same,
\ ' n
(15) T = [o" = (&)

tioreover, the inequalities (17) imply that © 1s concentra-
ted on the closed intervall (~1,1). Thus, F is a mixture of nor-
mal laws, and (16) is satisfied. Finally, the law @, concentrated
on a bounded intervall, is uniquely determined by its moments Tn,

and the statement concerning the uniqueness follows. QED.

Note that the set of the Hermitian laws’'is convex. Moreover,
it .is closed, and even compact (under the weak convergence of
the probability laws). This is an easy consequence of the compact-
ness of the set {m} of the laws concentrated on the closed inter—
vall (-i,1). In this compact convex set, the extremal elements
are the normal laws Gp, and each Hermitian law admits the unique

- integral representation (16)., In other words :

COROLLARY — The set of the Hermitian laws is a simplex, whose ex~—

.. tremal elements are the normal Taws Ca

45
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ABSTRACT. The transfer function is the conditicnal law of blocks
v. inside a panel V, given the available information. Two models
a%e.proposed, which allow an approximate computation (by disjunc-—
tive kriging) of these transfer functions, and in particular of
the non~conditional law of variables with non-point support (for
instance, the average grade of blocks v). '

0. INTRODUCTION

.In applied Geostatistics, very often problems arise which in-
volve not only order 1 or 2 moments of variables with non-point
support (like the average grade Z(V) = 1/V’JfZ(x) dx of a panel V)

. V .
but also the probability law itself of this random variable (R.V.)
Z(V), and eventually its conditional law given the available in-
formation. Theoretically, this law is entirely determined if the
space law of the Random Function (R.F.) Z(x) is known, but its
computation is very difficult in practice or even impossible. In
this paper, we propose an approximation method, based upon the use
of Gaussian or Hermitian anamorphoses and disjunctive kriging (D.K.)
techniques (3).

This method can be applied to estimate the tonnage/grade cur-
ves and to parameter the reserves. But in the present paper we
examine only the problem of estimating the transfer functions
(1), (2). Let us precise the problem : at the exploration stage,
when the decision is taken to mine a given orebody, available in-
formation generally does not allow a very detailed local estimation.




For this reasom, the orebady is divided into panels V of relative-
ly large size, at which level only a significant estimation is
possible at the present stage of exploration. Nevertheless, in the
futyre, when mining a much more detailed selection will be used.
Hence, each panel V itself must be divided into small blocks v,

(vhose size v is deterwanad by mining technology), and, when panel
V is mined, each of the blocks v. will be dispatched either to the
mill, or to waste. Hence arises the first problem : can we esti-
mate, using the present information , the number and. the average
grade of the blocks V. C V whose grade Z(vi) will be higher than

a given cut-off grade Zo? Here, the matter is to determine the

probability law of Z(v ) given the present information (i.e. given
the grades Z ?(x ) 5f the samples located at points Xy ,O =

1,2,...0). Thlu conditional law will be called the (direct) trans-
fer functlon of the blocks v, into panel V.

Actually, the problem is more complicated. In fact, once it
is decided to mine panel V, the decision of sending a given block
v, ¢ V to the mill or to waste will be made according to the in-
fdrmation available at that time. This information will be much
richer than the present one (i.e. the Z ) ; nevertheless, we shall

never know the real grades Z(v ) of the blocks v , but only their
estimations Z » and the selectlon criterion will be applied to
these future estlmators Z. (and not to the unknown real grades [4].
For instance, we shall dec1de to send a block v, to waste if

Z. zo, and conversely, Then, the real problem is to estimate

(for any possible cut—off grade zo) the number and the average
grade of the blocks \ such that Z? > 2 and this implies the
knowledge of the(conditional) two-dimensional law of (Zi,Zz),

given the present information (the Za)' This problem will be great-

ly simplified by using the indirect transfer functions.

In the first two sections, we define models in the frame of
which it is possible to estimate the law of the grades Z(v) of
small blocks v, upon the basis of the available point information
(the z, = Z(x;)). They require hypotheses which can be approxima-

tely satisfied in practical applications only for relatively small
blocks v, The last two sections are devoted to estimation proce~
dure (by D.K.) of these direct and indirect transfer functions.



1. THE HERMITIAN MODEL.

Let Z(x) be a stationary order 2 random function R.F. It is
always possible to find a non decreasing anamorphosis ¢ and an-
other stationary R.F. Y(x) such that Z(x) = ¢(¥(x)) for each point
X, and Yx is nmormal (0,1). In the same way, for each block Vi

there exists another anamorphosis ¢_ and a normalized Gaussian
v
R.V. X, such that

RIDEENCH

Because'éf thé stationarity, the anamorphosis ¢v is the same
for all the blocks vi (Which are equal up to a translation). But
we do not know it : the experimental data Z& = Z(Xa) allow an es-
timation of ¢ , but not of ¢v. Thus, our first ﬁréblem will be to
determine ¢V or, which is the same, to determine the (non-condi-
tional) law of the grades Z(v) of the blocks v. Obviously, this

. fequires some complementary hypotheses.

In the present model, we assume that all the two-dimensional
laws of the pairs (Yx;Yy) or (YX, Xi) are of the Hermitian type

[3], i.e. admit densities of the form :

S EEEY = B @ n @) o) s

. The n are the normalized Hermite polynomials, and g is the
density of the normal law (0,1). The coefficients Tn =
. E'[hh(i) nn(E')]_ are such that T0 = 1, -1 & Tn'~$ 1: and must

-satisfy an additional condition (see (3), Annex).In the particular
case Tn = pn, we-get the mormal law with the correlation coeffi-

cient p. In any case, we have
. AR 1Yy = L. f
A2Y EBOR)[EN = Ton (8"

For a point-point pair (YX, Yy), the corresponding coefficient
Tn(x,y) depends on x and y, and is assumed to be known (in practi-
cal applications, we generally put _Tn(xsy) =p zy , i.e. the ana-

morphosis ¢ ig supposed to be order 2 Gaussian). But for the point~
block pairs (YX, Xi)’ the corresponding coefficients Tn(x,vi) are



unknovn, and we have to compute them.

i

For this purpose, we start from the definition of Z(vi)

¢v(xi), i.e,

L :
= - Z(x) dx
@zt =y ) 200 d
i

i

and take the conditional expectation given Z(vi). From Z(vi)

¢V(Xi) and Z(x) = ¢(YX), we get

@ o) =L [ r e ix] e

V.
L

It is convenient to use the expansions of ¢ and év in Hermite
polynomials, say
= L )
( ¢$(x) c, nn(x,

(5) E |
¢v(x) = L Cn Dn nn(x)

The coefficients Cn = E[ ¢ (Y) nn(Y)] are known, but the Dn
are not and we have to compute them. By (2) and (5), the rela-
tionship (4) may be rewritten in the following form :

v

=lf '
(6) Dn v J Tn(x,vi) dx
i

for each n > 0 szuch that Cn # 0 (for n = 0, Do = 1, and if Cn =0

the corresponding term is dropped out in the expansion of ¢V).

Now, take the conditional expectation of (3) given Yy' By

(2) and (5), we get for the left hand side

E[:Z(vi)] Yy] = TC D T (y,v,) n (¥

and for the right hand side :

! - I .
-{; J.E <ZX|Y}’) = I Cn ('\-; 'J Tn(x,y) d)g) nn(Yy)
i i



By identifying these two expansions, we obtain for any n
(such that Cn # 0)

. . .
(7) D Tn(y,vi) =3 ‘v/ Tn(x,y) dx
i

and thus

1
2 ) d
Dn v Tn(y,vl) y

1
—zf‘/Tn(x,y) dx dy
v v v

From (6) it follows :

s/
Dn == ‘/{ ‘J Tn(x,y) dx dy
. i i

(

(

( o

g T, (x,v,) =i§‘ é / T, (x,y) dy
(

n V.
1

These re}ationhsips'oply hold for any n such that Cn # 0. The
first one allows a complete computation of the anamorphosis ¢v
(which depepds only on the products Cn Dn).‘On the contrary, in
order to reconstitute the law of the pair (Z(x), Z(vi)) we must

assume that the second relationship (8) holds even if C = 0. Wifh
the help of this (non trivial) additional hypothesis, “the rela-
tionships (8) provide us with all the elements required to estimate
(by (D.K)) the direct transfer functions.

When assuming that the block-block pairs (Xi Xj) also follow
Hermitian laws, we find by a very similar reasoning
|

‘ I
Tn(vi,v.) == = Jf Jf Tn(x,y) dx dy
J Dn v vi Vi :

but this result will not be used in the sequel.

Note that we have not proved that the coefficients Tn defined

by (8) satisfy the condition given in [3], Anmnex, so that the den-
sity (1) is not necessarily positive. But, if v is small enough,
this density is not very different from the corresponding point
laws, and the negative value will be rare and of small magnitude,
so that our formulae may be applied.



Besides, and even if the Tn satisfy the required condition,
a very similar difficulty will arise, because in practice we use
limited expansion

n

G 1 A\
T
It n (&) n (& )
n=o
stopped at a given n_ < = , which is not necessarily everywhere
positive. But if n_ %is large enough (in practice n = 6 or 10)
we may neglect this difficulty.
Finally, note that our Hermitian model is correct with regard
to the covariances. If 8§ =E(Z 2 ) - E{(Z ) E(Z ) is the cova-
: Xy Xy X y
riance function of the R.F., Z(x), it follows from (1) :
(=]
2

= L T
Sxy Cn “n(x’y)
n=]

In the same way, the covariance va of Z(x) et Z(v) is

C2 D T (x,v)
n n n

5. =
xv
n

I ™8

1
. 2 .
and the wvariance SV of a block v is

2= ¥ c2p?
v n n
n=1

It is easy to verify that (8) imply the correct relationships

S =1 JfS dy and 82 -1 /ﬁ/ns dx dy
XV Vv xy v 2+ Xy
v vov v

2. THE DISCRETE GAUSSTIAN MODEL.

To compute the indirect transfer functiomns, it would be con-
venient to assume that the R.V. YX, Xi are normal. But this is not

possible in the frame of the Hermitian model, because Tn(x,vi) is

n . .
not of the form (va ). For this reason, we shall modify our re-

. i . g .
presentation of the “orebody, in order to allow the use of multiva-
riate normal laws.

As a starting point, the orebody is essentially conceived as
the union of a finite number of small blocks ] (disjoint and equal
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up to a translation).A(random) grade Zi = Z(vi) is associated with
each Vi s 8O that the Zi give a dispréte version of the moving ave-

rage'of the former R.F. Z(x) regularized upon v. Moreover, there
€x1sts an anamorphosis ¢ and, for each Zi’ a (0,1) Gaussian R.V.

Xi such that :

The second step comncerns the points Xa : we no longer demand
their exact location inside the corresponding block v, , and we
denote by Z(x,) the grade of a point X, .chosen at random (with a
uniform probability) inside the block v, + The experimental data
are these Z(xa) known for some blocks v, (but not for all the
blocks v, whose union is the orebody itself). There exists an ana-

morphosis ¢, and, for each @, a Gaussian R.V. Y, such that
Z(xy) = ¢(Y&)

Since x& is random in v&, it is natural to assume that the
conditional expectation of Z(xa) given Z = Z(v ) is Z(v )itself,
o a a
so that the anamorphoses ¢ and ¢r must satisfy the relationship

@ el ] =0 (X))

T

For a complete specification of the discrete model, we assu-
me that :

- for each o, the pair (X&, Yd) is normal with a correlation
coefficient r 3> O independent of a. _

- given X&, Y& is independent of the.Xi and YB (1,8 #a)

- the Xi follow a multivariate normal law.

These hypotheses (particularly the second one) are fairly
strong, but are often (approximately) satisfied in practical ap-

plications if v is relatively small. They imply that the R.V.'s

Xi’ Y follow a multivariate Gaussian law with correlation coef~-
o4

ficients @



Rij = E(Xi Xj) (block-block)
ria = E(Xi Ya) (block~point)
paB = E(Yq YB) (point~point)
such that
(10) Tog = 1 Ria H paB = r2 RuB (¢ #£8)

We agsume that the point—anamorphosis ¢ , and the coefficients
Cn of the ecxpansion :

(1) d(x) =L . nn(x)

are known (in the practisal situation, they can be estimated from
the experimental data). We also assume that the matrix covariance
Sij of the block grades Z.1 and Zj is known (it can be computed by

regularization of the covariance function of the point grades,
which is experimentally known). In order to completely specify the
model, our task consists in :

- determining the block anamorphosis ¢r ,
- computing the correlation coefficients r of (Ya’ Xa) and RaB

of (Xa’ XB).

From (9) and (11), we get first

+0 _ (y-rx) 2
(12) ¢ (x) = [ ¢(y) e 2(1-r%)  ___dy
= Y25 (1-r7)
- T nog o
o Cn T nn(x)

It follows that the wvariance Si = Sii of the block grades sa-
tisfies the relationship :
(13) s2= L 2 ¢
v n
n=1
. 2 . 2 . .
by which ¥~ can be estimated, because SV 1s numerically known and

. 2 n . . . .
the function x > X Cn ¥ 1s increasing on the intervall (0,1).



Since r is positive, it is solely determined by (13). In the same
way the block-block covariance Sij ig o

2 r2n (R..)n

(14) S.. = E Cn i3

13
This relationship determines Rij (with the help of the addi-
tional convention that Rij and Sij have the same sign), and the

model is now complétely specified.

The lognormal Case. In the particular case of the anamorphosis
. 2 . .

$(x) = m éxb{ ox -‘%-} =m I (-D° g%- Hn(x)

2

Z(Xa) is lognormal with expectation m and logarithmic variance ©

Then,. the first relationship (12) yields

- : n
. : ra - n r

=2 ..___.__..}: A -
@r(x) m exp {r ox >y mi (-1) = Hn(x)

In other words, the block grades Zi are still lognormal, with

. , . L2 .2 .
the same expectation m and the logarithmic variance r~ 97, The in-
variance of the lognormality (which is very often experimentally
verified) is automatically realized in the frame of our discrete
model.,

3. ESTIMATION OF A DIRECT TRANSFER FUNCTION.

Now we shall give a D.K. estimation procedure of the transfer
function of a panel V = L}vi constituted by the union of k blocks
v, By definition, the (direct) transfer funection is the conditional
law of Z(v), given the Z(x,), ¢ = 1,2,...,N, when v is chosen at
random among the k blocks ZE The problem is the same in the frame

of the Hermitian and discrete models : the two—dimensional laws of
the pairs (Y&, YB) and (Yd, X ) are Hermitian with the coefficients
i ,

L]

T (@.B) =T (x4, Xﬁ)‘

Tn(u,l) Tn(xa’vi)

defined in (8) if the Hermitian model is chosen, and



_ n _ _2n _n
I (a,B) = (paB) =T RO_B (a # B)
Tn(a,&) = ]
\ .y . .n .n
1n(a;1) = Rai

for the discrete Gaussian model.

When the block v is chosen at random among the k blocks V.
its grade is Z(v) =¢V(X) and X is a R.V. equal to Xi with the pro-

bability -1/k. Hence, the law of the pair (Ya’X) is Hermitian with
the coefficients

=t

1
Tn(agv) Tk .z

T (a,i)
n .
1 .

]

Then, the D.K. of nn(X) from the R.V.'s Ya is of the form

b AB n (Y ), with the coefficients AB determined by
8 n n B n
B -
LA, T8 =T (a,v) (nzl

B
(if n = 0, the D.K. of no(X) = 1 is always 1), and the D.K. of an

arbitrary function

VOO = Ty n (0

| ‘¢ == g
KD ¥ (X) wo + X wn
n= | B
{(3)). But this can be rewritten

J-co

KD ¥ (X) ==f V(2 £(2) da

-0

with a "density" fDK defined by

b

I~ =

(5 f@ =e@ [+ F @ 1 Al )]

n=1 B=1

where g is the density of the normal law (0,1).



~In practical applications, the most interesting parameters

to estimate are the number and the average grade of the blocks
ViCI V such that Z. > Z» vhere 2 is a given cut-off-grade. With

2z is associated the number x such that z_ = ¢ (X ) (¢ is the
o) o o v o v

anamorphosis of the blocks). The following formulae give (up to 2
factor equal to the total tonnage of the block V) the tonnage of
ore and metal corresponding to the cut—off grade z, ¢

([ £ @y = 1= 6(x) -
(% -

C° L E_ &) N g
(16) i g(xo). z oy A Hn(YB)

¢ n=1 =1, | Noe

. = 5 c n
E'ifo 6 (3 ) dy > c (x)) A _(¥p)
with
.cn(xc") =‘£ d)v(y) nn('y) g(y) dy
[o]

(g is the density of the normal law (0,1) and G the corresponding

distribution function ; Hn is the non normalized Hermite polynomial)

In practical applications, the sums are stopped at n = 6 oY 10,
~and the numerical computations are easy.

4. ESTIMATION OF AN INDIRECT TRANSFER FUNCTION.
~ As indicated in the introduction, the decision to dispatch a
given block viCI V either to the mill or to waste will be made, at

the (future) time of its mining, upon the basis of the information
then available : this information will be much richer than the pre-
sent one (the 7(x')), but the real grades Z, will never be exactly
known, only estimdtions Z? of them will be 3vailable at that time.

Tf these future estimations ‘are supposed to be unbiased, we shall
have

an e[z 14 1=5

(In practice, the classical linear estimations do not necessarily
satisfy this relatlgpship. But our reasoning remains valid when
kS ‘.

. ¥ . - *®
changing Z; 1nto Z: E(Zi] Zi)

/{-’i

a2,

2 b oo

= i — AR RS s "
~ e T,



Let us denote, as usual, by ez the function defined by 6, (z)

. 0 o
= 14if z » zg and 62 (z) = 0 1if z < Zy With the cut—off grade
o
z, s @ given block \ will be sent te the mill if 67 (Z?) = 1 and

to waste if BZ (Zj) = 0. In other words, the cut-off criterion
o
changes the real grade Zi into the valuable grade Zi ez (Z?). It
)
3 .
follows from (17) that, given the future estimator Zi’ the condi~

tional expectation of this valuable grade will be
* * ¥* *
. O . . = 7, .
el z, ezo(zl)l z.] z, 6, (Z)

flence, up to a factor equsl to the tomnage of the panel V 14~
self, the core tonnage T(ZO) sent to the will, and the conditional

. . * . -
expectation Q(Zo) (given Zi) of the corresponding metal tomnage

will be :
(18)

If the cut-off grade z is considered as a parameter, the re-

lationships (18) give the parametrization of the corresponding va-
luable reserve of the panel V. In particular, for a variation Jz
of the cut-off parameter Z s the variation 6Q and 6T of the me-

tal and the tonnage will satisfy the relationship

(19 8Q = zO 8T

i . . . . ¥
In the present situation, the future estimations Zi are not
known, and we have to estimate T(zo) and Q(zo) either by their con-

ditional expectations or by their D.K., given the present informa-—
tion (i.e. the Z(xa = ¢(YU), or the Y, themselves). By taking
these D.K. or these conditional expectations, the relationships

(18) remain wvalid, so that the estimation of one of them (for ins-
tancc Q(zo)) can be deduced from the other (T(zo)). Hence, it is

sufficient to give the calculations concerning the tonnage T(zo).



Condition (17) is not compatible with the Hermitiag model of
paragraph 1 (which does not allow calculation of a conditional ex-

pectation), so that we must work in the frame of the discrete Gaus-

sian model of paragraph 2.

When mining, the available information will consist in the
numerical values of the Y associated with

% .
i) the samples Ya which are now available and
ii) many other samples which are not known at the present time.
In the discrete Gaussian modél, the conditional law of Xi giﬁen Yx
is normal with the conditional expectation :

2

*
X, = E(Xi] Y) = Ia Y,
L
where the coefficients ai are determined by the usual system :
g’ o
(20) i 2i Pos T Tis

It follows from (20) that the R.V. Xi will satisfy the rela-
tionships
%2, 2 2

* :
E(Xi Xi) = E(Xi ) = i a; ril = s

-Hence, the two normalized Gaussian R.V.'s Xi and X";f:/si admit
the correlation coefficient S;e It follows that the conditiomal
expectation of the block grade '

0 n

Z; = ¢r(xi) = I C r
n=o

“n(Xi)

given the Yl will be :

In practice, g does not depend on i (because at the mining

stage, the blocks are all estimated about in the same way), and
we may put s; = 5. Note that it is possible to compute s by sol-

ving the kriging system (20) without knowing the numerical values
of the future estimators Zi : s is numerically known at the present

time, and the future estimators will. be



X

¥ 1
Z- =z d) ..—.2..}

L rs S

with the new anamorphosis ¢rs (instead of ¢r)° Let X, be the num-—

ber such that

= < )
Zo ¢rs(xo’

* . . :
Then, Zi P z  is equivalent to XZ?S ¥ X Hence, the valu-—
able tonnage T(zo) defined in (18) is

1 k
@n T(ZO) =7 i

S
o, (Ri/S)
1 O

1

The D.K. of this expression remains to be calculgted. Note
first that, for any o, the correlation coefficient T of the
. . T . . I .
Gaussian pair (Y _, ¥./s) is sguch that v. =1, =s., because X. and
a® i iv i i i

Ya are conditionally independent given X;. Hence, we have

1 s . .
It follows that the D.XK. of ;- L nn(Xz/s) given YN is

i

ko < N .
X./s)| = ¥ Y
IomERl s T )

with
n 1
> X

o~ =

x. inl
: 10
I(S.)

Now, by using the expansion :

o
(22) z An (paB .
o i

6. () =1 -0Cx) - gx) I —“—p B (X
o) n=1

we obtain the D.K. of the tonnage T(zo) defined by (21):
N
H (x)

R > = - T (~ — § — o 4
(23) TKD(“O) 1 C(xo) g(xo) I ‘n-1""0o” E An Hn(id)
n=1 n! o=1

This expansion is identical to (16). The differences between
direct and indirect transfer funcrions, are
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- in the indirect case, x 1is defined‘b z = in-
* 7o 72 ¢rs(xo)’<

stead of z, = ¢r(xo));

- the kg are given by system (22) whose right hand side con-

tains the term r. /s (instead of r., ).
' ia io

Hence, it is possible to calculate a density functiomn fDK by

‘relationship (15), and to express the D.K. of the valuable metal
tonnage Q(zo) by a formula similar to (16), i.e. :

N

S B
QKD(zo) = nzo cn(xo) le A ”n(Ys)
with :
E 2:O = ¢I’S(XO>
( 2 _
E cn(xo) =j ¢rs(y) nn(y) g(y) dy
( Yo
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THE PRACTICE OF TRANSFER FUNCTIONS : NUMERICAL METHODS AND THEIR
APPLICATION.

A. Maréchal ,

Centre de Morphologie Mathématique, Ecole Nationale
Supérieure des Mines de Paris, Fontainebleau, France.

ABSTRACT. For many people, whose job is ore reserve evaluation,
mine planning or exploration strategy, the name of transfer func-'
tion will be quite new : however, this tool may give an answer to
very old problems. After recalling some questions to which classi-
cal estimation is unable to give correct answers, I shall present
some examples of determination of transfer functions : I shall not
insist on the theoretical formulation (to be found better in [1])
but essentially I shall try to give an insight " into . the over-
all process. '

1. SOME OLD PROBLEMS

. 1.1, Open-pit design

The main methods developed to obtain a final optimum design
use the concept of block : the orebody is divided into many iden-
tical "cubes" of the size of the selection unit, each of which
being valued. Then, by different combinatorial methods, one deter-
mines the set of cubes which yields the maximum profit. Of course
the accuracy of the whole method rests on a good valuation of each
block, and especially on a correct forecasting of its future des-—
tination : ore pile or waste. This forecasting will be achieved
_in two steps : estimation of block grade, then selection by cut-
off on the estimate.

We find here the main source of error in the block valuation :
when making the effective decision "ore - waste", that is at the



mining stage, we usually have a - much better information on the
block grade than at the estimation stage (generally, we know the
blast-hole grades ;*if the holes are very close, we may even con-
sider that we know the true block grade). We shall thus apply the
cut-off criterion to the (mearly) true block grade, which may be
fairly different from its initial estimaté. . One may think that
there will be a compensation of errors, so that the mean result

is correct : it is not so. The fact that the ore-waste status is
forecast on the estimated block grade (which always has a smoother
distribution than the true values) induces an unavoidable bias :
compare the results of selection (in tonnage and mean grade of ore)
by cutting on the 10 x 10 x 10 m. blocks and on their estimation
by a drill-hole grid of 50 x 50 m. : if the cut-off grade is fairly
high, you will find an astonishing difference. '

>

The comparison between true 10 x 10 x 10 m. block grades and
their estimated values by drill-holes shows that it is an illusion,
in most cases, to forecast individually the future ore-waste sta-
tus. We must then abandon the small cubes in seeking the optimum
design and limit ourselves to larger cubes optimum design (which,
additionally, will be less time—consuming) : but we must not forget
that selection will be made on small units, so that each big cube
will contain a certain proportion of small cubes of ore (and waste
respectively). The use of transfer functions is to give amn estima-
te, for each big cube, of the proportion of mining units which
will be sent to the ore pile, together with the mean grade of this
ore : this allows a correct valuation of each-big cube and thus a
significant optimum pit,

1.2. Mine Planning

Suppose you mine a rich iron orebody by open—pit method : a
very frequent geological situation shows a certain number of pure
hematite bodies surrounded by low grade ore. With the action of
tectonics, underground waters,... you may reasonably expect to
find, in your monthly production, a mixing of high grade and low
grade blocks. It is useless to receive from the computer an esti-
mation of your monthly production grade of 50% Fe if you are only
interested in the over 60% ore : maybe the estimation of a mean
grade of 507 is accurate, but it does not tell you whether it con-
sists of 507 of waste blocks of 407 Fe and 50% of 607 Fe, or 707
at 437 Fe and 307 at 677. We have seen in the previous example,
that it is not gemerally possible to give a precise estimate’~ of
each individual block, so that the convenient method is to give
an estimate of the proportion of blocks, in the volume to be mined
in the month, which will be found when mining, with a grade higher
than 607 Fe.



o

. 1.3, Exploration strategy

A given superficial sedimentary layer contains lemses of mi-
neralized ore [ 2] . You make an exploratory campaign with a 100 x
100 m. grid, a certain number of samples have a good ore grade and
you must decide which zone to select to proceed with the explora-
tion on a 25 x 25 m. grid : this will be the ultimate information
and you will mine each 25 x 25 m. panel whose estimated grade will
be higher than a given cut-off grade. How can you select the 100
x 100 m. big panels that will be drilled again? In many cases,
people make an estimation of the big panel grade and make a selec—
tion with the same cut—off that i used for selecting the 25 x 25 m.
panel. Of course, there is no reason to do so, because the true,
criterion would be to estimate, with the 100 x 100 m. information,
how many 25 x 25 m. panels will be selected after the second cam-
paign and what will their mean grade be. With such information,
we can compare for each 100 x 100 m. panel the probable future be-
nefit yielded by the mined 25 x 25 panels with the cost of the se-
cond exploration campaign. This kind of information will be given
by an "indirect transformation" [1] .

© 2. SUMMARY OF THE THEQRY OF TRANSFER FUNCTION

2,1. Definitions éf transfer function (T.F) P,z]
v being the volume of selection, we consider a big volume V
union of n small volumes V.o i=1, n. Za’ o =1,2,N are the grades

of-samples‘located at the points of coordinates x , a = 1,N.Using
the present information, we try to estimate the nimber and average
grade of the blocks v, whose grade Zv is higher than a given cut-

off z,- These quantities will .depend dn the conditional law of

probability of ZV' given Zu; @ = |,N, This law will be called the

(direct) transfer function of block Ve and averaging the laws re-

: lative to each \] of V, we find the TF of blocks ] in V : the

estimation of the proportion of selected blocks and of the corres—
ponding mean grade will be respectively the cumulative distribu-
tion and the mean of the .truncated TF,

In many cases (see Section 1) each block v, will not be selec-
ted according to Zv > z» but according to Zi’%> Z.» where ZV
i i i

will be the estimate of Zv built with the - latest information

i ,
available when mining : thus the quantities we try to estimate



will depend on the conditional two-dimensional law of (Zt ’Zv )
that we shall call the indirect TF of Zv . : i i
i

2.2, Models and methods

Consider a big block V composed of n identical small blocks
v, The TF of blocks v, within V, knowing the information Zyr® =

1,N is the average in V of the distribution law of the conditional

variables Zv Zys @ = 1,N. We see that the exact determination

of this TF will make use of - the joint distribution (2 ’Za sres
. i 1
Zp,...) which contains, as "by-products", the a priori distribp;

tion of Z_ , the joint distribution (Z , Z ), (Z_ ,Z ) and so on.
vs a’ “p v, a
In order to reach the exact TF, we need a model for the distribu-
tion (Zv s Za, Zp,...) which would imply complicated calculus :
i
the solutions exposed in [1] consist in building a special unbiased
estimator for the TF which actually need only the knowledge of the
bivariate distributiong (Za’ZB) and(Za,ZV ). According to the pro-

blem to solve, we shall make use of two ‘models : the Hermitian
model and the discrete model. Each model rests on a representation
of the variables Za and Zv as Gaussian anamorphoses, i.e. :

i

Zi = ?(Yx) Zvi B cPV(X:'L)

where YX and Xi are, individually, two standard Gaussian random

variables.

In the Hermitian model, we assume that the Joint distribution
of all pairs of variables (Ya’YB)’ (Ya’Xi) follow a Hermitian dis-

tribution
o0
£(Y,,Yp) = n2=30 T(xyxg) n (1) n (¥) e(Y) &(¥p)
o
£(Y,.X;) = n§o T, (x,5v5) 0 (¥) n (X.) g(Y) 8(X,)

It follows from this assumption [1] that, given the informa-
tion relative to Polnt ~ yariables Z (e.i. given'Tn(x&,x ) and
¢ (y¥)), we can compute any Tn(xa,vi) and the anamorphosis q%(y).



As we have noted before, we ~ have ~ all the information
necessary to estimate the TF, However, it must be added that the
Hermitian model is mathematically contradictory, which means that
the Hermitian laws deduced from our initial assumption may take
negative values, for instance. This is a numerical drawback, but
which will seldom appear if we are practically concarned with cut-
off grade of medium values. The Hermitian model is thus an appro-

Ximation of the true, but impossible to know, multivariate model
(Ya,Xi),

- In the discrete model, we' consider the orebody as the union

of n 1ittle blocks Vi each of which is” - associated with a po-
tential -point sample.Za . Using again the anamorphosis repr%7
. i - ;
. - = . . /
sentation, Zq,~_ w(Yai) and Zvi @r(Xi), we assume that :

- in each block Vs (Xi’Ya) is a Gaussian bivariate.

- conditiondlly to Xi =X, Y 1is independent of the rest of

a
the R.V. of the model.
- (Xi,i = 1,n) is a Gaussian multivariate.

We see that the model is fully determined if we know the following
correlation coefficients :
R

= Cov(Xi,Xj) 3T, < COV(Xi’Ya) s p, = Cov(Ya{YB)

ij aB
G, Matheron shows in [ 1] that the whole model can be deter-
mined when knowing_the ' ‘point " experimental information @(y) and
Pug" ' ‘
Within the preceding theoretical frame, we build various es-
timators for the TF of 4 in a big block V : the most general me-
thod consists in building a disjunctive kriging (D.K) estimator
of the conditionalized distribution of Xi’ which is then trans-—
formed into a distribution of Z, by anamorphosis P,
i

The D.,K estimator will be used either for estimating the di-
rect TF in the frame of the Hermitian model or for estimating the
indirect TF in the frame of the discrete model. The estimator will
be a pseudo~density function : )

‘ _ < 'S
fDK(y) = g(y) [1+ vz:)l nn(y)EB, A "“(Y?)]

when the YB are the Gaussian values éorresponding.to the samples
ZB and the_l6
n

are the weights found by resolution of the D.XK system
of order n. By integration above the cut—off value g, we find ‘



respectively the proportion P of block Vi selected and the corres-

ponding quantity of metal Q :

+oo oo
P =4 fDK(y) dy Q =f cpv(y) fDK(y) dy
C yc

In order to avoid some calculations, it is sometimes possible
(when the information is close) to replace, as a TF, the distribu-
tion of Xl conditionalized by all the %iAby the distribution of

X. conditionalized by Xeis XK. being its kriged estimate : this

81mp11f1cat10n, possible in the frame of the discrete model, al}ows
a direct determination of the TF. ;
/

3. THE SEQUENCE OF STEPS IN A T.F. STUDY

3.1 Definition of the problem

Suppose we are preparing the evaluation and the design of an
open—-pit explored by vertical drill-holes on an almost regular
grid of 100 x 100 m. We consider that each selectionable unit, when
mining, will be a cube of 10 x 10 x 10 m., the ore grade of which
will be nearly truly known through sampling of the blast holes.
According to the mean grade shown by the blast holes, the mined
vnit will be sent as ore, if the grade is higher than the plant
cut-off z o’ The study of the orebody will be made for different
POssible plant cut-off Z, s 2, seesIn the classical evaluation me-

thod, each 10 x 10 x 10 m! block v, to be mined will have an esti-

mated value :

. *
W= Te(p1 Zv. pz) - if zv.z z,
. i i
=-T p if z¥ < 3
e 2 v, c

where : Te is the tonnage (cupposed constant) of each individual

block v..
i

P, * sale price of metal/ton of metal ; P, : mining cost

of mineral/tom.

2% . estimated grade of Vo

V.
1

In a TF valuation, we shall not valuate each individual Ve



but bigger blocks’ Y] contalnlng n blocks v, The transfer functlon
will allow us to estlmate :
- Pj(zc) : proportion of the n blocks v having a mean grade

-higher than ze .

- Qj(zc) :'quantity of metal contained in the n Pj(tc) selec-

ted blocks. The valuation of Vj will be :
Wj .= n Te [PIQ(ZC) — Pz]

The total tonnage of ore recovered will be E n T P (z ), of

waste Z} n T [1 - P (z )]and the mean grade of recovered ore Z =

EQ/]ZP
hi i
The size of the blocks Vj will be chosen according to the

grid of samples, so that each block.Vj is valued with roughly the

same precision. Once we have defined all the geometrical variables
of the problem, i.e. the blocks v, and Vj, and the economical ones

z,» P;»-P,s We can begin the first step.

3.2 Structural analysis of the 'point * grade distribution.

Although not directly used in the TF formalae, the informa-
tion drawn from the structural analysis of Z(x) is of prime impor-
tance : effectively, the probabilistic models to be used suppose
that Z(x) is strictly stationary, at least that it is possible to
define different zones of the orebody within which Z(x) is statio-
nary ; it will be very important, in particular, to make a very
severe check of the sample values, in order to eliminate any doubt-
ful data, 1n this step, data analysis will consist in computing
the experimental variogram and histogram of the Za and eventually

of the regularized variable in order to check the theoretical model
of the variogram. '

Anyway, we shall adjust a stationary model for the variogram
(which is always possible locally), to which corresponds a model
of covariance S(h) : this covariance will be very important for
future tests.

We shall build the experimental distribution law F*(z) of the
Za,Cumulated from the experimental histogram. To allow future com—

parisons, we shall try to detail the tail of the histogram for



small and large value, and for each class, in addition to the fre-
quency of occurence, we shall compute the mean expeérimental grade.
Finally, if the distribution of experimental data allows it, we
shall compute the histogram of some linear combination of the sam-
ples : for instance with a regular grid it is possible to smooth -
-the %lby taking the average of the sampled corners of the grid ;

the histogram of such smoothed =~ data will allow a check up of
our theoretical "permanence" formulae.

3.3 Numerical determination of the anamorphosis
We represent Z_ as a function @ of a standard Gaussian varia-

ble Y, and for futu¥e calculus we need to represent @ in an expan-—
sion :

P(y) = Eo ;r,l H_(y)

Hn(y) being the non-normalized Hermite polynomial defined by

dn
g {» =— [e]
dy

The Fourier coefficients ¢ of this expansion are given by :
n

b =/ ¢(v) B (v) &(y) dy
-8

and must be determined experimentally.

Notice that the relation Z = @(Y) implys F(z) = G(y), where
F(z) and G(y) are the cumulative distribution of Z and Y respecti-
vely : the function ¢@(y) is then known only for the couples
[(Zi = w(yi)] when z. are the limits of the classes of the experi-

mental histogram and the Y5 the values defined by the relation
F(zi) = G(yi). The problem of determination of the wn reduces then
to a problem of numerical calculus of an integral ; various solu-
tions exist :

~ Interpolate @(y) between the known points {yi~1,zi_],yi,zi}

by a low degree local interpolator @*{y) (linear or quadratic) and
compute for each interval yi-l’yi the integral

y
[ 9 B e dy

i-1



- use a direct Gauss integration method, i.e. @

N .
% _ . oy
wn = ;Ei Ji Hn(Yi) @(yi) with :

% . .
- : estimator of
11}11 : wn

- N : number of points of the Gauss method ; N must be greater
than the highest degree n of wn to be calculated.

- Wi, v weights and abscissa in the Gauss integration me-

thod. They are known from numerical tables once N is chosen. ,

- ¢§§> : interpolated value of q)(y) for the abscissa yiil

'The highest degree -for Hn(y) used in the expansion of @(y)

will depend on the shape of @(y). We see in fig. 1, 2, 3 three ex-
perimental examples of function @(y) and the corresponding histo-
grams : for an exponential shape of @(y) we have a good approxi-
mation with an expansion up to degree 6, but with the more compli-
cated function of fig. 3, we need an expansion up to degree 15,

A last remark about @(y) : it is neéssary : - that Z = @(Y) has
at least the first two moments equal to the ones adopted in the
Structural analysis, that is the same mean and variance. The func-
tion p(y) will be such that :

N ‘
: n
wo =m and 3, o S8(0) (a priori variance of Z)
n=1 . .

= @(y) being fu%ly determineq by its E?urier ?oefficients
E;, we now need the inverse function y = @ (Z) : indeed the whole
précticalicalculus will use the Gaussian informatiom Y, = @-I(Za),
and the coefficients Tn(x,xa)'of the bivariate Hermitian law of
(Yx’Ya)’V38 Vq; so our use for function Q—l(z) will reduce to the

determination of the Y,, but it is not necessary to have a mathe-

matical formulation for that : actually, we shall solve numerical-
ly the equatiomn Z, = @(Y,) for each Zywithout any additional deter-

. . . -1
mination of the function @ "(z).

3.4 Structural analysis of the Caussian variables Y&.

Either in the frame of the Hermitian model or of the discrete



Example of Function gl
of simularion SIMU

x——x experimental ¢
Anamor phosis 3
model up Yo degreeé

P ]

tz-¢(y)

- Fig. la
) =3 C o% 3 35 z <
¢r‘='~‘au:ncy
! i
30-
Hisfograms of simulatrion S1MU
=== Experimental histogrom
! m=1426 o2 2.58
2 ! Theorerical histoaram of
1 ~~—=- the anamorphosis mode\
m=4425 02:259
T
L
- Fig. 1b -
N O s e S I -9
- b [3 *G3

o



bz Ply) 2
Iy
: o Vs
Example of fFunction @ (y) 7’/ i
copper grade of blast holes chuquicamatd /,-’
//,//
x——x  Experimental ¢ al- y
Anamorphosis model with 25
"7 polynomidls of degree 6 /
.//./
P
. 2%
/ g
I/
= 4t
-~ ‘
) i 1. " 3, !
A = = .3

Higragram of ’
copper arade of blusy holes
chuguicavmnala

Experimental higtogram
m=2.42,0%-0928
Fheoretical hisfogram

~——~ the annamorphosic model
m. 242 ,52:0.944

X 3 [l

L 1
e ot o4 0,6 B 4,



Histogram of Fe grades

——  Experimental
Theorerical histoaram
deduced From heoverical €

A
Z= @(y) ——"_,_:____—-——x
=
Example of function P(y) i
Mean Fe qrade of 42m samples
(verTical drill-holes)
: €07 /l

y——x Experimental ¥(y)

Anamorpnosic model of degree

45 built by application of the ¢
w—e——ef permanevice Formula

From e anamorpnos\e 56 Fig. 3a

model of 2m samples -

f”
,/"':7/ #0
ﬁ/
//
,/

s
1 > 1 1 1 1 l
-2 / -2 ~4 ’ga +4 +2

Fv‘-:uq:ncc

Fe grade

70



model, we need a model of covariance between the punctual Gaussian
(Yx’Yy)’ p(h) = E(Yx’Yy)' This model will be deduced from the struc-—

tural study of the experimental Y . It is noticeable that the cor-
_responding experimental variogramais usually statistically smoother
than the variogram of the Z, and thus fitting a mathematical model
is an easier operation.

Both models assume a particular bivariate distribution for
each couple (Yx’ Yy) : Hermitian (usually, it will be-Gaussian)

or Gaussian. To check this assumppion, we compute the two-dimen-
* sional histograms of couples (Yx+h’ Yx)’ for various values of h :
this will be done in a very similar manner with the computation of
the experimental variogram, e.i, by grouping together all the pairs
(Yx’Yy) for (x-y) # h. We then compare the experimental histogram

to the theoretical Gaussian (or Hermitian) model ; in case of a
Gaussian model, when the covariance p(h) is already determined,
it may be useful to compute directly the histogram of couples

Y -
v P Xth Yx

x+h 9
vl - p

which is a pair of independent Gaussian variables.

(for h such that p(h) < 1)

#fter checking that there is no experimental contradiction

to the Gaussian model for pairs (Yx+h’ YX), a last checking will

consist in comparing the experimental covariance of the Zx’ S¥(h)
with its theoretical value in the Gaussian model, e.i.

N wnz n

z T [p(W)]

u=1

3.5 Numerical coefficients for the T.F. estimatiom

In the Hermitiar model, we build a D.K. estimator fDK(y) of

the T.F of X_, inverse anamoirphosis of the Zv (see ref. 1), So

we need first a formulation of the anamorphosis Z, = ?V(Xi), which
will be determined from the coefficients of the pufictual anamor-
phosis @(y)

LI
¢,» =2 - DM HG

n=o0 -

a"g

i

[



2, 1
-with Dn(v) = ;-g/‘dl Tn(X,Y) dx dy

v

The D.K. estimate of the T.F will be :

Hn(y)

) =gly [1+ Z‘(Ex L H () ]

£ _(y
DK ol 8

where the XE are solutions of the Y systems :

B = 1 —1- ,_/ = .
E )\n Tn(xasxs) D (V) X vV Tn(Xa,Y) dy, n I, 2,..

B8 n v J

Thus, the parameters to calculate are D (v), and 1 J/T (x ,y)dy.
n \) v 0o
Usually, the quantities Tn(x,y) will be pn(x—y) and the cor-

responding integrals will be calculated by numerical approximation
formulae. The integration of the estimator fDK(y) to obtain the

two quantities P(yc) and Q(yc) used in the evaluation of each Vj

is then easy and may be expressed simply as an expansion in Hn(yc).

As a conclusion, all the calculations requirelare similar to
ones made in a kriging estimation, except that they must be repea-
ted y times.

In the discrete model, the procedure will be quite similar
except that the formula giving the anamorphosis Qv is a little

different, and the coefficients of the D.K. systems easier to ob-
tain. Moreover, we have seen that the initial assumptions of thlS
model allow a simpler model of T.F obtained by cond1t1cn1ng .
of the krlglng estimate of XV in this case the T.F is obtained

d1rect1y w1thout any system inversion, but this gain in computing
time is paid by reduced precision in the estimation of the T.F.

3.6 Conclusion on the sequence of steps

The reader will have noted that a T.F study does not intro-
duce in the practice of geostatistics any new computer algorithm :
except for the détermination of the ¢n, all the different steps

will be performed by standard. geostatistical programs such as
variogram, histogram, calculus of covariance between a point and
a volume, linear system inversion etc... The practice of such a
study will not introduce many changes in the standard. geostatis-
tical method, particularly in the organization of the input



and output data files : the main change'is of course. an increase
in computing time, but this can be largely diminished in the futu-
re by an adequate programming. .

4, PRACTICAL EXAMPLES

4.1 7 Point” T.F estimation on a simulation

A two-dimensional - poirt’ distribution is simulated by the
turning band method : the orebody contains 50 x 10 square panels
of 22 x 22 m. each block having inside a regular 11 x 11 _point _
distribution. ‘

. For .each -block, a statistic was made of the internal 121 points,
which gave the true mean value, the proportion of the 121 values
falling within the classes of grade (0-0.5),(0.5-1.2), (1.2 +o),

and the mean grade of the corresponding proportion.

The problem is to build estimators of these quantities if we
suppose that each block is sampled in the center. We shall use for
these estimators the 9 nearest points : see in Fig. 4 one of the
blocks to estimate and its surrounding information. We shall see

the different calculation step-by step.
The structural study of the ZX allows us to see that ZX may

be considered as stationary and isotropic, with a lognormal dis-
tribution (Fig. 1b). The study of anamorphosis ¢(y) (Fig. la) con-
firms this impression, and the wn computed by Gaussian integration

are véry similar to the theoretical wn of an exponential function :
for @(y) we shall use the following model : Q(y) = exp[ G.8485y]
which has the following sequence of wn’ n=0, l,...5. (We shall

. use a degree 5 representation).

1.433 5 = 1,215 5 1,030 ; - 0.8743 ; 0.7458 5 = 0.6423 3
The standard Gaussian values corresponding to the zZ, are :
Y, = (Log Za)/0.8485 (See example in'Fig. 4)

The structural study of Yu was then performed : the Gaussian
bivariate model on (Yx’Yx+h) was checked on the two-dimensional

experimental histogram, and was found to be correct for a correla-
tion coefficient p(h) which we fcund by computing the variogram
- of the Yu‘ The following model was adjusted :
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0.16 &(h) + 0.84 [1 - —-h/66 + —-(h/66) for h < 66m.

i

p(h)-

0 for h 2 66 m.

il

Ap(h)

We shall now compute two different estimators for the T.F :
- a D.K estimator (as seen above) with the Herwitian model

- an approximate estimator computed by conditiomalizing by
the kriging Y of the mean of Yx in the block (noted G.M in table

29

In table 2, we see for 8 blocks of a same line the estimators
of proportion and mean grade in the classes defined above. The -
first estimator, CO.E, is the best possible estimator, computed
by averaging the conditional distribution of each of the 121 in-
side points. Estimator G.M is the estimator conditionalized by YK
and the last line gives the observed true values.,

) We shall now compute the D.K estimator for the block shown
in Fig. 4. The D.XK estlmator of the T.F will be :

H ()
(y>-g<y> [1+ > (ZA H (¥)) —3—,-—]
n=1 :
when the.lg are solutions of the system :
%A‘“‘(—)—“( ) £ =1, 2,...5
=1 n P Fa g TP EyXy _ or m 3 Lo
n/8, 5 2 | 1
11 - 0.8725 | - 0.0992. | - 0.0265
2 0.1977 0.0456 0.0111
3| - 0.0745 | -~ 0.0144 | - 0.00346
4 0.0223 0.00357 .0.0077
5 | - 0.0062 0.00075 | - 0.00014

The resilts of AB are given for B = 5, 2,1, because we have
obviously :



With the numerical values of YB appearing in Fig. 5, we com-—
pute the terms

9
= B - =
c_ Sa M B, n=1,5 (c, =1
C] = = 0,00263 C2 = 0.4897 ; C3 = 0.0763 ; C4 = 0,235 ;
C5 = - 0,03 s
The “point . anamorphosis @(y) = 2 —ET-Hn(y) allows the
. . 0 °

immediate computing of the mean value of the D.K distribution'f
£k ) '

5 ¢
DR . ; - )
Zg j‘P ) £, Mdy with £.(y) = 1;230 — B () g
5 Y
DK n
SO ZV = 7, aT Cn
n=o

With the numerical values seen above, we find ZX = 1,685 (true
value Z = 1.466). v

We see in Fig. 5 the histogram corresponding to our fDK(y).
To compute it, we determine the Y5 corresponding to the limits of
class z, = 0,5, 1, 1.5, ete... by v, = (log zi)/0.8485, and then
the frequency P; of class i will be p; = FDK(yi+1) - FDK(yi).

The cumulative distribution FD (y) is obtained by integration
. K
of the density fDK(y).

y
FDK(y) =J_w fDK(y) dy or :

4 C H (¥)
F(y) = G(y) + g(y) 2 —%}% —fl‘-;——— with
n=0

y
Gly) = j g(y) dy

This density function immediately gives the estimation of
the proportion of points in the classes (0 - 0,5), (0.5 = 1.2),
(1.2"}?0). .



C e,

P(0 - 0.5) = Fox Yo 5)

P(0.5 = 1.2) = FDK(yl'Z) - FDK(YO.S)

P(1.2 = +o) = 1 ~ FDK(Yl.Z)

We compute the quantity of metal in a class by the cumulative
quantity of metal T

+c ‘
o =f oy £, dy
' ¥y

With ¢(y) = edy, The fésulfz is straightforward :

5 Cn dn(y)
Q(y) = P T dh being computed by recurrence :

n=o0

2 .
= o0 /2 - G- A - - -
do = e [1 G(y o)] and‘dn(y) = cdn_l(Y)
2 .
/2
e gy-o) H _, (¥
. In conclusion, we give in the following table the results of
estimation for the block of Fig. 5.

As forecast, the best estimator (but very time-consuming) is
the true conditional expectation, followed by D.K and G.M. This
can be checked also on the results of table 2. For that precise
block, which we chose for the great variability of the surround-
ing grades, we may suppose that the block is just limited by high
and low grade panels, so that its internal distribution will de-
viate largely from the average histogram of the samples : this is
what appears on the histogram of Fig. 5. )

4.2 T.F function of blocks of copper ore.

¥
i

In (4), Ipresent the study of the Chuquicamata orebody : in
an already mined zone, it was possible to check the results of
T.F function estimation with the true grades (as given by the blast
holes). Fig. 7 shows the experimental histogram of mineable blocks
0f 20 X 20 X 13 m. in the studied zone, and the histogram estima-
ted with the DDH information. As the individual grade of each DDH

. was not available the T.F was estimated by conditionalization

of the kriged values and that is why the result is not as precise
as it ought to be. However, this histogram was estimated with DDH
samples located irregularly with a mean interdistance of 60 m.:
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Estimator P1 Ql P2 Q2 P3 Q3 m
. , CO.E 20.7 0.0704 38.2 1 0.312 41.2 1 0.999 1.381
‘ ' G.M 2.2 0.0089 21.8 | 0.194 76, 2.1812¢ 2.384
’/ : L D.K 24.2 | 0.078 31.7 | 0.2445| 44.1 | 1.3625| 1.685
TRUE 17.4 0.067 34.7 | 0.264 47.9 1.116 1.446
TABLE 1
P], P2, P3 : Proportions in classes (0-0.5), (0.5-1.2)(1.2-+a5

Qs Qs Q3 :Quantity of metal in the same classes.




T.F ESTIMATES OF A LINE OF BLOCKS : PROPORTION AND MEAN ORE GRADE
OF POINTS IN THE CLASSES OF GRADE : 0-0.5 ; 0.5-1.2 ; 1.2~ + ;
Pl’ m s Pz, m,, P3, my respectively with M, mean panel grade.

Estimator -Pl my PZ m, P3 m, M

CO.E .79271 .2756 | .1968 | .6860 | .0106 | 1.4826 | .3691
G.M 8041 ,2532 | .1813 | .6979 | .0146 | 1.5630 | .3530
TRUE .8512] .3054 | .1405 | 27035 | ,0083 | 1.4843 | .3711

CO.E .7724) .2808 | .2150 .6902 | .0126 | 1.4941 .3842
G.M 7814} .2597 | .2007 .7027 | .0178 [ 1.5785 3721
TRUE .9587| .2814 | .0413 .5177 | .0000 .0000 «2911

CO.E .7939} .28291 .1974 .6796 | ,0086 | 1.4508 +3713
- G.M .80851 .2519 | .1775 .6969 | 0141 | 1.5397 <3493
TRUE .9091| .2676 | .0826 <5702 | .0083 | 1.4395 .3023

CO.E .86801 .2593 | .1282 .6615 | ,0038 | 1.3653 .3151
G.M .8551| .2362 | .1362 .6862 | .0087 | 1.5140 .3086
TRUE .94214) .2500 | .0579 .5611 1 .0000 .0000 .2680

CO.E ,4706| 32791 .4408 | ,7484 | ,0887 | 1.6568 | .6331
G.M 41811 03287 L4691 ,7668 1 1329 { 1.7510 | 7144
TRUE 4050 | 3642 | 4380 | .7947| .1570 | 1.6143 | .7491

CO.E" [.0408)] .3959 | .2783 .8710 | .6809 | 2,7261 {2.1148
G.M 0107 .4681 | .1532 .9028 | .8631 | 3.2496 12.8603
TRUE .1240] .3948 | .3802 .8739 | .4959 | 2.4181 |1.5802

" CO.E .0004 | .6619 | .0200 | ,9983} .9795 | 5.6722 |5.5764
G.M .0003{1.,0288 | .0110 | 1.1163} .9887 | 6.8330 |6.7683
IRUE .0000} .0000 | ,0909{ .9724 | .9091 | 4.2727 |3.9727

CO.E .0020| .5453 ] .0691 .9517 ] .9289 ] 3.7152 |3.5181
G.M .0027{ .6029 | .0648 .9318 F .9326 | 4.2490 [4.0245
TRUE .0000 | .0000 | ,0496 | 1,0442 | .9504 | 3.6943 {3.5628

TABLE 2



the result may then be considered as satisfactory.

4.3 Histogram of a random measure.

In the following example, the variable to be estimated is a
discrete random measure, i.e. a random quantity which takes inte-
ger values when measured on a surface : in a tropical forest, a
specialist has counted the okoume trees of each square panel of
100 x 100 m., giving a total of more than 2000 numbers, ranking
from zero to 13 trees per hectares. In Fig., 6 one can see the histo-
gram of these measures, which could correspond to a randomized type
of Poisson distribution. The random quantity being discrete, it,
seems inappropriate to use a continuous - Gaussian anamor-
phosis model, and that it would be better to establish a corres-
pondence with a discrete isofactorial variable : this possibility
has already been studied theoretically by Matheron [5 , but no
practical study was made. Thus we tried, with our Hermitian formu-
lae, to forecast the histogram of the density of Okoumé tree/ha
on panels of larger surface. The same procedure as described before
was adopted : definition of a point’. anamorphosis function (in
our case, a sum of step functions), calculus of its Fourier coef-
ficient for an expansion in Hermite polynomials,then transformation
to give the anamorphosis P, of the large panels. We see in Fig. 7,
. that the result is not so good as in our preceding examples,
although the variances are correct and the movement of the mode’
appears also in the theoretical model, My personal opinion is that
the Gaussian anamorphosis is inadequate for a discrete variable,
or must be performed with an expansion in polynomials of very high
degree(to represent adequately the discontinuities of the step
function) * our calculus was made with polynoms of degree. 6, which
was surely insufficient.

I decided to include this particular example in my paper to
emphasize the fact that T.F may be applied to many domains in addi-
tion to mining, although special methods had to be developed for
particular types of variables,

5. CONCLUSION

The aim of the present paper was to show that T.F estimation
is already an operational method : although the formulation of the
method is quite recent (Matheron, Maréchal, 1974), there were no
special difficulties in its application, at least in academic pro-
blems. The practical difficulties will not be of computational type
. (although it will be necessary to make some effort tdO. simplify.
the programs) ; they will appear, for instance, when defining with
precision the volume of selection and its future estimate ; this
will require some practice, because selection when mining is not



Frequency
in 9%
Histogram of number of
OKQUME tree per heclare
so- (Measured on panéle 400 x-00m)
m= 4.83
0%=4.72
20} ]
A0}
o =
i
|
|
“T L
: ! Risfogram of mean density/ha
of OKOUME ftree
<o Mean density of panels 200x200m
L Observed hisFogram
- m=41.53 ,Uez 2.28
asl | ——, ____Model of permanence
m=4.53 %= 2.45
L L1
L 3yl T —1.
—_-——q ’ )
dengity in
1 . 1 5 Y 1 N N Aumlper /ha
F] z 3 “ o

e bt



usually made on constant volumes.

However, no doubt that T.F estimation will soon become an in-
dispensable tool in estimation procedures, especially for those
orebodies which present very variable types of grade (irom orebody-
for instance). Moreover, it must be emphasized tha* this method
is fully compatible with the conditional simulation technique whick
shares with it the same anamorphosis representation : according
to the precise problem, an anamorphosis study may lead either to
a T.F function estimation or to a simulation.
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Ingénieur civil des Mines
Maitre de Recherches au Centre de Morphologie Mathématique

SCMMAIRE

Ine fois défini un certain schéma d’exploitation
de sélection, il ne suffit pas de connaitre les esti-
tions globales ou locales (panneau par panneau]
: réserves sélectionnées. Il est essentiel pour le
1eur comme pour le chimiste de prévoir les fluc-
tions des caractéristiques de ces réserves g l'issue
I'exploitation :

stuations des teneurs en impureté

fluctuations des puissances de découverture, par
smple fluctuations quotidiennes, mensuelles, tri-
sirielles, etc...

Jr, précisément tout estimateur lisse la réalitg,
ne permet donc pas d'étudier les fluctuations des
-actéristiques du minerai & ['entrée-laverie, par
ample,

'a géostatistique propose alors de simuler un nou-
au gisement qui n'est pas une estimation lissée du
sement réel, mais plutét une nouve'le réalisation du
sme phénoméne minéralisée. Ce nouveau gisement

présentera les mémes caractéristiques structu-
rales et de dispersion que le gisement réel,

retrouvera aux points d’implantation des sondages
les dennées (teneurs, puissances, etc...) du gise-
ment -réel. :

C2 nouveau gisement sera connu & une maille aussi
e gue l'on veut. On pourra donc simuler sur lui
mporte quel procédé et séquence d'exploitation et
idier les conséquences de cette exploitation a
ntrée-laverie par exemple (fluctuations de teneurs).

1. OBJECTIF D'UNE SIMULATION

L'étude des réserves récupérées donne une esti-
ation globale des caractéristiques du minerai récu-
iré et parfois permet méme de localiser ces réser-
s dans le gisement. On décide alors d'ouvrir e
sement G ou d'exploiter tel quartier jugé favorable

ation de gisements m
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g € G. Cependant pour un certain nombre de proble-
mes de dimensionnement des installations cette infor-
mation ne suffit pas. Il faut encore connaitre les
fluctuations & diverses échelles (jour — mois — an,
etc...) des caraciéristiques de ce minerai récupéré ¢ ;
en effet les fluctuations de la caractéristique taux
de découverture influencera le choix de l'outil de
production, les fluctuations des caractéristiques
teneurs décideront de la nécessité d'une aire d'’homo-
généisation ou de 'a souplesse de l'usine de traite-
ment. Il faut donc connaitre, par exemple les flux de
teneurs, conséquences de tel ou tel procédé d'exploi-
tation ou d'homogénéisation. Cetie fois on ne peut
plus se contenter de teneurs estimées car « tout esti-
mateur lissant la réalité » (cf. la relation de lissage]),
ies fluctuations réelles seront dangereusement lis-
sées et |'on pourrait conclure & tort en une trés grande
homogénéité du minerai. A défaut de connaitre par-
faitement la réalité, et puisque son estimation fut-elle
krigée ne peut restituer les fluctuations réelles des
caractéristiques, l'idée est de simuler cette réalité.
Cette simulation ne cherchant pas & estimer, c'est
a-dire & approcher au mieux chaque valeur réelle,
mais & identifier toutes les dispersions de ces valeurs
réelles entra elles.

2. RAPPELS

Afin de bien comprendre en quoi une simulation
différe d'une estimation, il est bon de rappeler brig-
vement quelques concepts de base.

2.1. Notion de F.A.

Le gisement G est constitué d'une infinité de
teneurs vraies ponctuelles en général inconnues :
z.(x), x € X} cf, figure 1.

Considérons une ligne quelconque dans G, la courbe
des teneurs vraies z.(x) est une courbe en dents de
scie mais présentant certaines caractéristiques struc-

. iura'es. De la courbe z, (x) on ne connait que certaines

valeurs z.,(xJ, i € | par exemple aux nceuds d'une
maille régulidre. On sait que le variogramme expéri-
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Fig. 1. — Réalité et simulations

Fig. 2. —— Realité - Simulation - Krigeage

menial 2v.(h) déduit dz ces données z (x:J carac-
térise la structure de la courbe z, (x).

Ceatte courbe z (x) peut étre interprétée comme une
réalisation particulicre d¢'une F.A. Z(x) caractérisée
par le variogramme précédent 2v.(h). En quelque
sorte la F.A. Z (x) est un sac qui contient une infinité
de courbss z (xJ, différentes point par point z. (x) ==
z. {x) mais telles que leurs variogrammes respectifs
sont tous idzantiques au variogramme expérimental :
2v. (h) =2y (h) ¥vs Vh Laréalité z, (x) n'est
au’'une courbe particuliere parmi cette infinité de
courbes. Tirons en une quelconque, soit z. (x) et figu-
rons la. On voit que si z. (x] == z. (x) point par point
les structures sous-jacentes aux 2 courbes sont identi-
ques. en particulier la dispersion des z. (x), c’est-a-dire
'aspect en dents de scie de z,(x), est identique a
la dispersion des z (x).

2.2. Variances de dispersion

On peut caractériser la dispersion des teneurs
vraics z () dazns un certain domaine V < G par
une variance dite de dispersion:

D' = E{[z.(x) - m]*}

si m est la moyznne des teneurs z. (x) dans V.

INDUSTRIE MINERALE-MINE

La géostatistique démontre que cette variance
dispersion des teneurs ponctuel'es dans V s’expr
uniquement en fonction du 1/2 variogramme . (

D = 7. (V,V)

7. désignant une valeur moyenne de v..

D2 méme la dispersion des teneurs z (x) dans
méme domaine V est caractérisée par la variance
dispersion :

D= E{[z.(x)-m}

Les moyennes das 2 réalisations z, (x] et z,(x) s
identiques = m. La géostatistique calcule cette
riance :

Di= v.(V,V)= v (V,V)= D}

Ainsi, bien que z.(x) # z,(x) point par point,
variances de dispersion des 2 réalisations z (x)
z, (x) sont identiques. On dit que la réalisation z
est une simulation de la réalité z, (x). Cette simu
tion z. (x) a I'avantage énorme de pouvoir étre conr
en tous les points x et non pas seulement aux ncet
la maille réelle {x, i e /}.

v le volume

Conditionnalisation : Mais il y a dans le sac reg
sentant la F.A. Z (x) une infinité de réalisations pos
bles z: (x), | = 1, 2,... X Laquelle choisir ? Nous ct
sirons ce'les qui passent par les points expérim
taux x : c'est-a-dire les réalisations zs. (x) qui ident
les données expérimentales (cf. figure 1):

z.(x) = z{x]) v iel

Cette simulation particuliére zs (x} est dite: «
mulation conditionnelle » aux données expérim
tales. On voit que zs. (x) sans étre !a réalité z, (x)
une nouvelle réalisation du méme phénoméne mi
ralisé Z (x).

2.3. Variances d’‘estimation

Nz peut-on alors considérer z,(x) comme un e
mateur de la réalité inconnue z (x) ? En effet z«
est un estimateur parmi d'autres zs (x) de la réal
z.(x); de plus ii est exact, c’est-a-dire que l'estir
tion se confond avec la réalité aux points d'impl
tation des sondages : z« (xJ = z.(x) et il est s¢
biais :

E{zie (X)} = E{z,(x)} = m
~> E{zw«(x) — z.{x)} = 0 erreur nulle en moyeni

— Mais si z+. (x] est un estimateur exact et sans bi:
il n'est pas le meilleur estimateur exact et sans bi:
possible. On caractérise la qualité d'un estimate
sans biais par la variance d'estimation, ou erreur qt
dratique moyenne :

Pour zs.: o = E{ [z (x) = z.(x]]"}
Or le krigeage, par définition, fournit un estimate

zn ¥ (x) exact, sans biais et de variance d’estimati
minimale

oni= E{[2."(x}] -~ z.(x)]’} minimal
Donc oy < o,



N moyenne la valsur krigée zx” (x) approche mieux
‘@alité z. (x) que la valeur simulée zs. (x) (cf. figure
Mais 'a courbe krigée zx™ (x) n'a aucune raison
refléter les mémes caractéristiques structurales
: la courbe réslle z (x): on sait en particulier gue
Krigeagse lisse les dispersions réelles (cf. Relation
Lissage — 1ére conférence). La variance de dis-
'sion Dx** des valeurs krigées autour de fa moyen-
m est intérieure a la variance de dispersion des
eurs réelles :

Y= E{[z:"(x) -~ m}} < DS =E{[z(x) — m]*}

-8s deux moyennes m sont identiques du fait du
- LAt
1 biais.

On voit combien est essentielle la distinction
‘re les 2 variances de dispersion D’ et d’estimation
Suivant que l'on s'intéresse & {'une ou 3 V'auire,
utilisera la simulation z. (x) ou le krigeage zx* (x)
Jure 3):

La simulation zw (x) identifie les caractéristiques
ucturales, en peacticulier toutes les variances de
spersion D, L'utilisation de la simulation zs (x) est
nc particuligrement indiquée dans les études de
ctuations des caractéristiques d'un minerai.

Le krigeage zx" (x) minimise la variance d'estima-
n »*. Son utilisation est donc particuligérement indi-
€= dans les problemes d'estimation g'lobale ou
ale des ressources et des réserves.

moyenne m = E{zs, (x)}

dispersion D?s, = Do*
Simulai’ion 7,/2 vario. 7 3¢ (h) = Vo(h}
zs, (x) conditionnelle
Z: [X() = Zn (Xx}
iel
A
moyenne : m=E{z(x)}
Réslité dispersion : D}
z. (X] 1.2 vario.: v (h)

donnée: z.(x:), iel

<

moyennie m=E {zx" (x)}
dispersion Dr**<<D?

‘ Kz"f?,e?gf 1/2 vario. vx* (h) 7 ye (h)
sz exact zr* (xi)=2zo (xi)

estimateur optimal & v icl
Fig. 3

3. TECHNIQUE DE LA SIMULATION
Comment obtient-on cette simulation condition-
elle z. (x)7?

Indiquons les principales étapes pratiques de 1'éla-
yoration de z-. (x).
3.1. Analyse structurale

A Vaide des données disponibles z.(xiJ i€ /, on
aractérise d'abord la structure spatiale des z.(x)
ar l'intermédiaire de sa covariance ou de son vario-
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gramme 2 v, (h). Eventuellement si la simulation pro-
jetée doit tenir compte de corrélations entre diverses
variables, z, (x) et y,(x) par ex., I'étude structurale
caractérisera ces corrélations : coefficients de corré-
lation, régressions diverses, variogrammes crojsés,
etc...

3.2. Simulation non conditionnelle

Diverses techniques probabilistes permettent de
simuler des réalisations z;(x) de F.A. présentant

— un moment dordre 7 {moyenne)

— un moment d'ordre 2 fixés.
{covariance ou variogramme)

Ces techniques utilisent en général des moyennes
mobiles que 'on proméne sur un champ de dispersion
poissonnienng. Leur utilisation devient trés vite
rédhibitoire dés que I'on sort de 'espace & 2 dimen-
sions. La technique mise au point au Centre de Mor-
phologie est originale en ce sens qu'elle raméne
toute simulation & 3 dimensions & une simulation
simple & une dimension sur un certain nombre de
droites que l'on fait ensuite tourner dans l'espace:
méthode des bandes tournantes.

Catte méthode permet d’obtenir avec -des colts
d'ordinateur acceptables, une réalisation particuliére
z:(x) d'une F.A. conditionnée par ses 2 premiers
moments : moyenne et variogramme. Cette simulation
z; (x] est connue discrétement en les ncsuds d'une
maille aussi fine que l'on veut.

3.3. Conditionnalisation

La simulation z (x) n'est pas conditionnelle c’est-
a-dire que l'on a pas: z. (xJ) = z (x}) ¥ I €l. La solu-
tion de !a- conditionnalisation est assez triviale : en
quoi un krigeage zx" (x) différe de la vraie valeur
z.(x), elle en différe par l'erreur zo (x) — zx* (x] :

Zo(x) = z&" (x) + {ze (X) — 2" (x)} = 2&" (X) + 2. (x)

On connaft zx* (x) mais |'on ne connait pas {'erreur.
Simulons donc cette erreur 2, (x) par e (x):

() = z[(x) - Zex” (x)
z, {x) est la simulation non conditionne!le précédente.

zx* (x) est le krigeage établi & partir des données
simulées z; (x;) implantés aux mémes pomts {x, iel}
que les données réelles.

La rdalisation abtenue :

zse (x) = zg" (X) + 2 (x)

ast cette fois conditionnelle :
viell z [Xi) = zgz" (Xs) - {Zs {Xi)
~ Zx [Xi)} = Z [X{)

Les 2 krigeages sont exacts.

Et I'on démontre que cette simulation conditionnelle
ainsi obtenue zw. (x) posséde la méme structure que
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z.{x), c'esta-dire que la réalité z.(x): mémses
moyenne et variogramme, donc mémes dispersions.

Remarque : |'élaboration de 'a simulation condition-
relle z. (x) suppose le krigeage préalable zx* (x) en
chaque point x.

3.4, Anamorphoses gaussiennes

La simulation conditionnelle z.(x) et plus geéné-
ra.ement les simulations non conditionnelles z (x)
identifie les 2 premiers moments de la réalité z, (x).

Mais qu'en est-il du type de ['histogramme de disper-
gjon ?

— Sous I'hypothése de stationnarité dans laquelle
nous nous plagons, a partir des données expérimen-
ta'es {z, (x), i e/} on peut tracer |'histogramme expeé-

rimental des z. (x) qui est par exemple de type gamma
ou Log-normal.

AFREQUENCE

HISTOGRAMME EXPESRIMENTAL
4
0ES DONNEES 'Z. (x) lel)

Qe -

DISPERSION THEORIQUE AJUSTEE
L0} LOG MORMALE

o : 05 1 15 % C

Figz. 4. — Anamorphose gaussienne

— Par conséquencs du procédé de simulation par
la méthode des bandes tournantes, la loi de disper-
sion des z.7x) est normale tout en présentant les
mémes deux premiers moments que z, (x).

— Pour identifier les deux types de lois de disper-
sion, on procéde & une anamorphose gaussienne
préalable, c'est-a-dire gu'au lieu de simuler z, (x) on
simule sa transformée y. (x) = F.z, (x] telle que cette
transformée y. (x) présente un histogramme gaussien.
Soit y. (x) cette simulation, la transformation inverse
F~! restitue 'a simulation cherchée z,(x) = F™'. vy, (x)
qui présente cetts fois le bon histogramme.

Sur la figure 4, la dispersion expérimentale des
z. (x) est log-normale, on simulera Log z, (x) qui pré-
sente une dispersion normale. Soit y. (x) cette simu-
tation, la simu'ation cherchée est:

z.(x) = exp. {y. (x)}

z.(x) nrésente une dispersion Log-normale puisque
son Logarithme a une dispersion normale.

En resume notre simulation conditionnelle 2z /x)
reirouve

INDUSTRIE MINERALE-MINE

les 2 premiers moments, moyenne et variogra
me, donc les variances de dispersion de la réa'i

Fhistogramme de dispersion expérimental de
réalité,

les valeurs de cette réalité en les points d'imp':
tation des sondages,

de plus, si l'on simule plusieurs variables cor
{ées, leurs simulations retrouveront czs corré
tions.

Citons l'exemple des simulations conditionnell
que nous avons réslisées sur le gisement de Proi

4. EXEMPLE : GISEMENT DE PRONY
(NOUVELLE-CALEDONIE)

Sur le gisement de Prony on disposait sur la 18
zone de production d'une mai'le de sondages
100 m X 100 m (cf. figure 5). Les données de chac
de ces sondages permettent le caleul d’une cour
de dérive ou de « tendance moyenne » représen
tive des tensurs des tranches sdz d'un petit panne
centré sur le sondage x. A partir de cette courbe
dérive et pour chaque valeur du paramétre t = tene
de coupure en Nickel, on définit un certain nomb
de variables utiles X (¢, x), Y (t,x)... par exemple
puissance minéralisée X [t, xJ), la teneur Ni corre
pondante Y {x, t). Ces variables utiles ne sont cc
nues qu'aux points d'implantation x; € J de chac
des sondages & maille de 700 m, soient X(t »
Y(t,X)JI'E J <o G.

Nous les avons simulées en tous les ncsuds d'u
maille / carrée de 10 m X 70 m, soit une maille 1
fois plus dense. Cette simulation X. (¢, xJ, Y.(t.:
i € | est conditionnelle aux structures des réqione
sations horizontales des X (¢, x;) et Y (¢, x;) : moye
nes-variances-variogrammes-corrélations.

— aux histogrammes expérimentaux des X (t »
Y (¢, x;)
— aux donnéas expérimentales de la maille
100 m
V}EJ X.;(t,Xj):X[t,,
donnée donn

Nous avons ainsi simulé 17 600 sondages, compt
tant chacun 24 informations qui sont, pour chacu,
des 4 valeurs de la teneur de coupure t = 0% (p
de coupure) 0,8 %, 1 % et 1,2 % Ni, les 6 variabl
utiles suivantss :

puissance de découverture,
— puissance et teneur Ni du 1* minerai latéritigt
puissance et teneur Ni du 2éme minerai silicat

teneur en impureté Mg correspondant a l'e
semhle des deux minerais.

17 600 sondages X 24 informations : 7 heure d’orc
nateur aura suffi & fournir une information équiv
‘ente & 717 600 sondages, équivalente quant aux flu

tuations des caractéristiques du minerai.



INFORMATION CONDITIONNANTE

MAILLE 100m i€s

DONNEES
CONDITIONNANTES

INFORMATION SIMULEE i€t X(ex})
’ Y (x.%5)
DONNEES SIMULEES o
X, (t . Xi) i
Yo (t- X:) ;
1 ]
Fig. 5. — Simulation de Prony

Présentons quelques résultats et critiquons les:

La figure 6 montre, pour t = 0 % Ni (pas de cou-
ire de teneur au toit et au mur), le 1/2 variogramme
éorique v (h) ajusté aux points expérimentaux cor-
spondant & la variable X (O, x) = puissance de mi-
wrai latéritique.
Nous avons simulé une variable X, (O xJ présentant
1/2 variogramme théorique vy (h), une moyenne
23,8 et une variance de dispersion relative.

- = 0,08 définies sur e champ & simuler.

La figure 6 donne & titre de vérification :

4

Histogramme

225

— les 2 histogrammes de dispersion expérimental
et simulé

— les 21/2 variogrammes théorique et simulé
(déduit des 17 600 valeurs simulées].

5. UTILISATIONS DES SIMULATIONS

On dispose ainsi sur une certaine zone de produc-
tion des valeurs simulées des caractéristiques utiles
du minerai (teneurs par ex.) aux nceuds d'une maiile
extrémement fine. C'est-a-dire que l'on connait le
gisement simulé quasiment parfaitement. En regrou-
pant ces valeurs ponctuelles simulées on dispose
d’estimateurs quasimsnt parfaits des teneurs moyen-
nes simulées de panneaux de taille queiconque et
implantés de fagon quelconque (on peut aussi simu-
ler directement ces teneurs de panneaux).

On peut donc appliquer sur ce gisement simulé un
schéma d'exploitation quelconque. On connaltra exac-
tement les caractéristiques du minerai extrait, en
particulier les fluctuations quotidiennes, mensuelles,
trimestrielles, etc... des teneurs de ce minerai, ou
des puissances de découverture. On peut donc adap-
ter le procédé d'exploitation ou d'homogénéisation
pour contrdler ces fluctuations. Il est possible par
exemple que I'établissement de plusieurs chantiers
de rythmes d’exploitation programmés puissent éviter
le colt d'une aire d’homogénéisation; on conserve-
rait alors uniquement un parc de stockage qui colte
bien moins cher. L'étude des fluctuations a l'échelle
d'une journée des puissances de découverture et
minéralisée permetira par exemple d'adapter la sou-
plesse de l'outil de production. Etc...
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PRINCIPALES INTERVENTIONS

Question 1: La simulation conditionnelle d'un gisement dis-
penserait-elle de reconnaitre correctement ce gisement par
sondages ?

Réponse.: Absolument pas. Avant de simuler un gisement
il faut d'sbord bien le connaitre pour savoir ce que l'on
chercher & simuler. En particulier les structures des régionali-
sations des variables utiles doivent &tre reconnues (histo-
grammes — moyennes — variogrammes — corrélations — dé-
rives, etc.) avant de pouvoir étre simulées, et ceci exige une
reconniaissance sysiématique préalable du gisement par son-
dages ou autres travaux miniers. De plus une simulation zs (x)
n'a pas la vocation d'étre un estimateur de la réalité zo(x),
c'est le krigeege zx” (x) qui est le meilleur estimateur de cette
réalité (cf. figure 2}, Ge krigeage zx” (x) approchera d'autant
mieux la réalité z.(x) que l'on disposera de plus de sondages
ou d'informations. Pour estimer les réserves récupérées ainsi
que pour tracer les plans d’exploitation, on doit travailler sur
les estimateurs zx*(x) et en aucun cas sur les simulations
Zs (X]

Question 2 : Les simulations non conditionnelles zs, (x) iden-
tifient déja les structures et les dispersions de la réalité z. (x).
Pour les études de fluctuations des caractéristiques d'un minerai
ne pourrait-on pas se contenter de ces simulations non condi-
tionnelles z;, (x) ? Queile est l'utilité de la conditionnalisation
aux données réelles: zs, (x) = z. (x) viel ?

données

Réponse : En effet si l'on s'intéresse aux fluctuations des
ceractéristiques & 'échelle du gisement entier on peut se con-
taiiter d'une simulation non conditionnelle. Mais en général les
simulations seront utilisées pour étudier des fluctuations & toute
écliztie, en particulier a I'échelle du petit panneau de production,
il =<t alors intéressant que cette simulation retrouve aux
erdenits réels les panneaux riches et les panneaux pauvres,
¢ -.t-a-dire que la simulation soit conditionnelle. Dans un pro-
bizine comme celui de la gestion de plusieurs chantiers d’exploi-
tation, il est essentiel que la simulation utilisée ait une signi-
fication iocale la plus proche possible de la réalité en place,
c'est-a-dire que la simulation soit conditionnelle.

Question 3 : La simulation conditionnelle zs, (x), sans &tre un
estimateur optimal de la réalité z.(x), est un estimateur exact
et sans bizis de cette réalité. Ne pourrait-on pas se dispenser
du krigeage zx* (x) dans certains cas ?

Réponse : La construction de la simulation conditionnelle
zs, () = zx"(x) + &(x) exige de toutes facons le krigeage
prealable zx* (x). On démontre que la variance d'estimation par
zs, (x) est exactement le double de la variance de krigeage :

wie = E{[zs, (x)=2:(x)1} =2 ot = 2E{[zx* (x) — 2 ()]}

Question 4:
unique ?

La simulation conditionneile zs, (x) estelle

Réponse : Absolument pas. De méme qu'il existe une infinité
{24 (x). =12} de simulations non conditionnelles pos-
sibles sur fesquelles on peut simuler une infinité d'erreur €5, (x),

INDUSTRIE MINERALE-MINE

il existe une infinité de simulations conditionnelles zs, (x)

sibles. Il peut parfois &tre intéressant de travailler sur plusic
de ces simulations conditionnelles possibles, toutes ces s
lations étant des variantes différentes du méme phénorm
minéralisé Z (x).

Question 5: La conditionnalisation & I'histogramme exg
mental des données disponibles signifie-t-elle que l'on ait it
tifié la loi spatiale de la réalité 7 On a identifié les 2 prem
moments (moyenne et covariance ou variogramme], qu'en e
des moments d'ordre supérieur & 2 7?

Réponse : Sous Fhypothése de stationnarité, l'identifica
de l'histogramme expérimental signifie que l'on a identific
loi de dispersion de la variable z. (x) en un point d'appui uni
et quelcongue x. Cela n’entraine pas que la loi de dispersic
2,3,... n variables z, (1), zo (x.),.. zo (xn), ait été identifie : n«
simulation conditionnelle n’identifie pas la loi spatiale du j
noméne, en particulier les mcments dordre supérieur &
Cela n'est pas grave dans la mesure ol ces moments d'or
supérieur sont rarement reconnus, de plus pour |'essentiel,
problémes miniers classiques ne font recours qu'aux 2 prem
moments.

Cependant il est bon d’insister sur le fait que la méthode
bandes tournantes engendre des simulations de loi spat
gaussienne qui peuvent ne pas étre adaptées a des phénomé
minéralisés dont on sait que la loi spatiale est d'un t
particulier et trés différent de la loi spatiale gaussienne: n
pensons par exemple & un ohénoméne non stationnaire & 2 ét
f'un fortement minéralisé, l'autre fathlement minéralisé
stérile — chacun de ces 2 états pris séparément peut préser
une loi spatiale gaussienne mais le processus d'ensemble
certainement pas une loi gaussienne.

I
i I
fddhad Vs b

g

La simulation brute d'un tel processus fournirait une cou
de loi spatiale gaussienne; cette courbe peut présenter
méme moyenne et le méme variogramme que l'ensenible -
2 états du processus réels, elle n'en serait pas moins t
mauvaise représentation de la réalité.

Il est vrai que dans un tel cas pratique, 'analyse structur
aurait conduit a différencier les 2 états et a les simuler in
pendamment, ou a considérer un processus régularisé (prise
moyenne sur des volumes suffisamment grands pour intég
un grand nombre d'états différents) tel que sa loi spatiale s
de nouveau proche de la loi spatiale gaussienne.

Question 6 : Quel a été le colt des simulations conditionnell
que vous avez réalisées sur le gisement de Prony ?

Réponse : 100000 F camprenant 'analyse structurale, la mi
au point du programme et son passage. Rappelons qu'ad Prony
variables avaient été simulées. Le colt d'exécution du p
gramme mis au point s'est élevé a 5000 F. Ce programr
se présente sous forme modulaire et pourrait s’adapter & bi
d'autres gisements sous réserve que l'analyse structurc
préalable soit faite.
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Centre de Géostatistique de I'Ecole des Mines de Paris)

e 5 avrit 1977, le Centre de Géostatistique de I'Ecole des Mines de Paris a organisé une reumon d’information des—'-
3 Vincustric extractive. Cefte réunion a consisté en un ensemble de conferences SUlVlCa de debats La réunion a été
{éa par M. Georges-Matheron, D.rectom du \,ent e de Geosratnmque

.es Sociztés et Centres suivanis étaient representes :

Socistés — Aluminium-Pechiney. Alusuisse. C. F. P. Clmem., Francais. Cnmenta Lafarge. Cogema Commak. S. LN :
mines. Somair. Sommeni. S.N.E.A.

Zentres — B.R.G. M Cerchar C F P Cnexo C R e G Ensm:m E. N S.M.P. rsid. Umveralte de Rome

‘objectif de cette. reumon etalt de presenter aux representants de ['Industrie quchues exa mples d‘utilisation de,
les de glsements pour resoudre des pxoblemes de reconnaxssance ou d'exploitation miniére.. :

At cours de cette réunion les méthades géostatistiques de modelz&:tlo'\ n‘ont ete ra*)pelees qu-= succmctement Pour -
le précision on pouira-se reporter aux références ci-aprés : R o -

wrnel — Le formahsme des relations rescources—reserves S;mu!atlon de glsemnnts miniers. Revue de llndusme
‘ale, Mine n° 4, Nov. 1973 pP. 214-226.- ¢ L. . s

wurne!l — Geostatistics for Condmonal Snmulatlons and orebodies. Economlc Geology, U. S A., Vol. 69 n° 5, pp. 673~
Aodt 1974.

-es estimations locales et globales d’un gisement en définissent les ressources in situ, Pour valonser ces ressources in
Iexp!oarant devra choisir la reconnaissance permettant la meilleure sélection ainsi que les processus d’‘extraction, de
3, de stockage et de traitement du minerai. Or la technologie de "exploitation conditionne le taux. de recuperatnon
inerai ainsi que les dispersions & toute échellie des teneurs produites. '

| est essentiel pour le mineur comme pour le laveur ou le chimiste de prévoir les caractéristiques moyennes et de va-
té du minerai & V'issue du processus d’exploitation afin qu’il puisse vérifier que les outils prévus sont adaptés : nom-
‘engins d’extraction et de roulage, taille des stocks, espacement des galeries, souplesse de l'usine de traitement, etc.

_idéal serait de travailler sur la.réalité in situ, Malheureusement au moment de démarrer I’exploitation on a de la réa-
1 situ qu‘une information insuffisante et, par conséguent, que des .estimations trop imprécises pour faire les calculs
fe dispersion requis. L'idée est alors d’ utiliser un modéle de la réalité, :

-e gisement rée! et le gisement modélisé sont en quelque sorte deux variantes d'un méme phénoméne mineralisé ca-
risé par un certain modéle. Le modéle identifie les caractéristiques moyennes et de variabilité de.la varieble, ca-
ristiques estimées 3 partivr des données expenmenfales Le modele se préte donc & la determmauon des dlspersaons
15 & diverses échealies,

Sour I'étude des dispersions de teneurs il est équivalent de travailler sur le gisement-modélisé ou sur le gisement réel.

_es techniques de simulations probabilistes proposées par la géostatistique permettent d’obtenir le modéle numérique
serment en simulant une fonction aléatoire ayant les parameétres structuraux du modéle. Les moyens mis en ceuvre
relévant des méthodes de modsélisation.

Dans les articles qui suivent on étudie I’ utilisation du gisement. modélisé et I'application sur Ie modele de siruiations
vers processus de reconnaissance ou de production.

3n digtinguera donc clairement, y comepris par ia terminologie, la rnodélisation du gisement et les sirulations utiiisant
ydele obtenu.

‘ es objectifs d‘une modédlisation et d’une estimation ne sont pas compatibles. Alors gue V'estimation vise a approcher -
deuy les valeurs réeiles, la modslisation restitue les fluctuations réelles des caractéristiques. Néanmoins on pourra uti-
simultandrment les résultats de Festitnation et de la moedélisation : si I'un simule par exemple un processus de sélec-
a U'exntoitation les blocs seront sélectionnés sur la base de leurs estimateurs comme cela se fait dans la pratique
d on ignore la réalité. En revanche, lus calculs de récupération et de fluctuation de qualité seront menés sur les blocs
3lis@s : on ne récupérera pas des blocs estirnés mais des blocs vrais. :

L ‘utilisation pratique des modélisations pour la définition d’un hudget de reconnaissance, d’un projet d exp!mtauon ou
plaruficution au jour le jour de la production doit fournir & I'industrie un outil opérationnel de décision.

Le développement de recherches ou d’ studes concrétes sur ce théme constitue »ralsemblablement une voie nouvellﬂ
etleuse pour rationaliser ['exploitation des ressources terrestres.
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Le modéle de gisement est représenté par une grille
de 60 503 donnees simuléss de sondages. Ces données
simulées reproduisent la variabilité spatiale d'un gise-
imant de - nickel silicaté type néo-caicdonien. Regrou-
pant ces donndes de sondages 11 par 11, on dispose
ainsi des valeurs moyennes vraies des 500 unités
u * u constitiant le modéle.

On simule une reconnaissance séquentielle du gise-
ment, en démarrent par une campagne de 33 sondages
ad maille 4 u » 4 u, puis en la complétant progressive-

Cmaat jusqu’a la maille ultime v X u (500 sondages). A
chague étape de cette reconnaissance séquentielle,
une znalyse structurale géostatistique est conduite, qui
permet d'élaborer des estimations tant locales que glo-
baies : ces estirnalions sont comparées a la réalité par-
fallernent connue du modeéle., On étudie ainsi la robus-
tosse et la précision de divers outils géostatistiques (va-
riogrammes - variances d’estimation - krigeage - esti-

~maion des réservas récupérables) ; cette simulation
permnt égalemaent de préciser & guel moment il con-
vient d'arréter les travaux de reconnaissance.

l. CBJECTIFS D'UME SIMULATION
DE RECOMNAISSANCE ‘

A chaqgue étzre de la reconneissance séquentielle
d'un giserment, il est demandé diverses estiimations des
charactéristiquar, tant physiguss qu’éccnomiques du gi-
sgment. La jusissse de ces autimations est primordiale,
car c’gst sur ces valours estimées que 'on décide de la
poursiite et di erinntation das campagnes de recon-
naissance, des méthodses d'exploitation ot de traite-
rmant 3 envisagaer, ¢t toutes ces damisions engagent das
investissenionts poofois consicérabias, Avant de choisir
teta ou telle procodure ou théorie d'estimation, le pra-
ticien veut sevoir auel st 'ordre de grandeur des er-

v possibles, et pour cela lidéal serait
c: confronter 1oz valeurs esvmees a des valours réelles
Lonnues o piion Matheureusement, un gisement n'est

IESIST RN SR THNTS 2 PHAYS,
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. . parfaitement connu qu’une fois qu'it~est exploité
~tout ou partie. L'idée est donc de: travailler sur

modale de gisement, ce modéle devant reproduire
principales caractéristiques de morphologie et de var
bilité d’un gisement réel..L avantage de trevailler sur
modéle de gisement est.que I'on-dispose zu départ
fa connaissance quasi-parfaite de ce modale, par exe
ple au travers des données simulées. d'une mailie
sondages - extrémement dense (tous les métres |
exemple). Sur ce gisement modélisé et parfaitems
connu, on peut alors extraire les séquences d’inform
tion fragmentaire correspondant a8 une recoinnaissan
réelle, puis, 3 partir de cette information fragmentair
construire des estimateurs (ressources, résasrves, i
neurs, etc.) que l'on peut confronter aux veleurs exa
tes déduites du modéle. On peut ainst, sur cg giseme
moedélisé, étudier la robustesse et la précision de dive
ses techniques d’estimation, ou encore dtudier I'impa
de teile ou telle décision relative 2 la continuation da
reconnaissance du gisement. -

2 AN

Il. PRESENTATION DU GISEMENT

o T -

Le modéle de gisement ici censidéré peut représe
ter, soit une zone d'un gisement subhorizontal de pui
sance verticale variable {type phosphates sédimenaire
ou Ni-latéritiques), soit un banc d’exploitation horizoi
tal de puissance verticale constante dans un gisems,
exploité a ciel cuvert (type Cu-potphyrique).

La zone modélisée est un rectangle G de dimensiur
B0 ux 10 u, constitu¢ de la réunion- de 503 blor
carrés vy {de dimensions u x uj, (figurc 1). Sur ¢

rectangle. le modéle est constitud das résultats simulé
de GO0 500 sondages verticaux, a maille réqulidre ¢
/11 x u/11, scient 11 X 11 = 127 sondages p¢
bloc.

La valeur simulée sur chacun des 60 500 sondage
représente une accumulation alx) = p{x).t{x}, produ
d'une puissance pix) par la teneur t{x) si G provie

-d’un gisement sédimentaire subhorizontal, ou une tenc:

z{x) définie sur la hauteur verticale constante de ban
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Fig. 1. — Sondages, blocs et zone modélisés

est un banc d’expleitation en ciel ouvert. Dans la
de cet exposé, on parlera de teneur z(x).

aispose ainsi sur G des 60 500 tensurs de sonda-
3 maille carrée u/11, -ainsi que des BOO teneurs

nnes exacies ., (xj ) des blocs v, {a terieur exac-

chaque blog est assimilée & la movenne arithimé-—
des 121 ieneuwrs de sondages intérieurs).

modale de la régionalisation spatiale de la teneur -
eproduit :

~ une distribution imposée, de moyenng m

e . 2 .
55 % et de variance 0-2— = 22,4 %, En fait, on

imposé de reproduire I'histogramme expérimentat
ceumulations-nicke! {puissance et teneur) d’'un gi-
nt néo-calédonien, cet histogramme ayant une al-
lognormale. I est bien évident que si 'on in-
ate z(x) comme une teneur, la valeur m = 9,55 %
sente plutdt une teneur en plomb, ou si elle est
e par 10 une teneur en cuivre.

~ un modele imposé de variabilité spatiale, en
arence un modéle sphérique avec effet de pépite,
»pe dans l'espace horizontal considéré :

x+h) -2 (0]} = y(m) = c, +tc v, ,vx=|n|>u/1
c, = 6 3” P €y Y ) étant un schéma sphérique
lier ¢, = 18 2 , et de portée a, = 10 u.

1 1

marquons aue cette portée est de I'erdre de gran-
des dimensions de la zone G modélisée
x BOu). Le présent modéle est donc plus
sentatif d'une zone bien stationnaire d'un gise-
que de la totalité de ce gisement.

i. SIMULATION DE LA RECONMNAISSANCE"

a simulé sur le modéle précédent une reconnais-
» séquentielle en 5 étapes. La zone rectenguiaire,
mensions 10 u % B0 u, est reconnue successive-

par :
Ure maille 4 u x 4 u, soit 39 sondages.

Une mzille 2u ¥ 4u en quinconce, soit un
Jément de 24 sondages et au total 63 sondages.

3. Une maille 2 u x 2 u, soit au lotal 125 sondages.

4, Une maille u x 2 u en guinconce, soit au total
250 sondages.

5. Une maille finale u x u, soit au total £00 sonda-
ges.

243
3y

A lissue de chacune de ces éiep on construit, a
partir des données disponitles, les demi~variogrammes
dans les quaire directions principales (NS-EW ot les
deux directions diagonales) et 'on procéde aux ajuste-
ments de modéles cf. figures 2-(1) & 2-(5) et iableau 2.
Dés la premigre campagne (maille 4 u X 4 u), rien ne
s‘oppose a "hypothése dlisotropie. L'estimation de le
constante de pépiie est robuste dds la deuxieme cam-
pagne ; remarquons que l'on aurait demandé, en prati-
que, dés cette deuxidme campagne, une croix ou un
alignement de sondages a petite maille. L'estimation
du palier Ci se fait & vue sur les demi-variogrammes
expérimentaux, compte tenu de la variance expérimen-

2% . . .
tale 0° des données disponibles {rappelons que cette
derniére variance est un estimateur de la variance =
. . . . L. 2 . .
dispersion géostatistique D™ (0/G) des données de

sondages dans |a zone G. Remarquons surtout 'excel-
lente robustesse du comportement linéaire aux petites
distances (jusqu’2 r 5 u) de y(hj; or, c¢'est ds ce
comportement que vont dépendre pour l'essential les
diverses estimations & cffectuer.

TABLEAU 3
Parametre des modéies ajustés

Maille |4u x 4u|2u x4uj2ux2Zujux24] uxu MS::;?IG
Co 7.4 8,1 5,8 5,9 8,0 6,0
Cq 14,9 16,9 18,2 16,1 18,0 18,0
“"‘;‘ 11u Qu 0u 10 u 10 u 1C J_M
m* 0,32 5,61 9,29 9,61 9,43 2,55
LA 19,7 208 22,2 223 22,7 22,4

yih) = Cq + O« o (1), avac 7y schéma ephédcue de portée ar ; m”
Y 5% o] i ') X b H 1. ) ; . X
€ 0= moyenne ol valiance oapérimentales dos donndes disponibilas
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3sue de chague campagne,

une fois le modale
ral y(h} iéajusté, on tait lcs calculs prévisionnels

475

suivants, oont on compare les résultats 3 Ia réalité con-

nue dcduue du modele (ab/eau 4} :

TABLEAU 4

Prévisions de variances d'estimation & {izsue de chaque campagne comparées
aux vaieurs vraies {°} déduites du modéle

Estimation Estimation
Locale Glnbaie Locale Globale
A l'issue de la . . 2 o
campagne - Configuration O’e. _;E x 100 'Conﬁguration 0.5 ?:ix 100
(1) 9,08 58 %" - 8,71 4,0 %
_ ° AU (o) ©) ° 2U (o) (°)
39 sondages A 9,03 5,6 % 73 8,08 © 38% )
; N - -
{2) o 24 ) 8,49 (0,3,8 Y% o |2 . 7,34 ) 2,5 %J
63 sonclages Y 8,08 3,8 % 20 7,16 2,5 %.
(3) 7,13 2,6 % ' 7,0 1,8 %
. {2 oy " (°} o qu ity ey .
125 sondages _ 54 ‘,7,176. 2,5 % 20 6,86 1 7 %
o . 6.9 17 % . 649 | 1.2%
* ) c e u () ) . .
250 sondages 23 . 6,86 17 % ™ .- 6,69 1 2 %
() 6,66 1.2%
e (v ey . (%)
500 sondages m 6,69 1,2%

. . . 2
n calcule la variance d’estimation locale Ge de la

rmoyenneg des 2 unités de maille, actuellement
ole et correspondant & la future campagne, par
£e de son sondage central. Ainsi, & l'issue de la
e camoagne (1) et 4 partir du modale structural
la figure 2-(1), on calcule les variances d’esti-
des teneurs moyennes d'unités 4u x 4 u et

u par leurs sondages centraux ; le calcul géo-

jue fournit respectivement

2 908 et02

= 8,71,
valeurs réelles, déduites de la connaissance
ondages constituant le modéle, sont :

2 5 e 2
(o),O’e-—g,O.‘ ec Oe

e les
500 s

= 3,08.

partir de cette variance d'estimation loca!e 02 ’

ule la variance d‘estimation globale c “de la te—

oyenne sur G par I'ensembie des données dc la
:onsidérée. Plus précisément, on calcule 'écart-

atif d'

nis ; cet écart-type ect rapporté a la moyenne
ientaie m* deas données de la maille considérée.
3 lissue de la premidre campagne avec m*

le calcu! prévisicnnel donne, respectivement
les 2mailles 4u x 4u et 2u x 4uy,

estimation globale 100 O’E/m*, exprimé an

= 5,8 ¢ et 4,0 %, prévisions trés proches
6 % (:‘L O, 8 A)

sultais du tableau 4, on peut faire les re-
antes :

aurs réelles (¢) 5

s 163
suiva

n

— Les prévisions du calcul géostatistique sont tou-
iours en exceliente concordance avec les valeurs réellzs
déduites du modéle. Signalons cependant que la gran-
de portée (a, = 10 u) représente ici un élément favo-

rable a la justesse de ces prévisions. De telles compa-

_raisons positives ont été eifectuées sur divers giss-

ments réels, cf. en particulier la remarquable étude de
MM. R.L. Sandefur et D.G. Grant (1976}.

— Si seule 'estimation globale de la teneur moyen-
ne s G était requise, on aurait pu arréier la recen-

" naissarice des la-troisidme campagne (125 sondages &

X 2 u} avaec un intervalle de confiance stan-
dm* & 2 OE]= [9,22 = 0,48]. Le

passage a la maille finale de 500 sondages (scit 4 fois
plus de sondages) réduit peu cet intervatic de confian-
ce :[9,49 * 0,23].Les quatrigme et cinquidme cam-
pagnes de sondage ne se justifient que pour ung esti-
mation locale du gisement par blocs ou unités de
sélection : on peut alors limiter la réalisation de ces.
campagnes aux setiles zones de premiére production.

maille 2 u
dard gamsien de

iV. KRIGEAGE DES UMNITES DE SELFCS‘. G

A nartir de Vinfurmation fournie par la campegne ul-
time (500 sondages & maille u x u), on a réalise ie kri-
geage des unités de production et de sélection assi-
milées aux biocs Vi de dimensions u x u. Pour ce kri-

geage, wn a considéré la configuraton d’estimation dz
la figure 5, soit : .

. GCTOBRE 1577




ol poartoraieny }\1 pour o tenzur du sondage
ceintial

v 1 opendlrsteur AL - pour la tenewr moyenne des
VSO -5 MEiGns dé 1 auréale.

Vol opondtratony l,{ pour la feneur moyenne des

4 sondenes d'angle de 100 auréole,

Fig. 5. — Configuration de
krigeage des unités de
sélection

Cette configuration de krigeage n’est compléte que
pour les 384 blocs vi intérieurs a la zone_ G’, de. dimen-
gionz 8 u % 48 u, difinis comms l'érodée de G par
une unité de distance u. Afin dz ne considérer que des
unités v dont le sy Pt me de krigeaue est identique, on
limitera I'éiude de sélection qui va suivre 3 ces sauls
324 blocs da G'.
donne les résultets ,\1, A‘2’ )\3, 012<
du précétiznt systdme de krigeage. Disposant des te-
neurs vroies des 334 blocs krigées, un peut comparer la

Le tablscu b

. . . . 2 R .
variance de krigeage calculée, GI = 1,32,4 la varian-
ce ad’es m.aagxun vraie déduite des 324 erreurs conndes

-
A

Ge = 1,35. La prévisicn de la variance de I'erreur est
donc evcelicinte.

3i pouur eslime: chanune de ces 384 unités de sélec-
tion, on avait utmsé la procédure des polygones d’in-
fluence  (Poly.), ariribuant a@ chaque unité v la
teneur de son sondage central, soit :
)\1 = 1et A = ,\3 = Q, la variance d’estimation
vraie serait de : Ue = 6,92. La prévision que la géo-
statisticiue aurait donné de cette variance est 7,31.

AGLEAU 6

Résultats camparés du krigeage
1 de Vesuimateur par polygone d'influence

. o I Krig. Poly.
A | 0.204 L
A 0,458 0
A 0,333 0
T»f csloutés 1323 | 7,307
-O’Z' vraie 1,348 6,919

INDUSTR!E MINERALE

‘teneur de coupure z_.

. des esumateu;s a7

ECUPERAD

On suppose que la sélection effective au-mome
Vexplodation ne dispose gue de information — sc
ges a maille u x u,. et que I'cn récupare toute
unitésv. de teneurs estimées Z; , Supérieures 3
i

— Le tonnage minerai récupéré T(zo) , c'est-I
le nombre d'unités récupeérées N(z ), est déduit
histogrammes de dx.,pc,rsmn {cf. flguresg a et b

384 valeurs estimées, qu par krigeage, ou Z;
i
polygones ﬂ’mnuence No*ons que lhisLogramms

Al nest aut.e que celui des 3¢

- neurs de sondages centraux ; ainsi, considérer 'es

teur "’; par polygon& d influence revnent trés ex

ment & ignorer |’ mﬂuence du support v de la sélec

‘La figure 9-¢- donne lh;stogramme des 384 ter

vraies des blocs vi.

— Une fois la sélection enfectuee

Z* Zz ouZ* =2z ,i reste a vérifier lc non
hvi o i “o

conditionnel, c'est-a-dire I'accord entre la te

movyenne vraie E{Z /2* zo},et la teneur moy

v
estimée 17'{""/2:; = zo} du tonnage ainsi récu
Las f/ourex 8-a2 et b donnent, pour chacun des 2

mateurs considérés, les 2 courbes }S’LZV/Z:; =z

L{AV/Z; = Zo}en fonction de la valeur de coupus

On nocte que e krigeage assure le non-biais cond
nel, alors que la sélection effectude sur les estima
de polygone d’influence est sujctte & un biais ¢
(surestimation sysiématique des tensurs effective
récupérées), ce biais s’accroissant & mesure qt
sglection est plus sévére (z plus grand).

— La aquantité de métal glohale effective
récupérée, Q(zo) T(z ) x r{z / zr > zg b

proportionnelle & la ‘ grandeur

ti(z ) x E{z /z* > z }.
o v Vv [e]

la différence enire les 2 quantités.de méial récupé
correspondant aux 2 types d'estimateurs de séle
considérés, chiffre exactement l'intérét économiqu
non du krigeage, du moins d'une approche géosts
que rigoureuse des probiémes de sélection qui
compte des 2 influences fondamentales du suppo
la se!ecc:on et du niveau d'infoermation.

- A titre de référence, on peut donner égale
tous les résultats d'une sélection nypothatique ©
sur les teneurs vraies Z_ des 384 unités de sélec
c’est-a-dire sur une connaissance parfaite du gisar.
Celte sélaction idéale conduit hien entendu aux
leurs résultats.

— Le tableau récapitulatif 7 donne, pour

3 hypotheses de sélection (sur teneur vraie Zv =z



ar Krigde Z}"iv > 2 sur teneur estimée par

> z ), pour les 3 va'eurs de coupure !
o

'z’.c=<1—9€t14‘-'3,

mbre da blocs récupérédst

.

7

( O ’ I '
neur moyenne vraie du tonnage récupéreé,
Blz /2t > z_}
neyr movyenne e:nmee du tonna';e récupéré,
ef{z*/z2% 2 z }
v Ty o
ais conditionnel E{z ~2*/2¥ > z }
v v v o
wiance d’estimation a\pe.:memaln des teneurs
s récupérés, E{[uv-‘ z*1° /"'" O}
quantité de métal gtoba!e
se, 1i(z ) x B{2 /2* > z }
o v v .o
mation effectuée de cette gquantité de métal,
N(z ) x e{z*/z* 2z } . :
e} v' v o .

effectivement

TABLEAU 7 P
comparés des séiections basées sur différents estimateurs
teur ml@e]w|e| e
vraie Z, 370 10,08 0. 0 3730

"19 ZK;' 365 { 10,13 [10,05) 0,08( 1,36 1 3698 | 3 668
nezZ* 337 | 10,51 {10,681~ 0,17]6,94 | 3 542 [ 3 559
wain 7. | 203 12,97 o |0 2633

se ZK_; 205 | 12,82 112,687 0,16]1,36 | 2628|2593 »
ne 2% 199 | 12,52 [13,521-- 1,00{7,08 ; 2491|2650
vaicz, | 67| 119 | o |o |1085

92 7 65 | 15,04 [15,91] 0,13[1,56'} 1043|1034
ne Z* 67 | 14,93 115,95 —z,oai;,m 1000 | 1136

ote gue la sélaction effectudée sur estimateurs
3age conduit & une meiileure récupération du gi-
, en terme de quantité de métal globale effecti-

récupérée. On note surtout que l'estimateur
e par polygone d’influence surestime toujouro
tité de méatal effectivement récupérable, ce qui
ticulierement dangereux dans une étude de fai-

slons gu’une sélection eflectuéde sur les estima-
lassiques, D — par inverse des d'atan‘,es ou
par inverse des carrés ces distances, auraient
a des résuitats sensiblement meiileurs que ceux
séloction effectuée sut Z*-Pcly., mais toujours

tent inférieurs & ceux de la sélecdon effectude -

- rigeage.

si pour estimer chacun des 334 biocs con-
_on avait dispesé non d'une meille parfaitemant
s mais seulernent d'une maille pseudo-régulidre
sarounainents ei lacunss de sondages (cas
1t on pratique minigre), les résuliats du krigeage
+ encore plus nettement meilisurs que ceux des
actimeivurs classiques, Poly., 1D ou D2,

%

Fi

e

y. 8. — Biais conditicnneal des ostimataurs

[ Y T
‘:(z“/‘l(v’\'zos

%

R . ) '
£i2y /z \zo‘ oo o

a — Krigeage -,

ZVIZ:’;:ZO‘ ) o LT

Fig. 9.

N

A b

b — Polygone d'influence

Histogrammes des teneurs vrales et de leuss
& estimaxeurs -

°/s Fréquence

m* =872
2*
07 =14.713

€O e

1
py

-
il

a — Krigeage
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DISCUSSION

Question i

Le gain cur iz quantité de mdéial apporté par le krigeage vis-a-vis
de 12 métheuds ﬂar pelygones d'influence semble faible (environ
10 %). Ce gain n'ect-il pas anrwule nas les colts d’extraction de
blocs suppidimentaires ?
Pdponse

Dons la 7ons considirde, tout hloc st extrait et ensuite envoyé
au stérile ou & Iz lavacic. A frais <'exploitations égaux, un gain de
10 % en guoatité de métal ne me semble pas néglgeable, d’autant

N -
*fe Frequen:a
ﬂ
ma=9.37
20 c?zi622a
] .
7 .
104-
. N z
‘ 0
L .
. . ’ - 4

9 - 193 -

¢ — Teneurs vraies

moins qu'il ne ndcessitz au~un invesus.,\,mmt de reconnais
suppiémentaire. Enfin si Fon veut diminuer 12 tonnage traite, il
d’élever la teneur de coupure (toujours en .,c!ectxonnan* SUr v
krigces).

Questun

Les modslisations de gisement peuvent-clies servir 3 étal
budget et le schéma de reconnaissance nécessalie & une honr
litique de sélection ?

Réponse

Qui, cerlam"ment a mndmon que lP modsle de qicims:
.,uffnvdmmen. représentadfl du gisement réel, ot en particui
reproduire correctemesnt los structures de variabiliteé gpatiale ¢
ramétre de sélection (ici iz teneur). Four cela en doit disposer
informalion structurale {Lisiocgramme - variograimmies - conaiti
ment & dos données résies) suffisante. -Line fois le madéle du
ment acguis, on peut chalifer [a peris duse au fait que on no «
pas sur tenaurs vraies, et dsterminer le budget et le type da s
naissance nécessaire pour se rapptocher de cetie sélection opu

Question . :
La stabilité des variogramimes construits & Vissue e chagix
se de reconnaissance sembie ici assez exceptionnelis,

Réponse
En effet, et nous 'avons signzaié le mode’e ict considéreé ren.

. te plus une zone bien homogéne dun gisernent qu= la totalite

gisemant. On remarque en particulier que Ia portée (o, = 1.

est de Vordre de grandeur de {a gplus p=ma dimension de cette

Cepeindant cette homogéngité et la regulante de la mailis
de reconnaissance {u x u) sont plutit des éléments favorable
méthodes classiques d’estimation, du typa polygones d’influ
En présence de minerai plus héiérogéne et de maiita de recor
sance irnéguliére sinon préférentielle, l'avantage du krigeage
encore pius net.

NOUSTRIE MINERAL
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JDE DE L'EXPTIOITATICN DU GISELENT DE FUENTES ROSAS

A

A L'ATIDE DE LA SILULATION XO¥ CONDITIONH=LLE DES BIOCS

502 A TR

1 - Description Gdologlque et caractéristigues géomécaniques,

2 - Reconnaissance du gisement,

3 - 3imulation non conditionnelle,

3~-1 ijodele simalé

3-2 jorphologie et tomnmage des masses enrichies
3-% Infrastructure d'exploitation

2-4 Sondages de localisation et d'évaluation des
masses enrichies

3~5 (onclusions






T~ DESCRIPTICH GEQIDGINUE ET CARACTERISTINUES GEOMECANTIOUES.

Ie giseument d'origine précambrienne se trouve dans une riégion

fectée par des plissements hercyniens NE-SW. Ia mindralisation
t constituéde par de la chalcopyrite disséminde dans 2 couches
de micascnistes Intercalédes dans une série gneiss-amphibolites.

-

on distingue deux zones dans le gisement : dans la prewmidre,
isation est situde préférentiellewent dans la couche

e ; dans la seconde, & l'inverse, 80% de 1l'accumulation

metal se trouve dans la couche supérieure.

Selon l'étude réalisée par II. FINE, les caractéristiques
nécaniques sont excellentes,

g
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1 - Coupe schématique du gisement
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La campagne de sondages fouranit 47500 métres de sondages
dont 38C0 au coeur du gisement.

L'analyse structurale mende sur les échantillons de 1 m. a
caractédriséd la régionalisation par un demi~variogramme exponentiel,

IzoTrope duns l'espace @

c, + C(1 - 7/ = 0.0%

||

-
Ly
'
pag
i

Co
C = 0.146 w = 10 m.

1l

Y I

L'évaluation des teneurs a ét4 basée sur les estimations par
¥rigeage des teneurs des blocs de 5 x 5 x 5 centrés sur les son—
dages. A partir de 1a, on a eppliqué des critdres économigues pour

éfinir lus séparatrices (supérieure et inférieure) gui limitent
a de l'exploitation future.

L cette phase de 1'étude, on peut disposer d'une évalustion
ies réserves pour différentes teneurs de coupure,

o STLUEATTION WO CONDITIONNALLE.

Ie gilseument ayant été évalud, on se pose le problime du choix
d'urne mdthode d'exploitation compatible avec la morphologie et la
svrucivure de répartition de la windralisation. Une exploitation
non sélective, de type sublevel par exemple, enverrait & 1'usine
de traltezent toute la portion de wminersi comprise entre le toit,
le mur économiques, et la teneur moyemne a l'entrée serait trop
faible, Il faut recourir a des médthodes dtexploitation permettant

une certaine sélectivitéd du minerai.,

Au cours de la phase d'évaluation globale, on ne peut pas
cotenir la teneur d'entrée a l'usine de concentration & partir
ig la courbe tonnage-teneur : on risgue d'taboutir a des riésultats
c.on réalisables en pratigue, In effet, pour une teneur de coupure
revée, 11 fuut tenir compte de la disposition réelle du minerai



sélectionné dans le gisement gqui vient wmodifier les prévisions
faites sur la courbe tomnage-teneur. Il s'aveére nécessaire de
disposer d'une information sur la situation relative des blocs
de différentes teneurs, Un modéle du gisement permet de tester
les résultats de différentes méthodes d‘'exploitation..

F=1 = 0dele simuléd,

Ia réalisation d'un modele simulé du gisement par blocs
de 5 x 5 x5 o
été effectude par le Centre de Géostatistique de 1'Ecole des ilines

utilisant les résultats de 1l'analyse structurale a

de Paris, Deux possibilités étaient offertes : simulation condi-
tionnelle ou simulation non conditionnelle,

Ta simulation conditionnelle présente une meilleure simili-
tude avec la réalité, mais le but n'est pas d'dtudier la mise en
exploitation d'une zone particuliére réelle du gisement ; aussi
a~t-on choisi de faire une simulation non conditionnelle, Sur le
medele simulé, on a reconstitué la couche stérile intermédiaire
de gneiss,

La simulation non conditionnelle fournit donc un modéle de
gisement sdus forme d'un réseau de blocs dont les teneurs présen-
tent un histogrammes et un variograumme donnés,

Ies blocs de 5 x 5 x 5 m’ sont inclus dans un parallélépipade
de 240 x 240 x 100 m3. Tls ont été représentds graphiguement &
ltaide d'un programme désignant les blocs de teneur supérieure
a une tenesur de coupure d'enirée,

_ Les caractéristigues locales (moyemne, variance de dispersion,
1istogrammes) des teneurs dans des zones d'extension réduite sont

affectées de fluctuations importantes, Clest la raison pour la-
quelle on a2 simulé un panneau~enveloppe de dimensions supérieures
au domaine effectivement étudié.

3=-2 - Ziorphologie et Lonnage des masses envichies,

la représentation des blocs du moddle montre la pré-

sence de masses enrvichies dans une matrice plus pauvre, Ces miusses

o



présentent une cohérence autant verticale gquthorizontale, Cette
observation conduit a adopter une méthode d'exploitation qui
opérera sélectivement sur ces masses,

Ebtant donné leur forume relativement irréguliere, 1l'extraction
de l'une de ces masses eubtrainera un salissage inévitable, mais
calculable, Au contraire, un certain nombre de blocs riches (de
teneur supérieure & la teneur de coupure) seraient exclus de la
rnasse réellement exploitable, puisque celle-ci doit avoir une
forme géométrigque réalisable (courbures minimum, suppression de
digitations....)

1 Bloc de Feneur >coupu

D Bloc de Yeneur {coupun

Pig, —~ Délimitations des masses riches
sur les blocs simuléds 4'un niveau,

On a alors isolé et découpéd manuellement un certain nombre
de ces masses sur la représentation des blocs simulds {(cf, Fi-
gure 2), On a ainsi obtenu une idée des tomnages gque 1l'on récu-
pérerait, Ia taillle moyenne de ces masses est de 78.000 T. Une
naguette en plastique transparent a été construite pour visuali-
ser clairement la disposition de ces masses,

Pour la teneur de coupure adoptée, les "masses exploitables”
représentent 3475 du tonnage total,




Ie salissage d0 a l'exploitation est pris en compte puisque
les masses ont été définies de fagon & &tre techniquement exploi-
tables : elles incluent donc des blocs stériles pour en suivre
les forumes, |

2-% ~ Infrastructure d'exploitation.

Ies tracés de reconnaissance seront utilisés pour ac—
- cédér aux masses enrichies, les travaux prévus sont les suilvants
(cf. Pigures 3 et 4) :

(a2) Galeries au mur, constituant la base de chague niveau,
Niveaux tous les 50 metres. ILa longueur totale de ces galeries
est de 2700 metres.

(v) A chaque niveau, partant de la galerie au mur, une re-
goupe jusqu'au toit économique de la couche, tous les 50 metres,
Etant dommé le pendage et la pulssance moyenne de la couche, il y.
aura 54 reccupes dfune longueur moyenne de 71 metres, ce gui donne
un total de 3840 metres.

(¢) Galeries d'union des recoupes contigties qui totalisent
2700 metres,

I1 est alors possible d'évaluer le colt par tonne des travaux
de reconngissance et d'acces, Des roses de sondages seront fordes
a4 partir des recoupes, et serviront a localiser et évaluer les
nasses,

Ta méthode d'exploitation consistera & pénétrer dans les
zasses riches (précédemment délimitdes) au moyen des galeries
dlaccés : une sur la partie supérieure qui ouvrira le sommet de
la chambre une sur la partie inférieure pour l'extraction du mine~-
rail aprés ouverture d'un front d'abattage, Il se créera ainsi une
sorte de carriére souterraine aux dimensions de la masse exploi-
tée.,

[¢4]

3-4 - sondages de localisatlion et d'évalustion.des masses.

Plusieurs configurations ont 4té testées sur la repré-
sentation des blocs simulés, On a retenn celle constitude par des

-
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reses as 16 sondages réalisées perpendiculairement aux recoupes
du mur su toit, tous les 10 metres,

Cette disposition domne les meilleures possibilités de dé-
limiter les nasses a un coflt acceptable. Ies sondages seront
vercutants, agvec 1~ecapara1::.un de cuttlngs de perforation & analy-
sSer postérieurement.

mn cours dtexploitation, les masses reconnues seront estimdes
Zrigeage a l'aide des sondages les. traversant et de ceux si-
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tude aux abords immédiats.

Il est prévu de disposer d'une avance suffisante dans la
nce des masses riches qui pormette une planification
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flexivle de l'exploitation,

3=5 -~ Conclusions,

L'étude décrite a permis non seuleuent de dessiner la
wéthode d'exploitation, mais aussi d'en évaluer le cofit., Tl est
prooable gue les personnes gui réalisent une étude des rdserves
d'un gisement arrivent & avoir une idde suffisamment claire de

le structure de la morphologie,de la répartition du métal., Iia

o0 N

daifficulté consiste transmettre cette information non seule-
ment quelitative mals aussil quantitative a celui qui doit dessi-~
ner et valoriser la méthode d'exploitation. Ia simulation de blocs

constitue un suxiligire précieux a ce moment,

ie travail interactif entre gdologues, gdostatisticiens et
mineurs de 1l'équipe d'un projet peut steffectuer autour de la
représentation possible gque propose le modéle de gisements,

IICTE -~ Ont collaboré a ce travail, outre le Centre de Gdostabtis-
tique de l'Ecole des iiines de Paris qui a réalisé la simulation,
dguipe de la 3,..L....P -~ Espanza coordonnde par J.P. Florant :

uZl. Servajean, Chabed, lillla, Cantano, ce dernier particulizrement

ie dessin de la médthode d'exploitation.
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WOLELISATIONS DE GISENENT ET CHOIX D'UNE METHODE
D*EXPLOITATION

Aprés'*ue 1t'étude de faisabilité ait prouvé qu'un gisement était
économiquenent exploitable, des décisions importantes doivent
prises sur la fagon dont le minerai sera extralt, et traité
gchnicue minisdre que l'on nmettra en oceuvre cornditionnera la
récuperation du métal contenu dans les réserves prévues. Etant

es investissements considérables mis en jeu il est parti-
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culidrement intéressant de pouvoir tester 1l'impact de telle ou
telle méthode sur le résulbat final et de premdre une décision en
commaissance de cause, L

Les modélisations de gisements constituent une base de données
sur laguelle on peut simuler un processus d'exploitation. Les ré—
sultats d'une telle simulation servent & guider le choix d'une
méthode d'exploitation appropriéeau gisement..

gisement qui supporte cette étude ne représente
réel précis mais un type de gisement ayant des
proches d'un porphyre cuprifere.

Toire démarche se veub exploratoire aussi a-t-on simplifié et
schématisé les méthodes d'exploitation que 1l'on a simulées ; si
1'on voulait étudier pour une mine particulidre le comportement du
minerai au travers du processus d'exploitation, il conviendrait
évidemment de prendre en compbe précisément 1'ensemble des con- -
traintes technigues imposées. Il n'en reste pas moins que l'approche: fx
du probléme serait la mfme que celle indiguée ici.

————y =

On s'est contenté ici de montrer le type de problimes que
l'on pouvait aborder gréice aux modélisations de gisements : nombre

~

de chantiers & exploiter simultanément, et impact sur les fluctua-

tions, planification au jour le jour de l'lexploitation, application
o 'une polit

igue sélective, nécessité d'un stock d‘homogénéisation.




INTRODUCTION.

On peut distinguer plusieurs phases dans 1fétude de faisablilit
d'un gisement @

~ Une phase dfévaluation des caractéristigues globales du gi-
sement (structures, estimation des ressources, détermination dfune
raille "optimale" de sondages...).

- Une phase de connaissance des réserves exploitables (estima~
tions locales des unités d'exploitation, courbes tomnage-~teneur,
paramétrage des réserves...).

- Une phase d'étude du comportement du mineral au travers du
processus d'exploitation. '

Nous nous placeroms ici au cours de cette dermidre phase guand
la décision d'exploiter a été prise : le mineur veut entre autres
choisir la méthode d'exploitation assurant la meilleure récupératic
du gisement et un bon fonctionnement de l'usine de traitement Ia

géostatistique fournit la base de données permettant de développer
telles etudes, avec des modélisations de gisemant,

éfaut de connaltre le gisement réel en chaque point les
ﬁodél ations en donnent une représentation qui possede les mémes
ristiques structurales de variabilité., Nous ne reviendrons
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r 1z méthode utilisée pour obtenir numériguement les données
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es du gisement {cf.[1]).

On dispose ici sur 4 niveaux des teneurs de blocs parallélé-
pipddioues de section carrée 18 m x 18 m et de hauteur 5 m ainsi

€

2 des tenesurs des troncons de sondages centrés sur les blocs. On

12

sut considérer ce modeéle de gisement comme représentant un gisement

[STH e

e type porphyre cuprifére dont on a identifié les caractéristiques
sulvantes :

~ Teneur moyenne de 1 3 Cu. Histogramme tortement dissymétrique
(cf. fig. 1)

—~ Régionalilsation isotrope des teneurs avec structure de transition

de portée 70 m environ.
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SIMUTATION DE L'EXPIOTTATTION.

1 ~ Domnédes du probléme.

A partir de maintenant, nous considérons le gisement simulé
coume parfaitement représentatif du gisement réel du point de vue
des fluctustions. '

Ies unités minimales d‘'exploitation sont des blocs de section
carrde de 18 m. X 18 m, et de hauteur 5 m., Un tel bloc élémentaire
renferme 4370 tommes de minerai. Da cadence @ 'éXploitation gat fixde

3 35000 tonnes par jour, soit 1l'équivalent de 8 blocs élémentaires.
Ua an de production est fait de 280 jours.




Ia laverie a été étudiée de fagon & tralter cette production,
néanmoins la récupération est fonction de la capacité de la laverie
a "absorber” des sauts de teneurs qui viemnent modifier les régla—
ges des quantités de réactifs. Une premidre réponse est donnde par
1'automation, mais ce n'est pas la panacde universelle pour deux
raisons ' '

- une gutomation poussée colite cher,

_ étant donnés les retards et 1'incertitude dfis & 1'échantillo:
nage du mineral & 1'entrée-laverie, la récupdration s'écartera sen~
siblement de 1'optimum. Sens écarter 1l'automation, l'exploitant s'i:
Terroge sur la possibilité de réduire 1'amplitude des fluctuations
du flux des teneurs & l'entrée-laverie en agissant sur la methode
d’exploitation elle-méme,

En effet, il est clair qu'il sera d'autant plus facile de ré-
gler les réactifs que le minerai & traiter sera de qualité la plus
constante possible, Nous avons fixé & 15 jours la durde minimale
au~deld de laguelle le laveur accepte de modifier ses rdglages.
Nous avons considéré ici que la teneur est le paramdire sensible
qui détermine le réglage de la laverie ; il s‘'agit d'une hypothdése
arbitraire mais sans conséquence sur l'appréciabtion & porber sur
les résultats ; toul autre paramdtre régionalisé que 1'on aurait
Géterminé se pr8terait de fagon identique & 1'étude,

Pour atteindre 1l'objectif d‘*homogénéisation des teneurs journa-
lieres au cours des processus de production, nous avons envisagé
deux possibilités :

a) Schéma 1 : exploitation par 2 grosses pelles peu mobiles

e e e T e S b

sur des bancs de 10 metres de haut, 2 bancs étant exploitds simulta-
nénment,

b) Schéma 2 : exploitation par 4 pelles mobiles sur des bancs

s S S . oAyt e W

de 5 mdtres de haut, 4 bancs étant exploités simultandment.

2 - Schémas d'exploitation.

a) Schéma 1 : chacune des pelles extrait chague jour 2 gros
blocs de 10 m. de haub, constituds de la réunion de 2 blocs dldmen~-
taires de 18 m. X 18 m. X 5 m. supzrposés, (es gros blocs forment
un pavage dams le plan horizontal sur .25 colomnes. Ies pelles avan-
cent parallélement eux lignes et exbraient entidrement les 25 bloes
dtune ligne avant d’aTtaquer la ligne suivante (cf, Pizg. 2)



Ies pelles sont peu mobiles ; elles extraient donc les blocs
dans l'ordre rencontré sur le terrain. Ia laverile regolt donc tous
les jours 4 gros blocs,

Ce schéma d'exploitation, de par sa nature, a peun d'effet sur
1'homogénéisation, Aussi 1l'objectif initial de régularisation des
flux de teneurs Jjournalieres ne peut &tre atteint dans le cadre de
c& schéma que par l'adjonction 4'un stock d‘homogénéisaiion : nous
gvons donc simulé également ce schéma de production, soit le sché-
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Fig, 2 - Allure du front d'exploitation pour le schémai .’

\

b) Schéma 1! : lfexploitation est identique au schéma 1 . Ia
différence réside en ce que les blocs extraits ne sont pas systéma~

b

tlquement envoyés & la leverie, mais peuvent transiter par un stock
d‘*homogénédisation,

Ie stock est constitué en deux parties : un sous-stock recevant
les teneurs riches, un sous-stock recevant les teneurs pauvres, Au

total les stocks représentent deux jours de production, soit 1°équi-~.

valent de 8 gros blocs, 1la répartition entre les 2 sous-stocks va-
riant d'un jour & l'autre., Ie stock est utilisd pour stabiliser au
moins pendant 15 jours le flux des teneurs journalieres autour d*une
valeur moyenne, en assurant par la un fonctionnement sans 8~Coups

de la laverie. On destine donc un bloc au stock si son envoi direct
& la laverie perturbe sa marche, ‘




L'envol d'un bloc dans un sous-stock, un jour donné, s*accom-
pagne de la reprise d'un bloc le méme jour dans 1'autre sous-gtock,
Dans le cas ol le stock ne serait pas suffisant pour lisser les
fluctuations & l'entrée~laverie, on donne & ltexploitation un degré
de souplesse supplémentaire, & savoir

- au lieu de produire 2 blocs sur chaque banc, on extraira 3 blocs
sur un banc et {1 bloc sur l'autre, tout en rétablissant 1féguilibre
avant 8 jours. '

~ certains jours on extraira 5 blocs (la laverie en traitant toujour
4), ces surproductions passageres devront &tre equlllbrees par un
nombre éguivalent de sous-productions.

Toutefois on s'attache & respecter le plus souvent possible la
norme de l'exploitation.

¢) Schéma 2 : 4 bancs de 5 m. de haut sont exploités simul-
tanément & l'aide d'une pelle sur chague banc. Ies pelles doivent
extraire entiérement une ligne de blocs avant d'attaguer la ligne
sulvante, ILa mobilité des pelles permet de chosir les blocs & ex—
traire de fagon a ce que la teneur moyenne des blocs exploités un .
méme jour s*écarte le moins possible de la moyenne obsexrvée sur 15
jours & l'entrée-laverie, L'homogénéisation ainsi opéréde & llexploi-
tation se traduit par des cofits plus élevés de roulage, aussi a-t-on
cherché 3 maintenir les déplacements des pelles dans des limites

raisonnables,
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Plg 1 3 -~ Allure du front dgexploitation pour le schéma 2



Nous avons également envisagé le cas ol l'ensemble des blocs
e peut &tre économiquement récupéré. Une exploitation sélective

peut &tre menée dans le cadre du schéma 2, étant donné la mobilité

£ i

rd » »> e . . l
es pelles soit 2' le schéma dtexploitation en découlant.
|

Le point de vue adopté consiste & observer comment la sélection
définie & partir de la courbe tonnage~teneur est reproduite & 1'ex-
je ztion compte tenu des contraintes supplémentaires de roulage

]

t de contrdle du flux de teneurs & 1l'enirde laverie.

Nous avons défini les critéres utilisés pour choisir les
blocs & envoyer en laverie de la fagon suivantbe :

1°/ Soit %, la teneur de coupure optimale définie sur la courbe -

tomnage~teneur 3 on a pris z_ = 0.75 % Cu éliminant ainsi 32 % du

c
gisement. Tout bloc dont la valeur krigée est supérieure i Z, est

sélectionné.

. ] :
2°/ Soit z, une tepeur limite en dessous de laguelle 1'exploitant
perd de l'argent. Tout bloc dont la valeur krigée est inférieure
]

a z_ est envoyé au stérile.

.
3¢/ Un bloc de teneur krigée coumprise entre z, et Z, peut &tre

rd
sélectiommé & certaines conditions

-~ la moyenns locale {sur une qui“zaine)_s'en trouve abaissée
dans des limites raisomnables (pas plus de 5 % en différence relative).

~ le mélange d'un tel bloe aux autres blocs sélectionnés permet

.

d 'obtenir un flux de minerai plus régulier & 1tentrée laverie.

~ la récupération d'un tel bloc évite & une pelle de trop se

(0N

deplacer pour extraire le prochain bloc de teneur krigée supérieure

Ces critéres sont arbitraires mais sont plus proches de la
réalité minidre qui est différente de 1l'application brutale d‘une
' de coupure.

Comme pour le schéms 2 les blocs finalement sélectionnés sont
choisis de fagon & homogéméiser le minerai & 1l'entrée laverie.



3 -~ iise en oeuvre de lg simulation d'exploitation,

Seul le schéms 1 a été entidrement simulé par ordinateur,
pour les autres schémas seuls les calculs des résultats journaliers
et des variances de dispersion ont été faits sur ordinateur, la
planification au jour le jour de l'exploitation a été effectude A
la main,

En fonction des contraintes que lfon stest imposdes, on a dé-
terminé pour chague jour les blocs & envoyer en laverie, et éventuel
lement la décision dfutiliser ou non le stock, ILe choix stest fait
sur la base des estimateurs de krigeage (cf. [2]) des unités d'ex—
ploitation : en effet, l'exploitant ne comnait les teneurs vraies
des blocs qu'apres coup c'est-a-~dire trop tard, aussi, au mowment
de la planification, il doit se fier & des estimateurs. On a choisi
le krigeage car il s'agit de 1l'estimsteur lindaire non bizisd mini-
misant l'erreur d*estimation,

Ie krigeage mis en oeuvre ici est trds simple car l'informa-—
tion utilisée (un sondage central simulé par bloc élémentaire) est
réguliére, En moyenne, chague bloc de 18 X 18 X 5 mj est estimé

avel une erreur d'écart-type relatif zg de 18%.
o
Les calculs des moyennes journalidres & partir desquels on

choisit les bloes ont donc été faits sur ces estimateurs, 1'intdrst
de 1'¢tude sur simulation est qutici on dispose en outre des teneurs
vrales des blocs ; on peut donc tirer un bilan comparatif des métho-
des envisagées a2 partir des rdsultats réels de l*exploitation,

Pour le schéma 1' , bien gue lfobjectif ne soit pas de simu-
ler le comportement du stock d'homogénéisation, il a fallu faire
certaines hypothéses sur les teneurs d'un bloc repris au stock :

1 = Pour la planification, on décide de prendre un blocisu
stock pour le mélanger 4 3 sutres blocs sur la base de la beneur
moyenne estimée du stock au,moment considdré.

2 - Une fois la décision prise de prendre un bloc au stock,
on calcule les teneurs moyernes vrales et estimées de la journde en
supposant que les teneurs vrales et estimées du bloe pris au stock
sont des variables aldatoires, Ces variables aldatoires sont consi-
dérées comme des variables gaussiennes de moyenne m et de variance

0'2:
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* m est la teneur moyenne (vraie ou estimée) du stock,

% g/m est fixé de telle sorte que Si 1'on considdre 1'engsembl
des blocs individuels envoyds au stock au cours de ltannée, la dif
rence entre les teneurs maximale et minimale de cet ensemble rappo
tée & la teneur moyenne est estimée dgale & 4 o/m.

4 - Résultats,
a) Pas de sélection

Sur la figure 4, on donne pour les 3 schémas simulés sans
selection 1'allure du flux des teneurs vendant les 2 premiers mois.

tn voit sur la figure précédente que le probléme posé au dé-
part n*était pas illusoire, Entre le schéma 1 et les schéumas 1!
et 2 1la préférence du laveur va évidemment & ces derniers.

Bien que l'on ait du mal a imaginer que la laverie puisse tra:
ter avec un rendement optimal les teneurs issues du schéma 1 ., il
reste difficile de chiffrer a priori la perte occasionnde. Quoi qu’
en soit, les profils obtenus & partir des simulations sont trés ut:
les au stade de 1l'étude de la laverie & implanter.

Ie tableau ci-dessous permet d'avoir une vue synthétique de
l'impact de la méthode d'exploitation sur les fluctuations & ltent:
laverie.

Schéma i Schéma 4°' Schéma 2

Variance de dispersion 0.0452 0.0115 0.0074
d'{ jour dens 7 Jjours 0.0362 0.0040 0.0018
Variance de dispersion| 0.0501 | 0.0136 | 0.0082
d'1 jour dams 15 jours 0.0422 0.0052 090016‘
Variance de dispersion| 0.0525 | 0.0156 0.0106
d'q jour dans {1 mois 0.0474 0.0070 0.0038
Variance de dispersion 0.0816 0.0405 0.0310
d'1 jour dans 1 an

Veriance de dispersion| , o540 | (.0249 0.0227

de 15 Jjours dans 4 an

TABLEAU 1 & Variances de dispersion issues des trois

méthodes d'exploitation. (Iorsqu'il y a 2 chiffres dans

<

une case, le chiffre supérieur concerne les teneurs vrales,
celuil du dessous les teneurs estimdes).
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Les résultats ci-dessus appellent plusieurs remarqueé H

~ Selon la méthode employéde pour exploiter un gisement, les carac~
téristiques de fluctuation du flux des teneurs journalieres peuvent
varier dans des proportions considérables. I'étude sur simulation
permet de prévoir les ordres de grandeur des variabilitds & diverses
échelles & l'entrde-laverie, ce que la géostatistique classique
dfestimation était impuissante & faire (puisque basée sur la con-
naissance des structures de la mindralisation in situ).

- L'écart entre les dispersions pour les différents schémas est de
plus en plus grand quand 1'échelle & laguelle on se place est pebite;
il est clair que guelle que soit la méthode employée, le mineral ex—
trait pendant ume guingaine sera sensiblement le m8me, aussi est-il
normal que les variances de dispersion des teneurs moyemnes des quin-
zaines vis-a-vis de la teneur moyemme de 1l'amnde soient identiques. -
En revanche, les mélanges opérds pour les schémas 1" et 2 staverent
particulisrement efficaces pour stabiliser les teneurs journalitgres
pendant une semaine ou une quinzaine : cela correspond bien su désir
du laveur 4'éviter de changer chague jour ses réglages.

- Si l'on considére'maintenant les dispersions des estimateurs, on
constate que les teneurs Journaliéres estimées sont beaucoup plus
lissées que les valeurs vrales, Il s‘'agit d'une propriété classique
de I'estimateur de krigeage et 1l'on sait bien que pour &valuer les
dispersions réelles il ne faut pas se fier aux dispersions des esti-
mateurs, Dans le cas ol ltexploitant ne dispose que des seuls esti-
mateurs, il peut néanmoins déduire les dispersions vraies en appli-
quant la relation de lissage sulvante (rlgoureuse si l'estlmaxeuw

7% de la quantité 7 est un krigeage) :

- Var Z = Var Z* + 6§

ol UE est la variance d'estimation par krigeage de 7 par Z*, Pour le

schéma 2 la relation ne s'applique pas exactement, puisque Z* n'est
pas un'krigeage mais une moyenne de 8 krigeages ; en appliquant une
relation de lissage aralogue, on obtient toutefois wn bon ordre de
grandeur des dispersions vraies, Pour le schéma 1', en revanche,
cette prévision n'est plus possible car la teneur journalidre est
une moyerme de teneurs ayant des comportements différents selon leur
provenance (mine ou stock).

~ On remarquera que mfue si les dispersions estimdes sont tres fai-
bles (quasiment nulles) c'est-a~dire si la planification & partir
des estimateurs est excellente, les fluctuations réelles das t2nsurs
ne disparalssent pas entidrement. ' '

]

)
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Il y a donc un seuil de variabilité en dega duguel on ne peub
descendre ¢ ce seuil est défini par la qualité de 1'estimation ; les
variances d'estimation expérimentales des teneurs journaliéres pour
les 3 schémas sont @

Schéma 1 : 0.0089 ' Schéma 2 ¢ 0.0061

Schéna 1% ¢ 0.013%1

Pour le schéma {' on note que : - {7% de la production transite
par le stock, ce qui est assez faible.

- Pour prés de 50% des jours,
la production ne correspond pas 4 la normale de 2 blocs sur chaque
banc, Si de trop fréquents décalages dans la @rodﬁction posait des
problémes, on serait alors tenté d'y remédier en adjoignant au stock
existant un troisidme sous-stock de temeur moyenne.

b) avec sélection

Le tableau ci-dessous donne sur la 1ére colonne les
principales caractéristiques moyennes du minerai récupéré pendant
1 an de production et sur les 2&me et 3&me colonnes les caracté-—
ristiques du minerai aprds coupure stricte & 0.6 % et 0.75 %

toujours pour 1 an de production).

- Coupure

. Sélection Coupure
effective & 0.6 % a 0,75 %
Tonnage envoyé 6 6 6
en laverie 8.80 » 10°% 8.80 x 107 % 9,90 x 107%
Tonnage envoyeé 6 A 6 6
au stérile 2,55 » 107 % 1.55 x 107t %.25 % 10 &

Teneur du wminerai
traité

1.188 % Cu
(estimé
1.183 % Cu)

1.145 9% Cu

1,143 % Cu)

1.225 ¢ Cu
(estimé :
1.220 % €v

Cuantité de
metal du minerai
traiteé

116,400 %

112,200 t

120.000 %

Tableau

2 : Caractéristiques du minerai extrait
suivant trois politigques de sélection.,
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Sur 1l'histogramme global des teneurs estimées de l1l'ensemble .
des blocs du gisement, les prévisions des caractéristiques du minerai
.aprés coupure & 0.6 % et 0,75 % donnaient ceci (en ramenant tout & .
1 an de production soit 9.8 x 1054 traitées en laverie) : '

Coupure 2 0;6 % Coupure & 0.75 %
Tonnzge envoyé aun stérile 2.42 % 1O6t 4.61 % 106t
Tensur du minéfai traité f.140 % Cu 1.224 % Cu
Quantité de métal du minerail 111.700 % 119;900 t
|
Tableau 3 : Prévisions des caractéristigues de la |

production d'un an & partir de 1'histo-
gramme global du gisement. . o

Si les teneurs prévues par 1'étude de faisabilité sont pro- .
ches des teneurs effectivement récupérées on remarque qu'il n'en
¢35t pas de méme pour les tonnages.

Tes résultats du tableau 3  ont été calculés en suppo-
sant que le gisement était entiérement homogdne et que 1'histogramme
local éteit identigue & 1lthistogramme global. Il n'était pas besdin

dtentreprendre cette étude pour &tre persuadé que cela était faux,
par contre les données simulées permettent & 'avoir un ordre de gran~
deur de 1'écart entre les caractéristigues globales et locales,

Or cet écart n'est pas mince et peut avoir des conséquences

importantes sur la marche de l'exploitation : si l'extraction des blog
stériles a été prévue sur la base d'un bloc stérile pour 2 blocs
envoyés en laverie (d'aprds 1‘'histogramme global), des difficultés
dans 1'approvisionnement de la laverie surgiront quant une année

le rythme sera de un bloc au stérile pour 3 en laverie (cf. tableau

2 , coupure & 0.75 %) et corrélativement une autre année de un
bloc au stérile et un en laverie,

A ce fait vient s'ajouter le décalage entre 1l'application
stricte e la teneur de coupure (0.75 % par ex.) et la sélection
praticuée sur le terrain : la simvlation de la production pendant

un an montre que la sélection pratiguée est équivalente & 1l'appli-

cationdhmeteneur de coupure de 0.69 %,
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Fig. 5 - Profil chronologique des teneurs journalidres :
Schéma 27 (avec sélection).

I1 s'agit uniquement d'un équivalent sur une année mais
la réalité est plus complexe : en fait la coupure appliquée plus
ou moins consciemment n'est pas fixée une fois pour toutes e%
varie suivant les caractéristiques locales de la zone éxploitée.
La réalisation & la main de la simulation d'exploitation a mis en
évidence ce fait sans que 1'on puisse en déduire un critére théo-
rique de coupure locale,

La figure 5 donne le profil chronologique des teneurs
journalieres produites pendant un an. L'allure de ce profil est
trés semblable & celle correspondant au schéma 2 sans sélection.
cs variances de dispersions A diverses échelles (cf. Tableau 4)
sont d'ailleurs trés proches. |
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Variance d'estimation 0.06070
d 'une journée

Variance de dispersion 0.0072
d 'un jour dans 7 jours 0.0015
Variance de dispersion 0.0054
d*un jour dans 15 jours 0.0027
Variance de dispersion 0.0104
d'un jour dans 30 jours 0.0032
Variance de dispersion

d'un jour dans un an 0.0259
Variance de dispersion

de 15 jours dans un an 0.0220

Tableau 4 t Variance de dispersion &.diverses échelles.

(chiffre sup” : vrai ; Chiffre inf® estimé)

CONCILUSION.

Ia décision finale entre les 3 méthodes d'exploitation envisa~-
gées appartient & 1'économiste qul dira si le cofit d'un stock ou de

roulages plus importants peut &btre compensé par une meilleure récupé-
ration du métal, : : : :

4 ltaide des simulations, il est possible de Ffournir un certain
nombre de parametres techniques dont la connsissance est d'un intde
r&t primordial avant de mettre le gisement en exploitation,

Bien que simple, le cas traité ilci montre ce que 1lfon peut obte~
nir des simulations du point de vue de la prévision des £luctustions
a la sortie usine. Il sfagit évidemment d'un aspect particulier daus

b L ———— it o 8 e

i
|

|
1'étude des problémes avals {aprés les dtudes globales de faisabilité) .
D P g i

Dfantres aspects, liés notamment & la pratique d'une politigue sélegw
tive, peuvent sans doute faire 1l'objet de recherches fructueuses.



La simulation sur un an d'une exploitation sélective a fait
sezsortir £ rnoints imcoriants

-

~ la coupure sur 1l'histogramme de 1'ensemble du gisement n'a pas
s e

airement de signification locale.

R W

~ les contraintes technigues de l'exploitation modifient notablement
orévisions faites en ne retenant gque la teneur de coupure comme

o
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