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Maestro, di; che terra ¢ questa?

INTRODUCTION

1. — Notion de variable régionalisée.

Dans un grand nombre Iactivités humaines, notamment dans les
sciences de la Terre, I’art des mines. ete... on s’intéresse a la réparti-
tion dans 'espace de certaines grandeurs, que nous appellerons, d’'un
terme général, des variables régionalisées. Gomme exemples simples
de variables régionalisées, citons, entre autres : les densités de popu-
Jation humaine dans une zone géographique, la puissance (ou épais-
scur) d’une formation géologique, la teneur en un métal donné dans
un gisement minier, clc... .

Le technicien peul ne s’intéresser a une telle grandeur que pour
des raisons d’ordre purement utilitaire. Par exemple, 11 peut s’agir,
pour un mineur, d’estimer les réserves d'un gisement, en tonnage
ot en teneur, a partir d’un ¢chantillonnage fragmentaire, et, dans la
mesure du possible, d’accompagner ccs estimations d’un calcul
d’erreur. Mais on peut aussi gintéresser a ces grandeurs, plus géneéra-
lement, pour essayer de rendre intelligible le phénomene naturel
(régionalisé) qu’elles représentent. 1l s’agit, alors d’extraire, de la
masse des données numériques brutes disponibles, les grands traits
structuraux et les caractéristiques majeures d’un phénomene naturel.

Ces deux points de vue ne s’opposent nullement. En fait, pour
résoudre correctement un probleme essentiellement pratique, comme
le calcul de 'erreur possible commise dans ’estimation d’un gisement
minier, il est impératif de tenir compte de certains caracteres struc-
turaux de la variable régionalisée, tels que sa continuité. L’exemple
slémentaire suivant le montre clairement. Supposons que des mesures
effectuces, a intervalles réguliers, le long d’une ligne, sur le terrain,
aient donné, dans un premier cas, Ja séquence A de valeurs numeé-
riques :

A) ) 1-2-3-4-5-6-5-4-3-2-1
et, dans un deuxiéme cas, la séquence B :

B) 1-4-3-6-1-5-4-3-2-5-2

MATHERON 1



t INTRODUCTION

Dans le cas A, on a manifestement une structure symétrique tres
forte, caractérisée par une décroissance trés réguliere de part et
d’autre d’un maximum central. Dans le deuxiéme cas, la structure,
si elle existe, est trés faible, et I'impression qui se dégage est celle
d’une extréme irrégularité. Bien que les onze mesures aient donné
dans les deux cas les mémes valeurs numériques (dans un ordre dif-
férent), il est clair que I'estimation d’une valeur moyenne peut étre
faite, dans le cas A, avec une bien meilleure précision que dans le
cas B. La précision dépend, en effet, de la continuité dans I'espace de
la variable régionalisée.

On voit aussi, sur cet exemple simple, que la description purement
statistique du phénomeéne est tout a fait insuffisante. Le statisticien
qui se contenterait de construire les histogrammes des séquences A
et B conclurait, puisque ces deux histogrammes sont identiques,
mais bien a tort, & I'identité des deux phénoménes naturels observes.
Dans le traitement statistique ordinaire, ou on se contente de clas-
ser sous forme d’histogrammes les échantillons disponibles, on fait
par 1a méme abstraction de I'endroit ot ils ont été prélevés. On détruit
les structures spatiales. Or, il est clair qu’il ne suffit pas de savoir
avec quelle fréquence une tencur donnée se répete dans un gisement
minier. Il est au moins aussi important de savoir de quelle maniere
les teneurs se succédent dans I’espace, et, notamment, quelles sont la
taille et la position des zones exploitables, etc...

11 apparait ainsi que les variables régionalisées ne peuvent pas
otre assimilées aux variables aléatoires, dont I’étude est I'objet de

‘la statistique habituelle. De fait, la notion de variables aléatoire ne
peut recevoir un contenu concret que moyennant les deux conditions
suivantes :

1. Possibilité, au moins théorique, de répéter indéfiniment I’épreuve
qui attribue une valeur numérique définie a la variable aléatoire.

2. Indépendance mutuelle de ces épreuves, le résultat de 'une d’elle
ne devant étre en aucune maniére influencé par le résultat de celles qui
Pont précédé.

Or une variable régionalisée ne peut vérifier ces deux conditions.
Si Pépreuve consiste, par exemple, & prélever un échantillon de
caractéristiques définies au point de coordonnées zyz, a Pintérieur
d’un gisement, la teneur d’un tel échantillon est unique, physiquement
bien déterminée et nullement aléatoire. Il n’y a aucune possibilite
de répétition, et la condition 1 n’est pas vérifiee. Il est cependant
possible de prélever un nouvel échantillon, non plus au méme point,
mais en un point voisin du précédent : bien qu’il ne s’agisse plus, a
strictement parler, de la méme épreuve, on pourrait & la rigueur
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admettre que la condition 1 est approximativement respectée. Mais
alors la condition 2 ne le sera en aucune fagon. Si le premier échantil-
lon a été prélevé dans une zone riche. le deuxiéme implanté dans
son voisinage, aura tendance, en moyenne, a étre riche également, et
cette tendance sera d’autant plus marquée que la minéralisation
sera plus continue.

2. — Caractéristiques qualitatives des variables régionalisées.

Les variables régionalisées, qui se présentent a Pobservation,
possédent des caractéristiques qualitatives, étroitement lices a la
structure du phénomeéne naturel qu’elles représentent. Parmi ces
caractéristiques, que la statistique ordinaire est incapable d’exprimer,
et qui doivent obligatoirement étre prises en charge par la théorie
des variables régionalisées, examinons, en nous référant a Pexemple
déja donné d’une teneur dans un gisement minier, quelques-unes
des plus importantes :

a) Localisation. — Une variable régionalisée ne prend pas ses
valeurs n’importe ou, mais dans une région bien déterminée de Pespace,
que on appelle champ géométrique : Le champ est en général une for-
mation géologique, par exemple I'espace minéralisé du gisement lui-
méme. Mais on devra parfois limiter I’étude de la variable & une
portion, ou panneau, de son champ géomeétrique naturel. De méme,
la variable sera parfois définie comme une fonction de point f(M).
Le plus souvent, cependant, on ne s’intéressera pas aux valeurs ponc-
tuelles, mais aux valeurs moyennes de la variable & I'intérieur d’un
petit domaine, ou support géométrigue. Pour une teneur, le support
sera le volume ¢ de I’échantillon préleveé. Le support ¢ doit étre défini
de maniére précise, avec ses dimensions, sa forme géométrique, et
son orientation dans I’espace. Si on change le support ¢, on obtient
une nouvelle régionalisation, qui présente des analogies avec la
premiére, mais ne lui est pas identique. C’est ainsi que des blocs
de quelques métres cube ne se distribuent pas dans I'espace de la
méme maniére que des carottes de sondage de quelques kilo. L’une
des taches de la théorie des variables régionalisées, que I'on appelle
parfois aussi géostatistique quand elle s’applique & des problémes
géologiques ou miniers, consiste a prévoir les caractéristiques de la
variable définie sur un support ¢ et dans un champ V, connaissant,
par exemple, celles de la variable ponctuelle dans un champ diffé-
rent V',
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b) Continuité. Un deuxieme caractere essentiel est le degré
de plus ou moins grande continuité dans I’espace de la régionalisa-
tion. Dans certains cas, par exemple, pour des variables possédant
une signification purement géométrique, comme la puissance d’une
formation géologique, on observera la continuité stricte des mathéma-
ticiens, qui se définit avec des = et des ». Le plussouvent, on n’obser-
vera qu’une continuité plus lache, dite continuité en moyenne. Dans
ce cas, lorsque le point M tend vers M,, c’est seulement la valeur
moyenne de [f(M) — f(M),]> qui tend vers zéro. La répartition dans
I'espace prend déja une allure plus irréguli¢re et discontinue. Enfin,
1l arrive que la continuité en moyenne ne soit méme pas vérifiée.
Dans ce cas d’extréme irrégularité, nous parlerons d’effet de pépite.
Les gisements d’or pépitique en fournissent un exemple classique.

c¢) Anisotropie.

En troisiéme lieu, une régionalisation peut étre
anisotrope. Il peut exister, par exemple, une direction privilégiée, .
le long de laquelle les valeurs se modifient lentement, tandis qu’elles
varient beaucoup plus vite dans la direction perpendiculaire. Ce
genre de phénomenes, connus sous le nom de runs, de zonalités,
etc... est en général lié a I'existence de certaines structures géolo-
giques.

d) Phénoméne de transition. — D’autres types de structures
peuvent se manifester, liées a I'apparition dans le champ géométrique
de la variable, d’un réseau de discontinuités: on parle alors, d’une
maniére générale, de phénoménes de transition. Comme exemples
simples, on peut citer, pour les formations sédimentaires, la strati-
fication et le relais lenticulaire des bancs. Il peut arriver que la variable,
constante ou quasi constante a I'intérieur des bancs, subisse des
variations brusques au passage d’un banc a ’autre. A ces discontinui-
tés verticales, matérialisées dans I’espace par les joints stratigraphiques,
viennent souvent s’ajouter des discontinuités horizontales, diies a
la terminaison lenticulaire et au relais des bancs individuels. Ce réseau
complexe de discontinuités réalise une partition de '’espace minéralisé
en compartiments plus ou moins indépendants les uns des autres
(correspondant, par exemple, a d’anciens micro-bassins de sédimen-
tation, ou les conditions de dépdt ont évolué de facon plus ou moins
autonome).

On peut noter que l'effet de pépite d’origine granulométrique est
lié, lui aussi, & un phénomene de transition. Le réseau de discontinuité
est ici celui qui sépare, dans 'espace, les différents grains de stérile
et de minerai. La nature du phénomene est la méme, mais I’échelle
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est bien différente. L'effet de pépite apparait comme une forme de
phénomeéne de transition liée & la présence de micro-structures dis-
continues dans le champ de la régionalisation.

3. — Les schémas théoriques.

Pour élaborer une représentation mathématique des variables
régionalisées, capable de rendre compte des caractéres structuraux
énumérés ci-dessus, on peut penser utiliser la théorie probabiliste
des fonctions aléatoires. Il faut bien voir, cependant, que les natura-
listes soulévent ici une objection trés forte, liée & Punicité des phéno-
menes naturels et & I'impossibilité de I'inférence statistique.

Rappelons, en effet, rapidement la notion de fonction aléatoire.
Partant de la notion d'une variable aléatoire simple X, définie
par sa loi de distribution probabiliste F(x), les mathématiciens ont
introduit ensuite des variables aléatoires a plusieurs composantes
(X;, Xp, ... X,), deécrites par des lois de distribution simultanée
F(xy, Zp, ..., @), puis ils ont examiné ce qui se produit lorsque n
devient infini. Une fonction aléatoire est, si 'on veut, une variable
aléatoire a une infinité de composantes. Dans le cas qui nous occupe,
ces composantes, en nombre infini, seraient les valeurs prises par la
variable régionalisée en chacun des points de son champ géométrique.
On voit quelle est Pobjection des naturalistes. Les valeurs effective-
vement prises par la variable en tous les points de son champ doivent
stre considérées comme ayant été obtenues simultanément par un
tirage au sort, en une épreuve unique, effectuée selon la loi de proba-
bilité & une infinité de composantes qui définit la fonction aléatoire.
Mais le passage inverse n’est pas possible. L’épreuve ayant été unique,
on ne peut pas remonter des valeurs expérimentales & la distribution
théorique, pas plus qu’on ne peut inférer la loi de probabilité F(z)
d’une variable aléatoire ordinaire X lorsque I'on dispose seulement
du résultat d’une épreuve unique, ayant donné une valeur numeérique
particuliére (par exemple z = 98).

Dés lors que 'inférence statistique n’est pas fondée, il est clair que
seules les valeurs numériques effectivement prises par la variable
régionalisée, c'est-a-dire le phénomeéne naturel lui-méme, possédent
une réalité physique, et tout recours & une interprétation probabiliste
apparait comme parfaitement arbitraire. Tel est effectivement le point
de vue adopté par la théorie des variables régionalisées dans un
premier groupe de méthodes appelées représentations transitives.
Ces-méthedes, qui font I'objet de la premiére partie de 'ouvrage, ne

L% iﬂm’( aﬂ\& 0 A luasg e‘z”;rf fos rv,bw(ﬁ'u‘:-):
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font appel a aucune hypothése probabiliste, mi d’ailleurs & aucun
principe de déterminisme: le déterminisme n’est pas nié a priori,
mais il ne peut étre mis en évidence qu’a I'aide d’études spécifiques,
concernant chaque catégorie de phénomeénes naturels, et il ne servirait
a rien de 'invoquer, in abstracto, au niveau des géneralités. L.e point
de vue, purement descriptif et formel, adopté dans les représentations
transitives, peut étre comparé a celui de la cinématique, qui dégage
les lois générales et formelles auxquelles tout mouvement doit obéir,
quels que solent ses causes et son contenu physique, du seul fait qu’il
est mouvement.) La démarche essentielle consiste a associer a toute
variable régionalisée une fonction g(h) plus simple, appelée covario-
gramme transitif, capable d’exprimer, sous forme synthétique, les
caractéristiques structurales majeures énumérées plus haut, et, en
méme temps, de formuler et de résoudre des problémes importants,
posés par la pratique, et concernant I’estimation des variables régio-

nalisées. _

Mais il y a un cas particulier ou I’objection des naturalistes peut étre
levée. C'est le cas dit stationnaire. En termes abstraits, une fonction
aléatoire est dite stationnaire, si la loi de probabilité des valeurs
prises par cette fonction en k& points arbitraires est invariante pour
toute translation d’ensemble de ces points. Autrement dit, le caractere
stationnaire entraine I’homogénéité du phénomeéne dans D'espace.
Si I'on a de solides raisons de penser, par exemple, que les conditions
physico-chimiques du dépdt, ou de la génése, d’'une minéralisation
sont, effectivement, restées homogenes dans I’espace du gisement,
une telle hypothése peut étre adoptée, au moins en premiére approxi-
mation. En vertu du caractére stationnaire, on peut dire que le phéno-
meéne s’est, en quelque sorte, répété lui-méme dans Iespace, et I'on
congoit que P'inférence statistique redevienne possible, et avec elle
une interprétation probabiliste du phénoméne, fondée sur la théorie
classique des fonctions aléatoired. Un réle déterminant est joué, dans
cette théorie, par la fonction d’auto-corrélation K(k), qui représente
la covariance des valeurs prises par la fonction aléatoire en deux points
distincts distants de %, et constitue I’équivalent probabiliste du
covariogramme g(h) des représentations transitives. Cependant,
la théorie de I'autocorrélation n’est pratiquement utilisable que si'la
fonction aléatoire a une variance a priori finie, alors que d’assez
nombreux phénoménes naturels ont une capacité de dispersion quasi
illimitée, et ne peuvent pas étre décrits correctement si on leur attri-
bue une variance finie. Mais, bien que la variance de la fonction elle-
méme doive &tre considérée comme infinie, ses accroissements, ou dif-
férences des valeurs qu’elle prend en deux points distincts, conservent,
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en général, une variance finie. La théorie des schémas stochastiques
intrinséques, qui fait 1'objet de la deuxiéme partie de l'ouvrage, est
consacrée a I’étude de cette classe particuliere de fonctions aléatoires
accessibles seulement par 'intermédiaire de leurs accroissements. Le
role majeur imparti au covariogramme transitif g(), ou a la cova-
riance stationnaire K(h), incombe ici a une fonction de dispersion
intrinséque  y(h), ou demi-variogramme, représentant I’accroisse-
ment quadratique moyen de la fonction entre deux points distants de &.
En tant qu'elle postule ’homogénéité du phénomene dans l'es-
pace et se formule en termes probabilistes, la théorie intrinséque
s’oppose fortement aux représentations transitives. Elle est a la fois
moins générale et plus puissante. Moins générale, car de larges classes
de phénomeénes régionalisés, manifestant, par exemple, une allure
zonale caractérisée a 'intérieur de leur champ géométrique, ne peuvent
pas étre considérés comme stationnaires, ni décrits par un schéma
intrinséque, tandis qu'ils restent accessibles aux représentations
transitives. Plus puissante, au fond pour la méme raison, car les
représentations transitives ne sont pas capables de distinguer, dans
une régionalisation, cc qui est imputable a la variable « elle-méme »,
et ce qui résulte de la géométrie de son champ, tandis que la théorie
intrinséque élimine d’oflice toute interférence géométrique, et permet,
lorsqu’clle est applicable, une ¢tude plus fine et plus approfondie
de la variable «elle-méme ». Malgré cette opposition, on constate
une remarquable convergence entre les résultats des deux méthodes,
et une parenté profonde de leurs formalismes mathématiques. On
peut penser que les représentations transitives possedent un caractere
probabiliste implicite, ou, au contraire, que la théorie intrinseque
n’utilise pas réellement le contenu probabiliste de ses hypothéses de
hase, mais sculement leur caractere stationnaire. En fait, covario-
gramimes, auto-corrélations et fonctions-intrinseques possédent des
significations tres voisines, liées étroitement, comme le montre la
physique, a 'énergie de dispersion du phénomeéne représenté.

4. — Objet et plan de ’ouvrage.

Cet ouvrage est destine & tous ceux, naturalistes ou techniciens,
qui ont affaire, dans leur activité scientifique ou pratique, a des phéno-
ménes régionalisés: géologues, géographes, ingénieurs des mines,
météorologistes, etc... Son objet est -double. Il s’agit d’une part d’éla-
boter un appareil conceptuel et un formalisme mathématique capable
de décrire, synthétiquement, les caractéres structuraux majeurs
d’un phénoméne naturel, d’autre part de mettre au point des méthodes



19 INTRODUCTION

d’application permettant de résoudre effectivement les problémes
posés par la pratique, parmi lesquels I'un des plus importants concerne
Pestimation des variables régionalisées a partir d’un échantillonnage
fragmentaire. Il en résulte, comme sans doute pour tout ouvrage
de mathématique orienté vers les applications, une nature un peu
mixte, et le risque d’encourir des reproches symétriques de la part
des praticiens et des mathématiciens : les premiers trouvant Pouvrage
Inutilement abstrait, les seconds insuffisamment rigoureux. Reproches
justifiés sans doute, mais difficiles a éviter. Pour obvier en partie a
cet inconvénient, inhérent a la nature du sujet traité, nous avons
placé en téte de chaque chapitre un sommaire assez détaillé, qui
permettra au lecteur de faire le tri, et de ne retenir que ce qui le
concerne.

Pour I'essentiel, la compréhension de I'ouvrage ne suppose rien de
plus que des connaissances de base en matiére de calcul des probabilités.
Il est souhaitable d’étre familiarisé également avec la théorie des
processus stochastiques. Cependant le lecteur trouvera dans le cha-
pitre vir un rappel sur les fonctions aléatoires, résumant les notions
de base de cette théorie et les résultats utilisés dans les chapitres
suivants. Il faut dire un mot également sur la théorie des distributions,
Elle n’intervient explicitement que dans les chapitres 111, et X, qui ne
sont pas strictement nécessaires a la compréhension du reste de 'ou-
vrage, et peuvent étre omis par les lecteurs qui ne sont pas familia-
risés avec cette théorie. A I'intention de ces lecteurs, cependant, nous
en donnons dans ’Annexe A un exposé simplifié, mais suffisant pour
notre objet. A la vérité, si les distributions ne sont utilisées explici-
tement que dans les deux chapitres déja cités, leur présence latente
et implicite est partout sensible. C’est qu’en effet les phénoménes
naturels sont rarement connus, ou étudiés, au niveau ponctuel. On
ne les aborde, le plus souvent, que par 'intermédiaire des réponses
qu’ils apportent aux opérations techniques auxquelles on les soumet :
prélevements d’échantillons, exploitation de panneaux, pondérations
diverses faisant intervenir globalement les valeurs prises par la
variable dans un domaine, ou support, de dimensions non nulles, et
non par les valeurs ponctuelles elles-mémes. L’idée de représenter
ces phénomenes par des distributions, plutét que par des fonctions,
est suggéree par la pratique elle-méme : bien qu’elle ne soit pas stricte-
ment obligatoire, elle s’impose avec insistance, et se révéle fort ins-
tructive, en particulier, pour un naturaliste.

Les deux premiéres parties de 'ouvrage, consacrées respective-
ment aux représentations transitives et a la théorie intrinséque,
observent des démarches paralléles: Les concepts de base et le for-
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malisme général sont exposés en premier lieu (chapitres 1 et vir-vin
respectivement), et sont ultérieurement étendus au cas des CO-régio-
nalisations, c’est-a-dire au cas ou, dans un méme champ géométrique,
coexistent plusieurs régionalisations (ch. v et 1x respectivement)
puis formulés en termes de distributions (ch 111 et x respectivement).
A ces généralités, succédent des questions plus spécialisées et davan-
tage orientées vers les applications. Le phénomeéne trés général
de la régularisation d’une variable, par pondération ou prélévement
d’échantillons non ponctuels, est étudié de maniere approfondie a
Poccasion du processus de montée. La montée, opération permettant
de passer d’une variable définie dans I'espace & n dimensions & des
variables définies dans les espaces & n-1, n-2... dimensions, est la
transposition abstraite de la technique minicre courante qui consiste
a forer des sondages verticaux, a tracer des niveaux horizontaux, etc...
Elle s’accompagne d'une régularisation de la variable régionalisée,
étudiée en détail en raison de son importance a la fois théorique et
pratique (ch. 11 et X1 respectivement). Enfin, les problémes d’esti-
mation sont formulés dans leur généralité, et 'on dégage des méthodes
d’approximation permettant le calcul numérique effectif des variances
d’estimation correspondant aux différents types de réscau de préle-
vements (ch. 1v et x11 respectivement). Il v a un rapport étroit, et
c’est 'un des themes majeurs de I'ouvrage, entre la plus ou moins
grande régularité d’une variable et le comportement, au voisinage
de lorigine, de son covariogramme ou de sa fonction intrinséque,
comportement caractérisé par une partie irréguliere dont I'aventure,
a la montée, met en évidence le processus de régularisation, et que
Pon peut faire correspondre, terme a terme, avec le développement
limité de la variance d’estimation.

Dans une troisiéme et derniére partie, nous donnons, en dernier
lieu, quelques exemples d’applications géostatistiques, orientés sur
le probléme de I'estimation des gisements miniers.

.
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CHAPITRE PREMIER

LE SYMBOLISME TRANSITIF

SOMMAIRE

Ce chapitre expose les concepts fondamentaux et le formalisme geénéral des repre-
sentations transitives. A Uexception du paragraphe 3, le contenu de ce chapitre est
indispensable pour la compréhension de toute lg premicre partie,

Le paragraphe 1 définit 1o champ géométrigue V d’une variable régionalisée
[(z) (domaine en dehors duquel f(z) = 0), et la variable géométrique k(z) associée
a flz) (k(z) =1 si z appartient @ NV, et 0 dans le cas contraire). Il précise
les conditions imposées & flx) (f(x)| sommable), puis définit le covariogramme

transitif g(h) = /f(x) flx + h)dx = fx ;, outil de base de la théorie, et le cova-

riogramme géométriqgue K (h) = ks k. K(k) est égal & la mesure de Dintersection
du champ N et de son translaté par h. Les propriétés de g(h) découlent du fait
que g(h) est de type positif  (continuité, winégalité  |g(h)| (0), symétrie
g(h) = g(— k). On donne ensuite g définition de la quantité de metal Q (intégrale
de f(z)/ et des indications sur le rapport entre la régularité du gh) en h —
et la régularité de la variable elle-méme.

Le paragraphe 2 définit les variables a support non ponctuel (prélévements )
el, plus généralement les régularisées fxp d’une variable f par une fonction de

le covariogramme de p. Les variables régularisées ont, effectivement, un comporte-
ment plus régulier que la variable ponctuelle. Lorsque p = k est une variable
géométrique, on obtient Palgorithme de Cauchy, utile dans la suite (1,2,9).

Le paragraphe 3 donne la définition générale de lg montée, opération qui fait
passer d’une variable & n dimensions (teneurs dans un gisement & 3 dimensions )
@ une variable @ n —1 dimensions (accumulations des sondages verticauz). Les
covariogrammes montent et descendent de la méme maniére que les variables elles-
mémes.

Le paragraphe 4 donne le formalisme de la montée pour les covariogrammes
isotropes (claviers). Un peu plus difficile que les 3 premiers, il est indispensable
pour comprendre le phénoméne essentiel de Ig régularisation & la montée. A pres avoir
mentionné les anomalies Ppossibles dites a un effet rectangulaire, on définit montées
et descentes par la transformation de Fourier-Hankel (1,4,6), puis, directement,
par une convolution (1,4,18).
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Le paragraphe 5 a un caractére plus théorique. Il peut étre omis, sans inconvé-
nients majeurs, par les naturalistes et les techniciens. La relation entre montée et
transformation de Hankel (1,5,3), permet d’associer @ un clavier son clavier réci-
proque, une montée dans Uun d’entre eux étant associée a une descente de méme ordre
effectuée dans Uawtre. On étudie ensuite la structure algébrique de Uensemble des
montées el des transformations de Hankel: c’est le groupe de Hankel, isomorphe du
groupe des translations-symétrie, les montées correspondant aux translations et les
transformations de Hankel aux symétries,

1. — Le covariogramme et sa transformée de Fourier.

Nous avons indiqué, dans I'introduction, le sens physique qu’il convenait
d’attribuer & la notion de variable régionalisée. Indépendamment du fait
qu’elle représente I'évolution dans I'espace d’'un phénoméne naturel,
une variable régionalisée se définit, d'un point de vue purement mathéma-
tique, comme une fonction f(x) prenant en chaque point z, de coordonnées
(ty, ..., de lespace & n dimensions une valeur numérique définie.
En pratique, on aura n = 1, 2 ou 3, mais il est commode de ne pas spécifier
al’avance le nombre des dimensions de I'espace. Il peut arriver que cette fone-
tion f(x) possede des caractéres suffisants de régularité (continuité et dériva-
bilité) pour qu’il soit possible de la représenter d’une maniére satisfaisante
en linterpolant par des fonctions plus simples (des polynomes par exemple).
Mais, tres souvent, au contraire, la fonction f(z) se comportera de maniére
extrémement irréguliere. Elle ne sera, le plus souvent, ni dérivable, ni m¢me
continue, et ne pourra se représenter graphiquement, de maniére approxi-
mative, que par des courbes a « dents de scie ». En pareil cas, I'étude directe
de f(x) serait prohibitive, et ne présenterait qu’'un intérét limité, a cause
de sa complication méme. Mais, sous la complexité et I'irrégularité extrémes
que présente une régionalisation dans sa variation spatiale, se dissimule,
en général, la structure d’'un phénomeéne naturel. D’autre part, dans les
applications, on a besoin de résoudre certains probléemes de grande impor-
tance pratique, comme celui de ’estimation de la variable régionalisée &
partir d’un échantillonnage fragmentaire. Remplacer la fonction f(x)
elle-méme par une fonction g(k) beaucoup plus simple, mais capable
cependant, a la fois, de représenter d’'une maniére synthétique les caracteres
structuraux majeurs d’une régionalisation, et de permettre la résolution
des problemes pratiques que I'on peut se poser légitimement a son sujet
— tel est le premier objectif de la théorie des variables régionalisées.

Champ géométrique et variable géométrique associée. — Nous suppo-
serons, dans ce qui suit, que la fonction f(z) ne prend de valeurs différentes
de zéro que dans un domaine borné V que nous appellerons champ géo-
métrique (!) de la variable régionalisée f(x). A I'extérieur de son champ V,
la variable est supposée identiquement nulle : la régionalisation est consi-

(1} La nolion de champ géométrique de f(x) ne se distingue pas de celle de support
d’une fonction ou d’une distribution (voir Annexe A-1).
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dérée comme isolée au sein d’un univers vide. Mais les frontieres de ce
champ ne sont pas infranchissables, et c¢’est au franchissement de ces
frontieres que se manifeste, avec d’autant plus d'intensité que la transition
est plus brutale, les phénomenes d'effet de bordure, sur lesquels nous revien-
drons dans les chapitres v et vi. De 14, le nom de représentations transitives
données aux méthodes exposées dans cette premiére partie. D’une maniére
générale, en transitif, une variable f(x) ne peut pas étre considérée indépen-
damment de son champ, et il n'est en général pas possible de faire le par-
tage entre ce qui est imputable a la variable « elle-méme » et a son champ.
(Voir chap. v, par. 3 et 4).

Pour caractériser le champ V, il est commode d’introduire la variable
régionalisée k() définie comme suit:

[

(1,1,1) (k(x) =1 si x appartient & \Y%
™ (k(x) = 0 si x n’appartient pas & V.

Il

Cette variable k(z) s'appelle variable géométrique (1) associée a  f(x).

Dans certains cas, cependant, le champ géométrique V pourra étre
supposé¢ infini, sous réserve que f(z) vérifie des conditions convenables
de sommabilité. On obtient alors un modéle de répartition zonale, ou la
variable régionalisée tend vers zéro, de maniére plus ou moins réguliére,
4 partir d’un noyau, ou elle prend des valeurs notables.

Conditions imposées a f(x). — Dans tous les cas nous supposerons que
|f(z)| est sommable (au moins au sens de I'intégrale de Lebesgue), de maniére

que toutes les intégrales ff(x) dx, étendues a des domaines quelconques,

aient un sens. Cette condition, imposée par des considérations physiques
évidentes, est la seule vraiment nécessaire. En général f(z) ne sera supposée
ni dérivable, ni méme continue. Elle pourra posséder un réseau complexe
de discontinuités (points isolés, lignes, surfaces) ou méme n’étre continue
nulle part. On pourra méme accepter que f(z) ne prenne pas de valeurs
définies en certains points, pourvu que ces points constituent un ensemble
de mesure nulle (par exemple, une ligne ou une surface dans l'espace a
3 dimensions).

Le plus souvent, cependant, les variables régionalisées f(z) seront du
type « continu par morceaux », ¢’est-a-dire qu’elles seront partout continues
sauf sur certaines surfaces, constituant un réseau de discontinuité, a la
traversée desquelles f(x) subit un saut. Mais ce réseau pourra étre tres
complexe. Dans un gisement minier, par exemple, au niveau ponctuel,
la teneur f(zx) doit étre définie comme une variable géométrique, égale &
41 sile point z tombe & I'intérieur d’un grain minéralisé, et & 0 dansle
cas contraire. Le réseau de discontinuité est constitué par les surfaces de

(1) En théoric des ensembles, k(z) est dite fonction caractéristique de I’ensemble V.
Nous n’usons pas de cette terminologie pour éviter toute confusion avec les fonctions carac-
téristiques du calcul des probabilités, et aussi pour souligner le fait que k(z) et f(zx) sont
de méme nature. ‘
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tous les grains minéralisés du gisement. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire
de préciser si f(x) est égalea -1 oua O lorsque le point x se trouve
appartenir a la surface d’'un grain de minerai, puisque ces surfaces consti-
tuent un ensemble de mesure nulle.

Le covariogramme transitif g(h). — A la variable régionalisée f(x)
nous associons une fonction g(k), dite covariogramme transitif associé
a f(x), ou, plus brievement, covariogramme de f(z), définie, pour un
argument vectoriel ~ de coordonnées (hy, ... ,) par expression

(1,1,2) e = [ fofie + by da.

Dans cette formule, I'intégrale (!) est une intégrale multiple d’ordre n,
étendue a tout l'espace, et dx représente I’élément de volume

dz,, dz,, ..., dx

n?

conformément aux notations générales utilisées dans cet ouvrage. (I1,1,2)
rappelle I'expression du produit de convolution de deux fonctions f;
et fy (voir Annexe A,6,1):

[i%fs :/‘fl(-'l“')/z(h — ) dx.
De fait, en introduisant la transposée ’X de f, définie par

@) = fi—2)
et en changeant x en z-A, on met (I,1,2) sous la forme équivalente:

(1,1,3) g=f*

Le covariogramme g(h) associé a une variable régionalisée f(x) est égal

au produit de convolution f*f/ de f par sa transposée. 11 est toujours défini,
car, la variable f ayant un champ géométrique V borné, I'intégrale (I,1,2),
bien qu’étendue a P'espace entier, ne porte en réalité que sur un domaine
borné. ‘

De la méme maniére, la variable géométrique k(x) définie en (I1,1,1) est
caractérisée par son covariogramme K(h)

(11.4) K(h) = kek = f k@)kiz + k) do
dit covariogramme géométrique associé a f(z). L’expression k(z)k(z + h)
est égale 4 I'unité dans le domaine défini comme l'intersection du champ V

et de son translatée par — A, que nous noterons 7_,V, et & 0 partout

(') Le cas échéant, cette intégrale devra étre prise au sens des intégrales de Lebesgue.
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ailleurs. En effet, A(x) n'est égal & 1 que si x est dans V, et k(x + h)
si ¥ +h=1y estdans V. doncsi 2 =y —h est dans =_,V.

Ainst le covariogramme WK(h) représente la mesure (le volume si n = 3,
la surface si n = 2, la longueur si n = 1) de U'intersection du champ V
et de son translaté par — h. En notation ensembliste, une telle intersec-
tion se note Vn=_, V. Nous écrirons

(1,1,5) K(h) = Mes V<,V = Mes Vnr,V.

Propriétés du covariogramme. — Une fonction telle que g(h) ou K(h)
est évidemment symétrique, comme on le voit en changeant 2 en — A
(et, simultanément x en x + k) dans (I,1,2):

(1,1,()) 0(_— h) = g(h) ou

o

Og<

o
5°

De plus, lorsque le module du vecteur 2 devient supérieur au plus grand
diameétre D de N (ou portée), k(xr) et k(x + h) ne peuvent pas étre
simultanément différents de zéro, de sorte que k(z) k(x + k) = 0, et par
suite :

(1,1,7) gh)=0 pour |R| > D.

Annsi le covariogramme ne prend de valeurs non nulles que dans un domaine
borné, tout comme f(x) elle-méme.

Des propriétés plus précises peuvent étre obtenues par la transforma-
tion de Fourier.

Transformées de Fourier de f(x) et g(h). — Comme V est bornée, et
|f(z)] sommable, la transformée o(u) = @(u,, u,, ... u,) de f(z)
(1,1,8) o(w) = 7 = [ fla)e-2=e da

est une fonction continue indéfiniment dérivable (Annexe A8/1) et la
transformation inverse

fla) = Fop = f p(u)e? ™= du

est toujours possible (1).

Comme la transformation de Fourier échange les produits convolutifs
et multiplicatifs, on déduit de (I,1,3) que la transformée G(u) du covario-
gramme g(h)

(1,1,9) Glw) = [ gihe-2m dh = |g(w)f
est égale au carré du module de ¢(u). Il résulte alors du théoréme de

(!} Au moins au sens des distributions (A, 8,2).

MATHERON. 2
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Bochner (Annexe A,9,1) que le covariogramme g(h) est lui-méme une fonc-
tion de type positif, et cela entraine les propriétés suivantes

a) g(h) est une fonction continue de son argument vectoriel #;
b) g(h) = g(— k), conformément & (I,1,6);

¢) g(h) est borné en module par sa valeur g(0) a 'origine. laquelle est
obligatoirement positive.

(1,1,10) 1800 < &0 = [ [y .

Dans le chapitre 1v, nous verrons que l'obligation imposée a4 g(k) d’étre
de type positif n’est pas autre chose que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que toutes les variances d’estimation soient positives.

Quantité de métal. — On appelle quantité de métal (*) Q associée a la
variable régionalisée l'intégrale étendue a tout I'espace

(L) Q= [ 1) dz.
En faisant u = 0 dans (I,1,8), on obtient:

(1,1,12) Q = ¢(0).

Considérons maintenant I'intégrale du covariogramme g(h) étendue &
tout I'espace. Faisant u = 0 dans (I,1,9), on obtient |(0)|2, c’est-a-dire
Q2 d’apres (1,1,12).

(1,1,13) @:ﬁmm

L’intégrale du covariogramme étendue a tout Uespace est égale au carré de la
quantité de métal.

Si nous appliquons ce résultat a la variable géométrique k(x) et au
covariogramme géométrique K(2), la quantité de métal est remplacée
par la mesure (volume, surface, ou longueur selon que n =3, 2 ou 1)
du champ V, mesure que nous désignerons également par V:

gv - f () dz — K(0)

(I,1,14) ) ve_ / K(h dh.

Signification physique du covariogramme. — Le comportement du g(k)
au voisinage de l'origine est d’autant plus régulier que la régionalisation
est elle-méme plus réguliére et continue dans sa variation spatiale. Par

(1) Cette terminologie est d’origine miniére: 81 V est un gisement et f(z) la teneur
au point z, exprimée en métal contenu par unité de volume (teneur volumétrique) si
n = 3, ou de surface (accumulation) si n=2, oude longueur {quantité de métal au métre
d’approfondissement) si » =1, Q représente effectivement la quantité de métal contenu
dans V.,



LE SYMBOLISME TRANSITIF 23

exemple, si f(z) admet des dérivées du premier ordre, g(h) admet des

dérivées d’ordre 1 et 2. Prenant, en effet, une dérivée dans la direction «,

on a: y
*‘_f*ﬁlf_'__“_f*<°_f‘)"=92_g

do 0o dx \da, du?

(on sait, Annexe A,6,1, que pour dériver un produit de convolution, il
suffit de dériver 'un ou l'autre de ses facteurs). Comme la dérivée de la

v v
.0 . . . o [df\Y .
transposée bj: est égale 4 la transposée de la dérivée b—f changée de
o o
: : Y . D
signe. on voit de plus que ——= est le covariogramme associé a of .
gne. Do ° da

Comme g(h) = g(— h) -est une fonction paire, les dérivées premieres de g
sont nulles a Porigine, et g(k) présente a I'origine un comportement para-
bolique (en A?).

La réciproque n’est d’ailleurs pas nécessairement exacte. S1 g(h) a,
a Porigine un comportement en A% c’est-a-dire si g(h) est deux fois déri-
vable en & =0, on sait que g(h), fonction de type positil, est partout
deux fois dérivables (Annexe A,9,2). Mais il n’en résulte pas que f(z)
soit lui-méme dérivable. On peut seulement affirmer que f(x) est dérivable
en moyenne quadratique, c’est-d-dire que Tintégrale :

1= Tl +h) — [P, _ _ o5[&h) — gO0)
(1,1,15) / _ h | dw= 2 =
tend vers une limite — g”(0) lorsque |h| tend vers O.

De Pexistence de g"(0) on déduit seulement que f(x) est continue
presque partout (¢’est-a-dire sauf, au plus, sur un ensemble de mesure nulle).

En pratique, les fonctions f(x) = discontinues qu'il est possible de ren-
contrer sont du type « continu, par morceaux », c’est-a-dire sont partout
continues, saul a la traversée d’un réseau de discontinuité, ou elles présentent
des sauts. On voit facilement que pour une fonction de ce type I'intégrale
(I,1,15) ne peut pas avoir de limite, de sorte que les dérivées secondes a
origine n’existent pas. Ainsi, un covariogramme présentant a Dorigine
un comportement parabolique caractérise, pratiqguement, une variable régio-
nalisée continue au sens usuel.

Nous avons vu, d’autre part, que g(k) est toujours fonction continue
de h. Clest une conséquence de 'hypothése faite sur la sommabilité de
|f(z)], c'est-a-dire sur Dexistence des quantités de métal, et cela implique
que:

1146) [ ife + B — fl@) do = 2 [5(0) — g(0)]

tend vers O lorsque |k| tend vers zéro. On énonce ce résultat en disant
que f(x) est continue en moyenne quadratique.

Réciproquement, d’ailleurs, si f(z) est continue en moyenne quadra-
tique, (I,1-16) montre que g(k) est continue a l'origine, et, comme g(h)
est de type positif, cela suffit & garantir que g(h) est partout continue.
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Du point de vue pratique, cependant, le fait que le covariogramme
soit toujours continu, et f(x) toujours continue en moyenne quadratique,
sous ’hypothése que f(x)! est sommable, ne doit pas faire 1llusion. Il
est des continuités qui équivalent — expérimentalement et dans les appli-
cations pratiques — & une parfaite discontinuité. On peut toujours trouver
n telle que |h| <{ v entraine |g(0) — g(R)| << e, mais 1l se peut que ce
nombre v soit extrémement petit a I'échelle de ’homme. Dans le cas, cité
plus haut, d’une teneur ponctuelle f(z) dans un gisement minier, les dis-
tances w a partir desquelles se manifeste la continuité du g(h) sont de
Jordre de grandeur des dimensions granulométriques, soit quelques mil-
limétres au plus. A Déchelle de I'homme, c’est-a-dire, par exemple, pour
n de Pordre de quelques métres, on observe une totale discontinuité [aussi
bien pour g(h) que pour f(z)].

On voit ainsi apparaitre un type de covariogramme, important dans les
applications pratiques, se comportant pratiquement d’une maniere dis-
continue & l'origine, et correspondant & des variables régionalisées & haut
degré d'irrégularité. De tels covariogrammes sont dits présenter un effet
de pépite a Uorigine (). En réalité, il n’y a pas discontinuité véritable, mais
une zone de transition trés rapide ou le g(k) décroil extrémement vite de
part et d’autre de 2(0). La dimension de cetle zone de transition, ou portée
de Deffet de pépite, est trés petite : dans Pexemple cité plus haut, elle est de
Pordre du diamétre moyen des grains de minerai. Au-dela de cette portée,
le g(h) prend une décroissance plus modérée. Dans les applications pra-
tiques — (el les données expérimentalement disponibles ne permettent pas,
en général, de faire autrement) — on représente le covariogramme par une
courbe réguliere g,(h) extrapolant cette tendance modérée jusqu’en
h = 0, et on introduit une constante de pépite C définie par:

C = g(0) — £(0)

ou g(0) = f |f(2)|2 dz est connu expérimentalement, et ou g,(0) s’obtient

en extrapolant la courbe réguliere g,(%). On a ainsi:

\ g(h) = gq(h) pour  h 0.

LLID 12(0) = £2(0) + C

C’est avec le covariogramme ainsi schématisé que I'on doit, par exemple,
calculer une variance d’estimation (voir chap. 1v) en présence d’effet de
pépite.

Mentionnons, pour terminer, que les anisotropies du covariogramme,
décelables expérimentalement, permettent de mettre en évidence et de
caractériser des directions préférentielles, ou des rubannements, qui auraient
pu échapper & une étude directe de la variable elle-méme.

(}} Cette terminologie, d’origine miniére, évoque le comportement, particulicrement

erratique, des gisements d’or pépitique. La notion d’effet de pépite sera présentée, de maniére
plus rigoureuse, au chapitre 1.
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2. — Variable a support non ponctuel,
et régularisation des variables.

Trés souvent, on ne dispose pas expérimentalement des valeurs de la
variable ponctuelle f(x) elle-méme, mais seulement des valeurs movennes
de cette variable dans des volumes ¢ ayant leurs centres de gravité aux
points Ty, Ty, .. ., correspondant aux points ol ont été prélevés des échan-
tillons de volume ¢. De tels prélevements définissent une nouvelle variable
régionalisée, différente de f(x), et dont les caracléristiques dépendent de
la taille et de la forme du prélevement ¢. Cette nouvelle variable sera dite
régularisée de f(x) par ¢, et I'on s’attend bien, en effet, a ce qu’elle soit
plus réguliere dans sa variations patiale que f(x) elle-méme. Le volume ¢
sera dit support géométrique de la variable régularisée par o, f(x) elle-méme
étant parfois appelée cariable @ support ponctuel.

On peuat définir deux variables régionalisées de support ¢

gt(m) _ 1 f flz + h) dh
(1,2,1) e

? g(x) = f f(x + h) dh.

Dans cette éeriture, lintégration se fait relativement a I'argument
vectoriel &, dont extrémité balaye le volume ¢ centré en z=0. La
premicre variable, t(r), représente la valeur moyenne de f(z) dans le
volume ¢ centré en z. Dans la terminologie miniére, ¢’est la teneur moyenne
de Déchantillon ¢ prélevé au point z. Elle n’est définie que si le volume ¢
est borné. La deuxiéme, au contraire, q(zx) = ot(z) représente la quantité
de métal contenu dans ce méme échantillon, et se trouve définie méme s1 ¢
n’est pas borné, puisque |f(z)] est sommable.

Plus généralement, on peut définir une teneur moyenne et une quantité
de métal généralisées (ou pondérées) associées a une fonction de pondéra-
tion p(h). On écrira, par exemple:

o) = [ 1@+ ) plh) dh

_1
(1,2.2) ) = [ fx + R)p(h) dh

'p = [pnan

g(z) et y(x) seront dites des régularisées de f(z) parla fonction de pondéra-
tion p(h). On prendra parfois pour p(k) une fonction identiquement nulle
a Pextérieur d’un volume ¢ centré a Porigine. Dans d’autres cas, p(h)
pourra ne pas avoir un support borné, sous reserve naturellement de véri-
fier des conditions convenables de sommabilité.
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D’ailleurs (I,2,1) apparait comme un cas particulier de (1,2,2). En intro-
duisant la variable géométrique k(x) associée au volume ¢ centré a 'origine,
(1,2,1) s’écrit, en effet :

| o) =5 / fla + h)k(h) dh,
(1,2,3)
| ga) = [ flx -+ Wk(R) dh.

Dans ce cas particulier, la fonction de pondération A(h) est dite aussi
fonction de prélévement.

Pour développer le symbolisme transitif, il est utile de mettre ces diverses
expressions sous la forme de produits de convolution. En changeant &

en h—x, et en introduisant la transposée ji(k) = p(— h), on trouve
facilement :

ff p(h) dh—/flzp:r——hdh—fp
D’ou I’écriture symbolique cherchée, équivalente a (1,2,2)
= f*p
124 ey =L 1s
P

En comparant (I,2,4) avec (1,1,3), on voil que le covariogramme g(h)
peut étre interprété comme la quantité de métal généralisée associée & une
fonction de pondération identique a la variable f(z) elle-méme : le covario-
gramme est l'auto-régularisée d’une variable régionalisée. Dans le cas
particulier d’une variable géométrique k(z), on retrouve ainsi (I,1,5).
Dans ce cas, en effet, K(k) représente la mesure de ce que I'on obtient
en prélevant dans V «un échantillon » égal & V mais translaté dans la

translation % — c’est-a-dire la mesure de l'intersection de V et de son
translaté.
Covariogramme de la variable régularisée. — Désignons, par exemple,

par g,(k) le covariogramme de g(z). Il est donné, par une application
immédiate de (I,1,3), sous la forme:

g =fxp*fxp={fxfxpxp.

En tenant compte des propriétés d’associativité et de commutativité
du produit' de convolution, et en désignant par

P(h) =p*p

le covariogramme associé a la fonction de pondération p, on obtient le
résultat remarquable suivant:

(172,5) ’ gq = §* P.
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L.e covariogramme de la quantité de métal associée a une fonction de
pondération p s’obtient en régularisant le covariogramme ¢ de la variable
ponctuelle par le covariogramme P de la fonction de prélevement. Dans le
cas d’une fonction de prélevement k(x), on remplace P par le cova-
riogramme géométrique K = k « k associé a k(z).

De méme, pour la teneur movenne t(x) associée & p, on obtient le
covariogramine

(1.2.6) o=Lgup,

p2

On voit ce qu'il faut entendre par régularisation: si, par exemple, la
fonction de prélevement p admet des dérivées premiéres (ou méme si elle
est seulement dérivable en moyvenne quadratique) P est deux fois déri-
vable. Mais alors, d’aprés la regle de dérivation des produits convolutifs.
g, ou g, sont également deux fois dérivables, et ¢(x) el ((x) sont déri-
vables en moyenne quadratique, méme si f(x) ne I'étail pas: I transmel
a g, et g ses propres caractéres de régularité. Cette régularisation sera
étudiée beaucoup plus en détail, dans les deux derniers paragraphes de
ce chapitre et dans les deux chapitres suivants:

La valear & Torigine  g,(0) du covariogramme régularisé s’écrit

(1,2,7) 2(0) = ]1~ [ st Py

. v . . .
En remplacant P(u) par p * p, puis en changeant « en w—¢, il vient :

= 1)2 /j U 1) (% ]) U+ )du d‘)—— —_ // u—t )p(‘) (l” (l‘;

Prenant 2 = «u — ¢, on voil que cette expression représente la valeur
moyenne de g(h), lorsque les extrémités ¢ et u du vecteur & balayent
I'espace, pondérée par p(u) et p(¢). Comme on a toujours, selon (1,1.10),
g(h) < g(0) on a aussi

£(0) < g(O)

et ceci est une autre manifestation de la régularisation.

Dans le cas particulier d’'une fonction de prélevement £k, de covario-
gramme géométrique K, correspondant & un prélevement ¢ de volume
K(0) = v, la relation précédente s’écrit '

(128 80 = [‘e@K®Wdh = [[ ele — y) k) iy) dody.

Ainsi g(0) représente la valeur moyenne de g(h) lorsque les deux extré-
mités z et y de h balayent, chacune pour leur compte, le volume ¢.

Cette relation constitue ’algorithme de Cauchy qui nous sera utile dans
la suite. Elle s’applique, naturellement, & une fonction F(k) quelconque,
et se démontre de la méme maniére: I'intégrale d’ordre 2rn donnant la
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valeur moyenne de F(h), lorsque les extrémités = et y du vecteur A
balayent un volume ¢, se ramene ainsi a une intégrale d'ordre n seule-
ment, ou figure le covariogramme géométrique K(h) du volume ¢:

1 r 1 .
9 ¢ 2 (x — ¥) dx dy — —.
(1,2,9) " ‘/,”/;F(x y) dx dy = = f F(h) K(h) dh.

De la méme maniere, on obtient

. T r . 1 ,
(1,2,10) g,(h) = = / glh 4+ u)K(n) du = »0-2‘ [[ glh + v — y) dx dy

La valeur de g,(h) apparait comme la valeur moyenne de g(%'), lorsque
les deux extrémilés du vecteur %' balayent, chacune pour son compte,

deux volumes ¢, et ¢, égaux & ¢ et translatées I'un de 'autre par la
translation A.

Quantité de métal associée a la variable régularisée. — Pour des raisons
de cohérence, il est souhaitable que la quantité de métal

Q,_/' (x) dx

associée & la variable régularisée t(x) coincide avec la quantité (), associée -
en (1,1,11) a la variable ponctuelle correspondante. Montrons qu’il en est
bien ainsi. Soit w(u) et ¢(u) les transformées de Fourier de la fonction
de pondération p et de la variable f(z). On a:

Q = cP(O)
Q = «(0) ¢(0).

Mais — puisque p = fp dr — on a justement w(0) = p, d’ou résulte
bien

(172711) Qt = Q

3. — Processus de montée et descente.

Lorsque le volume de prélévement ¢ n’est pas borné, la teneur
v
Uz) = —fxk

s’évanouit, mais la quantité g¢(z) ={ xk  reste parfaitement définie.
A la limite, le volume illimité ¢ peut se réduire & une droite, & un plan
(ou & un hyperplan si 'on a plus de trois dimensions), et rien n’empéche
de définir les variables régionalisées & n — 1, n — 2... dimensions, définies
comme les quantités de métal portées par des droites, des plans... paralléles.
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P

Pour préciser cette notion, désignons par f(z, ... z,-1, ¥,) la valeur de
la variable régionalisée & n dimensions au point de coordonnées

(T oo Ty, o).

La variable & n — 1 dimensions, définies par l'intégrale:

(173’1) frz—l(xlv e ‘Tn-l) = f fn(xl e xn—lv .’U”) dl‘n

représente les quantités de métal portées par les droites paralleles & I'axe
des x,. De méme, la variable 8 n-2 dimensions, définie par 'intégrale :

(1,3,2) [ oy ... Xpm0) = [fn_l(xl cee Tymy) da, g

= // /‘“(‘7:1 v .1?“_1.7;") d-'l'“_l (l.'z‘“

représente les quantités de métal portées par les plans paralleles aux axes
des z, el des x,_,. Lopération (1,3,1), qui fait passer de [, a f,-,, scra
désignée comme une montée d’ordre 1 effectuée le long de 'axe des =z,
De méme, Vopération (1.3,2) peut étre considérée soit comme une monteée
Fordre 1, le long de Taxe des a,_,, lusant passer de [, & f,_,, soit
comme une montée d’ordre 2 dans le plan des x,2,_,, faisant passer directe-
ment de [, & [,—.. Dans des espaces a plus de 3 dimensions, on définira
de méme des montées dordre 3, 4, ete. Pour effectuer une montée le long
d’un axe, ou d’un plan, non parallele & un axe ou un plan de coordonnées,
il suffit naturellement d’effectuer une rotation convenable sur le systéme
des axes de coordonnées.

La montée prend une signification tres concréte, dans le cas d'une
variable 4 3 dimensions [,(zyz) représentant une tencur dans un gisement
minier (teneur exprimée en quantité de métal par unité de volume). I.’axe
des z étant supposé vertical, la variable

folzy) = / [s(xyz) dz

représente la quantité de métal par unité de surface, ou accumulation,
portée par un sondage vertical implanté au point de coordonnée (zy).
La montée verticale fait passer de la variable f,, teneur volumétrique a
3 dimensions, a la variable f, & 2 dimensions, ou accumulation. De méme,
la variable 4 une dimension.

he) = [ oy do dy

représente la quantité de métal au metre d’approfondissement porté par
un niveau de cote z.

On congoit que les teneurs volumétriques soient moins réguliéres, dans
leur variation spatiale, que les accumulations des sondages verticaux, elles-
mémes moins régulieres que les tonnages de métal au metre d’approfondis-
sement. L’étude détaillée, qui sera faite, de ce processus de régularisation
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a la montée présente donc un intérét pratique certain. De plus, elle aura
le mérite d’éclairer. sur un exemple précis. le phénoméne général de la
régularisation.

L’opération de montée se formule de maniére particuliérement simple,
a l'aide de la transformation de Fourier. Désignons, en effet, par

(Pn(”h e b ”;1)? (pn—l(ul* e “11—1) et (‘0”_2(”1 e un—2)7
respectivement, les transformées de Fourier de f,(z; ... @,) et des variables
foi(@y, .. o) et [ (ry ... 2,,), qui s’en déduisent par montée

d’ordre 1 et 2 conformément a (1,3,1) et (I,3.2). On obtient immédiatement :

S (19,1'1(”1 s “.1—1) = (pn(”l e ”11—1? 0)

[,3,3
( ) / (10.1—2(”1 e ”’;1—2) = (P.x—l(u’l e Wyeo, O) = @n(l(’l v Up—g, 07 O)

L’opération de montée le long de axe des x, se manifeste par 'annu-
lation de la coordonnée w«, de la transformée de Fourier, conformément
a un mécanisme bien connu, en calcul des Probabilités, dans le passage
d’une loi de répartition & une loi marginale. Plus généralement, la montée
le long d’une droite, d’un plan... quelconques se traduirait par une, deux...
relations linéaires homogeénes entre les coordonnées ;. Nous n’insisterons
pas ici sur Palgebre de la montée. Remarquons sculement que, d’apres
(1,3,2), les montées le long de deux axes perpendiculaires constituent des
opérations commutatives, dont le produit donne la montée d’ordre 2 dans
le plan de ces deux axes : cela se voit, plus commodément encore, sur (I,3,3).

I’opération inverse de la montée, ou descente, est étroitement liée au
probléme de Radon (1) qui consiste & déterminer une fonction, connaissant
la valeur de son intégrale sur toutes les droites, ou tous les plans... de 'espace.
Nous n’aborderons ce probleme, dans le paragraphe suivant, que dans le
cas particulier des fonctions isotropes, d’ailleurs suffisant. pour les applica-
tions pratiques, et permettant de mettre en évidence les propriétés essen-
tielles des opérations de montée et de descente.

Montée sur les covariogrammes. — Désignons par g, g,-1, £i—a--- 168
covariogrammes & n, n — 1, n — 2... dimensions associés aux variables
fos fac1s [.—s introduites en (I,3,1) et (1,3,2) et par G,, G,—1, G,—o leurs
transformées de Fourier. Des relations de définition

\ & = fn * fn
| gn"‘l = fn—l * fn—l
( gn—2 = fn—'Z * fn—2
on tire immédiatement, en tenant compte de (I,3,3)
SGn(ul e un) = I(Pn(ul e un)|2
j Gn—l(ul s un—l) |an—1(ul s un—1)|2 = ICPn(LLI cee U 0)|2 2
(Gn—2(u1 coe Wmg) = | Ppa(ly o W)= @n(uy - U 0, 0)]

(i) Le probléeme de Radon est traité dans GUELFAND el CuiLov Les Distributions, Paris,
Dunod, 1962. Voir aussi GueLFaxp el 1GRAIEV, Integralnaia geometria, Moscou, 1962.
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Par suite, on a:

(I~‘5~4) SGn—l(ul v ”n*l) = Gn(ul IR NT O)
'Goooltty -0,y Guluy ... 10,2y, 0, 0).

En comparant a (I1,3,3), on conclut que le covariogramme associé a
la nouvelle variable obtenue aprés une montée peut s’obtenir en effectuant
directement la méme montée sur le covariogramme de la variable primi-
tiva. Montée et passage au covariogramme sont des opérations permutables.
Nous dirons, briévement, que le covariogramme monte et descend en méme
temps que la cartable @ laquelle il est associé.

4. — Montée et descente en clavier isotrope.

On dira que la variable régionalisée f(x) & n dimensions obéit a un
schéma transitif isotrope si le covariogramme transitil g, (k), qui lut est
assocté, ne dépend pas de la direction de Pargument vectoriel A, mais
seulement de son module, que nous désignerons par r

(L4,1) r=vVE+h+ -+ h

Onécrira g,(r), aulicude g, (h), 'indice n devant rappeler que g, (r), bien
qu’elle ne dépende que de la seule variable r, est en réalité une fonetion
définie sur un espace & n dimensions.

Dans les applications, on utilisera presque exclusivement des schémas
isotropes, soit que les régionalisations présentent réellement un degré
suffisant d’isotropie, soit que I'on puisse se ramener a ce cas simple par une
transformation linéaire convenable des coordonnées (aflinité géométrique).
Les schémas isotropes nous permettront, dans les deux chapitres suivants,
de mettre en évidence le phénoméne de régularisation a la montée, un
2(r) se comportant en r* au voisinage de l'origine donnant, par montées
successives, des covariogrammes en r+l rt+2.. sauf dans le cas parti-
culier ol A est un entier impair. Dans ce dernier cas, on observera la
séquence r, rtlogr, r3 rtlogr.

Effet rectangulaire. — En dehors du cas isotrope, cependant, on peut
imaginer des covariogrammes qui ne se régularisent pas & la montée.
Par exemple, si un covariogramme a 3 dimensions est de la forme -

gs(zyz) = g(x) g(y) g(2)

on obtiendra, par montées d’ordre 1 et 2, les covariogrammes :

- 8zy) = A g(z) g(y)
\ £:(2) = A%(z)

?A =/mg(u)du

—on
qui présentent, & Dorigine, le méme comportement que g, lui-méme.
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Un tel effet peut exister dans la nature, sous forme plus ou moins atténuée,
comme on s’en rend compte en imaginant le cas limite de la variable géo-
métrique A(x) associée au cube de cdté unité. Dans ce cas, on a

x| <1
 K(ayz) = (1 — )1 — [y[)(1 —|s]) pour ([y| <1
2 <1
K(zyz) = 0 pour tous les autres cas.
A la montée, on obtient (1 — [2])(1 — |y|) et (1 — |z|). Les puissances

des sondages verticaux, ou les surfaces des sections horizontales varient,
dans les espaces a 2 et 1 dimensions, avec exactement le méme degré
d’irrégularité que A(zyz) elle-méme dans I'espace & 3 dimensions. Les
phénomenes de cette nature seront désignés sous le nom d’effet rectangulaire.
Bien qu’un tel effet puisse parfois se manifester, la plupart des phénomenes
naturels pourront étre étudiés a partir de schémas isotropes, ou se ramenant
a des schémas 1sotropes.

Etude de la montée isotrope par la transformation de Hankel. — La montée
isotrope peul s’étudier soit directement, soit & partir des relations (I,3,3).
Nous examinerons, en premier lieu, la méthode fondée sur la transformation
de Fourier. Comme %, (r) posséde la symétrie sphérique, il en est de méme
de sa transformée, qui peut se mettre sous la forme G(p), avec:

(1,4,2) p:\/ui—}—ufj—i— ce 4 uk.
On sait (Annexe A,8,1) que G(p) admet I'expression suivante:

n

Jgn(r) = 2npl 2

(1,4,3)  G(p) f r?J,, (2mpr)g,(r) dr.
0 i

J, désignant la fonction classique de Bessel d’indice . La formule
(1,4,3) représente la transformation de Fourier dans I'espace & n dimensions,
lorsque g, et G sont considérées comme des fonctions isotropes définies
sur cet espace. Si g, et G sont considérées comme fonction d’une seule
variable (r ou p), la méme formule représente la transformation de Hankel
d’ordre n, et peut se généraliser, ainsi que la formule réciproque, & des
valeurs non entieres de n.

Le processus de montée le long de I'axe des =z, (il donne évidemment
la méme fonction isotrope le long de n’importe quel axe), se représente,
d’apres (1,3,3), en annulant la coordonnée u, de la transformée de Fourier
du covariogramme. Celle-ci G(p), ne dépend que de p. Or, en annulant
u, dans (1,4,2), on obtient simplement le méme p, considéré comme rayon
vecteur de I'espace & n — 1 dimensions. Par suite, le covariogramme
g.—, déduit de g, par montée d’ordre 1 a, dans son espace a n—.i
dimensions, une transformée de Fourier G(p), qui, en tant que fonction
de la variable p, ne se distingue pas de la transformée G(p) de g,
prise dans son espace & n dimensions.



LE SYMBOLISME TRANSITIF : 33

Ainsl, en schéma isotrope, une montée, ou une descente, d’ordre quelconque,
le long d'une droite, d'un plan... d'orientation quelconque, laisse invariante
la transformée de Fourier G(p) du cocariogramme. Nous écrirons :

4 A [——— T _— —_
(1,1,4) G(p) = Ipfn = Mpa8p- = 0 = V=18 n—pe

I’inversion de la transformation de Fourier donne immédiatement
I'expression du covariogramme obtenu par montée d’ordre &

- —~ « . l_l“”’.:“k) » 0 “_‘:_l\ A |
(ly-/l,D) gn—lc(r) = ”’r:—l:(’(P) = 2=r : /0 P 2 J{ﬂs‘ (-)-T'»'P")(I (P) dP

Cette formule donne la solution théorique du probléeme de montée et
descente en schéma isotrope, une fois connue la fonction G(p). Pour des-
cendre, 1l suflit naturellement de donner & £ une valeur entiére négative.
Comme les transformations de Hankel se généralisent aux indices non entiers
ou demi-entiers, on peut méme imaginer des montées ou descentes d’ordre
quelconque (non entier).

Plus généralement, la donnée de la fonction G(p) permet de définir
un clavier isotrope de covariogrammes g,(r), dépendant continiment d’un
parameétre A, définis par la relation

1=t
(1L46) &l =7Gle) = 2nr 2 [ o2 Glo)] ., (2mer) de.

l.e jeu du processus de montée et de descente permet de déerire tout le
clavier des g,, une montée d’ordre p, par exemple, faisant passer de

g, a g,_,, tandis que la transformée de Hankel

.85 = Ty @iy = Glp)

reste invariante. Notons bien que I'ordre de cette transformation doit étre
pris égal a I'indice A (la transformée de Fourier de g, doit étre prise dans
'espace & A dimensions auquel appartient g,). Si on effectue une trans-
formation d’indice a« quelconque, mais fixe, nous verrons que F,g, descend

quand g, monte, et réciproquement.

Etude directe de la montée. — Dans le cas d’une fonction isotrope
g.(r), les expressions directes (I,3,1) et (I1,3,2) des montées d’ordre 1 et 2
se mettent sous la forme suivante:

"\ gn"l(r) = 2./0.”5711 (» r? + xz) dx

( gn—olr) = 2 / g (VP o) e dp

0

(1,4,7)

L’expression de g,-, est obtenue en passant en coordonnées polaires
dans le plan des (z,, z,-,). Par le changement de variable

u=\yrt+ ¢
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on obtient immédiatement :

(1,4,8) Gn—ol(r) = 2= [ ug,(u) du.
On voit que la montée d’ordre 2 (et, plus généralement, toute montée d’ordre
pair) se ramene a une intégration ordinaire. L’opération réciproque, la
descente d’ordre pair, s’effectue au moyen de simples dérivations. Par
exemple, en dérivant (1,4,8) en r, on obtient I'expression de la descente

d'ordre 2:
1 d
(15479) gn(r) = = 5

gn—Z(r) .

o

Au contraire, les montées d’ordre impair sont des opérations plus
difficiles. La descente d’ordre 1, en particulier, ne peut pas s’exprimer i
Paide de dérivations élémentaires. Cette circonstance n’est pas fortuite.
Prenons, en effet, comme nouvelle variable

(1,4,10) y = r?

et considérons les g.(r) comme des fonctions g,(Vy) de cette nouvelle
variable.

Les deux équations (I,4,7) se mettent (inoyennant les changements de
variables ¢ =y 4 2% el ¢ =y + p?) sous la forme:

| alVa) = [ guly?)

(1,4,11) < Ve—y

[u-sl/i) == [ glV?) do.

Y

La deuxiéme expression est une simple intégration de g, (Vu), tandis
que la premiére se présente comme le produit de convolution

(14,12) g1(Vy) = g(Vy) + T(y)
de g,,(\/g) par la fonction T(y) définie comme suit :
-1
gT(y) =yl * poury <O
T(y) =0 pour y > Q.

Cette fonction T(y) apparait comme trés proche de I'opérateur Y L qui
2
représente, en théorie des distributions, l'intégration d’ordre 1 (Annexe
2
A)7). On a, en eflet,

Yy 0= Ty

Remplacer T(y) par Y, (y) dans le produit de convolution (I4,12)

1
2
reviendrait & remplacer la premiére intégrale de (I,4,11) par:

1 Y ~ dv
e 7 &alve) =

JRRCIIY

RS P S Zabd



¢'est-d-dire, pratiquement, a effectuer I'intégration de 0 a 'y, et non plus
de y & l'infini. Comme le produit d’un nombre pair d'intégrations d’ordre
1 . . , . _ , ,

-, est une integration d’ordre entier, il n’est pas étonnant que la montée

d’ordre pair conduise a des résultats simples. Introduisons alors les fonc-
tions (1) F,(y) définies par:

' l7—1
(1,4,13) SF‘A(’J) = ™ poury < 0
Fl(.l/) = O pOUI' y > O

I'(A) désignant la fonction eulérienne (Annexe B). On montre aisément
(Annexe A,7,1) que le produit de convolution de F, par F, est F,.,

(1,4,14) F, s F, = F.,.

Comme la montée d’ordre 1 se représente par le produit de convolution

hn l(\/I/ ‘/ﬁbt(\/.//

w"

o relation (1,4,14) permet d’écrire la montée d’ordre % sous la forme:

(1,4,15) guilVy) = e (Vy)

) l—

: /= X :
Pour k& =0, on retombe sur la fonction g, (vy) elle-méme (2), et pour Ak
entier pair on retombe sur des intégrations ordinaires. De méme, la des-
cente d’ordre &k s’obtient en changeant & en —k

grz"rl:(‘/?;) = 7— bn\‘/y k y)

r4

En effet, la montée d’ordre % effectuée sur un tel g, redonne bien g, ().
Enfin, la montée d’ordre p quelconque (entier ou non, positif ou néga-
tif) s’obtient en remplagant k& par w. Tous les covariogrammes g,,
appartenani a4 un méme clavier, tels que nous les avons définis en (I,4,6),
peuvent se déduire de I'un quelconque d’entre eux par des processus de
montée ou descente, représentés par des produits de convolution :

92

(1,4,16) a(Vy) = ?g,+u(x/y ) # Fu(y)

2

(1) En réalité, lorsque la partic réelie de 7 est négative ou nulle, F, est une distribution
d’ailleurs égale a la transposée de Y, définie en (A,5). Les relations que nous allons écrire
n'ont un sens, pour toutes les valeurs de 2, quesiles g, etles F; sont des distributions,
Dans les applications, les valeurs de 2 sont telles qu’elles conservent leurs sens si g, et Fy
sont des fonctions.

(2) Fy est la distribution de Dirac 8 (Annexe A, 5).

(3) Car F_E*F_,f_z F, = 3.
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ou, en revenant a des notations explicites :

R P S L
1417 slVy === [TgVow —y)
"g)
Enfin, réintroduisant la variable primitive r* = y, et changeant ¢ en u,
nous trouvons I'expression de la montée d’ordre u sous la forme suivante :

]| <

w|E

i dy. I

B
2

73

1418 60) == [T @ —m T wde

Dans un processus de descente (u négatif), il pourrait arriver qu’unc
intégrale telle que (1,4,18) soit divergente (au sens usuel). On pourra.
en général, éviter le recours a la théorie des distributions en descendant
d’abord d’un entier 2k > u, opération qui n’introduit que des dérivations
ordinaires, el en effectuant ensuite la montée d’ordre positif 2k — .

Par exemple, la montée d’ordre 1:

gua(r) = 2 /‘” g.(u) V‘u— du

. w2
admet comme réciproque la descente d’ordre 1 :

(1,4,19) galr)y = —-= /m gy (u) __du

T Jr V/’uz — r2
Une telle relation s’interpréte comme une descente d’ordre 2. qui conduit,
» q )

selon (1,4,9) & g,4; =—é_c—ug,’,_1(u), suivie d’une remontée d’ordre 1.
i

Choix d’un clavier isotrope. — Les opérations effectuées ci-dessus ont
un caractére formel, et ne préjugent en rien de la capacité des covario-
grammes g, obtenus a représenter convenablement la variable régionalisée
correspondant & tel ou tel phénomeéne naturel. Seule, une connaissance
directe du phénoméne naturel lui-méme peut permettre d’en juger. Dans le
choix d’un « modéle » théorique de covariogramme, on ne devra pas seule-
ment chercher une interpolation aussi bonne que possible du covarlogramme
expérimental, construit par points discontinus selon les données disponibles.
On devra aussi attacher une extréme importance au comportement du
g(r) au voisinage de I'origine. Méme dans les cas oli ce comportement n’est
pas suffisamment mis en évidence par les données expérimentales, on pourra,
en général, avoir des notions a priori assez précises sur sa nature analytique,
grace aux connaissances qualitatives que 'on pourra posséder, par ailleurs,
sur le phénomeéne représenté. Naturellement, en pareille matiere, I'expérience
reste juge souverain et pourra seule décider si tel ou tel type de comporte-
ment convient bien & tel ou tel type de variable.




LE SYMBOLISME TRANSITIF 37

Cependant, les covariogrammes utilisés decront towjours étre de type
positif. Cette condition est impérative, si I'on ne veut pas s’exposer a tom-
ber un jour sur une variance d’estimation négative. A cet égard, il est impor-
tant de noter que, pour que tous les covariogrammes g, d’un clavier isotrope
soient de type positif, il suffit qu’un seul d’entre eux le sott. Cela résulte immé-
diatement de la relation (1,4,4) et du théoréme de Bochner (Annexe A,9,1).
Pour qu'un g, soit de type positif, il faut et il suffit que sa transformée
de Fourier G(p), prise dans son espace a » dimensions soit une fonction
non négative (plus généralement, une mesure positive). Comme tous les
gy ont méme transformeée G(p), dans leurs espaces respectifs & u dimensions,

ils sont tous de type positif si un seul d’entre eux I'est.

5. — Clavier réciproque et groupe de Hankel.

L’opération de montée d’ordre u, telle qu'elle est définie en (1,4,18),
peul ¢étre symbolisée par un opérateur M. Par définition (1,4,18) s’écrit
alors :

[ — N\
(lv‘),1) 8 = l\lp.g).+p,‘

Mais cette méme opération peut également s’exprimer, a I'aide de (1,4,6
I " b b ] b

grice aux transformations de Hankel 7, qui sont ainsi en relation étroite

avec les M,. La relation (1,4,6) se symbolise par les deux équations sui-

p
vantes:
5(" = J’):F.u g).+p.
g, = FG
Il en résulte la relation:
(11572) &, = ’Ci).g'):*‘p. 8itur

En comparant (1,5,1) et (I,5,2) nous obtenons une relation entre opérateurs :

-

2+ w

\

[
d

Tl

T

que nous écrirons, en changeant A en o et p en B —«, sous la forme
suivante:

(1,5,3) My, = FoFy.

Le produit des transformations de Hankel d’ordre a« et £ est égal a
la montée d’ordre B — a. Il faut bien préciser que I'opérateur F,i¥y,
agissant sur une fonction f, représente ce que I'on obtient en effectuant
en premier lieu Fg, f, et en faisant agir ensuite F, sur le résultat obtenu.

Pour « = £, en particulier, on obtient:

(1,5,4) My = FoFe.

MATHERON. 3
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Comme la montée d'ordre zéro est I'opérateur unite (Myf =f), cette
relation traduit simplement la réciprocité de la transformation de Hankel 7,.
Considérons maintenant G = &, g, comme I'élément G, d’un nouveau
clavier, que nous appellerons clavier réciproque des g,. 1.°élément général G,

o

de ce clavier s'obtient, par définition. en effectuant la montée d’ordre — u
sur  Gg.
(1,5,5) G, = M_,G,.

Dans ces conditions, faisons agir les deux membres de (1,5,3) sur G,

A gauche, nous obtenons G,_4, dapres (I,5,5). A droite, nous pouvons
remplacer ¥4 G, par gy, dapres (1.4.6). Il vient ainsi:

(19376) ('1—:ﬁ = ;ngb'
En multipliant & gauche les deux membres de (1,5,6) par J,, on obtient
encore :

soit, en changeant les notations

(17577) 88 = 17'1(13.

Les deux relations réciproques (I,5,6) et (1,5,7) associent étroitement les
deux claviers g et G. On peut les établir directement par le calcul,
en utilisant la formule (A,8,30) de ’Annexe A, donnant la transformée de
Hankel de la fonction Besselienne r-*J,(r). Elles justifient le nom de
claviers réciproques. De (I,5,6), par exemple, on déduit qu’une montée
d’ordre A effectuée sur gy, qui a pour effet de changer £ en —2A,
a pour réciproque, o restant constant, une descente de méme ordre A
effectuée sur G,-4, qui devient Gggy,).

REMARQUE. — Le clavier réciproque des G, ne convient pas nécessai-
rement & la représentation d’un phénomeéne réel. Par exemple, si les g,
sont de type positif, il n’en résulte nullement que les G, le soient égalemenﬁ.
Nous en verrons des exemples. Pour que les deux claviers réciproques g,
et G, soient tous deux de type positif, il est nécessaire et suffisant, d’apres
le théoreme de Bochner (Annexe A,9,1) que I'un au moins des g, et I'un au
moins des G, soient des fonctions non négatives ou des mesures positives.
Nous verrons également, dans le chapitre suivant, des exemples de claviers
vérifiant cette condition.

Le groupe de Hankel. — D’un point de vue purement formel (c’est-a-dire
sans se préoccuper de la nature des fonctions ou des distributions sur les-
quelles agissent les opérateurs introduits symboliquement) il est intéres-
sant de préciser la structure algébrique de I'ensemble de transformations
constitué par les montées, les descentes ,et les transformations de Hankel.

-
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Nous allons voir que cet ensemble est un groupe, que nous appellerons le
groupe de Hankel.

Considérons d’abord I'ensemble des montées M,. Le produit de deux
montées est une montée, d’aprés (I,1.14), et on a:

(1,5.8) MM, = M., = MM,

de sorte que le produit, évidemment associatif, est, de plus, commutatif.
Il existe un élément unité, la montée d’ordre 0, M, et chaque élément M,
a un inverse M_.

(1.5,9) M M_, = M,.

Ainsi, 'ensemble des montées constitue un groupe, d’ailleurs abélien
(commmutatif).

Considérons maintenant I'ensemble H constitué par le groupe des
montées, el les transformations de Hankel 7. Le produit de deux montées
esl une montée, selon (1,5,8). Le produit de deux transformations de Hankel
est une montée, d’aprés (1,5,3).

Multiplions cette dernicre relation i droite par F,. Il vient:

N[,’i—a‘ 4= Sy

De méme (le produit ¢étant évidemment associatif) multiplions & gauche
par F,. Il vient:
;"11\11{1—1 = ”’5.

En changeant les notations, ces deux relations s’écrivent :

g M- = Fp.+};
'/7 M = Fyty-

(1,5,10)

Elles montrent que le produit d’une montée et d’unc transformation de
Hankel est une transformation de Hankel. Ainsi le produit de deux éléments
de H est un élément de H. D’autre part, il existe un élément neutre My,
et chaque élément a un inverse:

g I_ 5 = M,
! F = M,

C..l/

H est donc bien un groupe, le groupe de Hankel.

Comparons ce groupe au groupe des translations-symétries sur la droite
ceuclidienne. Désignons par S, la symétrie autour du point d’abscisse B8,
et par T, la translation de — « (translation vers la gauche). Les propriétés
géométriques élémentaires bien connues de ce groupe donnent les regles
de calcul suivantes:

TzT{$ = T7.+{1
S5y = Te,
( S,Ty = Sury
T—;jSa = Sz+:-$

(1,5,11)
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Si T'on établit une correspondance (application bijective) entre S, et 7,
et entre Ty et Mg, on voit que les regles (1.5.11) ne different pas de (1.5.5).
(1,5,3) et (1,5.10).

Ainsi le groupe de Hankel est isomorphe au groupe des symétries-translations
sur la droite euclidienne. Dans cet 1somorphisme, les transformations de
Hankel correspondent aux svmétries, et les montées aux translations. Si
le groupe de Hankel est considéré comme opérant sur I'axe des dimensions,
une montée M, s’interpréte commme une translation — A (vers la gauche)
le long de cet axe, et une transformation de Hankel F, comme une symé-

- . 04 L. .
trie autour du point 5 de cet axe, svmétrie avant pour effet de faire

-~

passer d’un clavier & son réciproque.



CHAPITRE 11

EXEMPLES DE CLAVIERS ISOTROPES

SOMMAIRE

Ce chapitre est une simple application de la montée isotrope a des claciers parti-
culters, qui peuvent étre utilisés en pratique. Mais son objet principal est de mettre
en écidence le phénoméne de régularisation & la montée. Dans Uétude du comportement
d’un covartogramme g(r) aw voisinage de Uorigine, on distingue une partie régulicre

(série enticre paire Xa,r*) et une partie irrc¢gulicre, de la forme \, a,rt (u dif-

b

férent d’un entier pair). Sur chacun des exemples étudiés, on montre que la montée
peut se faire terme & terme sur la partie irrégulicre, selon la regle

- .
M, <— 2 > re=z?] <—— ;L—T—-)f> reta
: ») 9

. . 2\ .
a condition de remplacer ]‘(— —l‘)~>r-‘ par un terme en r¥ log r lorsque u est

-

un entier pair 2k. La série logarithmique: logr > nr—-> —=zrtlogr—> ...
obtenue par montées successives d’ordre 1, est fondamentale pour les applica-
tions.

Cette régle de montée terme a terme sur la partie irréguli¢re s’applique a tous les
covartogrammes usuels, mais ne donne le résultat qu’a une série entiére prés. Celle-ci
ne peut étre déterminée que par une étude directe de chaque g(r) particulier.

La démonstration de la validité générale de cette régle ne sera donnée que dans
le chapitre suivant. Nous nous contentons ict de la retrouver sur chacun des claviers
étudiés : claviers de Bessel (par. 1), de Gauss (par. 2) de Laguerre (par. 3), claviers
hypergéométriques (par. 4) et sphériques (par. 5).

Bien que de nombreuz calculs aient été renvoyés en Annexe, ce chapitre reste
de lecture difficile. 1l n’est pas utile d’avoir approfondi chacun des exrmples traités
pour passer aux chapitres suivants. Néanmoins, en raison de l'importance de la
régularisation a la montée, et de la régle de montée terme a terme, et aussi pour que
le lecteur se persuade que la montée n’est pas une opération élémentaire, nous conseillons
de lire au moins le sous-paragraphe 1.2 (claviers de Bessel de 2¢ espéce) avant de
passer au chapitre II1.
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1. — Les claviers de Bessel.

Nous traiterons rapidement le clavier de premiere espéce, peu important
pour les applications, et beaucoup plus en détail le clavier de deuxiéme
espéce, dont I'importance est trés grande aussi bien pour les applications
que pour la théorie de I'estimation (chap. 1v).

1.-1. — Le clavier de Bessel de Premiére espéce. — Prenons, dans I'espace
a n dimensions, un covariogramme g, (r) défini par:

(11,1,1) galr) = (er)= Jy(er)

¢ étant une constante, et J, la fonction de Bessel d’indice p (Annexe C-1).
11 a pour transformée de Hankel d’ordre 2 selon la formule (A-8,30) de
PAnnexe A:

n n
o . Y- o

La montée d’ordre A s’effectue, selon (1,4,5) en appliquant & G la trans-
formation d’ordre n — A. Par application de (A,8,29) de ’Annexe A,

on obtient:
L_y

(IL1,2)  guy =Ty G=C 2w (o) 3, e

(34 ‘\

Ainsi, & un facteur constant prés, la montée d’ordre A se manifeste par le

changement de I'indice p en p — % L’application de la définition directe

(1,4,18), de son cdté, conduit a Pexpression :

(IL,1,3) Sn— 'E f ga(u) (u2 —r?)?2 —ludu.
< )

En égalant (II,1,2) et (I,1,3), on retrouve une intégrale classique de
Sonine :

/ (cr) ”J (cr) (u? —rz) Tudu =

Le clavier de Bessel de premiére espéce est bien de type positif, puisque ses
. 4m? \ P e .
transformées sont de la forme (1 —— p2> , donc positive. Ses covario-
¢
grammes, qui sont tous des séries entiéres paires, sont cependant beaucoup

trop réguliers a l'origine pour étre utiles dans les applications.
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. . . . . . / ,-2 o
Le clavier réciproque est constitue de fonctions de la forme ('1 ———;)\ .
a-‘ /

J

sur lesquelles la montée dordre 7 se manifeste par le changement de
A . . C = . .
woen u- 5 conformément i la régle (1,5,6). Mais ces fonctions ne sont

pas de type positif, car leurs transformées, qui sont les p~* J,,, prennent
des valeurs négatives. Elles ne peuvent donc pas servir de covariogramme.

1.-9. — Le clavier de Bessel de 2¢ espéce. — Les fonctions de Bessel
modifiées de 2¢ espece, prises sous la forme a*K_ () (voir Annexe C.2),
sont beaucoup mieux adaptées aux usages pratiqlies. Toujours positives,
ot décroissant a I'infini comme des exponentielles, clles présentent a I'origine
une gamme de comportements extrémement variés.

Prenons comme covariogramme de départ, dans un espace a » dimen-
sions, la fonetion

(11,1,4) g.(r) = evrt_ (er).

Elle a pour transformée de Hankel d’ordre n, dapres (A,8,30), la
fonction :

It
9
<

(1L15) o) = 2o memf el (4 + u) !
24 o o+
1 | /“T“ 2
(1+7%)

Pour effectuer la montée d'ordre A, on doit, selon (1,4,5) calculer F,_, G,

ce qui se fait aisément & I"aide de la formule (A,8,27) de PAnnexe A. On
obtient :

el

(Ilv1~6) gn—)\(r) =
Ainsi, au facteur ( Tc)? ¢~ pres, la montée d’ordre h s’effectue en remplagant,
dans (111,4), Vindice u par w -+ _3-

Par exemple, prenohs w = 0. On obtient, comme point de départ, la

fonction K, dont le développement est donné en (§2,4). Par des montées
d’ordre 1 effectuées successivement, on décrit la gamme suivante :

gn - KO (Cr)
o o
. e -\—C_—\/cr I\_%(cr) = p e~
(111177) \ gn"'-)- —_ _2(“—72-: (cr) I("l (C")
3
| (27‘5) 2 % )2
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Ainsi, a g, = K,, dont le comportement a l'origine est logarithmique,
succede g,_,, qui est I'exponentielle, linéaire a I'origine, puis g,_,, qui
est en r?log r etc..

Plus généralement, la formule (I1,1,6) permet de saisir sur le vif le
processus de régularisation & la montée. Le développement de g, est donné,
dans le cas général (u non entier) par la formule (6,2,3) de I'Annexe C.
11 comporte une partie réguliére, qui est une série entiére paire en r2k,
et une partie irréguliere comportant des termes en r2¢+2k - La partie régu;
liere ne doit pas ¢tre prise en considération. Si elle existait seule, le covario-
gramme, indéfiniment dérivable a l'origine, ne pourrait décrire qu’une
variable f(z) elle-méme indéfiniment dérivable. C'est donc la partie irré-
guliere, scule, qui représente le comportement de la variable f(z), et son
aventure a la montée doit mettre en évidence le phénomeéne de régularisa-
tion. Considérons, d’abord, le terme le plus irrégulier, qui est en r2*(k = 0).
I1 est égal a:

2-1-0 e

T(L + y) sin pr

La montée d’ordre » donne g, par la formule (I1,1,6). Si w + )_2‘

— (cr)?*

n’est pas non plus un entier, le méme développement (G,2,3) nous donne son
terme le plus irrégulier. Il est en r2%+* et a pour expression exacte:

. S
(cr)2u+t 2-1-1 =

“ F(i 4+ + 73) sinKp‘ + —%>n

En comparant ces deux expressions, on obtient la régle suivante:
. A . . .
Si p et p-+ - e sont ni I'un ni lautre des entiers, un terme en r2*

donne, a la montée d’ordre A, un terme en ree+) - selon la formule :

(1118 Myree — 2 — L g SinpT gy
F(i + w —f——)i) sin<y. + —)\—>r
2 2

On vérifie facilement, & aide du développement (C,2,3) que cette régle
(11,1,8) ne s’applique pas seulement au terme le plus irrégulier, mais au
terme général de la partie irréguliére (il suffit de remplacer 2u par 2u + 2k).
Ainsi la montée peut s'effectuer terme a terme sur la partie irréguliére. Par
contre, la partie réguliére ne peut pas étre manipulée de maniere aussi
simple, mais, comme nous I'avons vu, elle ne présente aucune importance
dans I’étude du comportement & I'origine. On remarquera, d’ailleurs, que
si on prend 2u = 2k entier pair, et A quelconque, le deuxiéme membre
de (11,1,8) s’annule. Et, en effet, un terme « régulier » en r? ne peut pas
donner, a la montée, de terme irrégulier en r2k+} On conclut que la montée
sur r2* n’est donnée, par (I1,1,8), qu’d une série entiére paire prés, dont I'ex-
pression exacte nous est d’ailleurs indifférente.
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(WA}

Changeant . en . et utilisant la formule des compléments (B. 6),

Lo [';:

e

nous mettons la regle (I1.1,8) sous la forme plus simple suivante :

(I1,1,9) M)_F<—%->r-”' =2 F<— = ; )‘>r!’"f'3~.

11 reste a examiner les cas d’exceptions, qui apparaissent lorsque, dans
. A . - .
(I1,1,4), p ou w -+ - estun entier. Si w est un entier m, le terme le

plus irrégulier de g, est en z*" log z. Son expression exacte est donnée
par le développement (C,2,9), soit, en prenant la constante ¢ égale & I'unité:
9)—m

(_ 1)ln+l T pmgor
m! °

de méme, si p + - est un entier p, le terme le plus irrégulier de g,
est -

/ Y—p
— L (D) 2 20 oo r
(— 1yr+1 (2m) - log r.
p!
Prenons, par exemple, les autres cas se traitant de maniere analogue,

. A . <1 .
w quelconque (non entier) et w 4- — = p entier, ¢’est-a-dire une montée

d’ordre: 2
A= 2(p— ).
Nous obtenons:
271U x )= Ut h—U.
_ I\I 2!"' - = {(— 1 "‘*'1 o p2p l
4 I'(1 + @) sin'pxw ( ) p! reelogr

Utilisons & nouveau la formule des compléments, et changeons p en £,
: ) ) _ 2
La regle (I1,1,9) est remplacée par la suivante:

\ —_— 141 _’_
\ M, T <— %) PU = Lﬂ%)it 27 2 2 log r
/ p!

A=2p—u

(11,1,10)

Les autres cas se traitent de maniére semblable. La régle (I1,1,9) reste
valable dans tous les cas, a condition de remplacer I‘<—— %) r* par
(— 1)r+l —2—' r2r log r lorsque o = 2p est un entier pair. Nous poserons

p

donc une régle d’équivalence, que nous écrirons symboliquement :
2
(11,1.11) P(—- ]))7‘2['5(—1)’74'1’7—!‘ ran ]Og r.

Ainsi complétée, la regle (I1,1,9) s’applique dans tous les cas. On vérifie
facilement qu’elle permet d’effectuer la montée terme & terme surla partie
irréguliere de g,.



46 LES REPRESENTATIONS TRANSITIVES
La formule (I1.1,11) peut se retrouver par un raisonnement plus rapide.
La regle (I1,1,9) donne, en effet, la montée de F(— : >r“- a4 une série

entiére paire prés. Toujours a une série entiére prés, (r* — r?’) monte de
la méme maniére que r* lui-méme. Cherchons la limite de

(= & )i —

lorsque u tend vers I'entier pair 2p. Posons:

w=2p - 2e.

1‘<_ I ) o F . (=1lpiz
F<1+'%>smPL§ (p=1+c¢)sinen

:,(_ 1)”_“[1 _(P__“{”“ D
ep ! T(p+1)

de méme, on a:
rt— i = (2elogr 4+ ---).

Lorsque ¢ lend vers O, on obtient la limite cherchée, qui coincide
avee (I1,1,11)

oY S U p2pl o, (___1)_,': 2p
l< 2>[r rer| o 2rer Jog r.

Dans les applications, on aura a effectuer des montées successives
d’ordre 1. On obtiendra soit la séquence normale (u non entier)

F(—~E’-’>r¥’-—>\/7_rl"<—ﬁ—1>rl’-+1-«>
2 2

soit, le plus souvent, la série exceptionnelle (. entier), qui fait alterner les
termes impairs r**~1 et les termes logarithmiques r2* log r. En raison de
son importance, nous I’écrirons explicitement:

"logr—>mr——mnrtlogr

T2kl _,

2k + 1

: 2k —
(114.12) - p2h=1 5 __ Q1-2k ((k ')) r2k log r —

. _T
(2k+ ) k+1

lreilogr — = r2ki2 Jog r—= .. .
La régle de montée terme a terme sur la partie irréguliére, et les séquences
obtenues pour le clavier de Bessel, se retrouvent identiquement pour tous
les autres claviers étudiés dans ce chapitre, et nous montrerons au chapitre
suivant qu’elles ont une portée générale. On n’oubliera pas, cependant,
qu’elle ne donne le résultat qu’a une série entiére paire prés. La partie
réguliére d’'un covariogramme, sans importance pour le comportement
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de la variable régionalisée, ni, nous le verrons, pour le calcul d'une variance
d’estimation, est néanmoins indispensable si 'on veul construire graphi-
quement g,—,, pour le comparer par exemple & une courbe expérimentale.
Elle ne peut ¢tre obtenue que par étude directe de chaque covariogramme
particulier, et il n’existe pas, & son sujet, de régle générale simple.

Clavier réciproque. — Le clavier réciproque, construit sur le G(z) de

la formule (11,1,5) est du type (T—1—0)’
- )
en —% Comme G(p) est positif, le théoréeme de Bochner de I'Annexe

a

La montée d’ordre u change 2

A,9,1 montre que le clavier de Bessel est de type positif, conune il se doit.
Inversement, les fonctions z*K, sont positives, de sorte que le clavier
réciproque est, lui aussi, de type positif. Mais ce clavier réciproque, trop
régulier & Iorigine, et décroissant trop lentement i Pinfini, ne peut convenir
aux applications pratiques.

REMARQUE. — Si nous comparons le résultat (11,1,6) de la montée dans

le clavier de Bessel avee la définition directe (1,4,18) qui s’¢éerit

» )_)

(L1.13) g, :zi-)] g () (12— 132 udu

nous obtenons les relations remarquables suivantes (1) :
(11.1,14)
-

: n :
b -‘f)- B 2 2 CI i 3 L
K . (er) = ~——— / (cw)? Koy (cu)(@? — 1) % wdu.

—!J-*'(j; )\ Or
(3

Changement u« e¢n r¢, nous obtenons le résultal équivalent

(11,1,15)

(cr)

. 1,__):.4 N .
w A ¢ 2 utn  ® . Aoy
(ery *K_, 5 (er)= 2 (;")__ / orK_(eor) (2 — 1) % ey
! 2 (= 1
(2)
Si nous faisons @ = —% et ¢ =1, dans cette derniere relation. nous

obtenons, compte tenu de (C,2,0):

2 ym -t

(ILL16) r= Ky(r) = —— / er(e? — 1)
F<Q + V) 71

avec, comme cas particulier, I'expression (C,2,9) de K,.

(1) On comparera avec les résultats analogues obtenus par GUELFAND (op. eit.} pour les
fonctions de premiére espéce J» et I'intégration d’ordre non entier.
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2. — Clavier et représentation de Gauss.

Le clavier de Gauss est défini a partir de 'exponentielle

(II~2~1) gn(") = ¢~V = p—alr} e T

C'est le seul clavier isotrope présentant. &4 la montée, I'effet rectangulaire a
'état pur. Le g,(r) a pour transformée de Iourier, d’apres (A,8,20), la
fonction :

— ? —_——2
(11,2.2) G(p)z:'v,lg":(»l) e @

qui est elle-méme une exponentielle gaussienne : en particulier, nous voyons
que le clavier de Gauss et son réciproque sont de type positif. La montée
d’ordre A s’obtient en effectuant la transformation de Hankel d’ordre
n—Ax  On trouve:

(11’2’3) gn—l(r) = :711—). G = <£> * e,

a

Ainsi la montée d’ordre A se traduit par une simple multiplication par le
7

facteur <—7E > o
a

Ce clavier est trop régulier & I'origine pour étre utile dans les applica-
tions pratiques. Mais Pexpression (I1,2,3) remarquablement simple de la
montée peut étre utilisée, indirectement, par I'intermédiaire des représen-
tations de Gauss. Supposons que I'élément g, d’un clavier admette une
représentation intégrale de la forme:

ga(ry = /0 e~ f(u) du.

Dans ce cas, la montée d’ordre A se met, d’aprés (I1,2,3), sous la forme
suivante, qui est aussi une représentation gaussienne :

2 he
(11,2,4) Zas(r) == ? f et (1) g
0 L2
De méme, la transformation de Hankel d’ordre « donnera:

P-4 » _ TP _gil
(1125) . Gug,, == ? / e v u ? flu)du
0

2
: 7
soit, en changeant u en —

u

L+ o ot 2
(11,2’6) g}agn_)‘ B 2 +2 / e-usy 2 2f <T.C~> du
0



EXEMPLES DE CLAVIERS ISOTROPES 49
ce qui est encore une représentation de Gauss. Si f(n) est une fonction
non négative, le clavier défim en (11,2,

4
1
tous deux de type positif.

) et son réciproque (I1.2.6) seront

EXEMPLE : :
A titre d’application, prenons, dans (I1.2,4) la fonction
(11.2,7) fluy = S0y
2 1 e U,")— e—cell
o I'(3)
avec des constantes ¢ et {2 arbitraires. En appliquant (B, 1), on trouve:
c2p-1
\ gll(r) - (r?_ + (:2):.5
(I,2,8)

3
‘ ) °F<'rj_——2> c28-1
grl—}.(") = wH?

B L
(7‘2 _+_ (32) 2
Prenons la transformée de Hankel d’ordre 1 de g,. On a directement,
d’aprés (A,8,27):

- [y
.0 = -
F18n ~

et, sous la forme (I1,2,5)

' -—-uDi-fE 1
251 / ' n :
c? e du.
() 1

O

Egalons ces deux expressions, en posant p = f —

%- et 2rc="56. On
obtient :

‘ 9-1-u [~ b2\ du
(1129) (b} Koylbp) = % 27175 [ exp (— u,pz—@> —

On retrouve ainsi la représentation de Sonine-Schldfli des fonctions de
Bessel modifiées de deuxieme espeéce (C, 2,8).

3. — Le Clavier de Laguerre.

3.-1. — Clavier de Laguerre de premiére espéce. — Le clavier de
Laguerre de premiere espece est défini a partir du covariogramme :

(11,3,1)

r S .
gar) =F(a, vy, —r?) = [(a) F((?— ) /o e~ ur-l (1 —u)v-2-1 du

La fonction de Laguerre F(«, y, x) et sa représentation intégrale sont
données en Annexe D, formules (D,1) et (D,3). Le covariogramme g,
étant sous la forme d’une représentation de Gauss, est de type positif,
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et la formule (II,2.4) permet d’écrire immédiatement I’expression de la

montée d’ordre A
(11’3'2) gn—).(r) = F( /) 2

’ [‘<.1, %) [(«)

Ainsi, la montée d’ordre » s’effectue. a un facteur pres, en changeant
) A . T
o et v en a—; et T Ce clavier est cependant trop régulier
a Porigine pour étre utilisé dans les applications.
Le clavier réciproque, lui aussi de type positif, présente a 'origine une
gamme de comportements beaucoup plus intéressante. On 1'obtient en

prenant la transformée de Hankel d’ordre p de (I1,3,1), soit selon (11,2,5):

[
o~

(11,3,3)
/ u I'(+) 1 _202> P
N AN wp [ — TP, 2 1 — pyr—2-1¢
\, ud () T(v — o) Vo op < i . ( u) au
) u. N
NG - syt Y
= z* 'Xp (— u=2?)u — fyy-=z-1
, (@) T~ — a) /1 exp (— u=*?)u (n ) du

3.-2. — Le Clavier de Laguerre de 2¢ espéce. — Le clavier de Laguerre
de 2¢ espece est le réciproque du précédent. Nous le définirons, en modifiant
légérement les notations de (II,3,3), & partir du covariogramme.

11.3.4 o = . ® —uc2re,,a—1 — yy-2-1 )
( ’37 ‘) bn(r) ]1(\{ a)./lv 4 u (u 1) du

L.a montée s’ecffectue facilement, puisque g, est sous la forme d’une
représentation de Gauss:

;

-2 c—). » r—1—-2
1 o . - - —rnie'r2 2 (17 v—o—1 )
( 1’375) 5n /.(P) F( ) /; e u (ll — 1) du

«‘f o),

En comparant avec les formules (D,7) et (D,8) de ’Annexe D, on met
en évidence la partie réguliére et-la partie irréguliére de ce covariogramme.
On trouve:

;,'._
'I gn_} p— zz C_)‘ L<a —-._)\_, .Y __l’ 62r2>

2 2
' > |
mr(1+2 \’ A A o s
(111376) ! :_(,_,_ A - F 1_27Y—§"———Cr“
F<1+7_g> ,
S T
l +"CT(C"‘2)1+2 ‘F<1—Y+a,2+%—'{,—c2r2>
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1o~

‘et on voit quau facteur pres =2c¢*, la montée s'effectue simplement

I8 IR . .
en remplagant o el v par x—-- el v —- dans la fonction

-) ,
IJ (1, \‘r’, sz'g). = -
En particulier, selon la formule (D,11), la montée d ordre

A= 2x— 1)

donne le résultat simple

(“37) Tt = —2-1 02(1"7'\((;2!‘2)1—‘.' e— it

Ainsi, le clavier tout entier peut étre engendré par des montées effectuées
sur  (¢2r?)*=7 exp(— ¢¥?). On vérifiera facilement que la montée d’ordre
A — 2(x — 1), effectuée sur cette fonction, donne de g,_, une deuxieme
expression, qui n’est autre que la représentation intégrale (D,10), et permet,
de retrouver la formule (DY) de transformation des fonctions L.

On peut voir aussi, sur la formule (11.3,6), que la régle de montée terme
a Lerme, pour la partie irréguliere, et la formule (11,1,9) s’appliquent
exactement. Cette vérification est particulicrement facile dans le cas parti-
cuhier v

a— 1 =0 (clavier (ntégro-erponentiel). i partie irrégulicre
se réduit alors, en effet, selon (D13), au terme unique: '

7 2
. i )\ —
=20 (0 — 2 ey
& 5 (¢2r?)

-

I.a séquence logarithmique (I1,1,12) se retrouve également, a Paide
des développements (D,14) ou (D,15), correspondant au casoil 1 — v = p
est un entier.

4. — Les claviers hypergéométriques.

3.-1. — Les claviers hypergéométriques de 17¢ espéce. — On définit
un clavier de premiere espeéce en prenant, comme covariogramme de
départ :

(Ila4~1) gn(r) = F(d, B? Yy — 7'2).

La fonction F(«, B, v, z) est définie par la formule (E,1,1) de’Annexe E.
Utilisant la représentation intégrale (E,1,4), on obtient:

142) &) = Farpiog [, w0 — w2 + o2 du

C’est une représentation de g.(r) au moyen de la fonction (1 + r2u)=<,
fonction de type positif, en tant que transformée de Hankel d’une fonction
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de Bessel du type r*K_,. Le clavier engendré par g, sera donc, lui aussi,

de type positif. Par ailleurs, on vérific facilement que la montée de

(1 + rPu)-~
s’eflectue selon la formule:
I’<a AN
2 Ty _ 2 Ay
(1,4,3) M, (I — w7 == = I )" T: (1= w2
«

En échangeant les symboles d’intégration et de montée, on en déduit,

Pexpression de la montée du g, défini en (11,4,2).

’ F<B z>P a_—_‘A_)
(IL4,4) g, ,(r):ﬁ“r<;(:)3> 1“(:3)z (1‘(01)‘z

Ainsi, & un facteur prés, la montée s'effectue en remplacant «, 8 et v
par o ——2 v B —%: et v —3

Le clavier hypergéométrique est trop régulier & origine pour étre utile.
Son réciprogue, qui n’est pas hvpergéométrique présente, au contraire,
des comportements trés variés a I'origine. Pour le définir, prenons la trans-
formée de Hankel d’ordre w de (I1,4,2). En appliquant la formule (A,8,27),

sous le signe somme, dans (I1,4,2), il vient:

Ty, = 42T (y) /mtu.—zv (0F — 1)Y=B-1 (pp) 1—§I{u (2mep) dv
#or Na) I = '

1 2

En faisant y = £, on retrouve le clavier de Bessel de 2¢ espéce, dont
(I1,4,5) constitue une généralisation.

4.-2. — Claviers hypergéométriques de 2¢ espéce. — On peut définir
plusieurs sortes de claviers de deuxiéme espéce. Celui que nous donnons
ci-dessous présente la particularité d’avoir une portée finie, que, pour sim-
plifier, nous prenons comme unité- de longueur. Tous les covariogrammes
g£.,—) seront identiquement nuls pour r > 1. Nous verrons, dans le chapitre
consacré a I’estimation, qu’a une portée finie sont liées des anomalies
inattendues, connues sous le nom de Zitterbewegung, et dont 'ampleur
peut étre considérable.

De méme que le clavier de Laguerre de deuxiéme espéce peut s’obtenir,
tout entier, par montées, a partir de la fonction r¥*-v exp(— r2), nous

ll
4
4

[
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définirons le clavier hypergéométrique de deuxiéme espece a partir de la
fonction :

‘ (2
. i ::3_‘1
(146 )80 T + 8

Y) )(.1 — )37 -2 pourr < |
T

pour r > 1

Effectuons la montée directe d’ordre v:

=7

i

- 1 v
Sy o & / it (1 — w)eY(u —r?) ? " du
) lewru*g 1) e
5

Posant w =1 — (1 — r?)e, il vient (étant entendu que g, . (r)=0

pour r > 1)

| <

-1

dv

v

S

/nl [1 — (1 — ,-2)0]'{—7.—1 (’B‘T(l — )

Comparons cette expression avee la représentation intégrale (E,1.%)

de Phypergéométrique (Annexe ). On obtient :

oty I'2— ) By 2
oy == 2 et = B
Wj ﬁ—y+6>
W1+“ n1+8 m1+ﬁ—v+§,«—ﬂ>

Afin de simplifier 'expression obtlenue, nous poserons

;g=71+2(1—[3)
v=»x+2(1 — B).

\

I1 vient alors :

(11,4,7)
| 8n (r) = (1_—"2)1—“’F(1+a'—”¥71 +B'—Y,2— Y,i——rz)
| by

2 '(2—1) i __r2)1—‘:+ 2
A
1«2_Y+§)

F<1+a—Y71+B—Y12

gn—)\(r) =

Y +—%7 1——I‘2>-

Prenant I’élément g, (r) comme élément de base, on voit que la montée
d'ordre A seffectue, 4 un facteur prés, en remplagant «, B, et y par
A A 2. D’autre part, la formule d’échange (E,2,3)

0.—--—2‘a B—‘—Z et Y — D)

MATHERON,

4
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de I'’Annexe E permet de séparer facilement la partie irréguliere de ces
covariogrammes. On trouve:

(11,4,8)
, Te—T(v+ 5 —a—t)
I I
sn—) — ! 7\ )\
\ T 1—a+-§>r<1—3+72_>
A . ) -
F(a_E,B—"Q»V*p+1 “’ ”iz'v \
, L T ~;)r<a+,e r—3)
2 S e84y
TR Rl Fa—l e — )
IS
F(v o v — & 1+y+-.~z-—a—y.r-)

Cette formule permet de retrouver immédiatement la régle de montée
terme & terme sur la partie irréguliere, et son expression précise par la
formule (I1,1,9). La séquence logarithmique (I}1,12) apparait dans le cas
on y—a— B est un entier, et peut s’étudier & I'aide des formules e
passage a la limite données en Annexe (E,2,4).

145"

Cas rARTICULIER : Montée pour r’.
Prenons, dans (I1,4,6), vy = 8. Ona:

-

. — p2G—z-1;
"y, = r<4 i

re—egt

et posons A =2 (B — a — 1). Les formules ci-dessus donnent la montée
d’ordre v pour la fonction r* (plus exactement, il s’agit de la fonction
égale @ r* pour r <1 e a O pour r> 1) sous la forme suivante:

(11,4,9)

—15 Y or -
R‘).Z_E_L__a'_.z__“___1_22}:‘[_l,_ Yor—rl
1;" F(Q_B)cg J F<1+l>( 7') 2 1*1+ 2 1 ’

v
Le raccord avec l'axe des r, en r =1, est d’ordre 5 La formule

d’échange, de son cOté, permet de séparer parties réguliéres et irrégulieres.
Elle donne:

_ 2
M, rh = 'rcv 2VF<1__V_,_L42r_V,1_R_j;_V,,2>,
2

(11,4,10)
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La partie irréguliere se réduit au terme monome que la régle générale
(11,1,9) faisait prévoir. De plus, la partie réguliere se trouve, clle aussi,
déterminée, mais elle ne concerne que la fonction particuliere introduite
ici (identiquement nulle pour r > 1).

Comme les montées d’ordre 2 se rameénent & des intégrations élémen-
taires, on aura surtout, dans les applications, a effectuer des montées d’ordre 1.
C’est. pourquoi nous allons étudier plus spécialement le cas v=1. Le
comportement au voisinage de la portée (r = 1) découle immédiatement
de (I1,4,9):

(Ila/‘vll) Allr)' = 2\/1—::_':2 F(’— ‘): ' '1, 'j:); y 1 — l‘2>-

l.e comporlement a origine est donné par (11.4,10), avee v =1

(11,4,12)

P ( ‘_:.*_,x>
: 2 . 2 8 2 9n) !
;\11,./. =y "‘\ rlie - _JI'_ _ \’1 :,,a_:.,,w-v .‘___‘(’_‘i'_l'_)_'_‘; r2n
P < A > 1 —n  —u2n—1—x2(n!)?
T 7 nol
‘)

Lorsque 7 est un entier pair positif, il est preférable dlutiliser la for-
mule (11,4.11) qui se réduil dans ce cas au produit d’un polynéme en re
par /1 2. Lecas de A== 2k —1 entier impair peul s’étudier & laide
des formules générales (1,2.4). 11 est plus simple d’effectuer le passage a
la limite directement sur (11,4,12).

On obtient sans difliculté:

(I,4,13)
k— ”. )
[ N0 N el
o ok A2k —n —d 22 n 12—k

n=1 n=J-+1

A . 9 e
(%{‘ﬂ_[glﬂn_;_{_%_;_:_%_..._l_ 2

L ) 3 T2k —1
1 1°
e — e,
l\ 2 kJ

On peut d’ailleurs, par des intégrations directes, obtenir des formules
tout intégrées. Par exemple, on a:

-

Vier: 1 | —
(11,4,14) Myr =2 / (rt 4+ u?)?du = V1—r2 4 r2log 1_’_T‘__r1__"_
Jo

Par intégration par parties, on obtient une formule de récurrence, qui
permet de calculer de proche en proche tous les M, 21

(I1,4,15) M2kl = 2¢1 — r? 4 (2k + 1)Mr2-L

Enfin, on calcule M,(r* log r) en dérivant (I1,4,12) en A et en faisant
% = 2k dans Dexpression obtenue. Le terme logarithmique disparait,
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puisque I' <—i)> est infini, et il reste:

(14.16) M, log r) = = 2 pimic 2
e T R (2k + 1)! (1 + 2k)
L S e 2nl) ,,
= (2n — 2k — 1) (n!)?
REMARQUE. — Pour des valeurs quelconques de «, B et vy, le clavier

hypergéométrique n’est pas de type positif, et ne peut pas étre utilisé
directement. Mais les formules de la montée pour r* peuvent servir &
effectuer, terme a terme, la montée sur un covariogramme, de type positif,
et de portée finie prise comme unité de longueur.

5. — Les claviers sphériques.

Dans lespace a p dimensions, considérons une sphere de diamétre
unité. Elle a pour volume

=

2-4 2

(11,5,1) v, =2t
r‘<1 +4)
2

Cherchons a déterminer le covariogramme géométrique K, =k * /Vc,
attaché a la variable k(z) égale & 1 dans la sphére, et & zéro a Pextérieur.
On sait que K,(r) représente la mesure de ’hypervolume & p dimensions
de Dintersection de cette sphere et de sa translatée dans une translation r
de direction quelconque. Au signe pres, la dérivée de K, représente la
mesure de I’hypersphére & w — 1 dimensions, qui constitue le contour
apparent de cette intersection. Nous avons donc:

Bt
— Kp(r) =V, (1 —r?) 2
et, en intégrant (compte tenu du fait que K,(1) = 0)
~1 g1
Ky(r) =V, | (1 —4F%) 2 dh

r

Ainsi, K, est un cas particulier du clavier hypergéométrique de deuxiéme
espece. Nous sommes d’ailleurs certains & priori que K, est de type positif,
a cause de sa signification géométrique méme. On obtient facilement les
deux expressions suivantes de K,:

p—1

/ K, (r) = _W_Bzﬂ It __,2)%4?!' F[%, 1 -{2— B 3 ‘gjf’ 1_,.2]
(11,52 r(*5)

. -
—V, — V. F[? Lo, 2 r2J-

Les constantes V, et V,_,, sont définies en (I1,5,1). Comme 1l est
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normal, K, (0) =V, estle volume de I'hyperspheére, et V,_; la mesure
de ]hvpersurface qu1 constitue le contour apparent de lhvpersphere

CAS PARTICULIERS. — Pour p = 3 (sphére ordinaire) on a un polynome.

- v iv e " ~ 1 3
(153) K(r) = = —Z 5+ 58 = ——4—rF<—2—,———1,—~2,r2>-

Pour u =2 (cas du cercle), on obtient:

(1154) K(r) = [Arc cos r—y/T—r2] = : < i ; gﬂ)

Enfin, pour p =1 (segment de longueur unité), on trouve:

(I155) Kk =1—h| =1—h F<—:12 L0, 2 h->

Chacun de ces covariogrammes engendre par montées et descentes
un clavier particulier, par exemple le clavier sphérique proprement dit
(w = 3), le clavier circulaire (u = 2) etc.. Pour p impair, les K,
sont des polyndomes, et la montée se fait sans dlfﬁcultc terme a terme. Si
w est un entier pair, on devra recourir a la formule (E,2,4). Par exemple,
le clavier circulaire (u = 2), défini par son élément:

7t 1 13 L\ 1 mof1 3 5
g(_,(r):m/'—rr(\——zy(),7)»r>—~33(1—r) I<~2,—-2,-2»1———r>
donne, par montée d’ordre 1

7 (1 3 5
gl =E (1 —rmPF(5, 5 3,1—r)

Ce covariogramme g,;(r) est celui des cordes du cercle de diamétre unité
(traversées horizontales). Par application de (E,2,4), il se met sous la forme:

(11,5,6)

2 + n)
Bl T T2t

) Trta)
1) ()
= (2logr+1—410g2 +_<

3T
O (2n) 1(2n — 2)! 0y, o
+ nln—1)! 2“[1+ +

iir(”“%>r<"’+%>[r(1+ n)

; 2
!gl("):g—*-[* — nln £ 1)

A

1=

=]

— 2logr |ritn

| bo

n=—2

2 2 2
+4log2—2— g — g2




CHAPITRE 111

REPRESENTATIONS TRANSITIVES
POUR LES DISTRIBUTIONS

SOMMAIRE

Ce chapitre genéralise aw cas des distributions les résullats obtenus pour les
variables régionalisées. Il n’est pas nécessaire & la compréhension du reste de Uoucrage,
(@ Uexception du chapitre X, consacré aux distributions aléatoires et & la théorie
intrinséque des distributions) et peut étre omis par les lecteurs qui ne connaissent
pas la théoric des distributions. Les principes de cetlc théoric ont été cependant
résumés, & leur intention, de maniére aussi simple que possible, dans U:nnexe A\
de cet ouvrage. Nous leur conselllerons donc, le cas échéant, de parcourtr cetle AAnnerc
avant de lire le chapitre I111.

Le paragraphe 1 étend sans difficulté awx distributions a support (champ géo-
métrique) borné le formalisme transitif. La régularisée d’une distribution T par
une fonction suffisamment réguliére o est unc fonction o T, qui représente une

opération de prélévement. Le covariogramme g=T % T dela distribution se régularise
par le covariogramme de la fonction a. g est une distribution de type posuif. 11
monte en méme temps que T elle-méme. L’effet de pépite peut sc représenter a Uaide
d’une mesure de Dirac €3(h) ajoutée @ un covariogramme continu.

Le paragraphe 2 définit les montées et descentes pour les distributions tempérées
isotropes @ support quelconque. De lecture plus difficile que le paragraphe 1, il dégage
la conclusion que les opérations de montée et descente n’agissent pas sur les distri-
butions elles-mémes, mais seulement sur les classes d’équivalence analytique: le
résultat de la montée n’est défini qu’a une série entiére paire prés, et cela justific la
regle de montée terme & terme, pour la partic irréguliére, régle rencontrée au chapitre
précédent.

Le paragraphe 3 applique les résultats obtenus & la distribution r*, et établit

2
la validité générale de la regle M, <——%)ri‘ =n? I‘(—x—i—if> it

- -

1. — Le symbolisme transitif pour les distributions 4 support borné.

L’idée de représenter certains phénoménes par des distributions, plutot
que par des fonctions, est souvent suggérée par la pratique elle-méme.
Le géographe, qui étudie la répartition des densités de population dans un
pays, ne se soucie pas de savoir si un homme est présent, ou non, au point
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de coordonnees (z. ). 1l s'intéresse seulement au nombre d'individus
habitant une certaine surface de référence. qui est en genéral une cir-
conscription administrative. De moeme. dans un gisement minier, I'exploi-
tant ne se soucie nullement de savoir si. en un point donné¢, se trouve un
grain de stérile ou de minerai. Tout ce qui lintéresse, ¢’est de connaitre,
ou de prévoir, le résultat d’opérations technologiques bien définies (preéle-
vement d’un échantillon, exploitation d'un panneau), lorsqu’on les applique
a I'espace ou se distribue la minéralisation. On pourrait citer de nombreux
autres cas ol le phénomene ponctuel n’est pas connu et ne présente ancun
intérét par lui-meéme, a cause de sa trop erande complexité, et on Fon connait
seulement la réponse que donne la nature, sous forme numérique, aux ope-
rations techniques auxquelles on la soumet. Si I'on symbolise ces opérations
par des fonctions o (fonctions de prélevement du chapitre 1, par exemple)
appartenant a un espace convenable de fonctions, les réponses numériques
de la nature définissent, sur cet espace, une fonctionnelle T(z). générale-
ment lincaire et continue, de sorte que le phénoméne naturel étudié doit
atre lui-méme représenté par une distribution. :

Dans les représentations transitives, ott on suppose que le champ
géométrique de la régionalisation est fini, on n’utilisera que des distributions
@ support borné, ¢est-a-dire les distributions de Tespace (&)  définies
sur Pespace (8) des fonctions de base ¢ indéfiniment dérivables. Tres
souvent, d’ailleurs, ces distributions seront simplement des mesures,
agissant sur I'espace des fonctions boréliennes. Pour une mesure g, la

« quantit¢ de métal » /ﬂdg contenue dans un volume V  est toujours
. \'.

définic. Si on introduit la variable géométrique k(z) attachée a ce volume
\, qui est une fonction borélienne, on a, en effel:

(111,1,1) Q= [ du=ub)

Ainsi, une minéralisation, ou bien la répartition d’une population a la sur-
face d’un pays, sont des mesures, d’ailleurs positives.

Le symbolisme transitil est exactement le méme pour les distributions
et pour les fonctions. En fait, dans le chapitre 1, la variable régionalisée
a support ponctuel était déja, implicitement, considérée comme une dis-
tribution. On se raméne, d’ailleurs, au cas d’une variable ponctuelle en
régularisant la distribution T par une fonction a(x) convenable. Posons:

(111,1,2) flx) = a* T =f T(x + u) a(u) du.

Ce produit de convolution existe, puisque T est & support borné. Si la
fonction o est suffisamment réguliere, f(z) est effectivement une fonction.
Par exemple, si 'on prend:

1

Y

a(x) - k(x)

k(z) étant la variable géométrique associée a un volume ¢ centré & I'origine,

e e e



60 LES REPRESENTATIONS TRANSITIVES
et s1 T est une mesure, la régularisée f(r) n’est pas autre chose que la
teneur moyenne de I'échantillon égal & ¢ implanté au point x.

Le covariogramme g, associé 4 la variable o = T, régularisée de la
distribution T est donné, d’apres la définition (1,1,3). par:

v v v v
gy=oa%THasxT=Tx%T=*qgsxa
Introduisons le covariogramme :
A=axa

associé a la fonction régularisante x, et de méme définissons une dis-
tribution g

(I11,1,3) g=T=x*T

que nous appellerons covariogramme de la distribution T. Ce covariogramime

existe toujours, puisque T est & support borné. Nous obtenons alors 'exacte
généralisation de (I,2,5)

(I11,1,4) g, = g% A.

ba

Ansi, le covariogramme de la régularisée de T par « est la régularisée

du covariogramme g¢= T *T de T par le covariogramme A = « * «
de o«. Cette propriété subsiste, d’ailleurs, si « est une distribution quel-
conque, pourvu que les produits de convolution existent (il en est toujours
ainsi si la distribution « a, comme T, un support borné).

La transformée de Fourier 0 de T.

(I11,1,5) 0 = FT

existe toujours, au sens des distributions, et de plus, comme T est a support
borné, nous savons que 0 est une fonction indéfiniment dérivable (prolon-
geable en une fonction holomorphe entiére. Annexe A, par. 8,2). De méme,
la transformée de Fourier G du covariogramme g existe, et, comme les

produits de convolutions sont transformés en produits usuels, on a, comme
en (1,1,9):

(I11,1,6) G =g = |02

En faisant agir sur T et sur g la fonction de base ¢ =1, dont la
transformée de Fourier est la mesure de Dirac, on définit sans peine la
quantité de métal (), et on retrouve les résultats (1,1,12) et (I,1,13):

gQ = T(1) =/T(x) dz = 0(0)

(111,1,7)
¢ = 6(t) = [ G(a) dz = fo0
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Propricétés du Covariogramme. — Les propriétés du covariogramine
résultent, tout naturellement. du fait que T+ T = g est une distribution
de type positif (Voir Annexe A, par. 9.2). Conformément au théoreme de
Bochner, si la transformée G = |0]* de g est sommable, g est lul-méme,
obligatoirement, une fonction continue de type positif, tandis que si G

n'est pas sommable, ¢ ne peut pas étre une fonction continue.

Effet de pépite. — L'effet de pépite. mentionné au paragraphe 1 du
chapitre 1, & propos de la signification physique du covariogramme, peut
otre défini de maniére plus rigoureuse a Paide des mesures 3 de Dirac.
Supposons que le covariogramme ¢ soit la somme d’une mesure de Dirac
(distribution de type positif) et d’une fonction g,(h) continue et de type
positif :

(IT1,1,8) g = Cd + g,.

La constante C sera dite constante de pépite. Régularisons T par
une fonction «, et par suite, d’apres (H1,1,4) g lui-méme par A=oa*a
On obtient:

gy, = CA(R) + gy *A.

lLe covariogramme régularisé est. une fonction, égale 4 la somme d’un
terme « régulier » ¢, # A, que Pon observerait normalement seul, en I'ab-
sence d'effel de pépite, et de la fonction CA(k), produit de la constante
de pépite par le covariogramme de o. En particulier, si I'on prend
1

o« = k(x),

ou k(z) est la variable géométrique associée & un prélevement ¢, de
v
covariogramme géométrique K = ks k, on obtient:

C
8o = "}f I{(h) + gy *

v2

Si le volume ¢ du prélevement est petit, g * —}j; ne differe pratique-
ment pas de g;, sauf peut étre pour |h| < D, D étant le plus grand dia-

métre de ¢. Mais, pour |h| < D, le terme le plus important est _‘(;:_2 K(h),

qui représente la perturbation apportée par I'effet de pépite. Cette pertur-
bation est d’autant plus intense que le domaine |kl < D ou elle se fait
sentir est plus petit. La valeur du g, a l'origine se trouve majorée de la
quantité

(111,1,9) c C

K(0) = —

p2 v

puisque K(0) = ¢, selon (I,1,5). Dans la théorie de I'estimation, on verra
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C : . C :
que ce terme —  se répercute sur les variances d’estimation, sous la forme
¢

d’une variance additionnelle, ou variance de pépite, inversement propor-
tionnelle au volume du prélevement.
Notons ausst que I'on a, d’aprés (1.1.14):

(1111 40) % K(h) dh = C.

’intégrale, étendue a tout 'espace, du terme perturbateur est toujours
égal a la constante de pépite . C, qui caractérise ainsi. globalement, I'effet
de pépite lui-méme. Physiquement, c'est elle qui possede la plus grande
signification, puisque, contrairement au g(0), elle ne dépend pas de la
taille du prélevement ¢.

Montées et descentes. — La montée d'ordre 1, le long de Paxe des «,,
telle quielle est définie en (1,3,1) pour une fonction, se généralise immeédia-
tement a une distribution T, (z, ... 2,), sous la forme d'un produil de
convolution :

(ITE141) Toog(zy o .- &) = Toley o002 = [S(ay) d(wy) o v 8(,—y) H(r,) ]

La définition des montées d’ordre 2, 3, ... est immédiate. lintre les
transformées de Fourier de 6,_, et 0, de T,_, et T,, nous avons encore
la relation:

n?

(IT1,1,12) 0,18y - .. up—y) = 0,000, oo 1=y, 0)

puisque il y a échange des produits convolutifs et multiplicatifs, et échange
de 3(z;) avec 1(u).

Si S, et T, sont deux distrthutions. a support borné, de I'espace & n
dimensions, ayant pour transformées de Fourier les fonctions o, et 0,
le produit de convolution U, =S, T, a pour transformée le produil
ordinaire ¢,0,. Soit U,-, la distribution obtenue en effectuant la montée

non®

(I11,1,11) sur la distribution U,. On a, d’apres (I11,1,12)
FUpmy =0,(uy ... Up—y, 0)0,(uy ... uyey, 0)
et, en appliquant la transformation inverse:
U,y =S,-; * T ;-

Ainsi la montée sur un produit de convolution donne le méme résultat
que le produit de convolution des résultats de la montée effectuée sur
chacune des deux distributions. On dit, briévement, qu'un produit de
convolution monte en méme temps que chacun de ses facteurs.

On prendra garde, surtout dans le cas des distributions isotropes, que
S,*T, et S,_; *T,_; sont les produits de convolution définis dans leurs
espaces respectifs, & n ou & n —1 dimensions.

. Une application immédiate de ce résultat a la distribution g=T = T
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montre que le covariogramme monte en méme temps que la distribution a
laquelle 1l est associé. De méme, le covariogramme g, = g = A d'une régu-
lapisée T = % monte en meéme temps que g et A, et par suite en meéme
temps que T et o

Tant que on se limite & ne considérer que des distributions a support
borné, tous les résultats du chapitre 1 se transposent sans difficulté : cela
provient du fait que les transformées de Fourier sont des fonctions. On
définira sans peine opération inverse de la montée, qui est la descente.
ainsi que Iemploi de la (ransformation de Hankel pour définir des claviers
isotropes. Par contre, si les supports ne sont pas bornés, des difficultes
surgissent. On trouvera, dans GueLranp el Graev (1) des indicalions
sur le probleme de Radon pour Jes distributions. Nous nous limiterons, dans
le paragraphe suivant, au cas particulier des distributions isotropes, avec
comme objectil de mettre en évidence le phénomeéne de régularisation fa
montec.

2. — Montée et descente pour les distributions tempérées isotropes.

Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que des distributions tem-
pérées (appartenant i 2), dont les transformées de Fourier existent tou-
jours et sont clles-memes tempérées. Les fonetions de base ¢ seront done
les fonetions de  (f), indéfiniment dérivables et décroissant rapidement
a Iinfini ainsi que toules leurs dérivées, dont les transformées de Fourier
appartiennent également a (9).

La définition (IT11,11) de la montee n"a un sens que si la transformée
de Fourier 0, est une fonction, de maniére que (I11,1,12) puisse s’appliquer.
Cette condition est vérifice pour une distribution & support borné, mais non
pour une distribution tempérée quelconque. Généralisant la relation (1,4,4),
nous allons cependant définir une montée pour les distributions tempérées
1sotropes.

Une distribution T, de I'espace a n dimensions sera dite 1sotrope, et
notée T,(r), silon a pour toute fonction de base ¢ '

(ITL,2,1) Tu(e) = Tu(d)

la fonction isotrope ¢ étant la valeur moyenne {(r) de ¢ sur la sphere
de rayon r. On démontre qu’une telle fonction Y(r) est elle-méme indéfini-
ment dérivable, & décroissance rapide ainsi que ses dérivées (donc appar-
tient & 9 en tant que fonction de la seule variable r) et que toutes ses
dérivées impaires sont nulles en = 0. La partie «irréguliére » de Y
est identiquement nulle. La distribution isotrope T, est parfaitement dé finie
dés lors que I'on connait son action sur toutes les fonctions ¢ de ce type,
cest-a-dire sur les fonctions isotropes de (9).

(1) Integralnaia géometria (Moscou, 1962).
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En écriture symbolique, on a:

(111,2,2) o) = Q, [ T,0) s(rr dr
0

(SIS

2...
Y

unité dans I'espace a n dimensions. T, (r) peut ainsi étre identifiée a
une distribution agissant, dans un espace a une seule dimension, sur les
fonctions de base de la forme r*~l¢(r), ¢ étant une fonction paire de (¥).
Cette distribution a une dimension sera aussi notée T,.

La transformée de IFourier:

la constante €, = représentant la surface de la sphére de ravon

(111,2,3) 0= T

n n

de la distribution isotrope @ n dimensions T, est une distribution isotrope
a n dimensions. Elle peut étre identifiée également a4 une distribution 0
de I'espace a une dimension agissant sur les fonctions de la forme r"=lo(r),
@ 6tant paire et appartenant a (v).

D’un point de vue formel, on peut définir la montée, en généralisant
(I,1,4) sous la forme

(I11,2,4) T, = :7,0.

I I3

Pour que cette définition ait un sens, il faut que T, soit une distribution
agissant sur ¢, = T, de la méme maniére que 0 agit sur une fonction
isotrope de base ¢ dans I’espace @ A dimensions, ou encore de la méme
maniere que 6 agit sur Q,r*-lg(r) dans Pespace & une seule dimension.
Mais 0, en fait, n’est définie que sur les fonctions de la forme r*-lo(r), et,
pour A quelconque, son action sur r*~l¢ n’est pas définie, de sorte que
(I11,2,4) est dépourvu de sens. ‘

Cependant, dans le cas particulier A = n + 2k (descente d’ordre entier
pair  2k), on a bien:

r)\—lcp — rn—l(r2k(P)

et r?*o est une fonction paire de (f), de sorte que 6 agit effectivement
sur r*lo. Dans ce cas T,y est définie, sans ambiguité, par:
Q1+2I-

| “(4)
, Toror($pror) = =228 0(r2kg) = ——————0
(IT1,2,5) ) Q, F<%+ k>

;‘-, q’)n+2k = gn+2k (P(f')

(r2kCP)

En écriture symbolique, on peut aussi écrire :

Qv [ Tosad) Garaalr) 732 dr = Qg [ 00 ) (201 dr
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Introduisons aussi la fonction y,(r), transformée de o(r) dans l'espace
a4 n dimensions
Yalr) = J09

ot se déduisant de Up4g, Par montée d’ordre 2k. Dans cet espace a n
dimensions, on a, d’apres la formule de Parseval, et les propriétés du Lapla-
cien (Annexe A, par. 8):

k s ; 4 k
0(r2hp) = T,,[(— 4‘1_.2> ,_\qunJ = Q— /‘1_> AFT (Y,)-

On en déduit la relation remarquable, associant, dans une descente
simultanée d’ordre pair, une distribution T, et une fonction de base d,

isotropes :
o (QJ R A
(”I»Z’(’) Tn+2l.-(dr’n+2l.-) = —rEk <_ 7—2> AT, ()

)] St
_ Qo <__..._L )k T (AR,)-

n
Q, 17y

Ces relations — (111,2,0) ou (I111,2,6) — définissent la descente d’ordre
paire 2k sans aucune ambiguité. Mais, pour la montée dordre pair 2k
apparaissent des indéterminations. Cela est déja visible sur la forme méme
de (111,2,6), car, si I'on remplace T, par

W

2

T, + 3 a,rr
p:v.O

le Laplacien 1tére AT, nest pas modifiée. En éeriture symbolique, on doit
écrire :

(111,2,7) T $n-2i) = Qn—zkfo O(r)r-2—1e(r) dr
‘*I”n-Zk = Z7n__2k(p

Mais, en tant que distribution 4 une dimension, 0(r) n’agit sur r"2lg
que si r~%g appartient a (¥). Cela ne se produit que pour une fonction @
paire de () gannulant & Porigine ainsi que ses 2k — 1 premiéres déri-
vées [ou 2(k —1), puisque les dérivées impaires sont toutes nulles a
I’origine]. Nous désignerons par  Jag—1) espace des fonctions de ¢4 s’an-
nulant a Dorigine ainsl que leur 2(k — 1) premieres dérivées, et par
XK= V'espace des fonctions de () ayant tous leurs moments nuls,
jusqu’a l'ordre 2(k — 1). Ces deux espaces s’échangent l'un, I'autre dans
la transformation de Fourier. On voit, sur (111,2,7) que 0, considérée comme
distribution d’un espace & n — 9k dimensions, n’est, en réalité définie
que sur Fpg—1>- Elle ne se prolonge, comme distribution isotrope sur
(4), qu'a 'arbitraire d’un polynome de Laplaciens de degré E—1, a
coefficients quelconques:

a+ A+ -+ a,— A1
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Par réciprocité, T,_,. n'est donc définie, comme distribution de I'espace
a n— 2k dimensions, que sur 'espace :W%k=I' et ne se prolonge sur (i)
qu'avec l'arbitraire d'un polynéme pair quelconque de degré 2(k — 1)

L 2 S 2(k—1)
by — br® + i/ L

La montée paire 2k ne définit done qu'une classe de distributions.
deux distributions étant équivalentes si leur différence est un polynéme
pair en r de degré 2(k — 1).

En ce qui concerne la montée ou la descente d’ordre impair, les choses
se compliquent davantage. Pour effectuer une descente d'ordre 2%k - 1,
il faudrait pouvoir donner un sens & 'action de 0 sur r*+Zg, Mais, pour
une fonction paire quelconque de (4), 0 n’agit que sur r'-lp, et ,2tlg
n’est pas une fonction de (), car elle n’est pas indéfiniment dérivable
a lorigine. Pour donner un sens & la montée ou descente d’ordre impair,
ou, plus généralement, d’ordre A quelconque, il esl done nécessaire de
restreindre  beaucoup plus considérablement Pespace des fonctions de
bases.

Nous avons besoin d’un espace (v,,) tel que, si ¢ appartient 2 s
rto(r) lui appartienne aussi, quel que soil le nombre w (entier, ou non,
positif ou négatif). On peut définir (7,) comme Iespace des fonctions
paires de () s’annulant rapidement (c’est-i-dire plus rapidement que

rek, quel que soit Pentier k) a Dorigine ainsi que toules leurs dérivées.

Si une fonction de la forme (p?) appartient a (1), gp(p? -+ lq) appar-
tient a (7). e

St ¢ est une fonction de (v,), r*e appartient aussi & (4,). La
distribution 0, considérée comme agissant sur les fonctions de base de la
forme r"~lo agit donc, en particulier, sur r'-1(ri-rtlg) = pi-lo, L,
par suite la définition symbolique de T, =760 a le sens précis
suivant :

/

(III,2,8) ,\ T)("I"/) - Q)“‘/O‘ e(r)r).—lcp(r) dr
’ b, = T

La fonction de base ¢, inverse de Fourier dans ’espace & 2 dimensions
d’une fonction ¢ de (4,) a, dans cet espace, tous ses moments pairs

égaux a zéro, donc vérifie, pour tous les entiers % positifs ou nuls, la
relation :

/‘ g; (r)r+26=1 dr = 0,
7o

L'espace de ces fonctions ¢, sera désigné par (9). C’est seulement sur
cet espace que T, a été défini. Si I'on veut définir T, sur (5) entier,
il faut, en premier lieu, prolonger 6 sur toutes les fonctions o de ().
Or, dans I'espace & A dimensions, 0 n’est définie que sur (4,). Son pro-
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longement sur (4) ne donne pas une distribution unique, mais une classe
de distributions, se déduisant les unes des autres par addition d'une dis-
tribution arbitraire T, concentrée & lorigine. Comme on se limite aux
distributions isotropes, T, est de la forme:

N,

-
T, = >_J a,Ar
p =

les coefficients a, étant arbitraires. Ainsi 0, dansPespace & » dimensions,
nest définie qu'a une série entiére de Laplacien pres. Par réciprocité,
on voit que T, n’est elle-méme définie qu’a une série entiére paire pres,
de la forme:

o

(111,2,9) T, = N u
=
Il-

2p
I’, .

Deux distributions seront dites «nalytiquement équivalentes si clle ne
different. que par une série entiere paire. On voit que les opcrations de
montée et de descente n’agissent pas sur les distributions clles-mémes, mais
coulement sur les classes d’équivalence analytique. Ainsi s'explique la regle
de montée Lerme a terme sur la partie irrégulicre des covariogrammes. Deux
covariogrammes ayant méme partie irréguliere sont analyliquement équi-
valents, en tant que distributions, et doivent donc donner, & une équivalence
pros, ¢’est-d-dire & une série entiére paire prés, le méme résultat a la montée.

ar contre, la partic réguliere constitue une distribution de la classe 0.

A la montée, elle donne encore une distribution de la classe zéro, ¢’est-a-dire
une série entiére paire, qui peut étre absolument quelconque.

3. — Montée et descente pour la distribution r®.

Appliquons les résultats du paragraphe précédent & la distribution r?,
ou, plus exactement, a la classe des distributions ayant r* comme partie
irréguliere. La montée d’ordre A, effectuée sur cette distribution, permet de
retrouver trés simplement la régle (I1,1,9).

Considérée comme une distribution de Despace a n dimensions,

r K———‘;—j r% a pour transformée de Fourier, d’apres la formule (A.8,22):

\ R 4
:T’nr‘ <—- !;; ) r$ = 7w 27 ( o é n’> p—{J.—-n_
-~ \

On obtient la montée d’ordre A en effectuant la transformation de Hankel
d'ordre n — A, ce qui donne:

/

n ’
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On retrouve bien la regle habituelle :

M T <~—%—> r¢ = g2 <— u*_: }') rtiy,

Comme, en réalité, r* ou r*** ne sont ici définies qu’a une série entiere
pres. rien ne nous empéche de remplacer

A B\ e
I <~—7> ré par r (~——z——> [r¥ — r?¥]

et de retronver la séquence logarithmique (I1,1,11), en faisant tendre u
vers 2k,

ST, e A e N



CHAPITRE IV

[’ESTIMATION DES VARIABLES
REGIONALISEES

SOMMAIRE

Ce chapitre, fondamental pour les applications pratiques, est consacré enticrement
au probleme de Uestimation des variables régionalisées. Du point de vue théorique,
il montre que la variance Jestimation est lide @ la partic irrégulicre du covariogramme
et dégage les régles de correspondance qui dotvent étre comparées a celles de la montée.

l.e paragraphe 1 définit, pour une maille réguliére de prélévement  a, la notion
de varianee d’estimation 6*(a), et en donne deux expressions équivalentes: Uune
(IV, 1,12) @& partir du covariogramme lui-méme, Uautre (1V, 1,9) a partir de sa
transformée de Fourier. On montre que cette cariance est d’autant plus petite que la
régionalisation est plus réguliére et le réseau de prélévements plus serré, et qu’elle
est toujours positive st glh) est de type positif. On note ensuite un point un
peuw troublant: si, dans ces formules, on remplace les eraies valeurs de g(h) par les
valeurs expérimentales, on obtient identiquement séro. On ne peut pas déduire des
meémes données a la fois une estimation et la précision de celle-ci. Le recours a un
modele est obligatoire, et cela revient a faire une hypothése sur le comportement du
g(h) @ Dorigine. De lecture facile, ce paragraphe sc termine par une application
au clavier de Bessel.

Le paragraphe 2 dégage, dans le cas a une dimension, un principe de corres-
pondance terme a terme entre la partic irrégulicre du g(h) et le développement
limité de o%(a) autourde a = 0, sousréserve d’un terme fluctuant, ou Zitterbewegung
@ peu pres imprévisible, qui apparait lorsque la portée est finie, et que l’on néglige
en pratique. La forme explicite de la regle de correspondance est obtenuc ensuile,
@ U'aide des fonctions de Bessel. Un terme en x* dans la partie irréguliére donne unc
composante T:a**! dans o(a), avec Ty = 0 pour » = 2k (partie réguliére).
Le lecteur peut passer rapidement sur le détail des calculs, mais les résultats (IV, 2,9)
et (1V, 2,10) sont fondamentaut. On notera aussi que deux covariogrammes ayant
méme partie irréguliére (analytiquement équivalents) conduisent au méme dévelop-
pement limité de a?(a).

Le paragraphe 3 généralise au cas de plusieurs dimensions le principe de corres-
pondance, et en donne Vexpression (IV, 3,3) sous forme d’une série multiple. Le
cas n =2, examiné en détail, fait apparaitre un principe de composition des
termes de ligne et des termes de tranches. Pour une maille a,, a(a > ay), on a
o?(a,a,) = otlay) + a,c3(ay), les variances o et o étant calculées d une dimension
sur le covariogramme g,, et le covariogramme §, qui s’en déduit par montée. Les
formules explicites sont (IV, 3,11) et (IV, 3,12).

Le paragraphe 4 traite le cas des mailles aléatoires stratifiées, et compare leurs
résultats & ceuz des mailles réguliéres. Dans le cas ot les mailles sont adaptées, les
deuzxiémes sonl supérieures auz premieéres.

MATHERON 5
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1. — Théorie générale des mailles réguliéres.

L'un des problemes les plus importants qui se pose & propos diune
variable régionalisée f(x), de covariogramme g(k), est celui de Pestima-
tion de la quantité de métal: '

(IV.1,1) Q= [f(a') dx

4 Paide des renseignements disponibles expérimentalement. Nous suppose-
rons que ces renseignements sont constitués par un réseau de prélevements
effectués selon une maille réguliere. parallélépipédique (a;, ay ... a,).
Autrement dit, 'espace & n dimensions de la régionalisation étant rapporte
4 un systeme d’axes rectangulaires, paralleles aux directions principales
de la maille, les différents prélevements sont effectués aux points:

(IVA2) y+ka= @ + kg ys+ bt .y, + k).

Les k, sont des nombres entiers, prenant toutes les valeurs possibles
positives et négatives. Le point y = (y,. ... »,) est'un, quelconque, des
points de préléevements pris comme origine du réseau. On admet, implicite-
ment, que le réseau se poursuit a I'infini. En pratique, puisque le champ
géométrique de la régionalisation est supposé borné, il suffira que le réseau
réel s’étende un peu au dela des limites de ce champ, c’est-a-dire, en ter-
minologie miniére, que la reconnaissance ail ét¢ exhaustive.

Les prélevements cux-mémes sont supposés ponctuels (s’ils ne sonl pas
ponctuels, mais résultent de I'action sur f(x) d’une pondération ou d’un
prélevement symbolisé par une fonction p(u), il suffit de remplacer [

par f*]x et ¢ par g p= ) pour se ramener au cas de prélevements
ponctuels). Les renseignements disponibles pour procéder & Pestimation
de Q sont donc constitués par 'ensemble infini des valeurs numériques
f(y + ka) pour tous les systemes d’entiers k = (k, k, ... k). En réalité,
seul un nombre fini de ces valeurs sont différentes de 0, puisque le champ
géométrique est borné. Pour estimer la quantité de métal Q, c’est-a-dire
pour calculer une valeur approchée de l'intégrale (IV,1,1), on forme la
somme multiple, étendue a tous les systémes d’entiers positifs, ou négatifs :

“+ o

o
(VA3) Qa9 = 0y ... @, X, )

ky=—=» ka=—=%

E oy, + kg, - Yy, + koay)

ky=-%

que nous appellerons estimateur de Q, et que nous écrirons, en notation
symbolique abrégée : ' :

(IV,1,4) Q*() = lal X, Mty + ka.

k

etriminmti was meivinrm e 1 e

- vira
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Le symbole fa| représente ici le volume (aya, ... ) du parallélépipede
de base. etk représente le systéme de » nombres entiers (ky, ko ... k).

L'estimateur  Q*(y) est manifestement nne fonction périodique, de
périodes a = (a;. .... «,), de son argument vectoriel y, puisqu’il est
indifférent de prendre comme origine I'un ou l'autre des prélevements
du réscau. Il en résulte que le probleme de I'estimation peut étre traité a
Faide de développements en série de Fourler. On représentera Q*(y) sous
la forme classique :

(IV.1D) QXy) = N\ Cpy ... p, e_\'plr27:i<k(;—?i1 + o+ M)J

a
Inoon, 1 n

les coeflicients C, | étant donnés par les formules :

(IV.1.6)

. 1 ’ My DY,
—_ R )*(, "W =y (11 . nda ’ .
Cor g = a (1,,./|- O*(y) exp “ l( 0 + -+ y > dy, ... dy,

Sous forme condensée, on éerira symboliquement :

| Q*n = N'e, ™
(1V.1.65) 2
/ C A Q*(y) 8_2:”"} dy
“p ,al Iy RS A

Dans Fexpression (IV,1,5) ou (IV,1.6) du coeflicient. C,. Tlintégration
est ¢étendue au parallélépipede P d’ardétes a, ... a,, qui est le parallélé-
pipede de base du réseau. Si Ton remplace, dans cette intégrale, Q*(y)
par son expression (IV, 1,4), on fait apparaitre Pintégrale de la variable [
étendue a tout Pespace:

On reconnait I'expression de la transformée de Fourier (A,8,1) de f(z)

O(u) =Ff = f f(x)e?7wr dy -

et 'on peut remplacer (IV,1,6) par le systéme équivalent suivant:

' omi Ly
g Q) = e
(IV.1,7) | P
b a a, a, a,
Pour p = 0, en particulier (c’est-a-dire p, =p,= ... =p, =0), ona:

(IV,1.,8) Co=0(0) = [ fi@)dz = Q.
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Le terme constant du développement Q*(y) n’est autre que la quantité
de métal Q qu’il s’agit d’estimer. I’ensemble des termes périodiques
représente l'erreur associée & cette estimation.

Pour caractériser 'ampleur de cette erreur, il est naturel d'introduire
la cariance d’estimation o*(a), définie comme la valeur movenne de

[Q*(y) — QP

dans le parallélépipede P construit sur les périodes a; ... a, Cette
quantité, purement géométrique, est trés proche parente des variances du
calcul des probabilités. Si I'on imagine, en effet, que P'origine y du réseau
de prélevements est implantée au hasard dans le parallélépipede de base
P, de telle manieére que tous les points de P aient la méme probabilité
a priori d’étre choisis, on voit que, relativement a cette implantation aléa-
toire, Q*(y) est une véritable variable aléatoire, dont la variance ne differe
pas de la variance d’estimation ¢2(a). Quelle que soit I'interprétation que
I'on retienne, cette variance est donnée par:
1

(IV,1,9) c*(a) = Ta [Q*(y) — QP dy.
any l)

Remplagons Q*(y) par son développement de Fourier (IV,1,7), dont
ne subsistent d'ailleurs, selon (IV,1,8), que les termes périodiques. Utilisant
la propriété classique d’orthogonalité des exponentielles imaginaires, il
vient immédiatement (formule de Parseval):

(2)fe

Mais, d’aprés la formule (I1,1,9), |®(u)l> n’est autre que la transformée
de Fourier G(u) du covariogramme g(k) associé a la variable f(z).

o(a) = Y |Gt — G5 =
2 2

l

G(u) = Fg.

La variance d’estimation est donc donnée par la formule suivante:
2(q) — Py __
(IV,1,10) o*(a) ; G < ; > G(0).

Nous allons maintenant chercher une deuxiéme expression de o%(«a)
qui fasse intervenir le covariogramme g(k) lui-méme, et non plus sa
transformée de Fourier G(u). Partant de la définition (IV,1,9), et dévelop-
pant le carré qui figure sous le signe somme, on obtient, puisque la valeur
moyenne dans P de Q*(y) est égale & Q:

(IV,1,11) &m=ﬁﬁmwww—@

Cent .
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En élevant (IV,1,4) au carré, on met [Q*(y)]? sous la forme d’une série
multiple (d’ordre 2n) dont I'écriture symbolique est la suivante :

[Q )T = |a* ¥ 1y + pa)fiy + ga).
i

Remplagons ¢ par p + &k avant d’intégrer dans P. Il vienl:
/ [Q*W) P dy = |af? / Ef(?/ + pa) [(y + pa + ka) dy.
P JP
Pk

Mais la sommation sur les indices p = (p, ... p,) permet de rempla-
cer I'intégration dans P par une intégration étendue & tout Pespace, et
I'on voit alors apparaitre expression (1,1,2) qui nous a servi & définir le
covariogramme  g(h)

TO*N R dy — 1tz [N e — 112 N\ o
./p [(Q*() P dy = |q] / ;f(y) [ty + ka) dy = |a| l”(lm)'

I

En substituant ce résultat dans (IV,1,11), et en tenant compte de
I'expression (1,1,13) du carré Q? de la quantité de métal, nous obtenons
la deuxieme formule fondamentale cherchée :

(IV,1,12) 6%(a) = |qf Eg(lm) — / " o(h) dh.
IN ¢

On vérificra facilement, a 'aide de la formule sommatoire de Poisson
(A,4,3) que les deux expressions (1V,1,10) et (IV,1,13) de la variance d’esti-
mation sont strictement équivalentes. Dans les applications, on se servira
de I'une ou de l'autre, selon leur plus grande commodité.

Propriétés de la variance d’estimation s*(a). — On se rend compte, intui-
tivement, qu’une estimation doit étre d’autant plus précise que le réseau
de préléevements est plus serré, et que la régionalisation est elle-méme
plus continue et plus réguliere dans sa variation spatiale. L’influence de
ces deux facteurs est visible sur la formule (IV,1,12). En effet, la variance
d’estimation apparait comme la différence entre la valeur approchée et la

valeur exacte d’'une méme intégrale fg(h) dh, c’est-a-dire comme l’erreur

commise dans le calcul approché de cette intégrale a partir des valeurs
numériques des g(ka). Elle est naturellement d’autant plus faible que les
valeurs numériques disponibles sont plus nombreuses, ¢’est-a-dire lorsque le
réseau de préléevements est plus serré, et aussi, comme le montre la théorie
du calcul approché des intégrales, d’autant plus faible que g(h) est plus
réguliére, c’est-a-dire lorsque f(z) est elle-méme plus réguliére dans Ies-
pace. Du point de vue pratique, par ailleurs, on se rend compte que la
variance c¢%*(a) sera difficile & calculer numériquement, si le réseau est
serré, car il s’agira de mettre en évidence la différence de deux quantités
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tres voisines 'une de I'autre et pénibles a calculer. Nous serons done conduits,
dans les paragraphes suivants, a I'aide précisément de méthodes empruntées
a la théorie du calcul approchée des intégrales, a mettre au point des formules
d’approximation plus directes.

Naturellement, la variance d’estimation est obligatoirement positive.
Cela résulte de sa définition méme (1V,1,9). Mais les formules équivalentes
(IV,1,10) et (IV,1,12) appliquées & une fonction g(h) quelconque et a
sa transformée de Fourier G(u) pourraient trés bien conduire a une variance
négative. En fait, pour que de telles valeurs négatives ne solent jamais
possibles, quelle que soit la maille q, il suffit que la fonction g(h) utilisée
comme covariogramme soit de type positif. Le théoréme de Bochner, en
effet. (voir Annexe A, parag. 9,1) nous indique que, st g(h) esl de type
positif, sa transformée de Fourier G(u) ne prend que des valeurs positives
ou nulles : Pexpression (IV,1,10) est alors une somme de termes Lous positifs

G(ﬁ ---]—)-”->. étendue aux entiers tels que le produit pyp, ..o p, = 0.
a, a

n

L’estimation de s*(a). — Pour estimer la valeur numérique des  g(ha)
de la formule (IV,1,12), on doit se contenter des données expérimentale-
ment disponibles, qui sont les [(y + ka). Au licu des valeurs exactes des
g(ka), qui restent inconnues, on disposera de leurs estimations  g*(fa)
calculées de la maniére suivante:

g*ha) = |a| Y [y + pa) [ly + pa + ka).
P

De méme, pour estimer Q?, on n’aura pas d’autre ressource que d'élever
au carré Pestimateur Q*(y) lui-méme, ce qui donne, nous Iavons vu:

[Q* )P = la* Dty + pa) [y -+ pa + ka).

Pl

Si 'on porte ces valeurs estimées g*(ka) et [Q*(y)J?, au lieu des valeurs
vraies inconnues, dans la formule (IV,1,12) on obtient identiquement zéro.
La formule (IV,1,10) conduit au méme résultat négatif, car il est bien connu
qu'un réseau périodique de données expérimentales ne permet aucune
estimation des composantes harmoniques dont les périodes soient des sous-
multiples de celles du réseau. '

On doit conclure qu’il est théoriquement impossible de déduire des mémes
données expérimentales a la fois une estimation et la précision de cette estima-
tion. Le formalisme développé jusqu’ici semble donc conduire a une impasse
expérimentale. En fait, on lévera la difficulté en se donnant & priori le
covariogramme sous la forme d’une expression mathématique g(k, A, w...)
dépendant d’un ou de plusieurs parametres A, p... Les valeurs numériques
de ces paramétres pourront toujours étre déterminées par ajustement sur
les valeurs expérimentales des g*(ka). C’est a la fonction g(k), ainsi déter-
minée, que 'on appliquera les formules (IV,1,12) ou (1V,1,10). Naturelle-
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ment, le résultat obtenu ne vaudra que ce que vaudra le modéle, ou schéma
mathématique, g(, A, w) utilisé. Seule I'expérience pourra nous indiquer
les schémas (*) convenant a tel ou tel type de régionalisation. Nous verrons,
dans les paragraphes suivants, que le facteur déterminant est ici le compor-
tement du covariogramme dans la zone |h| < a, qui est justement la zone
inaccessible expérimentalement, comportement lié a la partie irréguliére
de g(h). Clest, en définitive le choix de cette partie irréguliere qui sera
I'élément décisif. Il ne pourra étre suggéré que par les connaissances directes
que I'on possédera sur la nature physique du phénomene étudié.

Exemple du clavier de Bessel de 2¢ espéce. — A titre d’exemple, appli-
quons les formules de ce paragraphe au clavier de Bessel modifié de deuxiéme
espece (chap. 11, par. 1,1) dans le cas d’une estimation par la maille a dans
Pespace & une seule dimension. L résultal obtenu sera utile dans la suite.
Soit le covariogramme

g(h)y = (CR)*K_,(Ch).

I a pour transformée de Fourier, selon la formule (A,8,30) avec n = 1

— "),
G(u) = vn 21F<)\ + -7‘1) > C* —
TG 4 4rar)t T2

2

Appliquons la formule (I1'V,1,10)

(IV,1,13) ca) = 2 ‘G(ﬁ)zz_).,r =

[

‘ I‘()\ + -§> (2% g2htl

31 1

pd 2

n=—1 / ; a2C2
(nz -+

472

19

. e . . . . . 2r
Si la maille a est inférieure a la « portée » du phénomene, qui est =%,

on a le droit d’utiliser des développements de la forme :

e

Q[ 1 . oo + 1)
—3—.‘ ma = S(2on) — 0(S(2OC -+ 2)b + T S(2OL + /1)b2 —

ou S(u) représente la fonction de Riemann :

() Le point de vue « statistique » un peu naif, qui consisterait 4 admeltre I'indépendance
(au sens probabiliste) des différents préléevements conduirait 4 une variance la|g(0} — Q2:
Phypothése faite implicitement sur I'indépendance des données revient 4 admetire que le
(k) estidentiquement nul, ou constant, sauf au voisinage de I’origine. On adopte donc bien
un schéma particulier, d’ailleurs fort mal adapté a la plupart des régionalisations réelles,
et conduisant, selon la forme des réseaux de prélévements, a des valeurs trop fortes ou trop
faibles, dénuées de signification pratique.

4

.
)
X

/

f

1
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1 1

= Bi=gp Pe=

le cas o u est un entier pair 2k, par la relation classique:

N 1 92k-1 -2k
= S =T e

Portant ce développement dans (IV,1,13), on obtient la variance d’esti-
mation sous la forme suivante:

1

liée aux nombres de Bernouilli <B2 )
E ¥4

-->. dans

21

2)‘7r 2
[5(27\ Sy — <x n %)sm 1 3)

24 422.+1
(IV,1,14) o*a) =T <x + %) Ca

IG’

1 3 ) ey [(aPCE\?
+3i(r+g) (5 ) s () = ]
. o . 2% .
Lorsque la maille a est inférieure a o e développement. converge
effectivement et permet le calcul de &%(a). Il est souvent possible, si «
est petit, de se contenter de la partie principale de cette expression, qui est

en a1+21

car < A+ %)
(IV,1,15) o%a) =

[1 - 0(a?)]at+2S(1 + 2.

Cette formule nous permettra plus loin de dégager une regle de corres-
pondance terme & terme entre le développement de o%*a) et la partie
irréguliére de g(k). Mais il faut bien voir que le résultat obtenu suppose a

o 2 C : .
petit. Si a est grand devant =%, la décroissance exponentielle des fonctions

C
de Bessel nous indique que, dans (IV,1,12), tous les g(ka) sont négligeables
devant g(0). On obtient la formule asymptotique:

(IV,1,16) o%(a) = |ag(0 f a(h) dh

qui a une signification aléatoire évidente : c’est elle, en effet, que I'on obtien-
drait en calcul des probabilités, en supposant les prélévements indépen-
dants (1). De fait, pour un clavier g(h) ayant une portée finie b(g(h) =0
pour |k| > b), avec une maille a telle que a > b, 'un des préléevements,
au plus, donne un résultat non nul. Tout se passe alors comme si ce préleve-
ment unique était implanté au hasard dans une bande de largeur a conte-
nant le champ géométrique de la régionalisation. Dans le cas d’une fonction
de Bessel, ce résultat n’est qu’asymptotique, car g(k) ne s’annule qu’asymp-
totiquement. Il s’explicite sous la forme :

oa) = - ol L 1\ VE
2a) = 2-1T'(\)a 2F()\+2>C.

(Y) Voir note, p. 83.
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2. — Calcul des variances d’estimation a une dimension.

Rappelons d’abord la formule classique d'Euler Mac-Laurin, utilisée
dans la théorie du caleul approché des intégrales. Si un intervalle (%o, 2,)
a été subdivis¢ en n intervalles égaux (r;, 221). elsi f(x) est une fonction
dérivable (2p 4 2) fois, continue ainsi que ses (2p + 2) premieéres dérivées
sur tout Pintervalle (x,. 2,), extrémités comprises, on a:

(IV,2,1)

/Tw“ /‘(L) dz = _(:7."1:_"1‘0_) [‘_3 /(70) -+ (gzl) G /‘(3‘“_1) -+ %_ f(ln)]

n

By [a,—ay P o, iy -
B R LG A

lL.es 13,

o, sonl les nombres de Bernouilli

N I 1 -1
<1‘z? = D= Bo= g5 Be= - )

el le reste R, vérific I'inégalité :

Bypio Z, — I,\ 2+
iR, < — S| ——— N
M < (2p + 2)!"< n ) :

D

M, étant le maximum de la dérivée d’ordre (2p + 2) sur lintervalle
(xO» xn)°
Nous allons utiliser cette formule pour le calcul de la variance d’estima-
tion o*a) & une dimension, qui s’écrit, selon (IV,1,12):
(IV,2,2)  o¥a) = ag(0) + 2a ¥ g(na) — 2/ g(x) dx.
JO

s
n—=1

Cette expression rappelle étroitement la formule d’Euler Mac-Laurin.
Mais il faut bien prendre garde que le covariogramme g(h) présente,
en genéral des irrégularités analytiques en % = 0, et aussi, le cas échéant,
en h=b, b désignant la portée du covariogramme, si celle-ci est finie
(8(h) =0 pour h > b). Clest pourquoi, désignant par (k4 1) le plus
grand entier tel que (k + 1) a soit inférieur ou égal & la portée b:

(IV,2.3) " (k+1)a = b < (k+ 2)a
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nous séparerons, dans le deuxieme membre de (IV,2,2), les trois termes
suivants :

\R—2 L gt + g2a) + -+ + glth—1)a] + + glhay | —2 [ gy da

2 = a’[-ﬁ'c(a)'ro x - gk —1)a] + “Zc(‘a)- *"'/u g(x) dv
5 *b

o= agtho) —2 | gt dr +2a glfSuta}

Nous supposerons (et cette hypothése est toujours vérifiée en pratique)
que g(x) ne présente d’'irrégularité quen =0 et z=b, de sorte que
la formule d’Euler Mac Laurin soit applicable sur l'intervalle (a, ka).

On obtient alors, selon (I'V,2/1), I'expression suivante pour R,:

R, = 20 22 [¢'(ha) — g'(@)] — 2t D4 [g"(ka) — ¢"(W] + -

Nous regrouperons ensuite les termes de R, contenant les dérivées
au point « avec R,, et les termes contenant les dérivées au point ka
avec R, On obtient ainsi la décomposition de o%*a) sous la forme d’une
somme de deux termes T, et T.

(1'V,2,4) c¥(a) = Tyla) + T.(a)
donnés par la formule suivante:
(IV,2)5)
B,

\To(a) — a[g(0) +g(a)]—~2t/0'a g(x) dz — 2a* 22 g'(a) + z_ B, ¢"(a) —

2!
| (@) = agtha) — 2 [* glo) dax + 20252 g'(ka) — 20824 g7(ka) + - +Za§{(b»]a’1

o/ ka ER

T, s’appelle le terme d’extension. 11 ne dépend que du comportement du
g(k) dans Pintervalle (0, a), c’est-a-dire au voisinage de I'origine. Le terme
T. est lié, au contraire, & la maniére dont g(x) se raccorde en z =25
alaxe des z. Il porte le nom de Zitterbewegung, ou terme fluctuant. Etudions
le en premier lieu.

Le Zitterbeweguug. (*). — Pour étudier le terme fluctuant T,(a), suppo-
sons qu’au voisinage de z = b le covariogramme g(x) admette un dévelop-
pement de la forme suivante:

= EC)‘(IJ — a)*
‘;‘

'(}) Pour plus de détail sur le Zitterbewegung, voir Annexe F, et, en particulier, son expres-
sion explicite (5) sous forme de développement en série de Fourier.
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et cherchons la contribution a T. de la composante (b — )", I'exposant
A étant quelconque. Nous poserons, pour simplifier les écritures :

. ' b
2,6 e=——(k+
(IV.2,6) P 1)
¢ est le reste de la division de b par a. Il est compris entre 0 et 1. En

portant dans (IV,2,5), on obtient le Zitterbewegung T.(A) du monome

(b — x)* par la formule:
’ Ve
(IV,277) -
Ty = @[ e £ 2o — et — B e
T = @ [0+ (e~ qu = am i <
( | +2x(x—1)(>.—z)%(1+ e)i=3 — J
£

Ce terme est donc en «'**. Lorsque e varie de O a 1, 1l passe par

des valeurs alternativerment positives et négatives. On peul montrer que
B

I'intégrale T, de c¢'est-d-dire la valeur moyenne de T, relativement
0

e, est égale & zéro. Par exemple, un terme en (b — 1), correspondant

a
a a=1, donne:
T.(1) = a® (e — ¢ —1 )
O

Ce zitlerbewegung est trés génant dans la pratique, car on n’a, en général,
aucune indication expérimentale sur e. On s’autorise alors du fait que la
valeur moyenne de T, relativement a e est égale & zéro pour négliger
purement et simplement ce terme encombrant. C'est ce que nous ferons dans
toute la suite. Mais il n’en existe pas moins, et peut entrainer des fluctua-
tions d’amplitude importante (et pratiquement imprévisibles) entre la
véritable valeur de o%(a) et son estimation a I’aide du seul terme d’exten-
sion T,. On en verra un exemple sur la figure 1 du chapitre vi. Dans le
cas ou la portée b est infinie, et ou g(h) ne s’annule qu’asymptotique-
ment a linfini, le terme fluctuant disparait [pourvu que la décroissance
de g(h) soit assez rapide]. Ainsi, des claviers comme ceux de Bessel ou de
Laguerre sont dépourvus de Zitterbewegung.

Le terme d’extension. — Pour évaluer le terme d’extension T, de la
formule (IV,2,5), supposons que g(z) admette, au voisinage de l'origine,

un développement de la forme:
EC)‘.’L')‘

valable jusqu’a x = a. La contribution a T, de la composante (z*) sera

notée Ty(z*). On aura:
T, = SC,Ty(x?).

A moins que la somme ne comporte qu'un nombre fini de termes, ou
ne soit convergente, on obtiendra, en général, un développement limité
de T, et non une expression exacte.
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Le caleul de Ty(”), d'apres (IV,25), est immeédiat
(IV,2,7)

2

[ 0 By | . )
Ty(@) = ¢+ [1 —T T R B0 DD

Ainsi le terme " apporte une contribution en a'**. Si A est un
entier pair 2k, on vérifie facilement, a l'aide de la formule d’Euler Mac Lau-
rin appliquée & f(x) = x* entre 0 et 1, que T,(2k) s’annule.

To(2?*) = 0.

On voit que, seuls les termes de la partie irréguliere de g(z) apportent
une contribution au développement limité de la variance d’extension, et,
pour une partie irréguliere de la forme:

EC)_.’I?)‘

ce développement limité est de la forme:
(IV92,8) ZC)\T).G)\AH

les coeflicients T, définis par Ty(z*) = T,a**! étant indépendants de a.
On établit ainsi un principe de correspondance terme i terme entre le déve-
loppement de la partie irréguliére de g(z) et celui de la variance d’estima-
tion (Zitterbewegung exclu). Ce principe, qui doit étre rapproché de la régle
de montée terme & terme sur la partie irréguliére, montre comment la
précision d’une estimation est liée au comportement du covariogramme
a T'origine, c’est-a-dire finalement a la régularité de la régionalisation elle-
méme. Dans la suite, nous dirons que deux covariogrammes sont analy-
tiquement équivalents s’ils ont méme partie irréguliére. On voit que les
variances d’estimation <*(a), calculées pour deuz covariogrammes analyti-
quement équivalents admettent un méme développement limité en a, autour
de a = 0. Soulignons bien que le résultat obtenu sous la forme (IV,2,8)
suppose que la maille a soit petite, ou plus exactement, que le dévelop-
pement du g(z) sous la forme XC,z* reste utilisable jusqu’a z = a.
Lorsque la maille a est grande, les points de préléevements ne sont pas
trop nombreux, et la formule (IV,1,12) peut étre calculée directement.
Dans le cas intermédiaire ou @ serait trop grand pour (IV,2,8) mais ou
(IV,1,12) comporterait déja un nombre excessif de termes, on pourra sou-
vent se contenter, en pratique, d’un simple raccordement graphique entre
les deux zones ot ¢*(a) est calculable: ce raccordement graphique se fait,
en général, tres bien.

D’autre part, on ne perdra pas de vue que (IV,2,8) n’est rien de plus
qu’un développement limité autour de @ = 0. Pour un covariogramme
dépourvu de partie irréguliére (analytiquement équivalent & zéro) de la
forme :

glz) = Gy + Z Coy
k=1
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la regle de correspondance conduirait a une variance identiquement nulle,
puisque Ty, = 0. Ln réalité. pour a différent de zéro, s%*(a) n’est cer-
tainement pas nulle. Le résultat obtenu signifie seculement que s%(a) san-
nule en a = 0, ainsi que ses dérivées de tous les ordres, de sorte que les
développements limités a un nombre quelconque de termes s’évanouissent.
Pour donner un exemple, prenons
(ux?)"

n!

gla) = e = S(— 1"

La variance d’estimation est donnée par:

. -
1 1 92\ gmunar | /=
b L ' u
- n=1 .

c*u) = a

Appliquons la formule d’¢change des fonctions théta (A,S,21). Il vient :

-2

yTT :
~ -—-—'nf
c¥(a) = 2 \/ — 31 e
R A

n=1

o%(a) west pas nulle pour a = 0, mais elle sTannule effectivement, ainss
que toules ses dérivées en a = 0. Du point de vue pratique, cela signifie
qelle ne peut prendre que des valeurs numériques extraordinairement
faibles lorsque @ est petit.

Forme explicite de la régle de correspondance. — Il reste & calculer
explicitement les coeflicients T, de ce développement limite (1V,2.8).
Plutot que d’utiliser la formule (IV,2,7), peu commode, remarquons que
s’il esl possible d’obtenir directement un tel développement pour un cova-
riogramme particulier, admettant «¢ comme terme irrégulier d’ordre le
plus bas, le coefficient T, s'en déduira immédiatement par identification.
Nous utiliserons le clavier de Bessel de deuxiéme espece, et la formule
(IV,1,15). Le covariogramme z*K_,(z) admet pour partie irréguliére la série :

(=]
_ 9-1-u -2k

sin um kzoklf‘(p+k+1

x2(p-+k)

comme on peut le voir sur la formule (C,2,3) de ’Annexe C, et d’autre part
la variance d’estimation, selon (IV,1,15), se met, pour a < 2w, sous la
forme:
) 1
(— 1 Tu+k+ )
: 1+ utk
ut2k p2u-t2hk \/;k! S(1 4 2u + 2k)a

ou S(«) ———Z est la série de Riemann. En prenant A = 2(p + k), on
n=1

en déduit immédiatement la valeur du coefficient T, de la regle (1V,2,8):

14 A\ . w3
T;\:-—ZF(—%—)F(l—I—E)SI 2 aTTES(L 4.
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Simplifions cette expression & I'aide de la formule de duplication de la
fonetion eulérienne, formule (B, 6) de I’Annexe B:
rm L1+

BN T g v

S(1 + ).
Introduisons les nombres de Bernouilli généralisés :

€KL
't 4+ «) 'l + )\ 1
B, = oS0 = W
=% Q-1 =%92-1 L in=>
n=—1
En tenant compte, également, de la formule des compléments (B, 4),
nous mettons la regle de correspondance sous les deux formes équivalentes
suivantes :

(1V,2,9)

! 2n e
N ' A ) A o y ol , A
(=)o ]-n(=5 e = (i)

Sous la premiere forme, on vérific que T, s’annule lorsque A est un
entier pair 2k. Sous la deuxiéme forme, on peut obtenir T,(z?log z) en
remplagant x* par z* — 2%% et en faisant tendre A vers 2k Mais il est
plus simple de dériver la premiére forme en A et de faire A = 2k. Ainsi,
pour les termes pairs, impairs et logarithmiques, on obtient les expressions
suivantes, importantes pour les applications pratiques:

I3 1+, a1+)‘

;”( To(ka) prmacd O’ .
T (x2:-1) — :ﬂ] B., a2k
(Iv,2,10) - °° kR
/ To(z? log 7) = (— 1)k+1 i _: % By, a2,

Nous donnons, ci-dessous, les valeurs numériques des premiers B, :

'B, — 0,166 667 — %

B, = 0,058 153

1
B, = 0,033 333 =
(IV,2,11) B, = 0,025 413
1
By = 0,023 809 =
B, = 0,026 921
‘ 1

| By =0,033333 =
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3. — Calcul des variances d’estimation a plusieurs dimensions.

A plusieurs dimensions, les variances d’estimation se calculent de
maniére analogue, mais les choses se compliquent un peu. Partant de la
formule générale (1V,1,12), on peut montrer qu’il existe, ici encore, un terme
fluctuant et un terme d'extension. Le Zitterbewegung — pratiquement
imprévisible dans les applications — sera négligé, bien que son ampleur
puisse étre parfois notable (voir par exemple, la figure 1 du chap. vi).
En ce qui concerne le terme d’extension, on établit facilement que le
principe de correspondance, terme & terme, avec la partie irréguliére
du covariogramme s’applique encore, et ainsi apparait la possibilité d’obte-
nir des développements limités de o*(aya, ... ¢,) ordonnés suivant les
puissances croissantes des monomes (atat ... at). Naturellement,
encore, il ne s’agit que de développements limités, utilisables sculement
pour les petltes valeurs des a,a, ... a,. Pour les grandes valeurs de la
maille, il est préférable d’utiliser directement (IV,1,12), qui ne contient
alors qu'un petit nombre de termes. A la limite, lorsque la maille contient
le champ géométrique (a; > by, ... a, > b,), iy aau plus un prélevement
positif, et tout se passe comme si ce prélevement étail implanté au hasard
dans un parallélépipede P d’arétes (a,, a, ..., a,) contenant larégionalisa-
tion. La formule générale prend alors la forme « aléatoire ».

V31 a...a) = (@ ... a)g0) — [ gh) dh

Entre les deux cas extrémes des grandes et des petites mailles, on est
souvent réduit a procéder par simple interpolation graphique. Mais, en
pratique, cette interpolation ne souléve pas de difficultés, car il se trouve,
trés souvent, que les développements limités conservent leur valeur méme
pour des mailles déja notables.

Le principe de correspondance. — Nous nous limiterons au cas d’un cova-
riogramme isotrope g(r). Si celui-ci admet, au voisinage de 'origine, un
développement de la forme:

g(r) = ZC,r*
la variance d’estimation admet un développement limité de la forme:
(IV,3,2)V c(ay ... a,) = 2C,Ty(r")

ou les Ty(r) sont des expressions polynomiales de degré A + n par rapport
aux (a,, 4 ... a,). Nous allons donner I'expression théorique de To(r?)
dans le cas général, puis Iexpliciter dans le cas particulier de I'espace &
2 dimensions.

Pour établir 'expression générale de Ty(r*), nous ferons le raisonne-
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ment rapide suivant: Dans I'espace & » dimensions, r* a pour transfor-
mée de Fourier, selon (A.8.22) la fonection :

Appliquons a G(p) la formule générale (IV,1,10). On obtient ainsi
Pexpression de Ty(r*) sous la forme suivante :

n

= T2 <L’_’>
. i 2

(IV33) Ty)=- Y : \

M—3)  miTers 1
- . Dby g )~ o ) - 2
2 [Li+]i;+-~-+’1f§]
_aj  al a;
La somme multiple qui figure dans le deuxiéme membre est étendue
tous les systémes d’entiers positifs ou négatifs (P1s P2 - .. p,) alexception
du seul systeme (p, = p,= - = P, = 0).

Ce raisonnement rapide n’est pas correct, puisque les opérations effec-
tuées sur r* et o=*=" ne sont pas légitimes. Mais le lecteur vérifiera faci-
lement. que le résultal obtenu peut se justifier rigourcusement, en raison-
nant, comme nous 'avons d’ailleurs fait dans le cas n — 1, sur un clavier
de Bessel contenant un terme en 7*: le clavier de Bessel utilisé sert simple-
ment d’intermédiaire, et le résultat final obtenu, qui est (1V,3,3), a valeur
gériérale.

Composition du terme de ligne et du terme de tranche. — N aturellement,
le calcul direct de (IV,3,3) serait malaisé dans les applications. Nous allons
chercher a dégager une formule d’approximation, en nous limitant d’abord
a deux dimensions seulement (n = 2). La formule générale prend, pour
n =2, la forme:

“_HF(% M 1) 1

A

(IV7374) TO(r)\) =
F<—7> p.pg;eo[}i_*_ﬁ]l
a  a

1
+_
2

2

Dans toute la suite, nous supposerons a, < a,. Dans le réseau de pré-
levements, nous distinguerons des lignes de plus grande densité, lignes
le long desquelles les prélévements sont espacés de a,. Faisons, a la limite,
a, = 0, ce qui revient, en fait, & effectuer une montée le long de ces lignes
de plus grande densité. Dans cette montée, le terme r* (& une partie régu-

p<__1“+1>
liére prés) est devenu, selon (I11,1,9), V= 2 ri+i

, et cette expres-
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sion figure dans le covariogramme de la nouvelle variable &4 une seule dimen-
sion obtenue en montant le long des lignes. La variance d’estimation, dans
la reconnaissance de cette nouvelle variable selon la maille a,, est donc
nécessairement égale &

le T, ayant Pexpression (IV.2,9). De fait, si nous faisons a, =10
dans la formule (1V,3,4), seuls subsistent les termes correspondant a
p, =0, et 'on vérifie immédiatement que I'on a bien:

A+L)
S| 2\ ¢ 142
ol (1 X> S 1 T <" 2 >

IV,3,0) 2 Lot — =
( 1 10) o -)\ > a; I,-_'_‘O p/l.+2 F(_ . >§
) 1= ZI

Nous avons ainsi obtenu le terme principal de Ty(r*), relativement au

Tys, ajth. o

rapporl -2 supposé¢ trés petit. Ce terme représente Iextension des lignes
a
1

de plus grande densité (supposées parfaitement reconnues) dans les
tranches & deux dimensions qui les séparent. Nous I'appellerons terme de
tranche.

Lorsqu'a, n'est pas nul, naturellement, on n’a pas le droit de néghger
les termes de (1V,3,4) correspondant aux entiers p, non nuls. Considérons
les termes pour lesquels p, = ¢ a une méme valeur g, et mettons-les
sous la forme sulvante:

A
r 1+_~> , .
(IV,3,6) gr—).—l_L__z_ Gy 2+)‘y_. (S
’y v A s
r{—2 q —J:1 ° 1—&-2
2 P [1 _*_pZ&_
ajg

Pour évaluer la somme (prise sur I'indice nous pouvons appliquer
b

(142
la formule sommatoire de Poisson (A,4,3) & la fonction (1 + ba?) (H 2),
dont la transformée de Fourier est donnée en (A,8,27). On obtient
ainsi:

w o 1—) 1+
Sﬁ 1 _51122\/;<27rn>2K <_2n_n>
-+-L_ ed b A b (12 )
103
On vérifiera facilement, sur le développement (C,2,3), que = 2 K., ()

+—1 )\ +1 . 2
prend, en z =0, la valeur 2 2 I‘<—2—> Si nous séparons, dans I'ex-

MATHEROM, 6

—
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pression ci-dessus, les termes correspondant & n = 0, il vient:

Lorsque b tend vers 0, la série qui figure au deuxiéme membre décroit
plus vite que toute puissance de b, a cause de la décroissance exponentielle,

a I'infini, des fonctions de Bessel K ,,,. Elle n’apporte aucune contribu-
: 2
tion 4 un développement limité en b. Posons maintenant :

h="2
a,q

et portons le résultat obtenu en (IV,3,7) dans l'expression (IV,3,6) du
terme général en ¢. Celle-ci devient:

142 l)
1P< 2 >a,a§_+l- _—>‘_1F<1+ 2 / a3t R <a2>
v

S gLt * N g2+
r(—3) r(—3)

D’aprés ce qui précéde, nous savons que le terme complémentaire R,

décroit plus vite que toute puissance de <ﬂ> lorsque a, tend vers zéro. -

09
L’expression obtenue doit étre, enfin, sommée sur toutes les valeurs entiéres
non nulles, positives ou négatives, de 'entier ¢. On vérifie facilement, a
Vaide de (IV,2,9), que I'on a:

/ A 142
__F<1+"2_>{% 1 —P<_"‘2~>
2r—A-1 > =\/'rr
; p(_i) L g F(_l‘)
| 2 ) =1 2

Compte-tenu, aussi, du terme de tranche (¢ = 0), nous obtenons
finalement I’expression suivante de Ty(r}):

(1V,3,8)

(=)
T = Vi — e Tan (67 —a3?) + Tyaa + R (22 )

1‘<—%) .
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_ , : a
Du terme complémentaire Rx(;g)’ nous ne savons pas grand chose,
1

sinon qu’il est positif, et décroit plus rapidement que toute puissance de
a \ 1 :

<—a—2> lorsque a, tend vers 0. Nous le négligerons et, en compensation,
1

nous négligerons aussi ai+* devant a,al** et nous conserverons seule-

ment les deux premiers termes du développement:

14+ )\j
r{— =>4
To(r*) = Vr _<____2~ Tor- a2+t 4 T a.ql+*
(l\",:\';,g) ) (1] ) - > F( )\ 1+ a.l na l.(lla‘l

! ((1,, < ‘11)

-

Pour des valeurs de A pas trop élevées (inférieures & 7 ou 8),
la formule (1V,3,9) donne encore des résultats utilisables pour a, = q,.
Naturellement, lorsque a, est supérieur & «, on doit échanger les roles
de a, et a,. '

On voil apparaitre, sur (1V,3,9), le principe de composition du terme de
tranche et du terme de ligne. Le terme de tranche en a*t* représente, nous
'avons vu, la variance d’estimation & une dimension calculée pour la maille
a, et la variable obtenue aprés montée le long des lignes. Le terme en
a,al+* est appelé terme de ligne. On remarque que T,a;** n’est pas autre
chose que la variance & une seule dimension calculée sur le covariogramme
en a* pour la maille a,.

Soit alors g,(r) un covariogramme a deux dimensions, g,(r) le cova-
riogramme qui s’en déduit par montée,

a) et cia)

les variances d’estimation a une seule dimension calculées sur g, et g,
pour une maille a‘ et s*a,, a;) la variance & deux dimensions calculée
sur g,: le principe de composition peut s’écrire :

e®(ay, ay) = 63(a;) + a;03(ay)
(I1v,3,10) (@ > ay)

Valable avec la méme approximation que (IV,3,9), ce principe exprime
que l'on peut regarder comme indépendantes Uestimation des lignes de plus
grande densité a partir des prélévements et celle des tranches a partir des lignes
(supposée parfaitement reconnues), et par suite composer les variances
d’estimation correspondantes, comme s’il s’agissait de variables aléatoires
indépendantes (au sens usuel du calcul des probabilités). Cette justifica-
tion intuitive permet de comprendre pourquoi la formule (IV,3,9) est
encore utilisable pour a; = a, et pour des valeurs de A déja notables
(A =16 ou 7).

Dans les applications, on utilisera surtout les résultats relatifs aux valeurs
entiéres de A et aux termes logarithmiques en r¥logr. De (IV,3,9),
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on déduit sans difficulté:

(1V,3.11)
Ty(r2k) = 0
. — 1Yk92-2k . __ 9 N YN
\ Ty = U . i Gr—2)! Biyo oyt +("—.i)_ Byrwaz®
(k4 )i —np *
) _1 k+1 22+2I( k ! 2 . ) _1 k+1 - )
To(r2l\ log r)= ( ()2k = 3) l( ) TTB2+2k ai+2k T+ (_1__%2—11:_ Bl+2kala‘1.z+2A

En particulier, toujours avec a; > a,

Ty(r) = —% a,a; — 0,060 9 a3

(IV,3,12) Ty(r? log r) = 0,060 9 a,ad + 0,034 90 a}
. 1
To(r3) = 0 a,ay + 0,011 98 a8

Généralisation a plus de 2 dimensions. — Enfin, le principe de composi-
tion se généralise au cas on il y a plus de deux dimensions. Pour n = 3,
par exemple, avec «; > a, > a3, et en désignant par cj(a), ci(a) et
s%(a) les variances d’estimation a une dimension calculées, respectivement,
sur le covariogramme g; de la variable a estimer, et les covariogrammes
g, et g, qui s’en déduisent par montée d’ordre 1 et 2, on aura:

(TV,3,13)  o%ay, a,, a3) = ci(ay) + a,63(a,) + a,a,03(ay).

On voit apparaitre et se composer un terme de tranche, un terme de sec-
tion et un terme de ligne, et tout se passe comme si les estimations des
tranches par les sections, des sections par les lignes, et des lignes par les
prélevements étaient faites indépendamment les unes des autres. Lie prin-
cipe de correspondance permet, de méme, de calculer facilement I'apport
To(r*) & cette variance & 3 dimensions du terme en r* de la partie irrégu-
liere du covariogramme :

(IV,3,14) Jrr(—1 42
2% ~ ‘ 2 "
To(r) = — X _:__2 Tys; ai™ + x = Timaast 4+ Ty ayaa5
r{_—-=~
3
Cas des mailles réguliéres non rectangulaires. — 11 arrive souvent, en

pratique, que les réseaux de prélévements soient construits sur des paral-
lélogrammes quelconques (& 2 dimensions) ou des parallélépipédes obliques
(2 3 dimensions). Le principe de composition s’étend de lui-méme et les
formules établies subsistent: il suffit, pour »n = 2, de prendre pour a,
la distance entre prélévements sur les lignes de plus grande densité, et,
pour a,, la distance entre ces lignes. De méme, & 3 dimensions, a, repré-
sentera la maille sur les lignes de plus grande densité, a, la plus petite
distance entre deux telles lignes, et a, I'espacement des plans de plus
grande densité.

CETNERN
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Quant a la formule générale (IV,1.12). on vérifiera qu'elle subsiste
movennant de tres légeres modifications : si I'on désigne par a. b. c..
les vecteurs de base de la maille, tels que les prélevements soient effectués
aux points y + p, @ + e b= pes pay Pos Pe entiers quelconques, et
par ¢ = (a, b, ¢) le volume du parallélépipede de base de la maille, on a

(1V,3,15)
o3(a, b, ¢ )y = (a, b, c...) \' 0(>a-‘~)b+)c-i—--')—flﬂ(h)dh
y Uy e s My e —_ c]u'i]l; Pe , ot .
Py Py Pe
4. — Mailles aléatoires stratifiées.

1l arrive parfois, en pratique, que les réseaux de prélevements ne solent
pas construits selon une maille réguliere, mais selon le type dit stratifié
au hasard, dans lequel chaque point de prélevement est choisi & I'intérieur
June « zone d'influence » selon un procédé de tirage au sort donnant a
chaque point de la zone d’influence la méme probabilité¢ d’étre tiré. Lorsque
cos zones d'influence sont jointives, égales entre clles, et ne se recouvrent
pas, on parle de maille stratifiée aléatoire. A deux dimensions, ces zones
d’influence peuvent étre des parallélogrammes ou des hexagones. A trois
dimensions, ce sont généralement des parallélépipédes obliques ou rectangles.
Nous nous proposons, dans ce paragraphe de définir et de calculer la variance
d’estimation associée 4 une maille aléatoire statifiée, et de la comparer avec
celle de la maille réguliére construite sur les mémes zones d’influence.

Pour simplifier les notations, nous supposerons que la zone d’influence
est un parallélépipede rectangle P dardtes a = (aq,a, ... a,) paralléles
aux axes de coordonnées, mais les résultats obtenus s’étendront d’eux-
mémes a d’autres types de polyéedres. Si 'on connait la position

0= (0,0 ... V)

du centre de 'une des zones d’influence, les centres de toutes les autres
sont disposés aux points ¢ + ka = (0, + kaq, .., 0, + Ka,), Kk dési-
gnant un systéme d’entiers quelconques (k,k, ... k). Dans la zone d’in-
fluence P, de centre v + ka, on implante au hasard un point de préléve-
ment, selon une loi de probabilité uniforme. Nous désignerons par

v+ ka + u,

ce point de prélévement. Tout se passe, en fait, comme si un point u,
était tiré au sort dans le parallélépipede P centré a l'origine. Nous dési-
gnerons par w(z) la variable géométrique associée & P centré a I’origine,
et par m(h) =w®w*w son covariogramme géométrique. La variable
régionalisée qu’il s’agit d’estimer est désignée par f(z), et son covario-
gramme par g(h). Les renseignements disponibles, qui sont les valeurs
numériques des f(v + ka + u,) pour tous les systémes d’entiers k, per-
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mettent de former I’estimation Q* de la quantité de métal, selon la formule
suivante :

(IV,4,1) Q* = la] Y flv + ka + uy)

k

Q* apparait comme une variable aléatoire, relativement aux u, tirés
indépendamment au sort selon une loi de probabilité uniforme dans P,
et aussi relativement a la position de l'origine ¢ du réseau, que l'on peut
également considérer comme tirées au sort dans P comme les u,, mais
indépendamment d’eux (il est, en effet, indifférent de prendre comme
origine ¢ ou l'un quelconque des ¢ + ka). Nous raisonnerons d’abord
a v fixé. A ¢ fixé, I'espérance mathématique de Q* est:

E(Q*[¢) [al‘_”l/fu—}—ka-{—u,\ du, = [ fla) dx = Q.

Elle est naturellement égale a la vraie valeur de la quantité de métal,
ainsi, par conséquent, que P’espérance a priori de Q* (relativement a la
fois aux u, et a o¢):

(IV,4,2) E(Q*) = E(Q*¢) = Q.
Passons aux variances, et posons pour abréger:
fio = (0 + ka + w,).

Pour calculer la variance a ¢ fixé, formons le carré:
*12 — | ]2
[Q*F = |af* M\ fufy
kP

Pour k # p, f, et f, sont indépendants & ¢ fixé (puisque u, et u
sont indépendants).

Pour k = p, la variance de f, apparait. Ainsi, on a:

gE(fkko = E(fif¢)? + D¥(f,|0)
. E(fkfplv) = E(fklv) E(fplv)
On en tire, d’apres (1V,4,2)
'IS E(Q*¢) = |af* Y\ E(filo) E (1)) + lal ? DX(fyf0)

IeP

) = Q + [a* Y Dfile)
| k

P

D’ou I'expression de la variance, lorsque I'origine ¢ du réseau est fixée.

(IV43) D¥Q*j¢) = lal* )\ Do)
‘ k

il
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Comme E(Q*[¢) = Q ne dépend pas de ¢, on aurala variance a priori
D2(Q*), qui est la variance destimation cherchée, en prenant la valeur
probable relativement & ¢ de D2(Q*|¢). Pour expliciter son expression,
introduisons la variable:

_1r N
y(xr) = Ial /1 f(x + u)du = i f*&

égale a la valeur moyenne y(r) dela variable f dans le parallélépipede P
centré au point z (teneur moyenne de ce parallélépipede). On a:

D3(f.lv) = I—‘ll| /1 f2(¢ + ka + u) du — [y(v.—}— ka))2.
Portons ce résultat dans (IV,4,3): il vient:
DQ¥j¢) = lal [ fz) dz — lal* ¥ [y(v + ka)F
k

= |alg(0) — laf* Y\ [y(v + ka)]"
k

Le premier terme est indépendant de ¢. Le deuxiéme, lorsque I'origine
o du réscau est choisie au hasard dans P, a pour valeur probable:

|a)? E[Eyz(v + ka)] = |a| fg?(;izdx = |a| g,(0)

-k
gp(h) désignant le covariogramme de y(z), égal a:

1 v 1 ]
gp(h)—m;g-.-m*m—lalzg*n.

D’ou, finalement, le résultat cherché:
(IV,4,4) s%(a) = DXQ*) = |a|(£(0) — £p(0)]

ou encore, sous forme explicite :
a5 o = lol] 60— [s i di |

Si nous nous reportons & la signification de 'algorithme de Cauchy
(1,2,9), nous voyons que la variance d’estimation est le produit du volume
la| de la maille par la différence entre g(0) et la valeur moyenne de g(h)
dans le parallélépipede de base P. Elle ne dépend que du comportement
de g(h) dans ce parallélépipeéde, et prend une valeur d’autant plus élevée
que la décroissance de g(h) dans P est plus rapide — done que la régio-
nalisation est moins réguliere.

Mailles adaptées. — Une maille aléatoire stratifiée sera dite adaptée
si elle réalise le minimum de la variance d’estimation (IV,4,5) pour un méme
volume |a| de maille, c’est-a-dire pratiquement pour un méme nombre
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de prélevements. Dans le cas d’'un covariogramme isotrope g(r), cette
maille adaptée est construite sur un polvedre régulier. A deux dimensions.
par exemple, on obtient les hexagones réguliers et les carrés, avec d’ailleurs
une infime supériorité pour la maille hexagonale, dans la mesure méme ot
I'hexagone se rapproche davantage du cercle que le carré.

De la méme maniére, une maille réguliére sera dite adaptée si elle réalise
le minimum, a |a| fixé, de la variance d’estimation (IV,1,12). Pour un
méme g(h), il n’est pas évident que les mailles adaptées régulieres et
aléatoires stratifiées soient construites sur les mémes polyedres, mais ce
sera généralement le cas: tout dépend de la nature de I'anisotropie que
présente le covariogramme g(h) au voisinage de I'origine. Pour un covario-
gramme lsotrope g(r), ou présentant une anisotropie susceptible d’étre
corrigée par une transformation linéaire des coordonnées, on est assuré
que les polyedres adaptés coincident.

En regle générale, la matlle réguliére adaptée donnera toujours de meilleurs
résultats, que la maille aléatoire stratifiée adaptée. 11 ne peut y avoir d’excep-
tion que pour un covariogramme aberrant, comportant une composante
harmonique d’ampleur exceptionnellement élevée pour une période qui soit,
justement, I'une des périodes du réseau.

Par contre, de deux mailles non adaptées construites sur un méme
polyedre, 'une réguliére et I'autre aléatoire stratifiée, il n’est pas possible,
en général, de prévoir a priori laquelle donnera les meilleurs résultats.




CHAPITRE ¥

REPRESENTATION TRANSITIVE
DES COREGIONALISATIONS

SOMMAIRE

Les résultats des chapitres précédents se généralisent aux coregionalisations,
Pest-t-dire au cas ot plusicurs variables sont défin ies dans le méme champ. I’ indé-
pendance de deux pariables peut se définir en deur sens différents, non équivalents:
I’indépendance interne ou Pabsence de corrélation différée. Les trois premiers para-
graphes sont importants dans les applications (estimation simultanée de plusicurs
variables; par exemple, dans un gisement minier, estimation simultanée de la teneur
moyenne et des tonnages minerai et métal).

Le paragraphe 1, de lecture facile, définit la matrice de covariation Cy;(h),
généralisation du covariogramme. La covariance des estimations simultanées des
deur variables f;, et f; se calcule, @ partir de C;;, de la méme maniére qu’une
variance d'estimation & partir de  g(h).

Le paragraphe 2 définut Uindépendance interne de deux variables f; et f; par
la condition que fi(z) et fjx) et toutes leurs régularisées solent indépendantes,
aw sens ordinaire. La condition s’écril C;;(h) = mm;K(h), K(h) étant le covario-
gramme géometrique.

Le paragraphe 3 applique cette notion au cas d’une variable f(x) et de la variable
géométrique k(z) associée @ son champ et formule la condition d’indépendance
interne de la variable et de son champ (absence de dérive zonée).

Le paragraphe 4 reprend la notion usuelle de corrélation différée, corrélation
entre f(x) et f[j(x + h), et montre que Pabsence de corrélation différée n’entraine
pas U'indépendance interne, ni réciproqguement. Entre une variable et son champ
une corrélation différée traduit Uexistence d’une dérive orientée.

1. — La matrice de covariance.

Il arrive souvent que I'on ait affaire a plusieurs variables régionalisées,
définies sur un méme support, ponctuel ou non. Nous parlerons, dans ce
cas, de corégionalisation, et nous devrons attacher une importance parti-
culiere aux corrélations pouvant lier les différentes composantes de la coré-

T
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gionalisation. Outre les corrélations directes, reliant les valeurs f,(x) et
fi(x) de deux variables en un méme point z, il convient également de
considérer les corrélations « différées » reliant les valeurs de f(z) et [i{x + h)
en deux points distincts.

Supposons donc que, dans un champ V défini, conformément a la
formule (I, 1, 1) par la variable géométrique habituelle k(z), de cova-
riogramme :

(V,1,1) K(h) =k * k

se distribuent, simultanément, plusieurs variables régionalisées f,(z),
fo(2)... & support ponctuel. A la variable f(z) est associé son covariogramme
transitif g;(k), défini par:

bi
(V,1,2) =11

Pour définir commodément la matrice de covariation, nous allons intro-
duire une nouvelle variable régionalisée :

(V,1,3) fla, 1) = B afile)

combinaison linéaire des variables f; données, avec des coecfficients »’
réels quelconques. A cette nouvelle variable est attaché le covariogramme :

v j Vv v
(VL4) gl 2) = D 2fix £ = Wby + Y anffox £+ fi5 )
ij i 1:<J
Dans certaines questions, il pourra y avoir intérét & considérer séparé-

v v
ment chacune des deux composantes f; * f; et f, *f; des termes rectan-
gulaires. Le plus souvent, ils n’interviendront que par I'intermédiaire de
I'expression symétrique :

(V,1,5) Cylh) = Cuty = 4 [fix f + fix £

Le covariogramme (V,1,4) peut alors s’écrire :
i i<J
On posera, comme il est naturel :
Cii(h) = gi(h)

de sorte que (V,1,4) s’écrira, sous forme symétrisée:
(V,1,6) glh, ») = E )‘iljcij(h)
Y

Le terme GC;;(h) sera appelé covariogramme rectangulaire associé
aux variables f;, et f;, et la matrice des covariogrammes rectangulaires
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sera dite matrice de covariation. La formule (V,1,6) permet d’étendre aux
C;;(h) & peu pres toutes les propriétés des covariogrammes g(h). 11 suffit,
pour cela, de remarquer que g(h, %;) doit vérifier chacune de ces propriéiés,
quels que soient les A, et les A; et de procéder par identification. Ainsi
les C;; montent de la méme maniére qu'un covariogramme, et, si I'on
régularise f, el f; par une fonction de prélevement ou de pondération p
. . v ’ PR . v . v ,

de cov ariogramme P=psx*p, ]es.regulamsees fi=p et f=pont Cjx=P
comme covariogramme rectangulaire.

Le terme C;;(k) exprime, a sa maniére, la corrélation reliant f(z) et
fi(x 4+ k). Pour préciser sa signification, imaginons que nous disposions,
pour estimer la quantité de métal

(VA7) Q) = Y. AQ,

1

associée i la variable f(z, ;) définie en (V,1,3), d’un réseau de prélevements
ponctuels implantés selon une maille rectangulaire (a;, @, ..., @,) = a.
La variance d’estimation o2(a)s’obtient en faisant agir sur le covariogramme
g Yopérateur linéaire €, défini, conformeément a (IV,1,12) par la formule :

(V.1,8) o2a)=8,(g) = |a),a....a, 2 gkyay, ... ka,) — [g(h) dh.

ki kn

Cet opérateur étant manifestement linéaire, la variance associée a J'esti-
mation de la quantité de métal Q(3;) prend Iexpression suivante:

(VA9) oHan) = ELgha)] = ) 28.(Cl)
i

"\ s a Y . \
= L AE(g) + 2 Z 7\_17\1‘&“(@;"/)-
i i<J

Dans cette relation, &,(g,) est naturellement égale & la variance de
PPestimation de la quantité de métal Q; relative a la relative variable f;
variance que I'on peut noter c¥(a). Si nous désignons de méme par o;;(a)
la covariance des estimations simultanées de Q; et Q;, on a nécessai-
rement :

oah) = | Nola) + 2 ) A, oi(a)
i

i<J

11 suffit, puisque les ; sont quelconques, d’identifier le terme en A;A;
avec celui de (V,1,9) pour obtenir:

(V11710) | Gij(a) = 8a(Cij)

Ainsi, la covariance de 'estimation simultanée de Q; et Q; par une méme
maille de prélevements s’obtient en appliquant au covariogramme rectangle
C;; le méme opérateur linéaire &, quisert au calcul d’une variance d’esti-
mation ordinaire c?(a).

—— T
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2. — Condition d’indépendance interne.

En général, la covariance d’estimation définie en (V,1,10) ne sera pas
nulle, et les quantités de métal Q; et Q; ne seront pas estimées indépen-
damment 'une de 'autre, méme si f; et f; apparaissenl comme indépen-
dentes, au sens statistique usuel. Liées & un méme champ géométrique V,
ces deux variables ne peuvent certainement pas étre « indépendantes »
dans I'absolu. IEn I'absence de toute autre cause de liaison, le fait d’avoir
meéme champ géométrique, entraine, par exemple, pour des variables f; et [
ne prenant que des valeurs positives, une valeur nécessairement positive
de la covariance d'estimation € ,(C;)). Si le réseau de prélevements a été
implanté, par hasard, de telle maniére qu’il conduise a surestimer I'évalua-
tion du volume du champ V., il en résulte, toutes choses égales d'ailleurs,
une tendance a surestimer simultanément les deux quantités de métal
Q; et Q; — et inversement.

La notion usuelle d'indépendance de f; el f; est une notion interne au
champ V. Nous verrons, dans la deuxiéme partie, qu’elle s’exprime plus
commodément, dans la théorie dite intrinseque. Elle correspond au cas ou
la covariance directe. ou ordinaire, des variables ponctuelles [(x) et fi(x)
est égale a 0. Avec nos notations, cette indépendance, au sens usuel, se traduit
par la relation :

QQ,

K(O) étant égal au volume du champ géométrique V, selon (1,1,5), et m,, m;
désignant les moyennes Q et Q des variables f; et f; dans V.

K(0) K(O)
Mais il faut bien voir que la relation (V,2,1) n’exprime que I'indépendance
(usuelle) des variables ponctuelles. Elle n’entraine en aucune maniére I'indé-
pendance des variables non ponctuelles, que I'on peut en déduire par les
procédés habituels de régularisation et de prélevements. Soit, en effet, p
une fonction de pondération ou de prélevement, de covariogramme P=p * p
Les variables y; et y;, outeneurs moyennes de f; et [; dans ce prélevement,
sont définies par:

yl:_‘) i*]\s
(V,2,2) 1
' [y =—T*p

Ces nouvelles variables y; et y; ont le covariogramme rectangulaire.

1
€+ P =2 [ Plh— uCi(w) du

/ %
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Mais, pour prendre en compte I'effet de bavure qui se produit aux fron-
tieres du champ, lorsque 'on passe aux variables a support non ponctuel,
le covariogramme géométrique K du champ V doit également étre
remplacé par

lgepod / P(h — u)K(u) du

p? 02

On vérifie que la régularisation par p ne modifie ni les quantités de

métal ~‘/ fi# pdx=Q, nile «volume » généralisé
¢

1y .

——/ ks pdr=K(0) =V,
¢

donc ne change pas les moyennes m, et m;. Pour que les variables y; et Y;
solent encore indépendantes, au sens usuel, nous devons donc avoir, selon

(V,2,1):
(V,2,3) / P(u)C;(u) du = mimj‘/‘P(u)K(u) du

Mais cette relation n’est pas du tout une conséquence nécessaire de
(V,2,2). Pour que les variables régularisées y; et y; soient indépendantes
au sens usuel, quelle que soit la fonction de pondération ou de prélévement
p, c'est-a-dire pour que (V,2,3) soit vérifiée pour tout covariogramme
P(u), 1l est nécessaire et suffisant que Pon ait :

(V,2,4) Cij(h) = mm K(h)

c’est-a-dire que le covariogramme rectangle C;; soit proportionnel au cova-

riogramme géométrique K. Lorsque cette relation est vérifiée, nous dirons
que les deux variables f; et f; vérifient la condition d’indépendance interne
(interne au champ V). Clest 1a, en fait, une condition extrémement sévére,
qul ne pourra jamais étre rigoureusement vérifiée en pratique. Mais, si
les fluctuations de C;i(h) de part et d’autre de m;m ;K(k) n’ont pas une
trop grande ampleur, on pourra souvent admettre 'indépendance interne
a titre d’approximation. Dans la deuxiéme partie, nous retrouverons cette
relation (V,2,4) et nous I'interpréterons, d’un point de vue stochastique,
comme une relation entre valeurs probables de certaines grandeurs
aléatoires.

Lorsque la condition (V,2,4) de I'indépendance interne est vérifiée, la
covariance &,(C;;) des estimations simultanées des quantités de métal
Q; et Q; se met sous la forme :

(V,2,5) oijf(@) = &,(Cy)) = mm&(K) = mm ot

La variance of = &,(K) n’est autre que la variance d’estimation du
volume V du champ géométrique, appelée parfois briévement variance
géométrique. En pareil cas, la variance relative de I'erreur commise dans

il g Rt S L,
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'estimation du rapport Q;/Q; peut se mettre — en premiére approxima-
tion — sous la forme:

2

‘(a) | oila) 2o;(a)  o¥a) , o%a) G
(V,2,6) 2o 4 20 SBAY G4 | 958 5 0F
Q¢ T QT @ T v
En général, la condition d’indépendance interne (V,2,4) ne sera pas
vérifiée, et la valeur de la différence

(V1277) - Cu(h) - mszK(h)

donnera une idée de la corrélation régnant a la fois entre fi(z) et fi{x + h)
et entre fi(x + &) et fi(x): le C;; défini en (V,2,5), étant symétrisé, ne
permet pas de séparer ces deux corrélations. Nous exprimerons au para-
graphe 4 les corrélations différées sous une forme non symétrisée, permet-
tant de séparer les effets relatifs & + & et & — h, c’est-a-dire de mettre
en évidence le phénomene de I'avance d’une variable sur 'autre. Mais
remarquons tout de suite que si 'expression (V,2,7) prend, pour |k| petit,
des valeurs positives, elle doit nécessairement, par compensation, prendre
des valeurs négatives pour |h| plus grand. En effet, I'intégrale totale de
Pexpression (V,2,7) est toujours nulle. On a toujours :

(V,28) [ Cimy ab = QQ; = mm [K(O)2

comme on peut le vérifier sur la définition (V,1,5), en intervertissant 'ordre
des intégrations en & eten z:

f Cyj(h) dh = —; /f [fi@)f{z + k) + fi(z + h)f(z)] dz dh
— 5 [ Q@) + Qi &z = QQ,

Ainsi, une corrélation positive @ courte distance est obligatoirement compensée
par une corrélation négative a plus grande distance.

3. — Relation entre une variable et son champ géométrique.

Un cas particulier remarquable de corégionalisation s’obtient en asso-
cient une variable f(z) et la variable géométrique k(x) affectée a son champ
V. En écrivant C(h), aulieu de C;;(h), la condition d’indépendance interne
(V,2,4) s’écrit simplement :

(V,3,1) C(h) = mK(h)

m = %()65 désignant, la valeur moyenne de f dans son champ. Lorsqu’elle

est vérifiée, la relation (V,2,6) se met sous la forme :

2 2 2,
Om _@__0'\

m: Q2 V?
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La variance relative de I'erreur commise sur 1'estimation de la moyenne m.

s'obtient en faisant la différence des variances relatives d’estimation du
métal et du volume. Cela signifie que, dans le produit, Q = mV, les quanti-
tés m et V peuvent étre considérées comme ayvant été estimées indé-
pendamment I'une de autre. Nous dirons, dans ce cas, qu'il n'y a pas d’inter-
férence entre le probleme géométrique (estimation de V) et ’estimation
de la moyenne m. Dans la mesure ou elle manifeste I’absence d’influence
de la position d’un point z a I'intérieur du champ, et notamment & plus
ou moins grande distance des frontieres de V, cette condition (V,3,1)
peut servir de critére pour la validité de la théorie intrinséque (2¢ partie).

En raison de 'importance de cette relation, nous allons I’examiner avec
quelques détails, et pour cela il nous faut, en premier lieu, introduire deux
notions nouvelles.

Les algorithmes m(h) et Q(h). — Nous avons vu, (1,1,5), que le covari-
gramme géométrique K(h) donne la mesure du volume V'= V<tV
de P'intersection du champ V et de son translaté dans la translation #&,
ou du volume V"= Vn=<_,V obtenu par la translation opposée — h.
Désignons par m(h) et Q(h) la valeur moyenne de [ dans V' el la quantité
de métal correspondante:

Q) = m(R)K (k) = / f(z) do

Ce volume V' a, pour variable géométrique, le produit k(z)k(x — k).
En effet, k(z) est égal a1 si = est dans V et & O dans le cas contraire,
et de méme k(x — k) est égal & 1 ou a 0 selon que y = x — h appartient,
ounon,a V, c’est-a-direselon que xz =y -+ h appartienta V' = Vnr,V.
De méme, le volume V"=Vn%_,V a pour variable géométrique
k(z)k(x + k). Le facteur Fk(r) peut d'ailleurs étre supprimé, puisque
f(z) est nulle quand % = 0. Nous définirons donc les algorithmes corres-
pondants par les relations suivantes:

K Q(R) = m(R)K(h) =/' f@)k(x — k) dz = f * k
(V)372) | .

[ Q= 1) = m(— wK®) = [ f@hiz + 0 dz = f &

 Le covariogramme rectangle C(h). — Revenons, maintenant, au cova-
riogramme rectangle C(Z) relatif & f(xr) et & sa variable géométrique
k(z). De la définition (V,1,5) nous tirons immédiatement :

Chy =5 [f+k+f = 1)
Nous reportant aux algorithmes (V,3,2) nous obtenons:

(V.33) Clk) = 5 [QUA) + Q(— b)]
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Ainst C(h) est égale a la moyenne arithmétique des quantités de métal
contenues dans les intersections du champ V avec ses translatés par -+ A
et —h. La conditions d’indépendance interne (V.3,1) prend alors la
forme remarquable suivante:

(V,3.4) é [(m(h) + m(—Rh)]=m

1y a indépendance interne entre une variable et son champ si la moyenne
des valeurs prises par la variable dans les intersections du champ V avec
ses translatés par h et — h reste constante et égale a la moyenne générale m.
Une telle condition traduit I'absence d’une dérive systématique des valeurs
prises par la variable, & I'exception toutefois d’une dérive linéaire qui pour-
rait rester compatlble avec (V,3,4). Dans la deuxieme partie, et d’un point
de vue stochastique, nous verrons que la théorie intrinséque admet soit
la constance des valeurs probables, soit éventuellement une dérive linéaire.
Seules, donc, pourront relever de cette théorie les variables vérifiant (V,3,4),
c’est-a-dire indépendantes de leur champ. Pratiquement, on pourra tolérer
certains écarts, que 'on interprétera comme des fluctuations statistiques
normales, & condition qu’elles ne prennent pas trop d’ampleur.

Dans le cas d’une dérive zonée, ou Ion a par exemple un cocur riche el
des périphéries de plus en plus pauvres, on voit facilement que Ion a:

C(h) > mK(h) pour |A| petit
; G(h) < mK(h) pour |A| grand

On notera, cependant, que dans tous les cas les relations suivantes sont
vérifiées :

C(0) = mK(0) =

(V,3,9) f C(hydh = m [ K(h)dh = QV

La premiére résulte de la définition (V,3,3) de C(k), et la deuxieme
découle directement de (V,2,8). Par comparaison avec (V,2,1), on notera
que la relation C(O) = mK(O) exprime que la covariance (ordinaire) d’une
variable f(z) et de son champ k(x) est toujours nulle. Seule, la corrélation
différée entre f(z) et k(z -+ h) c’est-a-dire C(k) peut convenir pour repré-
senter I'influence du champ, et de ses frontiéres, sur I'allure de la régiona-
lisation.

4. — Les corrélations différées.

Les covariogrammes C,;(k) ont I'inconvénient d’étre symétrisés, et de
ne pas permettre, par consequent de distinguer l'influence de fi(z) sur
f{x + h) de celle de fi(x) sur f(x — k). Pour mettre en évidence 'avance

Tol —— . .
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ou le retard d’une variable sur I'autre, il est nécessaire de séparer les deux
composantes de (V,1,5). Nous poserons :

D) = in * f; szl(x)fj(x + h) dx

(V) v
D) = i+ f; = [ fle + fy(@) do

Naturellement, on a:
4 Dij(h) = Dji(_' k)

(V,4,2) Cyh) = -5 [Dy() + D(h)]

Pour un vecteur % donné, examinons la covariance, au sens usuel,
de fi(z) et f(x + k). On doit, naturellement, se limiter aux points z tels
que z et z -+ h soient tous deux dans le champ V, de maniére que ni fi(z)
ni fi(x + k) ne s’annule identiquement. En réalité, done, on s’'intéresse a
la corrélation des deux variables k(x + h)fi(x) et k(z)f,(z + h), limitées,
respectivement aux intersections du champ V et des translatés par — h
et par h. Conformément aux algorithmes (V,3,2) ces variables ont, dans les
champs géométriques de mesure K(h) auxquelles on les a restreintes, les
valeurs moyennes:

_ 1 ¥
? m(h) = Rﬁ fi* 3

La covariance S;;(h), au sens usuel, de fi(z) et file -+ h) est définie
par:

Si(h) = R%S / k(h + ) fi(x) k(z) [(x + h) dz — m(— k) mh)

. | ' ’ AR B vl
! . i

— S |

On en tire immédiatement :

D, (k)
V,4,4 (R = 2\ o (— ,
(V,4,4) S;i(h) J(h) my(— h) m (k)

J

Ainsi la condition pour qu'il n’existe pas de corrélation différée, qui
s’écrit :

(V,4,9) D(h) = m(— h)mj(h)K(h)
n’est pas du tout identique a la condition d’indépendance interne. Lorsque

(V,4,5) est vérifiée, on a nécessairement, d’aprés la deuxiéme relation
(V,4,2)

(V,4.8)  Cilh) = [mi(— hym ;(h) 4; my(hym (— h)] Kk

relation qui ne coincide pas, en général, avec (V,2,7), & moins que le produit
mi(— h)m;(k) ne reste constant et égal a m;m;.

MATHERON. 7
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Prenons, par exemple, f;, = f et f; =k, c’est-a-dire une variable et sa
N variable géométrique associée. Alors m jh) =m(—h) =1 quel que soit
™ h et, d’aprés (V,4,3), le D;i(h) se redult a:

(V,4,7) Dij(h) = f % k = Q(— &)

La condition (V,4,5) pour qu'il n’y ait pas de corrélation différée entre
une variable et son champ s’écrit donec :

. Q(R) = m(BK(R) = Q(— h)
¢’est-a-dire :

(V,4,8) m(h) = m(— h)

En Pabsence de .corrélation différée entre une variable et son champ,
. la variable a une méme valeur moyenne dans les intersections symétriques
| du champ V et de ses translatés par + h et — h. Mais cela n'implique
pas, en général, que cette valeur moyenne soit indépendante de k.(V 4,8)
n’entraine pas (V,3,4), ni réciproquement. Entre une variable et son champ,
Pindépendance interne et ’absence de corrélation différée sont des conditions
de nature différente. Si, par exemple, f(z) est une fonction possédant la
symétrie sphérique, c’est-a-dire de la forme f(r), (V,4.8) est vérifiée, mais
non (V,3,4): f(r) est sans corrélation différée avec son champ, mais n’en
est pas indépendant au sens de 'indépendance interne.
Par contre, une fonction f(z) qui serait définie par:

f(x) = (alxl + e + a”;L‘“)k(x) = (ax)k(x)

c’est-a-dire varierait linéairement dans son champ V, et serait nulle a

Pextérieur, présenterait une forte corrélation différée avec k(z). On aurait.
en effet,

Qh) — Q(— h) ] [f(x 4+ h) — f(2)k@)k(x + R) do = (ah)K(R)

so1t

m(h) — m(— h) = (ah) = a,h; + -+ 4 a,h,

Mais, si de plus, le champ V admet un centre de symétrie, ¢’est-a-dire

. Y . . N .
si k= k, on aurait aussi pour cette méme fonction f:

f=—f

d’on  lon tirerait :

Q) + Q(—h) = (f+ ) sk =0

et la fonction f serait indépendante de son champ, au sens de Pindépendance
interne.

D’une maniére générale, I'absence de corrélation différée entre une
variable et son champ manifeste 'absence de dérive orientée, tandis que
Pindépendance interne traduit I'absence de dérivée zonée, ou, si I'on veut,
le fait que la plus ou moins grande proximité des frontiéres du champ est
sans influence sur 'allure de la régionalisation.
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CHAPITRE VI

APPLICATION AU PROBLEME GEOMETRIQUE

SOMMAIRE

Ce chapitre donne un exemple d’application de la théorie au probléme pratique
posé par Uestimation des volumes et des surfaces.

Le paragraphe 1 montre que le covariogramme géométrique K(h) est de lu forme
V — S hi aw voisinage de Uorigine, done linéaire, S. étant la cariation diamétrale
dans la direction % du vecteur h. D’oi possibilité de caleuler la variance d’estimation
par le principe de correspondance. Dans le cas d’un volume N convexe, K(h) se
déduwit &’une maniére simple de Uhistogramme des tracersées paralléles a h.

Le paragraphe 2 donne quelques indications pratiques sur le cas particulier a
dewr dimensions. Les formules établies montrent que la cariance est en raison inoerse
de la puissance 3[2 du nombre des points positifs.

1. — Propriétés des covariogrammes géométriques.

Le probleme géomdétrique, qui se rencontre fréquemment en pratique,
est celui de Pestimation de la surface ou du volume du champ géométrique V
associé &4 une variable régionalisée. On dispose, en général, pour faire cette
estimation, des mémes renseignements que pour I'estimation de la variable
elle-méme. S’il s’agit, par exemple, d’un réseau de prélevement ponctuels
d’origine y et de maille @, on est capable de dire, pour chaque point du
réscau  y + pa = (Y, + p1&y, - Y, -+~ Paa,) s’il appartient, ou non, au
champ V. Autrement dit, si Pon désigne par Ak(x) la variable géométrique
associée au champ V, on connait les valeurs numériques (0 ou + 1) de
k(y + pa) pour tous les svstémes d’entiers p. La quantité a estimer, qui
est la mesure du champ V, n’est par ailleurs pas autre chose que la « quan-
tite de métal » associée a A(x).

(VI, 1,1 V = [/\T(l‘) dx



104 LES REPRESENTATIONS TRANSITIVES

Le probleme géomsétrique se présente donc comme un cas particulier
du probleme général de I'estimation des variables régionalisées, tel qu’ii
a été traité au chapitre 1v. En particulier, si 'on connait le covariogramme«

géométrique K(h) = k*lvc, on saura calculer la variance d’estimatioc
attachée a un réseau de maille a par la formule générale (IV, 1,12), ou par
les procédés reposant sur le principe de correspondance.

Souvent, d’ailleurs, les renseignements ne seront pas simplement ponc-
tuels, mais pourront avoir une dimension (si on a mesuré les longueurs
traversées, ou épaisseurs, de V parallélement 4 une direction) ou deux dimen-
sions (si 'on a mesuré les aires des sections de V a différents niveaux:.
En pareil cas, la variable que I'on cherche & estimer n’est plus la variabls
k,(x) & n dimensions, mais les variables kpqyouk,,an—1oun—2
dimensions qui s’en déduisent par montées d’ordre 1 et 2, et dont les
covariogrammes se déduisent de K(k) par les mémes opérations d=
montée.

Mais le covariogramme géométrique posséde certaines particularités
importantes, qui permettent souvent d’abréger le calcul de la variance
d’estimation. Nous avons vu, dans le chapitre 1, que K(h) est la mesure
(volume si n = 3) de I'intersection du champ V avec son translaté dans la
translation A, d’ou, en particulier, la relation :

(VI, 1,2) K(0) = V

Rappelons également la formule (I,1,14).
(VI, 1,3) | fmmﬁ=w

On connait donc (ou du moins on est capable d’estimer) la valeur :
Porigine et I'intégrale de K(k). Mais il y a plus. Prenons, en effet, pour -
un vecteur 32 de module infiniment petit. La mesure K(3%) de I'intersec-
tion de V et de son translaté dans la translation infiniment petite 8h dif-
fere de K(k) d’une quantité infiniment petite

(VI, 1,4) K(0O) — K(k) = S(«)|8h|

proportionnelle & |3%], au second ordre prés, qui représente la moiti:
du volume balayé par le petit vecteur Sk lorsqu’il parcourt tous les points
de la surface limite de V. Ce coeflicient de proportionnalité S(a) s’appell:
la demi-variation diamétrale dans la direction « (de cosinus directeurs
%y, &gy ..oy &) du vecteur §(h). Silon considére les sections S(z) des inter-
sections de V par des plans P perpendiculaires a la direction «, et repéreés
par I'abscisse z de leur intersection avec une droite parallele 4 «, la varia-
tion diamétrale [2 S(«x)] apparait comme la limite supérieure de toutes
les sommes possibles de la forme '

I8(21) = S(z2)| + [S(z2) —S(z5)| + -+ + [S(z,) — S(z,-)]
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Le probléme géométrique se présente donc comme un cas particuier
du probléeme général de I'estimation des variables régionalisées, tel gq='il
a été traité au chapitre 1v. En particulier, si 'on connait le covariogramme

géométrique K(h) = k*ic, on saura calculer la variance d’estimation
attachée a un réseau de maille a par la formule générale (IV, 1,12), ou zar
les procédés reposant sur le principe de correspondance.

Souvent, d’ailleurs, les renseignements ne seront pas simplement pcze-
tuels, mais pourront avoir une dimension (si 'on a mesuré les longue=rs
traversées, ou épaisseurs,de V parallélement a une direction) ou deux dim:n-
sions (si 'on a mesuré les aires des sections de V a différents niveausx).
En pareil cas, la variable que I'on cherche a estimer n’est plus la variazle
kz) & n dimensions, mais les variables k,_, ou kpgodn—1oun—2
dimensions qui s’en déduisent par montées d’ordre 1 et 2, et dont .es
covariogrammes se déduisent de K(k) par les mémes opérations ie
montée,

Mais le covariogramme géométrique posséde certaines particularizés
importantes, qui permettent souvent d’abréger le calcul de la variar-e
d’estimation. Nous avons vu, dans le chapitre 1, que K(h) est la mesir
(volume si n = 3) de I'intersection du champ V avec son translaté dans ia
translation A, d’ou, en particulier, la relation :

(VI, 1,2) | K(O) = V

Rappelons également la formule (I,1,14).
(VI, 1,3) | fMMM=V2

On connait donc (ou du moins on est capable d’estimer) la valeur 1
Porigine et I'intégrale de K(k). Mais il y a plus. Prenons, en effet, pour 2
un vecteur 3% de module infiniment petit. La mesure K(3%) de I'interse:-
tion de V et de son translaté dans la translation infiniment petite 84 .i:I-
fé_re de K(k) d’une quantité infiniment petite

(VI, 1,4) K(O) — K(h) = S(«)|3A]

proportionnelle & |84[, au second ordre prés, qui représente la moitis
du volume balayé par le petit vecteur 8% lorsqu’il parcourt tous les points
de la surface limite de V. Ce coefficient de proportionnalité S(x) s’appeie
la demi-variation diamétrale dans la direction « (de cosinus directe:=s
&y, &, ..., o,) du vecteur §(2). Sil’on considére les sections S(z) des inte>-
sections de V par des plans P perpendiculaires & la direction a«, et reperss
par I'abscisse z de leur intersection avec une droite paralléle & «, la vari:-
tion diamétrale [2 S(«)] apparait comme la limite supérieure de toutss
les sommes possibles de la forme

IS(ZI) - S(Sg), ’T"’ IS(;2) - S(Z3)l + T + ,S(:n) T S(Zn—l)l



APPLICATION AU PROBLEME GEOMETRIQUE 105

Une telle limite supérieure existe effectivement pour tous les volumes V
que Pon peut rencontrer dans la nature. Il n’est pas nécessaire qu’ils soient
connexes (d’un seul tenant), et leurs surfaces limites peuvent présenter des
arétes tranchantes, des points anguleux, etc... Dans les cas particulier
ou le volume V est convexe, la demi-variation diamétrale S(«) repré-
sente I'aire du contour apparent dans la direction «.

Dans tous les cas, donc, les deux premiers termes du développement
de K(k) sont connus:

(VI 15) K(h) = V — S(@)h] + - -

et 'on voit qu'un covariogramme géométrique est obligatoirement linéaire
au voisinage de l'origine, le coefficient du terme en |k| étant la variation
diamétrale S(x) dansla direction « du vecteur k. Les méthodes exposées
au chapitre IV permettent donc aussi d’obtenir la partie principale des
variances -d’estimation pour les petites mailles, a condition, toutefois, de
pouvoir se ramener au cas d’'un covariogramme isotrope. Par exemple,
si la variation diamétrale S(«) est a peu prés constante et égale 4 S pour
toutes les directions «, on aura, pour une maille a, > a, > a; dans Pespace
a 3 dimensions, la partie principale suivante :

1

6(a,, a,, a;) = S [B— a,azaz + 0,0609 a,a3 + 91:) aiJ + ..

qui est du quatriéme ordre par rapport i la maille. Dans le cas ol a; est
nul, c’est-a-dire si I'on a mesuré les traversées de V le long de la direction
@y, seuls subsistent les deux derniers termes, et le dernier subsiste seul si

Pon a mesuré les sections paralléles au plan a,a,. Nous examinerons plus

en détail, dans le paragraphe snivant, le cas correspondant i 2 dimensions
seulement.

Relation entre histogramme et covariogramme pour les volumes convexes.
— Dans le cas particulier oit le volume V est convexe, il existe une relation
remarquable entre le covariogramme géométrique K(2) et I’histogramme
des traversées paralleles a la direction « du vecteur k. Soit, en effet,
S, Taire du contour apparent de V dans la direction «, en projection
sur un plan P, perpendiculaire & «. Chaque paralléle D 4 « coupe V
en deux points dont la distance est une traversée (paralléle & «). Désignons
par S,H(«) I'aire occupée dans le plan P, par le pied des droites D pour
lesquelles cette traversée est supérieure & u. H_(u) est la fonction de répar-
tition des traversées, et sa dérivée, si elle existe, est égale, au signe pres
a la densité de fréquence p, des traversées

(VI,1,6) p. = — Ha(u)

Mais S,H,_(«) représente aussi la projection, sur P, de Pintersection
de Vet de son translaté par le vecteur & de module u et de direction «
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En donnant & A, un accroissement 8k dans cette méme direction, la varia-
tion de K(k) est égale au volume balayé par le vecteur 8k lorsqu’il
décrit cette projection, et I'on a:

K(h) — K(h 4 8h) = S, H (1) k!

D’ou finalement la relation cherchée entre le covariogramme K (u:
et la fonction de répartition H,(4|) des traversées paralléles a la direction
a du vecteur h:

VK (h) 0K K

‘ ; SV e U — = —8 hj
(V17177) ) dot al Dhl + + an (\,h” Ssz(' ')

La dérivée du covariogramme dans la direction o est proportionnalle
a la fonction de répartition des traversées paralleles 4 x. En prenant
|k| = 0, on retrouve, naturellement, la relation (VI,1,5). S’il existe une
fonction de fréquence (VI,1,6), on a de plus, en dérivant une deuxiéme
fors dans la direction «

(VI,1,8) 5 = Syp4(k])

Inversement, si ’on connait la fonction de fréquence p,(u) des tra-
versées dans une direction «, onen déduit K(h) pour un vecteur A avant
cette direction, en intégrant (V1,1,8), compte tenu des conditions aux limites
(VI,1,5). Prenons, par exemple, la direction (a = 1,0,0,0..) parallele a
I'axe des x,. On aura:

e
(VL1,9)  K(4,0,0,...) = V —hS, + 8, / (hy — w)py(u) du

0

A titre d’exemple, considérons la sphére de Iespace & p dimensions
dont le covariogramme a été écrit en (I1,5,2). On a:

b -1 b1

K{L(,) = VfJ.—l(l‘ A_,.Z) 2 = — S(l — 1‘2) k3

d’ou, en dérivant une nouvelle fois, la fonction de fréquence p(h) des
traversées de I'hypersphére a u dimensions:

“—3
(VI,1,10) plh)y = (u—1) (1 —h2) 2 }
2. — Application a I’estimation des surfaces.

Examinons, dans I'espace a deux dimensions, le probléeme de I’estima-
tion de I'aire S d’une surface caractérisée par un covariogramme geome-
trique K(%), & partir d'une maille rectangulaire (¢, a,). On peut imaginer
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que les points de prélévements sont les points d’impact d’un réseau de son-
dages verticaux, destinés a constater la présence ou I’absence d’une certaine
formation géologique. Si n sondages ont été positifs, on prend comme esti-
mateur de I'aire 'expression :

(VI,2,1) S* = na,a,.

En ce qui concerne le calcul de la variance associée a cette estimation,
deux problemes bien distincts se posent: le choix d’une formule, et esti-
mation des paramétres que I'on doit faire intervenir dans cette formule.
Examinons-les successivement :

Choix d’une formule. — Supposons d’abord que la variation diamétrale
D, soit a peu pres indépendante de la direction «, et soit D = D, cette
val ur & peu prés constante. Le terme linéaire du covariogramme est iso-
trope

(VI,2,2) K(h) =S — DJA| + ---

de sorte que la partie principale de la variance d’estimation est donnée par
la premiére formule (IV,3,12), soit, avec a, Z= a,

(V1,2,3) o2(ay, ty) = D Li 4@ + 0,060 9 agJ.
B
[l est commode de poser
S
= —
a,dy

n représentant le nombre de sondages positifs (ou plus exactement la valeur
probable de ce nombre lorsque Porigine du réseau est implantée au hasard
dans un rectangle «a,), et de désigner par A le rapport de maille

On exprime facilement a; et a, en fonction de n et A:

S /S
2 n L an

Portant dans (VI,2,3), et divisant par S? nous obtenons la variance
relative, quantité sans dimension, sous la forme

2 ; 'S )
=-Dt i ‘/—?—\%-0,0609—1—
\/S n 12 o

—_
~
L
O
PR

et

‘ Q

2

)\3/2 ‘

U

On voil que cette variance est en raison inverse de la puissance - du

nombre 1 des sondages positifs.

AR
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Mais, en général, la variation diamétrale D, n’est pas constante. I]
arrive souvent, cependant, qu’une transformatipn linéaire permette de se
ramener au cas précédent. Il existe souvent, par exemple, deux directions

N » s . . . .
principales «; et o, = a, -{—7 perpendiculaires, ayant des variations

diamétrales D, et D, telles qu’une affinité d’axe paralléle a «, et de module

D . . L4 ” M L
D—2 donne une nouvelle figure de variation diamétrale a peu pres constante
1

et égale & D,. Dans cette affinité, le nombre n n’est pas changé, ni la

: : . SD .
variance relative. Par contre, S est remplacé par T)—?, et le réseau rec-
1

tangulaire (a,a,) devient un réseau construit sur un parallélogramme
généralement quelconque (sauf si les directions de la maille coincident avec
@, et ;). Dans ce nouveau réseau, on distinguera des lignes de plus grande
densité, sur lesquelles 'espacement des prélevements sera a;, et on dési-
gnera par a; la distance séparant deux lignes de plus grande densitsé.
On posera alors

et la variance relative sera donnée par:

52 D,D, 1 [V 1

n? A2

Mais on ne devra pas oublier que ces formules ne représentent que le
premier terme d’un développément limité, done qu’elles ne peuvent s’appli-
quer, en principe, qu’aux trés petites mailles. D’autre part, elles font abstrac-
tion d’un Zitterbewegung, qui exis:e, en général, puisque la portée est
finie.

Aux grandes mailles, d’ailleurs, il est préférable d’utiliser directement
la formule générale (1V,1,12) qui ne comporte que peu de termes. A la limite,
lorsque S peut étre contenue toute entiére dans un seul rectangle q,a,.
de sorte qu’il ne puisse exister qu’au plus un prélévement positif, la formule
générale prend la forme « aléatoire »:

6%(a;12) = @,a,K(0) — | K(k) dh = a,a,8 — §2
. 1%2

soit. sous forme de variance relative, et avec

n =

2 1
c
':? - — 1.

S n
Une simple interpolation graphique entre (VI,25) et (VL,2,6) permet.
en général, d’obtenir la variance d’estimation pour les mailles intermédiaires.
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On peut voir, sur la figure 1, la courbe donnant la variance d’estimation du
cercle de diameétre unité, dont le covariogramme est donné en (II,5,4),

Figure 1 /
Zitterbewegung dans l‘estimation _
de la surface d'un cercle
1
”
r'd
s
’
o
10! ;/[
’
7
/
1072
1073
a2 04 0,6 0,8 10 12 1,4
Fio. 1. — Zitterbewegung dans Pestimation de la surface du cercle de diametre unité a Daide

d’un réseau & maille Carrée. En abscisse la maille a. En ordonnée, la variance d’estimation
correspondante s%(a). La courbe en Lrait plein représente la valeur exacle, calculée i
partir de la formule exacte (IV,1,12). La courbe en pointillé représente la formule
7*a) = 0,2 276 a® 4 0,004 77 @®> obtenuc en négligeant le Zitterbewegung et en retenant
les deux premiers termes du développement limité donné par le principe de correspon-
dance.

pour une maille carrée «a. Lorsque a est inférieur & 1, la courbe fluc-
tuante représente la valeur exacte de la variance, calculée selon la formule
rigoureuse (IV.1,12), tandis que la courbe régularisée est construite d’apres
Péquation (VI,2.3). avee @, = ay = «. On voit que le Zitterbewegung
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a une ampleur considérable, mais que les fluctuations se font de part et
d’autre de la courbe régularisée. Celle-ci, qui peut seule étre utilisée en
pratique, se raccorde assez bien avec la courbe obtenue, par la formule
de type « aléatoire « pour a > 1, de sorte que les développements limités
du type (VI,2,3) conservent une valeur pratique méme pour des mailles
déja grandes.

Choix des paramétres. — On prendra, en pratique, pour n le nombre
des sondages positifs réellement disponibles, et on estimera S soit par
(VI,2,1), soit en dessinant un contour « plausible », qui, compte tenu des
connaissances directes que 'on peut avoir, par ailleurs, sur le phénoméne
étudié, donnera souvent de meilleurs résultats. Le probléme est ensuite
d’estimer D, et D,: le plus simple est, ici encore, d’opérer directement
sur le méme contour plausible. Si I'on sait d’avance que le contour réel
présente certainement des irrégularités notables (dentelures, protu-
bérances, ...) & une échelle inférieure a la maille utilisée, et indécelables
pour celle-ci, il y aura lieu, en général, d’ajouter & K(k) un effet de pépite.
c'est-a-dire pratiquement, de majorer la variance d’une quantité égale a
Paire totale s attribuée a ces protubérances, multipliée par la maille.
soit s a,a,.
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CHAPITRE VII

RAPPEL SUR LES FONCTIONS ALEATOIRES

SOMMAIRE

Ce chapitre est un simple rappel de la définition et des propriétés des fonctions
aldatoires (1), et, plus particuliérement, des fonctions aléatoires stationnatres d’ordre 2,

wtilisées dans la deuxiéme partie. Il peut étre passe sans inconvénient par les lecteurs
déja familiarisés avec elles.

Le paragraphe 1 définit une fonction aléatoire f(z) par Uensemble des lots de
répartitions F(fy ... [..x ... x) des galeurs prises par [(z) en un nombre quel-
conque de points arbitraires (xy ... x,). Lorsque ces lots sont tnvariantes pour toute
translation des points x, ...z, [(z} est stationnaire. Le moment

M, ooy o),

s'il existe, est égal @ la valeur probable de ([f(x)]* ... [f(a-) e

Le paragraphe 2 définit les fonctions aléatoires stationnaires d’ordre X, carac-
térisées par leur fonction de covartance K(h). K(h) est de type positif. et son compor-
tement en h = 0 caractérise la régularité de f(x).

Le paragraphe 3 introduit les notions de convergence, de dérivations et d’inté-
grations en moyenne quadratique. Une fonction aléatolre est continue en moyenne
quadratique st K(h) est continu en h = 0, dérivable une fois en moyenne quadra-
tique st K(h) est deux fois dérivables en h=0. 8 p(k) est une fonction de
pondération de covariogramme transitif P = p p, Uintégrale stochastique

(= [ fepl) do

existe si, et seulement si, Uintégrale représentant sa variance D1} = f K(h)P{h) dh
est elle-méme convergente.

() Nous suivons I'exposé classique de GNEDEN KO Théorie des Probabilités, 3¢ édilion,
Moscou, 1961 ; traduction francaise a paraitre chez Dunod. Le lecteur peut se référer aussi
2 FoRTET Braxc-Lapierne Théorie des fonctions aléatoires, Paris 1953; M. 3. BARTLETT
An introduction to stochastic Processes, Cambridge, 1955, etc.
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1. — Définition des fonctions aléatoires.

Une fonction aléatoire f(z) doit étre regardée comme une variable
aléatoire a une infinité de composantes. En calcul de probabilités, on défi-
nit une variable aléatoire Z = (Z, .. Z,) a k composantes a I'aide d’une
fonction de répartition: ‘

F(Z].? Z2 .. Z,‘.) == Py. { Zl ‘i le, Zz (:i 22 “ . Z/‘ "’< Zk }

donnant la probabilité pour que les % variables aléatoires ordinaires
Z, ... Z, soient simultanément inférieures 4 des nombres donnés z,, z, ... z,.
Si k& devient infini, on peut considérer la composante Z; comme représen-
tant, sous forme de variable aléatoire, la valeur f(z;) prise par une fonction
aléatoire f(x) en un point déterminé =z, de I'espace & n dimensions.
Ainsi  f(z) elle-méme apparait comme une variable aléatoire & une infi-
nité de composantes, ces composantes aléatoires n’étant autres que les
valeurs prises par f(z) en chacun des points = del’espace & n dimensions.
Dans le cas particulier d’un espace a une seule dimension, interprété comme
un temps ¢, la fonction aléatoire f(f), qui représente alors I'évolution
d’'un phénoméne dans le temps, est aussi appelée processus stochastique.
terminologie que nous n’utiliserons pas ici.

Naturellement, ce passage & un nombre infini (et méme non dénombrable:
de composantes souléve de difficiles problemes. Nous nous contenterons.
dans cet ouvrage, de la définition suivante, non rigoureuse, mais suffisante
en général dans les applications : Une fonction aléatoire f(x) sera considérée
comme définie si, pour tout ensemble z,, z, ... z,, de points de espace & »
dimensions, en nombre & quelconque mais fini, on connait la fonction de
répartition des variables aléatoires f(x,), f(x,) ... f(z,) représentant les valeurs
prises par f(z) en ces points, c¢’est-a-dire la fonction F(f}, fs, ..., [i; 1, T2 .. T;.)
définie par:

(VII1,1)
F(fi fo o i @y @y o) = Po{flay) < fy, flan) -Zfo oo flog) -2 fid

Ces fonections de répartition F dépendent. naturellement, des points
£y, Ty ... r.. Elles doivent, cependant, vérifier deux conditions évidentes:

Condition de symétrie. — L’ordre dans lequel on a pris les points
x, ..., etles valeurs correspondantes f; ... f, nejoue aucun role. Pour toute
permutation i, i, ... 7, des indices 1,2 ... k, on doit donc avoir:

F(f;. fi, - ﬂ Ty Ty e T) = F(fi. fo - [i7 21y s o))

Condition de cohérence. — Si, dans (VIT,1,1), on prend [, = =, l'iné-
galité f(x,) << f, devient superflue. de sorte que Pon doit obtenir la fonc-
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tion de répartition des k£ — 1 variables aléatoires f(x,), f(x;) ... f(x,—,). Les
lois F doivent donc vérifier la condition suivante :

F(fi, 2o fim1y 03 21, 25 ... Zy—1, T) = F(fy, fo, e famty Z1y To oo Tpmq)

Réalisation d’une fonction aléatoire. — On appelle réalisation particuliére
d’une fonction aléatoire f(x) I’ensemble des valeurs numériques f(z,)
obtenues, pour tous les points z;, de l’espace, par un tirage au sort parti-
culier effectué selon les lois F. Il y a le méme rapport entre une fonction
aléatoire et une de ses réalisations qu’entre une variable aléatoire Z et
une valeur numérique particuliere z obtenue par un tirage au sort selon
la loi de répartition de Z. Une réalisation de f(x) peut étre considérée
comme une variable régionalisée. Inversement, une régionalisation donnée
peut étre interprétée comme une réalisation particuliere d’une certaine
fonction aléatoire f(x), mais une telle interprétation n’aura de signification
réelle que si I'inférence statistique est possible, c’est-a-dire s'il est possible
de déduire des valeurs numériques f(z;) de la variable régionalisée une
estimation des lois F de la fonction aléatoire f(x). Comme une loi F
a k composantes [, ... f. dépend, en général, de plus de k paramétres,
Pinférence statistique ne sera le plus souvent possible, en pratique, que dans
le cas dit « stationnaire ».

Fonction aléatoire stationnaire. — Un cas particulier trés important est
celut o1t toutes les lois I sont invariantes pour toute translation d’ensemble
effectuée sur les points x, ... z,. Lorsque, pour tout ensemble de points

Xy ... 2, el tout vecteur A, on a:
(VITA2) F(fi .. fisep+hy ooz by =F(f, ... [0 ... 1)

on dit que la fonction aléatoire f(z) est stationnaire. Lorsqu'il en est ainsi,
les lois ' ne dépendent que de la géométrie relative des points o, ... X,
et non de Ia position de leur centre de gravité. Le earaclere stationnaire
implique Phomogénéité de f(x) dans Pespace, el signifie, si Pon veut, que
le phénomeéne représenté par f(z) se répéte indéfiniment lni-méme dans tout
Pespace a n dimensions.

Les moments des lois F. — I.c moment d’ordre (%, %, ... ,) de la loi
de répartition F définie en (VIT,1,1) est égale & la valeur probable du pro-
duit [f(e)][f(e)1* ... [flz)]*. Cest une fonction des points oy ... x,

que nous noterons M, ..., (v, ... x,):

(VILL3) My, ) = B{) 1% [ ]}
= .[ff' co fEAE(f o e L x)

Le moment d’ordre 1 est la valeur probable de [(x) au point r. Nous
le noterons souvent m(z):

(VIT1.4) m(x) = M(z) = E[f(z)] = /‘de(f. x)
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Au lieu du moment rectangulaire M,,(z,, z,), on introduit souvent i
fonction K(z,, x,) définie par:

(VII,1,5) K(z,, Zy) = Mu(xn Tg) — m(z,)m(z,)
= E{[f(z;) — m(z,)] [f(z) — m(z,)] " .

La fonction K(z,, x,) est la covariance des variables aléatoires f(r,
et f(z,). Elle dépend, en général, 4 la fois de z, et de z,. Lorsque les
deux points z, et z, coincident, soit z, = z, = z, la fonetion K(z. =
du point z représente la variance de la variable aléatoire f(z):

(VIL1,6) K(z,x) = D¥[f(z)]

Naturellement, ces divers moments n’existent pas toujours. On peu:
tres bien, en pratique, avoir affaire 4 des fonctions aléatoires pour lesquell:s
les lois F n’admettent pas de moments d’ordre 2, ni méme de momen:
d’ordre 1. Lorsque la variance K(z,z) existe en tout point z, la covariance
K(2y, 2,) existe aussi pour tous les points z, et ,: on dit alors que la fon:-
tion aléatoire f(x) est a variance finie. A

2. — Fonctions aléatoires stationnaires d’ordre 2.

Si la fonction aléatoire f(x) est stationnaire, ¢’est-a-dire si toutes les
lois F sont invariantes pour les translations des points Zy ... Ty, les diff=-
rents moments, s’ils existent, possédent évidemment la méme propriét:.
En particulier, on a, pour tout vecteur %

3 m(x + h)y = m(x)
K(zy + &, 2, + h) = K(zy, x,)

On en déduit immédiatement que la valeur probable m(z) de f(z
est indépendante du point z, donc est une constante m. De méme.
la covariance K(z,, %;) ne dépend que du vecteur Xy — x; et peut étre
mise sous la forme d’une fonction K(zy — ;) de ce seul argument. Or
a, en résume : :

{ m(z) = m
(VII,2,1) (I{(xl, xz) = I{(l’g - 1'1)

Dans tout ce chapitre, nous Supposerons m = 0, puisqu’il est toujours
possible de se ramener a ce cas en remplacant f(x) par f(z) — m.

Inversement, supposons que les lois F d’une fonction aléatoire fla
admettent des moments d’ordre 1 et 2 vérifiant les relations (VII,2.1).
On dit, dans ce cas, que f(x) est stationnaire d’ordre 2, ou stationnaire au
sens large. Il faut bien voir que (VII,2,1) n’entraine pas, en général, (VII 1,2).
de sorte qu’en général une fonction stationnaire d’ordre 2 n’est pas station-
naire au sens strict. Dans un tres grand nombre d’applications pratiques.
ou seuls les moments d’ordre 1 et 2 interviennent effectivement, le caracteére

stationnaire d’ordre 2 est la seule hypothése requise. Cette hypotheése sera
adoptée dans toute la suite.
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La covariance K(h). — La fonction de covariance

(VII, 2,2) K(k) = E[f(z + h)f(x)]

d’une fonction aléatoire stationnaire d’ordre 2 de moyenne nulle (m = 0)
ne peut pas étre absolument quelconque. Elle doit étre telle, en effet, que
toutes les combinaisons linéaires de la forme

k
Z Af (xi)

i=1

alent une variance positive ou nulle, quels que soient les points x; et les
coeflicients A,. Cette variance est donnée, d’aprés (VII,2,2), par 'expression
suivante :

N AElf@fe)] = ¥ Kz, — )
ij ij

Si cette expression est positive ou nulle, quels que soient les »;, et les
z;, on dit, par définition (Annexe A, paragraphe 9-1) que la fonction K(h)
est de type postitif. Inversement, d’ailleurs, si K(2) est une fonction de type
positif, on peut construire une fonction aléatoire f(z) stationnaire, admet-
tant des lois I* gaussiennes et K(k) comme fonction de covariance. Les
propriétés de K(h) en découlent. Elles ne different pas de celles des cova-
riogrammes transitifs g(h) du chapitre 1.

On suppose, en général, que K(h) est une fonction continue. Il suflit
d’ailleurs, d’apres les propriétés des fonctions de type positif, qu’elle soit
continue en £ =0 pour qu'elle soit partout continue. La valeur K(0)
de K(&) en h =0 n’est autre que la variance de f(x). On a, nécessaire-
ment :

S K(h) = K(— k)
(VI1,2,3) K(0) = 0
Zl{(h) -2 K(0)

Enfin, le théoreme de Bochner (A,9,1) nous apprend que, pour qu'une
fonction continue K(A) soit de type positif, il faut et il suflit qu’elle soit
transformée de Fourier d’une mesure positive sommable, dont la somme est
alors égale a la variance K(0).

Dans certains cas, on est conduil & utiliser des fonctions K(k) partout
continues, sauf en k = 0, de telle maniére que K(h) -admette, lorsque |4
tend vers 0, une limite positive inférieure a la variance K(0). On dit,
dans ce cas, que 'on a un effet de pépite a 'origine, caractérisé par la cons-
tante de pépite:

C = K@) — Iim K(k)
fhi=0

In réalité, on a le plus souvent, non pas une véritable discontinuité
a l'origine, mais une zone de transition trés petite autour de & = 0, dans
laquelle la décroissance de K(k) est continue mais extrémement rapide.

Matneroy. 8
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Enfin, il existe une relation étroite entre le comportement de K(h)
au voisinage de k= 0 et le degré de régularité de la fonction aléatoire ou
de ses différentes réalisations possibles. Cette relation sera précisée dans le
paragraphe suivant :

3. — Intégration et dérivation stochastique.

Parmi les différents type de convergence stochastiques, nous utiliseron«
exclusivement la convergence en moyenne quadratique, définie comme suit :
On dit g’ une variable aléatoire 7, converge en moyenne quadratique vers une
variable aléatoire 7 si Uespérance mathématique de (Z,— Z)* tend vers 1)
lorsque n tend vers Uinfint:

(VII, 3,1) lim E[(Z,— Z)}] =0

N>

On montre que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suit=
7. de variances finies converge en moyenne quadratique est que Pespé-
rance mathématique de (Z, — Z,)? tende vers zéro lorsque le plus petit
des deux entiers n et m tend vers I'infini:

(V11,3,2) LmE[(Z,—Z,)*1 =0 pour Min (m, n) - «

Lorsque cette condition de convergence en moyenne quadratique est
réalisée, Pespérance mathématique de la limite Z est égale & la limite des
espérances mathématiques des Z,:

(VII,3,3) E[lim.Z,] = lim I&(Z,)

Cela signifie que — sous réserve que (VII,3,1) ou (VIL,3,2) soit vérifiée —
Ion a le droit d’intervertir le symbole espérance mathématique E et le
passage 4 la limite en moyenne quadratique.

Continuité d’une fonction aléatoire. — Une fonction aléatoire f(z) sera
dite continue en moyenne quadratique en un point x, si 'on a:
(VIL,3,4) lim  E{[f(z) — f(xy)]*} =0
iL—Lo|>0 :
Dans le cas stationnaire d’ordre 2, il suffit que [(x) soil conlinue en

moyenne quadratique en un point x, pour qu'elle le soit en tout point
et la condition (VII,3,4) est, dans ce cas, équivalente & la swivante:
(VIL,3,5) lim [K(#)] = K(0)
Thi>0
Autrement dit, pour quune fonction aléatoire stationnaire d’ordre _
soit continue en moyenne quadratique, il faut et il suffit que sa covarianc:

K(h) soit continue en h = 0. On sait d’ailleurs qu'en cc cas IK(h) est obli-
catoirement continue en tout point /.
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Dérivation d’une fonction aléatoire. — Désignons (contrairement aux
notations du reste de ce chapitre) par z;, x, ... z, les coordonnées d’'un
point z. On dira que la fonction aléatoire f(z) = f(z,, 2y ... x,) est déri-
vable, en moyenne quadratique, par rapport & z, au point z = (z, 7, . .. z,)

et a en ce point pour dérivée partielle en z, la fonction aléatoire _xf— si
(
I'on a: !

’[f(xl + Ry, 2y ) —flay, X L. z)

hy
_ f(zy, zg ... .’E,,)]2 -0
0Z, '

(VII,3,6) lim E

lhy|>0

On définira de méme les dérivées en moyenne quadratique par rapport
a Ty ... Z,, et ladérivée dans une direction quelconque « de cosinus direc-
teurs (o; ... a,):

(VIL,3,7) of _ « ﬂ.{. 4 of,

Ot Yo, "oz,

Dans le cas d’une fonction aléatoire stationnaire d’ordre 2, de moyenne
nulle et de covariance K(&) il suffit que la condition (VII,2,6) soit vérifiée
en nn point pour qu’elle le soit en tous les points, ¢’-est-a-dire pour que
f(x) soit partout dérivable en moyenne quadratique. On montre facilement
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que la
fonction K(h) = K(&y, hy, ... &) soit deux fois dérivable par rapport a
hy au point h = 0. Elle est alors deux fois dérivable par rapport a 4,
en tout point A, et on a. de plus,

(VI13.8) D/ x4+ - [ ] — 2Ry

\\l‘l (lLl

Alnsiy les fonetions aléatoires dérivables une fois en moyenne stochastique
sont caractérisées par des covariances deux fois dérivables, ¢’est-a-dire par des
fonctions K(/k) admettant en A =0 un comportement parabolique, et
réciproquement. De plus, au signe pres, la dérivée seconde de la cova-
riance I(A) est la covariance de la dérivée premiere correspondante de la
fonetion aléatoire.

Intégrales stochastiques. — De la méme maniére, il est possible de définir
I'intégration en moyenne quadratique. Etant donnés une fonction aléatoire
f(r). un volume V, partagé en m volumes Ag; jointifs, et une fonction
o(r) quelconque, on considérera des variables aléatoires [~ de la forme

m
m
O
lm = \ /‘(71) {?(mi)‘ﬁ‘}i
i=1
le point .« étant pris, quelconque, a l'intérieur du volume Av. Si lorsque
'on fait tendre vers I'infini le nombre m des volumes Ac¢,, de maniére
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que la mesure du plus grand d’entre eux tende vers zéro, les variables
aléatoires I, convergent, en moyenne quadratique, vers une limite I.
c’est-a-dire si 'on a:

lim E[I,—D)?—0

Max | Av;|>0

on posera

(VI1,39) 1= | fl@)ola) da

et on dira que la variable aléatoire 1 est D’intégrale stochastique de f(z) @(x)

dans le volume V. -
On montre que la condition nécessaire et suffisante pour que Uintégrale
stochastique | existe, dans le cas ol f(z) est stationnaire du second ordre.

est que l'intégrale ordinaire:
VI0) DD = [ el ds [ Kiy—2)e() dy
T v .

existe également, et, dans ce cas, celte derniére intégrale est égale a la variance

D(1) de la variable aléatoire I.
Si I'on introduit la fonction de pondération, ou de préléevement, p(r

définie par:

-

;P(x) — @(z) si z appartienta V.
px) =0 si r n’appartient pasa V.

les expressions (VIL,3,9) et (VII,3,10) deviennent

1= fla)p(a) dz

(VIL3AL) ) ,
| 2 = [ Keg— awpi@p) de dy

Si Pon désigne enfin par P(h) le covariogramme transitif associé a
p(x):
P(h) = p = p =fp(x)p(x + h)dx

la variance D2(I) peut aussi s'écrire, d’apres Palgorithme de Cauchy
(1,2,9)
(VIL,3,12) D(I) = / K(k)P(R) dh



CHAPITRE VIII

LES SCHEMAS STOCHASTIQUES
INTRINSEQUES

SOMMAIRE

Ce chapitre fondamental expose la théorie dite intrinséque, qui permet, dans un
grand nombre d’applications, de travailler sur des fonctions aléatoires dont la vartance
serait infinie. Le paragraphe 5, qui concerne un probléme particulier, peut cependant
étre omis en premuéers lecture.

Le paragraphe 1 définit les schémas intrinséques comme [onctions aléatoires
& accroissements stationnaires, et introduil les moments. L’ étude des moments d’ordre 1
met en évidence le phénoméne de dérvive lincaire. Celle des moments d’ordre 22 condutt
@ la définition de la fonction intrinseque  y(h), qui permet le caleul de tous les
moments d’ordre 2 et joue un rile fondamental dans toute la théorte.

Le paragraphe 2 examine la relation entre fonction intrinséque y(h) et covariance
K(h), lorsque celle-ci existe (schémas de type transitif). Mais (k) reste définissable
dans un grand nombre de cas otw W(h) ne Uest pas. Les propriétés de K(h) sont
ensuite énumérées. y(h) doit étre de type positif conditionnel. Enfin, on examine
la signification physique de +(h), et différents modéles d’antsotropie.

Le paragraphe 3 étudie les variables non ponctuelles et les régularisées f p par
une fonction de pondération p. La notion de base est celle de variance d’extension,
ow variance DHY —Z) dela différence de deux variables non ponctuelles, régularisées
de [ par des fanctions de prélévement p, el p..

Le paragraphe 4 définit la notion de variance d’un colume ¢ dans un volume vV,
immédiate si ¢ est trés petit: o*(v, V) est alors la moyenne, pour toutes les posttions
de v dans V, de la variance d’extension de ¢ et V. On généralise au cas de

volumes quelconques a Uaide de la relation d’additioité (VII1, 4,5). Méme définitions
pour la covariance de ¢ et ¢ dans V.

Le paragraphe 5 examine la relation entre schéma intrinséque et représentation
transitive, dans le cas ow Uon arréte arbitrairement aux fronticres d’un champ N
une réalisation du schéma intrinséque. La relation (VI11, 3,10) donne, en caleur
probable, le g(h) en fonction du ~(k) et du covariogramme géométrique K (h)
de V.
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1. — Définition et moments.

Nous appellerons schéma & loi de dispersion intrinséque, ou, plus brieve-
ment, schéma intrinséque, une fonction aléatoire a accroissements station-
naires. Un grand nombre de régionalisations pourront étre interprétées,
au moins en premiére approximation, comme des réalisations de schémas
de ce type.

Précisons cette définition. Soient [, = f(z;), f; = f(z;)... les valeurs
prises par une variable régionalisée a support ponctuel, considérée comme
une réalisation d’une fonction aléatoire f(x). Des lois de probabilités a
priori des fif; ..., nous ne dirons rien. Elle pourront n’avoir ni variance
finie, ni méme de moments d’ordre un. Nous nous intéresserons uniquement
aux accroissements

(VIII,1,1) €ij :fj_fi =f(-13/)—‘/‘(%)

définis comme la différence des valeurs prises par la variable régionalisée
en deux points x; et z;, et considérés comme des variables aléatoires.
En tant que fonction aléatoire, f(z) est définie — & une constante arbitraire
prés — par la donnée de toutes les lois de répartition

F(e; ), ey Ty L)

Ly xl)

d’un nombre quelconque d’accroissements ¢;;, g, entrc des points quel-
conques x;, x;, Iy, ¥ ... Ces lois dépendent, en général, des coordonnées
des points xx; .. La fonction aléatoire f(x) sera dite & accroissements
stationnaires, et définira un schéma stochastique a loi de dispersion intrin-

seéque, si elle vérifie les deux conditions suivantes:

1) Comme f(z) n’est définie qu’a une constante pres, les lois de répar-
tition F ne doivent pas étre modifiées si 'on connait la valeur numérique
prise par l'un quelconque des f; = f(x;). Naturellement, si l'on
connait deux, ou plusieurs, de ces valeurs, soient f; et f, Daccroissement
correspondant ¢; = f; —f; se trouve également connu, et les lois F
doivent étre remplacées par les lois conditionnelles prises & ¢;; fixés.

2) Les accroissements possédent le caractére stationnaire, autrement dit
les lois F(g;}, €4, + -« Ty L)y Ty, &) sONE invariantes pout toute translation
d’ensemble effectuée sur les points x; x; ... Pour tout vecteur h, on a
done :

(VIIL1,2)  F(egy gy - vy L T h, x; 4 h, &, + h, 2, + k)

= e, epy o0 Tiy Tjy Ty 1Y)

Les lois F ne dépendent donc que de la géométrie relative des points
X, &, ..., et non de la position dans I'espace de leur centre de gravité. On
voit qu’une régionalisation considérée comme une réalisation d’un schéma
intrinseque, conserve, quant 4 ses variations, une allure homogéne dans tout
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Pespace. Sa variabilité dans I'espace posséde bien un caractére intrinséque,
c’est-a-dire indépendant du lieu.

Les moments des accroissements se définissent, sans difficulté, & partir
des lois F, comme les valeurs probables, si elles existent, d’expressions de la
forme [e;;]*[e,]* ... Dans un schéma intrinséque, ces moments sont
eux-mémes stationnaires, c’est-a-dire invariants pour toute translation
d’ensemble effectuée sur les points zz; ... En dchors des problémes trés
spéciaux qui seront abordés au chapitre x1v (fluctuations ct estimation
des moments d’ordre 2), nous n’aurons besoin, en réalité, que des moments
des deux premiers ordres. Nous supposerons toujours que ces moments
d’ordre 1 et 2 existent et sont stationnaires. Les lois F elles-mémes n’inter-
viendront pratiquement jamais, de sorte que la quasi totalité des résultats
que nous établirons subsisteront si les accroissements =z, sont seulement
stationnaires au sens large (stationnaires d’ordre 2).

Moments d’ordre 1 et dérive linéaire. — Désignons par D;; la valeur
probable a priori de I'accroissement ¢;;. D’apres la définition méme des
schémas intrinséques, elle ne dépend que du vecteur hy; = r; — ;. Nous
noterons :

E(E"/-) = Dij = D(hij)'

Mais, de la définition (VIII,1,1) des accroissements, résultent des rela-
tions de fermeture, sur lesquelles nous reviendrons, et que l'on peut éerire
sous la forme:

i T € = Gk

Si nous prenons les valeurs probables des deux membres de cette relation,

nous voyons que la fonction D(k) doit vérifier
D(hij) + D(hjlc) = D{hy)
pour tous les arguments vectoriels /A, hy et fy tels ques

hl/ + hj’n' — Ilil('

On en déduit que D(h) est une forme linéaire relativement au vecteur

h = (hy, ... h,), autrement dit qu’il existe un vecteur D, de composantes

Dy, Dy, ... D)) tel que D(A) soit égal au yroduit scalaire des vecteurs DD
1 20 n l o] p

et h

(VIILL13)  D(h) = Dh = Dyhy + Doy + -+ + D,k

n-n

Ainsi, en schéma intrinseque, les moments du premier ordre traduisent
Pexistence dune dérive linéaire de la variable régionalisée f(r), dérive
caractérisée par un gradient constant D. Il est aisé d’éliminer cette dérive
en remplacant f(x) par f(x) —xD = f(z) — 1Dy —x2,Dy— - —x,D,.
[’accroissement ¢;; est alors, en effet, remplacé par z;; — D#;;, expression
dont la valeur probable est nulle. C'est pourquoi dans toute la suite nous
supposerons que les moments d’ordre | sont identiquement nuls.

(VITLLLA) By =0
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Les moments d’ordre 2 et la loi de dispersion intrinséque y(h). — Le
moment d’ordre 2, E(ef;), qui, d’aprés (VIIL1,4), ne differe pas de la
variance D?%(g;;) del'accroissement g;;, estune fonction du seul argument
vectoriel

hij = x; —T;
comme il résulte de la définition des schémas intrinséques. Nous poserons,
par définition :

1
(VIIL15) (ki) = 5 D))

La fonction y(h), égale a la moitié de la variance de ’accroissement

flow + 1) — @), soit
(VITL,L6) Y(h) = & DY@ + h) — (@]

porte le nom de fonction de dispersion intrinséque, ou, plus briévement, de
fonction intrinséque. On I'appelle aussi demi-variogramme, le variogramme
lui-méme 6étant la variance DZ[f(xz + k) — f(x)] de Paccroissement d’argu-
ment h, variance accessible expérimentalement pour des valeurs discon-
tinues de h. Cette fonction vy(h) joue, dans la théorie intrinséque, le méme
role que la fonction de covariance K(h) dans la théorie des fonctions aléa-
toires stationnaires.

La donnée de la fonction (k) permet, a elle seule, de définir tous les
moments d’ordre 2. Pour les variances, cela résulte directement de (VIIL,1,5).
Cherchons la covariance de deux accroissements ¢;; et g, Nous poserons,
pour abréger les écritures:

' _ 1 pee
(VIIL1,7) Yij = 5 D)
E(y, k) = E(g;e0)

Considérons d’abord deux accroissement e; et ¢; ayant un point
d’appui commun z; Pour les trois indices i et k, (VIII1,1) entraine
la relation de fermeture:

€ij + €)= Eix

Prenons la variance des deux membres. Compte tenu de (VIIT,7),
il vient:

(VIII71~8) E(Jl’, ]k) = E(Ljv Jk) = Yij + le; — Yii

Soient maintenant, deux accroissements quelconques ¢, La relation
de fermeture, pour quatre indices ijkl, s’écrit

g T Ejk T € = Eu
Prenons la variance des deux membres. Il vient:

Yt Y Yk T E(ij, JK) + E(jk, kl) + E(y, k) = v
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Compte tenu de la relation (VII1,1,8) déja obtenue, on trouve sans diffi-
culté :

(VIII,1,9) E(y, kl) = yu + Yie — Yik — Yt

Cette relation fondamentale montre que tous les moments d’ordre deux
se déduisent de la seule fonction intrinseque y(%), ainsi que nous 'avons
annonce.

2. — Signification et propriétés de la fonction intrinséque <y(h).

Nous allons dans ce paragraphe nous interroger sur le rapport existant
entre la fonction intrinseque vy(h) et la fonction de covariance K(h)
d’une fonction aléatoire usuelle, examiner les propriétés de +y(h) et enfin
préciser sa signification physique.

Rapports entre v(h) et K(h). — Supposons, tout d’abord, que f(x) soit
une fonction aléatoire stationnaire, de variance finie K(0) et de covariance
K(h). De la définition (VIII,1,6) de la fonction intrinseque y(k) on déduit
immédiatement, dans ce cas:

(VIIL,2,1) <(h) = K(0) — K(h)

Pour les fonctions aléatoires usuelles, & variance finie, K(k) tend vers
séro lorsque |k| tend vers Pinfini Les corrélations s’évanoulssent auX
grandes distances. Dans ce cas, v(#) tend vers la variance a priori K(0),
et, par conséquent, reste borné. On a:

(VIT1,2,2) (») = K(O)

[nversement, si v(&) reste borné et tend vers une limite (%) lorsque
|k] tend vers Pinfini, on peut reconstituer (k) a partir de y(h) en éeri-
vant

(VITT,2,3) K(h) = v()

Y(h)

[l est clair que, dans ce cas, la fonction intrinseque vy(k) n’apporte
rien de plus que la covariance K(%). Mais il peut arriver que <(A) croisse
indéfiniment lorsque || tend vers Vinfini. En fait. cette eirconstance se
rencontre fréquemment dans la pratique, o des demi-variogrammes en
rt (A > 0) ouen logr sont Jutilisation courante. La relation (VITI,2.2)
montre que la fonction aléatoire f(x) a, en pareil cas, une cariance a priort
infinie, de sorte que la covariance K(k) n'est pas définissable. Mais les
accroissements ¢;; conservent, pour leur part, des variances finies, et I'étude
de f(z) en tant que schéma intrinseque, c’est-a-dire 4 une constante pres,
reste possible grace a la fonction intrinseque ~v(h).

Lorsque (%) existe et a une valeur finie, c¢'est-a-dire lorsque la cova-
riance K(k) est définissable, on dit souvent que le schéma intrinseque est
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de type transitif (*). On appelle alors portée de la transition la distance au dela
de laquelle K(k) s’annule ou devient négligeable, et (k) égal, ou pratique-
ment égal, & sa valeur asymptotique y(=), qui est la variance a priori
K(O). Au dela de la portce, f(x) et f(x + h) sont des variables aléatoires
sans corrélation. Treés souvent, d’ailleurs, on doit considérer que cette
non-corrélation est stricte, et non pas approchée, c’est-a-dire que K(h) =0
et v(k) = K(0) pour || > b. La portée b, en réalité, n’est pas un scalaire.
mais dépend de la direction « du vecteur k, et, en général, la maniere
dont la portée b(x) se modifie avee la direction « met en évidence certalns
traits structuraux majeurs d’une régionalisation. Par exemple, lorsque l'on
studie la distribution des teneurs d’un minéral dans une formation géolo-
gique sédimentaire, on observe souvent un variogramme expérimental de
type transitif. Cela signifie, en général, que l'aire ol s'est effectué le dépot
était fragmentée en micro-bassins de sédimentation & peu prés autonomes.
I étude de la portée b(x), en fonction de la direction, permet de dégager la
forme et les dimensions moyennes de ces microbassins, leurs directions
d’allongement, etc...

Souvent aussi, sans ¢tre infinie, la variance a priori K(0) est tres
grande et & peu prés dépourvue de signification pratique. Il en est ainsl, par
exemple, lorsque la portée est grande relativement a ’échelle a laquelle
on travaille. On ne peut espérer, en effet, mettre en évidence expérimenta-
lement K(0) que si les données disponibles intéressent une zone franche-
ment supérieure a la portée. Sila zone de travail est du méme ordre de gran-
deur, ou plus petite, que la portée elle-méme, non seulement K(0) rest:
inaccessible, mais les caractéristiques locales de la régionalisation sont
représentées (e maniére beaucoup plus efficace par la fonction intrinseque

Y(h)-

Propriétés de y(h). — De par sa définition meéme, (VIIL1,6), v(Rh) est
¢videmment une fonction paire et non négative

(VIH,2.4) y(h) = y(—h) >0
De plus, en faisant h = 0 dans (VIIL1,6), on a toujours
(VIIL,2,5) +(0) =0

Cette derniere condition n’implique pas, obligatoirement, que (/)
tende vers 0 lorsque |k| — 0. Lorsque I'on a:

lim (k) =C>0
{h|>0
on dit qu'il y a un effet de pépite a Porigine. La constante positive G s’ap-
pelle constante de pépite. Plutot qu'une véritable discontinuité a Porigine.

(1) On se gardera de confondre (bien qu'il y ait des analogies entre eux) les schemas
intrinséques de Lype transilil avec les représentations transitives etudiées dans la premiers:
partie.
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I'effet de pépite correspond, le plus souvent, a existence d’une trés petite
zone de transition entourant le point & = 0, et dans laquelle la croissance
de +y(h) est extrémement rapide sans étre réellement discontinue. Expé-
rimentalement, et pour les applications pratiques, tout se passe comme s'il
y avait discontinuité réelle. En dehors de h = 0, +v(h) doit toujours étre
supposée continue.

Lorsque +y(w) existe, la relation (VIIL,2,3) nous montre que

Y(») — y(h)

doit posséder toutes les propriétés d’une fonction covariance K(k), c’est-a-
dire étre de type positif. Mais si y(h) n’a pas de limite finie lorsque

] > =,

les conditions imposées 4 v(h) sont moins strictes. En effet, on doit exiger
seulement que toute combinaison linéaire d’accroissements de la forme:

(VIIL,2,6) H = alf(y) — flz)]
k

ait une variance positive pour des points x,, y, et des coefficients &,
quelconques. Compte tenu de (VI 1,9), la variance de lexpression H
écrite ci-dessus a pour valeur:

(VIIT,2.7)

; \
2 ‘ e “rtr, — — a* —_—r —_— —_—
L3(H) :,\ MALY =) + vl —y) — vl — o) — vy —y,) |
Kt
Cherchons une condition pour que  D2H) ne soil jamais négative.
Prenons, par exemple, comme points g, les Lranslatés des x, dans une
meme translation

La variance (VIIL2,7) prend, dans ce cas, Pexpression suivante:

i Q)
(VPI [,2,8) [).’(l[) - ,}J }‘1;7\1[.\{("1.(—‘1"}; +7) "*‘ ‘.”("l‘l _‘I-Ic - 7:)

2y(ay — o) L
kel ’

in comparant avee la définition des fonctions de Lype positif (formule
(A9,1) de PAnnexe A), nous voyvons que (VIII,2,8) ne prendra jamais de
valeurs négatives si, et seulement si, la fonction

(VIIIT,2.9) y(h -+ =) + v(h — 1) — 2 y(h)

est de Lype posilif, relativement & A, quel que soit le vecteur <. Nous
montrerons, dans le chapitre X, que cette condition, nécessaire pour que la
variance (VIII,2,7) ne soit jamais négative pour des x, et des y, quel-
conques, est également suffisante, et nous exprimerons sous une forme
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équivalente plus simple. Nous verrons, en particulier que cette condition
est vérifiée par un vy(k) de la forme rr (avec r = |h|):

(k) = r*
A2

pourvu que A soit inférieur a 2, et parun vy(h) dela forme log r. D’une
‘maniére générale, d’ailleurs, la croissance de (k) lorsque || > doit
étre moins rapide que celle de R*.

Nous exprimerons le fait que la fonction (VIII,2,9) doit étre de type
positif quel que soit © en disant que — y(k) doit étre de type positif condi-
tionnel. On remarquera qu'il en résulte, entre autre, 'inégalité

(VIIL2,00)  y(k + ) + y(h —7) < 2[v(R) + (7]

Signification physique de la fonction intrinséque y(h). — Le comporte-
ment du vy(k) au voisinage de 'origine est, ici encore, en relation étroite
avec les propriétés de régularité et de continuité de la régionalisation f(z),
considérée comme une variable aléatoire. On peut voir, exactement comme
dans le chapitre précédent, qu'une fonction intrinseque vy(h) continue
en h — 0 caractérise une fonction f(z) continue en moyenne quadratique.
De méme, un (k) deux fois dérivable a I’origine, c'est-a-dire y possédant
un comportement parabolique, caractérise une fonction dérivable une fois
en moyenne quadratique. ,

D'une maniére plus concréte, on peut voir que la fonction intrinséque
donne un contenu précis & la notion, usuelle dans l'industrie miniére, mais
peu claire par elle-méme, de zone & influence d’un échantillon. La croissance
plus ou moins rapide du demi-variogramme y(k), lorsque |\h| augmente,
représente exactement la maniére plus ou moins rapide dont se détériore
Pinfluence d’un échantillon donné sur des zones de plus en plus lointaines
dun gisement.

Dans les applications, on cherchera toujours a se ramener au cas d’une
fonction intrinseéque isotrope, c'est-d-dire de la forme:

v(k) = v(r)
r=hl=Vii+ - R

Mais les anisotropies, constatées sur les demi-variogrammes “expéri-
mentaux, présenteront un grand intérét par elles-mémes, car elles tradul-
ront, en général, des caractéristiques structurales majeures du phénomene
étudié. On utilisera, en pratique, certains modeéles simples d’anisotropie :

Anisotropie géométrique. — Elle se caractérise par un y(k) de la forme
+(Q), o Q est une forme quadratique -

— Y. )
Q = Zaa;hh;

relativement, aux composantes du-vecteur A. Il suffit d’effectuer une trans-
formation linéaire sur les coordonnées pour se ramener au cas isotrope
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Q = r2. En général, les directions principales de Q seront connues direc-
tement, car elles correspondront & des directions préférentielles du phéno-
mene lui-méme, de sorte que la transformation linéaire se réduira a remplacer
(g, hgy By par (AR, Ahy, A3hy) avec des constantes A, ou modules d’affi-
nité, convenablement choisies.

Anizotropies zonales. — 11 peut arriver que vy(k) ne dépende pas réel-
lement des n composantes du vecteur k, mais seulement d’une ou deux
d’entre elles. Par exemple, 4 3 dimensions, on peut avoir une fonction de la
forme vy(h3) ne dépendant que de la composante verticale h; de h. Avec
une telle fonction, un accroissement f(z + k) — f(z) a une variance nulle
si k= (hy, ks, 0) est un vecteur horizontal. Autrement dit, la variable régio-
nalisée f(z) reste constante dans un méme plan horizontal, et le phénomene
a une allure rubannée.

De méme un run pourra se représenter par un y(h) dela forme vy(hy, h3),
indépendant de la composante h,. La variable f(z) reste alors constante
le long des droites paralleles au premier axe de coordonnées. En pratique,
naturellement, f(z) ne reste jamais rigourcusement constante dans des
plans ou sur des droites paralléles, mais manifeste seulement une tendance
a varier beaucoup moins le long de ces plans ou de ces droites préférentielles
que dans les autres directions. On est conduit a décomposer le v(£) en deux
termes, 'un isotrope et 'autre zonal:

Y(h) = v1(r) + valhs)
- v(h) = 1,(r) + Vollay hy)

ce qui revient a superposer deux régionalisations indépendantes, Mune iso-
trope, lautre représentant un rubannement ou un run parfait. Dans un
tres grand nombre de problemes, et notamment dans le caleul des variances
d’estimation, ces deux composantes agissent séparément et leurs effels
peuvent étre ajoutés purement et simplement.

3. — Variables non ponctuelles et variance d’extension.

Ln vue de définir, en termes de schéma intrinséque. les variables régiona-
lisées & support non ponctuel, nous considérerons, en premier licu, deux
groupes de points x; et x;, aunombre, respectivement. de Nyet N, et des
coeflicients de pondération 2; el A; vérifiant

VIIL3. 1 V= N =)
( . 7) }.‘)\L -/_J)\/
=3 JES

La notation commode iel (i appartient a [) indique que la som-
mation doit étre faite sur lensemble I des indices 1 affectés aux points v
du premier groupe. De méme jeJ indique que la sommation s’étend
tous les points . du deuxieme groupe. Définissons deux nouvelles variables
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aléatoires Y et Z égales aux moyennes, pondérées par les A; et les A,
de f(x) sur chacun des deux groupes de points:

\ Y = 2 Af(y)

(VIIL3,2)

Généralisant la notion d’accroissement, nous allons nous intéresser non
pas aux variables Y et Z elles-mémes, mais a leur différence Y —Z.
Cette différence s'exprime a I'aide d’une combinaison linéaire d’accroisse-
ments ¢;; = f(z;) — f(z;). En effet, compte tenu de (VIII,3,1), nous avons.
en premier lieu:

fla) = @) + i = S Af) + 5] =2+ D hei

Jjex Jjel

Multiplions par A; les deux membres extrémes, et sommons en tej. Il
vient :

(VIIT,3,3) Y_—7=V1

P

A

i€

Ji
i€l
JE€J

Combinaison lindaire d’accroissements g; en nombre fini, la variabl:
aléatoire Y — Z est parfaitement définie. De Phypothése usuelle (VIII.1.4),

on déduit que sa valeur probable est nulle
(VIIL,3.4) E(Y —2)=0

Pour obtenir sa variance D2(Y — Z), nous devons élever (VIIT,3.3
au carré et passer aux valeurs probables. On obtient ainsi, en utilisant des
notations déja introduites en (VILI1,7):

WW#D:EI
u, €1
g, sel

NAAAGELE su]

n''s

Tenant compte de (VITI.1.9), el apres des simplifications évidentes. i
reste :

N . SN .. O U

(\ “[7373) [)2(\/ - L) = ZL }\i/“/‘\l’i_[ — Z )\_/)‘.\"!"/’.v— ‘\/_‘. A i

€

{ J.s€J L UEL
JTE.

—

Cette variance se calcule donc, par des sommations multiples, & aide =
la fonction intrinseque +(h). Elles est symétrique relativement & Y et 7.
ou aux deux groupes d’indices I et J. On I'appelle cariance d’extensiir:
de Y i Z (oude Z a Y). Elle représente, en effet, la variance de 'erreur



LES SCHEMAS STOCHASTIQUES INTRINSEQUES 131

Y —Z que I'on commet lorsque 'on étend aux z; la teneur moyenne
pondérée des x;. Dans le cas particulier ot I'on a

" Y et Z sont simplement les moyennes arithmétiques des valeurs de f(z)

pour les deux groupes de points x; et x; aunombre de N; et N; respec-
tivement.

Plus généralement, on peut, outre Y et Z, considérer deux autres
variables aléatoires T et U définies pour deux autres groupes de points
x) et z; et des coeflicients A, et A,:

T = 2 hef (21)

k€K

(VIIL,3,6) MU= 2 nf(a)
/ =)
| 2 =N =1
|

. kEK lEL

La valeur probable du produit (Y — Z)(T — U) sera appleée covariance
des extensions de Z 4 Y et de U a T, ou plus brievement, covartance
d’extenston. On trouve, de la maniére que ci-dessus:

EI(Y —Z)(T— Ul = Y A (. 1)
(El jed
ken (€1,

el 'on en déduit, a Maide de (VII1,9):

(VIIL37)  BIY — Z)(T — U)] = > A
D Mk

=3
KER
A N . . L
+ \ NApty — \ NN \ AA T e
pr— — ) —J ' )
€l JjEl €l
€] lel, KEK

Le passage aux intégrales stochastiques s’effectue sans diificulté, Sup-
posons, par exemple donnés un volume V et une fonction de pondé-
ration continue p(x) vérifiant

(VIT1.2.8) f ple) de = 1
Al \'
Il n'est pas siir que lintégrale stochastique :

1 = / plo)f(a) dr

Y



132 LA THEORIE INTRINSEQUE

soit définie, puisque nous ne savons pas calculer sa variance. Par contre,
Paccroissement

(VIL39)  Y—Z=3nfa)— [ fie) ple) da
iel v

est parfaitement défini, en tant qu’intégrale stochastique (voir paragraphe 3,
ch. viI) car sa variance s'obtient en effectuant un passage a la limite
dans (VIII,3,5) qui donne le résultat:

DAY —2) =2 [ nplayriz — ) do

€1
(VII1,3,10) s _ff p(z) pla’) y(z — ') du da’
’ — Z A, (g —2y).
. (€L
nel

Par exemple, prenons p(xr) = %/ k(z), k(x) étantla variable géométrique

associée & V. La variable Z est la moyenne (stochastique) de f(z) dans
V, et nous l'appellerons souvent, pour abréger, teneur du volume V.

De méme, prenons tous les A; égaux a %, N étant le nombre des points

z;; Y est alors la moyenne arithmétique des N valeurs f(z;), et, pour
abréger, nous dirons que Y est la teneur moyenne de ces N points. On a,

dans ce cas:

, 1\ 1
(VIIL3A) Y —Z= ¢ Zf(xi)—vjv f(z) dx

_
.—

Et la variance d’extension de la teneur moyenne des N points a la
teneur du volume V est donnée par 'expression:

(VIII,3,12)
N
2 O 1
2V Ty — 2 — —_ _
DY —Z) N\’;_.'[\-Y(x x;) dx v /\“/\ (x —a') dxda
t=1
1 O
TNE L v(@; — )

De la méme maniére, la variable Y peut elle aussi étre une moyenne

stochastique. Prenons, par exemple, les teneurs moyennes de deux volumes
VetV

\L / f(x) dx

/ x) dx
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La variance d’extension du volume V au volume V' est égale a:
(VIIL,3,13)

DY — Z) :\72\7, / / x — 2') dz dx'—\%ff (2, — ) dz, dz,
VANTAY VvJV

1‘ ’ ) 1 ! ! !
“W./‘\/\ Y(z; — ;) dz| dz,

De la méme maniére, la formule (VII],3,7) donnant une covariance
d’estimation se généralise d’elle-méme au cas ou une ou plusieurs des
moyennes pondérées qui y figurent deviennent des intégrales stochastiques.
[l n’est pas utile d’écrire explicitement ici toutes les formules correspon-
dantes, qui s’obtiennent sans aucune difficulté en remplagant les sommations
discontinues par des intégrales. Donnons, cependant, le résultat dans le
cas ou les quatre variables sont des intégrales stochastiques:

Solent p,, p,, ps et p, quatre fonctions de pondération de somme unité

jpldxzfpz(lx:/padx:fp4d:r:1

Les quatre variables aléatoires :

!

Y = [ p@fo d
L= | paife) dz

U= | py)fie) da

ont comme covariance d’extension :

(VIIL,3,14) E[(Y —Z)(T — U)]

.

- // [ 1) — pol@)] [ps(y) — pa()] v(x —y) dx dy

Cette formule unique (VII1,3,14) renferme les précédentes comme cas
particuliers.

Régularisation d’un schéma intrinséque. — l.es variances d’extension que
nous venons de définir, constituent Pexacte généralisation du vario-
gramme 2 y(k) au cas de variables non ponctuelles. Le variogramme
2 y(h) lui-méme, par définition, est égal & D¥f(x + h) — f(x)], ¢’est-a-dire
précisément & la variance d’extension des deux variables ponctuelles f(z)
et f(z + k). Il est commode de représenter a I'aide de produits de convo-
lution, la régularisation d’un schéma intrinseque f(x) par une fonction de
prélevement ou de pondération p(x). Nous supposerons toujours

/.' plr)de =1

MaTieroN. 4
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et nous introduirons le covariogramme transitif P(k) associé a p(z):

PU) =p+p= [ plapls+ b dz.

Le prélévement p effectué au point z donne la fonction aléatoire régu-
larisée f,(z), qui est l'intégrale stochastique:

(VIT3A5)  fe) =fxb= [ flo+ ) py) d

Tout comme f(z) elle-méme, la régularisée f, n’est, en général, acces-
sible que par lintermédiaire de ses accroissements f,(z -+ h) — f,(z).
c’est-a-dire en tant que schéma intrinséque. La variance de cet accroisse-
ment se déduit des formules données plus haut. C’est, en effet, la variance
(’extension relative aux deux variables

ff ply—=)d
Z=ff(y)p(y—x——h_)dy

dont I'expression s’obtient immédiatement :

D2(Y—Z)—2[fy(x—x)p(x) p(a’ — h) dz dz'
—2 [/yx—x x) p(z') dr dr .

I1 suffit de poser x = u + 2’ et d’effectuer en premier l'intégration
relativement & 2’ pour faire apparaitre '’expression du covariogramm:
transitif P = p = p:

DY —7Z) =2 /Y(Ll) P(u + h)du —2 ‘/’Y(u) P(u) du

Mais la fonction intrinseque yp(h) associée & la régularisée f, = f = ?
considérée comme définissant un schéma intrinséque, est égale a la moitiz
de la variance D*X — Z) ainsi calculée: Nous avons donc la régle sui-
vante :

(VII1.2.16) yolh) = v # P—f ) P(w) d

A une constante prés, la fonction intrinséque de la régularisée f = o
s’obtient en régularisant la fonction intrinséque <y par le covariogramme:
transitif P associé a la fonction de pondération ou de prélévement. La cons-
tante, égale a la valeur moyenne de +y(xr —z') pondérée par p(z)p(x.
est. telle que 'on ait +v,(0) = 0.

Dans le cas particulier ou l'on a
1
v

p(x) = — k(=)
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k(z) étant la variable géométrique associée & un volume ¢, la régularisée
f+ p représente la teneur de I’échantillon ¢ prélevé au point z. A une
constante pres, représentant la valeur moyenne de y(k) dans ¢, sa fonction
intrinséque yp(k) s’obtient en prenant la valeur moyenne de y(zr — ')
lorsque les deux extrémités z et ' de 'argument vectoriel z— z’
décrivent, séparément, deux volumes ¢ égaux et translatés 'un de l'autre
dans la translation A.

Naturellement, la régularisée fx p doit étre effectivement plus régu-
liere que f elle-méme, pourvu que la fonction de pondération soit elle-méme
suffisamment réguliére. Par exemple, si p admet des dérivées premiéres,
P admet des dérivées secondes, et, par suite, il en est de méme de yp(h),
d’apres (VIII,3,16), de sorte que la régularisée fx p est dérivable en
moyenne quadratique, méme si f ne 'était pas.,Ce mécanisme de régulari-
sation sera étudié plus en détail, dans le chapitre x11, 4 propos de la montée
intrinseque sous puissance constante.

‘4. — Variance de v dans V.

Si vet V sont deux volumes, le premier étant contenu dans le second,
et Y et Z leurs moyennes stochastique, la variance d’extension de Y
et Z, appelée aussi variance d’extension de ¢ dans V, est parfaitement
définie par la formule (VIII,3,13). Elle dépend, en particulier, de la position
occupée par ¢ A l'intérieur de V, et ne représente donc pas la variance dans
le champ géométrique V des variables non ponctuelles de support o.
On se rend bien compte que la variance de ¢ dans V doit étre une sorte
de moyenne de toutes les variances d’extension de ¢ dans V pour toutes
les implantations, géométriquement possibles, de ¢ dans le champ V.
Mais 1l apparait que cette notion de variance de ¢ dans V — qui semble,
de prime abord, toute naturelle et expérimentalement évidente — n’est
définissable, de maniére univoque, que dans le cas d’une variable & support
ponctuel.

Examinons donc, en premier lieu, le cas d’un support ponctuel. Soit m
la moyenne stochastique de f(x) dans V

m=%,-./;f(x) dx

On peut définir la variance de f(z) dans V comme la valeur probable de
I'intégrale stochastique

(VIITA4,0) 5t = 3 [ [fle) —m)? dz
vV
En notation d’accroissement ¢; = f(z;) — f(x;), on a

flxy—m= %/. /;sj,- dr;
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et par suite S? est donnée par lintégrale multiple d’ordre 3n

1
:W[vafveﬂem- dz; dz; dz,.

La variance de f(z) dans V, que nous noterons o? (0|V) s’obtient en
prenant la valeur probable de cette 1ntegrale Compte tenu de (VIII,1,8),
il vient simplement : .

(VIIL4,2) o2(0|V) = E(S?) = Vizf‘ v v(x — z') dx dx’.

Ainsi la variance de la variable ponctuelle est égale & la valeur moyenne -
dans V de la fonction intrinseque +y(k). Elle peut se calculer a 'aide de
Palgorithme de Cauchy (I,2,9).

On peut aussi définir cette méme variance ¢2%(0|V) comme la valeur
moyenne de la variance d’extension D f(x) — m] lorsque le point z est’
tiré au sort dans V selon une loi de probabilité uniforme. On a, en effet,
d’apres (VIII,3,12)

D) —m) = [ve—ydy—; [ [ wy—y)dydy.

En intégrant relativement au point z, on obtient sans peine:
1 1 r ' '
va D¥{f(z) — m] dz = \—/é/vf‘ v(z — 2') dz dz’ = &2(0]V).

de sorte que les deux définitions de o*0|V) sont bien équivalentes.
Passons, maintenant, a la variable Y a support non ponctuel ¢, ou
moyenne stochastique de f(z) dans v¢:

1
Y= / f(z) dx

La définition (VIII1,4,1) n’a plus beaucoup de sens, parce que, dans une
intégration en x étendue au champ V de lexpression [Y — m]?, les
points z voisins de la frontiere de V introduisent, par I'intermédiaire
de Y, des valeurs de la variable f(z) extérieures au champ V. Du fait
que le support ¢ n’est plus ponctuel, il se produit aux frontiéres un eflet
de bavure, et, entre autre, la moyenne stochastique de Y(x) dans V n’a
plus de raison de coincider avec m. Pour un volume ¢ del'ordre de la moi-
tié ou des trois quarts de V, cette circonstance enléve a peu preés toute
signification a la notion de variance de ¢ dans V. Il y a cependant deux
cas ou une définition, rigoureuse ou approchée, est possible.

Le premier cas est celui ou le volume V est constitué par la juxtapo-
sition de N volumes ¢;, tous égaux a un méme volume ¢ et translatés
les uns des autres (ce seront, par exemple, des parallélépipedes). Si I'on
désigne par Z; la moyenne stochastique de f(z) dans le volume ¢, et
par m celle de f(z) dans V, on a, cette fols en toute rigueur:

%I- EZi = m.
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La population finie des NZ; a une variance

S2(0|V) = % Z (Z; — m)?

i

qui est, en réalité, une expression stochastique. C’est la valeur probable de
cette expression qui sera appelée, par définition, variance de ¢; dans V.

(VIIL43)  o2(vV) = E[S¥¢[V)] = % N Dz, — m).

Mais la variance d’extension d’un ¢; particulier dans V se calcule
par la formule générale (VIII,3,13). Comme les volumes ¢; constituent
une partition de V, on a, pour toute fonction ®(z):

%Z f B(z) dx=%- fv O(z) dz.

Compte tenu de cet algorithme et de (VIII,3,13), on obtient :

>

| 9" __z U O N o .
;N_ 2 D (Ll_ ,n) o V ,/\r dlm-’—J./u. Y(l x') dxl

1 a0 , ! ,_'_1- ﬁ_l_ o )
—V2./‘.u/v Yo —2') dr de N \ 2 /U‘ ] v(x — z') dx dx
1 ' ! 1 ( ! v ofo!
- fvgﬁ./;.Y(x—z)(la.(lx — /” v y(z—2') dx dz'.

Ainsi, dans ce premier cas particulier, ot V est constitué par un empi-
lement de briques toutes égales & ¢, on obtient la variance de ¢ dans V
sous la forme synthétique suivante:

(VIIL.4,4) 62(0|V)=v1;‘2"f /1 v(r— ') dor dx’ — (1, / 'Y(x—:c’)dxdx’.
VYUY e J

l.e deuxiéme cas particulier est celui ot ¢ est trés petit, dans toutes
ses dimensions, vis-a-vis de V. En ce cas, les interférences qui se produisent
aux frontiéres n’ont qu’un effet négligeable. Cette circonstance justifie.
d’ailleurs, la notion apparemment intuitive, mais d’origine purement expé-
rimentale, de variance dun petit échantillon ¢ dans un grand champ
géométrique V. La moyenne stochastique des ¢ dans V ne differe
pratiquement pas de m. Dans I'expression de la variance d’extension de V
et de la moyenne stochastique Z; d'un volume ¢; égal & ¢ implanté
au point z;: on peut poser, en premiére approximation :

2 ’ * 1 (i l ! 2 ' {
:\7/‘/1 ((x — ') dr dx #—\7./\- v(z — ) da.

On définit ensuite la variance de ¢ dans V comme la valeur moyenne
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de la variance d’extension de ¢; dans V lorsque z; occupe toutes les
positions possibles dans V. On retombe alors sur la méme formule (VIII,4,4).

Ainsi, dans les deux cas ou elle est définissable, la variance o*(¢|V)
est donnée par le formule (VII1,4,4). Elle vérifie la relation d&’additivité

(VIII4,5) 20| V') = o*(0|V) + o2(V|V')

qui exprime que la variance de ¢ dans V' est égale & la somme des variances
de ¢ dans V et de V dans V’'. Cette relation (VIII,4,5) n’a de sens que
si ¢ et V sont intérieurs & V et V' respectivement, et si ces volumes
vérifient I'une ou Pautre des deux hypothéses requises: partition stricte,
ou champ trés grand vis-a-vis du support. Mais elle peut étre utilisée aussi
pour définir la variance lorsque ces hypothéses ne sont pas remplies. Prenons,
en effet, un volume V' trés grand, de maniére que o%(¢|V’) et o*(V|V')
soient tous deux définissables. Nous posons alors, par définition :

(VIIL4,6) 20| V) = a2(¢|V') — a¥(V|V’)

On vérifie immédiatement que cette définition (VIII,4,6) conduit tou-
jours a la méme formule (VIII,4,4), qui prend ainsi valeur générale. En parti-
culier, le choix du grand champ V’, qui a servi d’intermédiaire, n’influe
pas sur le résultat obtenu.

Naturellement, on ne peut espérer que la variance o%(¢|V) reste stric-
tement positive que si les volumes ¢ et V sont geometrlquement compa-
tibles. On a, d’ailleurs LRty :'j

a?(V]v) = — o®(v IV aj\ t"

Les variances négatives, qui risquent ¢ ..vpi)ar tre si v et V ne sont
pas géométriquement compatibles, n’ont pas d lgnkginat,)on par clles-mémes,
et servent simplement d’artifice de calcul. PRy

On définira de la méme maniére la coaari' dans. %champ V de deux
échantillons ¢ et ¢’ distincts; occupant l’nn ar rapport & l'autre une
position bien définie et implantés, dans leur ensgngple, de manieére quelconque
a lintérieur du champ V. Moyennant les mési} conventions que ci-dessus
(passage par l'intermédiaire d’un grand champ V' ‘et de la formule d’addi-
tivité), on obtient cette covariance par la formule générale :

! 1 " ! 7
(VIILA,7) o(ve'|V) = V—zfvjvy(x—x)dxdx

WL/;/ v(xr — 2') dx dx’.

On peut, naturellement aussi, caractériser la corrélation des deux
volumes ¢ et ¢ dansle champ V par le coefficient de corrélation habituel :
s(v¢'| V)
~ VaReV)el(v'[V)

(vo'|V) =

mais il faut bien noter qu’un tel coeflicient n’a rien d’intrinséque. 11 dépend
du choix du champ V et varie de maniére complexe en fonction de V.
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En particulier, sile y(h) ne tend pas vers une limite finie y(o0), mais croit
indéfiniment avec ||, les deux variances et la covariance sont, pour V trés
grand, des infiniments grands équivalents, de sorte qu’a la limite on a
toujours :

p(vo'|0) = + 1.

Cette remarque permet de comprendre pourquoi les coefficients de corré-
lation ne sont pratiquement pas utilisés en théorie intrinséque. C'est en
réalité la fonction vy(k) elle-méme qui exprime de la meilleure maniére
possible la corrélation régnant entre f(z) et f(x 4 k), abstraction faite
de toute influence d’un champ géométrique (c’est-a-dire de maniére intrin-
séque).

ExeEmMpPLES :

Fonction intrinséque homogéne — Supposons que vy(k) soit une fonction
homogeéne d’ordre B, c’est-a-dire vérifiant, pour un scalaire A quelconque,
I'équation :

Y(Me) = AP y(h).

D’aprés ce que nous avons dit au paragraphe 2, 'exposant 8 est d’ail-
leurs nécessairement inférieur 4 2. Calculons la variance o%(¢|V) dans le cas
particulier ou le volume ¢ est géométriquement homothétique & V dans
une homothétie de module A:

¢

Dans la deuxiéme intégrale de la formule générale (VIII,4,4) effectuons

le changement de variable r =1y, 2’ = Ay’ (dx = A\ dy, dz’ = A" dy').
I vient:

a2(¢|V) = (1 — AB) V12 \/\/\; vz — ') dx dx'.

Désignons par ¢%(0|V) la variance dans V de la variable ponctuelle.
On a ainsi:
ﬁ..

(VILL,4,8) 52(0|V) = [1 —<\1) "ch(ow).

/

Cette formule s’applique, en particulier, a la fonction intrinséque iso-
trope ré.

Fonction intrinséque de Wijsienne. — Une fonction intrinséque est dite
de Wijsienne si elle vérifie 'équation fonctionnelle

(VIIL,4,9) Y(M) = (k) + 3 « log 3|

-

ou 3 « est une constante, appelée coefficient de dispersion absolue.
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Le schéma de Wijsien isotrope, caractérisé par une fonction intrinséque
de la forme 3alogr, est souvent utilisé en pratique. Lorsque ¢ est
homothétique 3 V, le méme changement de variable que ci-dessus conduit,
compte tenu de (VIII,4,9), & la remarquable formule suivante, dite formule
de de Wyjs :

(VIIL,4,10) 62(¢|V) = « log _VV_

5. — Relation entre schémas intrinséques
et représentations transitives.

Il n’existe pas forcément de relation simple entre les schémas intrin-
seques, définis, comme nous I'avons fait, comme des fonctions aléatoires
4 accroissements stationnaires, et les représentations transitives étudiées
dans la premiére partie. Le mode de représentation transitif présente, en
effet, un trés haut degré de généralité. Il permet de décrire n’importe quelle
variable régionalisée évoluant dans un champ géométrique fini V.
En contre-partie, le covariogramme transitif g(%) est lié étroitement a la
géométrie du champ V, et il n’existe aucun moyen simple de passer de ce
champ V & un autre champ V'. Il faut bien voir, d’ailleurs, que cette
liaison entre le covariogramme et le champ exprime souvent une zonalité
réelle de la régionalisation, par.exemple une tendance systématique a
Pappauvrissement lorsque 'on va d’un coeur riche aux frontiéres du champ.
En pareil cas, il n’est pas possible de séparer ce qui est imputable a la géo-
métrie du champ et a la régionalisation « en soi». Ce genre de phénomene,
aisément pris en charge par les représentations transitives, est profondément
étranger aux schémas intrinséques, puisque les acroissements ne peuvent
en aucune maniére étre considérés comme stationnaires.

Au contraire, dans le cas ou les frontiéres du champ V n’exercent
pas d’influence particuliére sur I'allure de la régionalisation, et ou tout se
passe comme si V avait été découpé arbitrairement au sein d’une régio-
nalisation homogeéne, qui aurait pu se poursuivre, sans changer de nature,
bien au-dela des frontiéres, la dépendance du covariogramme g(h) relati-
vement a la géométrie de V apparait comme artificielle, et masque une
réalité plus simple. En pareil cas, on a tout intérét a recourir a la théorie
intrinseque, c’est-a-dire & interpréter la régionalisation réelle comme une
réalisation d’un schéma intrinséque, limitée arbitrairement aux frontiéres
du champ V. La fonction intrinséque vy(h) permet alors d’exprimer,
indépendamment de toute interférence géométrique, les caractéristiques
de la régionalisation « en soi ». La relation entre les deux modes de repré-
sentation intrinséque et transitif doit, dans ce cas, s’exprimer a 'aide d’une
formule donnant la valeur probable E[g(k)] du covariogramme transitif
en fonction de la loi de dispersion intrinseque vy(2).

Pour établir cette relation, considérons un schéma intrinséque, carac-
térisé par une fonction +(k), et un volume V défini par une variable
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géométrique k(z) de covariogramme K = k % k. Si f(x) est une réalisa-
tion du schéma, le produit k(z)f(z) constitue une régionalisation limitée
au champ V, et donc susceptible d’une représentation transitive : soit
donc g(h) son covariogramme transitif

(VIIL,5,1) g(R) =ff,(x) (@ + k) k(z) k(z + h) dz = (fk) = ({ ).

. Relativement au schéma intrinseque, ce g(h) doit étre considéré comme
une intégrale stochastique (sous réserve que nous parvenions a lui donner
un sens). De méme, les moyennes m(k) et m(— &) de f(z) dans les intersec-
tions de V et de ses translatés par les translations + & et — A, définies
selon (V,3,2) par les relations

m(h) = ﬁh) f k(z) f(z) k(@ — k) dz = (fk) % )

(VIIL52) ]
m(— h) = K—zh—) f k(@) f(z) k(x + k) dz = (fF) # &

sont également des intégrales stochastiques. Notons tout de suite que les
différences [m(h) — m(— h)] et [m(O) ———; (m(h) + m(— h))] sont des
intégrales stochastiques d’accroissements de la fonction f(z). Elles ont
donc une variance finie, et par suite possédent toujours un sens précis.
En Uabsence de dérive linéaire, c’est-a-dire si E[f(x + &) — f(x)] = 0, ces
deux différences ont des valeurs probables nulles :

E[m(h)y —m(—h)]) =0
(VIIL5,3) 3 '

. [ m(0) — tz(iz);t_m_(_—_i)] — 0.

2

Si nous comparons & (V,3,4) ct a (V,4,8), nous voyons que ces relations
expriment, en valeur probable, I'indépendance de la variable transitive
k(x)f(x) et de son champ géométrique V, a la fois au sens de Iabsence de
corrélation différée et au sens de I'indépendance interne. En présence d’une
dérive linéaire, P'indépendance interne subsisterait seule. Le fait que ces
diverses indépendances ne soient assurées qu’en valeur probable seulement
est naturellement lié a la nature stochastique de la théorie intrinseque.

Nous désignerons aussi par S2%(k) et S}(— A) les variances « locales » de
la variable ponctuelle f(x) dans les intersections de V et de ses translatés
par + het — A, soit:

g S%h) = ﬁh—) f/t(x)k(:v — h)]f(x) — m(h)]%dz.
(VII1,5,4) ‘ .
| S3(—h) = K(lh) / E(x)k(z + h)[flz) — m(— h)]? dx.

S¥*%) et SX(— k) sont des intégrales stochastiques, dont la valeur pro-
bable est égale & la variance s%(4) de la variable dans intersection de V
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et de son translaté par hk, variance définie au paragraphe précédent,'
et donnée par une formule analogue a (VIII,4,2):

(VIIL,5,5) E[S*(h)] = E[S*— A)] 4
— o¥h) = f k@)k(z + Rk k(@' + h)y(x—z')dz dz'.

[K(h)]?
De méme, nous désignerons par vyy(k) le demi-variogramme « local »

(VIIL5,6) yv(h) = 2K(h j [flz + ) — fe)Pk(@)k(z + k) dz

que I'on pourrait construire expérimentalement si I'on connaissait toutes les
valeurs prises par la régionalisée f(r) dans son champ V. Relativement
au schéma intrinseque, yy(k) apparait comme une véritable aléatoire, dont la
valeur probable est naturellement égale a la « vraie » fonction intrinséque
v(h), soit:

(VILL,5,7) Elyv(R)] = (k)

Mais, compte tenu de 'expression (VIII,5,1) du covariogramme tran-
sitif g(h), on peut aussi mettre (VIII,5,6) sous la forme:

Yol = 2—1{176 [ k)i + W) + 2@ + b)) do ‘“fi%))'

En introduisant les variances locales S2%*h) et S%*— k) définies en
(VIII,5,4), on obtient la relation suivante, qui est une relation entre variables
aléatoires :

(VIIL5,8) vy(h) = — [52( ) 4 SH— h) + [m2(h) +2m2(—- k) K((I;z))

Le premier membre a une valeur probable égale a la fonction intrinseque
v(h), d’aprés (VIIL,5,7). Il en est donc de méme du deuxiéme membre,
d’ou, compte tenu de (VIII,5,5):

(VIIL5,9) +(k) = o2(h) + E [m2(h) +2m2(— h) ]é;((hh))]

Cette relation entre y(h) et la valeur probable de l'expression entre
crochets, ol figure le covariogramme transitif g(k), répond en principe a la
question posée dans ce paragraphe. Dans les applications, cependant, on
préfere utiliser la moyenne générale m = m(O) de f(z) dans V, plutot
que les moyennes partielles m(h) et m(— &), qu’il faut en principe calculer
pour chaque valeur de k. Moyennant des hypothéses supplémentaires,
que nous n’examinerons pas ici, mais que 'on pourra supposer dans les
applications, on établit entre les valeurs probables de m? et m?k) la
relation suivante:

E[m3(h) — m2] = o?(0|V) — a2(h).
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Le deuxiéme membre est égal a la variance dans V de Dintersection
de V et de son translaté par &, cette variance étant définie au sens du
paragraphe précédent. Compte tenu de cette relation supplémentaire,
(VIIL,5,9) peut étre mise sous la forme :

(VIIL5,10) (k) = o*(0|V) + E [m2 _ﬁ((ih))]

C’est cette formule que I'on utilisera, le plus souvent, en pratique pour
passer du transitif & l'intrinséque, ou réciproquement.




CHAPITRE IX

'THEORIE INTRINSEQUE
DES COREGIONALISATIONS

SOMMAIRE

Ce chapitre, court et facile, étend aux corégionalisations les résultats du chapitre
précédent.

Le par'agraphe | définit la matrice de codispersion intrinséque v,;;(h) et examine
ses propriétés.

Le paragraphe 2 définit pour les variables a support non ponctuel la notion de
covariance de coextension et la notion de covariance dans un champ V.

Le paragraphe 3 examine Iindépendance intrinséque, et ses relations avec U'indé-
pendance interne des représenlations transitives, et étudie rapidement le cas o il
existe une corrélation intrinséque.

1. — Matrice de codispersion intrinséque.

La théorie intrinséque des coregionalisations est une généralisation
naturelle du chapitre précédent au cas ou 'on se donne simultanément
plusieurs schémas intrinseéques fi(z), fo(z), ..., et apparait en méme temps
comme une transposition en terme stochastique de la représentation tran-
sitive des corégionalisations étudiées au chapitre v. La théorie stochastique
est moins générale que la représentation transitive, puisqu’elle postule le
caractére intrinséque de la corégionalisation, donc 'indépendance de celle-ci
vis-a-vis de son champ géométrique. Mais elle permet, en revanche, une étude
plus fine et plus approfondie des corrélations des diverses variables entre
elles, précisément parce qu’elle réussit a faire abstraction de toute interfé-
rence avec la géométrie du champ.

Définition. — Un schéma intrinséque a plusieurs composantes f(z) est
un processus stochastique a plusieurs composantes et a accroissements sta-
tionnaires. Autrement dit, en désignant par:

(IX.1,1) gi(x — ) = fi(a') — filx)
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un accroissement de la composante f;, les lois de répartitions
Flei (o, — &), eun(@y — 1) .52, 2, 2 -]

d’un nombre quelconque d’accroissements pris, pour des indices i,i,
arbitraires, sur des points quelconques x,z/x,z! ... sont invariantes
pour toute translation d’ensemble de ces points, et ne sont pas modifiées
par la connaissance d’une valeur numérique prise par chacune des compo-
santes.

Les moments des accroissement se définissent sans difficulté. Ils sont
eux-mémes stationnaires. Le plus souvent, seuls interviendront les moments
d’ordre 1 et 2, de sorte que les résultats obtenus resteront valables dans le
cas ou le schéma posseéde seulement le caractére stationnaire d’ordre 2.

Les moments d’ordre 1, E[f(z + h) — fi(x)] mettent en évidence
Pexistence d’un gradient de dérive linéaire D; pour chaque composante
[i- Nous supposerons, exactement comme dans le chapitre précédent, que

ces différents gradients sont tous nuls, quitte & remplacer, le cas échéant,
fi par fi(z) —zD;

Moments d’ordre 2. — Pour introduire commodément les moments
d’ordre deux, considérons une combinaison linéaire des fonctions f; avec

des coeflicients A; arbitraires

(IX,1,2) flo; %) = ¥ Mfi(a).

{

D’apres la définition méme du schéma intrinséque a plusicurs compo-
santes, chacune de ces combinaisons linéaires engendre elle-méme un schéma
intrinséque & une seule composante, auquel s’appliquent les résultats du
chapitre précédent. Il lui est, en particulier, associé une loi de dispersion
intrinséque, définie, avec la notation (IX,1,1) des accroissements, par:

Y(h; A) = ~1) [\ Aei(h) I
¢’est-a-dire : -
r 1 1 .

ij
I est naturel de poser

(IX,LA) () = - Ele(h)e, )]

= S E{{fz + B — (@ + ) — [)]

Dans le cas i = j, le terme ~;(h) = v;(h) n’est autre que la fonction
ntrinseque de fi(xr). Le terme +;;(h) sera, dans le cas général, appelé
fonction de codispersion lerm?eque (105 variables f; et f; et Pensemble
des v, (k) constituera la matrice de codispersion intrinséque.
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Propriétés de y;;(h). — A toute propriété d’une fonction intrinséque
y(h) doit correspondre une propriété de la fonction de codispersion v;;(h),
que I'on peut mettre en évidence en écrivant que le y(h; ) de I’équation
(IX,1,3) vérifie, quels que soient les coefficients A;, la propriété du vy(h).

Ainsi, par exemple, tout y(k) doit étre positif. Par suite, pour toute
combinaison linéaire limitée a 2 termes Af; + A;f;, la forme quadratique :

Ayi(h) + 2)\i7\jYz‘ j(h) + A}Yj(h)

doit étre définie positive, d’oi résulte I'inégalité de Schwarz:

(IX,1,5) Yo th) | <V vilh) v ().
Cette inégalité permet de définir un coefficient de codispersion
(R
(1X,1,6) R, (k) = __ Yl
Vyilh) v (k)

nécessairement compris entre — 1 et + 1, et qui n’est pas autre chose que le
coefficient de corrélation des accroissements

fiz +h) —fla) et fiz+h)—ff2)

De méme, & partir de la relation (VII1,1,9), on peut voir que la fonc-
tion de codispersion intrinséque v;;(k) permet le calcul de la covariance
d’un accroissement quelconque de f; et d’un accroissement quelconque
de f;. Appliquons, en effet, (VIII,1,9) a la covariance des deux accrois-
sements f(z'; \) — f(z; &) et fly's N) — [y N)- Compte tenu de (I1X,1,2)
et (IX,1,3), on obtient:

Z )‘17\jE (e’ — x)ej(y’ —y)]
! = in)\j[Yu(y' — ) + vy — ) — iy — ) — Yifly' — )]
ij

D’ou, par identification en A;:
E{(f(z") — fi(@)[f;y") — [)]}
= yily —2) + Yily — ') — Yi(y — ) — iy —z').

Ainsi, la matrice de codispersion permet de déterminer tous les moments

d’ordre 2.

2. — Variables non ponctuelles et covariance de coextension.

Le procédé qui consiste a étendre 2 v;,(h) une propriété des vk, N)
de la formule (IX,1,3) permet de définir immédiatement les covariances
de coextension. Etant données deux fonctions de pondération i) et
po(x), de somme unité

[ pi@) dz = [ pula) de =1
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considérons les variables aléatoires :
1Y = [ p@) fia) da
\ Zi = [ pla) i) do
;Y:=25Mn
1Z==§hﬂb
. i
La variance d’extension de Y a4 Z se met sous la forme

DHY —2) = — [ [pu(e) — pa@)[ps4) — poly)] ¥(e — ) du dy

Il suffit d’identifier les termes en AA; pour obtenir la covariance de
coextension de (Y; —Z;) et (Y;—Z))

- —.,[f[pl(x) — poD) ] [p1(y) — po)] vij(x — ¥) dz dy.

En particulier, prenons pour T, et Z; les moyennes stochastiques de f;
dans deux volumes V et V':

Vi= [ fila)do
\ Z; =‘\};'[v'fi(x) dz.
Dans ce cas, la formule générale (IX,2,1) prend la forme:
(IX,2,2) E[(Y;—Z)Y,—1Z))]
= V%/_’ /‘/\ il —y) dx (l;l/—v%fva Yijlz — y) dx dy
—yi [ [ rite—ydzdy.

Elle représente la covariance des erreurs Y; —Z;et Y, —Z; commises
en étendant au volume V' les teneurs moyennes du volume V en f;

et en f,. Dans le cas particulier i = j, on retrouve, naturellement, les
variances d’extension habituelles.

De méme, encore, on définira la covariance dans un champ V des deux
variables Y; et Y, de méme support non ponctuel ¢:

g Vo= [f@dr
?Y,:w-fguwu

en appliquant les résultats du paragraphe (VIII,4) a la combinaison linéaire
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Z)Y; et en identifiant les termes en AA;. Tout comme au chapitre
précédent, lorsque le support n’est pas ponctuel, cette définition n’est
vraiment claire que s’il existe une partition de V par des volumes ¢ égaux
et translatés les uns des autres, ou encore si ¢ est petit vis-a-vis de V.
On obtient, dans les deux cas, cette covariance o;;(¢|V) sous forme suivante,
qui généralise (VIII,4,4):

1 1 rr
(1X23) ayoV) = [ [ vy —ydedy—= [ | vyle—y)dudy.

On en déduit immédiatement la relation d’additivité :
(IX,2,4) 6;(¢|V) = 6;,(¢|V') 4 &;;(V'[V)

qui permet d’adopter, dans tous les cas, la formule (IX,2,3) comme défi-
nition conventionnelle de la covariance des variables Y; et Y; de méme
support ¢ dans un volume VV quelconque.

3. — L’indépendance intrinséque.

Par déﬁnitioﬁ, nous dirons que les deux variables ponctuelles f(x)
et fi(x) sont intrinséquement indépendantes sileur fonction de codispersion
intrinseque vy;;(h) est identiquement nulle:

(IX1371) Ylj(h) =0
Cette condition exprime simplement que les accroissements
[filz + B —fdx)] et [filx + k) —[;(z)]

ont un coeflicient de corrélation nul quel que soit A. Il résulte alors immé-
diatement de (IX,1,7) que deux accroissement quelconques

[fi@) —fil=)] et [i(y) —fi(y")]

ont également une corrélation nulle, quels que soient les quatre points
z,x', y et y'. De méme, toute covariance d’extension du type (IX,2,1) ou
(I1X,2,2), est égale & zéro, et cela signifie que toutes les estimations des valeurs
moyennes de f; et f; dans des volumes quelconques seront toujours faites
indépendamment les unes des autres. De méme encore la covariance dans
un champ V introduite en (IX,2,4) est également nulle, de sorte que les
teneurs en [ et en j d’un méme échantillon ¢ sont toujours sans corréla-
tion, quelles que soient les caractéristiques de ¢ et V.

Relation avec indépendance interne. — Supposons la condition (IX,3,1)
d’indépendance intrinséque réalisée. Il va en résulter, en représentation
transitive, des propriétés particuliéres pour la corégionalisation k(z)f;(x)
limitée arbitrairement 4 un champ V de variables géométrique K(z).
Appliquons, en premier lieu, la relation (VIII,5,9) a la combinaison linéaire
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Afi + Af;. On fait apparaitre, a gauche, la fonction de codispersion
Yij(k) et, & droite, le covariogramme rectangle transitif C;;(k) défini en
(V,1,5). En identifiant les termes A\;, on obtient ainsi: ‘

(M%MHﬂM—MMk—M_QMq.
2 K(k)

mwr-c<)+E[

Mais, d’apfés (IX,3,1), yii(h) et la covariance o;;(k) de f; et f; dans
I'intersection de V avec son translaté par & sont nulles tous deux. Ilreste
ainsi :

C'j(h) m;(h) mj(k) + mi(— h) mj(— k)
{ —_ ] { — O.

(1X,3.2) E[ “h : ]

On voit apparaitre, exprimée en valeur probable, la condition symétrisée
(V,4,6) pour qu’il n’y ait pas de corrélation différée.

De la méme maniére, appliquons la relation (VII1,5,10) & la méme
combinaison linéaire Af; + A;f;. Par identification des termes en A,
on obtient :

G;i(h)
(k) = 0;;(0|V) + j— =
et, comme ici v;; et a,;,(0[V) sont nulles, il reste:
o b dh
(1X,3.2) bis D [ iy — mm jJ =0

En comparant & (V,2,7), on voit que cette relation n’est autre que la
condition d’indépendance interne, exprimée en valeur probable.

Ainsi, lindépendance intrinséque entraine Pindépendance interne, et,
sauf dérive linéaire, absence de corrélation différée, mais en valeur probable
sculement : le fait que le résultat ne s’énonce qu’en valeur probable est natu-
rellement lié & la nature stochastique de la théorie intrinséque.

Corrélations intrinséques. — En général, vi;(h) n’est pas identiquement
nulle, et les variables [; et [; sont liées par une dépendance intrinséque.
La mesure de leur degré de dépendance est donnée par vi;(f) elle-méme,
ou, si l'on veut, par le coefficient de codispersion R; {(h) défini en (IX,1,0),
qui est un coeflicient de corrélation entre accroissements, et non entre les
variables elles-mémes. On pourra s’intéresser, en particulier, a la limite,
si elle existe, de R (k) quand A tend vers zéro. Le coefficient R;; pré-
sente le caractére 1ntr1nseque en ce sens qu'il ne dépend pas du champ
géométrique V dans lequel on étudie la corégionalisation. Mais, au contraire
de la fonction vy, () elle-méme, il ne se généralise pas de maniére simple
au cas de vanables a support non ponctuel.

De la définition (IX,2,3) de la covariance o, {(¢lV) dans le champ V

des variables 7 et j de support ¢, on peut dedmre un coeflicient de corré-
lation

(1X,3,3) o) = 2N
Vool V)ai(o]V)

MatHERON. 1o
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Mais ce coeflicient n’a pas de caractére intrinséque, car il dépend, en
général d’une maniére complexe, du choix du champ géométrique V. Sui-
vant le comportement a l'infini de v;, Yj» et v;;, il peut tendre, lorsque V
devient infini, vers une limite particuliére, mais en général cette limite
dépend de la maniére dont on fait tendre V vers linfini.

Il y a, cependant, un cas particulier remarquable ou le coefficient Pij
présente le caractére intrinséque. C'est le cas ou les trois fonctions Yo Y;
et v;; sont proportionnelles 4 une méme fonction (%), soit :

vilh) = ary(h)
(IX,374) Yj(h) an(h)
Yij(h) = “in(h)
En effet, o;;, o} et o} se calculent en appliquant un méme opérateur
linéaire & & v;;, y; et y;, de sorte que (IX,3,3) donne ici:

0 = a8(y)  _ o ,
T Vag(ney) Ve,

On vérifie d’ailleurs que dans ce cas pi; est égal au coefficient de codis-
persion R;;(h) de I'équation (IX,1,6). Tous deux sont constants et égaux a:

(IX,3,5) o; = Ry, = 7"‘11_—
aiaJ

On parle, dans ce cas, de corrélation intrinséque. On ne peut d’ailleurs
espérer observer de corrélation intrinséque qu’entre des variables de méme
nature, liées génétiquement I'une a 'autre. En général, des variables de
nature différentes, comme (par exemple, dans I'industrie miniére, la puis-
sance et la teneur d’une formation) ont des fonctions intrinséques qui ne
présentent pas le méme comportement analytique au voisinage de I'origine,
de sorte que les relations (IX,3,4) ne sont pas vérifiées et que les corrélations
ne peuvent pas étre intrinseques.




CHAPITRE X

DISTRIBUTIONS ALEATOIRES,
ET THEORIE INTRINSEQUE
POUR LES DISTRIBUTIONS

SOMMAIRE

Ce chapitre est un rappel de la théorie des distributions aldatoires et un exposé
de la théorie intrinséque pour les distributions. Tout comme le chapitre 111, 1l n’est
pas nécessaire a la compréhension du reste de 'ouvrage. Cependant, le lecteur qui
ne connaitrait pas la théorie des distributions trouvera, dans I’Annezxe A, un exposé
sommaire de cette théorie, lui permettant, s'il le désire, de suivre le présent exposé.

Le paragraphe 1 définit une distribution aléatoire T par les lois F[T(p,)]
ow par la fonctionnelle caractéristique C(o) = Ef[exp iT(g)], définit la transformée
de Fourier = = ¥, examine les deux cas particuliers des distributions stationnaires
et @ accrotssements indépendants, et définit les moments M, comme distributions
d’un espace & nk dimensions. Le moment d’ordre 1 est la distribution M telle que

M{e) = E[T(9)].
Le paragraphe 2 étudic la covariance K(xy), distribution définie par

Klo(z)ea(y)] = E[T(q,)T(e,)].

Pour une distribution aléatoire stationnaire d’ordre 2, K se rameéne a une distri-
bution K(x) de U’espace ¢ n dimensions agissant sur les produits de convolution
QL * @p: K(z) est de type positif. Dans le cas d’accroissements sans corrélation,
on a K(zy) = 3y — z)K(z).

Le paragraphe 3 rappelle le théoréme classique, suivant lequel les distributions
stationnaires d’ordre 2 et a accroissements sans corrélation s'échangent par transfor-
mation de Fourier. Il en découle un premier procédé permettant de construire numé-
riguement des modéles de régionalisation de covariance K(h) données.

Le paragraphe 4 montre que la régularisée % T a pour fonctionnelle caracté-
ristique Clo * @) et pour covariance K x a x @ = K % A. Lorsque T est a accrois-
sements indépendants et densité de variance constante p*, la régularisée a pour
covariance u*A, d’ot un deuriéme procédé de construction de modéle numérique.
Dans ce cas, les lois de répartition peuvent étre complétement détermindes par la
fonctionnelle caractéristique elle-méme, ou par ses moments.

Le paragraphe 5 définit la dérivee DPT d’une distribution aléatoire T par
sa fonctionnelle caractéristique ([(—1)PDpg). Toute distribution aléatoire est indé-
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finiment dérivable. Le moment d’ordre k de DPT est dérivé d’ordre kp de M,.
. . . o2
Dans le cas stationnaire d’ordre 2, oT a pour covariance —5‘—1—5—.
o o
Le paragraphe 6 définit les distributions aléatoires intrinséques comme distri-
butions stationnaires n’agissant que sur les fonctions de bases ¢ de somme nulle.
Leurs dérivées sont stationnaires et agissent sur toutes les fonctions de base. Le
moment d’ordre 1 met en évidence une dérive linéaire. La covariance K est seulement
de type positif conditionnel (le produit de FK par toute forme quadratique définie

positive doit étre une mesure positive). Exemple de log—1— et r* pour A<_2. Les
r

variances d’extension s’expriment & Uaide d’une formule unique qui contient,
comme cas particulier, toutes celles du chapitre VIII. On examine, pour terminer
I’effet de pépite.

1. — Définition des distributions aléatoires.

En vue d’étendre aux distributions la théorie des schémas intrinséques,
il convient tout d’abord de rappeler la notion de distribution aléatoire
— généralisation naturelle de la notion de fonction aléatoire. En toute
rigueur, pour probabiliser un espace de distributions %', défini comme I’en-
semble des fonctionnelles linéaires continues agissant sur les fonctions de
base d’un espace & donné, il convient de définir sur &’ une o-algébre et
une probabilité, c’est-a-dire une mesure sommable & 'unité définie pour
cette. o-algebre. Cette définition, la seule rigourcuse, conduit a des spé-
culations abstraites qui ne peuvent trouver place ici. Nous nous contenterons
de la définition suivante, non rigoureuse, mais pragmatique :

Définition. — Etant donné un espace de distribution &' défini sur un
espace de fonctions de base &, nous dirons qu’une distribution T de &' est
définie en tant que distribution aléatoire, si, pour tout ensemble de fonctions
de bases ¢; en nombre arbitraire %, les nombres T(g;) sont des variables
aléatoires, dont la loi de répartition F[T(g,), T(ps) ... T(p,)] est connue.

Ces fonctions de répartition F, dont I'ensemble définit la distribution
aléatoire T ne sont pas quelconques. Nous leur imposerons les deux condi-
tions suivantes :

1. — Pour toutes fonctions de base o, ... »,, ona:
y F[T(o1), .. T(o4—1), @) = F[T(y), ... T(p,-1)]
| F[T(3), - .. Tlgy)y — %] = 0.
2. — Si les fonctions de base ¢, convergent vers une [onction de

base ¢ les T(g,) convergent vers T(J) en moyenne quadratique.

De cette derniére condition résulte que lorsque A suites de fonctions
de base ¢i ... of convergent vers k fonctions de base ¢! ... ¢¥ la
loi des T(¢i) converge vers la loi des T(J!), au sens de la convergence
en loi. De plus, si les T(o{) admettent des moments d’ordre 1 et 2, ces
moments convergent vers les moments correspondants des T({1).
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Fonctionnelle caractéristique. — D’une maniére plus synthétique, on
obtient une définition équivalente a la précédente en se donnant la fonction-
nelle caractéristique C(p) qui, a toute fonction de base ¢, associe I'espé-
rance mathématique de 'exponentielle ¢iT(® :

(X,1,1) Clp) = E[¢T¥].
La donnée de C(p) est bien équivalente a celle de toutes les lois

F[T(¢;) ... T(gu].

En effet, si toutes les lois F sont connues, C(p) est bien déterminée.
Inversement, si C(p) est connue, elle permet de retrouver toutes les lois
F. En prenant, en effet,

P = WPy + UgPe + -+ + UP,

@, ... ¢, étant des fonctions de bases quelconques, la fonction ¢ ainsi
définie appartient a %, et par suite C(g) est connue. Comme on a:

(X,1,2) Cle) = E{expliu, T() + - + i, T(e,)]}

C(p) n’est pas autre chose que la fonction caractéristique de la loi de répar-
tition F[T(ep,) ...T(p,)]

LLa condition de continuité 2 entraine que la fonctionnelle caractéristique
C(p) est continue, c’est-a-dire que C(g;) converge vers C(gp) lorsque ¢;
converge vers ¢ au sens de la convergence utilisée dans @.

La fonctionnelle caractéristique permet de méme de définir commodé-
ment un ensemble de distributions aléatoires T, T,, ..., T, non indépen-
dantes. On prend, dans ce cas:

(X,1,3) Cloy, s - - 9,) = E{exp {Ty(p,) + -+ + Tye)]}

Transformée de Fourier. — Le plus souvent, nous prendrons comme
espace ' lespace W' des distributions tempérées, définies sur les fonc-
tions de base indéfiniment dérivables et décroissant rapidement a Pinfini
ainsi que toutes leurs dérivées, c’est-a-dire sur 'espace . Parfols, cepen-
dant, nous nous limiterons a 'espace des mesures a croissance lente, de
maniére 4 pouvoir utiliser, parmi les fonctions de base, les fonctions carac-
téristiques (ensemblistes) d’ensembles boréliens ¢ bornés, c’est-ia-dire
les fonctions de prélevement déerivant la prise d’échantillons ¢. Dans
tous les cas, qu'il s’agisse de distributions tempérées ou de mesure a crois-
sance lente, la transformation de Fourier sera possible.

Soient ¢ une fonction de base de f, et ¢ = :Fp sa transformée de
Fourier. qui est également une fonction de 4. La transformée

=T

d’une distribution T est définie par:
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Si T est une distribution aléatoire, sa transformée de Fourier © est
donc définie également, en tant que distribution aléatoire, par sa fonction-
nelle caractéristique I'(¢), qui se déduit de la fonctionnelle caractéris-
tique C(p) de T par:

X4 | T() = Clo)
(X,4.4) | ¢ =9).

Distribution aléatoire stationnaire. — Une distribution aléatoire T est
dite stationnaire si toutes les lois F restent invariantes pour une transla-
tion affectant simultanément les fonctions ¢, ... ¢, (c’est-a-dire lorsque
Pon remplace les ¢;(z) par ¢,(r—*%), h étant un vecteur quelconque).
On peut aussi considérer la translation réciproque t_, affectant la distri-
bution T:

T-n * Tle()] = T(r, * @) = Tle(z — 4)]

et dire que les 7_, * T(¢;) ont méme loi de répartition que les T(g;). Avec
la fonctionnelle caractéristique, la méme définition s’écrit:

(X,1,5) Clea * 9) = Clo)

Distribution aléatoire a accroissements indépendants. — Une distribution
aléatoire T sera dite & accroissements indépendants si, pour tout ensemble’
de fonctions de base ¢; a supports V; disjoints, c’est-a-dire tels que

VinV; =0 pour L5 ]

les variables aléatoires T(gp;) sont mutuellemment indépendantes, ce qui
s’écrit sous les deux formes équivalentes suivantes:

F[T(¢,) T(ps) - .. T(e)] = F[T(ey)] F[T(p2)] ... F[T(p,)]
Cloy + @2+ -+ + 9,) = Cloy) Cloa) - .. Clopy)-

(X,1,6)

Si T est une mesure aléatoire, on peut prendre comme o; les fonctions
caractéristiques (ensemblistes), ou fonctions de prélévements d’ensembles
boréliens disjoints V;. Alors, les quantités de métal Q; = T(gp;) portées
par ces échantillons disjoints V; sont des variables aléatoires indépen-
dantes.

Les Moments. — Supposons que, pour &k fonctions de base quelconques,
le moment

(X,1,7) M (o192 - .. @) = E[T(e,) T(e,) ... T(p,)]

existe toujours. On dira que la distribution aléatoire T admet un moment
d’ordre k. Le moment d’ordre % définit une fonctionnelle agissant sur
un ensemble de & fonctions de base ¢,9, ... @,, fonctionnelle, d’ailleurs
linéaire et continue pour k& <2, d’aprés la condition de continuité 2
imposée aux lois F. Dans I’espace & /kn dimensions, produit topologique
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de k espacea n dimensions X, X, ... X,, illui correspond une fonction-
nelle linéaire et continue agissant sur les fonctions de la forme

P1(21) cPz(le) coe Pi(Zy)

z; désignant ici un point de l'espace & n dimensions X;. On montre
que Pon peut alors définir Paction de M, sur une fonction de base quel-
conque ¢(r;, Z, ... z,) de cet espace & nk dimension, de sorte que M,
constitue une distribution de Pespace @ nk dimensions (au moins pour
k < 2). '

Le moment d’ordre 1, M,, que I’on notera simplement M, est, en parti-
culier, une distribution de l'espace & n dimensions agissant sur toute
fonction de base ¢ selon la formule

Dans toute la suite, nous supposerons
(X,1,9) M=0

I1 est toujours possible, en effet, de se ramener a ce cas en remplagant
la distribution aléatoire T par T —M.

2. — La distribution de covariance.

Le moment d’ordre 2, comme nous I'avons vu, définit une distribution
M, de l'espace a 2n dimensions, distribution que nous noterons K ou
K(z, y), « et y représentant des points de deux espaces & n dimensions.
K(zy) est appelée distribution de covariance. Elle agit sur le produit
(%) po(y) de deux fonctions de base ¢, et ¢, selon la formule

(X,2,1) Klgy(x)pay)] = E[T(,) T(ps)]

Compte tenu de (X,1,9), on voit qu'il s’agit, effectivement, de la cova-
riance des variables aléatoires T(g,) et T(p,). En particulier, en prenant
@, = ¢, = ¢, on obtient la variance de T(p) sous la forme:

(X,2,2) DT[(¢)] = K[9(z) 9(y)]

_ Nous allons examiner plus en détail les cas particuliers des distributions
aléatoires stationnaires et & accroissements indépendants.

Distribution aléatoire stationnaire d’ordre 2. — Si T est une distri-
bution aléatoire stationnaire, son moment d’ordre 1, M;, est une simple
constante, que nous supposons d’ailleurs égale a 0 conformément & (X,1,9).
Sa covariance K doit étre invariante pour toute translation A, ce qui
s'écrit

Th(x)‘rh(y) * I((xa y) = I{(xv Z/)
ou, sous forme explicite

(X,2,3) Klew(e + ) ooy + 1] = Kloy(@) 22()]
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Inversement, une distribution aléatoire T dont le moment M, est
une constante et dont la covariance vérifie (X,2,3) sera dite stationnaire
d’ordre 2. En général, elle ne sera pas stationnaire au sens strict, car (X,1,5)
n’est pas une conséquence de (X,2,3). Dans la plupart des applications, on
se contente du caractére stationnaire d’ordre 2.

St K(z, y) est une fonction ordinaire, (X,2,3) s’écrit :

JJ K 9 oo eut) dody = [ Kea, ot + Bty + b do dy

et on en déduit immédiatement la relation

quit montre que K(x, y) est de la forme K(z — y). Autrement dit, il
existe une fonction K(k), de I'espace a n dimensions, telle que I’on ait :

JJ Ko 9 0@ eate) dzdy = [ Kk aute + 1) 9afe) da dh
En intégrant d’abord en z, on fait apparaitre le produit de convolution

o1 b= [ @u@oste — ) dr = [ oyl + Dipyle) do
Ainsi, en notation de distribution, on a

Kz, y)le1(@)9(y)] = KRy * 9] = K(h)[ @, * 5]

La deuxiéme égalité s’obtient en échangeant o, et g,, et montre que K
est paire:

K(h) = K(— k)

St K(z, y) est une distribution, la relation (X,2,3) montre que
K(z, y) agit de la méme maniére sur deux fonctions de bases P, et @, et
leurs translatées =_, % o, et 1_, = ®,. Comme on a:

v v v . \'2
Top * QLR Ty K Qg = T Ty k Py ok Qy = @y k @y

on voit qu’il correspond & K(z, y) une fonctionnelle K(%) de 'espace a

n dimensions, agissant sur les fonctions de la forme @, * @5, fonctionnelle
d’ailleurs bi-linéaire

K[inxjcp,- * @] = InhK[g; * qa.,]

et continue d’aprés la condition de continuité imposée aux lois F. Ainsi
K(k) est une distribution de 'espace & n dimensions, définie par

(X,2,4) KMo, * 0,] = K(xy)[o,(2)p.(y)]
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Cette distribution K(k) sera encore appelée covariance de la distribution
T stationnaire d’ordre 2. Elle est obligatoirement paire et de type positif,
puisque :

(X,2,5) Kl * 9] = DT(p)] >0

D’apres le théoreme de Bochner (Annexe A-9-2), pour que K soit une
distribution de type positif, il faut et il suffit que sa transformée de
Fourier y soit une mesure positive. On a d’ailleurs, en désignant par
§ = Fo la transformée de ¢:

D T(¢)] = Ko * ¢] = x[¢d] = #[|¢|?]

Si la mesure y est sommable, K est une fonction continue de type
positif, et la variance K(0) a une valeur finie, égale & la somme de x.
Si y n’est pas sommable, la distribution K ne peut pas étre une fonction
continue.

Distributions aléatoires @ accroissements sans corrélation. — St T est
une distribution aléatoire a accroissements indépendants, au sens de la
relation (X,1,6), et si son moment d’ordre 1 est nul, on a, pour deux fonctions
de bases ¢, et ¢, a supports disjoints:

(X,2,6) K(zy) [1(2) 02(1)] = E[T(e)) T(e,)] =0

Inversement, si (X,2,6) est vérifiée, on dira que T est une distribution
aléatoire a accroissements sans corrélation. En général, on ne pourra pas
affirmer que les accroissements sont indépendants, car (N,1,6) n’est pas
une conséquence de (X,2,6). Dans la plupart des applications, on se contente
de Pabsence de corrélation entre accroissements.

Examinons comment se présente la distribution de covariance K(xy)
lorsque (X,2,6) est vérifiée. Lorsque ¢, et @, ont leurs supports disjoints
dans Pespace & n dimensions, le support du produit ¢, (x) ¢,(y), dans
Iespace & 2n dimensions des (z, y) a une intersection nulle avec Phyper-
plan bissecteur x = . Comme les produits ¢,(z) @.(y) et leurs combinaisons
linéaires sont partout denses dans I'espace des fonctions de base o(zy),
on voit que K[o(x, y)] est nul pour toute fonction de base ¢ dont le sup-
port ne coupe pas 'hyperplan bissecteur x =y, et, par suite, la distri-
bution K(z, y) a elle-méme son support contenu dans cet hyperplan.

Il existe alors une distribution K(z), de l'espace a n dimensions,
telle que 'on ait, pour deux fonctions de base o, et ¢, quelconques:

(X,2,7) Kz, y) [91(2) 92(1)] = K@) [1(7) 9a(2)].

Dans le cas particulier ou o, et ¢, ont leurs supports disjoints, on a
@,(7) 05(x) =0 et on retrouve bien (X,2.6). On peut écrire aussi, symboli-
quement, avec la mesure de Dirac 8(y — x)

(X.2,8) K(z, y) = 3(y —x) K(x).
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Cette distribution K(z), qui agit sur le produit ¢,(z) p,(x) dans I'espace
& n dimensions comme K(z, y) sur ¢,(z) p,(y) dans Iespace & 2r dimen-
sions peut étre appelée densité de variance. C’est une mesure positive. En effet,
la variance de T(g), obligatoirement positive, est donnée par:

(X,2,9) D*T(e)] = K(e? >0

d’ou1 résulte que K(x) est une distribution positive, c’est-a-dire, comme on
sait, obligatoirement une mesure positive. Elle agit, en particulier, sur les
fonctions caractéristiques (ensemblistes), ou fonction de prévélement p(x)
des ensembles, ou échantillons, boréliens ¢. La variance de la quantité
de métal Q = T(p) contenue dans P'échantillon ¢ est donnée, puisque

p®>=p, par
(X,2,10) DQ) = K(¢) = [ dK(@)

Elle est égale 4 la somme dans ¢ de la mesure K, quijoue bien ainsi le
réle d’une densité de variance.

3. — Analyse harmonique d’une distribution stationnaire d’ordre 2.

Un théoréme classique démontre que les distributions aléatoires station-
naires d’ordre 2 et i accroissements sans corrélation s’échangent récipro-
quement dans la transformation de Fourier.

Une distribution aléatoire T tempérée quelconque a une transformée de
Fourier < définie par:

{ T(p) = =(¢)

[ $=7Je¢

de sorte que les T(p) et les t(J) ont méme loi de répartition. Soient
K(z, y) et x(u, ¢) les distributions de covariance de T et r, définies dans
les espaces & 2n dimensions des (x, y) et des (u, ¢) respectivement.
Comme les T(p) et les t(y) ont méme loi de répartition, on a:

Clu, 0)[§1 (1) §a(9)] = Kz, y)1(2) 92(y)]
(X3371) 411 = 5%

by = Fo;
Mais, dans I'espace & 2n dimensions, {,(u)yy(¢) est la transformée de
Fourier de o, (z) ¢u(y). L’équation (X,3,1) signifie done, par définition,

que y est la transformée de Fourier de K (dans 'espace a 2n dimen-
sions).

(X,3,2) x(u, ¢) = FK(z, y).
Supposons maintenant que T soit stationnaire d’ordre 2. Il existe alors

une distribution K(z) 4 n dimensions agissant sur o, x ¢, ou @, * @,
comme K(z, ) sur ¢,(z) gq(y):

(X,3,3) K(z)[oy * $] = K(z, 9)[9:1(2) p2(y)]
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Soit y(u) = FK(z) la transformée de cette distribution K(z). Par
définition, ¢y(u) et ¢,(u) étant les transformées de @,(x) et @,(z), et compte
tenu de la propriété des produits de convolution et des transposées :

Fopy * ¢y = ¢y (u u)o(— u) = %:pz

on obtient I'égalité :

(X,3,4) 1@ [Pyde] = K(z)[9y * $o]

Il suffit alors de comparer (X,3,1), (X,3,3) et (X,3,4) pour obtenir:
(X,3,5) x(8; )1 (%) ba(9)] = x(u)[by () Yo(— w)].

Ainsi, la distribution de covariance y(z, v) 4 2n dimensions de la
distribution aléatoire 7 = FT se met sous la forme:

(X,3,6) “ x(u, ¢) = 8(u 4+ v)y(u)

la distribution y(u) étant transformée de Fourier de la covariance K(x)
de la distribution T aléatoire stationnaire d’ordre 2. Il suffit de comparer
avec (X,2,8) pour constater que y(u, — ¢) est la covariance d’une distri-
bution aléatoire a accroissements sans corrélation. La distribution = elle-
méme — & cause de ce changement de ¢ en — ¢ — n’est cependant pas
elle-méme, a strictement parler, & accroissements sans corrélation. Pour
examiner ses propriétés, nous nous limiterons au cas ou T et les fonctions
de base ¢ sont réelles. La transformée ¢ = Fo d’une fonction ¢ réelle
est de la forme

(X,3,7) 4‘ = ‘1'1.\‘ + i‘l’.\

ol ¢y est réelle et paire et ¢, réelle et impaire. Nous ne ferons agir sur
T =JT que des fonctions de base de cette forme. La distribution © elle-
méme sera décomposée en une partie paire et une partie impaire, soit :

\ T =T — IT,
1
(X,3,8) Y=g ()
{T.-\ = %(7_4)
On a immédiatement :
X,3,9 \Ts () = T(Ps) = 7s(dbs)
( ) 3"'\(4’) = —1(y,) = ”.\W.\')-

Ainsi, T étant réelle, =, et =, sont deux distributions réelles, 'une
paire, 'autre impaire, agissant sur des fonctions de bases réelles ¢ et
¥, paires et impaires respectivement. Relativement a ces fonctions de base,
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Ty et T, sont toutes deux A accroissements sans corrélation. On déduit,
en effet, de (X,3,9) et de (X,3,5), les suites d’égalités :

Elrs(ds) t5(ws)] = Efr(Ps) (ws)] = x(u) [Yu(n) ‘*’s u)] = x(u [4&0)5]
Eft,(§4) Ta(0,)] = —E[( “I-‘ ()] =—x(u) [Y,(u) o, (— = x(u) [y 0,]

bs, wg et Py, @, sont des fonctions de base réelles, paires pour les indices
S et impaires pour les indices A. I suffit de comparer avec (X,2,7) pour
voir que 13 et v, sont effectivement a accroissements sans corrélation et
qu’elles ont l]a méme densité de variance y(u). De plus, elles sont dépourvues
de corrélation mutuelle. On a, en effet, en utilisant les mémes relations, la
suite d’égalités :

E[rs(§)7\(0)] = — El(dg)t(w,)] = — x(@)[ds(w)o (— u)] = 0

Le résultat final est nul parce que la distribution paire y(u), agissant
sur le produit {¢g4(u)w,(— u), qui est une fonction impaire, donne néces-
sairement 0. Resumons les résultats obtenus :

La transformée de Fourier t© d’une distribution aléatoire T réelle sta-
tionnatire d’ordre 2, de covariance K(x) se met sous la forme

T = Ty —IT,

Te et T, étant deux distributions réelles, Uune paire et 'autre impaire, agis-
sant respectivement sur des fonctions de base réelles paires et impaires. ©, et
T\ sont loutes deux @ accroissements, sans corrélation sont dépourvues de
corrélation mutuelle, admettent une méme densité de variance y(u), transformée
de Fourter de la covariance K(x) de T.

Inversement, on voit qu’il est possible de construire une régionalisa-
tion, considérée comme une réalisation d’une distribution stationnaire
d’ordre 2 de covariance K(z) donnée a 'avance, en construisant (ce qui
est facile, puisque seuls interviennent des tirages au sort indépendants)
deux réalisations des distributions paires et impaires 7, et t, indépendantes
et & accroissements sans corrélation admettant comme densité de variance
x la transformée de K(z). Il suffit de prendre I'image inverse pour obtenir
une réalisation de T, soit, en écriture symbolique:

(X,3,10) T(x) = fcos 2n(ux)=o(u) du + /sm (ux)z (1) du

Cette écriture est toujours symbolique, et doit étre prise au sens des
distributions, puisque <. et =, ne sont jamais des fonctions ordinaires
(T, stationnaire, ne peut pas étre sommable).

4. — Régularisation d’une distribution stationnaire
a accroissements indépendants.

St T est une distribution aléatoire quelconque, sa régularisée o« * T
par une fonction ou une distribution (non aléatoire) a support borné «
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agit, sur une fonction de base ¢, selon la relation
a * T(p) =/ a(—2)T(y)P(z + y) dz dy = T(a * ¢)

« * ¢ est bien une fonction de base, d’aprés les propriétés de la convolution.
On peut donc définir & * T comme la distribution agissant sur ¢ de la
méme maniére que T sur a«* 9. En tant que distribution aléatoire,
«* T est définie par sa fonctionnelle caractéristique C,(p), qui se déduit
de la fonctionnelle caractéristique C(@) de T par la relation:

(X,4,1) Co(e) = Cla * o).

Supposons maintenant que T soit stationnaire (ou seulement station-
naire d’ordre 2) et admette une distribution de covariance K(z). II
résulte de (X,4,1) que « * T est également stationnaire, et admet une dis-
tribution K, de covariance telle que:

Ko(@y + @a) = K(a s @) # 0 §,) = o & # K(gy * ¢y).

Introduisons le covariogramme transitif (fonction, ou distribution)

v
A=axa

associé a la régularisante «. On obtient :
(X,4,2) K,=K=xA

Ainsi, les covariances se régularisent par les covariogrammes transitifs
des régularisantes.

Un cas particulicr (*) imporlant est celui ot T est i la fois stationnaire
et a accroissements indépendants. Sa covariance K(z), quiest en méme temps
une densité de variance est alors proportionnelle, comme on le voit facile-
ment, a la mesure de Dirac §(x), avec un coeflicient de proportionnalité
u* obligatoirement positif :

(X,4,3) K(x) = u?38(x)

. - . - . v la . .
Alors, d’aprés (N,4,2), la régularisée o« = T est stationnaire, et a pour
covariance la distribution
(X,4,%) K, =up*A
proportionnelle au covariogramme transitif de la régularisante. Inverse-
ment, cette relation permet de construire des modeles de régionalisation,
qui puissent étre considérés comme des réalisations d’une fonction ou d’une

?

(1) Ce cas correspond. dans notre terminologie, 4 un effet de pepite i Pétat pur.
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distribution aléatoire de covariance u? A imposée a lavance. Si P'on sait
trouver une solution « de 1'équation

axx=A

(ce qui est toujours possible a I'aide d’une transformation de Fourier, car
on a, par exemple « = 3Vﬂ), il suffit de régulariser par « une distri-
bution & accroissements indépendants et densité de variance constante u2. En
particulier, si I'on prend une mesure a accroissements indépendants et une
densité de variance unité, les quantités de métal contenues dans des volumes
V de covariogramme géométrique K(h) constituent une réalisation d’une
fonction aléatoire de covariance K(%) identique au covariogramme géo-
métrique de V. En prenant les quantités de métal contenues dans des
sphéres de diamétre unité, on obtient comme covariance la fonction, définie
en (I1,5,1), qui représente le volume de I'intersection de deux sphéres de
diametre unité dont les centres sont distants de r:

n n—1
Kn(r) = 2_n7'C2n .—r 21—1’1:_; F[%s 1——2:"‘l9 '3“» r2]
r(1+3) (4
Lois de répartition. — La relation (X,4,1) permet de déterminer les

lois de répartitions des fonctions aléatoires ainsi obtenues, et non pas
seulement leur covariance. Cette possibilité est parfois utile dans les
applications.

Limitons-nous au cas o T est une mesure aléatoire stationnaire &
accroissements indépendants et a densité de variance constante p2 T.a
quantité de métal

o) = [T =108

contenue dans un volume ¢ de variable géométrique k(r) a, d’apres
(X,2.10), la variance :

D¥g) = p [ k() dz = po

c'est-a-dire une variance proportionnelle 4 ¢. En ce qui concerne la fonction
de répartition de la variable aléatoire q(v), on peut voir, en premier lieu,
qu'elle ne dépend que de la mesure du volume ¢, et non pas de sa forme.
On peut, en effet, avec une approximation aussi bonne que ’on veut, consi-
dérer ¢ comme la réunion d’un nombre % trés grand de petits parrallé-
lépipédes jointifs A¢; tous égaux. Les quantités de métal g(A¢,) sont des

variables aléatoires indépendantes, ayant méme loi de probabilité, dont la
I

somme S‘q(Aai) converge vers ¢(v) lorsque k& augmente indéfini-
i=1

ment (au sens de la convergence des lois de probabilité) d’apres la condition
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de continuité posée dans la définition des mesures aléatoires. Comme la loi
d’une somme Zg(Av;) ne dépend que du nombre des Av;, et non de leur
disposition mutuelle, on voit, par passage a la limite, que la loi de ¢(v) ne
dépend que de la mesure de ¢ et non pas de sa forme.

En deuxi¢me lieu, cette loi est indéfiniment divisible, puisque, si 'on

e R v :
partage ¢ en volumes jointifs A¢; de méme mesure T (mais de formes
éventuellement différentes), on a:

k
(X,4,6) g(v) = > q(Av)

c’est-a-dire que ¢(v) peut étre mise sous la forme d’une somme d’un nombre
quelconque % de variables indépendantes ayant méme loi de répartition
(puisque les Av; ont mémt mesure). Si ®(u) est la fonction caractéristique

1
de la loi de g(¢) [®(u)]* est donc aussi, — quel que soit & — une fonction
caractéristique.

Lorsque la variance est finie, ce qui est ici le cas d’apres (X,4,5), un théo-
réme classique permet de préciser la nature de ®(u): on montre en effet
que, pour qu'une fonction ®(u) soit fonction caractéristique d’une loi
indéfiniment divisible, de variance finie, il faut, et il suffit, que son loga-
rithme se mette sous la forme:

0 siut ___ 4 __ 4
(X,4,7) log d(u) = ium + [ ¢ :2 W aGe)

G étant une mesure sommable, dont la somme est égale 4 la variance de’
la loi ®(u)

(X,4,8) 62 = /—,, dG(t).

Mais le méme résultat s’applique aux ¢(Av;) de la décomposition
(X,4,6). Soient @, (1) leur fonction caractéristique. On a, précisément
parce que la loi est indéfiniment divisible

¢

log O(u) = klog @, (1) = Ao log @, (u).

Par suite les logarithmes des fonctions caractéristiques des quantités de
métal de deux volumes quelconques ¢ et ¢'  sont proportionnelles aux
volumes ¢ et ¢’. Prenons, au lieu de G, une mesure positive sommable,
de somme 1, soit H, (X,4.7) prend la forme

© Liut I
(X ,4,8) is 1og(p(u):o[mm+g2f ¢ :2 ““dH(x)]

et. sous cette forme, I'équation (NX.%S) bis sapplique a la fonction
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caractéristique ®(u) de la quantité de métal ¢(v) relative a un volume ¢
quelconque. La loi élémentaire {(u) relative au volume unité

(X,49)  log d(u) = ium + u f e‘"'_i Lt TH ()

permet d’obtenir toutes les lois ® sous la forme
(X,4,10) log ®(u) = ¢ log ¢(u)

Au lieu d’une simple quantité de métal, introduisons maintenant une
fonction de pondération (borélienne) p, et cherchons la loi de la variable
aléatoire T(p). Découpons le support, supposé fini, de p en volumes
Ay, trés petits, de fonction caractéristique k;(x), et considérons la fonction

le point z; appartenant & A¢,. Sil’on augmente indéfiniment le nombre
des Av;, chacun d’eux tendant vers 0, ¢(z) converge vers p(z) et, comme
T est une mesure, T(p) converge vers T(p). Mais on a aussi:

= M pl@)Tik)

les T(k;) sont des variables indépendantes, dont les lois sont donnés par
(X,4,10). Par suite, T(p) admet la fonction caractéristique ®(U) défime
par:

(X,4.11) log (1) \ Av; log Ylup(x;)]

i

Lorsque I'on fait tendre les Ae vers 0, la lot de T(g) tend vers la loi
de T(p), d’apres la condition de continuité, et cette lois’obtient en prenant
la limite de (X,4,11), qui est l'intégrale

(X,4,11) log (1) lo dlup(x)] dx
g g Vfup(x

En faisant u = 1, et en remplagcant p(z) par ¢(z), fonction de base
quelconque (borélienne, a support borné), on obtient la fonctionnelle carac-
téristique Co) de T:

(X,4,12) log C(p) =./'10g do(z)] dz

Enfin, revenant a (X,4.1), nous obtenons, pour la régularisée « = T,
dont nous savons déja qu'elle admet la covariance u® A, la fonctionnelle
caractéristique

7

(X,4,12) log C(e) = | log Ufa = D] dx
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de sorte que la régularisée « * T est parfaitement définie en tant que fonc-
tion ou distribution aléatoire.

Les moments. — 11 est rarement possible d’expliciter (X,4,12), méme si
log ¢ est une fonction simple. Mais il est possible, en général, de déterminer
les moments, §’ils existent, & partir des cumulants, ou semi-invariants
¥, de la loi ¢:

(X,6,13) log 4(u) = 3, B4

n=—1

Si les cumulants y, sont connus, (X,4,12) peut s’écrire :

log C(e) 20 ) 2

f(aw"

Ainsi, la loi de répartition simultanée de p préléevements @,p, ... @,

(X,4,14)

s’obtient en remplacant ¢ par ? ujp;, dou:
=
J:

logC[zuicpi]— Lo <$‘ >

Cette relation permet le calcul des moments successifs. Pour avoir, par
exemple, la covariance des prélévements ¢; et ¢, on doit prendre le terme
en u; ducumulant d’ordre 2

J
-
Cz(zujﬁ"j) = Xzf ZJ wiy (o x @) (e * @) dx
J
Ici, x, = 2, d’apres (X,4,9), et on retrouve bien:

E[T(x * ¢,)T(x * )] = uzf(a * @) * @) dr = p2A(; * @)

ExempLEs. — Prenons, pour régulariser la mesure & accroissements
indépendants, la fonction caractéristique (ensembliste) ou variable géo-
métrique k£ d’un volume V, de covariogramme & x ke = K, et prenons
deux prélévements ponctuels ¢, = 3(x) et @, = 3(x — &) distants de h.
Ces deux prélevements ont une fonction caractéristique ®(u, ¢) qui se
déduit immeédiatement de (X,4,12).

log ®(u, ¢) = flog d[uk(x) + vh(x — h)] dx.
=klz—h) =1
0 (ou A(x) = 0,

MATHERON. 11

Comme Fk(x) est une variable géométrique, on a A(x)
dans un volume de mesure K(k), et A(z) =1, k(x — h) =
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et k(zx—h)=1) dans un volume K(0) — K(k). D’ou le résultat :

(X 4,15) log ®(u, v) = K(h) log $(u + ©)
1 [K(0) — K (k)] [log (1) + log 4(¢)].

Soient X et Y les deux variables aléatoires correspondantes. Elles se
mettent sous la forme:
X=X,+12
Y=Y,+12

les trois variables X,Y, et Z étant indépendantes, et obéissant les deux
premi¢res & la loi [K(0) — K(h)]log $(u) et la derniere & la loi
K(h) log ¢(u). A Y fixé, X estlasomme de deux variables indépendantes :
X,, obéissant toujours alaloi [K(0)— K(k) log {(u), et Z, obéissant a
laloi de Z & Y fixé. Siles lois de XY, et Z admettent des densités de
fréquence fi(zy), fi(¥y), et fo(2), laloi de z a y fixé a la densité de fré-
quence f(2)fily _Z)’

f(y)

Par exemple, prenons, comme loi élémentaire, une loi gamma:

og Y(u) « log [1 i 3 ]
et posons:
3% = [K(0) — K(h)] «
a, = K(h) a.
On trouve:

R VAR T P
fi(z) T(a) x*~e

[ £ (z) = B

\ (

‘ B am1,-p:

"- fo(z) = () slef
Bdﬁ-ie

\

‘f(y)=f1*fz=m

yxita—lg=By,

—

A Y fixé, X est somme d’une variable X, obéissant a la loi gamma
fi(z), et d’une variable Z indépendante de la précédente, obéissant ala

lo1:
fola)fily —2) _ Doy + %) | — = wrz et L
f(y) Fwnrmg[ y] [y] y

Autrement dit, pour Y =y fixé, Z obéit a la loi béta de parametres
(o, et ). Y

On vérifiera que la courbe de régression E[X|Y = y] est une droite.
Par contre, la variance liée est une fonction croissante de’ y. En introduisant
la moyenne m, la variance o® et le coefficient de corrélation p de X
et Y, on trouve:

’\E(X‘y) = (1 —p)m + p¥
2
y D¥(zjy) = o*(1 — P)['1 + ;?ei mz]'
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5. — Dérivation des distributions aléatoires.

On sait qu'une distribution T quelconque est indéfiniment dérivable,
et que ses dérivées successives sont des distributions. Une dérivée d’ordre
p=p + -+ + p, sera désignée par le symbole abrégé Dr

DP = or :
dzfroxk: ... dxhh
Dans cette notation p = (py, p, ... p.) Treprésente, en réalité, un sys-
téme d’entier (py, py ... p,)- La dérivée DPT est définie par la relation:
(X,5,1) DrT(g) = (— 1)PT(D7p)

¢ étant une fonction de base quelconque. On notera, de plus, que si T
est une distribution tempérée, il en est de toutes ses dérivées (car, si ¢
appartient 4 ¥, il en est de méme de toutes ses dérivées).

Supposons, maintenant que T soit une distribution aléatoire, définie
par sa fonctionnelle caractéristique C(p). Il est immédiat, & partir de
(X,5,1), de définir la dérivée DPT de T en tant que distribution aléatoire
par sa fonctionnelle caractéristique C,(¢), donnée par:

(X,5,2) Cple) = C[(—1)"D" o).

Ainsi, les distributions aléatoires sont indéfiniment dérivables, et leurs
dérivées successives sont des distributions aléatoires (toutes tempérées, dans le
cas d’une distribution aléatoire tempérée). On peut, du reste, interpréter la
dérivation DPT comme le produit de convolution de T par la dérivée
D?3 de la mesure de Dirac.

DT =D T

La dérivation apparait comme une régularisation par la transposée
o de Dr3, soit:
a = (— 1)rDr3

et (X.,5,2) est ainsi un simple cas particulier de (X,4,1).

Moments de la dérivée D’T. — Le moment d’ordre k& d’une distribution
aléatoire T, lorsqutil existe, est la distribution M, de Tespace a kn
dimensions, définie, selon (X,1,7), par la relation:

M, [oy(x)) - -« @ulx)] = E[T(¢,) ... T(o.)]

ou les @0, ... sont des fonctions de base quelconque, et x, ... z, des
points de k& espaces distincts & n dimensions, dans le produit topologique
desquels M, est définie. Désignons alors par M{” le moment d’ordre £
de la distribution aléatoire dérivée D#T. De la définition (X,5,2) découle
immeédiatement :

MPloz) ozl = E[D/T(e,) ... DiT(p,)]
= (— DME[T(Drgy) ... T(Drg,)].
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Par suite, on a:

M [y(zy) - - - Pr(T )] = (— l)kPMk[DP%(x1) ... Do ()]

Mais le produit DPe,(z,) ... DPe,(z,) est, dans Pespace a kn dimen-

sions, la dérivée DP(z,)Dr(z,) ... Dr(z)) d’ordre kp de la fonction
@,(x;) ... ¢lx,). Par suite M(» est, dans cet espace, dérivée d’ordre kp
de M,:

(X,5,3) M{P = Dr(z,) DP(x,) ... DP(2)M;

En particulier, le moment d’ordre 1 de la dérivée est égal a la dérivée du
moment d’ordre 1

(X,5,4) M{P = DPM,

et la covariance K™(z, y) de la dérivée est la dérivée d’ordre 2p de
la covariance K(xy), obtenue en dérivant p foisen = et p foisen y:

(X,5,9) Kz, y) = Dr(z) Dr(y)K(=, y).

Cas stationnaire d’ordre 2. — Dans le cas stationnaire d’ordre 2, il
existe une distribution de covariance K(z) de I'espace a n dimensions,
définie, comme nous I'avons vu, par:

(X,5,6) K ()9, * &2] = K(z, ) [92(2) 2(y)]-

La covariance K®(zy) de la dérivée DPT, d’aprés sa définition
(X,5,5) et compte tenu de (X,5,6), agit sur la fonction 0,(2) pa(y) de la
maniére suivante :

KP(zy) [04() 9a(y)] = K(x,y) [DPpy(z) DPoy(y)] = K(x) [Drpy * (DPgy)¥]-

Mais la transposée (DPp,)V d’une dérivée est égale, au signe pres, 4 la
dérivée de la transposée
(Drgy)V = (— 1)pDP(I’2
il vient ainsi:
K®(zy) [¢1(x) @2(y)] = (— 1)? K(z) [Dre, * D’)‘{Bz] .
= (— 1)r (D7) K(z) [91 * P2]-
D’ou le résultat : la dérivée DPT d’une distribution T stationnaire d’ordre 2,

de covariance K(z) est elle-méme stationnaire d’ordre 2, et a comme covariance
K®(x) au signe prés la dérivée dordre 2p de K(x), sout:

(X,5,6) K®(z) = (— 1)» (DP)? K(z).
Par exemple, une dérivée premiére dans la direction « = (% ... &)
(X.5.7) T _, g2

4 Ox, o,

a pour covariance :

- = - 02K ) A
(X,5,8) K, (x)= —5-’—1\ = ——[11 i ‘—-] K.

012
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Ces résultats généralisent exactement ceux que l'on obtient dans la
théorie des fonctions aléatoires. Mais, pour les fonctions aléatoires, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la dérivation (X,5,7) soit possible

(au sens de la dérivation en moyenne quadratique), est que la dérivée
0 .

—OOIE existe au sens usuel, et soit une fonction, la covariance K, de la
o

dérivée étant alors donnée par (X,5,8). Les distributions aléatoires, au
contraire, sont toujours dérivables, et méme indéfiniment dérivables, de
sorte que (X,5,7) a toujours un sens: corrélativement, la dérivation de
K(z) effectuée en (X,5,8) est, naturellement, prise au sens des distributions,

et K,(x) est elle-méme une distribution.

6. — La théorie intrinséque pour les distributions.

Au paragraphe 1, nous avons défini les distributions aléatoires T sur un
espace G de fonctions de base ¢. Mais il peut arriver que les lois
F[T(p;)], ou la fonctionnelle caractéristique C(p), et particuliéerement
leurs moments d’ordre 1 et 2, ne soient pas définis pour toutes les fonctions ¢
de &, mais seulement pour des fonctions appartenant a un sous espace
de ©. Nous nous intéresserons exclusivement au sous-espace ©° des
fonctions ¢ de @ de somme nulle, ¢’est-a-dire vérifiant:

(X,6,1) f(p(x) dz = 0.

Les distributions ainsi définies sur %° ne correspondent pas, de manicre
univoque, a des distributions de %’. A chaque distribution définie sur %°
correspond une classe de distributions de ', qui se déduisent les unes
des autres par addition d’une constante arbitraire. En effet, dans la
transformation de Fourier, les fonctions de base de #°, c’est-a-dire les
fonctions de ¥ vérifiant (X,6,1) deviennent des fonctions ¢ de U,
c’est-a-dire des fonctions de o vérifiant ’

$(0) = 0.

Alors, la transformée < = 7T, définie sur Y, ne se prolonge sur ¥
qu’a Parbitraire d’une mesure de Dirac A3(z), A constante quelconque.
Par réciprocité, T définie sur G° ne peut se prolonger sur ¥ (et sur o)
qu’'a une constante A pres.

Nous dirons qu’une distribution aléatoire obéit a un schéma intrinseque
si elle est définie sur un espace GO et si elle est stationnaire (ou stationnaire
d’ordre 2). Autrement dit, pour toute fonction de base ¢ de somme nulle,
la fonctionnelle caractéristique C(p) est définie, et vérifie

(X,6,2) Clo(z + h)] = Cle(2)]
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On dira aussi que ces distributions aléatoires intrinséques sont a accrois-
sements stationnaires. Toute fonction ¢ vérifiant (X,6,1), peut, en effet,
se mettre sous la forme de la différence

=91 — P2

de deux fonctions quelconques de & admettant la méme somme

fcpldx=fcp2dx.

La quantité de métal T(p) = T(p,) — T(ps) peut alors étre considérée
comme un accroissement. Si une régularisée o * T = T,(z) est une fonction
continue, elle peut agir sur la mesure de Dirac ¢ = 3(z —a) —3(x—b)

et on a:
Ta(cp) it Ta(a) - Trx(b)

et il s'agit bien, dans ce cas particulier, de I’accroissement de la fonction
T,(x) entre les points b et a. Seule la différence des valeurs en b et a
est ainsi définie. Les valeurs ponctuelles de T,(z) ne sont connues qu’a
une constante prés, comme T elle-méme.

Naturellement, la raison majeure de cette restriction aux fonctions
de base de somme nulle, ou espace ° des accroissements, est de permettre
étude de phénomenes dont les variances a priori seraient infinies, mais
dont les aceroissements conservent des variances finies. Dans le cas d’une
fonction aléatoire, nous avons vu que cette circonstance se présente effecti-
vement lorsque le y(h) est indéfiniment croissant pour || = 0.

Dérivées d’une distribution aléatoire intrinséque. — Une distribution
aléatoire intrinséque T n’est définie sur & qu’'a une constante arbitraire
prés, mais ses dérivées successives, et notamment ses dérivées premiéres
sont définies sans ambiguité pour toute fonction de base o, de somme
quelconque, et sont donc des distributions de @'. En effet, une dérivée
premiére DT, par définition, agit sur une fonction de base ¢ quelconque
selon la formule

Mais la dérivée D¢ d’une fonction de base a toujours une somme nulle,
comme on le voit en intégrant par parties

fDdezo

de sorte que Do est une fonction de ©°. Ainsi, pour une fonction de base
¢ quelconque, la distribution aléatoire stationnaire DT est définie par sa
fonctionnelle caractéristique C'(9):

(X,6,4) C'(g) = C(— Dyg).

Cette remarque va faciliter Pétude des moments de T.
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Moments d’ordre 1. — Le moment M d’ordre 1 se définit exactement
comme au premier paragraphe. C’est une distribution de l’espace a n

dimensions telle que
M(e) = E[T(¢)]

pour toute fonction de base ¢ de somme nulle. De (X,6,2), on déduit
évidemment :

(X,6,9) Mle(z + h)] = M[e(2)]

mais on ne peut pas en conclure que M est une constante, car cette relation
n’est vraie que pour les fonctions ¢ de somme nulle. Par contre, une dérivée
premiére DT, dont le moment d’ordre 1 est DM, est définie pour toutes
les fonctions ¢. Le caractére stationnaire de DT entraine que DM est
une constante, de sorte que le moment d’ordre 1, dont toutes les dérivées
premiéres sont des constantes, est obligatoirement une forme linéaire,
d’ailleurs définie a4 une constante prés seulement.

(X’676) M(Sl?) = (ax) = 47, + - + apZy,.

Inversement, si M est de la forme (X,6,0), on vérifie immédiatement
que la condition (X,6,5) est satisfaite pour toute fonction ¢ de somme
nulle :

f M(x) ¢(xz + k) dx = / M(x — h) ¢(z) dx

_/ M(z) p(z) dz — ah)f@

Ainsi, le moment d’ordre 1 est un gradient constant et caractérise une
dérive linéaire. En remplagant, le cas échant, T par T — M(z), nous
supposerons dans toute la suite que ce dernier moment est identiquement
nul

(X,6,7) M = 0.

I1 n’en résulte, d’ailleurs, que E[T(p)] n’est nulle que pour les fonctions
¢ de somme nulle. Pour une fonction de base quelconque, cette espérance
mathématique ne peut étre déterminée qu'a une expression pres, de la

forme lfcpdx, ou A est une constante arbitraire.

Moments d’ordre 2. — La covariance K se définit exactement comme
dans le premier paragraphe. En vertu du caractére stationnaire, c’est une
distribution K(z) de espace & n dimensions, agissant sur les produits de
convolution ¢, * ¢, de fonctions de base ¢, et ¢, de somme nulle selon
la formule :

(X,6.8) Koy # 95] = E[T(9,) T(e2)]-
En particulier, la variance de la variable aléatoire T(p) est égale a:

(X,6,9) DIT(p)] = Kl * ¢] >
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Cette expression doit étre obligatoirement positive pour toute fonction
¢ de somme nulle, mais non pas pour une fonction de base o quelconque.
La distribution K n’est pas, par conséquent, nécessairement de type posi-
tif. Nous dirons que K doit étre de type positif conditionnel, entendant
par la que I'inégalité (X,6,9) doit étre vérifiée seulement pour les fonctions
¢ de somme nulle. ,

Cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que K(x) soit
de type positif conditionnel. Nous savons qu'une dérivée premiére gT,

o
définie sur les fonctions de base de somme quelconque, est elle-méme sta-

tionnaire d’ordre 2, et a comme covariance la distribution K, définie en

(X,5,8), soit
22K
(X,6,10) Ky(z) = ——

da?
Comme g—T agit sur toutes les fonctions de base, K (z) doit étre
x

nécessairement de type positif, et le théoréme de Bochner nous montre qu’il
faut, et qu’il suffit pour cela que sa transformée de Fourier FK, soit
une mesure positive. Si FK désigne la transformée de la covariance
K(z) de T, on déduit de (X,6,10) et de la formule (A,8,8) de ’Annexe A

(X,6,11) FK, = bn*(au)?FK = brnau, + -+ + a,i,)2FK

Ainsi, pour que K soit de type positif conditionnel, il est nécessaire que
le produit de sa transformée de Fourier par le carré d’unc forme linéaire
(xu) quelconque soit une mesure positive.

Plus généralement, comme toute forme quadratique Q(u) définie
positive est une somme de carrés de formes linéaires, il faut que le produit
de FK par toute forme quadratique définie positive soit une mesure posi-
tive. Cette condition nécessaire est aussi suffisante. Posons, en effet :

= JFK

¢ = Fo.
La condition (X,6,9) est équivalente a4 la suivante :
(X,6,12) 142 = 0.

Si ¢ est de somme nulle, ¢ est nulle a I'origine
$(0) =0

et le carré |{|%, fonction de base indéfiniment dérivable, admet, au voisi-
nage de 'origine, un développement commengant par des termes du deu-
xieme degré. Prenons une forme quadratique définie positive, par exemple :

o2 =i+ - 4+ u
La fonction = [4(u)? est borélienne et positive. Par suite, 0%y, qui est,
v
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par hypothése, une mesure positive, agit sur cette fonction, et I’on a bien:
2
%X [L‘gzl—] = x1YI*1>0

de sorte que (X,6,12) est vérifiée pour toute fonction de base ¢ nulle a
Iorigine, et par suite aussi (X,6,9) pour toute fonction de base ¢ desomme
nulle. D’ou le résultat cherché:

« La condition nécessaire et suffisante pour qu'une distribution K soit
de type positif conditionnel est que le produut de sa transformée de
Fourier y par une forme quadratique définie positive quelconque sott une
mesure positive ».

EXEMPLE. — La distribution r* a pour transformée de Fourier, dans
Iespace & n dimensions,

Or pour que le produit de o~*-" par une forme quadratique définie
positive soit une mesure positive, il faut, et il suffit que I'on ait

2—A—n>—n,
¢’est-a-dire :

(X,6,13) A< 2.
r (4"
"(3)

tribution Ar* est de type conditionnel, pourvu que A soit inférieur a 2,

et peut jouer le réle de covariance d’un schéma intrinseque. En particulier,
pour 0 <<A<C2, la fonction — r» est de type positif conditionnel.

Ainsi, A étant une constante ayant le signe de , la dis-

A . 1 . .
De méme, encore, la fonction log— a pour transformée de Fourler
r

Comme le produit de la mesure de Dirac par une forme quadratique

définie positive Q est identiquement nul, et que le produit de % par

Q est une mesure positive, logi est toujours de type positif condi-
tionnel. :

Fonction de dispersibn intrinséque. — Lorsque K(z) est une fonction
(de type conditionnel positif), elle agit sur les mesures de Dirac. Prenons

olz) = Sz —y — k) — 8z —y).
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L’accroissement T(¢) = T(y + k) — T(y) a pour variance:

K[p * ¢] = K[28(z) — 8(x — k) — 8(x + A)] = 2 K(0) — 21{(1{).
D’oui la relation entre covariance et fonction de dispersion intrinséeque :
(X,6,14) y(h) = K(0) — K(h)

D’ailleurs, K(h) n’est déterminée qu’a une constante pres, et il est
toujours loisible de prendre K(0) = 0. On retrouve ainsi le résultat du
paragraphe (VIII,2): une fonction intrinséque +vy(k) doit étre telle que

— v(h) soit de type positif conditionnel. Pour qu’il en soit ainsi, il faut
) .

et il suffit que toutes les dérivées secondes ?)—Yé prises, au sens des distri-
oL

butions, dans une direction « quelconque soient de type positif, ou

encore que le produit de Fvy par une forme quadratique définie positive

quelconque soit une mesure positive. En particulier, log r et r* pour

A < 2 vérifient les conditions requises pour étre des fonctions intrin-

séques.

Variances d’extension. — Soient deux fonctions de base ¢, et ¢, de

somme unité :
j%(z;z::/ opdz = 1.

La différence 9 = ¢, — @, est une fonction de base de somme nulle.
Par définition, nous appellerons variance d’extention de T(g,) et T(p,)
la variance de T(¢):

DA T(9)] = DHT(p;) — T(e)]

D’aprés (X,6,9), cette variance d’extension est donnée par la formule
générale :

DT(¢;) — T(e2)] = K[(py — @2) * ((\él — %72)]

(X,6,15) v v , v
= K[ * @ + @2 * ¢ — 20, * @]

De méme, étant données quatre fonctions de base ,0,030, de somme
unité, on appellera covariance d’extension de T(e,) — T(9,) et T(p;) — T(p,)
la covariance :

(X,6,16)

E{[T(¢,) — T(‘Pz)J[T(‘Ps) — T(29)]} = K[(p; — @) * (3 — 94)]
= K[%*e{’a‘i‘ %*‘54—‘?1*54—?2*5’3]

Compte tenu de la relation (X,6,14) entre la covariance K et la fonction
intrinséque v(h), le lecteur vérifiera sans peine que les différentes formules
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du paragraphe (VIII-3) ne sont que des cas particuliers de (X,6,15) et
(X,6,16). Par exemple, prenons: .

e =L s —a)
1 p —: i
0ul2) = - k(@)

k(z) étant la variable géométrique associée & un volume V. On suppose
que K(z) = — y(z) est une fonction, et agit par conséquent sur les mesures
de Dirac et sur k(z). (X,6,15) donne immédiatement :

D*[T(9,) — T(e,) —pVnyx———x dx——f/y(x——-x ) dz dx’
—FEY(xi—xﬂ-
if

On reconnait sans peine la formule (VIII,3,12). De méme, encore, prenant
| ¢, = d(z — xj) .
92 = d(z — ;)
93 = d(z — 1))
Pq = 3z — )
la formule (X,6,16) donne, en notation d’accroissements:
E(eijskl) = y(@i—z) + y(r; — %) — Y(x; — ) — y(*r; — z;)

ce qui n'est pas autre chose que la formule de base (VIII1,9).

Effet de Pépite. — Par définition, nous dirons qu'il y a effet de pépite
lorsque la distribution de covariance est de la forme:

— v(x) étant une fonction continue de type conditionnel positif, c’est-a-dire
une fonction intrinseque, 8(x) représentant la mesure de Dirac, et C
étant une constante appelée constante de pépite. Toute régularisée T * o

. ’ . . v
pr une fonction de pondération « de covariogramme A = «* « admet
le demi-covariogramme

(X,6,18) v (k) = —CA(R) + y+ A —B

B est une constante telle que +v,(0) = 0. Ainsi I'effet de pépite se carac-
térise par Papparition d’une composante CA(k) proportionnelle au covario-
gramme de la régularisante. En particulier, la fonction de prélevement

” :l“—g-), ou k(z) est la variable géométrique de V, et A =kxk
son covariogramme, donne le terme supplémentaire _ & A(h). Ainsi,

Ve
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la variance d’un échantillon V dans un champ V'’ de covariogramme A’
est majorée, par I'effet de pépite, d’un terme additionnel o}, appelé variance
de pépite, donné par:

s _C A C A0 __ 40
6} = —W/A () 3(h) dh +V§fA(h) O(h) dh = C[_\fv?)__v(lz)]
soit,
: G C
(X,6,19) Op = V VI

Cette variance supplémentaire, inversement proportionnelle aux
volumes, traduit la présence d’une composante aléatoire pure : tel est bien,
en effet, la signification du terme C3(x) de (X,6,17), qui est la covariance
d’une mesure aléatoire 4 accroissements indépendants et densité de variance
constante C. En présence d’effet de pépite, la variable régionalisée possede,
localement, un comportement aléatoire. Si cet effet est trés marqué (si C
est grande), on peut avoir, expérimentalement, 'impression que des échan-
tillons de petites tailles ¢ sont indépendants les uns des autres. Naturel-
lement, pour des échantillons plus gros, I'effet de pépite s’amortit rapide-
ment, conformément a (X,6,18) ou (X,6,19) ,et les corrélations régionales,
masquées par l'effet de pépite intense des petits échantillons, se manifestent
a nouveau.




CHAPITRE XI

LA MONTEE INTRINSEQUE
SOUS PUISSANCE CONSTANTE

SOMMAIRE

A Dexception du premier paragraphe, ce chapitre est de lecture ingrate. Mais
il n’est pas nécessaire de suivre le détail de tous les calculs. Les résultats obtenus sont
donnés a titre de référence et en vue des applications pratiques. Néanmoins, on notera,
d’un point de vue théorique, que la montée sous puissance constante | posséde a
courte distance (r <<l) les mémes caractéres régularisateurs que la montée transitive

[F(—%) » donne ict @F(—— %Z\) r1+% et des termes complémentaires]

bien que les formules soient plus compliquées. On retrouve, en particulier, les séquences
ot alternent r:P—1 et r:Plogr. Par contre, aux longues distances (r > 1),
Ueffet régularisateur de la montée ne se fait plus sentir, et r* donne un terme dont
la partie principale est r.

-

Le paragraphe 1 définit les montées sous pulissance constante, d’ordre 1 et 2,
et donne les algorithmes correspondants, notamment ceux de la montée droitc en
schéma 1isotrope.

Le paragraphe 2 donne les développements explicites, aux longues et aux courles
distances, de la montée d’ordre 1 sur r*, d’abord dans le cas général, puis dans les

trois cas particuliers les plus usuels: A entier pair ou impair, et termes en r’p log r.

Le paragraphe 3 donne les formules du rectangle: (b; a) est la valeur moyenne
de r entre un rectangle (a, b) et son cété a, Fi(ab) est la valeur moyenne de r*
dans le rectangle lui-méme. Les développements sont établis pour X quelconque,
et pour les trois cas particuliers habituels.

Le paragraphe 4 donne les formules du parallélépipéde : Fi(a, b, ¢), par exemple,
est la valeur moyenne de r* dans le parallélépipéde (a, b, ¢). On obtient des séries
doubles, ordonnées selon les puissances croissantes de ala>>b >>c).

1. — Définition et algorithmes de la montée sous puissance constante.
En représentation transitive, la montée apparaissait comme un cas

limite de la régularisation d’une variable régionalisée par la fonction de
prélevement  p(x) = k(x) correspondant a la prise de I’échantillon ¢,
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lorsque le support ¢ se réduisait a une droite indéfinie. En intrinséque,
la montée ne peut plus se faire le long d’une droite indéfinie, car, station-
naire, la régionalisation se poursuit homogeéne, dans tout 'espace et f(z)
ne peut pas étre sommable. Par contre, rien n’empéche d’effectuer la montée
le long d’un segment de droite de longueur finie. Nous appellerons puis-
sance la longueur d’un tel segment, et nous nous intéresserons a la montée
sous puissance finie. Si 'on imagine une formation géologique horizontale
minéralisée, possédant en un point une puissance, ou épaisseur, donnée,
la montée effectuée en ce point et sous cette puissance constitue une trans-
position abstraite de l'opération technique trés courante qui consiste a
forer un sondage vertical en ce point. .

Il existe trois maniéres possibles de concevoir la montée sous puissance
finie, selon que cette puissance est supposée stochastique, variable mais
déterminée, ou enfin constante. La montée stochastique serait sans doute
la plus intéressante, du point de vue théorique, mais conduit a des grandes
difficultés mathématiques, dés que 'on considére f(z) et la puissance de
la montée comme des variables aléatoires non indépendantes. Une montée
sous puissance variable, mais déterminée, de son coté, ne permet pas de
conserver la caractére stationnaire ou intrinséque de la fonction aléatoire.
Nous nous limiterons donc & la montée sous puissance constante, qui, en
tant qu’approximation localement valable d’une puissance qui ne varie
pas trop rapidement, suffit en général dans les applications pratiques.

Soit, dans un espace 4 n dimensions, un schéma intrinséque f, (z)
admettant la fonction de dispersion y,(k), et soit un vecteur lx, de lon-
gueur, ou puissance, ! et de cosinus directeurs o« = a; ... «,), le long
duquel nous désirons effectuer la montée. A tout point z d’un plan de réfé-
rence Il (non parallele & «), nous faisons correspondre 'expression (sto-
chastique)

(X1,1,1) fio(z) = —17/' f.(x + ra) d.
0

Relativement aux points z duplan II, f,_,(z) est une fonction aléatoire
a n—1 dimensions. Elle représente la teneur moyenne (stochastique)
des vecteurs paralléles a lx ayant leur origine dans le plan II. On véri-
fiera facilement que les accroissements

fn—l(?/) - fu—l(x)

entre deux points z et y de Il possedent le caractére stationnaire, de sorte
que f,_,(z) est elle-méme un schéma stochastique intrinséque @ n— 1
dimensions. Si 'on suppose, comme on le fait toujours, que les accroisse-
ments de f, ont une valeur probable identiquement nulle, il en est évidem-
ment de méme des accroissements de f,_,. Reste a déterminer la fonction
de dispersion intrinséque v,_,(h) de f,—;(z). D’aprésla définition (VIII,1,6)
on doit avoir: A -

(XL,1,2) Yo—1(h) = % D2(f,—i(z + h) — fam1()].
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Autrement dit, y,—,(k) est égal a la moitié de la variance d’extension des
deux variables aléatoires f,_,(x + k) et f,—,(z) définies en (X1,1,1),
et peut étre calculée, a partir de- v,(k), & laide de la formule générale
(VIII,3,13) qui donne ici:

2 ! ! ! ! ; ! ! I
2¥n1(h) = 55 fo fo v [k + (¢ — t)a] dedt -—_122— fo fo vt — )] de '

La premiére intégrale représente la valeur moyenne de v, (zr — z)
lorsque les deux extrémités z et z' de 'argument = — z' décrivent, sépa-
rément, deux vecteurs lx égaux et translatés I'un de 'autre dans la trans-
lation k. La deuxiéme intégrale représente la méme valeur moyenne pour
h =0, c'est-a-dire lorsque ces deux vecteurs coincident. En simplifiant
par 2, et en utilisant algorithme de Cauchy (1,2,9) le y,—1(h) se met sous
la forme

! {
(X1,1,3) y,,_l(m:%fo (1 — )y, (h + ta) dt — [ a—vyma

Dans le cas général, le plan Il n’est pas perpendiculaire 4 la direction
«, et la montée est dite obligue. Lorsque II est perpendiculaire & «,
on dit que la montée est droite. Si la montée est droite, et si, de plus, la fonc-
tion intrinséque est isotrope, c’est-a-dire si elle peut se mettre sous la forme
d’une fonction y,(r) de la seule variable r = |h| = Vh: + .- + k2, la
formule (XI,1,3) prend I'expression suivante, dite algorithme de la montée
droite isotrope:

(XL,1,4)
Vi) = = [ U=, [VrE £ 2] da —2 [(u—apa) do.

0 l2 L5

C’est cette expression qui sera le plus souvent utilisée dans les appli-
cations. La fonction y,_, ainsi déterminée permet de calculer toutes les
variances ou covariances d’extension intéressant la variable f,-,(x) régio-
nalisée dans le plan II.

Montée d’ordre 2. — 11 est possible de réitérer opération, en effectuant
une nouvelle montée de puissance I’ le long d’un vecteur a'l’ appartenant
au plan II (c’est-a-dire un vecteur o'l’ de lespace & n—1 dimensions
dans lequel est définie f,—;). On obtient ainsi un nouveau schéma intrin-
seque f,_, & n— 2 dimensions, dont la fonction de dispersion intrinseque
Y.—s Sobtient en appliquant I'algorithme (XI,1,3) a y,—;, ou encore en
appliquant directement a vy,(h) Palgorithme composé de la montée
double, dont P'expression, symétrique en la et l'a', est donnée par:

4 ot ' r 11 I
Yn-2(h) = 19772 (l - t) (l — )Y,x(h + t + ta ) dt dt
\ 12l
(XI,175) ©O ‘40 o

1 — )y (e + ) de dt
—ﬁ-l,—é.'/()jo (L—t)( Yalta + t'x') dt dt'.
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Cet algorithme fait intervenir la valeur moyenne de vy,(x — z') lorsque
les deux extrémités x et z' de 'argument vectoriel (z — z') décrivent,
séparément, deux parallélogrammes construits sur les vecteurs lu et l'a’,
égaux et translatés 'un de P'autre dans la translation A.

Si y, est isotrope, et si les deux montées sont droites (c’est-a-dire
si les trois vecteurs A, « et «' sont perpendiculaires), comme ce sera le plus
souvent le cas dans les applications, (XI,1,5) se met sous la forme suivante,
dite algorithme de la montée droite isotrope d’ordre 2:

. __[f_ Lt _ I ol 2 2 2 '
\ f,l_z(r)-—lzlm/;t[o (l—=x)( x)Yn[\/r +z2 4 ]dxdx

( - —lzﬁzfolfo”(l—@(l'—x'mwm]dxdx’-

(XL,1,6)

La montée intrinséque, notamment dans le cas isotrope, apparait comme
moins simple que la montée transitive. Les parameétres se multiplient (!
pour la montée d’ordre 1, [ et I’ pour la montée d’ordre 2), contrairement
a ce qul se passait en transitif, et les calculs sont moins simples. Mais il
faut bien voir qu’une formule telle que (X1,1,6) décrit 'évolution, le long
d’une droite (d’un plan & n — 2 dimensions) des teneurs moyennes portées
par les sections droites d’un prisme dont la base est un rectangle I’

2. — Montée droite sous puissance constante de r.

En vue des applications pratiques, nous allons traiter explicitement le
cas de la montée droite d’ordre 1 sous puissance constante ! du demi-
variogramme isotrope v,(r) = r*. Les résultats s’expriment a I'aide des
fonctions hypergéométriques, déja rencontrées au chapitre 11, et auxquelles
est également consacrée ’Annexe E.

Dans ce qui suit, nous poserons :

(X1,2,1) ) = 55 [U— )+
0

Cette fonction v,, qui représente la valeur moyenne de |h|* lorsque
les deux extrémités du vecteur A balayent, séparément, les deux cotés
de longueur ! d’un rectangle Ir, difféere du demi-variogramme cherché
Y.—1(r) par une simple constante, que I'on détermine facilement, d’apres
(XI1,1,4), en écrivant:

(X1,2,2) Yu-1(r) = 1:(r) — 1,(0)

Pour calculer v,, on posera, en premier lieu:
v = L — L)
& I, (%) :—% /(;[ (x? + rz)é dx

2

s

/ Ly =3 [ @2+ de,
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En faisant le changement de variable x = y/u, la deuxiéme intégrale
se calcule exactement, et donne:

2
2(n L 2)

En notation de fonctions hypergéométriques, on a aussi:
(X1,2,3)

r" ; A [2

5 12()\) = ""F(—‘iﬂ 1, 2,—?>

( == 2 l)F<_'&‘9—1—‘As——)\"_r—2>__—2_’i-t‘2‘
A+ 2 2 2 2 [2 A+2 12

A
1+ y r}\+2)]_

I,(A) = [(12 + r?)

Ces expressions se développent expolicitement par la formule (E,1,1).
La premiére est utilisable aux longues distances (I < r), et la deuxiéme
aux courtes distances (I > r).

Pour calculer I,(A), on fera le changement de variable z = e

qui donne: .
. 1 12 % _1
Li(A) = r"f ['1 4 072—] ¢ 2do.
0

En comparant avec la représentation intégrale (E,1,4) de I'hypergéo-
métrique, il vient :

¢ YRS A )\ 1. 3 12
(X1,2,4) Iﬁmzzbw<_”§riviw_7?>

Cette formule donne un développement utilisable aux grandes distances

2
: , r
(r > 1). Pour obtenir un développement en T valable aux courtes

distances (r < l), nous devons transformer (XI,2,4) a aide de la formule
d’échange (E,3,1) de I'annexe L. Il vient ainsi:

(X1,2,5)
Loy =—2-pp(—2, _LErt=n_ r +%.I‘<— 9 >,1+x
1 A+ 2’ 2 2T

) 1
| .
(=3)
Compte tenu de (XI1,2,3) et (XI,2,4), on obtient le développement de

v,(r) pour r =1 sous la forme suivante:

(XL,2,6)

=’ _ofop(_r 4 3 BN _p(_r o, BY
\Y)‘(I’)—f L2F< 2» 27 2» I‘2> F( 2y17—" "2>J’
" ; o MM RSN A

- 1+22<2 (5 "’“><L>2k
= 2@k Ok + D) -]

On notera que, pour L trés petit, la partie principale de -,(r) est
. \

MaTHERON. ' 12
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r\. Ainsi, la montée n’altére pas le comportement d'une fonction intrinséque

aux grandes distances.
Aux courtes distances (r <), au contraire, compte tenu de (XI,2,3)
et (XI,2,5), on obtient I'expression plus complexe suivante:

(XI,2,7)

: 2 h+2
/ 2 I"F _i,_1__l,__l,__'; 2
: A+ 2 2 2 2 [2 A2 ]2

‘Sous forme explicite, ce développement sécrit :
(XI1,2,8)
/ - 1+ 2

v(r) = . 5 T3
\ I‘(——l; l A+ 21
. M) (2 rg)

AN RN T A—1 2 — (0 + 1 —2k) & L)
Ce développement fait apparaitre — comme en Lransitif — une partie

régulicre, qui est une série enliére paire en roavee un facteur I qui

s'introduit. pour des raisons d’homogénéité dimensionnelle, et une partie

irrégulicre. Contrairement i ce qui se produisait dans le cas de la montée

transilive, cette partie irréguliere comprend non pas un scul Lerme, mais deux,

: Fl+n , PR r ‘ ‘

un en R et aulre en T Cependant, lorsque =~ est trés pelit,
. . o ok

la partie principale de v, est constituce par ce terme en G et une

simple inspection de son coefficient montre quau facteur o pres, qui

s'introduit pour des raisons d’homogénéité dimensionnelle, la regle de
Ja montée, pour cetle partie principale, est la méme qu'en transitif ;

AN “n/ Ly
F<—§'>I"‘—>\/ﬁr<— 5 .>,A+l'

Amsi, aux courtes distances, la montée intrinséque a le méme effet régula-
risateur que la montée transitive.

-Dans les applications pratiques, on aura surtout affaire i des exposants
A entlers, pairs ou impairs, et aussi a des termes logarithmiques de la forme
r#logr, 2p étant un entier pair. On doit s’atlendre i retronver la séquence
logarithinique de la montée transitive, et on la retrouve, en effet, malgré
une plus grande complexité des formules. Examinons, successivement, ces
trois cas particuliers.
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Cas d’un entier X\ = 2p. — Ce cas est particulierement simple, v, (r)
se réduisant a un polynome pair homogéne, de degré 2p en r et L En
effet, le développement (XI,2,6) s’arréte au terme d’ordre k= p. On a
ainsi :

I/ 1
valr) =1t
1 1

(XI)279) \{4(") = rd +’é—7'212 +Bl4
1 1 1
VN ) — pb . pd]2 . pr2]4 __ 6.
\ (o) = 1% 4 5 P42 2 2+ o
Cas d’un entier impair A = 2p — 1. — Dans ce cas, le développement

(XI,2,6), qui est infini, n’est utilisable que pour r > 1[. Aux courtes dis-
tances, r=J1, le développement (XI,2,8) présente des singularités, et doit
c¢tre étudié par la méthode habituelle du passage a la limite (on pose
A=2p—1+¢e et on cherche la limite des différents termes lorsque ¢
tend vers 0). On s’attend A voir apparaitre un terme en r2 logr. Effec-
tivement, dans (NI1,2.8), deux termes seulement présentent des singula-
rités pour A = 2p —1: d'une part, le terme isolé en ri+: de Iautre le
terme Pordre k& = p de la série entiere paire. Ecrivons ces deux termes :

J N )
/-_I <_“___2¥_> plan o z <"—). — 1> <2__[) v _)‘>

Le lecteur vérificra facilement que, lorsque & tend vers 2p-—1, la
somme de ces denx termes admet la limite suivante :

oo

U A=)

T (L - p)

-

A

.\_
e
—_—
4
| —
1
—

|
:

ey
<
o~ et
. d
—
* o) —
\\_/

On en déduit expression de Yo (r):

(N1,2.10)
‘) | 2n 2 g N
Yapnlr) = .-)-_»_f;(/}'l':)_,’ fl [y PR 2 2l _>J
| 9l
2p =12
e [ g
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et, dans le cas particulier A = 1:

———
~

(X1,2,11) >

41 1 2 r (O R U o
Yl(")—l[B + 7 <108 +10g2—“2—>+‘3 Zé R +96 I8 +- ]
Dans ce cas particulier A = 1, on peut d’ailleurs, par des calculs directs,
obtenir I'expression exacte :

(XI 2 12)
\/l2+ +___" ",._‘/lz + r2] +_£;_10g1+~wii_’_2,

r

Termes logarithmigues en r*° log r. — D’une maniére générale, on obtien-
dra la montée du terme r*logr en dérivant en A les développements
précédents. Dans les applications, on rencontrera surtout des termes en
r#Plogr, 2p étant un entier pair. Sous la forme (X1,2,8) des simplifications
notables apparaissent, du fait que T ——%) prend une valeur infinie.

Le terme singulier principal en ri+h:
1 1+ A . T A
‘/_F< 9 >rl+7\_‘/— sm)\a— F<1+u§>rl+7\

=V
Y L+ (3 l
F< 2) sin 0 I<2+)\>

donne, en effet, en faisant A = 2p aprés dérivation en A
. - ‘/_ 1+P) r1+2p . z2p(1)|)2 ,..’.p+1
2 1
<17 . 3> l 2p + 1)1 I

. 1 \ ) . .
On reconnait, au facteur —- pres, Pexpression de la montée transitive
? l I b}

sur r2’log r. A titre d’exemple, et pour servir aux applications, nous allons
donner expression explicite de la montée sur logr et re2logr(p =0 et
p =1). Pour logr, les développements a longue distance (r>>1) et a
courte distance (r <<!) sont les suivants:

(XI1,2,13)
/ P
| ‘d—\‘ . i O - (_ l)l\ [ 2k
S[dx “(”]x:o‘l"g "ty X T Dk 1>< )

3 roore r 3 (— 1)k-1 r i\
—logl— 3 4 nl 1 [ logr 3 :
? Bty TRy Tl — ] Ik —1) zk—1)<z>

On peut d’ailleurs obtenir, par des calculs directs, I'expression entiere
suivante :

3 :
X12.14) [d)\ o) ] logl—-z——]ogsm()

20 | logcosh /. 1
+tg0+ {82 0 <O_Arctgr>-
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De méme, les développements a longue r>1) et a courte (r<<l)
distance de la montée effectuée sur le terme r2logr ont les expressions
suivantes :

(X1,2,15)
/’v [iy (r) =r210gr+-1— I?logr
dn ™M 2, 6

1,1y (— 1)k
+r [12 + g DT D= D@D rzk]
1

- 12 log I r r
7 logr + I*log [6+——7z—4]

1 T AN (— 1) sl
“2[ BT 814+22k(k—1)(lc—2)(2k—3)l2"]

3. — Les formules du rectangle pour rk.

Dans les applications pratiques, et notamment, comme nous le verrons
dans le chapitre xi11, dans le calcul des variances d’estimations, on s’efforce
en général, par des montées effectuées successivement, de se ramener au
cas d’'un schéma intrinséque a une dimension. Outre le demi-variogramme
v(h) du schéma a une seule dimension, on utilise constamment les deuz fonc-
tions intrinséques auxiliaires y(h) et F(h) définies par:

gx(h 3 f () dz,
(XI,371) z [s) }
{ & l . .
( IF(h) = /LZ/ xy(x) dx —ﬁ/; (h — z)y(x) dz.

La fonction (k) donne la valeur moyenne de vy(z), lorsque z repré-
sente la distance entre un point courant d’un segment de longucur A et
Pune de ses extrémités fixes. La fonction F(h) représente la valeur moyenne
de v(x) lorsque z est la distance de deux points courants, décrivant indé-
pendamment le segment de longueur A. F(k) permet le calcul de la variance
d’un segment ! dans un champ de longueur [., conformément a la formule
(VIIEA4)

o(l{L) = F(L) — F())

De méme y(h) permet le calcul de la covariance o(0, [{[.) dans un
champ L d'un segment [ et d’une de ses extrémités; conformément a
(VIILA4,7).

(0, I|L) = F(L) — x()

Ainsi, encore, la variance d’extension d’un échantillon de longueur !
petite dans un segment L. au centre duquel il est implanté se met sous la
forme :

= 2 §) = Fil)—FO

P
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Les fonctions auxiliaires y(k) et F(k), obtenues en appliquant (X,3,1)
aux expressions de v, (r) obtenues dans le paragraphe précédent sont données
par les formules du rectangle (pour r*), que nous allons établir explicite-
ment, en raison de leur importance dans les applications.

Notations et méthode. — Comme v,(h) représente la valeur moyenne
de r* entre les deux cotés [ distants de h d’un rectangle [k, x(h) et
F(kh) vont avoir, elles aussi, des significations géométriques précises:
(k) va étre la valeur moyenne de r* entre le rectangle lh et 'un de ses
cotés I, et F(k) la valeur moyenne de r* dans le rectangle lui-méme,
lorsque r représente la distance entre deux points parcourant indépendam-
ment le rectangle.

Pour plus de clarté, nous remplagons et h par a et b, et nous
supposerons toujours

(X1,32) b < a.

Nous désignerons par F,(a, b) la valeur moyenne de r* dans le rec-
tangle (a, b), par %,(b; @) la valeur moyenne de r* entre le rectangle et
son grand coté a, et de méme par y,(a; b) cette valeur moyenne prise
entre le rectangle et son petit coté b.

F,(a, b) est une expression symétrique en a et b. On a, en effet:

. 4 "
(X1,3,3) Fy(a, b) = -~ /

a*h?, 0 o

b ;’; .
/ (@ — 2)(b — y)(a? + y?) % du dy.
0

On montre facilement que [ (q, ) s’exprime & Paide de fonclions
hypergéométriques :

" hat ) T .

"By, b) = mi _y M 1 ' “3 ‘ L

[ (A -+ 2)(n + 3) 202 2 at

\ L A F ) 3 az
(X1,3,4) T 0+ D) Y D T h*

/ 4 (a® - /)'-’)% 2 e 1)"“

R azh? (h = (A + 3)(n + 4)

Par contre ¥, (b; @) et y,(a; b) ne sont pas svmétriques en a et b
De (X1.3,1) résulte immédiatement que ces deux fonctions se déduisent de
I, (a, b) par des dérivations en & et en « respectivement, soit :

\ /(bsa) = }b 3 b2F. (a. b)
(X1,3,5) o
( L (asb) = Y a2l (a, b).

De méme encore, désignons par = (b:«a) la valeur movenne de r* entre
les deux grands cotés de longueur « du rectangle, distants de b. et par



LA MONTEE INTRINSEQUE SOUS PUISSANCE CONSTANTE 187

v,(a; b) la méme valeur moyenne entre les petits cotés de longueur b,
distants de a. On a:

D 1 o2
Yalb; a) = 3b by (b; a) = DRYL b*F,(a, b)
(XL,3,6) N L g |
. . — 9 vila ) = — ) nl .
{)\(av b) da ax;.(aa o) 2 da? a FA(a7 b)

On pourrait obtenir les développements explicites, a partir de (XI,3,4)
et en transformant la deuxiéme hypergéométrique par la formule d’échange
(E,3,1). 11 est plus simple de procéder par intégrations et dérivations terme
a terme. On partira de. v;(b; @) dont le développement est donné par (X1,2,8)
avec r = b, et | = a. Par intégrations successives terme a terme en b
(ce qui est légitime, puisque b < a), on en déduit y;(b; a), puis F,(a, b).
Enfin par dérivations successives terme a terme en a de F,(a, b). on
obtient y,(a;b) et v;(a, b): Cette derniére fonction v;(a; b) doit coincider,
avec (XI,2,6), en posant r = a, et [ = b. Cette circonstance est générale,
et montre que, dans les formules du rectangle, les développements a longue
distance peuvent toujours se déduire des développements a courte distance,
par intégrations et dérivations successives, tandis que le passage inverse
n’est pas possible en général.

Développements explicites pour \ quelconque. — ,(b; @) estune cxpres-
sion homogene de degré X en aet b. Le terme général, de la forme boarty.
donne, par intégration en b, les termes

.._,.1;,_.... [)!J(L"—*-Il'
w41
et '
2 Ut

(w+ 1) (n+2)

pour ¥, (b; @) et F,(«, b) respectivement.
Par dérivation, selon (XI,3,5) et (NI,3,6), on obtient les termes:
A2 —u

AR

(w+ 1) (¢ +2)

et
A+2—u)(r+1—u)
(w+ 1) (e + 2)

bragr—4

pour v,(a: b) et v;(a; b). Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que

(XI1,2,6) se déduit effectivement de (XI,2,8). Les termes irréguliers en

pr++ h2+r . . . .

—(-l et - disparaissent purement et simplement, et cette circonstance
a \

souligne bien qu’il n’est pas possible, inverse. ‘ent, de déduire (NI1.2,8)
du développement a longue distance (XI,2,6).
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Toujours avec b < a, les développements de F; et des fonctions y;
sont les suivantes:

(X1,37)
— 1 A
Pl b 2V1rF<— _; > b1+1+ 4 p2+h
W\a, =
(A + 20+ 37T <_ %> a (20 A A4 et
\ 2 1 b
T [x+ Do+ 2) T 60 —1) a?

(
A

\
A _ g\ (A

1 —2k) 2k + 1) (k + 1)! o

\/‘n: < 1 4 )\>
9 pr+r 9 b+
0(bs @) = A a T (A + 2)(A + 3) a?
(n+20 (— )
(X1,3,8) | ) 2 S e
U e R re e
1IN A
| +\“%§_<"‘2_1>"'<3'—”2>b_2"
\\ i T2k + DR
| V=T <—~——1 + x)
Xy(as b) = 2L n
A+ 2)( + — 5
(X1,3,9) (A 20 4 T K 2 >
A A A
.2 (7_ «1> < . 1> o
+a + ) -
k__x (n+ 1 — 202k + D)k +1)! a?

Dans les applications, A sera le plus souvent un entier pair ou impair,
et Pon aura aussi affaire aux termes lorgaithmiques en r*'logr. Exami-
nons ces cas particuliers. -

Cas d’un entier pair \ = 2p. — Les développements ci-dessus restent

utilisables, et se simplifient considérablement. D’une part, I‘(—— 2>
br+r : , ,
s'évanouit, de Pautre la série

étant infini, le terme irrégulier en
entiéere se réduit & un polynéme pair de degré 2p en —. 1l n’est pas utile
a

d’écrire ici les expressions explicites.

Cas d’un entier impair A\ = 2p — 1. — Dans ce cas, on doit effectuer les
mémes intégrations et dérivations successives sur <, ,(b; «) dont le



LA MONTEE INTRINSEQUE SOUS PUISSANCE CONSTANTE 189

développement se déduit de (XI,2,10) en posant

r==a et |l =a.
Un terme de la forme b%“a*—* logi apporte les contributions suivantes &
a

x(b;a), Fa, by et xla;d)

respectivement :
(X1,3,10)
/gk—ubu log—b _a b
\ w+1 a (p+ 12
) bt log — — wphw
e D+ DT T e e+ 2
24+ A—p

: _ b 1 (2-+A—p) (2u+3)] .
. A-upt log — — wpu
eyt ey [(w DE+2 " @+ D +22 ]

Appliquant ces résultats a (X1,2,10), on obtient:

(X1,3,11)
g — (2P
15 = e 1 DD
a 2 1 1 b2r
2 log & 1 L2 9 LTI
[Zlogb+2p+1+1+2+ 2 +210g2]a+
- . 21-2r(2p)!  bEP
Farmt® 9 = G0 @2p +2) ()* @
2]009_+ 1 + 2 +1+i+...+l_2+2]002]+...
°b p+1 2p+1 2 p °
i C by — 2-2(2p)! b*r
7m0 = G0 Cp + 2 () @
a 2 1 1 1
‘ a ., 2 o 9102 |+
[Zlogb+2p+1+1+2+ +p+p+1 log ]+

Dans ces formules (XI,3,11), on n’a écrit explicitement que le terme
., . . . . b1+)\ her
irrégulier, qui remplace & la fois le terme en —— et le terme en a* 7 des
a a

développements (XI,3,7) (XI,3,8) et (XI,3,9). Les autres termes sont iden-
tiques aux termes correspondants de ces développements, écrits avec
A=2p—1. '

Termes logarithmiques en r*" log r. — Le cas des termes en rerlogr
se traite, & partir des développements (X1,2,13) et (XI1,2,14), par la méme
méthode d’intégrations et dérivations successives. Nous donnerons seule-
ment l'expression explicite de la fonction F dans le cas p =10
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et p=1: les fonctions y s’en déduisent facilement par application
de (XI,3,5).

(X1,3,12)
d 1 b? b 25
2 — o, =06 10 b _ &
[d)\ . (a, b)]):0 log a + 3 - [log , 12]
+ _1_ ’ (_ 1)k ! b_Zk
3 I_:k(k— ) (k + 1) 2k — 1) (2k + 1) o
d n b 1 b4 b 11 »
F — i —_—
<[c_zx W@ I’)]A:2 B2 13 a2 log = — 900 &%
i 2 . h2
+ G a®log a + 5 b log a
7 1 b2 7 b4
) N U
T [ 27 6 a2 120 &
4+ 1 i‘ (— 1)k bk
2 k(1) (k— 1) (k—2) (2 —3) (2k + 1) a¥F
4. — Les formules du parallélépipéde pour .

Une deuxiéme montée, effectuée sur les développements obtenus,
conduit aux formules du parallélépipede. Soient a > b > ¢ les trois arctes
du parallélélipipede. Désignons par F,(a, b, ¢) la valevr moyenne de r*
dans ce parallélépipede, par vy, (a; be) la valeur mdyenne de r* entre
2 faces be distantes de a, par y,(a; be) la valeur moyenne de r* entre
le parallélépipéde et une face be. Le développement de v, (r; @), mis
sous la forme

Al .
v (r;a) = \,‘Auuﬂ"”(ﬂ

u.

donne, en effectuant une montée terme a terme sous la puissance b, et
en intégrant ensuile én c¢:

(X1,4,1) Ly (e ab)y = -\—: A.U.a)\_p“/,g,(C; b)
y.
', F.(a, b, ¢) = \ Nt 28 2 (0. €).

En dérivant en b, on obtient les formules des sections intermédiaires :

| '\X',.(ZN ac) = 51[) A,_b b2F (a, b, ¢) = N A, By, (b e)
(N1.42) N \ B
/ v (b ac) = ;—b by (b a, ¢) = \ :\._.u.'-—f’--;:‘.(b; ¢)

u
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De méme, en dérivant en @, on obtient les formules des petites sec-
tions: '

(XI,4,3)
Aa- ziﬁ 2F. — 1 A)\—p.
o x(a; be) 2ada a FA(a7 ba ¢) = D) ZA+2— lJ-)Ap.a Fp.(ba ¢)

0 .
[ vilas be) = 7 @y (a; be) = 2 B0+ 2— 1) (n + 1— A, @hHF, (b, 0)

Ces formules s'explicitent sous la forme de séries doubles. Il n’est
pas utile d’écrire ici les expressions générales. Il vaut mieux, dans chaque
cas particulier, calculer les premiers termes numériquement, en arrétant
les développements des y,, x, ou F, aux termes d’ordre voulu pour obtenir
l’approximatiqn souhaitée. ‘



CHAPITRE XII

L’ESTIMATION ET LE KRIGEAGE

SOMMAIRE

Ce chapitre, long et parfois diffictle, surtout dans le paragraphe 3, est fondamental
pour les applications pratiques. Sur le plan théorique, il établit des régles de corres-
pondance terme a terme entre les développements limités du y(h) et de la variance
d’estimation, moins simples qu’en transitif, mais possédant la méme signification.

Paragraphe 1. — Ce paragraphe, de lecture factle, formule le probléme général
de Uestimation, qui comprend deux parties: d’une part le choiz de la pondération
a effectuer sur les valeurs expérimentales disponibles pour obtenir le metleur esti-
matewr : cest le krigeage. D’autre part, le calcul de la variance d’estimation, qui dott
se conduire de maniére bien différente selon la nature du réseau de prélévements :
régulier @ implantation préférentielle, régulier & implantation flottante, aléatoire

pur ou aléatoire stratific.

Paragraphe 2. — Propriétés générales des mailles régulicres @ implantation
préférenticlle. Aprés avoir posé la formule théorique de la variance d’estimation,
on dégage deux principes simples d’approximation : composition de termes de
tranches et de section, permettant de ramener tous les calculs a des problemes a
une seule dimension, et composition des variances d’extension élémentaires : ce
dernier principe, moins géncéral, ne peul s'appliquer qu’a une seule dimension et
dans certains cas seulement.

Paragraphe 3. — Ce paragraphe, consacré au caleul explicite des vartances
destimation @ une seule dimension (cas auquel on peut loujours se ramener), est
long et difficile. Il dégage, en premier liew, @ Paide de la formule de Mac Laurin le
principe de correspondance ferme « terme entre les développements limités de y(h)
et de la variance d’estimation

St (k) = Zc:bht, ok = —Ill—ZR',_c-,_a"‘ + %2 TR!cia*. Mais ce principe ne s'ap-
plique que si le développement Zc.h" reste valable jusquen h = a, a étant la matlle.
Lorsqu’il wen est pas ainsi, on applique l¢ principe de composition des variances
d’extension [regles pratiques (XII, 3,12) et (XII,3,13)].

On passe ensuite @ Uétablissement de la forme explicite de la régle de correspon-
dance, c'est-i-dire au caleul de R et Ri. Les calculs sont asses longs, mats
n'est pas nécessaire de les suicre dans le détail. Le résultat essentiel (X11, 3,21),
est particularisé aux cas ou » = ok, 2k—1 et auxr termes en h¥ log h. Les
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formules sont établies dans le cas du dispositif centré (échantillons implantés au
centre de leurs segments d’influence). Le cas d’un dispositif fermé (estimation du
segment compris entre un premier et un dernier échantillon) est examiné rapidement:
les formules sont pratiquement les mémes.

Paragraphe 4. — Etude des mailles réguliéres a implantation flottante : le réseau
régulier est ict implanté, dans son ensemble, de maniére quelconque par rapport au
champ V. Celui-ci, en général, n’est pas connu a priori, et U'erreur commise sur
son estimation se répercute, en partie, sur l’estimation de la teneur moyenne (effet
de bordure). Les formules s’obtiennent facilement en passant en représentation
transitive. On compare ensuite les mailles réguliéres & implantations préférentielle
et flottante.

Paragraphe 5. — Mailles aléatoires et aléatoires stratifiées. Dans le cas aléatoire
pur, c¥ s’ohtient en divisant par N la variance des échantillons dans V. Dans le
cas aléatoire stratifié, et si le champ V est connu a priori, on divise par N la
variance — plus petite — des échantillons dans leurs zones d’influence o. St V n’est
pas connu a priort, il apparait un effet de bordure, qui se met en évidence en passant
en transitif. Enfin, on compare les mailles réguliéres et aléatoires stratifiées, les
premiéres étant toujours supérieures aux secondes lorsqu’elles sont adaptées.

Paragraphe 6. — Ce paragraphe est consacré au krigeage, c’est-a-dire a la
détermination de la pondération pour laquelle la variance d’estimmation est minimale.
L’équation générale (X1, 7,6) s’obtient par les méthodes du calcul des variations.
On établit un théoréme de superposition important pour les applications : tout krigeage
peut s’obtenir par superposition de krigeages ponctuels. On particularise ensuite
au cas du krigeage continu le long de courbes (travaux miniers), et du krigeage
discontinu par un nombre fini de prélecvements ponctuels. L’intérét pratique du
krigeage est surtout lié¢ au fait qu’il permet d’éviter une erreur systématique dans
Uestimation d’une zone favorable sélectionnée. Certaines particularités (effet d’écran,
symétrie) permettent de réduire considérablement les calculs.

1. — Le probléme de I’estimation.

Dans un grand nombre d’applications, on est conduit a procéder &
I'estimation de la valeur moyenne, pondérée ou non, d’une variable régio-
nalisée dans un champ V, a partir des résultats d’un échantillonnage
fragmentaire. Par exemple, on s’intéresse a la quantité

(XI1,1.1) 7 — / () f() do
.

ou f(x) est une variable régionalisée, et p(x) une fonction de pondération,
de somme unité, nulle en dehors du champ V.

(XIT1.2) f () dr = 1.
JV

Cette quantité Z sera appelée, pour abréger le langage, teneur moyenne
[pondérée par p(x)] du champ V, ou, plus brievement, teneur pondérée
de V. Pour procéder a I'estimation de Z, on dispose, par exemple, des
valeurs numériques prises par la variable régionalisée sur un ensemble V',
fini ou non, discontinu ou continu, de points x. Dans le cas ou l'on
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dispose seulement des valeurs numériques de la variable non ponctuelle
& * f, régularisée de f par une fonction de pondération ou de prélévement
«, par exemple si les données disponibles sont les teneurs d’échantillons
non ponctuels de volume ¢, on se raméne au cas des prélévements ponctuels
en régularisant le demi-variogramme +vy(h), comme il a été indiqué au
paragraphe (VIII,3). A l'aide de cet échantillonnage fragmentaire, et d’une
deuxiéme fonction de pondération A(x) — de somme unité, et nulle a
Pextérieur de V', on forme un estimateur

(XI11,3) Y = f\ Az) f(z) dz

dont la valeur numeérique, expérimentalement connue, constitue une esti-
mation de la valeur numeérique, inconnue, de Z. Le probleme de Desti-
mation comprend deux parties bien distinctes : le choix de Pestimateur Y
lui-méme, c’est-a-dire le choix de la fonction de pondération AMx), et la
précision de cette estimation.

Dans la théorie des schémas intrinséques, les quantités 7 et Y sont
interprétées comme des intégrales stochastiques, c’est-a-dire comme des
variables aléatoires. Sous réserve que la fonction de pondération M)
ait éL¢é choisie de somme unité:

(NI1,1.4) /\., Mz) dz = 1
on sait que lerreur Y — Z, commise en étendant &V la teneur Y de
Péchantillonnage V', peul se caraclériser par une variance d’extension
DY —Z), calculable par les formules générales du chapitre vur. Cette
sariance d’extension, que nous appellerons aussi cariance destimation
repond done au deuxieme probleme posé, concernant la précision de Iesti-
mation. Mais, naturellement, la valeur numérique de DY —7) dépend
du choix que on fait de la fonetion de pondération  A(r), soumise a la
condition (NT1,1,4). 1 est done naturel de choisir, parmi toutes les fonctions
M) possibles de somme unité et nulle en dehors de V7, celle qui conduil
d la plus petite valeur de DY — 7). Ainsi, le premier probleme, qui est
celul du choix de Pestimateur Y doit étre résolu par les méthodes dites
de krigeage (1), qui consistent a déterminer la fonction M) reéalisant le
minimum de la variance d’estimation. Ces méthodes seront eXposees au
paragraphe XII,6.

Dans beaucoup de cas, le recours au krigeage ne s'tmpose pas, et l'on
peut se contenter d'une fonction A(x) simple. choisie a priori. Au prix d'une
perte de précision le plus souvent négligeable, on évite ainsi des caleuls
longs et pénibles. Par exemple, supposons que 1'on ait :

(N11,1.,5) plr) = % k()

k(x) ¢tant la variable géomeétrique associée au champ V. Dans ce cas, la

(1) Celte terminologie, d’origine géostalistique, fait allusion aux travaux de D. G. KRIGE
sur les gisements d’or &’ Afrique du Sud.
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quantité Z & estimer est la teneur ordinaire (non pondérée) de V. Si
Pon dispose d’un réseau de prélevements ponctuels suffisamment nombreux,
implantés, selon une maille réguliére dans toute 1'étendue de V, aux
points x,, 7, ... ry, il est tout a fait légitime, en général, de prendre I’esti-
mateur

A\
1 QO
Y =—N—2_1Jf(xi)

qui est une simple moyenne arithmétique. Dans ce cas, la variance d’esti-
mation doit se calculer, conformément a (VIII,3,12), par la formule:

(XII15) DAY —2)= 2N [ y(r— 1) dz

NV y
1\1!, | A N de da’
—xa Nt —z) = [ [ e —a) deda
if ’ ’

Naturellement, si N est grand, le calcul direct de 'expression (XII,1,5)
serait assez pénible, et T'on est conduit a chercher des formules d’appro-
ximation. Ce sera I'objet des paragraphes 2 & 5. Mais, pour dégager de telles
formules, on est contraint de distinguer plusieurs cas, selon la nature, régu-
licre ou non, de la maille, et le caractere, préférentiel ou non, de 'implan-
tation du réseau de prélevements dans le champ géométrique V. Dans
les applications pratiques, on peut, en général, se ramener & 'un ou autre
des trois cas principaux suivants:

Mailles véguliéres a implantation préférentielle (*). — Tres souvent, le
champ géométrique V auquel on déeide de s’intéresser est choisi au sein
d’une régionalisation plus vaste au vu des résultats des prélévements cux-
mémes. Ayant retenu, parmi tous les prélevements, un nombre N d’entre
eux considérés comme favorables; on définit le champ Vo comme la jux-
taposition des zones d’influences des échantillons sélectionnés. Par cons-
truction, chaque prélevement du réseau occupe dans sa zone d'influence une
position préférenticlle. Par exemple, & deux dimensions et pour une maille
rectangulaire, le champ V est constitué des panneaux rectangulaires centrés
sur les prélevements retenus (dispositif centré), ou admettant ces préleve-
ments comme sommets (dispositif fermé) @ les échantillons occupent, rela-
tivement & ces panneaux. une position soit centrale. soit périphérique, mais
toujours préférentielle, et il v a un accord parfait entre la géométrie du résean
et celle du champ.

Mailles réguliéres a implantation flottante (°). — Souvent, aussi le champ
V' préexiste dans la nature et n’est pas choisi par 'homme. (Cest en parti-
culier le cas lorsque I'on s'intéresse a la totalité d'une régionalisation, et

(1) En Geostatistique, on dit aussi schéma de reconnaissance i champ tflottant et implan-
tation tixe.

(2} Terminologie geostatistique équivalente : schéma de reconnaissance 4 champ fixe
¢t implantation floltante.
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non plus a une portion sélectionnée a Pintérieur d’un champ plus vaste.
En pareil cas, le champ V n’étant pas, en général, connu a priori, le réseay
de préléevements & maille réguliére n’aura que peu de chances d’occuper
la méme position préférentielle que ci-dessus. Parmi les échantillons péri-
phériques, les uns tomberont trop prés des frontiéres du champ, et les autres
trop loin. On pourra, en général, admettre que tout se passe comme si le
réseau régulier avait été implanté, dans son ensemble, d’une maniére aléa-
toire, ou encore, comme en transitif, comme si 'un quelconque des pré-
lévements, pris comme origine du réseau, était implanté au hasard dans Je
parallélépipéde de maille.

Mailles aléatoires et aléatoires Stratifiées. — Bien que ce ne soit pas, en
général, une pratique tres recommandable, il arrive parfois que les préle-
vements soient implantés un peu n’importe ou, et ne puissent pas se rattacher
a un réseau régulier. Dans certains cas, tout se passe comme si chaque
échantillon avait été implanté au hasard dans V, indépendamment des
autres, et la maille est dite aléatoire pure. Plus souvent, sans s’astreindre
a une maille réguliére, on sest efforcé cependant de maintenir dans V
une « densité » de prélévements i peu pres constante. Dans ce cas, tout se
Passe a peu prés comme si V avait été découpé en zones d’influence égales
entre elles, et comme si un prélévement avait été implanté au hasard dans
chacune des zones d’influence indépendamment des autres, Dans ce cas,
la maille est dite aléatoire stratifiée.

De ces trois types de maillle, le premier, qui est lo plus important pour
les applications, est aussi le plus difficile & traiter. Nous lui consacrerons
les paragraphes 2 ot 3, et les deux autres Lypes seront ensuite examings
aux paragraphes 4 et 5. Le dernier paragraphe sera consacré aux méthodes
générales de krigeage.

2. — Les mailles réguliéres a implantation préférentielle.

Une maille régulicre est dite 4 implantation préférenticlle lorsque le
champ géométrique V est constitué par la réunion de N polyédres v,
jointifs, tous égaux et translatés les uns des autres, appelés zones @’influence,
et lorsque les points de prélévements Z; sont implantés au centre des zones
d’influence (dispositif centré) ou aux sommets des polyédres ¢, (dispositif
fermé). Les prélevements sont supposés ponctuels (puisqu’on peut toujours
S€ ramencr a ce cas en remplacant f(x) par une régularisée), et pour estimer

la teneur moyenne de V-
1
L = V/; f(x) dx

on forme la moyenne arithmétique des teneurs des N echantillons ponctuels
disponibles

1 i
Y=sz(‘li)
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La variance d’estimation que nous désignerons par c% est donnée parla
formule générale (XII,1,5)

(XI121) o = DY —Z) =-—2—2f (& — ) do
A\

I1 faut bien voir que, dans le deuxiéme membre, la série double

—N%?Y(x;—xj) apparait comme une expression approchée du terme
d
ij :

NV

de D’intégrale double. Ainsi, la variance d’estimation apparait comme une
différence seconde de quantités trés voisines les unes des autres, parti-
culierement difficile a calculer numériquement, par conséquent, pour peu
que le nombre N des préléevements soit un peu important. La formule
(IV,1,12), qui donne la variance d’estimation en représentation transitive,
est analogue a (XI1,2,1), mais plus simple, puisqu’elle ne comporte qu’une
différence premiére de deux quantités trés voisines. Naturellement, cette
analogie n’est pas fortuite, mais traduit une parenté profonde, et la plus
grande complexité de la variance d’estimation intrinseque est imputable
au caractére préférentiel de implantation qui n’a pas d’équivalent dans
Pestimation transitive. Pour élaborer des formules d’approximation, nous
avons le choix entre deux principes trés différents, dont I'un est une simple
transposition des résultats obtenus au chapitre 1v, tandis que le deuxiéme
n’a pas et ne peut pas avoir d’équivalent en transitif.

mixte —— 2 [ y(z—=z,) dz lequel est lui-méme une expression approchée
‘V

Composition de termes de tranche et de termes de sections. — Dans le
réseau des points de prélevements z;, il est aisé de distinguer des plans
et des droites de plus grande densité. Raisonnons, par exemple, dans I'espace
a 3 dimensions. En attribuant la teneur moyenne des prélevements aux lignes
de plus grande densité, celle des lignes, supposée connue, aux plans de plus
grande densité, celle enfin des plans au champ V entier, on commet trois
erreurs d’extension successives, qui doivent, naturellement, s’ajouter. Si
ces trois erreurs ont des covariances nulles, la variance d’estimation résul-
tante sera simplement la somme des trois variances d’extension correspon-
dant & ces trois erreurs:

(X11,2,2) o

2 2 2
= Gr\‘. + G.\'g -+_ 6_\,3‘

AL

Les trois variances %, o%,, et ok, d’extension des points aux lignes,
des lignes aux plans, et des plans au champ total portent, respectivement,
les noms de terme de ligne, terme de section et terme de tranche.

Naturellement, le principe de composition exprimé en (NXI1.2.2) ne peut
avoir de valeur que dans la mesure ou les trois erreurs d’extension sont
effectivement indépendantes, ou, du moins, peuvent ctre regardées comme

MATUERON. 13
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telles en premiére approximation. L’intuition suggere bien qu’il doit en étre
ainsi, du moins pour des fonctions intrinséques n’ayant pas un comporte-
ment trop régulier a l'origine. Il est assez malaisé de le démontrer par le
calcul, comme nous avions pu le faire, a I'aide de développements limités,
dans le cas des représentation transitives. Mais I'analogie profonde
des variances d’estimation transitive, et intrinséque, telle qu’elle apparait
sur les formules générales (IV,1,12) et (XII,2,1) apporte un argument sup-
plémentaire, et nous admettrons que le principe d’approximation (XII,2,2)
est utilisable pour les fonctions intrinséques usuelles.

L’intérét majeur du principe de composition des termes de tranche et de
sections est, évidemment, qu’il permet de ramener le calcul de toute variance
d’estimation a une suite de problémes ne comportant qu'une seule dimen-
sion. I1 suffit, en fait, de savoir calculer les variances a une seule dimension
pour en déduire toutes les autres par composition. Avant de passer aux régles
explicites de calcul, il faut cependant examiner un deuxiéme principe
d’approximation, tres différent, mais également utile dans les applications.

Composition de variances d’extension élémentaires. — La formule géné-
rale (XII,2,1) peut étre mise sous une autre forme dans le cas d’un dispositif
centré. Désignons, en effet, par Z; la teneur moyenne de la zone d’influence
o, au centre z; delaquelle a été effectué le prélevement ponctuel de teneur
f(z;). La variance d’extension of; de f[(z;) et Z;: '

(X11,2,3)
() y al

O'E: = D2[Zi _— f(’l,l)] S f ‘Y(.l? —_— .’L'i) dx —‘—%)—‘/ ‘{(.L — .’E,) (lx dl',
Yi Iy i Jrpln

sera dite variance d'extension élémentaire de échantillon x; dans sa zone
d’influence. L’erreur totale, commise dans I'estimation de Z, est égale a la
moyenne arithmétique des erreurs ¢; commises dans Pestimation de chacune
des zones d’influence ¢;, puisque celles-ci ont le méme volume:
1 0 1 «
Z—Y =_\J—\ [Z;— [(x)] = —N—Lsi-

[}

En prenant la variance des deux membres, on obtient la formule suivante,
équivalente a (X11,2,1):

. . 1, 2\
(X11,2,4) ox ZWGE +1_\7‘2-_‘:E(€i°1)
1-3J

Les termes KL(ee;) sont des covariances d’extension, et peuvent se
calculer par les formules générales du chapitre vir. Si, dans (XIL2,4),
la somme de toutes ces covariances d’extension peut étre considérée comme

négligeable, il restera la formule tres simple

y 1 .,
(XII,2,5) o\ — _IV—GR
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qui exprime un principe de composition des variances d’extension élémen-
taires, et suppose, naturellement, que 'on ait le droit de considérer comme
indépendantes les erreurs commises en étendant a4 deux zones d’influence
distinctes les teneurs des échantillons prélevés en leur centre.

Les deux principes d’approximation (XII,2,2) et (XII,2,5) sont mani-
festement incompatibles. I1 faut choisir entre eux. En fait, dans le cas géné-
ral, la somme des covariances d’extension qui figure en (XII,2,4) n’est pas
négligeable. On s’en rend compte — et on peut le vérifier par le calcul —
en imaginant, dans ’espace & 2 dimensions, une maille rectangulaire trés
allongée. Si z; et z; sont deux points de prélevements voisins sur une
méme ligne de plus grande densité, ils sont trop proches I'un de l'autre,
relativement a la longueur de leurs zones d’influence, pour étre étendus a
celles-ci indépendamment 1'un de P'autre. En dehors de cas particuliers
(fonction intrinséque isotrope et maille cubique ou carrée, ou plus générale-
ment fonction intrinséque présentant une anisotropie géométrique et maille
adaptée, c’est-a-dire présentant la méme anisotropie que la fonction intrin-
seque), la formule (XII,2,5) ne sera certainement pas utilisable.

On est ainsi conduit & subordonner le principe de composition des variances
d’extension élémentaires au principe de composition des termes de tranche et
de section. On appliquera en premier lieu la formule (XII,2,2), et c’est
seulement dans le calcul des variances a une seule dimension telles que
ok, que lon pourra espérer utiliser (XII,2,5): méme & une seule dimen-
sion, comme nous allons le voir, la composition des variances d’extension
est loin d’étre toujours justifiée.

3. — Calcul des variances d’estimation.

D’aprés ce qui préeede, 1l suffit de savoir calculer les variances d’esti-
mation dans un espace @ une seule dimension. Soient donc, dans I'espace
a une seule dimension, vy(h), (k) et F() la fonction intrinseque et les deux
fonctions auxiliaires déja introduites en (XI,3,1): .

h

g y (k) = —}%— . v(u) du,

l h
/ F(h) = % /;I uy(u) du = %{ [ (h — u)vy(n) du.
' [ 0

(XI1,3,1)

Désignons par a la maille, et par N le nombre des points de préle-
vements supposés implantés au centre de leur zone d’influence, aux points
d’abscisse

Le champ géométrique est, dans ce cas, constitué par le segment de
droite (0, L), avec
L. = Na.
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On a ici:
L
vt — ) dz = zam) + (L —aL— =)
1 h ph , ,
_h7fo /0 v(z — 2') dz dz’' = F(h)
de sorte que la formule générale (XII,2,1) prend la forme suivante:

. _ & 1
(XI1,3,2) ok = NEZ%X(%’)_— F(L) — —1@2 Y(zi — ;)
i if

Pour ordonner cette expression, on peut remarquer que I'on a:

N-1 '
1 2\
if k=0

et utiliser, pour F(L), les deux expressions équivalentes écrites en (X11,3,1).
On obtient ainsi:

N
SR T \ N s
g aN = NL/\ ‘rIX(xi) LZ;/‘() xX(‘I;) dx
(X11,3,3) =1 .
2 [ 2\ .
( 3 [ — o e — 5 X (N — ki)

|

k=0

Ainsi la variance d’estimation est la somme de deux restes du type
d’Euler Mac Laurin, égaux aux erreurs commises dans le calcul numérique
approché de deux intégrales simples. Il est plus commode, d’ailleurs,
de séparer les termes en 1 ou en 1 et les termes cn L ou 1. ce qui

N L Nz L2
donne la décomposition suivante

IG§ZT1+T2

|
f 2 ,
T, = Lﬁ ((z) dx
2

a

\ — [Y(a) oy(2a) + - A+ A(N—1D]a+ % Y(Na)]

(XIL,3.4) < i\ Lo
| T, = I:—(; _\/_J riy (%) — Ifz L/O ry(r) do —
t=—=1
2 ‘ r
+i‘[a~f(a> + 2a¢(20) + -+ + (N —Day[(N — 1)a]

9 L
i /0 xy(x) do
L2

1 .
=. + < Nuvy(Na)
Les deux termes T, et T, se traitent de la méme maniére et vérifient

les mémes propriétés. Pour éviter des complications d’écriture, nous n’exa-
minerons en détail que ie plus simple d’entre eux, qui est T,. La méthode,
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exactement comme dans le chapitre 1v, va consister a transformer 'expres-
sion de T;, différence entre la valeur exacte et la valeur approchée d’une
méme intégrale, a 'aide de la formule d’Euler-Mac Laurin (I1V,2,1). Naturel-
lement, comme y(h) présente en général des singularités a I’origine, cette
formule n’est pas utilisable sur tout 'intervale (0, L), mais seulement sur un
intervalle tel que (a, L). Comme, d’ailleurs, y(0) est nul, nous écrirons :

T, = %foa 1(z) dx—%Y(a)
+%[£Wm¢wn§ﬂw—mmm—~-—wﬂN—nﬂ—gwmm}

Nous supposerons que vy(z) posséde les conditions de continuité et de
dérivabilité requises sur I'intervalle (a, L) pour transformer, a 'aide de la
formule d’Euler Mac Laurin, le terme qui figure entre crochets. On obtient
ainsi :

(XI1,35) T, =_fY dx___ () + B2paP

r—ﬂb
Ms

Pwm—w”wm

En général, (XII,3,5) devra étre considéré comme un développement
limité plutét que comme une série entiére. Les termes qui y figurent sont de
deux espéces differentes. Les premiers, qui comprennent Dintégrale

/a v(x) dx et les dérivées impaires y2r~1(a) prises au point a, ne font

intervenir que les valeurs prises par la fonction intrinséque dans
Pintervalle (0, a). Ils sont I'équivalent exact du terme d’extension T,(a)
de la formule (IV,2,5). Les autres, au contraire, ne font intervenir que les
valeurs prises par les dérivées impaires y2'-D(L) en L = na, et corres-
pondent au terme de Zitterbewegung T,(a) de (IV,2,5). Ils seront toujours
négligés, comme dans le cas transitif, mais avec davantage de raisons, car
les y(k) usuels, fonctions croissantes de A, ont le plus souvent une crois-
sance qui va en se ralentissant pour les grandes valeurs de £, de sorte que
les dérivées en L = Na sont négligeable devant les dérivées en a, deés
que N n’est pas tres petit.

St la fonction intrinseque +v(h) admet un développement limité de la
forme

(XII7376) Y(h) = chlh"‘

utilisable jusqu'en h = a, chacune des composantes en %* apporte au
terme T, (Zitterbewegung exclu) sa contribution T (k*), qui est de la
forme :
r - 1 b
(XI1,3,7) T, () = + R,@h

R, étant un coefficient indépendant de N et de a, comme on le voit
facilement en remplagant ~(k) par k* dans(XII,3,5)
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De la méme maniére, on verrait que chacune des composantes en A*
apporte au terme T, de (XII,3,4), exclusion faite, ici aussi, d’un Zitter-
bewegung, une contribution : ‘ '

(XII,3,8) Ty(AY) = "1\%? R
ou Rj est un coefficient indépendant de N et de a.

Ainsi, lorsque le développement (X11,3,6) est utilisable jusqu’'en h = a,
c’est-a-dire pour les distances h inférieures ou égales a la maille a, on peut
obtenir un développement limité de la variance d’estimation valable autour de
a = 0, en appliquant terme a terme le principe de correspondance suivant :

1

(XIL3,9) 0% = S GITy(#) + To(h)] =+ EGR,@* + 1 SCRia
A

Nous procéderons, dans un instant, au calcul effectif des coeflicients R,
et R; qui figurent dans la regle de correspondance (XI1,3,9). Mais il faut,
auparavant, examiner ce qui se passe si le développement (XII,3,6) n’est
pas utilisable jusqu’en h = a. Cette circonstance se produit fréquemment
lorsque a n’est pas tres petit. Nous en avons rencontré un exemple au
chapitre x1. La fonction intrinséque v;(r), qui se déduit de r* par montée
d’ordre 1, admet I'un ou I'autre des développements tres différents (XI,2,6)
et (XI,2,8) selon que la distance r est supérieure ou inférieure a la puissance
[ de la montée:

Pour une maille a supérieure a la puissance [, le développement
(X1,2,8) n’est pas utilisable jusqu’en & = a, et par suite la regle de corres-
pondance ne peut pas étre appliquée sous la forme (XII,3,9).

En pareil cas, la solution consiste a utiliser le principe d’approximation
(XTI,2,5), c’est-a-dire le principe de composition des variances d’extension
élémentaires. Comme la fonction intrinséque a changé d’allure dans l'inter-
valle (0, a), on s’attend bien & ce que les covariances d’extension E(ee))
solent négligeables, c’est-a-dire & ce que chaque prélevement s’étende
indépendamment des autres a sa zone d’influence de longueur a. De fait
en utilisant les fonctions auxiliaires (XII,3,1) et en posant:

w=1| — jla

la formule générale (VIII,3,14) permet de calculer LE(eg;). On trouve:

2 :
w02 [(ee 2o+ )~ (- 3]

—%[(u + a)2F(u + a) — 2u*F (1) 4 (1 —a)?F(u — a)].

E(ge,) =

v

On voit apparaitre les différences premiere et seconde des fonctions
wy(u) et wu?F(u) prises autour de u = |i — jja, valeur supérieure ou
égale & a. Le plus souvent, v(h) admet un développement limité ou méme
un développement en série entiére autour de A = u (c’est une conséquence
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du fait trés général que les singularités analytiques d’un y(%) sont localisées
au voisinage de l'origine). Dans ces conditions, E(ee;) admet elle-méme
un développement limité, ou en série entiére, dont I'expression s’obtient

sans peine:

- . % a2k k41
(XI1,3,10) E(eg)) = ; Ok + )1 [2 — 22,‘_2] Y(zk)(u}-

On vérifie que le terme en a2, correspondant & & = 1, a un coefficient
nul, de sorte que le développement (XII,3,10) commence par le terme

5_% a*y“(u), qui est du quatrieme ordre en a. D’autre part, u est supé-

rieur ou égal 4 a, et en h = a le demi-variogramme, qui a déja changé
d’allure analytique par hypothése, est entré, en général, dans la zone de
croissance ralentie, de sorte que les dérivées quatriéme sont elle-mémes
trés petites. On ne peut d’ailleurs pas en déduire que E(eg;) est toujours
négligeable. En particulier, pour un y(k) tres régulier au voisinage de I'ori-
gine, admettant, par exemple, un comportement en A* ou A% autour de
h = 0, il se pourrait trés bien que les covariances E(ee;) soient du méme
ordre de grandeur que la variance d’extension élémentaire of. Dans la
plupart des applications, cependant, y(h) ne posséde pas une régularité
aussi élevée a 'origine, et les E(c;c;) peuvent effectivement ctre négligées.

Régle pratique. — En résumé, nous obtenons la régle pratique suivante
pour le calcul des variances d’estimation a une seule dimension :

St la fonction intrinséque ~y(h) admet un développement limité de la forme :

(XI1,3,11) v(h) = SC, k>

valable jusqu’aux distances h égales ¢ la maille a, on obtient un dévelop-
pement limité en a de la variance d’estimation en appliquant le principe
de correspondance terme a terme

, | 2 1 "\ 1 ’
(X11,3,12) o =< }_J GR@ + 1 E C, Rla*

IS I8

Si, au contraire, le développement (X11,3,11) n'est pas utilisable jusqu’en
h = a, on appliquera le principe de composition des variances d’extension
élémentaires :

. 1 1 a
X : 2 v W2 = 92 )
(XI1,3,13) oX N ot N [2,(( 2> F(a)]

Il reste & calculer les valeurs numériques des coefficients R, et R}
de la régle de correspondance (XII,3,12).

Forme explicite de la régle de correspondance. — Pour établir la regle
de correspondance, nous utiliserons comme nous I'avons déja fait dans le
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cas transitif, un +(h) particulier, présentant un terme en h*, et nous
procéderons par identification. Prenons, par exemple:

(X11,3,14) y(z) = f "1 ey LT gy — 4 D).
1 I'(—2)

On peut vérifier, a l'aide de la Formule (D, 13) de ’Annexe D, que
d(z) est une série entiére en z, de sorte que la fonction y(z) définie en
(XI1,3,14) contient le terme — #* comme seul terme & exposant non entier
dans son développement autour de Porigine (le cas oi A est un entier se
traitera sans peine par passage a la limite).

Comme ce y(x) est obtenu par superposition de fonctions de la forme
(1 — e~**), nous examinerons en premier lieu le cas particulier trés simple
ou l'on a:

(XI1,3,15) yv(z) =1—e"=.

Le calcul des termes T, et T, des relations (XII,3,4) n’offre pas de
difficultés particulieres pour le y() exponentiel (XII,3,15). On trouve

pour T,:
1‘ . 1___ e—nL 2 _—‘1 __.ji
1 N 1 — eua ua

La présence du Zitterbewegung se manifeste par les termes en el
effectivement trés petits, pour peu que ul, = uNa soit grand. Nous les
négligerons. Apres exclusion du Zitterbewegung, T, prend Dlexpression
suivante :

(XI1,3,16)
T, = __1_[ 2 1— 211 1+ 2 S‘ e~kua _2 /m e tlx],
) 0

NJ1—e ua N e a .

L’expression de T, rappelle étroitement celle d’une variance d’estima-
tion transitive. Désignons, en effet, par 8, Popérateur linéaire qui, a tout
covariogramme transitif g(h) associe la variance d’estimation transitive
o2(a) selon la formule (1V,2,2):

(NIL3.17) &,(g) = ag(0) + 2a Y glka) —2 f a(h) dh
JO
k=1

En comparant a (XII,3,16), on obtient sans difficulté :

1

(X11,3,18) T =—

€

_7(e—uw)
La formule (XII,3,18) résoud le probleme dans le cas du demi-
variogramme exponentiel 1—e="*. Pour une fonction intrinseque de

la forme générale (XII,3,14), on doit multiplier les expressions de T,
—n=1

et T, par la fonction de pondération f‘(-—— 2

, et intégrer en n de [ a
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Pinfini. Mais cette intégration, qui intéresse la variable u, et le symbole
&, quin’agit que sur la variable @, peuvent étre intervertis. Posant alors

§@) = | F—-s e du = 1(0) — y(a)
nous obtenons T, sous la forme:
(X11,3,19) Ty = 5 8.(8)

D’aprés (XII,3,14), g, posséde, dans son développement autour de
Porigine, un terme z*, seul de son espece, et une série entiére en z. A ce
terme unique correspond, selon la régle (IV,2.8), le terme T,a'** dans
€.(g;), le coefficient T, étant déterminé par (IV,2,9):

— _ 9gin 2 B
T, = — 2sin 5714
Par suite, au terme —z* du y(z) de (XII,3,14) correspond le

terme suivant, dans le développement de la variance d’estimation
intrinséque :

Tl (—— .'II)‘) = T)‘ak

1
N

On remarque ensuite que, selon (X11,3,4), T, se déduit de 2zy(x) — zy(x)
do la méme maniére que T, de y(x(. Au terme z* dans y(z) correspond

le terme )\ac“f‘A dans 2xy(x) —zy(x). D’ou:
; 11—
Ty(—a*) = N2 {1 A T; 12

En changeant les signes, et en remplagant T, par sa valeur, nous obte-
nons la forme explicite de la regle de correspondance intrinseque (X11,3,9) :

g Ty (k) = 1ggin?= B
(XI1,3,20) !

W) — 0s T B...q*
(T2(k ) “Red N T )\)2cos 5 Boysa

Ainsi, en intrinséque, la variance d’estimation comporte un terme prin-
: 1 : .
cipal en N qui se calcule exactement comme en transitif, et un terme en

= qui n’a pas d’équivalent transitif : Papparition de ce terme supplémen-

N2
taire en N doit étre rapprochée du phénomene observé, au chapitre x1, pour
p{_L1H2
2 ) ymrlitk

la montée de r*: a coté du terme équivalent

A [’
r(—3)
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exact du résultat de la montée transitive, apparait un terme supplémentaire,
r2+)\

T
supplémentaire est lié au caractére fini des opérations intrinséques (montée
sous puissance finie, sommation sur un nombre N fini d’échantillons).
Pour N ou [ trés grand, ce terme devient négligeable, et I'on retombe,
asymptotiquement, sur les formules transitives.

Dans les applications, A sera le plus souvent un entier, pair ou impair,
et on s’intéressera aussi aux termes en z2* log .

d’ordre supérieur, en Dans un cas comme dans 'autre, ce terme

Cas )\ = 2k, entier pair. — Si A est un entier pair, T, est identique-
ment nul, comme en transitif, maits T, est différent de zéro

ng(x“') =0,

e L (= e — 1)
(™ = @k Dk 1 1)

Ainsi, une fonction intrinseque vy(k) trés réguliere a I'origine, c’est-a-dire
ne comportant que des termes entiers pairs en z2¢, ne conduit pas, comme
en transitif, & une variance d’estimation identiquement nulle, mais seule-

a2k

: ri -
ment a une variance en N

(XI1,3,21)

2k
B2-#-2lca’ .

Cas »=2k—1, entier impair. — Dans ce cas, on observe la circonstance
inverse: T, est identiquement nul, mais non pas T,

E e 1 (— 1By,
T, (x2k-1) = = T2 By k-1
(X11,3,22) \Tygeseo N PR
(Ty(a2=1) = 0

Cas d’un terme logarithmique x*: log x. — Ce cas se lraite sans diffi-
culté, en dérivant (XI1,3,20) par rapport & A et en faisant ensuite A = 2k.
Seul le terme T, admet une expression simple :

(XI1,323) Ty@a%logz) = =1 = _p g
’ N 1+ 2k 'R
REMARQUE. — Dans les applications, on négligera le plus souvent le

terme T,. Eneffet,si N est grand, T,, quiesten %2, est petit devant
1

T,. Naturellement, si N est petit, cette approximation pourrait n’étre
pas légitime. Mais il faut bien voir que des formules telles que (XII,3,20)
sont elles-mémes approchées, puisqu'elles ne tiennent pas compte du Zit-
terbewegung, et que celui-ci n’est, en réalité, négligeable que si N n’est
pas trop petit. Dans le cas particulier ot N = 1, c’est-a-dire lorsqu'il n’y a
quun seul échantillon implanté au centre d’un segment de longueur a,
la variance d’estimation coincide avec la variance d’extension élémentaire
oi; définie par

ot = 2x<—o‘> — Fa).
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Dans ce cas particulier, le principe de correspondance prend la forme

suivante
; 212 2

X11,326) T =[ _ ]a)‘

‘ R R S Ny )
tres différente de (XII,3,20). Le cas difficile est celui ot N, sans étre égal
a 1, est cependant trop petit pour que le Zitterbewegung soit négligeable
(N = 3 ou 4, par exemple). Dans ce cas, on peut faire des calculs directs
sur la formule générale (XII,3,2), soit, plus simplement, se contenter, en
premiére approximation du principe de composition des variances d’exten-
sion, c’est-a-dire (X1I,3,13), pourvu que A ne soit pas trop élevé.

Cas du dispositif fermé. — Les formules ci-dessus s’appliquent a un dis-
positif centré, dans lequel le champ L & estimer est la somme des N seg-
ments d’influence de longueur a, au centre de chacun desquels un préle-
vement a été implanté. En pratique, on a souvent affaire a un dispositif
différent, appelé dispositif fermé dans lequel le champ & estimer est le seg-
ment L compris entre le premier et le dernier échantillon prélevé. Soient
a la maille et N + 1 le nombre des prélévements, implantés aux points

d’abscisse
r;=1a (t=01...N)

Dans ce cas, comme les préléevements z, et zy ne commandent qu'une
demi zone d’influence, on prend comme estimateur Y I'expression

Y= [ 5 e+ i + -+ e g |

La variance (’estimation, que nous désignerons encore par o% bien
qu’il y ait en réalité N 4 1 prélévements, est donnée par la formule géné-
rale suivante, analogue a (XII,3,2)

N—1

N n O 1

(XI1,3,25) 6% = N}[ > ky(ka) + 5 Nx(Na)]
— k=1

N—1 1
- %é[z A_S; (N — k)y(ka) + = *{(Na)]— F(na).

o

On peut, a partir de cette formule, dégager les mémes principes d’appro-
ximation que dans le cas du dispositif centré. En particulier, on obtient la
réegle de correspondance sous la forme suivante :

T,(z*) = 1 2 sin M By a*
(XT1,3,26) N 2142
\ 2(x ) = *-I\—Té COS—‘Z ()\ + 1) ()\ + 2) 243 d".

Le terme en % est identique a celui que 'on obtient pour le dispo-
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sitif centré. Comme le terme en Niz est habituellement négligé, on obtient
la régle pratique suivante:

La variance d'estimation d'un dispositif fermé @ N + 1 échantillons se
calcule comme celle du dispositif centré @ N échantillons admettant méme
maille a et méme champ L = Na.

Cette régle peut étre appliquée, en pratique, méme si N est petit
(mais supérieur a 1), et méme si le développement limité de y(h) n’est pas
utilisable jusqu'a h = a: dans ce dernier cas, on aura

1 1
(X132 od=ot=t [2x<%> _ F(a)]

of étant la variance d’extension élémentaire du dispositif centré de
méme maille.

Le seul cas d’exception, pratiquement, est celul ou I'on a N =1,
c’est-a-dire le cas olt 'on veut estimer un segment de longueur a a I'aide
de deux échantillons implantés a ses deux extrémités. Dans ce cas, la formule
générale (XII,3,25) prend la forme trés simple

(XI1328)  of = of = 2(a) — 3 v(a) — F().

L’expression (XII,3,28) peut étre appelée variance d’extension élé-
mentaire du dispositif fermé o}, et on se gardera bien de la confondre avec
celle du dispositif centré, désignée ci-dessus par of.. Lorsque I'on applique
le principe de composition des variances d’extension a un dispositil fermé,
c’est toujours la variance of, du dispositif centré, et non pas celle du dispo-
sitif fermé, qui doit étre divisée par N (nombre des échantillons moins 1),
conformément a (XII,3,27).

4. — Maille réguliére a implantation flottante.

Supposons que, dans un champ fini V a l'intérieur duquel régne un
schéma intrinseque f(x) (la variable f(x) sera conventionnellement, sup-
posée nulle a I'extérieur de V), un réseau régulier de prélevements ait été
implanté d’une maniére quelconque, c’est-a-dire sans tenir compte de la
géométrie du champ. Comme f(z) est supposée nulle a 'extérieur de V,
on peut supposer le réseau infini, et admettre que I'un des prélevements,
choisi comme origine du réseau, a été implanté en un point u choisi
au hasard dans le parrallélépipéde de base de la maille. Tous les autres
prélevements sont alors effectués aux points

T, = u -+ ka = (u; + kya;, us + koas ..., u, + k,a,), a=(a, ... a,)

représentant la maille, et k= (k, ... k,) étant un systéme d’entiers
quelconques. On voit que le dispositif ainsi schématisé ne differe pas de
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celui qui a été utilisé au chapitre 1v pour la théorie de I'estimation transi-
tive. Cette remarque permet de résoudre facilement le probléme intrinséque
correspondant.

Désignons par K(&) le covariogramme géométrique affecté au champ V.
En représentation transitive, le covariogramme g(h) de la variable régio-
nalisée f(z) limitée au champ V, peut se déduire (en valeur probable)
de la fonction intrinséque vy(k), a I'aide de la relation (VIII,5,10):

(X1L,4,1) g(h) = [m? 4+ o*(0|V)]K(h) — K(h)v(h)

L’arreur commise sur I'estimation de la quantité de métal

Q= f@)do

est caractérisée par une variance d’estimation transitive, que nous désigne-

rons par of, et quise calcule en appliquant a g(h) 'opérateur &, défini
en (XII,3,17):

(X11,4,2) oy = [m? 4 (0| V)]6,(K) — 8,(Ky).

On a vu, au chapitre 1v, comment devait se conduire le calcul d'une
telle variance. On remarquera de plus, sur (XII,4,2), que &,(K) n’est pas
autre chose que la variance d’estimation transitive du volume du champ V,
estimé & partir du méme réseau de préléevement. Cette variance 8&,(K) est
aussi appelée variance géométrique o3

(XI1,4,3) o3 = 8,(K).

En portant dans (X11,4,2), on obtient, entre la variance géométrique
et celle de la quantité de métal, la relation :

(XTI,4,4) oty = [m* + a*(0;V}]o} — 8,(Kv).
Q

En ce qui concerne la teneur moyenne m = —-, elle est estimée avec

23

s

. . g - . . P o .
une erreur relative de variance —7. Mais la variable régionalisée f(z)
m

doit étre considérée comme indépendante de son champ, au sens de I'indé-
pendance interne (V,3,1), puisque précisément cette indépendance interne
est une condition nécessaire pour que la description de [(x) par un schéma
intrinseque soit possible. Par suite, d’aprés (V,2,6), on a
o o &
m2 Q‘Z V2
Cette relation exprime, on le sait, que volume et teneur moyenne sont
estimés indépendamment I'un de 'autre. Remplagant o}, par son expres-
sion (X11I,4,4), tenant compte de la relation évidente Q = mV, et en dési-
gnant par o® = ¢%0;V) la variance de f(z) dans V, on obtient finalement

Y 9 > b \
- - a3 G2 o3 /R~
(XI11.,4,5) == — 7\‘ — &, | =5 )

m* m2V:
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c? ot

Si le champ V est exactement connu, le terme — T3
: ‘ m2 'V
sente la répercussion de I’erreur géométrique sur 'estimation de la teneur,

doit étre annulé, et il reste alors simplement :

qui repré-

o "K.
(XIL46) %=_@®9.

La variance d’estimation intrinséque se calcule comme une variance
K .
—ye Y En général,
cependant, V n’est pas connu a priori, et on doit ajouter le terme géomé-

d’estimation transitive pour le covariogramme

2 52
trique supplémentaire ,%2 :;2 de la formule (XII,4,5).

On n’oubliera pas que ces formules (X11,4,5) et (XI1,4,6) ne sont valables
que si f(x) est indépendante de son champ, au sens de I'indépendance
interne, c’est-a-dire pratiquement en I’absence de dérive zonée : c’est d’ail-
leurs dans ce cas seulement que la théorie intrinséque peut étre utilisée. Si
la variable n’est pas indépendante de son champ, on doit recourir a la repré-
sentation transitive des corégionalisations exposée au chapitre v.

Comparaison entre les implantations flottante et préférentielle. — Sup-
posons que K et vy soient toutes deux isotropes, et que — pour la maille
utilisée — y admette un développement limité comportant un terme
principal r*. Le covariogramme géométrique de V, de son coté, peut se
mettre sous la forme:

K(r) =V —5Sr+ -

conformément a la formule (VI,15), et ce développement limité conserve
sa valeur jusqu'a r = |aj, pourvu que le contour de V ne posséde pas
d’irrégularités importantes (micro-protubérances) de dimensions petites
relativement a la maille.

On a alors:
K Yy . S : rk S
_V;Y:—\I}_rvzr«{_l_...:—_\T+vér)~+1+...
S K+ r o :
La partie principale de — Ve est — v On en déduit facilement que

la variance o, de (XII,4,6) a méme partie principale que la variance d’esti-
mation calculée, pour la méme maille, dans 'hyopthése d’une implantation
préférentielle. Par conséquent, ces deux variances différent, pour I’essen-
o* ot
m2 V?
un effet de bordure, et atteste que Perreur commise sur l'estimation du
volume V se répercute sur la teneur moyenne, méme dans I'’hypothese,

admise ici, ou la variable régionalisée est indépendante de son champ.

tiel, uniquement a cause du terme géométrique Ce terme traduit
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5. — Mailles aléatoires et aléatoires stratifiées.

La maille aléatoire pure correspond au cas ou les N prélévements sont
implantés au hasard, indépendamment les uns des autres, dans le champ V
a estimer, selon une loi de probabilité uniformément répartie dans V. La
variance d’estimation associée a Pestimateur

N
1
Y =ﬁ2f(x-)

ou les z; sont les points de prélévements tirés au sort, est égale a la valeur
probable, relativement & ce tirage au sort, de la variance DY —Z) de
la formule générale (XI1,2,1). Dans le tirage au sort du point z;, y(zx — ;)

a pour valeur probable \% v(z — z;) dz;, de sorte que I’on obtient immé-
diatement : v '

2 O 2 , .
E[sz vy(x—x,-) dx] —Wblﬂvj;y(x—x)dxdx

En ce qui concerne y(z; —z;), on a:

Ely(z; —z))] = \% /vay(x —2')dz dx’ pour i#j
Efy(z; —2)]1 =0

D’ou, T'on tire aisément :

N V2J)vdv

et finalement :

11 1
\ 5 2 T m———— - —_! ! —_ —_— 2
(XII51) ok = — Vz[‘f\ (z — ') dz dz' = - o*(0|V)

La variance d’estimation d’une maille aléatoire s’obtient en divisant par
le nombre N des échantillons la variance dans V de la variable ponctuelle.
Ce résultat est bien conforme a ce que I’on pouvait prévoir, puisque les
f(x;) — relativement au tirage au sort des z; — sont des variables aléa-
toires indépendantes de variance o%0|V).

Dans une maille aléatoire stratifiée le champ V a estimer est découpé
en zones d'influence v¢; égales entre elles et translatées les unes des autres,
et dans chaque ¢, on implante au hasard un préléevement au point z;.
On doit distinguer, cependant, deux cas différents selon que V est, ou non,
connu a priori.

St 'V est connu a priori, on peut, en général, admettre qu’il coincide
avec la réunion des zones d’influence ¢;, de sorte qu’aucune des ¢, ne
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déborde les frontiéres de V. La variance d’estimation, dans ce cas, s’obtient
en prenant la valeur probable de la formule générale (XII,2,1) relativement
a 'implantation aléatoire de chaque z; dans sa zone d’influence ¢;. Mais
on a:

E[—é—}j‘y(ac—a:,-)]=%1 »/v,Y dx—vfyx—-x)d

de sorte que le premier terme de (XI1,2,1) donne, en valeur probable :

E[NV fy(x ;) dx —sz Vyx—x)dxdx

En ce qui concerne le deuxiéme terme, la somme double doit, en réalité,
étre étendue aux indices ¢+ j, puisque y(z; —z;) = 0. En valeur pro-
bable, on obtient :

1 -
mE[Ey(xi—xj] V2fo Y(x; — ;) dx; dz;
i

i#j
=Vi22f‘/~{(xi—x dr;dx; — =, f/yx——x ) dx; dx].
ij U‘- I,'j

L’expression obtenue se simplifie facilement: la somme double en i
des intégrales prises dans ¢; et ¢; donne, en effet, une intégrale dans V.
En désignant par ¢ le volume géométrique des zones d’influence ¢;, toutes
égales entre elles, 'expression précédentc devient

$2ff (@ — ') dx do’ — ——; {.z:——x)dxdx
‘_. v vV

En reportant ces résultats obtenus pour les valeurs probables des deux
premiers termes de (XI1,2,1), il vient :

N1u2 // Yt — ') dx da' = l—il— a?(0}v)

La varitance d’estimation d’une maille aléatoire stratifice s’obtient donc,
dans le cas oit le champ est connu a priort, en divisant par le nombre N d’échan-
tillons la variance o*0|¢) de chacun d’eux dans sa zone d’influence égale
a .

Ce résultat doit étre comparé avec (XI1,5,1). Il apparait que la maille
aléatoire stratifiée donne toujours une variance d’estimation plus faible que
la maille aléatoire pure, la différence étant :

(XI15,2) o% =

L [BHO[V) — o¥0]0)] = o eIV)

¢’est-a-dire égale a la variance dans V de la zone d’influence ¢, divisée
par le nombre N des zones d’influence.
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Cas ou le champ V n’est pas connu a priori. — 1l arrive souvent que les
limites de la régionalisation ne soient pas connues exactement au moment
ou I'on implante le réseau aléatoire stratifié. Le quadrillage des zones d’in-
fluence ¢; est dessiné a priori, et tout se passe comme il était implanté,
dans son ensemble, de maniére aléatoire relativement & V. On est ainsi
ramené a un probleme d’estimation transitive. On prendra, comme au para-
graphe précédent, le covariogramme transitif g(k), ou plutét sa valeur
probable :
g(h) = [m? + o*O0|V)IK(R) — K(h)y(R)

K(h) étant le covariogramme géométrique du champ V, et on appliquera
la formule (IV,4,5) donnant la variance d’estimation transitive de la quantité
de métal Q. Pour abréger, on écrira 2 au lieu de ¢2(0|V) pour désigner
la variance de la variable régionalisée dans le champ V. On obtient ainsi :

ap = vV(m? 4 ¢2?) _ 1 (m? 4+ o>)K(x — 2') dx da’
? ¢ JoJo

—1——3—££ Kz —z') y(x — ') dx dx’

De méme, pour la variance d’estimation géométrique du volume V
lui-méme, on obtient, en appliquant la méme formule (IV,4,5):

o% = vV——%ffK(x—x’) dz dz’

Enfin, exactement comme au paragraphe 4, on doit admettre 'indépen-
dance interne de la variable et de son champ, puisque c’est la, précisément,
la condition pour que le formalisme intrinseque soit applicable. Par suite,
on a encore:

G _ o) of

me Qz_ﬁ

En remplagant of, et 6} par leur expression ci-dessus, nous obtenons
finalement la variance d’estimation de la teneur m sous la forme suivante :

b € W 6262 1 * I(. 17 E— .’L‘I) 7 7
(XIL53) oh = + vajv ( — 4@ — ) du de
Ainsi, la variance d’estimation d’une maille aléatoire stratifiée, dans le
cas ou le champ V n’est pas connu a priori, est la somme de deux termes.
oeat
V2
se calcule, comme s’il s’agissait d’une variance a champ connu, en appli-
K(h)

—= y(h).
v Y

Le premier, égal a représente un effet de bordure. Le deuxiéme

quant (XII,5,2) a la fonction intrinséque

Comparaison des mailles réguliéres et aléatoires stratifiées. — On doit
comparer soit la maille réguliére a implantation préférentielle avec la maille

MATHERON, 14
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aléatoire stratifiée 2 champ connu a priori, soit la maille réguliére & implan-
tation flottante avec la maille aléatoire stratifiée & champ quelconque. Les
résultats sont identiques & ceux que nous avons obtenus au paragraphe
(IV, 4) dans le cas transitif.

Une maille, réguliére ou aléatoire stratifiée, sera dite adaptée si elle réalise
le minimum de la variance d’estimation qui lui correspond, pour un volume
donné de la zone d’influence v, c’est-a-dire, pratiquement, pour un mombre
donné de prélevements. Dans le cas isotrope, la maille adaptée est construite
sur un polygone régulier, par exemple,dans I'espace & 2 dimensions, un hexa-
gone régulier ou un carré, avec un trés léger avantage pour ’hexagone, dans la
mesure ol ’hexagone se rapproche davantage du cercle que le carré. Pour
un v(h) présentant une anisotropie quelconque, il n’est pas évident que
les mailles adaptées soient construites sur les mémes polyédres dans le cas
du réseau régulier ou aléatoire stratifié. Néanmoins, on pourra généralement
considérer qu’il en est ainsi, au moins en premiere approximation, car tout
dépend, en réalité, de la nature de I'anisotropie de la fonction intrinséque
au voisinage de I'origine, et celle-ci est souvent assimilable a une simple
anisotropie géométrique. Dans le cas ol 'anisotropie est géométrique, c’est-
a-dire si y(h) peut étre ramené a une forme isotrope y(r) par une simple
transformation linéaire, il est clair que la maille adaptée est construite
sur le polyedre ¢ qui se raméne, par la méme transformation, au polyédre
régulier de la maille adaptée isotrope. Dans ce cas, naturellement, la maille
adaptée est la méme pour les réseaux réguliers et aléaloires stratifiés.

En régle générale, la maille réguliére adaptée est toujours supérieure &
la maille adaptée du réseau aléatoire stratifié. Il n’y a d’exception que dans
le cas d’une fonction intrinséque aberrante, comportant, par exemple,
une composante périodique d’amplitude anormalement élevée pour une
période coincidant avec I'une de celles du réseau de prélevements. Par contre,
de deux mailles non adaptées construites sur un méme polyedre, I'une
réguliere et autre aléatoire stratifice, on ne peut pas, en général, prévoir
celle qui donnera le meilleur résultat sans calculer numériquement les
variances d’estimation correspondantes. |

\ 6. — Le krigeage.

Nous allons maintenant, formuler le probléme de I'estimation d’un point
de vue plus général. Etant donné un champ V et une fonction de pondé-
ration p(z) nulle en dehors de V et de somme unité (par exemple,

p(a) :@, k(z) étant la variable géométrique associce a V), on se
propose d’estimer l'intégrale
(XII1,6,1) Z —_—fp(a:)f(:z:) dx
v

a partir des valeurs numériques, supposées connues, prises par la variable
régionalisée sur un ensemble de points V’. Si V' est un volume continu,
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on cherchera une fonction de pondération A(x), ou,si V' est un ensemble
discontinu de N prélevements ponctuels, des coefficients de pondération

A;, de somme unité:
g f Az) dz = 1
vl
! N

(2”21

i=1

(XIL,6,2)

et I'on formera ’estimateur

'
V

SY - fv A@)(@) da
( Y = Z Af(2;)
i

La fonction A(z) ou les coefficients de pondération 2; seront choisis
de maniére 4 rendre minimale la variance d’estimation D2*(Y — Z), dont
la condition (XII,6,2), garantit I'existence. Raisonnons, par exemple,
dans le cas continu. On a, d’apres (VIII,3,14):

(X1L,6,3)

(XIL6A)  DHZ—Y)=— [ (—p)x \—p)y da

Conformément au procédé habituel du calcul des variations, on expri-
mera que A(zx) réalise le minimum de (XI1,6,4), compte tenu de la condi-
tion de laison (XII,6,2), en écrivant que la variation:

(X11,6,5) 3 [1)2(2 —Y) + 2u / ) de —0
_ JNY

est nulle pour toute variation 3A(z) de la fonction A(xz). Le coeflicient
2w, ou multiplicateur de Lagrange, doit ensuite ¢étre déterminé par la
condition (XI11,6,2). Comme +y(x) est une fonction paire, la variation
(XIL,6,5), s’éerit :

_ /'[sx £ (v P) + 5% % (A — p)]y dz + 2@/.87\(:6) dx
_ —2f3x £ Ov— Py de + 2 [8)\(1') dx
= — 2/ IMx) Mz + h) — plx + R)]y(h) dz dh 4 2u /‘8)\(.1;) dx.

Pour qu’elle soit nulle quelle que soit la variation 3\(x), il est néces-
saire et suffisant que I'on ait, pour tout point x de V':

f[)\(at + k) — p(x + R)]y(h) dh = u

ou encore, en notation convolutive [v(k) étant paire]

(X1176~6) S Y =Y*kp + H
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On exprime, en genéral, ce résultat en disant que tout point z de V’
doit avoir méme covariance, & une constante prés, avec Y et avec Z.
La constante p se détermine par la condition supplémentaire (X11,6,2).
Compte tenu de Péquation (X1I,6,6) vérifice pour tout = de V', la variance
minimale d’estimation ou variance de krigeage o} est donnée par:

k=[O —PUO—p) vl = — - [0~ py )
soit

(XUS7) ok = [ y(nx p)dz—p— [ 4o * p) de

Théoréme de superposition des figures de krigeage. — A partir des mémes
données, c’est-a-dire des valeurs numeériques prises par la variable f(x)
dans le domaine V’, on peut naturellement kriger les teneurs moyennes
Z; de différents domaines Vi pondérées par différentes fonctions pi(x)
de somme unité :

Zi= | plaifie) do

Soient A(x) les solutions correspondantes de I'équation (XIL,6,6).
Pour kriger la variable 7, moyenne des Z; pondérés par des coefficients
«; de somme unité

7= St = [ NV o iV g
1 = ZaZ, / Qa,p‘(yz.)f(m) dx

il suflit de prendre pour A(z) la moyenne pondérée des A(x) par les mémes
&;

En effet, les A (x), par hypothése, vérifient les relations :

MoEy o= pory oy
%/M@mz1

pour tout point x du domaine V’. Il suffit de multiplier par «; et de
sommer en ¢ pour obtenir:

Ay = v Zagp; + Sogu,
g/ Mz) der =1

relations également vérifices pour tout point « de V',

Ainsi, sous réserce d’utiliser toujours le méme domaine V' pour former
Uestimateur 'Y, les figures de krigeage se superposent linéairement.

En particulier, toute figure de krigeage peut s’obtenir par superposition
de krigeages ponctuels. Prenons pour variable 7 a estimer la valeur f(y)
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prise par f(z) au point y. L’équation (XII,6,6) se réduit, dans ce
cas, a:

(XIL88) [ A@) 1la' — o) do = (@ —y) + v

et doit étre vérifiée pour tout point 2’, appartenant- a V'. Silon connait
la solution A(z; y) de cette équation, qui dépend évidemment du point
krigé y, on en déduit immédiatement la solution générale de (XII,6,6),
qui est:

(XI1,6,9 Na) = [ py) Na9) dy.

Cette méthode de superposition des krigeages ponctuels est tres utile
dans les applications.

Dans le cas ot1 le volume V' est quelconque, il est difficile de résoudre
une équation intégrale telle que (X11,6,8). Dans les applications, cependant,
et notamment dans lindustrie miniere, le domaine V' ou les valeurs
numériques de f(z) sont connues est constitué soit d’un nombre N fini
de points de préléevements discontinus, soit d’un réseau continu assi-
milable & des courbes (travaux miniers par exemple). Examinons ces
deux cas.

Krigeage continu le long de courbes. — Si V' est constitué d’une, ou
plusicurs, courbes C, on peut prendre comme paramétre descriptif I'abscisse
curviligne s d’un point z de C. Les équations du krigeage ponctuel,
pour un point ¥, s’écrivent alors:

(X11,6,10) K /( AS) y[z(s') — x(s)]) ds = y[z(s') —y] + 1

( / As) ds = 1.

G

Pour une courbe C et une fonction y quelconques, on ne satf pas,
en général, résoudre ce systéme d’équations intégrales. Nous étudierons,
an chapitre x1v, le cas particulier trés intéressant ol y(h) est de la forme
log r (schéma de wijsien isotrope) dans 'espace a 2 dimensions : si la courbe C
est une courbe fermée, la théorie des potentiels harmoniques permet
de résoudre explicitement le systeme (X11,6,10). On démontre, dans ce cas,
un théoreme de 1'effet d’écran, analogue au théoréeme bien connu de ’écran
électrique, qui établit I'absence de corrélation entre I'intérieur et I'extérieur
de la courbe C, une fois connues les valeurs prises par f(x) sur C, c’est-
a-dire le caractére markovien de ce schéma intrinseque de I'espace & 2
dimensions.

Krigeage discontinu. — Lorsque le domaine V' se réduit & un ensemble
de N points de prélevements discontinus, I'équation intégrale (XII,6,3)
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du krigeage ponctuel est remplacée par un systéme d’équations linéaires
beaucoup plus facile & résoudre :

[ |
\ Z)‘iY(xj — ) = Y(x,“?/) +

(X11,6,11) 3
.
M=t
Poi=1
Intérét pratique du krigeage. — Dans beaucoup de cas, I'amélioration

apportée par la méthode du krigeage, par rapport a une simple moyenne

" arithmétique, se traduit par une diminution relativement modeste de la

variance d’estimation, qui ne justifierait pas a elle seule le recours aux
calculs souvent longs et pénibles que nécessite la résolution d’un systéme
comme (XII,6,11), et, & plus forte raison, la résolution d’une équation
intégrale telle que (XI1,6,10). L’intérét majeur du krigeage, dans bien
des applications, ne résidera donc pas dans cette diminution presque
négligeable de la variance d’estimation, mais dans le fait qu’il permettra
d’éviter une erreur systématique dans I'estimation d’une zone sélectionnée
au vu des résultats de Péchantillonnage lui-méme. Dans Pindustrie miniere,
par exemple, on est souvent amené a sélectionner, au sein d’une minéra-
lisation homogéne, une zone, ou panneau, plus riche que le reste de la
formation et considérée comme seule exploitable.  Naturellement, cette
sélection des panncanx exploitables est fondée sur les résultats (’échan-
tillonnage. Mais, si on se limitait, pour estimer la tencur moyenne d’un
panneau sélectionné, aux seuls échantillons préleveés a intéricur de celui-ci,
il en résulterait, inévitablement, wne errenr systématique par exces, ¢ esl-
a-dire " particulierement redoutable. Du fait meéme que Pon sélectionne
un panneau riche, Pauréole des échantillons extérieurs est, en géndral,
a teneur plus faible que les éehantillons intéricurs, et cependant son influence
sur le panncau a estimer n’est pas négligeable, puisque le kriegage lui
attribue un poids non nul. N'en pas Lenir compte introduit done bien une
cause de surestimation systématique, que le krigeage permet d’éliminer.

Théoriquement, n’importe quel panneau devrait otre krigé par la Lota-
lité des échantillons disponibles. Pratiquement, on s'apercoit, en général,
qu’il suffit de prendre en compte une ou deux auréoles d’échantillons
extérieurs, qui arrétent, en quelque sorte, la quast totalité de Uinfluence
des échantillons les plus lointains. Cet effet ' écran Jjoue un role tres impor-
tant dans I'application pratique du krigeage. ainsi que la considération
des svmétries géométriques, qui permet de regrouper en un petit nombre
d’cauréoles » des groupes d’échantillons occupant des positions ¢quivalentes
vis-a-vis du panneau a estimer. On arrive ainsi a réduire a deux ou trois

-

le nombre des coefficients A et des équations du systeme linéaire (N11,6.11).




CHAPITRE XIII

ESTIMATION ET FLUCTUATIONS
DES MOMENTS INTRINSEQUES

SOMMAIRE

Ce chapitre, assez spécialisé et de lecture relativement difficile, est consacré aux
problémes de fluctuation et d’estimation de la dérive linéaire, du demi-variogramme,
et de la variance. Pour chaque paramétre, on distingue une valeur expérimentale,
calculée & partir des résultats d’un réseau fini de préléoements, une valeur locale,
calculée & partir de toutes les valeurs prises par f(x) dans un champ V, et enfin
une valeur théorique, ou valeur probable a priori des précédentes. On appelle fluc-
tuation la différence entre la caleur locale et la valeur théorique. Pour une dérive
linéaire ow une variance locale, Uampleur de ces fluctuations est énorme. En ce qui
concerne le demi-variogramme local, seuls ses premiers points sont bien représentatifs
de la f[onction intrinseque théorique. Aux distances croissantes, Uamplewr des fluc-
tuations decient oite démesurde. Dans les applications, les tests, permettant de comparer
une régionalisation @ un modéle théorique, decront done surtout porter sur les premiers
points du demi-variogramme. Aw contraire, 'estimation d’une valewr locale par
une valewr expérimentale peut, en général, étre [aite dans des conditions aceeptables.

Le paragraphe 1 définit la terminologie rappelée ci-dessus, et pose les formules
générales des moments dordre 1, notamment la covariance quadratique, et les explicite
dans le cas gaussien (seul cas, pratiquement, ow les calculs peuvent étre conduits
jusqu'aw bout).

Le paragraphe 2 est consacré ¢ la dérive linéaire. Les fluctuations sont tres

importantes. La formule générale de la variance de fluctuation est explicitée, sous
forme simple, dans le cas d’une seule dimension. L’estimation de la dérive locale
est ensuile eraminée.

Le paragraphe 3 traite du demi-cartogramme : fluctuations énormes, sauf pour
thi petit, bien mises en évidence dans le cas -(h) = h* et pour une dimension.
Lestimation, par contre, conduit @ des variances plus modérées.

Le paragraphe 4 est consacré & la vcariance locale (dans un champ V). Ict
encore, fluctuations énormes, explicitées « une dimenston pour ~y(h) = h*. Le
probleme de Uestimation comprend deux parties: détermination du biais, différence
systématique entre variances locales et expérimentales, dont la nature est celle d’une
variance d’estimation, et calcul de la dispersion, ow cariance d’estimation qui conduit
a une formule générale, difficile a expliciter, mais de structure analogue & celle des
vartances d’estimation usuelle. '
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1. — Terminologie, et moments d’ordre 4.

L’étude des fluctuations des moments intrinséques d’ordre 1 (dérive
linéaire) et d’ordre 2 (demi-variogramme ou variance) présente une grande
importance pratique, en tant qu’elle permet de formuler des tests capables
de contréler la valeur de I’hypothése intrinseque. Pour tout moment intrin-
séque, nous distinguerons une valeur exrpérimentale, calculée en général
a partir des valeurs numériques f(z;) prises par la variable régionalisée
en un nombre fini de points de prélevements z;, une caleur locale, définie,
pour un domaine, ou champ géométrique V, par une intégrale stochastique
étendue & V, et enfin une valeur théorique, qui n’est autre que la valeur
probable des deux variables aléatoires précédentes. Du point de vue sto-
chastique, valeurs expérimentales et locales sont des variables aléatoires
de méme nature, et ne se distinguent que par le caractére fini ou non de
leur domaine de définition. Mais, du point de vue physique, seules les valeurs
locales sonstituent une réalité objective, indépendante de toute interpré-
tation, et sont parfois aussi, pour cette raison, appelées valeurs locales
oraies. Ce n’est qu’apres avoir admis I'hypothése stochastique intrinseque
que la valeur locale vraie perd son caractére premier et se subordonne
a sa valeur probable a priori, ou valeur théorique. L’écart entre valeurs
locale et théorique constitue une fluctuation, et c'est I'examen de I'amplhi-
tude de ces fluctuations qui doit permettre de juger si une régionalisation
expérimentale donnée peut, ou non, étre représentée de fagon satisfaisante
par un modéle stochastique déterminé. 11 faut bien voir que la fluctuation
nest en aucune manicre liée au caractére fragmentaire de I'échantillon-
nage. Elle existe, et a une variance différente de zéro, méme si Pon connait
expérimentalement les valeurs prises par f(x) en tous les points z du
champ V en nombre infini. Au contraire, I'écart entre une valeur
expérimentale, caleulée sur un nombre fini de points de prélevements,
et la valeur locale vraie correspondante doit étre considérée comme une
erreur d'estimation, et son amplitude est liée au nombre des points de preé-
levements, ou, plus exactement, & la géométrie relative du réseau de
prélevements et du champ V dans lequel est estimée la valeur locale vraie.
Ainsi, pour tout moment intrinséque, se posent deux problemes bien dis-
tincts : celui de la fluctuation de la valeur locale vraie (relativement &
sa valeur probable dans un schéma théorique) et celui de Iestimation
de la valeur locale vraie (4 partir de la valeur expérimentale déduite d’un
réseau fini de prélevements).

Moments d’ordre 4. — La fluctuation, ou l'estimation d’un moment
intrinseque d’ordre k sera caractérisé par une variance, dont le calcul
fera nécessairement intervenir les moments d’ordre 2k. Pour k=1,
¢’est-a-dire pour la dérive linéaire (par. VIII,1), cette variance s’exprime
a I'aide de la fonction intrinseque v(k) elle-méme. Par contre, pour £k = 2,
c'est-a-dire pour I'estimation ou la fluctuation d’une variance ou d’un demi-



ESTIMATION ET FLUCTUATIONS 221

variogramme local, il faut faire appel aux moments d’ordre 4. En parti-
culier, on doit supposer que ces moments existent et possedent le caractere
stationnaire, hypothése un peu plus forte que dans les chapitre précédents,
ou le caractére stationnaire d’ordre 2 seulement suffisait le plus souvent.

Nous ferons d’ailleurs fréquemment une hypothése beaucoup plus forte
en supposant que les accroissements de la variable régionalisée sont des
variables aléatoires gaussiennes: cette hypothése n’est nullement obli-
gatoire, mais elle nous permettra d’effectuer les calculs jusqu’au bout et de
dégager des ordres de grandeur. On sait que, st X, X,, X3, X, sont des
variables simultanément normales, de valeurs probables égales & 0, et
admettant les moments d’ordre 2:

o;; = E(X;X))
le moment général d’ordre 4 a pour expression:
(XTI, E(XXpX3X,) = 012034 + 013024 T 014023

Prenons comme variables X des accroissements quelconques d’une
fonction aléatoire intrinseque f(x):

g X; = flz) —flz) =«
Xy = flz.) — flz;,) = ¢

X3 = flz,.)) — flx,) = &
Xy = fla) — flw,) = =

Si les accroissements sont gaussiens et de valeur probable nulle, on
déduit de (XTIL1,1):

(XIIL1,2)  E(egge) = Eeg)) E(eie) + Elee) Eleje) + E(es) E(sjsk)'

J

D’apres la formule générale (VIIL1,9), on a:

E(Eisj) = E(iyl, IJ2) = y(z;, —xj)_) + vz, — Zj,
Y(xl'l - le) - Y(xh - xje)‘

Pour abréger les notations, introduisons des indices grecs o, B, A, @,
susceptibles de prendre la valeur 1 ou 2, et posons:

iajy) = 1@, — ;).

La covariance E(eg;) se met sous la forme d’une somme de quatre
termes :

E(ee) = 3, (— 1)*82 y(isjy).
xp
et I'on a, naturellement, des relations analogues pour E(eg,), E(eg) ete...

Avec ce systeme de notations, (XIII,1,2) se met sous la forme d’une somme
de 16 termes:

(XIII,I’B) E(E[E]‘EI\.E[) = E (—— 1)’1+B+)‘+.U‘
230

[\i’(imj:‘j) vk L) £ (k) Y(jﬁl!i) =+ Y(izlu) Y(J{ﬁl"/)]
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La fonction qui figure entre crochets dans (VIII,1,3):

(XIILL,4)  D(ziay 2jsy 2 21) = v(Ealg)v(Rily)

+ Y(sz))Y(.]Slu.) + Y(Lzlp.)Y(J{ikA)
I

est symétrique vis-a-vis des quatre points z;,, T;, T, et 2;,, et invariante
pour toute translation d’ensemble effectuée sur ces 4 points (c’est-a-dire
invariante lorsque I'on remplace x;,, z; ... par 2z, +h, z;, + % ...).

S1, maintenant, les accroissements ne sont pas gaussiens, on peut mon-
trer (1) qu'il existe encore une fonction I'(z;,, z, ), ), symétrique et
invariante pour toute translation, et telle que 'on ait :

u?

IPR)

(XIII7175) E( jsksl) = v (— 1)a+ﬁ+)\+y. F(xt _/37 Ly xl:.)

Seule 'donc la forme particuliere (XTII,1,4) de la fonction ' est liée
au caractére gaussien des accroissements, et la relation (XIII,1,5) est
vérifiée pour des lois de répartition quelconques, sous réserve seulement
que les moments d’ordre 4 soient définis.

La covariance quadratique. — Comme cas particulier de la formule
géncérale (XI11,1,5), nous pouvons calculer la covariance de [f(x + &) —f(r))?
et [f(y + k) —[f()]3 oit z et y sont deux points et A un vecteur quel-
conque. On obtient une fonction paire  G(x —y: £) des deux arguments
x—y et h, appelée covariance quadratique:

(Xrreysy o000
/\ Glr—y )= E{[[(x 4+ h) — [V [y + h) — [()]*) — dv(h)?

\ \‘ [yr+itrtu | (1; A-ah, & - Bh, oy --%— My y - )y = A (h)*®

1ﬁ,u

—

La somme est étendue aux 16 termes oblenus en donnant & «, 3, A et w
les valeurs 0 ou 1.

Dans le cas gaussien, la covariance quadratique se relie directement,
A la fonction intrinseque v(h). Cela résulte de (XTI 1.4), mais il est plus
simple d’utiliser directement (N1T1,1,2), qui donne ici:

BA{[flw + k) — [0 [y + ) — [(n)? —Ei‘a;f')ﬂ--;uzlz(sis,..)ﬁ

= hy(h)? = 20—y +h) + (e —y—h)—2v(e —y)]*

On en tire 'expression remarquable de la covariance quadratique du
cas gaussien : '

(NILLT) Gl —ysh) =2y —y + A) + v(e—y—h)
— 2y(e —y)J*

(1) Lacdémonstration directe de { XTTI, 1.5) serait un peu pénible, 11 vaut mieux considérer
fir) comme une distribution aléatoire intrinséque, et appliquer les résultats de (X-6). Le
moment d’ordre 4 est une distribation Mir, e, 0, ) de Pespace & in niinlcxxSl:nls. SVINe-
trique et invariante par teanslation. ef agissant sur les fonetions de base de sommie nulle.
Enfait, My estici une fonction. et agit surfes mesures de Dirae. En prenant comme fonctions
de bases oy (] = 8, — e — Sy, — 000 puleg) = Slry V—ij)~—-8(m:-“—171) ele..., on
oblient directement (XIII, 1.5).
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Nous examinerons successivement les problémes d’estimation et de
fluctuation posés par les moments d’ordre 1 et 2, sans aborder le probléme
plus général de statistique mathématique de l’estlmatxon simultanée des
moments des deux premiers ordres. Examinant la dérive linéaire, nous
supposerons la fonction intrinséque vy(h) connue a priori, et, inversement,
nous étudierons les moments d’ordre 2 en supposant que la dérive est iden-
tiquement nulle. Les formules obtenues resteront valables en premiére
approximation (au premier ordre) dans le cas ou y(k) etla dérive doivent
étre estimées simultanément, et cette appr0x1matlon sera le plus souvent
suffisante dans les applications.

2. — Estimation et fluctuation de la dérive linéaire.

Nous avons vu, au paragraphe (VIIL,1) que les moments d’ordre 1 des
accroissements d’un schéma intrinséque f(x) mettaient en évidence une
dérive linéaire de gradient constant A = (A}, A, ... 4A,), conformément
a la formule:

(XIIL2,0)  E[f( + k) — f(@)] = hA = hyAy + hoy + -+ + kB,

Par ailleurs, & partir des valeurs, supposées connues, prises par une
variable régionalisée f(r) dans son champ géométrique V, on définit
la valeur locale vraie A(h), de la dérive pour chaque argument vectoriel
h, par Pintégrale:

(XT11,2,2) A\-(lz)=*(1—~ [fx -+ ) — fa)] d.

Conformément a nos notations habituelles, K(k) est le covariogramme
transitif associé au champ V, et représente la mesure du volume
V' = Vnr_,V de lintersection du champ Vet de son translaté dans la
translation — A: ¢’est seulement pour les points x appartenant a
cetbe intersection que l'on dispose 4 la fois des valeurs numériques de
f(x + k) et [(x).

Enfin, si 'on ne dispose que d’un nombre {ini de points de prélevements
Xy unplanteb selon une maille réguliére, on estimera la dérive a l'aide de
la valeur expérimentale:

(XII1,2,3) Ah) = »4.»—,- N[l 4+ k) — f()]

L’expression (XII1,2,3) ne sera, en fait, accessible que pour des valeurs
discontinues de I'argument vectoriel A, puisque celui-ci doit avoir comme
composantes des multiples entiers des vecteurs de base de la maille. Le
nombre N’ représente le nombre de couples de points (v, + &, x;) dis-
ponibles pour un méme vecteur k: c’est évidemment une fonction de h.

Les dérives locales ou expérimentales définies en (XIIL,2,2) et (XIII,2,3)
ne correspondent pas, en général, & un gradient constant Ay ou A, A
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la différence de la dérive théorique kA ce ne sont pas des formes linéaires,
mais des fonctions quelconques Ay(k) ou A, h), qui, du point de vue
stochastique, doivent étre considérées comme des fonctions aléatoires de
h, d’ailleurs non stationnaires. Nous n’aborderons pas le probleme général
des fluctuations ou de I'estimation simultanées de ces fonctions pour plu-
sieurs valeurs de l'argument A, et nous nous limiterons au cas ou I'on
ne considére a la fois qu’une seule valeur de A, pour laquelle Ay(h) ou
A,(Rk) est alors une variable aléatoire odrinaire.

Fluctuation de la dérive linéaire locale. — Pour un argument h arbi-
traire, mais fixe, la variable aléatoire (XIIL,2,2) a une valeur probable
égale a la valeur théorique hA:

E[Ay(h)] = hA

et une variance DZ2[A,(k)] qui n’est autre que la variance d’extension
des teneurs moyennes des deux intersections de V avec ses translatés
par + h et —h. La formule générale (VIII,3,13) donne immédiatement:

(XII1.24) DAAR)] = == ffy(x—-x’—{—h)dxdx’
viJ v

K(h)?
2 IN T Jt
_mz.f.-..f.*‘x‘““””'

L’amplitude de la fluctuation de la dérive locale, autour de sa valeur
théorique, est ainsi caractérisée parsa variance (X111,2,4), qui est naturelle-
ment une fonction de 4. En remplagant les intégrales par des sommes
discontinues, on définirait de méme la variance de la fluctuation de A (k)
autour de la méme valeur théorique, a peine différente de la précédente
pourvu que le nombre N’ des prélevements ne soit pas tres petit @ Dans
un probleme de fluctuation, ce nombre N’ ne joue qu'un role subordonné.
Pour N’ infini, (NIIL2,2) et (XIII,23) coincident, et la variance
DA, (k)] ne s’annule en aucune manieére.

ExEMPLE. — Pour avoir une idée de 'ordre de grandeur de la variance
de fluctuation, plagons nous dans un espace & une seule dimension, et sup-
posons que le champ V soit un segment de longueur L. En utilisant la
fonction intrinséque auxiliaire F(h) déja introduite en (XII,3,1), on met
sans trop de peine la formule (XITI,2,4) sous la forme suivante:

1 -
(L —h)?

[g. L2F(L) + 5 (L — 20)°F(L — 2) — (L — 1)*F(L — ) — h2F<h>]-

(XT11,2,5) DA((R)] =

Si h est suffisamment petit <et, en particulier, inférieur a —I-)‘—) on
aura les approximations suivantes:
. R® h2
17 2 2r . = |V - - _.:/"_"* ~Mily) — .
(XTTL2.6) DA ()] ey (L= W) = FU] 2 1 [() — FOA)
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La partie principale de cette variance est proportionnelle & A% Par

suite, en premiére approximation, la variance de fluctuation du gradient

%Av(h) de la dérive:

1 1
Sz DAV Z# 15 (L)
est constante et égale a % v(L). Lamplitude de ces fluctuations peut étre

considérable. En effet, 'accroissement relatif :

flz + L) — f(z)
L

de f(z) entre deux points distints de L a, par définition, une variance

égale a %Y(L), c¢’est-a-dire au double seulement de la partie principale

de la variance de fluctuation. Entre les deux cas extrémes ou l'on dispose
soit de deux valeurs numériques f(z + L) et f(z) seulement, soit de I'infi-
nité de valeurs numériques prises par la variables f(z) sur la totalité du
segment L, la variance de fluctuation du gradient n’est réduite que de
deux a un. Dans les applications, on devra se garder de conclure préci-
pitamment a I'existence d’une dérive réelle. Bien souvent, les dérives
observées, pour importantes qu’elles soient, ne sont nullement signifi-
catives, compte tenu des valeurs élevées des variances de fluctuation.

Estimation de la dérive locale. — l.e plus souvent, on ne connaitra pas
la dérive locale vraie (XII1,2,2), mais seulement son estimation (XIII,2,3)
ou dérive expérimentale, obtenue a partir d’un réseau fini de prélevements
ponctuels. Les valeurs locales et expérimentales peuvent différer assez
notablement I'une de I'autre, mais de maniere tout de méme moins catas-
trophique que I'une ou autre d’entre elle ne difféere de sa valeur probable
théorique. Le calcul de la variance d’estimation de la dérive locale est un
simple cas particulier du probléme général de Pestimation traité au
chapitre x11. Prenons, en effet, la fonction aléatoire :

flz + h) — f(z)

Elle admet, & restant fixe, le demi variogramme :

(XI27) yale —y) = 5 DAfw + B) — f2) — [y + ) + ()]
= 2y(h) + 2y(x —y) — (@ —y —h) — vz —y + h).

La variance d’estimation de la dérive locale DI A(h) — A, ()]
s'obtient en appliquant & v,(zr —y), et pour le réseau de N’ points de
prélevements effectivement utilisés dans le calcul de A (h), les formules
générales du chapitre xi1. En fait, on peut obtenir rapidement un ordre
de grandeur approché. Le vecteur h est, en effet, obligatoirement un
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multiple entier de la maille, et, tant que (r —y) reste intérieur au parallé-
lépipéde de base de la maille, les seuls termes irréguliers de y, sont ceux
de sa composante 2y(z — y), égale au double de la fonction intrinséque
1 v(h), et il suffit, par conséquent, d’appliquer les formules générales a
| 2y(h). St o%f est la variance d’estimation sur la teneur moyenne de V,
| pour le réseau complet des N prélévements disponibles, on aura trés
| souvent, en premiére approximation :

o (XII1,2,8) DA, (k) — A (h)] # 2 Nﬁ o3

Ansi, la variance d’estimation de la dérive locale est de Pordre de
e grandeur du double de la variance d’estimation de la teneur moyenne.
| Elle est, en particulier, toujours notablement plus faible que la variance
0 de fluctuation (XIII,2/4) ou (XIII,2,6). Autrement dit, on pourra souvent
procéder, dans des conditions acceptables, @ Uestimation d’une dérive locale,
mais on pourra beaucoup plus rarement affirmer que la dérive locale ainsi
muse en évidence est significativement différente de zéro: mutatis mutandis,
la méme circonstance s’observe, comme nous allons le voir, dans le cas
des moments d’ordre deux.

3. — Estimation et fluctuation du demi-variogramme local.

Avec les mémes notations qu’au paragraphe précédent. nous appellerons
q parag y
demi-variogramme local I'intégrale :

| (XIIT,30) o (h) = 2}{1(75 /‘f,[f(x B — f2)]? d.

Sil'on connaissait toutes les valeurs numériques prises par la variable
régionalisée dans son champ V, ce demi-variogramme local v, (k) pourrait
¢étre construit point par point. Bien qu'il possede, en réalité, une pleine
signification objective, vy(k) est interprété, dans loptique stochastique,
comme une variable aléatoire, dont la valeur probable n’est autre que le
v(h) théorique.

De méme, si 'on ne dispose que d’un réseau fini de prélevements pone-
tuels & maille réguliére, on construira, expérimentalement, pour des vec-
teurs h multiples entiers des vecteurs de base de la maille, le demi-vario-
gramme expérimental

(XIIL,3,2) Y h) = 2117, E[f(xi + k) — f(2)]?

ou N' représente le nombre de couples (r; + h, z;) effectivement dis-
ponibles. Du point de vue stochastique, v (h) est également interprété
comme une variable aléatoire de valeur probable égale a la valeur théo-
rique v(h).
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Fluctuations du demi-variogramme local. — Nous caractérisons les
fluctuations de yy(k) autour de y(k) par la variance de fluctuation:

DY yy(k) — v(h)] = Elyy(h)2] — (k)

qui s’exprime facilement & I'aide de la covariance quadratique G(r —y; h)
introduite en (XIIL,1,6). Le vecteur h étant fixe, en effet, la fonction
aléatoire

Lt + B — o — vy?

admet comme covariance la fonction —Z—G('x—y; k). Par suite, d’aprés

la formule générale (VII,3,10), I'intégrale stochastique (XIII,3,1) admet

la variance a priori:

' 1
XII1,3,3) Dfyy(h)] = — —Y; dx d
(X33 D] = s [ ). 6t —ys by dzdy

qui est la variance de fluctuation du demi-variogramme local. Dans le cas
gaussien, compte tenu de Pexpression (XIII, 1, 7) de la covariance qua-
dratique, la variance de fluctuation prend la forme:

(XII1,3,4)
D2[yyv(R)] = L / f [y(z—y + k) + y(x —y —h) —2y(x —y)]* dzdy.
K(h)2J/ v+ v
EXEMPLE :
Fluctuations du demi-variogramme h* a une dimension. — La formule

générale de la variance de fluctuation conduit 4 des calculs assez difficiles,
méme dans le cas gaussien et sous la forme (X111, 3, 4). Afin de dégager des
ordres de grandeur, nous appliquerons la formule (XIII, 3, 4) du cas gaus-
sicn au demi-variogramme v(h) = k* dans un espace a une dimension, et
en supposant que le champ géométrique soit un segment de longueur L.
Pour abréger les notations, nous poserons:

l=L—h

La formule (XIII,3,4) se particularise ici de la maniére'suivante:
! ; , ;
(XII1.35) Dvy(h)] = Tizf (L —2) [(x + h)* + |& — h* —22*]2 du.
0

Le calcul explicite de I'intégrale du deuxieme membre introduit diverses
fonctions hypergéométriques. Donnons seulement les premiers termes du

développement de (XIII,3,5). Pour % < . cest-a-dire h < 12’, on
. ) . L1+2x , h2+2)‘
obtient deux termes irréguliers, I'un en T et I'autre en e et

une partie réguliere qui est le produit par [2» d’une série entiére paire en

—;i- La partie réguliere s'obtient facilement, en identifiant la dérivée
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seconde de [2D*[yy(k)] avec le développement de [(I + A)* + (I—h)*—2[*]2
écrit pour h < l. Les termes irréguliers doivent étre mis en évidence par
un calcul direct, que nous ne reproduisons pas. On trouve:

T 2)
(Xi1136) Dry) = ZELED LT preny 2
r(3+2)

4+ 2-2» @‘(1_"‘_?‘)_ 2 REE N1 — A) A% 124
3 14+2x) 2 23 —2n I
"z +7)
AM(A—1)3A—3) AS
12(2n —5) 18

+

=2 + -

73-, le développement en L
s’obtient directement, en développant sous le signe somme en Z et en
intégrant en z. On obtient facilement I'expression suivante:

Lorsque h > 1, clest-a-dire &>

/ 0

> :'; + (—A)RCE g2k ]

=
= (26 4 1)(2k + 2) R

| DYyy(k)] = zh%[l +

. ] 4[2)‘ 1
XIII1.37 — ShMH
(ALL3,7) +<zx+ D2 o [(x+1><x+2)

C2k [2k
+Z‘ (N4 2k + 1) (N + 2k + 2 )h"‘]

Pour /£ trés petit, la partie principale de la variance de fluctuation est
h1+2 R, . .3 : :
en = — <0u en ﬁl“ st A est supérieur & - ). La varance relative

1 2 h . . s
oy D2 vy(#)] est alors proportionnelle & T et, en particulier, elle s’annule

avec h: ainsi, les premiers points du demi-variogramme local ont une
variance de fluctuation peu élevée, et peuvent donner une image correcte
de la fonction intrinséque théorique +v(k). Mais, pour A croissant, ce
tableau rassurant se détériore treés vite, et la variance de fluctuation atteint
rapidement des valeurs importantes. En dehors du voisinage immédiat de
Vorigine, il W'y a plus qu’un rapport lointain entre le demi-variogramme local
et la fonction intrinséque +(h). Pour la valeur extréme h =L (soit
[ =L—h=0), le développement (XIII,3,7) se réduit a 242: d’une
maniere générale, d’ailleurs, on a:

D yy(L)] = 2vy(L)?

puisque dans ce cas extréme le demi-variogramme local se réduit a

) [f(L) — f(O)]%, le couple unique de points disponibles étant constitué de

deux extrémités du segment L.
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Cas PARTICULIERS. — Lorsque A est un demi-entier, le développement
(XIII,3,6) doit étre traité par la méthode habituelle du passage a la limite.
Pour A =1 (demi-variogramme linéaire), les deux développements se
réduisent a:

4 hF 1
D2[Yv(h)]=37—§l—2 (hLl=L—")
(XTII,3,8) 1 A
? D2[yy(h)] = 2R + 3 12— 3 hl (h>1=L—h).
Pour % tres petit, la variance relative de fluctuation est 4 —}Z—, de

sorte que les tous premiers points. du demi-variogramme local sont repré-
sentatifs. Mais, h croissant, 'amplitude des fluctuations augmente rapi-

dement et devient vite prohibitive. Pour h =1= -, par exemple,

2
c¢’est-a-dire & mi-course, la variance est [2, et la variance relative est égale
a 'unité : il ne peut plus y avoir qu’un rapport lointain entre le demi-vario-
gramme local et sa valeur théorique v(h).

Comme deuxiéme cas particulier, examinons le demi-variogramme
de Wijsien +y(h) = log h. Le développement de la variance de fluctuation
s’obtient en divisant les résultats précédents par A% et en faisant tendre A
vers zéro. Pour & = [, on obtient ainsi:

XIII, 3,9 vo()]=n2 > — 20 1 22 4 20
L’estimation du demi-variogramme local. — La variance d’estimation
D¥yy(h) — v,/ h)] du demi variogramme local (XIII,3,1) par le demi-

variogramme expérimental (X111,3,2) s’obtient en appliquant les formules
générales du chapitre 11 au réseau des N’ points effectivement utilisés et a

la fonction intrinseque de la variable %[f(x + k) — f(x)]?, qui est:

1 (fe4h) —f@) ]2 —[fly + B —fy)1*]_ 1 TR NP P
2D2[ ; ]_ + G(0; B — Gla—y; A

Dans le cas gaussien, compte tenu de (XII1,1,7), cette fonction intrin-
seque se réduit a:

(XI11,3,10)  29(h)® — = [v(z—y + &) + v —y—h)

2v(x —y) ]

Comme £ est un multiple des vecteurs de base de la maille, I'expression
entre crochets a pour partie principale, lorsque le vecteur x —y est
intérieur a la maille élémentaire :

(k) — vz — )]

MATHFRON, 15
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Par suite, la fonction intrinséque a elle-méme comme partie principale :

hy(k) y(z —y) — 27(z — y)*.

Les termes irréguliers prépondérants sont, évidemment, ceux de y(z —y),
puisque le carré de y(z — y) n’introduit que des termes irréguliers d’ordre
supérieur. Ainsi, en premiére approximation, on pourra calculer la variance
d’estimation du demi-variogramme local & I’aide de la fonction intrinséque
4y(h)y(x —y). Si N et o% sont le nombre total des prélévements et la
variance d’estimation de la teneur moyenne de V, on aura souvent, en
premiére approximation :

: N
(XII1,3,11) D yv(h) — vi(W)] # dy(h) 7 0%
Ainsi, contrairement a la variance de fluctuation, la variance d’estima-
tion du demi-variogramme local ne prend que des valeurs modérées, et
Pestimation peut se faire dans de bonnes conditions, pourvu que le nombre
N’ des points utilisés ne soit pas trop faible.

325
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¥16. 2. — Variogramme expérimental dans un gisement d’uranium. Les données utilisées sont
les teneurs en U des trongons de carotte jointifs, de 50 cin, se succédant le long d’un
méme sondage vertical. On a travaillé, en réalité, non sur les tencurs, mais sur leurs loga-
rithmes. En abscisse, les distances d, comptées en unité de 50 cm el portées en échelle
logarithinique. En ordonnée, valeurs expérimentales de 2y(d). Le variogramme fluctue
de fagon notable aulour de la droite théorique représentant le schéma de De Wuss.

La conclusion générale est la suivante: [l'estimation d’un demi-vario-
gramme local peut se faire dans des conditions satisfaisantes. Mais le demi-
vartogramme local lui-méme n’est représentatif de la fonction intrinséque (k)
qu'au voisinage de Uorigine. Aux’ distances croissantes, les fluctuations
s’amplifiient démesurément. On peut voir un exemple de ce phénomeéne sur
la figure 2, qui représente le demi-variogramme des teneurs en uranium
construit le long d’un sondage vertical puissant, implanté dans un gisement
uranifeére.
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4. — Estimation et fluctuation de la variance locale.

Dans ce paragraphe, nous utiliserons de maniére systématique les
notations d’accroissements déja introduites au chapitre viir: Nous poserons,
par exemple:

&j = f(xj) — fl=z)).

Dans un champ géométrique V, la variance locale S} de la variable
ponctuelle f(z) a déja été définie en (VIIL4,1) comme I'intégrale sto-
chastique :

Sy =3 [ [fla) —mlt dz

ou m est la teneur moyenne (stochastique) de f(x) dans V, et nous avons

montré que Sy s’exprimait, en notations d’accroissements, par Pintégrale
d’ordre 3n:

(XI11,4,2) se=\%fvafvs(y—x)e(y—x')dydxdx'.

De la méme maniére, en présence d’un réseau fini de N prélévements
ponctuels, la variance expérimentale est donnée par:

1
(XT1II,4,3) | S: = N3 2 Cisfike
ik

Interprétées comme des variables aléatoires, S} et S? ont, dans la
théorie intrinséque, des valeurs probables a priori, que nous appellerons ici
leurs valeurs théoriques o} et o2, et dont les expressions ont été établies
au paragraphe VIII-4:

; 2 2 1 ! !
O

(XII1,4,4) . . 1
( o; = E(S}) = N2 _,_JY(xi —z).
i
Fluctuation de la variance locale. — Les fluctuations de la variable

aléatoire S} définie en (XIII,4,2) sont caractérisées par leur variance
a priori:

DX(S}) = E(S) — E(S})? = E(S%) —ot.

En notation d’accroissement, le carré S%{ de la variance locale peut
s’écrire :
- 1
4 4
(XII45) ¢ = f‘ ey 2, dz; dz, da, dz, da,
C’est une intégrale stochastique multiple d’ordre 6n. Pour obtenir sa
valeur probable, nous devons en premier lieu calculer le moment d’ordre
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4E(e i iEmep), Puis intégrer le résultat obtenu. Dans le cas général, on doit
appliquer la formule (XIII,1,5). Dans ce qui suit, cependant, nous nous
limiterons au cas gaussien qui conduit & des résultats plus simples, et par
suite nous appliquerons (XIII,1,3). Pour simplifier les calculs, nous
remarquerons que (XIII,1,1) nous donne, en premier lieu :

E(Ejiskismlapl) = E(ejielci)E(smlspl) + E(ejisml)E(slciEpl) -+ E(sjispl)E(alcisml)'

Lorsque l'on effectue Pintégration (XIII,4,5), le premier de ces trois
termes donne, d’apres (XII1,4,2), le carré de E(S}), c'est-a-dire of,
Par suite, la variance de fluctuation D2(S}) s’obtient en intégrant les deux
derniers termes: ceux-ci d’ailleurs, donnent le méme résultat, par raison

de symétrie, de sorte qu’il suffit de calculer I'un d’entre eux, et d’écrire :

Dz(S‘i) = %;‘/‘ﬁE(sjisml)E(slcispl) dxi dxj dxlc (1.2?[ dxm dxp‘
\i .

Appliquons la formule générale (VIII,1,9), qui nous donne:
E(ejig,) Blewgn) = [vj 4 Yim — Yim — Yid (Y + Yip — Yup — Yal

Dans le développement du produit des deux crochets du second membre,

apparaissent trois types de termes: des termes carrés de la forme v;>2
des termes ou un indice est répété, de la forme y;;v;., et enfin des termes a
4 indices distincts du type v;;v,. Dans l'intégration, les termes ’une méme
espéce conduisent 4 la méme valeur numérique. Des simplifications se
produisent : il reste un seul terme de premiere et un seul de troisieme espece,
tous deux avec le signe -+, et deux de deuxiéme espece, aveele signe —.
On obtient alors I'expression de la variance de fluctuation sous la forme:

"y 2 0 2T
g D2(5Y) = V“,/\JY"J'Y"’ dx; dx; dx) dx; + Vl‘:,/\r*‘{ijz dx; dzx;

. /‘ .
( T VJ /\'3 Yinilc (LT" (le (lxl"

En ce qui concerne Uintégrale d’ordre 4n, compte tenu de (XILI, 4, 4).
on a la simplification immédiate:

1 1 2 12
V4 L/\,;Yij'f/cl dx; dxj dx, dx, = [Vi\/\_ﬂ'ij dx; dij = ot

D’ou finalement la variance de fluctuation, qui s'écrit de maniére plus
explicite :

(XI11,4,6)
2(Q2 4 2 " 2 . 4 ' . / . /
D*SY) = 26\ + &, / vz —y) P dedy — = / vy — ) v(y —x') da dx’ dy.
\’/ YA ] \ 3 AW

En vue des calculs pratiques, on remarquera que l'intégrale d’ordre 3n
peut se simplifier a I'aide de I'algorithme suivant:

L] ) 2
X111,4,7 wy —r)v(y—2a' dedr' dy= | d Wy —0) d ]
( A7) / f(y —a) vy — drar dy f\,f!/[ /\,.(y v) dr

Ve EE
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Dans le cas d’une variance expérimentale S% la variance de fluc-
tuation D?*S2) de S, par rapport a sa valeur théorique, s’obtient
immédiatement en remplacant les intégrales par des sommes:

. I e
(mmw)m@pad+m2ﬂm—mz
. - . |
— i D1 — 1) yla — ).
iJk
On se gardera de confondre cette variance de fluctuation avec la variance
d’estimation D2(Sy —s?) dela variance locale par la variance expérimentale.

ExXEMPLE :

Fonction intrinséque h* et une dimension. — Pour éclairer la signifi-
cation du résultat théorique (XIII,4,6), et mettre en évidence I'ampleur
considérable de la fluctuation d’une variance locale, nous allons effectuer
les calculs pour la fonction intrinséque v(k) = h*, un espace a une
seule dimension et un champ géométrique constitué par un segment de
longueur L. A une dimension, et compte tenu de (XIII,4,7), la formule
générale (X111,4,6) peut s’expliciter a I'aide des fonctions auxiliaires y(k)
et F(h) définies en (XII,3,1). On trouve facilement :

'

\D%%=2NULPifWL—@ﬁ5WI
0

L2

_53 fllxzmz dz “% fL (L — x) y(x) (L — ) dz.
0 0

(XTI1,4,9)

Avec la fonction intrinséque A*, on a:

\ ()

=iy is
) F(z) = 2 2
A D(+2)

et (XILI, 4, 9) se met facilement sous la forme :

~ Y 8 [l'
2 2y 24 +
DHSV) Iﬂ[u+1W1+%2 x4+ 1) (2h + 2) _
8 2=z T+ 1)

_ — j
2n + 3) (A + 1) x+1p<%+%>

1
F(L)®
est constante et indépendante de L. Elle ne dépend que de Ai:

On remarquera que la variance relative D?(S3) de la fluctuation

. , i 2yqey (A 4+ 1)(A 4 2)2
(XHLAL0) - 0 DXSY) = 2 + 55

2h + 22 y=(A+2) T(x +3)
In L. 2+2) / =4 .
2n 4+ 3 deres r <)\ ° _:;_>
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Par exemple, pour A =1, on obtient une variance relative de fluc-
tuation égale a —[é D’une maniére générale, on voit que les fluctuations

de la variance locale ont toujours une ampleur considérable, et par suite
la variance locale elle-méme n’a, le plus souvent, qu'un lointain rapport
avec sa valeur théorique.

Estimation de la variance locale : le biais. — Lorsque I'on estime la
variance locale S% définie en (XII1,4,2) & Paide de la variance expéri-
mentale SZ, définie en (XI111,4,3), et calculée a partir d’un réseau
régulier de prélévements ponctuels en nombre fini N, il g’introduit néces-
sairement une erreur systématique, ou biais. En effet, — cela est visible
sur les relations (XI1L,4,4) — les variables aléatoires SV et Sz n’ont pas
]a méme valeur probable a priori. Nous appellerons biais, et nous dési-
gnerons par oii, la différence: '

(X11,4,11) of = E(SY) — ES)

1 0 1 0
gt — gt = — — - — ).
o\ — 0 = 2 v’Y(x x') dx dx N? #Y(x; z;)

Ce biais se présente comme la différence entre valeur exacte et appro-
chée d’une méme intégrale intéressant la fonction intrinseque y(k). Son
expression rappelle celle d’une variance d’estimation. Si on suppose les
points de prélevements ZZ;. .. implantés au hasard dans le champ V,
v(z; — ;) doit ¢tre remplacé par sa valeur probable relativement a ce
tirage au sort, qui est ok pour L # J. Ainsi, dans le cas de. la maille
aléatoire pure, on a: '

- (3

O'.f; = -‘1—0' .
. N
Cette expression du biais coincide a la fois avec celle que donne la
théorie classique de I'estimation des variances et avec celle de la variance
d’estimation associée a une maille aléatoire pure par la formule (XII,5,1).
Dans le cas d’une maille aléatoire stratifiée, on peut voir facilement que le
biais est égal a:

1

O’{i; = —N—0’2(0|0)

cest-a-dire ici encore, d’apres (XI1I,5,2), a la variance d’estimation corres-
pondante.

Fxaminons maintenant le cas d’une maille réguliére. En ce qui concerne
le biais o}, on peut voir sur (X111,4,11) qu'il est strictement indifférent
de supposer Pimplantation de la maille réguliere préférentielle ou flottante,
car il n'apparait aucun terme mixte exprimant une covariance entre V
ot le réseau. Placons-nous dans le cas ou V est la réunion des N zones
d’influences, égales entre elles, des N prélevements, et soit K(h) le
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covariogramme géométrique associé a V. L’algorithme de Cauchy (I,2,9)
donne :

{}—2/ y(x — z') dx dz’ ——-j K(&) y(k) dh.
vz

D’autre part, les vecteurs z; — z; sur lesquels porte la somme double
de (XII1,4,11) sont des multiples entiers ka = (k,ay, ... k,a,) des vecteurs
de base de la maille. Mais le nombre de couples xz; pour lesquels le vecteur

r;—x; est égal a un vecteur donné ka est égal & % K(ka), ¢ étant le

volume de la maille élémentaire et K(ka) Dintersection de V et de son
translaté par ka. On a donc:

5 D T — ) = g K (ka) v(ka).
i

Alors le biais (XI1I,4,11) se met sous la forme:

i 1 g
(XIIL412) ob =3 j K(h) v(k) dh—_ZK (ka) y(ka).

On reconnait ’expression de la variance d’estimation transitive associée
a la maille a et au covariogramme — K(k) y(k). Il suffit alors de comparer
avec la relation (XII,4,6) pour énoncer le résultat suivant:

Le biais o% associé a Uestimation de la variance locale par une maille
réguliére, est identique @ la variance d’estimation de la teneur moyenne cal-
culée pour la méme maille réguliére, prise avec une implantation flottante et
un champ géométrique V connu a priori.

Dans beaucoup d’applications pratiques le biais peut étre considéré
comme négligeable.

Estimation de la variance locale : la dispersion. — Nous caractériserons
I’écart entre la variance locale vraie S} et la variance expérimentale
S¢ calculée sur un réseau de préléevements en nombre fini par la variance
d’estimation :

(XII1,4,13) DS} — S2] = D*S%) + DS — 2E(S3SE) + 20%at.

Les variances a priori (ou variances de fluctuation) D?S%) et D2(SF)
ont déja été calculées en (XI111,4,6) et (XII1,4,8). Il reste & évaluer E(5%S3).
Nous reportant aux définitions (XIII,4,2) et (XII1,4,3) des variances
locales et expérimentales nous obtenons en premier lieu:

S3S: = N3V3 Z f g sy — ) ely — ') dx dx’ dy.

ik
Passons aux valeurs probables, toujours en nous limitant au cas gaus-
sien. On a, d’apres (XIII,1,1):

Efe; ey — 2) ey — 2)] = Elgyjzu) Ele(y — 2) e(y — )]
+ Eleely — )] E[eyely — 2] + Efeyely — z")] E(e,e(y — )]
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Par sommation en ijk et intégration en z, z’ et y, le premier de ces
trois termes donne E(S2) E(S}) = olst, tandis que les deux autres, par
raison de symétrie, conduisent & une méme valeur. Il suffit de calculer
I'un d’entre eux, par exemple:

Efe; e(y — )] E[eyely — )] = [v(z;—y) + v(z;—2) — v(2; —2) — ¥(x;—Y)]
X [Y(z; —y) + y(g, — ') — y(x; — 2') — v(x, — Y)].

En développant le produit des crochets du second membre, il apparait
quatre types de termes : termes en y(x; —y) v(x; —y, en y(zr; —y) v(x;—z),

en y(x; —y) y(x; —x) et termes carrés de la forme v(y — z;)®. Les termes
de méme espéce, apres sommation et intégration, conduisent & une méme
valeur. Des simplifications apparaissent, et, finalement, chacune de ces
quatre valeurs ne subsiste qu’une seule fois avec le signe — pour les deux
premiéres et le signe -+ pour les deux derniéres. On obtient ainsi la cova-
riance de S3% et S sous la forme:

a2 @2 s » 2 N\ &
; E[S} S]] — ovoi = — VN :4 /v r —ua) v —x;) do
i
2. , )
~ Nvz 24 ) e — ) de da
XI11,4,14) i .
2 \ [ . N s W)
+ N ZJ./ViY(.L — 1) y(@' — ) dv dx
ij

}

‘) L U —
‘l\ + N;V 2 /\' y(x — x;)? du.

\

On notera de plus la simplification suivante:

T y ' vz —ux;) y(@ — ) dedy’ = 1 \,1 / v(x _ x;) dx 2.
N2V2 /2 / NV d/y
ij - i
L’expression entre crochets est liée étroitement & la variance d’esti-
mation ¢% de la tencur moyenne de V par le réseau des N prélevements
x;. En effet, la formule générale (N11,2,1) peut s’écrire :

= 72 \! / v(x — x;) de — 67 — o}
NV .y
4

i

G

d’out 'on tire immeédiatement

4 . o) 2
(XILAL5) o [E/ vl — 1) ’*] — [0} + ol + A2
i AY .

]

Compte tenu de cette simplification, portons (XIII.%4.14) dans (XTIL,4,13)
et remplacons aussi D2(S3) et D2(S?) par leurs expressions (NII1,4,6)
et (XII1,4.8), et la différence o} — o par o, qui est le biars (XI11,4,11).
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On obtient ainsi la dispersion de la variance expérimentale relativement
a la variance locale sous la forme suivante:

(X111,4,16)
D[S} — 8] = o% — 20%(o% + o) — o}

2 NV drdr 4 2 RS, 3 )2
s [ e + g N vE—2) NVZfVY(x z)?dz
if i

4 : /
"‘ﬁf‘,ﬂ(y_x) vy — 2') dz dz’ dy

4 ~\ ’ '
+ NV? Z ) sz(xi — ) y(x; — 2') dz dx

. g S [ e —mi e — ) de — gy 3 vlm— ) vloi— )
ij ijk

Nous n'insisterons pas davantage sur le calcul de la variance D(S% —S7),
qui est assez difficile a effectuer explicitement. Mais la structure de la
formule (XII1,4,16), ou alternent des expressions exactes et approchées
de mémes intégrales, montre que D2 S% — S?) est bien de la méme nature
que les variances d’estimation rencontrées au chapitre xir: I’estimation
d’une variance locale par une variance expérimentale est done, en général,
possible. Cependant, la variance d’estimation DS} — S2) prend le
plus souvent des valeurs notablement supérieures & celles que donne la
statistique mathématique usuelle dans le cas ol les f(z;) sont N variables
aléatoires indépendantes de méme valeur probable et de méme variance o¥.
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CHAPITRE XIV

LE SCHEMA DE WIJSIEN

SOMMAIRE

Ce chapitre est consacré au schéma de Wijsten tsotrope v(r) = 3alog r, fréquem-
ment utilisé pour décrire des gisements métalliques. Le coeffictent 3a s’appelle
dispersion absolue.

Paragraphe 1. — Dans le cas ou Uéchantillon ¢ est géométriquement semblable

a son champ V, la variance de ¢ dans V est *(o|V) = oclogl (formule de
0

de Wijs). Plus généralement, st ¢ et V sont quelconques, et st 1 et L sont leurs

équivalents lingaires, on a s3(v|V) = 3o log - On donne des expressions exactes

ou approchées de ces équivalents pour diverses figures (rectangle, parallélogramme,
triangle, trapése, parallélépipeédes rectangles et obliques).
Paragraphe 2. — A titre d exemple, on établit Uexpression explicite de la variance

d’estimation dans un gisement stratiforme ou filonien de faible puissance, reconnu
par travaux miniers (tracages et montages).

Paragraphe 3. — Exposé de la théorie du krigeage continu en schéma de wijsien
isotrope & dewx dimensions. On met en évidence le caractére markovien de ce schéma:
une fois connues les valeurs prises par la variable sur un contour fermé (C), ilya
absence de corrélations entre Uintérieur et Uextérieur de (C). (Théoréme de I'écran
périphérique). La théorie des potenticls permet de déterminer explicitement la fonction
de pondération & partir de la fonction de Green. Application au krigeage continu
sur deux tragages paralléles, et énoncé du théoréme du centre de gravité.

1. — Les équivalents linéaires.

Dans cette troisieme et derniére partie, nous allons donner quelques
exemples ’application de la théorie des schémas intrinséques a I'estimation
des gisements miniers, sans chercher cependant a faire un exposé complet
et systématique des méthodes de la Géostatistique (1). Dans un assez grand

(W Traité de Géostatistique Appliquee, G. Maruerox. Technip, Paris, tome [, 1962,
Tome IT (e krigeage) 1963, ot Tome I i’effet de pépile et les phénomenes de transition)
a paraitre.
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nombre de gisements métalliferes (ou, du moins, dans des parties, ou pan-
neaux, géostatistiquement homogeénes de ceux-ci), il est possible de décrire
correctement la distribution des teneurs dans I’espace a I'aide d’un schéma
intrinséque de Wijsien, c’est-a-dire un schéma intrinséque caractérisé
par un demi-variogramme y(k) vérifiant la relation (VIII,4,9)

v(M) = (k) + 3a log |l

La constante 3a est appelée dispersion absolue du schéma de Wijsien.
Dans les applications pratiques, on utilise surtout le schéma de Wijsien
isotrope, défini par la fonction intrinséque 1sotrope:

(XIV,1,1) v(r) = 3a log r.

Lorsqu’il existe une anisotropie, on cherche toujours a se ramener a
cette forme (XIV,1,1), soit en effectuant une transformation linéaire conve-
nable des coordonnées (anisotropie géométrique), soit en superposant
différentes composantes zonales de wijsiennes, conformément aux regles
générales exposées au paragraphe VIII2.

On remarquera que la fonction intrinséque de Wijsienne ne s’annule pas
en r =0, mais prend une valeur infinie négative. Cette circonstance
implique en principe, pour les valeurs de la variable ponctuelle, des variances
d’extension ou des variances locales infinies. En fait on n’utilise jamais le
schéma de wijsien pour décrire des variables ponctuelles, mais seulement
des variables & support non ponctuel, régularisées par des fonctions de
pondération ou de préléevement. Comme tous les régularisés du demi-
variogramme log r s’annulent a l'origine, la difficulté signalée a I'instant
perd toute importance. En fait, les supports utilisés, ou volume des échan-
tillons prélevés, doivent toujours étres grands vis-a-vis des dimensions
de la granulométrie du minerai. Au niveau ponctuel, les tencurs ont des
variances réelles finies, mais trés grandes vis-a-vis de celles des échantillons
macroscopiques. La variance infinie que leur attribue le schéma de wijsien
est une simple idéalisation de cette propriété réelle qui n’empéche nul-
lement une description correcte des teneurs au niveau macroscopique (1).

La variance d’un échantillon ¢ dans un champ V est donnée par la
formule générale (VI111,4,4), qui s’écrit ici:

(XIV,1,2) o%¢]V) :%fflog |z — 2’| dx dz’
vJv

—%%fv‘/vlog\x—x’[ dx dx'.

Dans le cas particulier ou ¢ et V sont géométriquement semblables,
cette variance est donnée par la formule de de Wijs, déja établie
en (VIII,4,10):

V
(XIV,1,3) c*(v|V) = « log —-.

1%
(1} Utilisant les résultats du chapitre x, on voit que la fonction intrinseque 3« logr

définit un schéma intrinséque de distribution: mais, dés que I'on passe aux régularisées,
cette distribution devient une fonction, c’est-a-dire une variable régionalisée au sens habituel.
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Mais cette formule simple, qui exprime un principe de similitude, n’est
pas applicable si ¢ et V ont des formes quelconques. Elle peut se généraliser,
cependant, grace a la notion d’équivalence de deux échantillons . Nous
dirons que deux échantillons ¢ et ¢’ sont équivalents (pour le schéma
de Wijsien) s'ils ont méme variance, en schéma de Wijsien, dans un méme
champ 'V quelconque. Posons:

(XIV A,4) F(v) = 712— f f log |z — /| dz da'.

Cette fonction F(¢), qui représente la valeur moyenne de logr dans
¢, dépend non seulement de la mesure, mais aussi de la forme du volume ¢.
La formule (XIV,1,2) peut s’écrire:

(XIV,1,5) (o] V) = 3o[F(V) — F(0)].

Il en résulte immédiatement que, pour que deux échantillons ¢’et ¢
soient équivalents, il faut et il suffit que I'on ait:

F(v) = F(¢).

Cette équivalence est indépendante de la dispersion absolue, et posséde
par suite une signification purement géométrique. Une classe de cette
équivalence, c’est-a-dire I'ensemble de tous les échantillons équivalents
a un échantillon ¢, est caractérisée par la valeur commune de F(¢). En
particulier, il existe, dans cette classe, un segment de droite de longueur
l, telle que

F(l) = logl — % = F(v).

Ce segment de longueur ! est appelé équivalent linéaire de v.
Il est commode de caractériser une classe d’échantillons équivalents
par leur équivalent linéaire commun

(X1IV,1,6) logl = F(v) 4

-w.too

Désignons alors par | et L les équivalents linéaires respec-
tifs d’un échantillon ¢ et de son champ V. En portant (XIV,1,6)
dans (XIV,1,5), il vient immédiatement:

(XIV.1,7) 52(o|V) = 30 log -Ili

Cette généralisation de la formule de de Wijs permet un calcul rapide
de la variance, si la dispersion absolue est connue, ou, inversement, elle
permet d’estimer 3« a partir de la valeur expérimentale de la variance
si les équivalents linéaires L et ! sont connus, au moins approxima-
tivement.
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ExempLEs: Dans un espace a deux dimensions, Iéquivalent linéaire
L(a, b) du rectangle de cotés (a, b) découle immédiatement de 'expres-
sion (XI,3,12) de la valeur moyenne F(a, b) de logr dans ce rectangle.

On a (avec b < a):
T b 1 b2 b 25
R ]

(— 1)k-1 b2k
k(k — 1)k + 1)(2k — D)2k + 1) azk’

(X1V,1,8) log[L(a, b)] =loga+

Ry
2

+

[+

o
Il
[ 3]

Des formules exactes peuvent étre obtenues pour un parallélogramme,
un triangle, et, en procédant de proche en proche, on peut calculer 'expres-
sion exacte de I’équivalent linéaire d’un polygéne quelconque: les calculs
sont assez compliqués, et on utilise plutot, en pratique, les expressions
approchées que nous donnons un peu plus loin.

De méme, dans Pespace a 3 dimensions, I'équivalent linéaire du paral-
lélépipede rectangle de cotés (a, b, ¢) s’obtient a partir des formules du
paragraphe XI-4. Nous ne donnerons que les premiers termes de son déve-
loppement. Avec a > b>>¢, ona:

T b 1 b2 b
0 Y Joo =
3 a + 6 a? 8 a
25 b? 1 bt 1 b8

T2 @ 80 @ T 1680 af

| log L(a, b, ¢) = loga +

] = 1 b 1 b2 b
gy 9 e 2o -
+ bh? [ 6 <10g * 12 ) T 6 a? log a
Db 1 h 1 b .
— i s ]
. met e marh bt
(XIV,1,9) 6 ab log b + 15 b3l @ T (L"’J

RGN IR A S
b 120 «a 1800 «* 180 a!
10 I ¢
Tisow * ] 30 a2t 08 4
T b 1 b2
| T [2'68@; 1008 &
! 1 b8 -

i

Cette fonction a été tabulée et présentée sous forme d’abaques. On
trouve, en particulier, que le cube de coté a est équivalent a 2,7 a, tandis
que le carré de coté a est équivalent & 2,004 a, c'est-a-dire pratiquement
a 2 a

Equivalents linéaires approchés. — Des formules d’approximation
simples permettent de calculer rapidement, avec une preécision suflisante
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pour les applications, les équivalents de divers polygbnes et polyédres.
Par exemple:

— Pour un rectangle de cétés a et b, on a, avec une précision meilleure

que 1 9%:
L=a-+0b.

— Pour un parallélogramme de cotés a, b et de surface S = absing:

L = Va? + b2 + 25 = Va2 + b% + 2ab sin .

— Pour un triangle, de cotés a, b, ¢, et de surfaces S:
L=\/“2+”2+02+29
3 .

— Pour un trapéze, de bases a et b, de surfaces S et admettant une
médiane, ou segment joignant les milieux des deux bases, de longueur m,
a+b a—b

5 et la demi-différence I’ = 5

des

on prend la demi-somme [ =
deux bases, et on a:

L:\/12+z'2+m2—

L mil

3 [

+ 28S.

— Pour le parallélépipéde rectangle, de cotés a > b > ¢, on a une
valeur grossierement approchée de (XIV,1,9), en prenant:

L=a—{—b+%-

— Pour un parallélépipéde oblique (ou rectangle) d’arétes ry, ry, ry, de
faces S,, S,, S; et de volume V, on pose

RE=r}+ r + 13
352=SE+S§+S§

et on a la formule approchée:

V2R?2
3

L=4¢\/R%2+2S +

Naturellement, le fait que deux échantillons ¢ et ¢’ soient équivalents
n’implique que I'égalité de leurs variances dans un méme champ V, et
non pas, par exemple, I'égalité des variances d’estimation dans le préle-
vement d’échantillons ¢ ou ¢’ selon un méme réseau : 'égalité des variances
n’entraine pas celle des covariances. Néanmoins, la notion d’équivalence
permet de comparer grossierement, des échantillonnages de nature diffé-
rente. En pratique, elle est surtout utilisée pour procéder a une estimation
rapide, a partir d’une variance expérimentale, de la dispersion absolue
3 d’un gisement, dont on admet au départ, et sous réserve de confir-
mation par des études expérimentales plus approndies, qu'il est de wijsien
et 1sotrope.

MATHEROY. 16
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2. — Reconnaissance d’un filon par tragages et montages.

A titre d’exemple, nous allons traiter avec quelques détails le probleme
de la reconnaissance d’un gisement filonien par travaux miniers. Les accu-
mulations, ou poids de métal au métre carré d’éponte, définissent dans le
plan du filon une variable régionalisée & deux dimensions, dont nous sup-
poserons qu’elle peut étre décrite par un schéma intrinseque de wijsien
et isotrope. Les travaux miniers exécutés ont consisté a tracer N niveaux
équidistants, une méme relevée h, comptée dans le plan du filon, séparant
deux niveaux consécutifs. La démarche a suivre, dans le calcul de la variance
d’estimation, est la suivante:

A) Supposons, en premier lieu, que les N niveaux tracés aient tous
la méme longueur [, et qu’ils aient été échantillonnés de fagon parfaite,
de telle maniére que leurs teneurs (ou accumulations moyennes) ¢,y ... I
soient parfaitement connues. L’erreur d’estimation est uniquement impu-
table a I'extension de ces teneurs dans les zones d’influences des diflérents
tragages. Dans le dispositif dit centré, chacune de ces zones d'influence

o o . . h
est constituée par la réunion des deux demi-étages de relevées b situés

a Pamont et a I'aval immédiat de chacun des tragages. Si le dispositif est
du type fermé, c’est-a-dire si I'on veut estimer le panneau compris entre
le premier et le dernier niveau reconnu, on sait, d’apreés le paragraphe XI1,3,
que la variance d’estimation % pourra se calculer comme en dispositif
centré, a condition de remplacer N par N —1. Enfin, le calcul de la
variance d’estimation o% elle-méme se conduit en appliquant les résul-
tats de (XII,3) au demi-variogramme v(k) obtenu en effectuant sur
3« logr une montée intrinseque d’ordre 1 sous puissance ! constante.
L’expression de ce (k) a déja été écrite en (X1,2,13). Elle a comme partie

principale le terme San-T lorsque la relevée h est inférieure a I’allon-

gement l. La régle de correspondance (X11,2,3) nous donne, toujours pour
h <1, la partie principale de la variance d’estimation:
« ® h
NT T

On peut vérifier que les termes d’ordre supérieur n’apportent qu'une
faible contribution, de sorte que la formule (XIV,2,1) reste utilisable
jusqu’en h =L

Toutefois, pour &> [, la variance d’estimation ne peut plus se calculer
par simple application terme a terme de la régle de correspondance (X11,2,3)
parce que le développement analytique (XI,2,13) du (k) a changé de
nature en h = L. Conformément a la régle pratique (X11,3,13) on doit

dans ce cas calculer o% a partir du principe de composition des variances
d’extension élémentaires :

(XIV,2,1) o

P
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La fonction auxiliaire F(&, I) est donnée par la premiére relation
(XI,3,12) et x(h) s’en déduit par dérivation en A&, conformément &
(XI,3,5). Sous forme explicite, on obtient dans le cas & > 2:
=l 1 lo d
3% 6k 8%

2 4 257 I8
23 1 111 n ]

7% TE07a 1630 18

Dans le cas I < 2 < 2l, on a une expression un peu plus compliquée,

puisque X(—g—) se développe en % et F(h, l) en I/h. Naturellement,

ces diverses formules ont été tabulées et présentées sous forme d’abaques.

B) Supposons maintenant que les divers tracages aient des allon-
gements différents LI, ... I,. On prend comme estimateur la moyenne
des t; pondérée par les allongements I;

‘ thh + - 4+t
XIV,2/4 t = 11 BN,
( ) l1+l2++l\{

Dans le cas ou le principe de composition des variances d’extension
élémentaires est applicable, c’est-a-dire pour & > [, chacune des accu-
mulations ¢ s’étend a sa zone d’influence [;A indépendamment des
autres, de sorte que la variance d’estimation s’obtient en pondérant chacune
des variances d’extension élémentaires of;, par le carré de la zone d’in-

fluence correspondante. Cela donne:

. ol 4 -+ Bk
XIV,25 : _ Y10k, NOEy
( ) IR AR L

Pour & < [, on admettra par analogiec que la méme regle de pondé-
ration par les carrés des allongements peut encore s’appliquer. En rempla-
}—h— et en portant dans (XIV,2,5),

cant, selon (XIV,2,1), o}, par «- ]

on obtient:
3 L+1L+ -+ 1y .
(h+l+ - +13)?

o3 o -
N = X
2

Introduisons la longueur tracée totale L:
L=10§+ - 4+
et la surface reconnue S:
S=Lh=(,+ - + )

On obtient la formule remarquable:

(XIV,2,6) SRS

AN
I
R
o
.

F"m

w)a
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Toutes choses égales d’ailleurs, c’est-a-dire pour une méme valeur
de la dispersion absolue 3a, la longueur totale L de travaux miniers
nécessaires pour obtenir une précision donnée est proportionnelle & la racine
carrée de la surface minéralisée, c’est-a-dire aussi a la racine du tonnage:
si les dépenses occasionnées par la reconnaissance du gisement sont rap-
portées 4 la tonne de minerai reconnu, elles sont en raison inverse de la
racine carrée du tonnage. Ainsi, un gisement quatre fois plus gros qu’un
autre nécessite seulement des dépenses de reconnaissance deux fois plus
faibles a la tonne de minerai pour étre estimé avec la méme précision :

les mineurs savent bien qu'un gros gisement gagne sur tous les tableaux.

C) Outre les N niveaux tracés horizontalement, on peut avoir aussi
un réseau de N’ montages, ou travaux miniers exécutés le long des lignes
de plus grande pente du filon, que nous supposerons implantés selon une
maille réguliere A'. L’ensemble de ce réseau rectangulaire de tragages et
de montages permet, naturellement, une meilleure estimation que les tra-
cages seuls. Désignons par ¢ et ¢ les teneurs moyennes pondérées des
tracages et des montages, calculées selon la formule (X1V,2,4), et par
o% et 6% les variances d’estimation, calculées selon (X1V,2,5) ou (X1V,2,6),
que 'on obtiendrait en estimant le gisement a 'aide de ¢ seul ou de ¢’
seul. Pour pondérer ces deux teneurs en un estimateur unique, on doit faire

un krigeage, d’ailleurs trés simple. Posons :
y =N+ (1L—21.

Il faut déterminer le coeflicient A de maniere que la variance d’esti-
mation D2(y —z) de la teneur reelle z A Paide de Pestimateur y soit
minimale. Mais on a:

il
>
—
b
[
—
i
1

Y —z (1 — A —2).

n prenant les variances, il vient:
Dy —z) = Dt —z) + (1 — MDA —=z) + 201 — AL — (' — 3N

Les variances d’extension D3t —z) et D —z) sont wdentiques a
ok et k. Quant & la covariance dextension  E[(t — 3)(t" — 2)], on peut
admettre quelle est négligeable : cela se vérifie par le calenl, mais il est
bien intuitif que si les tracages ont, par exemple, donné une estimation ¢
par exces de z, 1l nen résulte aucune tendance préférentielle pour la
teneur ¢ des montages a surestimer ou sous-estimer z: lragages et
montages, géométriquement perpendiculaires, doivent ctre regardés comine
des réseaux indépendants. Finalement, il reste:

Dy — ) = Ko + (L — Wk

Cette variance est minimale pour

(NIV.2.7) N

GN T oX
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Ainsi, tracages et montages doivent étre pondérés par des coefficients
inversement proportionnels & leurs variances d’extension respectives.
Portant cette valeur de A dans la variance D2(y — z), on obtient I'expres-
sion de la variance d’estimation minimale, ou variance de krigeage ok :

(XIV,2.8) ot — NN

= K G-ZV + 0_;2"

Dans le cas particulier ol les longueurs des tragages et des montages
individuels sont toutes supérieures a leurs espacements respectifs £ et &,
les variances d’extension o% et o%, se calculent selon (X1V,2,6). En dési-
gnant par L’ la longueur montée totale, (XIV,2,7) se réduit dans ce cas a:

1.2
»= L2 4+ L'?
Ainsi 'estimateur y doit avoir comme expression:
L2t + L2
XIv ==
( 7279) IJ2 + L/2

Autrement dit, les tencurs des tracages et des montages doivent étre
pondérées par les carrés des longueurs tracées et montées (et non pas par
ces longueurs elles-mémes, comme le suggérerait une intuition un peu
courte). La variance d’estimation correspondante (X1V,2,8) prend I'expres-
sion :

(XIV,2,10) PR S B
2 L2 4 L2

Elle s’obtient par la formule (XIV,2,6), & condition de composer selon
la réegle de Pythagore les longueurs tracées et montées totales.

D) En général, enfin, les teneurs réelles ¢ ou ' des tragages ou des
montages ne sont pas connues, mais seulement estimées a partir d’un échan-
tillonnage fragmentaire. Supposons, par exemple, que les tragages soient
estimés par N, rainurages de longueur égale & la puissance p du filon
supposée constante, implantés & maille réguliére « dans les travaux miniers.
La teneur moyenne des rainurages permet d’estimer ¢ avec une variance
d’estimation donnée par la méme formule (NIV,2,1) on (X1V,2,3) que
ci-dessus, a et p remplacant h et | respectivement.

On prendra garde cependant que ces formules ne s’appliquent que si la
puissance p est petite vis-a-vis de ket [: sila puissance est notable (1),
il est nécessaire de faire appel au schéma de wijsien & trois dimensions, et
d’effectuer les montées d’ordre 1 et 2. En général, d’ailleurs, cette troi-
sitme dimension, qui est celle des puissances, n’est pas équivalente aux
deux autres, et doit subir une correction d’anisotropie convenable.

(1) Les formules correspondantes, ou formules des amas, sont données dans le Traué
de Géostatistigue Appliquée, déja cité. On y trouvera également les formules correspondant
a4 une reconnaissance par sondages a maille rectangulaire, et & la reconnaissance périphe-
rique des panneaux.
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Désignons par o% la variance d’estimation des rainures dans les travaux
miniers, qui est de la forme:

selon que p est supérieur ou inférieur a la maille de rainurage. On
applique alors le principe de composition des termes de tranches et des
termes de ligne, et la variance d’estimation totale o% est:

2 . 2 2
6t = 6N T Oit.

Le plus souvent, on doit encore ajouter un troisieme terme représen-
tant la variance des erreurs aléatoires d’analyse ou de prélevement, et
surtout prendre garde que les techniques d’analyse ou de prélevements
utilisées n’introduisent pas d’erreur systématique: une telle erreur sys-
tématique, si elle existait, se répercuterait sur l'estimation du gisement
lui-méme, sans que la variance d’estimation calculée ci-dessus puisse en
rendre compte.

3. — Krigeage continu en schéma de wijsien isotrope a 2 dimensions.

La définition, et les équations générales du krigeage continu ont été
données au paragraphe XII-7. Nous nous limiterons ici au cas d’un gise-
ment isotrope de wijsien a deux dimensions (pratiquement, il pourra s’agir
d’une formation filonienne ou stratiforme pas trop puissante). Ce gisement
a éLé reconnu par des travaux miniers, et 'on suppose que ces travaux
miniers peuvent étre assimilés & une ou plusieurs courbes continues (C),
par exemple, (C) sera constituée de segments de droite représentant des
tragages et des montages. On admet, de plus, que I'échantillonnage a été
suffisamment serré pour que 'on puisse considérer comme connue la teneur
f(s) en chaque point z(s) des travaux miniers repéré par son abscisse
curviligne s sur (C). Nous désignerons par r(s, s') = |&(s) — x(s")]
la distance entre deux points z(s) et x(s’) des travaux miniers, d’abscisses
curvilignes s et s’. D’aprés le paragraphe XI1,7, le krigeage d'un panneau
quelconque s’obtient par superposition de krigeages ponctuels. Limitons-
nous donc au krigeage d’un point x, quelconque, et désignons par R(s)
la distance |r,— z(s)] du point x, et d’un point quelconque z(s) des
travaux miniers.

Le probleme consiste a trouver la fonction de pondération A(s) de
somme unité telle que I'estimation:

Y = /; A(s)f(s) ds

IR 99

conduise a la plus petite variance d’estimation possible. Cette fonction
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A(s) est solution du systéme (XII,7,10), qui s’écrit explicitement, avec la
fonction de wijsiennes 3« logr:

(X1IV,3,1) (o) A(s) log [r(s, s')] ds = log R(s') +

[ G A(s) ds = 1.

Le paramétre p de Lagrange, qui se détermine en principe a I'aide de
la deuxiéme relation (XIV,3,1), ne joue en réalité qu’un rdle trés subordonns.
On notera surtout que la dispersion absolue 3« a disparu de ces relations,
qui prennent ainsi une signification purement géométrique: La fonction
A(s) est indépendante de 3o et ne dépend que de la géométrie des travaux
miniers (C). '

Dans le cas général, on ne saura pas résoudre le systéme d’équations
intégrales (XIV,3,1). Mais, dans le cas particulier ou les travaux miniers (C)
constituent une courbe fermée, on tombe sur le probléme classique de
Dirichlet, et la solution explicite peut étre formée. En effet, supposons que
(C) soit un contour fermé, et que I'on veuille kriger un point z, intérieur
a (C). La fonction logr est harmonique dans le plan, et y joue le méme

role que le potentiel newtonien en = dans I'espace a trois dimensions.
r

On peut établir une analogie avec la théorie classique des potentiels, et,
notamment, avec I'électrostatique. Si 'on interpréte la fonction de pondé-
ration A(s) comme une densité de charge électrique répartie sur le contour
(C), on voit que le probleme posé par la résolution du systéme (XIV,3,1)
revient & répartir une charge unité sur les travaux miniers, de telle maniére
que le potentiel engendré par cette répartition en tout point xz(s) des
travaux miniers (C) ne différe que par une constante du potentiel qu’engen-
drerait en ce méme point xz(s) une charge unité placée au point a kriger ,.
Autrement dit, ce potentiel doit étre égal a4 log |z(s) — x,| & une constante
prés. Mais le contour (C) est fermé, et peut étre interprété comme le
contour intérieur d’un conducteur creux. Imaginons réalisée cette répar-
tition A(s), et introduisons une charge — 1 au point a kriger 1z, Le
potentiel total, engendré par la masse 4 1 répartie sur (C) et la masse
— 1 concentrée en x, prend, en un point z(s) quelconque du contour,
la valeur log |z(s) — xy| —log |z(s) — x| = 0 a une constante pres.
Autrement dit (C) est une équipotentielle, et A(s) peut étre considérée
comme la densité de charge induite sur la face interne (C) du conducteur

creux par la masse — 1 placée au point ¢ kriger x,.
Plus généralement, si 'on désire kriger un panneau S intérieur 4 (C),
Ms) sera la densité de charge induite sur (C) par une masse — 1

supposée uniformément répartie dans S. Elle se détermine par somma-
tion des densités induites par chacun des points de S, conformément au
théoreme de superposition des configurations de krigeage, dont l'ana-
logue en électrostatique est le théoréme bien connu de superposition
des états électriques.
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Un autre résultat classique de I'électrostatique va nous permettre
d’énoncer un théoréme important, appelé théoréme de 'écran périphérique.
A Textéricur de (C), en effet, le potentiel total engendré par la densité
de charge A(s) répartie sur (C) et par la masse — 1 placée en z, reste
constant, puisque I'extérieur de (C) constitue I'intérieur d’un conducteur
creux. Du point de vue analytique, ce résultat est une conséquence du fait
bien connu que le probléeme de Dirichlet n’admet pas d’autre solution
partout réguliére et constante sur un contour (C) qu’une constante.
Autrement dit, la densité induite A(s) engendre, en tout point extérieur,
le méme potentiel, 4 une constante prés, qu'une charge +- 1 placée au
point z,, (ou uniformément répartie dans le panneau S a kriger), et cette
propriété reste vraie, a la limite, quand ce point extérieur tend vers un
point z(s) du contour (C).

I1 en résulte que la fonction A(s) constitue la solution générale des
équations (XII,7,6) du krigeage non seulement dans le cas examiné jus-
qu’ici ou les valeurs de la fonction aléatoire f(x) sont connues sur le
contour (C), mais également dans le cas beaucoup plus général ou les
valeurs de f(x) seraient connues a la fois sur (C) et sur un ensemble
quelconque de points appartenant au domaine extérieur. Autrement dit,
la connaissance de données extérieures a (C) ne modifie pas le krigeage
effectué sur (C), et, en particulier, ne peut apporter aucune amélioration
a lestimation déja obtenue. Le contour (C) arréte, en quelque sorte,
Iinfluence de toutes les données extéricures, et ce résultat s’énonce sous
la forme suivante:

THEOREME DE L'ECRAN. — En schéma de wijsien isotrope @ deux dimen-
sions, le krigeage continuw effectué sur un contour fermé, relativement a un
panneaw intérieur quelconque, constitue un écran parfait vis-i-vis de toutes
les donndées extérieures.

On obtient, naturellement, un résultat analogue — mais moins intéres-
sant dans les applications pratiques — dans le krigeage d’un panneau

extérieur au contour fermé (C): le contour (C) fait alors écran aux don-
nées intéricures. Ces résultats, liés uniquement au caractere harmonique
et isotrope de la fonction log r, se généralisant immédiatement, dans le

cas d’une fonction intrinséque en fnif-} et d'un espace a n dimensions,
A tout krigeage effectué sur une surface fermée (hypersurface fermée a
n — 1 dimensions).

Ce théoreme de I'écran montre que le schéma intrinséque de wijsien et
isotrope posseéde, dans l'espace a 2 dimensions, le caractére markovien:
une fois connues les valeurs prises par f(x) sur un contour fermé (C),
y a indépendance (ou, plus exactement, absence de corrélation), entre I'inté-
rieur et extérieur de (C). En effet, soient Z et Z' les teneurs (pondérées
de maniére quelconque) de deux domaines I'un intéricur, 'autre extérieur
a (C), et soit Y Iestimateur de moindre variance de Z, obtenu par
les fonctions de pondération A(s) vérifiant les eéquations du krigeage.
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On a, d’apres ce qui précede :
(X1V,3,2) E[(Z—Y)Z —Y)] =0.

L’estimateur Y du krigeage de Z s'étend indépendamment (sans
corrélation) &4 Z et a tout échantillon extérieur Z'.

Détermination explicite de A\(s). — 11 suffit de savoir déterminer la
fonction de pondération A(s) dans le cas d’un krigeage ponctuel, puisque
le théoréme de superposition permet d’en déduire le krigeage d’un panneau
S quelconque. Soit un point x, & kriger, intérieur au contour fermé (C).
On appelle, classiquement, fonction de Green G(z, z,) relative & z, et
au contour (C) une fonction s’annulant sur le contour (C) et telle que
G(x, 2,) + log |x — z,| soit harmonique & I'intérieur du contour, y compris
au point & kriger z, Cette fonction de Green, qui peut étre construite
par les méthodes de la théorie des fonctions des variables complexes,
permet de résoudre le probleme de Dirichlet. En particulier, elle permet
de déterminer immédiatement la fonction A(s). En effet, le potentiel
U(z) engendré par la masse —1 placée en z, et par la densité A(s)
induite sur (C) est constant sur le contour, puisque celui-ci est une équi-
potentielle, et le potentiel U(x) 4 log |z — | engendré par la charge
induite prise seule est harmonique a l'intérieur de (C), y compris en .
On a done, 4 une constante pres:

U(z) = G(z, ).

Le théoréme classique qui relie la densité de charge A(s) a la dérivée
du potenticel prise selon la normale intéricure du contour donne 1mmé-
diatement :

1 dU 1 dG(z, x)

X1Vv,;3.3 As) = — o= = = R el i

(RIV,5.9) ) =9rdn "2 dn

ExEMPLE :

Krigeage continu sur deux tragages paralléles. — A titre d’exemple,

prenons comme contour (C) deux droites paralleles D, et D,, représen-
tant deux tracages paralleles supposés infinis, et pre nons la distance de
ces deux droites comme unité de longueur. Soit & kriger un point z, inté-
rieur a Pétage, situé a la distance h < 1 de Dy et (1 —A) de D,. Prenons
r, = 0 comme origine, et deux axes ox et oy de coordonnées rectangulaires
oz étant parallele a D, et D,. La fonction harmonique

1 e s — e cos Ty + 1
XI1V,3,4 T, y) = —— :
(XIV,3.4) Gla.y) 2 log e27r — 2™ cos w(y — 2h) + 1

sannule pour y = h et y = h—1, c’est-a-dire sur D, et D, et
G + —12— log (22 + y?)

reste réguliere en z =y = 0. G(z, y) est donc la fonction de Green
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relative au point 0 et aux deux droites D et D’. En appliquant (X1V,3,3),

on obtient :
0
M) = ._'_.Gx’ ]
1(T) [ >y (z,y) y—n

( e =[So@n]

M(z) et Ay(x) représentent les densités induites sur D, et D, respecti-
vement, c’est-a-dire la fonction de pondération A(s). Compte” tenu de
(X1IV,3,4), on trouve:

N erzsinwh. . % S
M(x)—ez"”—2emcoswh+1—é:e sin p 7 &,
(XIV,3,5) - P
e™rsinmh O .
A = — = — 1 )pHle~priz| h.
2(7) e?mz 4 2e™ costh 4 1 ;:1( )Prie 31'np7r

Le poids porté par un segment (z;, z,) du tragage D, s’en déduit par
intégration : ' -

g P, (zy, x,) =A/;m M(z) dz = Ay(x) — Ay(zy),
( Ay(z) = L Are tg [ema:a — oS 7 h].

\ 11 sint h

Onasur D, la formule analogue, obtenue en remplagant 4 par 1 —A.
Les poids totaux, portés par les droites infinies D, et D, s’en déduisent,
immédiatement :

o {P— o, + @) =1—1h

(XIV,3.6) | Po— o, + ) = h.

Ainsi, le poids total porté par chaque tragage est en raison inverse
de la distance du point a kriger. Le théoréme de superposition permet de
déduire de (X1V,3,6) le théoréme dit du centre de gravité: « Dans le krigeage d’ un
panneau S quelconque, appartenant ¢ Uétage compris entre deux tragages
tnfinis paralléles, le poids total porté par chacun des tracages est inversement
proportionnel & la distance du centre de gravité du panneaw S ». Ce résultat
peut étre étendu, d’ailleurs, a des fonctions intrinséques y(r) quelconques,
et nest pas particulier au schéma de Wijsien.

Par superposition de formules du type (XIV,3,5), on obtient facilernent
le krigeage d’un panneau S quelconque, et la méthode dite des images
permet d’en déduire le krigeage d’un panneau S sur deux tragages et un
montage, ou sur deux tracages et deux montages (périphérie d’un panneau
rectangulaire) etc... (1).

(*) Le lecteur pourra se reporter au Traité de Géostatistique Appliqguée (Tome I1), déja
cité. Les résultats sont exprimés par des formules explicites. mais. dans les applications
pratiques, il est plus commode de décomposer S en carrés ¢lémentaires, que 'on krige i
Paide de grilles numériques et de superposer les résultals. Les opérations se font (rés facile-
ment par voie graphique. Dans ce méme Tome II, de nombreuses tigures de krigeage dis-
continu ont été également tabulées et présentées sous forme Pabaques, notamment un
grand nombre de figures concernant les sondages 4 maille carrée,



ANNEXE A

RAPPEL SUR LES DISTRIBUTIONS

SOMMAIRE

Cet exposé sommaire de la théorie des distributions suit trés étroitement, mats
sans aucune rigueur, et en supprimant, le plus souvent, les démonstrations, les
ouvrages de L. SCHWARTZ (1), avec quelques emprunts aussi a [. M. GUELFAND (32).
1l est destiné aux lecteurs, naturalistes ou techniciens, qui ne connaitratent pas cette
théorie, et voudraient cependant comprendre les chapitres 111 et X de cet ouvrage.
Ainsi qu’il a été dit, ces deux chapitres sont indépendants du reste du livre, et peuvent
étre omis, ainsi que cette Annexe A, par les lecteurs qui ne voudraient pas connaitre
les Distributions. . ’

Nous insistons cependant, au dela du cadre rmodeste de cet ouvrage, sur I’intérét
que présente cette théorie pour un naturaliste ou un technicien. Les phénoménes de
la nature, en effet, bien qu’ils existent indépendamment de I’homme, ne nous sont
Jamais connus qu’'a partir des résultats d’expérience, ou d’opérations technologiques.
De méme, une distribution n’est jamais connue « en sot », mais seulement pareon
action sur certaines fonctions de base @, qui représentent trés bien ces expériences
ou ces opérations technologiques. Il est souvent commode, et toujours instructif, par
~conséquent, de se représenter un phénomeéne naturel comme une distribution plutét
que sous la forme d’une fonction ordinaire.

Aprés avoir défini les mesures (A, 1), les distributions (A, 2) et les opérations
élémentaires, puis la dérivation (\, 3) et les passages a la limite (A, 4), on étudie
quelques exemples utiles (A, 5) et I’intégration d’ordre non entier (A, 7). L’accent
est mis sur la convolution (A, 6), les transformations de Fourter-Hankel (A, 8),
et les distributions de type positif (A, 9).

Faute de place, nous n’avons puw aborder les probléemes relatifs aux équations
de convolution (équations intégro-différentielles et aux dérivées partielles) pour
lesquels Uapport des distributions est fondamental, mais qui ne sont guére abordés
dans cet ouvrage.

Le lecteur qui ne connaitrait pas les distributions et ne voudrait pas s’y intéresser
pourra cependant se référer aux sous paragraphes 8-1 (transformations de Fourier-
Hankel pour les fonctions) et 9-1 (fonctions de type positif), dont les résultats sont
utilisés dans tout Uouvrage.

(1) L. Scuwartz, Théorie des distributions, Paris, Hermann, 1931 et Méthodes Mathéma-
tiques pour les Sciences physiques, Paris, Hermann 1961.
(3) I. M. GvevLranp et G. E. Currov, Les distributions, trad. francais, Paris, Dunod, 1962.
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1. — Mesures.

Cest souvent par une simplification abusive que 'on décrit certains
phénoménes par des fonctions de point. Par exemple, dans un milieu
gazeux, la notion de densité de matiere u(r) en un point z (de coordon-
nées ,, r,, x,) perd toute signification précise dés que 1'on descend 3
'échelle des particules élémentaires. Par contre, I'intégrale

(A1) Q=fvp.(x) dx

représentant la quantité de matiére contenue dans un volume V quel-
conque a toujours un sens, puisque chaque volume V contient effective-
ment une quantité définie de matiére. Plus généralement, si une masse
ponctuelle placée au point z exerce un certain effet physique (un potentiel
par exemple) caractérisé par une fonction ¢(z), 'effet exercé parla quantité
de matiére contenue dans V, symbolisé par lintégrale

(A,1,2) | o) ola) da
est une réalité, de sorte que I'intégrale 1-2 doit avoir un sens, méme si
la fonction u(x) n’est pas réellement définissable en tant que fonction de
point. En fait, il est clair que, si nous sommes capables de déterminer
la valeur numérique de (1,2) pour toutes les fonctions o(x) auxquelles
nous sommes susceptibles de nous intéresser, le fait que w(x) ne soit peut-
¢étre pas définissable en tant que fonction n’aura plus beaucoup d’impor-
tance. Lin réalité, le procédé méme qui nous permet d’attribuer un sens
a (1,1) ou (1,2) définit un otre mathématique nouveau, généralisant la
notion de fonction de point p(r), et qui porte le nom de mesure.

Précisons cette définition. Tout d’abord les fonctions ® ne peuvent
pas ¢tre Ltout a fait quelconques. Limitons-nous, en premier licu, a Pensemble
(ou espace) (C) des fonctions 9 possédant les deux propriétés suivantes :

— eclles sont continues;

— eclles ne prennent de valeurs différentes de zéro que dans un domaine
borné (i cela pres quelconque).

Nous dirons que nous avons défini une [onctionnelle 1. sur I'espace (C)
des fonctions ¢, si a toute fonction ®» appartenant & (C) nous sommes
capables de faire correspondre un nombre, que nous noterons L.(¢). Lorsque
L(¢) est réel pour toute fonection réelle ¢ de (C), "la fonctionnelle L
est dite réelle.

La fonctionnelle L est dite linéaire si, pour toutes fonctions P1, Po
de (C) et pour tout nombre complexe A on a:

g - \ Lo, + ?2) = L{g,) + L(‘Pz)
A1.3 ) v
(19 ILOw) = AL(p).

Enfin, elle sera dite continue, si, pour toute suite de fonction ®;, conti-
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nues et nulles en dehors d’'un méme domaine borné, convergeant unifor-

mément vers une fonction o de (C), les L(p;) convergent vers L(g).
Une mesure p est, par définition, une fonctionnelle linéaire continue

sur Vespace (C). Au lieu de (¢), on écrit souvent (intégrale de Stieltjes)

fcpdp..

On démontre que les mesures n’agissent pas seulement sur l'espace
(C) mais sur ’ensemble plus vaste des fonctions dites boréliennes (1) nulles
en déhors d’un domaine borné. Le volume V, qui intervient dans 'expres-
sion (1,1), peut étre défini & l'aide d’une fonction k(z), dite caractéris-
tique (2), égale a 4 1 lorsque le point z appartient a V, et & 0 dans
le cas contraire. Une telle fonction k(z) est borélienne, non seulement
pour les volumes géométriques usuels, mais pour des ensembles de points
beaucoup plus généraux (ensembles boréliens). L'« intégrale » (1,1) doit
étre remplacée par I'écriture plus rigoureuse suivante

Q=) = [ ka)dp -

Et, de la méme maniére, (1,2) est remplacée par I'expression

wke) = f k(z)e(z) du

qui a un sens précis pour toute fonction ¢ continue, ou mcme borélienne.
Cette notion de mesure est une généralisation naturelle de la notion de

fonction, en ce sens qu'a toute fonction f(z), pourvu qu’elle soit sommable

sur tout ensemble borné, correspond une mesure [ bien définie par:

(A,1,4) flo) = f f(x)p(x) dz.

On notera cependant qu’a deux fonctions égales presque partout cor-
respond une seule et méme mesure, de sorte que la donnée de la fonction-
nelle (1,4) ne définit une fonction f qu'a un ensemble de mesure nulle prés.

Support. — On appelle support d’une fonction continue ¢ le plus
petit ensemble fermé contenant tous les points ot @(z) est différent de 0:
La fonction ¢ est identiquement nulle dans le complémentaire de son
support.

De méme on appeile support {3) d’une mesure le plus petit ensemble
fermé tel que u(g) soit nul pour toute fonction ¢ dont le support est

(1) « On appelle tribu borélienne le plus petit ensemble de fonctions qui contienne toutes,
les fonctions continues et ne puisse contenir une suite convergente de fonclions sans contenir
aussi leur limite ». (L. ScHWARTZ).

(2) Cest la terminologie ensembliste. Dans cet ouvrage, nous désignons aussi la fonction
k(z) comme la variable régionalisée géometrique associée au volume {ou a 'ensemble) V.

(3) Dans le présent ouvrage, le terme de support est réserve aux fonctions ¢ (fonctions
de prélevement). Pour les mesures et les distributions on parle plutot de champ {(champ
géometrique d’une régionalisation).
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contenu dans son complémentaire: Autrement dit u(p) est nul lorsque
les supports de 1 et de ¢ ne se coupent pas.

L’espace (C) est I'ensemble des fonctions continues a support borné.
Si une mesure est a support borné, elle agit non seulement sur les fonctions
¢ de (C) mais sur toutes les fonctions continues (& support quelconque),
en particulier sur la fonction ¢ constante et égale 4 I'unité dans tout

Pespace. Dans ce cas, I'intégration f dy étendue a tout Iespace existe

donc, et la mesure u est dite sommable.

Mesure de Dirac. — On appelle mesure de Dirac  la mesure définie par
(A4,1,5) . 8(¢) = (0).

Le support de cette mesure se réduit 4 un seul point, qui est I'origine 0 des
coordonnées. C’est une mesure sommable, de somme égale a4 'unité. Dans
Poptique intuitive de 'équation (1,1), elle correspond & une masse ponctuelle
unité placée en 0. La « densité » est partout nulle, sauf a 'origine, ou elle

est infinie. La quantité de matiére fS(x) dr est égale 4 1 ou a 0 selon
‘Y

que V contient, ou non, 'origine des coordonnées. On écrit souvent (1,5)
sous forme symbolique, comme si § était une fonction :

[ 3@e(@) dz = 9(0).
De méme, on désigne par 3, la mesure définie par

3,(9) = 9(y).

Elle correspond a une masse ponctuelle unité placée au point y, et on
écrit symboliquement 8(xr —y) au licu de 3,, et:

3 — yota) dz = o).

Mesures positives. — Unc mesure u est dite positive si u(p) est positif
ou nul pour toute fonction ¢ non négative. Toute mesure réelle est dif-
férence de deux mesures positives.

Les fonctions de répartitions du calcul des probabilités sont en réalité
des mesures positives sommables, de somme unité.

2. — Distributions.

2.-1. — Généralités. — Nous avons défini les mesures comme fonction-
nelles linéaires continues sur Iespace (C) des fonctions continues a sup-
port borné. On désigne par (C’) Iespace des mesures, et on dit que (C')
est le dual de (C). La méme définition peut &tre appliquée a des espaces
de fonctions autres que (C). Ainsi, si 'on impose aux fonctions de bases ¢
des conditions plus séveres que d’dtre continues et i support borné, par
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exemple des conditions de dérivabilité, on voit que I'on peut introduire
des étres mathématiques nouveaux qui généraliseront les mesures de la
méme maniére que les mesures généralisaient les fonctions localement som-
mables. Ces étres sont les distributions.

11 faut bien voir qu'une distribution T n’a pas d’existence en soi, mais
seulement pour un ensemble défini (ou espace) de fonctions de bases ¢. On
dit, en langage mathématique, que T est définie sur cet espace de fonctions
@. Une fonctionnelle T n’est pas autre chose qu'un procédé (quel qu’il
soit) qui permet d’associer une valeur numérique T(@) a toute fonction
de base ¢. De la méme maniére, d’ailleurs, une fonction usuelle f n’est
pas autre chose qu'un procédé permettant d’associer une valeur numérique
f(x) & tout point z de I'espace usuel. Si I'on interpréte ¢ comme un
point de l'espace des fonctions de bases, la fonctionnelle T(p) apparait
comme l'exacte généralisation de la fonction f(z).

L’ensemble (ou:espace) des distributions T définies sur un espace de
fonctions de base ¢ s’appelle le dual de I'espace des fonctions de base.
11 faut bien voir que plus I'espace des fonctions de bases est compréhensif,
plus P'espace dual des distributions est restreint. Il existera relativement
peu de fonctionnelles capables d’agir sur des fonctions a peu prés quel-
conques. Par exemple, seules les mesures agiront sur les fonctions continues
(ou, plus généralement boréliennes). Au fur et a mesure que I'on impose
des conditions plus sévéres aux fonctions de base ¢ (par exemple, d’étre
dérivables une fois, deux fois... ou indéfiniment dérivables) on voit
surgir, a I'horizon des distributions, des étres nouveaux, de plus en plus
généraux.

La relation d’inclusion est la suivante : si un espace ; de fonctions est
un sous espace de @, l'espace &' des distributions définies sur G est
un sous-espace de I'espace des distributions @; définies sur ©,: Autre-
ment dit, si toute fonction de %, fait partie de G, toute distribution de
%' fait partie de 6. ' '

Ainsi toute fonction indéfiniment dérivable (espace D) est une:fonc-
tion continue (espace C). Il en résulte que toute mesure (espace Ch
est une distribution de P'espace (?') que nous allons définir, tandis qu’en
général une disfribution T quelconque de D’ ne sera pas une mesure:
T(p) n’existera pas pour une fonction ¢ continue quelconque, mais
seulement pour une fonction ¢ indéfiniment dérivable (de ).

D’une maniére générale, étant donné un espace () de fonctions, on
définit Despace de distributions (%'), dual de (&) comme l'espace des
fonctionnelles linéaires continues sur (G). Autrement-dit, T est une dis-
tribution de (&') si:

1. — A toute fonction ¢ de & on sait faire correspondre un nombre
T(e) -

2. — On a les relations de linéarité:

(A,2,1) T(o, 4+ @2) = T(e,) + T(92)

T(2p) = AT()-



«asVaVavad da <A

3. — Si une suite de fonctions ¢; de (%) converge vers une fonction
¢ de (B) les T(p;) convergent vers T(e).

Cette définition ne prend un sens précis que si 'on définit exactement
ce que I'on entend par suite des fonctions g convergeant vers une fonc-
tion ¢, c’est-a-dire si 'on munit I'espace () d’une convergence.

Notation symbolique. — On écrit souvent, de maniere purement sym-
bolique, mais parlante :

fT(x)cp(x) dr au lieu de T(p).

2.-2. — Les espaces (D) et (?'). — On dit qu’une fonction ¢ appartient
a l'espace (D) si elle est indéfiniment dérivable et a support borné. Les
fonctions usuelles ne répondent pas, en général, a cette définition: on
exige, en effet, que ¢ soit identiquement nulle en dehors de son support
borné, et en méme temps qu’elle admette des dérivées de tous les ordres
en tout point, y compris a la frontiére de son support.

Comme exemple simple de fonction de (), citons la fonction s(z)
définie par L. Scuwartz de la maniére suivante :

Fs(z) =0 pour r > 1

s(x) = exp| — ! our r -1
(A,2,2) = ©Xp 1 — p2 p ~

(r:lx[:\/xf+x§+ —+—x';}).

A partir de cette fonction s(x), il est possible de construire des fonc-
tions de (1) aussi peu différentes qiic I'on veut de toute fonction ()
continue a support borné. Le procédé consiste a régulariser [ par la fonc-

. z . S .
tion S<——‘)» a ¢tant une constante arbitrairement, petite : Posant

a
G ='fs ( :‘;) dr = a"j.s(mf) dx
(

le produit de convolution
y - 1 r £
\.,.3’-3 €r) — — —_— L= A
(A.23) o) = ¢ [fe—2s( 2 )

définit une fonction ¢ de () « approchant » [ d’autant micux que «
est plus petit.

Pour définir I'espace (D) des distributions, nous devons munir (‘9)
d’une convergence. Nous dirons qu'une suite ¢; de fonction de (D) con-
verge vers une fonction ¢ de (9) si:

1. — Les supports des ¢; restent tous contenus dans un méme domaine
borné,

2. — Les ¢; et leurs dérivées convergent uniformément vers ¢ et
ses dérivées.

LN e e e e 2
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Une telle convergence est sévere, puisqu’elle n’intéresse pas seulement
les fonctions ¢; mais aussi chacune de leurs dérivées.

Les fonctionnelles linéaires continues sur (9) au sens de cette conver-
gence constituent I'espace de distributions (9'). C’' est l'espace de dis-
tributions le plus général possible. Lorsque l'on parle de distributions,
sans préciser, 1l s’agit de distributions de (9’).

Le support d'une distribution se définit exactement comme celui
d’une mesure. Un sous espace de (9D') souvent utilisé est lespace (&)
des distributions a support borné. On montre que (') est le dual de Despace
(6) des fonctions indéfiniment dérivables a support quelconque (borné ou

non) : les distributions & support borné sont fonctionnelles linéaires conti-
nues sur (8).

2.-3. — Addition et multiplication des distributions. — L’addition de
deux distributions T, et T,, la multiplication par un scalaire A se défi-
nissent sans difficulté par les relations

(T1 + Tz)(@) Tl(CP) + T2(<P)
A24
(A,24) (T)(@) = NT(e)]

qui font de (9') un espace vectoriel.

La multiplication de deux distributions n’est pas possible dans le cas
général, mais une distribution T peut étre multipliée par une fonction
f(x) vérifiant des conditions de régularité suffisante. La distribution fT,

symboliquement, agirait sur une fonction de base ¢ de la maniére sui-
vante :

[To) = [ [@T(@)e() dz.

Cette écriture symbolique a un sens si le produit [(z)p(z) appartient
au méme espace que la fonction de base ¢. Par exemple, si T appartient
a ('), il faut que f(z) p(x) appartienne & (D) quelle que soit la fonction
¢ de (D): il en est ainsi si f est indéfiniment dérivable (a support quel-
conque), c’est-a-dire appartient a (). Lorsque cette condition est réa-
lisée, le produit fT est défini par la relation

(A,2,9) (FT)(e) = T(fo).
2.-4. — Translatée et Transposée d’une distribution. — La translatée
7,f parun vecteur A d’une fonction ordinaire f(x) est la fonction f(x — )
Thf: f(x_h)

Si f est localement sommable, donc définit une distribution f, sa trans-
latée f(x — k) définit également une distribution :

wfte) = [ fle — o) &z = [ fryele + b da.

MAaTuERON. 17
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En changeant = en z + A, on voit que f(x — k) agit sur ¢ comme
f(x) sur o@(x 4+ k). Cette définition est transposable aux distributions:
La translatée t,T est la distribution qui agit sur ¢@(z) comme T sur
e(z + k), soit

(A?276) ThT(<P) = T(T—htp)'
En notation symbolique, on écrira

. = T(x — h).

De méme, la transposée fV d’une fonction f(z) est la fonction f(— z).

En tant que distribution, elle agit sur ¢(r) comme f(z) sur o(— z),
ca on a:

[ =5 dz = [ fe)o—a) da.

v, -
La transposée T d’une distribution quelconque se définira done par:

et on notera, symboliquement
(A,2,7) T(x) = T(— 2).

2.-5. — Pseudo-fonctions, et régularisation des intégrales divergentes. —
Parmi les fonctions f(x) usuelles, seules les fonctions localement som-
mables  (sommables sur tout ensemble borné) peuvent étre identifiées a
des distributions :

[lp) = / f(x)p(x) dz.

: : 1
Des fonctions aussi usuelles que -, cependant ne sont pas som-
r

mables au voisinage de certains points singuliers (z = 0, pour -},
o, x
I'intégrale

(A,28) [ o @

t — 20 x

¢tant divergente dans I'espace a 1 dimension. Ce endant, les expressions
P ; P

/(‘)“ o(z) —;P(~ L) gr — h:(l) [[; fp_il‘_ dr + .f:m c?%i) dx]

ont un sens pour toute fonction o de (D): elles définissent, pour ces
fonctions ¢, une fonctionnelle linéaire et continue, donc une distribution
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particuliéere, appelée v.p. —i— (valeur principale) ou P.f. % (pseudo-fonction).
Cette pseudo-fonction — qui est une distribution — ne peut absolument,

pas étre identifiée a. la fonction 1. Mais, agissant sur une fonction
o(z). telle que . T '
¢(0) =0

pour laquelle I'intégrale (2,8) a un sens, elle donne la méme valeur numé-
rique que cette intégrale, de sorte qu’on a, dans ce cas

1ioy= [~ 2@
‘v.p. o (9) = e dx.

On peut dire, si I'on veut, que cette pseudo-fonction coincide avec la fone-
tion % en dehors de l'origine.

Plus généralement si une fonction f(x) présente a 'origine une singu-
larité telle que zmf(x) soit localement sommable pour un entier m conve-
nable, sans que f le soit elle-méme, I'intégrale

[ oo+ [ )] st — e —ze0)— - — 22O |tz + [ fy

est convergente pour toute fonction ¢ de (D). Elle définit une fonction-
nelle linéaire et continue, donc une distribution, qui est la pseudo-fone
tion f(x): Cette pseudo-fonction — qui est une distribution — ne coincide
avec la fonction f(z) qu’en dehors de I'origine.

Il existe un autre procédé de définition des pseudo-fonctions, et de
régularisation des intégrales divergentes, fondé sur la méthode des pro-
longements analytiques. Par exemple, & n dimensions, la fonction r?,
avec

r=vVael+a+ - + 2

définit une distribution pourvu que la partie réelle de A soit supérieure a
—n

R.A) >—n
car 'intégrale

ri(e) = [rkcp(z) dz

est convergente. Considérée comme fonction de la variable complexe A,
I'expression r*(¢) est une fonction analytique, et peut, & ce titre, étre
prolongée dans le plan complexe. On montre que ce prolongement analy-
tique existe pour toutes les valeurs de A, sauf les valeurs entiéres néga-
tives —n, —n—2, —n—4 ..., quisont des pdles. Ce prolongement
définit une fonctionnelle linéaire, dont on montre qu’elle est continue,
c’est-a-dire une distribution (pseudo-fonction) r*.

Ces pseudo-fonctions sont trés importantes dans les applications. on
elles permettent souvent d’éviter de délicates discussions de convergence.
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3. — Dérivations des distributions.

3.-1. — Définition. — Dans l'espace & une seule dimension, si une fonc-
‘tion f(z) continue posséde une dérivée continue f'(z), cette dérivée peut
étre définie, en tant que distribution, par la formule

re) = [ @l dz.

Faisant une intégration par parties, et tenant compte du fait que o(z),
qui appartient a (D), s’annule a linfini, on obtient:

e) = [@elan? . — [ [t ds = — [ ') do

Comme ¢’ appartient aussi & (1), on voit que la dérivée f' peut étre
définic comme la distribution qui agit sur @, au signe pres, de la méme
maniére que [ agit sur @', soit:

f'(e) = —[().

Sous cette forme, la définition de la dérivée se généralise & une distribution
quelconque. Par définition, la dérivée d’une distribution T est la fone-
tionnelle T’ telle que l'on ait:

(A,3,1) T'(¢) = — T(@)-

Cette fonctionnelle est lincaire. Llle est aussi continue, car siune suite
p; de fonctions de base tend vers une fonction de base @, les dérivees
¢! tendent vers ¢’ (par suite de la définition méme de la convergence
dans 9), et, comme T est continue, (par définition des distributions)
T(p!) tend vers T(e). La fonctionnelle T’ est done elle méme continue :
¢’est donc une distribution.

Ainsi, toute distribution T est indéfiniment dérivable, et ses dérivées
successives sont des distributions.

La définition (3,1) se généralise sans difficulté a Pespace 4 n dimen-

sions, et aux dérivées partielles d’ordre quelconque m = m, 4oy A My
(\’"T o Oher
(A32) b (o) = (= DMT( 2T )
ozt L oxg LTyt
Par exemple, le laplacien
2 2
, O O
A= N B
Ly (\_,;-”

Jd’une distribution T est la distribution AT definie par:

(A.3.3) AT(o) = T(Ao).
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Lorsque le produit o«(x)T d’une distribution T par une fonction
a(x), qui est alors obligatoirement dérivable au sens usuel, est définie
(parag. 2,3), la régle habituelle de dérivation des produits s’applique

(A,3,4) o(aT) _ T | dap
O.Z',: Oxi 0.’13;
3.-2. — Dérivées des mesures de Dirac. — Comme toute distribution,

la mesure de Dirac 8 est indéfiniment dérivable, et ses dérivées succes-
sives sont des distributions. A une seule dimension, la dérivée 3™(z) est
la distribution définie par:

(A7315) Sm((P) = (— 1)mcp(m)(0)

soit en écriture symbolique:

f+ % som(z)p(z) dz = (— 1)me™(0).

o

De méme, & n dimensions et en écriture symbolique :

(A,3,6) IM o(z) dr = (— 1ym __ﬂ@l,_.
dxt ... oxpn oxt ... dagn

Ces distributions sont d’un usage constant en Mécanique Quantique,
calcul dit symbolique des électriciens, etc... Leur support se réduit a un
point. On démontre, réciproquement, que toule distribution a support
ponctuel est combinaison linéaire de la mesure de Dirac et de ses dérivées
successtyes.

3.-3. — Dérivées des fonctions localement sommables. — Considérée en
tant que distribution, toute fonction localement sommable est indéfiniment
dérivable au sens des distributions, méme st elle n’admet pas de dérivées au
sens usuwel. Mais il faut bien voir que ses dérivées usuelles, si elles existent,
ne coincident pas nécessairement avec ses dérivées au sens des distribu-
tions.

Considérons, par exemple, la fonction d’Heaviside Y(z), dans I'espace
4 une dimension, définie par

- \Y(z) =0 pour z <0
A3, )
(8,3,7) IY(z) =1 pour z > 0.
La dérivée au sens usuel Y'(x) est partout nulle, sauf & lorigine ou
elle n’est pas définie. Au sens des distributions, on trouve
42

Y'(p) = — Y(¢') = — Y(z) o' (z) dz = ¢(0).

—c0
De sorte qu’au sens des distributions la dérivée Y’ est la mesure de Dirac:

(A,3,8) Y' =3.
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De méme, toujours a 1. dimension, soit une fonction f(zx) dérivable
et continue, ainsi que ses dérivées, jusqu’a un certain ordre, en tout point
sauf a l'origine z = 0, mais telle que ces dérivées admettent en z =0
une limite a droite et une limite & gauche, ft™(+ 0) et f“"(—0). En
désignant par S,, le saut de la dérivée d’ordre m

Sp = {f™(+ 0)} — {f*(—0)}

et en notant {f™(z)} les dérivées successives au sens usuel (qui sont des
fonctions continues, sauf en z = 0), les dérivées fU™ au sens des distri-
butions sont données par :

S ={f"(@)} + S8

............................................

Dans l'espace a n dimensions, on a des résultats analogues, qui per-
mettent, entre autres, de retrouver trés naturellement la formule de Green.
Mentionnons seulement ici que le laplacien de la fonction 1/r*~2 (ou
logr si n=2), nul au sens usuel, sauf a I'origine ou il n'est pas défini,
est donné, au sens des distributions, par:

n

2
(A,3,9) Al = n—2 s
r (2
(%)
et, pour n = 2 (cas du plan)
(A,3,10) Alog r = 2n3.
Par exemple, pour n =3, on a A : = —4nd.  De telles relations

sont utiles dans la théorie des potentiels harmoniques.

4. — Passage a la limite.

Par définition, on dit qu'une suite de distributions T; converge vers
une distribution T si, pour toute fonction de base ¢ de (1), les nombres
T,(¢) convergent (au sens usuel) vers le nombre T(p). De méme, on dira

ps
que la série \1 T; de distributions converge et a pour somme la distri-
=
bution T si les sommes partielles ET‘- convergent vers T, au sens qui

m

t==1
vient d’étre défini, lorsque m tend vers I'infinl.
On démontre alors le résultat suivant : si une suite de distributions T,
est telle que. pour toute fonction ¢ de (D), la suite numérique T(e)
ait une limite au sens usuel, la suite T; converge vers une distribution T.
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De méme, si pour toute fonction ¢, la série ZT,»(cp) est convergente,

i

la série 2’1} converge vers une distribution T. (Il est clair que la limite

i
de la suite ou de la série des T,(p) définit une fonctionnelle linéaire sur
(9). On montre, ce qui est beaucoup moins évident, que cette fonction-
nelle est continue). -
On établit également la continuité de la dérivation: Si une suite (ou
une série) de distributions T; converge vers une distribution T, la suite
(ou la série) dérivée T/ converge vers la dérivée T de T. (En effet,

pour une suite T; par exemple, T/(¢) = — T;(p’) converge vers

— T(p") = T'(e):

cela résulte de la définition de la dérivation, et du fait que si ¢ appartient
a (9) il en est de méme de o). ~
Ainsi, on a toujours le droit de dériver terme & terme une série convergente.
Et la série obtenue est toujours convergente : la théorie des distributions
parvient ainsi a donner un sens a de larges catégories de séries, qui divergent
au sens de l'analyse ordinaire. Par exemple, pour que la série trigono-
métrique
400

(A74’1) : 2 ake”“c

)

soit convergente, il suffit que les coefficients «, soient majorés, en module,
par une expression de la forme Akm™ (A constante, m entier). En effet,
les séries

20 el

By ik et V' (— 1)mH2 a—k P
km+2 km+2
1 1

convergent uniformément, de sorte que leur somme est une fonction conti-
nue. En dérivant m + 2 fois, terme & terme, on obtient des séries conver-
gentes de distributions, dont la somme ne différe de (4,1) que par une cons-
tante.

Par exemple, on démontre la relation

-+ 0 : o
4 N 2imhe — N Xr — &
(Aaiaz) }_J euTIE = | Z 3(x k).
i=—o = -

Une telle série représente des masses unités disposées en tous les points
d’abscisses entiéres. Appliquant cette relation & une fonction de base ¢
dont la transformée de Fourier ¢ est donnée par

(I‘J(l.t) = ‘/‘ @(x,)e“%filhc dx

—_—0



RAPPEL SUR LES DISTRIBUTIONS 269

5.-2. — Distributions x)|x* etc. — Par définition, nous appellerons
z) la distribution
(A,5,4) .’L‘}_ = P()\ + 1)Y)‘+1

qui coincide avec la formation monome ordinaire pour R,(\) > 0. Sa
transposée sera désignée par z}:

(A55) @ =T+ )Y,y = T + DY, (— 2).

Ces distributions sont définies pour toutes valeurs de A, sauf les entiers

négatifs (I'(— m) étant infini). En A = —m, la fonction de A définie
(m—1)

par z\(p) présente un pole en N m de résidu H. tandis

que z* posséde le méme péle en A = —m, mais avec le résidu

— 11 €m0
(m—1)!

On introduit aussi les deux distributions, symétrique et antisymétrique :

|z|* = ) + 22

A5,6
(4,5,6) {1z|* Sgn x = ) — 2.

(le sigle Sgnx se lit: signe de x). |z|* n’a de poles que pour A = —1,
-— 3, etc..., car pour un entier pair les résidus de x% et z* sont opposés.
De méme, |z|* Sgnz n’a de péle que pour A entier négatif pair. On en
déduit la définition de la distribution z=" (n entier quelconque):
sx—2m — le—2m

(A,5,7)

(‘I—zm—l — le—2m—1 Sgn .

La fonction log |z|, localement sommable, définit une distribution, dont

les dérivées successives permettent de retrouver la distribution z=* intro-
duite en (5,7)!
/

ay
(4,5.8) iz 81 =

( (Z:" log lx] = (—1)" Y (n—1)! x™

5.-3. — Distribution r*. — Dans l'espace a n dimensions, le Laplacien
(au sens usuel) de la fonction r* est donné par

(A,5,9) Art = AA 4+ n— 2)r -2,

Cette relation subsiste au sens des distributions, & condition de remplacer,
le cas échant (c’est-a-dire quand R,(A) < —n) la fonction r* par la
distribution pseudo-fonction qui la généralise. L’application réitérée de
(5,9) permet d’obtenir toutes ces pseudo-fonctions & partir des fonctions

r pour lesquelles R,(A) > — n, sauf toutefois pour les valeurs entiéres
)\z—n, —n—2, —',l—‘/‘*...
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La distribution f,, qui se déduit de r* par

_A
(A,5,10) f, = #__,.x

vérifie I'équation.
(Aa5711) AfA = )‘f).—2

Elle est définie méme pour A= —n, —n—2.... Pour ces valeurs,

on retrouve les mesures de Dirac et leurs Laplaciens. De (3,9), on tire
~ directement

(AR

| r(3)
(A,5,12) -< : .

ok _
, f—n—lk = (_ l)l‘ f2 zn m* A
o+
6. — Convolution.

6.-1. — Convolution pour les fonctions. —  Le produit de convolution

f* g de deux fonctions f(z) et g(x) est défini par

MG [rg= [ fo—2 g dE= [ [©) g —2)d

I ’a de sens que si [ et g vérifient des conditions convenables de
sommabilité. St f et g sont localement sommables; le produit de convo-
lution a toujours un sens si 'une des deux fonctions a un support borné,
ou encore, dans 'espace a une seule dimension, lorsque [ et g sont iden-
tiquement nulles pour = < 0: dans ce dernier cas, la convolution s’écrit

(AG2) [#+g= fo i — ) g&) dE = fo " 1E) glo — ) €&

Le produit de convolution est commutatifl (f* g = g+ f) et associatif.
Si Pon considére f et g comme des distributions, on voit que f=* g
agit sur une fonction de base ¢ selon la formule
fgo f[r—a o(r) df dx
(A,6,3)
_ff o5 + n) d& d.

Autrement dit, fx g agit sur o(x) comme f(r)g(y), considérée
comme fonction de I'espace a 2n dimensions, le fait sur (p( -+ y).
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6.-2. — Produit tensoriel de deux distributions. — La.notion de fonction
f(x)g(y) considérée comme fonction de I'espace a 2n dimensions (espace
des points définis par.les 2n coordonnées z, ... z,yy,) sétend aux dis-
tributions. On appelle produit tensoriel de deux. distributions S et T
définies dans des espaces a n, et n, dimensions respectivement, et on note
S x T, une distribution de l’espace a .n, + n, dimensions (espace des
points de coordonnées =z, ... x,,,,., ) agissant sur les fonctions de bases
de la forme o,(z)@,(y) selon la formule

S X T(9192) = [S(e1)][T(e2)]-

On démontre qu’une telle distribution existe et est unique. Elle agit sur
toutes les fonctions de base, o(x, y), et non pas seulement sur les fonctions
de la forme o@,(x)py(y). »
Par exemple, si 'on note 1(z,) la fonction de la variable z, identique
a I'unité, une distribution, ou une fonction, indépendante de z, se met
sous la forme: '
Hzy) X Ty ... ).

Une telle distribution agit sur o(z,z, ... z,) comme T sur la fonction
des n — 1 wvariables z, ... x, définie par

o
f oz, 2y ... x,) dz,.

—_—

En ce qui concerne les dérivations, on a la régle évidente:

O sy % T = | 5@ | x| 1o |
0x,0Y ; Ox; oY ,

et, pour les mesures de Dirac

(A,6,4) 3(xy) X d(xy) - X (zx,) = 8(xy, Ty ... T,).

6.-3. — Convolution des distributions. — Le produit de convolution de
deux distributions S et T de I'espace & n dimensions est la distribution
S+ T qui agit sur ¢@(r) de la méme maniére que le produit tensorie
S x T le fait sur ¢(xr + y) dans I'espace a 2rn dimensions.

(A65) SxTlg) =S x Tolz + 9] = | 5) T el + 9) do dy.

Cependant, en général, o(x + y) n’appartient pas au méme espace de
fonctions que ¢@(x). Par exemple. si ¢ est a support borné dans I'espace
a n dimensions, le support de o(x + y) dans I’espace a 2n dimensions
n’est pas borné. Le produit de convolution n’existe donc pas toujours.
Mais il existe au moins dans chacun des deux cas suivants.
— Pune des deux distributions a un support borné (appartient a &');
— les deux distributions ont leur support dans le quadrant

x,0 o0z, =0,

n =
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On définit, de méme, le produit de convolution d’un nombre quelconque de
distributions : par exemple, R*Sx* T agit sur ¢ comme RxSxT
sur ¢(z + ¥ + 2). Un tel produit a un sens, notamment, si toutes les dis-
tributions, sauf une au plus, ont leur support borné, ou encore si elles ont
toutes leurs supports dans le quadrant positif.

Le produit de convolution (quand il existe au sens de la définition ci-
dessus) est associatif et commutatif:

3 SxT=TxS

La mesure de Dirac 3, ou I'une quelconque de ses dérivées D3, ont
un support ponctuel. La convolution 8 % T ou D3 « T existe donc pour
toute distribution T. On a

(A7) 38 *T=T

D3« T = DT.

La convolution par & est lopérateur unité. La convolution par D3 est
Popérateur de dérivation D. De (6,6) résulte que pour dériver S* T, il
suffit de dériver soit S soit T

(A68 DES*T)=DsxS*T =DSxT=5%DT.

De méme, la convolution par §, = 8(z — k), mesure de Dirac au point
h, n'est pas autre chose que la translation par le vecteur h

(A,6,9) 8, * T =1,T =T(x—h).

Enfin, le produit de convolution d'une distribution quelconque T par
une fonetion o indéfiniment dérivable est une fonction indéfiniment
dérivable, dite régularisée de T par a«. On oblient cette fonction en

faisant agir T sur afr —£), conformément i la notation symbolique.

(A,6,10) (T % o)(2) = [ TE) ale — ) de.

En ce qui concerne la continuité de la convolution, citons le résultat sui-
vant: Si une suite de distribution T, converge vers T, T;* 5 converge
vers T xS au moins dans chacun des trois cas suivants:

— Les T, ont leur support contenu dans un méme ensemble borné.

— S a un support borné.

— Les T, et S sont bornés d’'un méme coté (par exemple, ont toutes
leurs supports dans le quadrant positif).

Si au lieu d’une suite T, onaune distribution T, dépendant d’un para-

. . . OT, . .

métre A continu tel que la dérivée -—* existe, on a, au moins dans les
. A . [}

trois mémes circonstances : X

(A.6,11) DT, 8 =2 s,
OA ) OA
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ExempLE. — Dans I'espace a trois dimensions, le potentiel newtonien
engendre au point (z,2,z;) par une densité de masse w(€,BqE5) est donné
par

A6,12 = W& EEs] dE; dEy dtg
( 17 ) 271-’172373 f‘/f‘/ —El i (xz_gz)z n (xs _Es)

Ce qui s'écrit plus commodément sous la forme

1
U _ ‘.L * 70
Prenons le laplacien :

AU:AS*U=—A8*M%=_MA%,

Compte tenu de (3,9), on obtient '’équation de Poisson

(A,6,13) AU = 4my.

Inversement, si 'on cherche une solution de (6,13), il suffit de faire la
convolution par 1 des deux membres de cette équation pour retrouver
r

(6,12). La solution générale s’en déduit par addition d’une fonction f
harmonique quelconque (Af = 0).

7. — Intégration et dérivation d’ordre quelconque.

7.-1. — Convolutions des distributions Y,. — Cherchons, en premier
licu, le produit de convolution Y, %Y, lorsque A et p ont leurs parties
réelles positives. Sous la forme (6,2), on a:

e e A
oY= i T

En posant £ = zt, et en utilisant la formule (B-10) de l'annexe B, il
vient :
phte—l

FM ().

xl-}-U -1

r—1 —tyu-—1 —_—
[ot (==t Ty + w)

Y)‘ * Y!J. =
D’ou le résultat
(A1711) Y}. * Yp. = Y)\+g1.

qui s’étend aux valeurs quelconques de A et w pour les distributions Y,
par suite de I'unicité des prolongements analytiques.

7.-2. — L’intégration d’ordre \. — L’intégrale de Cauchy:

L e —ar = | [ [T ey ey

000
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donne la n®"* primitive d’une fonction g(x), définie pour z >0, sous
la forme d’une intégrale simple, qui n’est autre que le produit de convolu-
tion g xY,. Pour A quelconque, et une distribution T a support contenu
dans la demi-droite z > 0, on définit I'intégrale d’ordre A par le produit
de convolution g * Y,. De (7,1), on déduit que deux intégrations succes-
sives d’'ordre A et p sont équivalentes 4 une seule intégration d’ordre
At ‘
Yox Y, «T = Y4, +T.

Lorsque A est un entier négatif —m, (5,3) et (6,7) montrent que I'on a:

) d~T
Y_,*T=8*xT = T
L’intégration d’ordre — m n’est pas autre chose que la dérivation d’ordre

m. On définit la dérivation d’ordre quelconque par la formule

il L

dx*

Cest 'opération inverse de lintégration.

8. — Transformations de Fourier et de Hankel.

8.-1. — Transformations de Fourier pour les fonctions. — L.a transformée
de Fourier Ff d’une fonction f(z) de la variable ordinaire x (1 seule
dimension) est donnée par

(A,8,1) Ff = g(n) = /“Hn f(x)e—%7ur (g,

La transformation conjuguée (ou inverse) F donne la formule de
réciprocité

(A,8,2) Fg = f(x) = [ ) g(u)e?™ur du,

-7

La dérivée " de f a pour transformée 2imu g(u). Plus généralement,
on a:

\ Ffm = (2imu)mg(u)

[ f(x)] = :;LT 2m(w).

(A,8,3)

Si I'on remplace = par Axr (A nombre réel non nul) on a

(A84) O i%g<i>‘
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Désignant par fl () = f(—z) la transposée d’une fonction f, par f la
fonction complexe conjuguée, et par flx) = f(—z) la conjuguée trans-
posée (ou hermétique conjuguée), on a

=511

(A,8,5) g = Ff = 9f
§=3f=9df.

Citons encore la formule de Plancherel-Parseval
) + +-00
T = [ 1wz d
(A,8,6) Y L T e
@@ dr = [ gy gylu) du

et la formule sommatoire de Poisson [cf. A(4,3)].

Dans Pespace 4 n dimensions, on a des résultats semblables. En écri-
vant z aulieu de (z;, ... z,), u aulieude (u, ... u,), en désignant par
dr et du les éléments de volumes, et par uz le produit scalaire

Ur = U,y + UsZy + -+ + 0,2,

on a

g0 = 9 = [ f@e-sme de
(A,8a7) ‘

L

-

flx) =Fg = [g(u)ez"""” du.

La formule (8,3) se généralise aux dérivées particlles. Avec

m=my 4 oo+ m,
on a, par exemple,

A8 T g | = @ gt
LV S AL n
La formule (8,4) devient
) u
A 8 ,“" —_ —— O — .
(4.89) 1020 = e )

Les formules (8,5), (8,6) et la formule sommatoire (4,3) s’appliquent encore.
Un cas particulier intéressant est celui des fonctions isotropes. Posons:

r=va + - + 2}
o =vVu:+ - + u

Une fonction isotrope est de la forme f(r). Sa transformée de Fourier
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g(p) est également isotrope. Les intégrales multiples (8,7) se raménent a des
intégrales simples:

710 = gle) = 200"~ [7rds, | Gen) (1) 4
(A,8,10)

(.TR[g )= f(r) = 2rr' " f sz L (2mer) g(p) dp

J

n __ldésigne la fonction de Bessel d’ordre % — 1 (Annexe C). On écrit
2
F, pour rappeler qu'il s’agit de la transformation de Fourier dans I’espace
a n dimensions. Si f(r) et g(p) sont considérées comme des fonctions d’une
seule variable (rou ), &, représente la transformation de Hankel d’ordre
n, et se généralise & des valeurs non entiéres de n.

— La propriété la plus importante de la transformation de Fourier est
quelle transforme un produit de convolution en produit ordinaire:

(A,8,11) I(f1 * foal = [FDIT(f)] = 818

On le voit sans peine en appliquant (8,1) a (6,1), et ce résultat est vrai aussi
dans l'espace 4 n dimensions.

Naturellement, ces diverses formules ne peuvent pas étre appliquées a
n’importe quelle fonction f(z).

St f(r) est sommable, g(u) existe, est une fonction continue de u,
et tend vers 0 & Pinfini. Mais g(u) n’est pas nécessairement sommable,
et la formule réciproque (8,2) ne s’applique pas en général.

[ est & variation bornée, g existe, est continu (saufl en u = 0)
et tend encore vers 0 4 I'infini.

f est une fonction de carré sommable, il est possible de donner un
sens & g = Ff, qui est alors également de carré sommable, et la formule de
Plancherel (8,6) s’applique.

En ce qui concerne (8,3), on montre que si f est m fois dérivable,
et sommable ainsi que ses m dérivées, w”g(u) est bornée. De méme,
si z"f(x) est sommable, g(u) est m fois dérivable et g™ est borné.
Autrement dit, la transformation de Fourier échange entre elles les propriétés
de dérivabilité et de régularité a l'infini.

I existe une catégorie, ou espace () de fonctions, a la fois tres régu-
lieres a I'infini et indéfiniment dérivables, défini comme suit : Une fonction
¢ appartient a (4) si elle est indéfiniment dérivable et décroit, a I'infini,

plus rapidement que n’importe quelle puissance de i, ainsi que chacune
de ses dérivées. !

Plus brievement, (.f), est lespace des fonctions indéfiniment dérivables a
décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées. Par exemple, exp(— r2)
appartient a (v).

On montre que si une fonction f appartient a (), sa transformée de
Fourier g existe toujours et appartient également a (4) et que toutes les
formules données ci-dessus sont applicables & fet a g
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8.-2. — Transformées de Fourier des Distributions. — 11 n’est pas pos-
sible de définir la transformée de Fourier de n’importe quelle distribution,
mais seulement celles des distributions dites tempérées. L’espace de ces dis-
tributions particuliéres est le dual (§') de (¥): autrement dit, les distribu-
tions tempérées sont les fonctionnelles linéaires et continues défintes sur
Uespace des fonctions indéfiniment dérivables & décroissance rapide ainsi
que toutes leurs dérivées. (Cette continuité s'entend au sens de la conver-
gence de (9), sur laquelle nous n’insisterons pas).

Une fonction sommable, ou bornée, ou, plus généralement a croissance
lente [telle que f(z) < Alz|* quand |z| > «] est une distribution tempé-
rée. Une distribution de (8') (4 support borné) est tempérée, puisque (9)
est un sous-espace de 8.

Pour qu’une distribution T soit tempérée, il faut et il suffit qu’elle
soit une dérivée (d’ordre quelconque) d’une fonction a croissance lente.
Ainsi, toutes les dérivées successives d’une distribution tempérée sont elles-
mémes tempérées. En particulier, Y, 2}, r* etc... sont tempérées. Par
contre, e® n’est pas tempérée, puisqu’elle n’est dérivée d’aucune fonction
a croissance lente. 3 ’

On définit la transformée de Fourier FT ou FT d’une distribution
tempérée T comme la fonctionnelle agissant sur une fonction ¢ de

(9) de la méme maniére que T sur Fo ou Fo

FT(e) = T(Fo)

Comme ¢ appartient a4 (4), il en est de méme de Fo, de sorte que T
agit effectivement sur Fg. La fonctionnelle FT ainsi définie est linéaire,
et on montre qu'elle est continue pour la convergence de (). Ainsi, les
transformées de Fourter des distributions tempérées sont elles-mémes des dis-
tributions tempérées.

— La formule de réciprocité s’établit immédiatement. De la définition
(8,12) découle: B B -

FFT(p) = FT(Fp) = T(FF).

Comme JFJo = ¢, selon (8,7), pour les fonctions ¢ de (¥), on a bien

(A,8,13) 3T = 35T = T.

Une distribution T a support borné (appartenant a §&') agit sur I’expo-

nentielle e-27c  qui est indéfiniment dérivable (appartient a &) de
sorte que T(e~%7ur) est défini. C’est une fonction de u, V(u). Symbolique-
ment, on a:

(A78114) V(ll) = T(e—z"m“’) = f T(.I?) e—2i.':':u;z: (11,'

On démontre que cette fonction V(u) est indéfiniment dérivable en u,
et peut méme étre prolongée, pour les valeurs complexes (u; + tvy, ...,
u, + tv,) de u en une fonction holomorphe entiere, et qu’elle est 1den-

MATHERON. 18
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tique a la transformée FT défini en (8,12). (Ce théoréeme admet une réci-
proque plus précise).

Ainsi, la transformée d’une distribution a support bornée T est une
fonction V(u) prolongeable en une fonction holomorphe entiére pour les
valeurs complexes de u. On peut calculer V(u) en appliquant T a e-%7uz,

Ainsi, la transformée de la mesure de Dirac 8§(z) s’obtient en appli-
quant & a e %" ce qui donne:

(A,8,15) g =1

et, plus généralement:

(A,8,16) 5%’{“ 68 S = 2riymu™ ... uls.
De méme
(A,8,17) ' Fo(x — h) = e~ 2%whe,
Ces formules ont pour réciproques
(F, =3
(4,8,18) Flaif ... 2] = _ AM(xy) X - -+ X 3Ma(x,).

(— 2miym

Le produit de convolution S+ T de deux distributions tempérées S et T
a un sens, en particulier, si 'une d’entre elles, par exemple T, a un support
borné. Dans ce cas, la transformée de S T est le produit:

(A,8,19) F(S # T) = (FS)(FT)
de la distribution 7S par FT, qui est une fonction indéfiniment du'lvable
et ce produit a bien un sens d’aprés le paragraphe 2-3.

Par exemple, la dérivée T = 8" % T d’une distribution & une variable
T(x) a pour transformdée

FT' = (78')FT) = 2mix T(x)

de sorte que les relations (8,3) et (8,8) s’appliquent aux distributions tempé-
rées.

Citons, pour terminer, les transformées de Fourier de quelques
fonctions (') et distributions usuelles. L’exponentielle de Gauss e~**
donne, dans I'espace & n dimensions

e dod

(A,3.20) F ohrt — <1> e

ix

En appliquant la formule sommatoire de Poisson (4,3) avec n =1, on
obtient la formule de transformation des fonctions théta:

(A,821) \' ke _\/ ™ V e

{*) On trouvera des tables plus complétes de transformées de Fourier dans GGUELFAND
et CriLov {op. cit.).
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— Pour la distribution r*, dans I'espace & n dimensions, et pour A
différent de 2k et de — n— 2k (& entier positif), on a

_ o r ()\ + n>
N S U
(A78)22) Z‘)"nl'" = 2 ——-—)\-
' *(—3)
Pour A =2k ou n—2k, on a, respectivement

— k
Frik = D% Aw 5

4rc?
G p-n—2k — n? (=1
" n k!
(A,8,23) F<§“F%>
I <k + -’i>
I’ 2
2log ;15; +.I‘((11 ilf)) * L
\ r <I\: -+ -2—>
D L _ V(1) :
<n particulier, pour A = —n il vient <avec C=— ) voir Annexe B
/ 4
-1 i 1

= 2log——C + — -
e

n\ -n
A824) | 1 F<§>“ i
Tulog = =5

+71~ ——" =+ 2logw |3
2 r(™2 >
e
A une seule dimension, on trouve
(A825)  Floglz| = — —:12 a1 — (C + log 2r) 3.
Et par dérivation:
el — Qg ___§+i7t pour u <0
(A.8.26) o mSgn u { —iz pour u>0
T o ke (— 2imu)s .
Jx = im Sgn u.

La fonction (1 + r®)*» est indéfiniment dérivable et & croissance lente.
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C’est une distribution tempérée, et par suite il en est de méme de sa trans-
formée de Fourier:

- e - %
A 27 b 1 2)A = 2

(2rp).

n

+3
o A

La fonction K, représente la fonction de Bessel modifiée de 2 espéce
(Annexe C). Le deuxiéme membre est une pseudo-fonction pour

n
A> ——+-
2

Pour A entier, on a

(A,8,28) :M1+ﬂ%=<L—A»%.

b2

/

De méme, la fonction (1 — r?)%2 (ou la pseudo-fonction correspondante)
définie par
L= (1—r3* pour rz <1
(1—r3) =0 pour r2 > 1

a pour transformée la fonction de Bessel de 17¢ espece:

(A829) F,(1 —rt = =01 4-Np 24, (2mp).
5 FA

Les formules (8,27) et (8,29) admettent les réciproques suivantes :

;7"1’““".]“(/') - > - (1 — fln‘lp‘l) 2

Mol n
(A,8,30) %1TM_§>

9. — FYonctions et distributions de type positif.

9.-1. — Fonctions de type positif. — Soit une fonction continue f(x)
du point z de Pespace & n dimensions. On dit que f(x) est de type positif
(ou définie positive) si, quels que soient les points 2, ... x, et les nombres
complexes A, ... X, (k entier quelconque), on a

- B

(A,9,1) Dl —2)h; > 0.

ij

On démontre que, lorsque f(z) est de tvpe positif on a aussi

(A,9.2) [ fle—2) o) o(Z) du d5 = 0
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pour toute fonction ¢ de (D) et réciproquement, de sorte que (9,1) et
(9,2) sont des définitions équivalentes.

Une fonction de type positif vérifie les propriétés suivantes:

— Elle posséde la symétrie hermitique (coincide avec sa conjuguée
transposée)

f(2) = fl— ).

— Elle est bornée par sa valeur & l'origine f(0), nécessairement réelle
d’apres (9,3) et positive:

(A,9,4) fO)=0 et |fi@)] < flO)

Les fonctions de type positif jouent un réle fondamental en calcul des pro-
babilités : Les fonctions caractéristiques des lois de répartition et les fonc-
tions de covariance (d’autocorrélation) des processus stochastiques sont,
en effet, de type positif. Le théoréme essentiel, & ce sujet, est le
suivant :

THEOREME DE BOCHNER. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction continue soit de type positif est qu’elle soit transformée de
Fourier d’une mesure positive sommable .

La somme de cette mesure fdp. est égale a f(0). Sidonc f(0) =1,

cette mesure positive @ définit une loi de probabilité.

9.-2. — Distribution de type positif. — Dans la définition (9,2), chan-
geons £ en — &, et désignons par ¢(§) = p(— &) la conjuguée transposée
de ¢: il vient

[ o+ 8o 8 dr d = [ i) dz [ olc—D5(E) & > 0.
En considérant f comme une fonctionnelle, on voit que (9,2) s’écrit:

flo x @) = 0.

Cette définition se généralise immédiatement & une distribution T quel-
conque: On dira que T est de type positif si, pour toute fonction ¢
de (?), on a:

(A,9,5) T(e * ¢) > 0.

La bi-régularisée T % J de T par une fonction ¢ de (?) est une
fonction continue de type positif. (En effet, c’est une fonction continue,
d’aprés le paragraphe (6,2), et elle vérifie (9,2), puisque T * ¢ % ¢ agit
sur @ % ¢ comme T sur ¢ % ¢ x ¢ * {, et que T vérifie (9,5).

On montre que les distributions de type positif ont la symétrie her-
mitique :

(A3976) T = T
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et qu’elles sont nécessairement tempérées, de sorte qu’'elles admettent tou-
jours des transformées de Fourier. Le résultat le plus important est le
suivant :. '

THEOREME DE BocuNerR. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu'une distribution T soit de type positif est qu'elle soit transformée de
Fourier d’'une mesure positive a croissance lente (tempérée) .

Si cette mesure . est sommable, alors la distribution T est une fonction

de type positif, obligatoirement continue, vérifiant T(0) ‘—‘fdp. Sin

n’est pas sommable, la distribution T ne peut pas étre une fonction conti-
nue.

Lorsque le produit de convolution S x S d’une distribution par sa
conjuguée transposée a un sens (par exemple, si S est & support borné),

la distribution S xS est de type positif. En effet I'action de S*S sur
o * ¢ s’obtient en faisant z = 0 dans la fonction

S*S*q}*é :(S*@)*(S*(b),
d’ou
S % S(p * ¢) =f|s*¢|2dx>o.
Exemple. — La fonction r*, pour A > —n, est une fonction positive

dans I'espace & n dimensions, donc aussi une mesure positive, d’ailleurs
a croissance lente. Le théoréme de Bochner, et (8,22) montrent que la dis-

tribution (pseudo-fonction) -i—»r—x*" est de type positif pour
rs r(=3)

Par contre, si A -Z —n, r* n’est pas une mesure. Sa transformée de
—A—N

Fourler, qui est la fonction RS n’est pas de type positif (elle n’est
r{—2=
(~3)
d’ailleurs pas bornée). Ainsi r#, pour p positif n’est pas de Lype positif.
Supposons 2k - w < 2(k + 1). La transformée de r* est

r4-n

Si nous nous limitons aux fonctions de bases ¢ de (J), s’annulant &
'origine ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’'a 'ordre 2k compris (espace
(4fy,) de fonctions), la distribution r=*—" agit sur ces fonctions de la méme
maniere que la fonction r~%-"  les intégrales étant convergentes pour toute
fonction de (4,,). Ainsi, on a

_.U'_"

=

o (bd) = 0.
o5

pour toute fonction ¢ de (¥,,). Par transformation de Fourier, I'espace
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(9s,) des fonctions nulles a Porigine ainsi que leurs dérivées jusqu’a 1'ordre
2k devient I'espace (#%k) des fonctions de (¥) ayant tous leurs moments
nuls jusqu’a 'ordre 2k. Par exemple (9,), espace des fonctions ¢ de
(4) telles que ¢(0) = 0, devient (4°) espace des fonctions ¢ telles que

fcpd:c=0.

. . . —p=n . ' -

Si ¢ = FY, la distribution r* = F I‘(;—_) agit sur ¢ x ¢ comme
—L—n - .

r ) sur JFo x @ = (Fp)(Fp) = . Par suite, si ¢ appartient a

| (A7977) r!‘(cp * (.;'J) = 0.

Pour u < 2(k 4 1), r* peut étre considéré comme une distribution de
type positif sur (42k) (on dit aussi: conditionnellement de type positif).
Pour k& = 0, en particulier, (9,7) est vérifiée pour:

(A3978) p < 2.

Ainsi, r#, pour p inférieur & 2, agit comme une distribution de type

positif sur les fonctions ¢ de (4) de somme nulle / o dxr = 0.

Dérivées d’une distribution de type positif. — La dérivée dans une direc-

tion «, définie par le vecteur unitaire («;, «, ... a,) est:
oT oT oT
_— = al__ + .. + all—.
o 0z, 0x,

Si1 T est une distribution de type positif, sa dérivée seconde changée de

2
signe, —(:; T, dans une direction « est également de type positif. On a,
2
en effet :
02T - 0p 09 AL 6?5
——(exp)=—T| T %« L) =T| = —)1=0
oaz (? % @) <Ooc m) [Oa * <0a>]

(la dérivée de la transposée conjuguée \—CP est égale a la transposée conju-
Ox

, . (g , .
guée de la dérivée <()—CP> changée de signe).
(93¢ 4

En particulier, si g est une fonction continue de type positif déri-

: D2

vable deux fois au sens usuel, —;
O

de type positif. Pour qu’il en soit ainsi, il suffit que les dérivées secondes

existent en z = 0. Dans I'espace a une dimension, en effet, — g”  distri-

bution de type positif, est une fonction continue de type positif si la mesure
z?u est sommable, u étant la mesure positive transformée de Fourier de

| IQ

est elle-méme une fonction continue
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g- Or, on voit facilement que — £7(0) ne peut exister que si / z? dy.
existe, et on a alors

£"(0) =fx2 du.

A n dimensions, on a une démonstration analogue. On voit que les irrégu-
larités d’une fonction de type positif g sont, en quelque sorte, localisées en
£ =0. Si g admet & I'origine des dérivées jusqu’a un ordre 2k, elle est
partout 2k fois dérivable.




ANNEXE B

LA FONCTION EULERIENNE T[(x)

SOMMAIRE

Simple énumération des propriétés classiques de la fonction D(z) utilisées
dans cet ouvrage.

La fonction I['(z) est définie par 'intégrale
(B,1) I'(x) =/ e~'ur1 du.
0

En faisant une intégration par parties, on obtient :
(B,2) I'(1 + z) = z2T(x).

Pour r = n entier positif, on en tire

(B,3) 't +n)=n!.

Pour z négatif ou nul, Pintégrale (B,1) diverge. Mais I(z), fonction
analytique, peut étre prolongée. Ce prolongement définit I'(z) pour =z
négatif non entier. On peut calculer les valeurs numériques par application
répétée de (B,2), ou encore par la formule des compléments:

™
Pour £ = — n, entier négatif ou nul, I'(x) présente un péle de résidu
(=1
n!

Pour z = %, (B,4) donne:

(B,5) I‘(é) —m.
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Une autre formule utile est la suivante:

(B,6) I(2) = T@T (2 + — ) e
) r) = x x —— .
(=+2) 77
La dérivée logarithmique z) intervient dans beaucoup de problémes.

I'(z)
Elle vérifie la relation de récurrence obtenue en dérivant (B,2): (n entier)

‘Tl+z) D@ 1

(B.7) rM+z I'(z) T x
’ F'(n+x+1)_F'(x)+i+ 1 4 1
Tn+z+1) T =z 1+z n+z

On a, numériquement :

(1)
| N —_—
\F(i) =—C=—0577216 ...

(B,8) ST

r(4)
)

La fonction eulérienne béta B(z, y) est définie par:

z

"N!»—k

i

] l‘“
(B,9) B(xy) :/ ut=11 — u)~1du = 2 / cos*~1 () sin?r-1 0 d0.
0 Jo

On a:
, _ P@=x)(y)



ANNEXE C

LES FONCTIONS DE BESSEL

SOMMAIRE

L’Annexe C est un simple rappel, sans démonstrations, des propriétés classiques
des fonctions de Bessel auxquelles il est fait appel dans cet ouvrage. Le premier para-
graphe traite de la fonction de premiére espéce J», et le deuxiéme de la fonction

modifiée de 2¢ espéce K-.
1. — Fonction de Bessel de 1r¢ espéce.

La fonction J,(z), ou fonction de Bessel de 1r¢ espéce d’indice A,
est définie par le développement:

T AL N (— 1)k x|
(LD L@ _< 2 > );'_ch!f‘(x + k4 1) < 2 > '
=0
Elle vérifie I'équation différentielle

(C,1,2)

2" + 2y + (22— A%y = 0

et les relations de récurrence

s | @] =

[ L (a0, @] = — 20,00

Pour A demi-entier. J, s’exprime a I'aide des fonctions trigonométriques
Par exemple:

: PR
\ I, (z) :\/:- sin z,
(C1,4) b =T

., J ()= \/:22: Cos .
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Pour A quelconque, J, se comporte, & I'infini, comme une ligne tri-

1,
Vz |

On notera aussi, sur (C,1,1) que la fonction z~*Jy(z) est une série
entiére paire de z, c’est-a-dire ne contenant que des termes en z2k,

Jy(z) admet diverses représentations intégrales. Les plus importantes
sont liées au fait que J, est transformée de Hankel de (1 — p2)*. Ce sont
les formules (A,8,29) et (A,8,30) de 'annexe A.

L’équation de Bessel (C,1,2) admet une deuxiéme solution, qui est la
fonction de Bessel de seconde espéce N, :

gonométrique de x multipliée par

1
(C7175) N)‘ = sin ;\“[COS AT J)\-— J—)\]'
Lorsque A tend vers un entier, expression correspondante de Ny s’obtient
en effectuant, sur le développement de (C,1,5), un passage a la limite, qui
fait apparaitre des termes logarithmiques.

v,

2. — Fonction de Bessel modifiée de 2¢ espéce. ! Weal

Les fonctions de Bessel modifiées sont les solutions de 'équation obtenue
en changeant r en ir dans (C,1,2). La fonction modifiée de 1re espéce,
I, s’obtient en changeant z en iz, a un facteur pres, dans (C,1,1):

(C20) T(z) = exp(— 78 )J«,_(ix) — (%)x’gkmxi = <_‘§>2"

o . 1
I,(z) se comporte a Pinfini comme --_e-.
Va
L’équation modifice admet une deuxiéme solution, qui est la fonction
modifiée de deuxiéme espéce K,, définie par:

T
(C,2,2) K@) = o5z @) — T(@)] = Ko, ().
Ici encore, le passage a la limite lorsque A tend vers un entier n,
fait apparaitre des termes logarithmiques dans le développement de (C,2,2).
Dans le cas ol A n’est pas un entier, le développement de la fonction
z*K_,(z) s'écrit explicitement :

Al e ,
(w*K-;m S— L (5)"

T osin am ZdKID(— A + Kk & 1)
(C,2,3) ) k=0

N 2—1—17: 1 x 2"
2% < _ - (= .
¥ sin m_ask!m Tkt < 2 >

k=0

Ce développement comporte une partie réguliére (série entiére paire en
x?*) et une partie irréguliére en z2r+2k,
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Lorsque A tend vers un nombre entier, on obtient, par passage a la
limite, les développement suivants: Pour n = 0:

- 2N L (z\*
Koo = [ +1os 3 | 3, ()
S 1 x \ 2k
Ham x5 ](3)
et, pour un entier n quelconque:
. PN z 2N 1 [z \xntb
(x Ko@) = =1 <1°g 5 T C) ,‘Z_:k!(n Y < 2)

| gy

k=0

(C25) ¢ + (_1)n2n—1<1 +—§—+ +%>%<

/

(C,2,4)

z 2n
7)

+(—1)"2"—12<1+ gt

k=1

| 1 z \ Xk
\ +"'+n+k>k!(n+k)!<3> '

On constate, ici encore, la présence d’une partie réguliére (série paire en
x?k), et d’une partie irréguliére dont le terme général est en z"+0 Jog z.
Dans ces formules, C = 0,577 216 est la constante d’Euler.

Dans le cas particulier ou A est demi-entier, on a:

‘ VaK_,(2) = \/g e~*

ne 1 T . N\2P (n + p)!
2 K — /T P
?x 1 (x) \/2 e 2, % (n— p)!

[

(G,2,6)

Pour les indices p demi-entiers, z*K_, se réduit au produit de I'expo-

nentielle e par un polyndme, et, pour y.:—é—, a Dlexponentielle
elle-méme.

D’une maniére générale, K,(x) se comporte, a I'infini, comme ——e .
On a le développement asymptotique suivant : Va

C,2,7) K, 4 A B

(€270 Kylo) = \/Zx |1+ + et

K, admet des représentations iﬁtégrales. Les plus importantes sont
lides & la transformation de Hankel de (1 + p2)%. Elles sont données par
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la formule (A,8,27) de I’Annexe A. On a aussi les représentations du type
Sonine Schlifli, qui peuvent s'écrire :

g K;(z) = f T gmzent ch At dt

(C,2,8) A Y e 3 :

( = if e 2 u-k%>u3—1du.
2 Jo '

Mentionnons aussi la représentation remarquable de la fonction d’ordre
zéro :

(C,2,9) Ko(r) =

0 e—-u.z:
-du
o Vuz—1

et les relations de récurrence
‘ Kx—1(x) + K).+1(x) = — 2K;’_(x)

G,2,10 : '
(€,2,10) ( Kj-1(2) — Ky 44(2) = _?‘;)\ K, (z)

qui permettent le calecul de toutes les fonctions d’indice entier a partir
de K, et K,. En faisant ) — 0, on obtient, en particulier:

(C,2,11) Ko(z) = — K, ().
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FONCTIONS DE LAGUERRE

SOMMAIRE

Définition des fonctions de Laguerre de 1ve et 2¢ espéce, et étude du passage a
la limite pour les fonctions de 2¢ espéce.

La fonction de Laguerre F(«, v, ) dite aussi fonction hypergéomé-
trique confluente, est définie par la série entiere :

_ ol + 1) ... (@ +n—1) a7
(D,1) F(a’Y’x)-1+>4«.f(y+1) R TR

n.p !
Elle constitue la solution réguliere en x = 0 de I'équation différentielle :
(D,2) 2y’ + (v —2)y —ay =0.

Elle admet la représentation intégrale

(D,3)  Floyv,2) = s Ei:ﬁ_ S /;16"” 1] fy-a- .

En changeant ¢ en 1 —¢, on obtient la formule de transformation:
(D,4) Fla, v, —2) = e *F(y — «, v, 7).

La fonction F(«, v, — z), a laquelle nous nous intéresserons de préfé-
rence, est la solution réguliere a l'origine de I’équation différentielle:

(D,5) xy" + (v + 2)y + ay = 0.

La solution générale de (D,5) est de la forme:

(D,6) y = AF(a,~, —2) + B2V F(1 4+ «

\(72-\{,—1:)-
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D’autre part, (pour Y > «), la fonction:
(D,7) L(e, y,2) = \1—/%‘“ u*Yu — 1)r-2-14y
F(Y‘“) 1

est également solution de (D,5), donc de la forme générale (D,6). Pour le

voir, on dérive (D,7) sous le signe somme, on porte dans (D,5) et on iden-
tifie I'argument de lintégrale a

d
—uz,a 1],
du[e u*(u — 1)7]

Par identification des coefficients A et B dans (D,6), on met (D,7)
sous la forme :

(D18) L(a, Y, T) = 55;_ ;F(“1 Y, — )
+ 21y %;’—:3 F(l +a—v,2— v, — ).

Sous cette forme, on vérifie facilement la formule de transformation :
(D,9) Lo v, 2) = &Y L(l —y + «, 2 — v, 2).
D’oi une deuxiéme représentation intégrale :

. — ‘fl_—?_ . a=Y(1 — {)—2
(D,10) Li«, {’x)*[‘ﬂ——a);/l e~ Ut (4 — 1)=% (.,

Pour « =1, par application de (B,1), on trouve:
(D,11) L, v, 2) = zl-1e-,

Et, pour v —o = 1, (D,7) se réduit a la fonction integro-exponen-
tielle :

(D,12) Lio, a + 1, 2) = / e~ gy,
1
L’application de (D,8) donne Pintégro-exponentielle sous Ja forme:

(D,13) L, & + 1,2) = ~-:—L— Fla, o + 1, —2) 4 o)==,

Passage a la limite. — Lorsque y est un entier, la fonction I(a, Y, ),
sous la forme (D,8), n’est plus définie. On obtient son développement par
un passage a la limite. La formule (D,9) permet de se limiter au cas ou
1 — v est un entier P positif. Posons

l—y=p+e

Dans le développement explicite de (D,8), les P premiers termes de
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F(a, v, —z) peuvent étre séparés du reste, et le terme d’ordre n - P de
F(a, vy, —z) peut etre rapproché du terme d’ordre n de

Fl4+a—vy, 2—vy, —a).
On obtient ainsi:

I'L(oc,y,x) :F(_1___Y_),:1 +§a(o¢+ 1) ... (a+n_;1) (—1)nx":|

'l — o) Yy +1)...(y+n—1 nl
(—9Detntp) T (=
+n2_(l,[ 't —a) I'(«) (Y+n—}—p)1"(n+p+1)x+’

+ =Nl —y+atn) TR2—y) J—n"ﬂﬂf}
Ply—a) Tl—vy+a TQR—y+nTl{1+n

La premiére série, tend, lorsque y tend vers 1 —p, vers:

p—1

(p— 1) % ... (e +Fn—N1(p—n—1! |
F(1—°‘)+Z i —«) n! :E.‘

n=i1

Pour étudier la deuxiéme série, on simplifie le terme général par la
formule (B,4) des compléments, et on remplace y par 1 —p—c¢:

(— 1)n1 sin axc I'(ee + n 4 p) P
sin e I'(1 +n+e)l(n+ p+1)
4 (— 1) sin w(x +¢) INa+ n + p) xrtp—: .
sin €7 Pn+p-+1+¢) (1 4+ n)

Lorsque e tend vers 0, le passage 4 la limite se fait sans difficulté. On
obtient finalement :

(D,14)

_ _(p—=1! 1 . (et n—Op—n—1 ,
L(a, 1 p,x)—m_a)+ = \ -

Sin 7ot N _ qwl(e+n+ p)
+ T Zo( 2 nln 4+ p)!
[F'(i -+ n) i + p + n) . I"(« +- n 4+ p)  =cos na] P
'd+n " Tl+p+n T+ n+p) sin 7o
__ sin e 'G'OWF(O(—Fn—}—p)(
T = nl(n+ p)!

\ n=o0

— 1)rzm+r log .

S1 « est un entier supérieur & — p, le développement se simplifie,
et, notamment, la partie irrégulitre en z"+7log z disparait. Par contre,
si o est un entier négatif inférieur ou égal & — p, le développement (D,14)
n’est plus utilisable. C'est le cas, par exemple, de I'intégro exponentielle
(0 =—p, vy=1—p). Pour « =—p—k, il faut chercher la limite
des & premiers termes des deux derniéres séries. Nous nous limiterons a

MATHERON 19
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k = 1 (intégro exponentielle). Posant « = — p + ¢, et utilisant la formule
des compléments et sa dérivée, on obtient :

T

rL—g 1)rm

sin ral'(@ + p) = (— 1)?sin enl'(e) = (— 1)?

- cos ma  T"(x 4 p)
sin wal'(« + p) [7T sinme [« + P)]

= (— 1)7 sin =el'(¢) [

(=Dt x (1 —¢)
T I'l—¢) T —¢)

T COSEm F’(e)]

sin em I'(e)

- (— )P+ zIV'(1).

Il vient ainsi:

/ p—1
_ _1 (—1)ka*
=1
‘ (_1)’) Fl“‘*—l))_ o
(D.15) + = [F(1+p) log z | 27

’°1 _1I+lxk

\\ +’,}J k—,) k!
e

Ce développement peut aussi étre obtenu, directement, & partir de (1,13).
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ANNEXE E

LES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

SOMMAIRE

Définition des fonctions hypergéométriques, et énoncé des propriétés utilisées dans
Pouvrage. On insiste surtout sur les formules d’échange de x en 1 —z, et de — z

en — —, en étudiant les passages a la limite dans les cas singuliers.
z

1. — Définition et propriétés.

La fonction hypergéométrique F(a, B, v, z) est définie par le dévelop-
pement :

/ F(Ot, Bv Yy J‘) =1

+§1a(a—%—‘1)...(a—}—n——1)ﬁ(@—+—1 (B4 n—1) 2"
~ vy +1) ... (y +n—1) nl

’ > a4+ n) I'(B + n) x"
! ...J Piy + n) n!

\

(E,1,1)

Elle constitue la solution réguliére au voisinage de I'origine de I'équation
différentielle de Gauss:

(B,1,2) 2l —a)y" + [y — (1 + o+ p)2ly —afy =0

dont la solution générale (sauf valeurs singuliéres des parametres) est de
la forme:

(E;]-,B) y= AF(’v’»s {37 i -)3) + Bxl“-’F(1 + “'-_Y71 + B—Y72_ny)'

La fonction F(a, £, v, z) est suymétrique en o et B Pour R/(B) > 0,
R,(y) > B8, et z < 1, elle admet la représentation intégrale suivante:

(E,1,4)

:’ I'(v) /1 B-1(1 — u)Y—B-1(1 — zu)—>
Fla, B, v, 1) = ———t1 ub-1(1 — u)v—,~Y zu)~*du
\ (a KJ () ‘r) F(B) Iﬂ(“"_re)t 0 ‘ i
/ _ D= oB=1(1 — 0)=* (2 — ¢)7—8-1 g,

re) iy —=2
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De la deuxiéme représentation intégrale, on déduit une expression de la
deuxiéme solution de I’équation de Gauss:

%y 1+B—Y7 2——“{,12)

I'2 —v) C Bt =2l (e e
TETT e, T e — e

(E1,5) 2'-tF(1 + «

De la premiére relation (E,1,4) on tire, en posant ¢ = ;c1(1__—_u_), la
formule de transformation : —ur

(E,1,6) Flo, B, v,2) = (1 —2)¥=%B F(y —a, v — B, v, 2).

2. — Echange de x en 1 — x.

On vérifie facilement que F(x, B, v, 1 —x) vérifie I'équation diffé-
rentielle :

=2y + 1 +a+B—y— 1 +atpuly —afy =
et se met done sous la forme (I5,1,3), aprés remplacement de Y par
l+a+8—v.

Paridentification des constantes A et B on obtient la 1re formule d’¢ ‘change
de z en 1 —u:

(I5,2,1)
'j < N —_— _F_(_Y) F("I—a—ﬁ) D f [ U T
\ Fla, B, v, 1 —x) = (v — o) T(r — ) Flo, By -8+ 11—y, 2)
‘ 1‘(Y) l.‘(on ‘{'— Irﬁ — Y) JEP Y R K R
( + F(OL) lﬂ({‘_s) £ l (a %1 { “7 l +— { B) 'I;)’

Lorsque v —a— 8 =14 est un entier posttif, on doit effectuer le
passage & la limite sar (1,2,1) par la méme méthode que dans 'Annexe ).
(St v —a—f est un entier négatif, on se raméne, par la formule (15,1,6),
au cas d’un entier positif). On obtient le résultat suivant :

(& ! b —1)!
Flo B8 4 1 —a) = N DO =)

, fhu.a+n—ug (5+m—nyi

a+ﬁ—,—k) .(a—{—{3+k~—n—1) nl

(E,22) { . (— 1)k §Fa*nTMFm+n+M
" T(«) T(®) T(o + k) T(B + &) ) = nl(n + k)l

I”(1+n)+F’(1 -T—n-rl\,)
[F(i +n) Tl +n+k)
. Ma +n + k)~F’(B +n -+ k)—loox]xn“-
Cla+nt+k) ~T@+n+k %
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Nous.aurons également besoin de savoir changer z en 1 —z dans la
deuxiéme solution de I'équation de Gauss, z'-¥ F1 +a—vy, 1 +B8—1,
2 — v, z). La deuxiéme formule d’échange de x en 1 —z s'obtient en
appliquant (E,2,1) 8 F(1 +a2—~v, 1 + 8 — v, 2—1, z), et en transfor-
mant les deux hypergéométriques obtenues a 'aide de (E,1,6). Le résultat de
ces opérations sera utilisé sous la forme suivante:

_ (E,2,3) .
| A—)-1TFl+a—v, 1 +B—v,2—1v, I'—2)
L 2—y) Py —a—B) .
= = T —p F(a, B, o +B+1—v, )
r2—y)Te+B—7v) _yagp
Ft+a—y) A +B—)

+

F(Y_aaY_r@’71+Y OC—B,.TL‘).

Lorsque vy —a— B est un entier positif k, le passage a la limite
s’étudie a la maniere habituelle, et conduit a la formule suivante:

(E,2,4)
(1 — z)t-k-2BfF1l —k—8,1—k—o, 2 —k—a—B, 1—0x)
_I@—k—a—p
TTA—oT(l—8)

k—1 i
[1+2a...(o¢—}—n—1){3...(B—{—n——i)(k—n——i)!i—!]

¢ e asin mecsin w8 N Do -+ k) DB + n + k)
(=T —k—a—8) w2 ' n! (n + k)!

+
n=0
[P’(l + n) 4 Ml +n+4k 1et+n+k 1@+ n+k)
't + n) 't +n—+ 4k [« + n + k) '8 + n + k)
cos T3 cosmx ]x"+"
S =T og .
siIn Tl sin wa ;

3. — Echange de — x en —:

En changeant z en L dans ’équation de Gauss, et en identifiant les
x
constantes on obtient la formule d’échange de — x en L (Les signes
x

molins sont nécessaires, si I'on veut avoir des valeurs réelles pour xz réel
positif).

(E3,1)
| Fla, 8, v, —g) = LOTE—=2) _, _ 1\
| Fo0 B0 =) = iy e (o L e L =)
My)T(x—8) 4 8 1
+I’(oc)lj(*y 3)” F<B’ST1 S 33>
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Lorsque B —a =k est un entier positif (pour un entier négatif, il
suffit d’intervertir les roles de « et B), on trouve, par les passages a la
limite habituels :

(E,4,1)
— I'(y) s
/F(oc, a'_*_k—v Yy x) = T« + kT (v x |
L S Tt e m+1 C )k —n—1)1 1
I‘(k 1)! +, 1 F(a) (a+1 Y) n! xn]

I'(y) sin (y — o) a4+ k+n )F(oc—{—/c—{—n*l—/)_,
TTwr@ = i; nl(n+ ! =
[’Mfm+ A thkt+tn I'E+n T'E+1—y+n
F(1+n) 1—r/c—{—n) LB + n) FG+1—~v+n)

COS (Y — OL L ]Og 1 i a+h+n
" sin (y —a)m x
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EXPRESSION DU ZITTERBEWEGUNG
A L’AIDE DES FONCTIONS DE BERNOUILLI

SOMMAIRE

1. — Définition du nombre 1. et de la fonction Bi(x) de Bernoutlli pour des
indices n non entiers. Bi(x) est défini par un développement en série de Fourter

. , . 1
dont le terme général a un coefficient en —.
A
2. — Application aw caleul explicite du terme fluctuant (Zitterbewegung) dans
Uexpression d une variance d’estimation transitive & une dimension. Si a est la

: . b
maile, b la portée, et ¢ le nombre compris entre 0 et 1 congru & — modulo 1,
a

le terme fluctieant associé @ (b — ) est: Znfe)al™ avec
2
o) = (5 Bunfe)

Le terme fluctuant « une moyenne nulle relativement a €:

1
[ Zife) de =
)}

+ . . \ ’ r - N b

3. — Les résultats obtenus conduisent ¢ une généralisation de la formule d’ Euler-
Mac Laurin aw cas oi certaines irrégularités analytiques se manifestent aux extrémités
de Uintercalle d’intégration.

1. — Fonctions et nombres généralisés de Bernouilli.

Le nombre de Bernouilli d'indice pair 2k est donné classiquement

par:
k)! 1
B, =- N
_Ib ,,_C k Zp

tandis que le polynome de Bernouilli d’indice entier % coincide, sur
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I'intervalle (0,1), avec la fonction périodique définie par le développe-
ment :

7
PP cos(2rrpx—k—2—>
Blc(x) = '

mohQk—1 — pk
p=1

La relation entre le nombre B,, et le polynéme B, (z) est la suivante:
By, = (—1)* By, (0).

Par une généralisation immeédiate, nous définirons (pour A > 1 quel-
conque) un nombre généralisé et une fonction de Bernouilli:

'l + 3w 1
B, — -\ 2

(Fvi) ( T
© COS | 2mpxr — A —
: 2
/B~,.<x>=5(ﬁ—i‘i’\7 ‘3
TA2h-1 pr
\ p=1
En particulier, on a:
(F,2) B, (0) = cos A % B,.

2. — Calcul du Zitterbewegung.

Dapres (IV,2,7), a chaque terme en (b — )% du développement d’un
covariogramme autour de = = b correspond, dans le développement limité
de la variance d’estimation (caleulée dans Pespace a4 une dimension) un

terme de la forme:
L (g) at*++

oit le coefficient Z,(e) ne dépend que de A ot de la (quantilé sans dimension
. . b C . .

e ¢égale & — modulo 1:si N est le plus grand enticr tel que Pon ait
i a

Na -7 b, & est définie par

b — Na b
= e ou —
a a

(F,3) >

N ‘i— [ (O :‘f\: € < 1)
Pour calculer explicitement Z,(c), nous utiliserons le covariogramme
particulier:
"a — T (B2 __ .2\ -
(F,4) s g(r) = 25y (b x®)* pour |z| < b
| 0 pour [z| >

dont le développement commence par le terme (b —x)*, et pour lequel

. I3 . . . . . .o P \\
le terme d’extension s’évanouit, puisque la partie irréguliére au voisinage
de 0 est identiquement nulle.
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Nous calculerons o2(a) par la formule théorique (IV,1,10), soit:
_o\'G (2
=2 2{ G < ; >
p:

la transformée G(u) de g(u) étant égale, d’apres (A,8,29) a

T+, 7 1
Glw) = (2r)> Vs H%JH%
u

(2rcubd).

Il vient ainst:

0.2( )_ 21_*_)\ ~;\F(1 + )\ \/___v 1 <27rp —b->
a—a o 2 a

al+A A+
p=1 p 2

Lorsque r est trés grand, la partie principale de J ,(x) est:

Ay
\/2 sin x—)it
T 2/

Ainsi, pour a trés petit, —=* est équivalent a:

21—)\ ,1 . b \re
TCI'H\ F(1 + )\)2 [F"_’_ sin <2Tt.'p ;——_2->

. b . . . .
D’aprés (3) —- est congru & = modulo 1. I expression ci-dessus, équl-
a :

2
valente & -1(:-1}) ne dépend que de A et e, et coincide par suite avec

Z.(). D’ou 'expression cherchée du Zitterbewegung:

o sin | 2mpe — A —71>
21-4 O < 2
(F5) L&) =m D+ 0 Y e -

-]
-

Il suflit de comparer avec expression (1) de la fonction de Bernouillt
d’ordre A + 1 pour obtenir:

|
B)+1(E) 1‘

2
(F,6) Z,(e) = PR l

REMARQUES. — Pour ¢ =20, Z,(0) coincide avec le coefficient _Tx
 servant au calcul de la variance d’extension : cela est immeédiatement visible
sur la formule (IV,2,9):
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D’autre part, le développement (5) ne comporte pas de termre indépen-
dant de e, de sorte que I'on a, quel que soit A > 0:

(F.7) fo "7,(e) de = 0.

Cette circonstance permet, en pratique, de négliger le Zitterbewegung.
En effet, ¢ n’est jamais connu & priori et peut étre assimilé i une variable
aléatoire dont la loi de probabilité est uniformément répartie sur I'inter-
valle (0,1). Il résulte alors de (7) que Pespérance mathématique du Zitter-
bewegung est égale a 0.

3. — Généralisation de la formule d’Euler-Mac Laurin.

Les résultats précédents permettent de proposer une généralisation de la
formule d’Euler-Mac Laurin. Soit, sur Iintervalle [0, b] une fonction
f(x) telle que

[(b) = 0.

On suppose que sur tout intervalle [¢, b —a] (x > 0) f(x) est indé-
finiment dérivable. En x = 0 et 2 = b, par contre, elle présente des irré-
gularités analytiques et admet des développements limités de la forme

Z Gzt et 2 Ch(b — 2)
’ w

our les exposants A et w sont positifs. Soil @ -= b, et < le nombre compris

b . L
entre 0 et 1 congru & = modulo 1. On a un développement limité de la
' a
forme :

60 f(x) dz = « I~ _[’, [(0) + (@) + [(2a) + .- & b — Eu)_

— 3‘ Cral+ B, (0) — \! Cpalt® B+, (g)
'TJ)\+I. ‘ .;Jp.'-}—‘l '
o B, (x) et Byy(x) sont les fonctions de Bernouilli, Lorsque A et w
ne prennent que des valeurs entiores (lorsque  f(x) est dérivable en x =
et £ =19), et pour <=0 on retrouve la formule usuclle d Euler-Mae
Laurin écrite en (1V,2,1).
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