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INTRODUCTION

« ... Sunt ergo corpora certa
quae spatium pleno possint distinguere inane »

Mis en face de la réalité d’un milieu poreux, I’esprit peut s’effrayer
d’abord de la tiche a entreprendre. Ces millions de grains et la variéte
inépuisable de leurs formes et de leurs dimensions, le réseau compliqué
de leurs interstices, ou mille détours possibles s’offrent au cheminement
d’un fluide, semblent défier les ressources de la description. Mais cette
richesse n’est qu’apparente, cette diversité superficielle donne bien-
tot une impression de monotonie profonde : Ce sont toujours les memes
grains, les mémes pores, qui se répétent indéfiniment, identiques a
eux-mémes, en dépit de variations insignifiantes. Ayant reconnu
cela, la raison empirique se met au travail. Elle élabore la multiplicité
informe qui lui est donnée, lui impose ses propres cadres, et se cons-
truit ainsi un objet sur lequel elle peut agir et qu'elle peut étudier. Elle
ramene la géométrie complexe des grains a la forme simple de quelques
courbes granulométriques, et résume les itinéraires capricicux des
filets de courant & Paide d’une propriété unique, la permeéabilité.

Nous nous proposons, dans ce qui suil, de soumettre & Panalyse
theorique les deux notions — granulométries et perméabilité — qui se
sont ainsi progressivement dégagées de Pexpérience. 11 serait pre-
maturé de prétendre construire des aujourd’hui une théorie complete
des milicux poreux. On se heurterait a trop de difficultés encore irré-
solues. Pour ne citer qu'un exemple, on ne sait pas encore rattacher
d’une maniére précise la permeéabilité d’un milieu poreux aux granulo-
métries qui expriment ses caracteéres géométriques. Mais on ne doit pas
pour autant vouer ces études & un empirisme définitif. Sans pretendre
ramener a 'unité de la forme rationnelle la masse des connaissances
fragmentaires acquises empiriquement, on peut essayer cependant
d’y introduire un peu d’ordre. On ne trouvera donc ci-apres ni vaste
svnthese, ni résultats vraiment nouveaux. Notre projet, beaucoup plus
modeste, sera seulement de produire au jour et d’analyser ce qui est
déja contenu implicitement dans ces deux concepts empiriques de
granulométrie et de perméabilité. La premiere partie de ce travail sera
done consacrée a la géométrie des milieux poreux, c’est-d-dire aux
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granulométries, et la deuxiéme & leurs propriétés hydrodynamiques.
c’est-a-dire aux permeéabilités.

Pour qu’il soit possible de définir au sens usuel la granulométrie
d’un matériau naturel ou artificiel, deux conditions sont requises:

a) le matériau doit étre constitué de grains individualisables sans
ambiguité;

b) il doit étre possible de classer les grains en fonction d’un para-
metre quantitatif unique.

Dans la pratique industrielle ou en laboratoire, ces conditions sont
imposées ipso facto au matériau traité par les opérations techniques
auxquelles on le soumet: les grains sont libérés ou individualisés
(donc définis en tant que grains) par une suite d’opérations déter-
minées (concassage, broyage) et séparés en classes par une autre suite
d’opérations également bien définies (par exemple des tamisages).
Le résultat — la courbe granulométrique — permet de comparer entre
eux des matériaux différents, pourvu qu’ils soient traités de maniére
strictement identique : tel matériau apparaitra comme plus grossier, ou
plus hétérogéne, que tel autre. Mais la granulométrie obtenue dépendra
en général des conditions opératoires choisies, et, en dehors de cas
particuliers trés simples, tels que celui des grains sphériques, ne pourra
pas se relier de maniére évidente a des caractéristiques géométriques
précises des grains. Le classement empirique ne correspond pas, en
général, & un critére conceptuel clair. Et, en effet, pour peu que leur
forme soit complexe, les grains ne sont pas soumis a une relation
d’ordre unique. Selon que I’on met accent sur le plus grand diametre.
la section moyenne, le volume, ete... on obtient différents principes de
classement, entre lesquels chaque dispositif expérimental réalise une
pondération variable.

D’autre part, la notion de granulométrie ne se limite pas aux maté-
riaux préparés, mais s’étend également aux matériaux en place. Le
pétrographe, I'hydrogéologue, le pétrolier, s'intéressent a la granulo-
métrie des minéraux constitutifs d’une roche, ou d’un milieu poreux.
A une autre échelle, le sédimentologue s’intéresse aux dimensions de
lentilles gréseuses, aux puissances affectées aux différents facies d’une
serie lithologique rythmique, etc... Or une granulométrie in situ exprime
bien certaines caractéristiques géométriques des grains individuels.
mais ne tient pas compte des rapports des grains entre eux et de leurs
dispositions mutuelles dans I’espace. Pour employer un langage pétro-
graphique, elle renseigne sur la structure des grains, mais non sur la
texture de la roche ('arrangement des grains). De plus, la notion de
grain indivualisable peut devenir tres floue et cesser d’étre utilisable.
Entre deux grains distincts, et les mémes grains reliés par un chapelet
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de granules, puis par un isthme, il y a un passage continu que la
granulométrie ne peut pas exprimer. Dans un milieu poreux, la notion
de grain peut méme s’évanouir tout a fait, et de toute manieére les
propriétés hydrodynamiques les plus intéressantes (la perméabiliteé)
semblent liées davantage aux dimensions des pores qu’a celles des
grains. 11 convient donc d’introduire une conception plus large de la
granulométrie, capable de décrire la géométrie complexe d’un milieu
a deux composantes sans se référer a des « grains » individualisés. A la
granulométrie des grains, il convient aussi d’adjoindre celle des
pores, et c’est précisément cette granulométrie des pores qui parait
susceptible de rendre compte de I’arrangement des grains entre eux,
¢’est-a-dire, de la texture de la roche, ainsi que de la perméabilité du
milieu.

Cette conception élargie de la granulométrie est certainement
possible. De fait, elle existe déja. Les matériaux in situ, en effet, ne
sont généralement pas accessibles dans leurs trois dimensions. On ne
dispose le plus souvent que de sections (aflleurements, lames minces,
etc.) a deux dimensions, et le passage de la granulométrie a deux
dimensions, mesurée sur une section, & la vraie granulométrie a trois
dimensions pose un probléeme difficile (que nous aborderons dans un
cas particulier). Sur les sections elles-mémes, 1l est souvent plus
commode de mesurer non pas la taille des grains, mais leurs traversées,
¢’est-a-dire les longucurs des segments qu’ils interceptent sur une ou
plusicurs droites paralléles & une direction donnée. La statistique de
ces traversées conduit a4 une véritable granulométrie & une seule
dimension : mais celle-c¢i n’est nullement lice a Pexistence des grains
individualisés, et peut ¢tre construite aussi bien a partir des Lraversées
des pores ou du ciment. Par ailleurs, les diagrammes de Purcell, utilisés
dans Pindustrie pétroliére, représentent Penvahissement  progressif
des pores par le mercure sous des pressions croissantes (des rayons
déeroissants pour la courbure des ménisques) et possédent, par consé-
quent, la signification d’une véritable granulométrie des pores, i trois
dimensions cette fois.

Le premier chapitre de cette étude sera done consacré & définir
une conception purement géométrique de la granulométrie in situ,
Celle-ci devra otre indépendante de I'existence de grains individuels,
s’appliquer aux pores aussi bien qu’aux grains, et généraliser, par
conséquent, la notion de granulométrie des traversées unidimen-
sionnelles ou celle du diagramme de Purcell, mais contenir ¢galement
comme cas particulier la notion usuelle de granulométrie, chaque fois
que celle-ci est définie sans ambiguité (par exemple, dans le cas de
grains sphériques). D’autre part, Pextréme complexité des milicux
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naturels que ’on cherche a décrire (constituants d’une roche, milieu
poreux, succession de faciés lithologiques...) rend & peu prés inévitable
le recours & un langage probabiliste. Les courbes granulométriques
cumulées — bien qu’elles ne possédent pas par elles-mémes de contenu
probabiliste — appellent, elles aussi, ce langage, dans la mesure ou elles
se présentent sous un aspect formellement identique aux fonctions de
répartition du calcul des probabilités. Dans un deuxiéme chapitre,
par conséquent, nous chercherons a décrire un tel milieu comme un
ensemble aléatoire et a le caractériser par sa loi spatiale P(z,, z,)
donnant la probabilité pour que n points déterminés de I’espace z,,...,2,
appartiennent, par exemple, aux grains. Plus généralement, nous
devrons introduire les moments fonctionnels P(B, B’) donnant la
probabilité pour que deux ensembles donnés B et B’ soient contenus,
le premier dans les grains, le second dans les pores, et reconstruire,
a partir des P(B, B’) les notions granulométriques du premier chapitre,
qui recevront ainsi l'interprétation probabiliste qu’elles appellent.
Ce programme ne pourra, malheureusement, étre complétement réalisé
que dans le cas particulier de la granulométrie des traversées.

Dans un troisiéme chapitre, nous présenterons, a titre d’illustra-
tion, quelques schémas susceptibles d’étre utilisés dans les applica-
tions (schéma booléen, schéma semi-markovien), et nous aborderons,
dans le chapitre 4 le probleme difficile qui consiste a reconstituer une
granulométrie originelle & trois dimensions a partir des granulométries
induites a deux dimensions (sections planes) ou & une seule dimension
(traversées). On voudra bien, peut-étre, accorder quelque attention au
role important que semblent jouer les grandeurs spécifiques : nombre,
longueur et surfaces spécifiques, dans I’espace a trois dimensions,
nombre et périmétre spécifiques dans 'espace a deux dimensions.
Enfin, dans une annexe purement mathématique, nous apporterons
quelques justifications axiomatiques sommaires a la théorie des
milieux poreux aléatoires exposée dans le deuxieme et le troisiéme
chapitres.

L’apparition de ce langage probabiliste ne doit préter a aucune
équivoque. Elle ne signifie en aucune fagon que I'on fasse appel a je
ne sais quel hasard congu comme un accroc hypothétique au déter-
minisme (!). Ce langage joue ici le méme roéle que dans la mécanique
statistique classique : celle-ci, on le sait, renoncant a expliciter le
fourmillement des particules élémentaires et l’entrecroisement sans

(Y} Le concept de hasard, c¢’est-a-dire, proprement, de ce qui n’est ni voulu ni prévu par
I’homme, n’a rien de scientifique. On n’en fait pas usage dans la formulation axiomatique de
la théorie des probabilités. Le mot lui-méme n’est plus guere utilisé que par une sorte de
concession a une habitude ancienne, ou pour rendre plus intuitifs les exemples traités.
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fin de leurs interactions, ne retient fermement que ce seul point: &
savoir que ces mouvements, si complexes soient-ils, obéissent stricte-
ment aux lois de la mécanique, et ce point lui suffit pour retrouver les
concepts et les lois de la thermodynamique.

Qu’il s’agisse donc d’étudier la géométrie d’un milieu poreux ou,
comme dans la deuxiéme partie, ses propriétés hydrodynamiques,
le calcul des probabilités n’intervient pas a titre de science des lois du
hasard. Il apparait plutot comme un outil conceptuel permettant de
penser un changement d’échelle. Il fonctionne comme un grand simpli-
ficateur. De toute la richesse des phénomeénes qui se manifestent &
I’échelle inférieure, et de la complexité inextricable des structures qu’ils
y dessinent, il ne retient rien ou presque (seulement I'universel,
c¢’est-a-dire la loi spatiale). Mais ce presque rien se révele essentiel, et
lui suffit pour reconstituer ou retrouver les concepts et les lois qui
donnent la clé de ce qui se joue a I’échelle supérieure. Et, a leur tour,
ces nouveaux objets apparus a cette nouvelle échelle vont entrer dans
de nouvelles syntheses, nouer de nouvelles structures, dont la complexité
croissante rendra bientdt nécessaire une nouvelle simplification, et le
passage a une échelle encore plus élevée.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, consacrée a Uétude des
écoulements de filtration dans un milicu poreux, nous devrons distin-
aucr différents niveaux d’observation, dont chacun sera caractérisé
par des objets, des structures et des lois qui n"apparaissent qu’a son
échelle. Outre un niveau microscopique, qui est celur des particules
¢lémentaires, nous devrons considérer un niveau granulomeétrique, ot
regne 'équation de Navier, puls un premier nivean macroscopique, ot
se manifeste la loi de Darcy. Les perméabilités, apparues a ce premier
niveau macroscopique, prennent une signification purement locale,
lorsque 'on ¢léve encore le point de vue, et se montrent comme régio-
nalisées (variables dans Pespace), d’ott passage & un deuxiéme niveau
macroscopique, plus ¢levé que le premier, et genése d’une nouvelle
perméabilité macroscopique constante. Dans une formation géolo-
gique un peu complexe, caractérisée comme la superposition de strue-
tures emboitées les unes dans les autres a des échelles différentes,
ce processus se répete, et on doit définir autant de permcabilités
distinctes qu'il v a d’échelles de structures.

Le chapitre 5 sera consacré au premier de ces changements d’échelle,
¢’est-a-dire au passage du niveau granulométrique au premier niveau
macroscopique. Il apparaitra que la loi de Darcy n’est pas une consé-
quence de l'équation de Navier, mais seulement de la linéarité de
celle-ci et d’une condition générale selon laquelle seuls sont obser-
vables au niveau macroscopique les écoulements uniformes ou quasi
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uniformes & ce niveau. Cette conclusion restera un peu formelle, car
il ne nous sera pas possible d’expliciter la perméabilité en fonction de
la géométrie du milieu poreux. Nous montrerons seulement que la
symétrie et le caractére défini-positif du tenseur k' peuvent se déduire
de I’équation de Navier.

Les deux derniers chapitres, enfin, étudieront la composition des
perméabilités. C’est peut-étre ici que I'on trouvera quelques résultats
nouveaux dans un ouvrage qui n’est pas destiné a en présenter. Un
milieu 4 perméabilités ponctuelles régionalisées (variables), possédant
cependant une certaine homogénéité statistique, se comporte, vis-
a-vis d’écoulements uniformes ou quasi uniformes, comme s’il était
doué¢ d’une perméabilité macroscopique constante obligatoirement
comprise entre la moyenne harmonique et la moyenne arithmétique
des perméabilités ponctuelles. Grace a une méthode d’approximation
due a Schwydler, on peut montrer que cette perméabilité constante se
situe 4 mi-chemin ou aux deux-tiers du chemin séparant ces deux
limites, selon que I'espace est a deux ou trois dimensions. Ainsi la
régle de la moyenne géométrique ne peut pas s’appliquer aux écoule-
ments tri-dimensionnels. Nous montrons par contre qu’elle s’applique
en toute rigueur aux écoulements plans, au moins dans le cas parti-
culier ot les perméabilités ont une loi spatiale lognormale et invariante
par rotation.

Les écoulements non uniformes, et en particulier les écoulements
radiaux, apparaitront sous un aspect beaucoup plus complexe. Il
n’existe pas pour eux de perméabilité macroscopique constante. La
perméabilité apparente qu’on peut leur attribuer est aléatoire, et sa
valeur probable peut, selon les conditions aux limites, prendre n’importe
laquelle des valeurs comprises entre les moyennes harmonique et
arithmétique. 11 semble que 'on atteigne ici les limites de ce que Iana-
lyse théorique peut apporter en I'état actuel de nos connaissances.
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CHAPITRE PREMIER

GRANULOMETRIES EN PLACE

SOMMAIRE

Paragraphe 1. — Dilatation et érosion des grains selon un ensemble BB : un point s appar-
tient au dilaté des grains si le translaté de B implanté en z rencontre les grains, a U'érodé
des grains si ce translaté est contenu dans les grains. Dilater les grains équivaut a éroder les
pores et réciproquement.

Paragraphe 2. — L’ouverture de A s’obtient en érodant A puis en dilatant Uensemble
ainst érodé. La fermeture résulte d’une dilatation suivie d’une érosion. Querir les pores équivaut
a fermer les grains. La fermeture est une opération crotssante, isotone et idempotente. Un point =
appartient @ Uouverture A, de A selon B s'il existe un translaté de B contenant z et

conteni dans A\.

Paragraphe 3. — A Daide des homothétiqgues wB d’un ensemble concere B (par exemple
q
N ! . .
une sphire, un cercle ou un segment de droite) et de Uouverture A\, et de la fermeture Ap*
assoctées, on définit la granulométrie par

F(2) = Mes(Ap,),  F(— 2 = Mes(A,,)

oy
Pour A > 0 F{}X) représente la granulométrie des pores, et celle des grains pour A < 0.

1. — Erosion et dilatation.

Dans Pespace euclidien & n dimensions R"® (en pratique, n sera égal
a 1, 2, ou 3, mais il est commode de ne pas spécifier a ’'avance le nombre
des dimensions), un milieu a4 deux composantes, remplissant I’espace
entier, est défini par la donnée d’un ensemble A et de son complémen-
taire A°. Dansla suite, nous désignerons A parl’expression «les grains»
et son complémentaire A¢ par 'expression «les pores», sans que cela
implique d’hvpothése particuliere sur la forme géométrique de A ou
I'existence de « grains » individualisables. Il arrivera que A soit supposé
borné, mais alors A°¢ (les pores) s’étendra jusqu’a l'infini, de maniere que
tout point de I’espace appartienne soit aux grains, soit aux pores.

D’un point de vue plus analytique, on peut également définir ce milien
par la donnée d’une fonction k& (r), dite fonction caractéristique de A,
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égale a 1 dans les grains et & 0 dans les pores:

1 si zeA
(,1) k(@) = 0 s1 z&A
Pour décrire la géométrie complexe dessinée sur une lame mince (deux
dimensions) par des grains A opaques et leur complémentaire A°¢ supposé
transparent, J. Serra (1) propose le dispositif expérimental suivant : un spot
lumineux circulaire de rayon donné A balaye la plaque. Lorsque le spot
est centré en un point z, deux circonstances seulement sont possibles:
ou bien la lumiére passe (si le spot rencontre les pores) ou bien elle ne passe
pas (si le spot est contenu tout entier dans les grains). Posons:

ky(x) = 0 sila lumiére passe

(k;(x) =1 si elle ne passe pas.

La fonction Fk;(x) ainsi définie est la fonction caractéristique d’un
ensemble A] qui se déduit de A par une sorte d’érosion, puisque seuls
appartiennent & A; les points de A situés a une distance supérieure & A
de la frontiére des grains. Cette érosion des grains peut aussi, inversement,
s’interpréter comme une dilatation des pores.

De méme, les grains étant cette fois supposés transparents et les pores
opaques, posons :

Sk{(x) 0 si la lumiére ne passe pas
{ky(x) =1 sielle passe.

k5(x) est la fonetion caractéristique d’un nouvel ensemble A qui se
déduit de A par dilatation, puisque seuls n’appartiennent pas a Aj les
points des pores situés & une distance supéricure & A de la frontiere des
pores. L’opération effectude est une dilatation des grains, ou une érosion
des pores.

Pour plus de commodité, convenons de réserver les valeurs posilives
du parametre A a la dilatation, et les valeurs négatives a I'érosion des
grains par le spot de rayon A. Autrement dit, éerivons :

ko, et A, au lieu de s et Al
ky, et A, au lieu de kooet AY

I8 IN

(A > 0)

Soit  S(A) Paire occupée sur la lame mince par les grains dilatés selon
le spot de rayon A (aire de A,) et S(— 1) laire occupée par les grains
érodés selon le méme spot (aire de A_,). S(A) est une fonction non décrois-
sante de A. Pour A < u, on a manifestement les inclusions

A,cA cAcy e,

(Y} 1. Serra «remarques sur une lame mince de minerai Lorrain . Bulletin dw BRGM
(sous presse}.
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et par suite les inégalités

w)

[y

S(—w) < S(— 2 < 5(0) < S(4) < S

Cette propriété évoque une courbe granulométrique. Cependant S(A)
n’a pas encore réellement la signification d’une granulométrie. Dans le cas,
en effel, ot A est composé de cercles disjoints (grains circulaires) la
variation S(A + AX)— S(A) ne refléete pas directement le nombre des grains
de ravon compris entre A et A + A

Toutefois, la transformation de Serra (faisant passer de A a A, ou
A_;) va constituer une étape indispensable dans la construction du concept
géométrique de granulométrie. Avant de poursuivre, il convient de présenter
cetle transformation sous une forme plus générale et plus systématique.
Nous devrons, pour cela, emprunter quelques notions élémentaires a la
théorie des ensembles, et utiliser certains symboles aujourd’hui familiers
a tous, comme Punion v, Tintersection n ou l'appartenance e. Les
operalions ensemblistes dont nous donnerons P'éeriture symbolique auront
toujours, malgré leur forme abstraite, une signification trés concrete et
tres intuitive. 1 ne s’agit d’ailleurs pas de spéculations purement théoriques.
Ces opérations peuvent dtre réalisées effectivement, et conduire a des
résullals numériques, a Paide de caleulatrices électroniques ou d’appareils
beauncoup plus simples du tvpe de Panalyseur de structures de J. Serrac:
ce dernier appareil. procédant par visée pholométrique directe sur lame
mince et comptage électrontque, permet. d’effectuer en quelques minutes
des opéralions qui pourraient parailre assez compliquées,

Opération A & B. — Soienl. A el B deux ensembles quelcondques
de Pespace cuclidien R A sera, par exemple, ensemble des grains
Landis que B va jouer le role du spol lumineux envisage ei-dessus (en fail,
celle inlerprélalion n’est pas obligatoire, e, dans les définitions suivantes
A et B ointerviennent symétriquenient). A toul point 2 de A et i Lol
point y de B, nous pouvons faire correspondre la somme géométrique
£y Lorsque xoel y déerivent A et B e poinl -y déerit
un ensemble que nous nolerons A@B.  En notation ensembliste, on a
done:

(1.2) ApD = U (r + )

LEAN
vER

[Jopération ainsi définie est manifestement associative el commautative.
Lorsque € est un ensemble quelconque etz un point. il est commode
de désigner par~ G, 'ensemble se déduisant de € dans la translation z:

C=Uw=+>3
el
[équation (1.2) peut alors s’éerire sous les deux formes suivantes:

(1.3) reB=UsB,=Ux
VER

LEN
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A®B est la réunion, lorsque x décrit A, des ensembles B, déduits
de B dans la translation x. C’est aussi la réunion, lorsque y décrit B,
des ensembles A, déduits de A dans la translation y.

L’opération A@B est étroitement apparentée a une dilatation de A
selon 'ensemble B. Plus précisément, pour qu'un point z appartienne
a A@B, il faut et il suffit qu’il soit de la forme a 4+ b avec aeA et
beB. Autrement dit, il faut et il suflit que 'on puisse trouver un point b
dans B tel que z— b appartienne a A. Désignons par B le transposé
de B (son symétrique par rapport a Iorigine).

B=U

hen

Dire que 'on peut trouver beB tel que z— beA dquivaut a dire
que (é): (le translaté par z de 'ensemble B) rencontre A:

(1,4) ;e ABB <= (B.nA £ 0

(on rappelle que le symbole <=~ est celut de Péquivalence logique. el que ¢
représente 'ensemble vide).

Ainsi z appartiendra & A®B si, el seulement si, Péchantillon égal
a B oet nnplanté au point z a une intersection non vide avec VA. On
voit que A@B représente la dilatalion de A par le transposé¢ B de B
(et non par B lui-mcéme). Si Pon veut dilater A par B lui-méme, ¢’est
done Popération A@IVB qu’il convient d’effectuer. Résumons ces vésultats
par une définition et une proposition.

Définition. — On appelle transjormé de Serra (par didatation)y o un
ensemble A par un ensemble B, ou, bricvement, dilaté de X par B len-
semble (:

C={z:B.nA = u}

des points s tels que Uensemble B. déduit de B dans la translation  z
rencontre l'ensemble A.

Proposition 1. — L’ensemble C ainsi défini est égul @ AgB. On a:

c=2sB=U@g - U,

sEN vER

L’opération ASB. La pseudo-addition d’ensembles A @B n’admel
pas d’opération inverse. Nous définirons une pseudo-soustraction A B
par la formule :

(1,5) ASB = (A‘GB)e

Amst, ASDB est le complémentaire de la psendo-somme AcsB de B
et du complémentaire de A.
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De la relation (1,3) on déduit immédiatement par passage au complé-
mentaire :
(1,6) AeB =[)A4,
YeB
A©B est intersection, lorsque y décrit B, des ensembles A, déduits

de A dans la translation y.
De méme, on déduit de (1,4) :

(1,7) 7€ A6B <= (B).cA

A6B est 'ensemble des points z tels que 'échantillon égal au transposé
de B et implanté en 2z soit tout entier contenu dans A.
D’ou la définition et la proposition suivantes:

Définition. — On appelle transformé de Serra (par érosion) d’un ensemble A
par un ensemble B DPensemble:

C={z:B,cA}

des points z tels que U'ensemble B, déduit de B dans la translation z
soit contenu dans A.

Proposition 2. — L’ensemble C ainsi défint est égal ¢ A©S B. On a:

C=AeB={)A,

YEB

Cas particuliecr. — 1. — Prenons pour B l'ensemble B, = {o, b}
constitué de deux points seulement: Porigine O et un point b. A®B,
est la réunion AuA, de A et de son translaté par b, A©B,; estlinter-
section AnA, de ces mémes ensembles.

De méme si B est constitué de p points {o, by, ..., b,.;} A®B est
I'union de A et de ses translatés A, ... Ay, ,, A©B est lintersection
de A et de ses translatés.

2. — Prenons pour B Densemble B, = [0, 2] constitué de tous les
points d’un segment de droite ayant son origine en O et son extrémité
en un point k. A@B, est 'ensemble balayé par A lorsqu’on lui imprime
la translation h. A6B, est’ensemble des points qui appartiennent a tous
les ensembles correspondant aux positions intermédiaires occupées par A
dans cette translation.

3. — Si 'on prend pour B la boule By = {z:]z| < A} de rayon A,
on retrouve la transformation par dilatation ou érosion selon un spot
lumineux circulaire dans le cas ou 'espace est & deux dimensions.

Mesures. — Si A et B sont mesurables et bornés, il est possible de
définir les mesures (volumes ou surfaces, selon le nombre de dimensions
de l'espace) des transformés A@B et AO B. Désignons par H(B) et

MATHERON 9
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K(B) ces mesures:
H(B) = Mes (A@B)
K(B) = Mes (Ao B)

Ces fonctions d’ensemble K(B) et H(B) permettent de définir des
fonctions non décroissantes analogues a la fonction S(A) introduite dans
le cas du spot lumineux circulaire. Si B, désigne une famille d’ensembles
tels que B,cB, pour A < p (par exemple B, pourra étre la boule
de rayon 1), la fonction définie par:

S() = H(By)
S(— ) = K(B,)

est bien non-décroissante. Mais elle ne posséde pas encore une véritable
signification granulométrique.

Régles d’inclusion. — Nous donnons en Annexe I une étude plus détaillée
de la transformation de Serra. Nous mentionnerons simplement ici I'inclu-
sion :

(AeC)eBc(ApB)oC

Cette inclusion, généralement stricte, a un sens intuitif évident: Péro-
sion de A par C fait disparaitre des portions de A, isolées et de petites
dimensions, qu’une dilatation ultérieure par B ne peut pas restituer.
Ces mémes portions, au contraire, peuvent subsister si la dilatation
par B est effectuée avant Pérosion par C.

D’autre part, les réegles suivantes sont évidentes et se démontrent
immédiatement : Si B est contenu dans B’ on a:

SA@BcA@B’
AcB-AeB’

(1,8)
(BeAcB' oA

2. — Ouverture et fermeture.

Pour définir la granulométrie d’un ensemble A, nous serons conduits
a effectuer sur A deux transformations successives : d’abord une érosion,
puis (sur Pensemble ainsi érodé) une dilatation, et nous dirons qu’il s’agit
d’une ouverture de A; ou bien, au contraire, d’abord une dilatation,
et ensuite une érosion, et nous dirons qu’il s’agit d’une fermeture de A.
La définition précise est la suivante:

Définition. — Etant donné deux ensembles A et B, on appelle ouverture
de A selon B, eton note A, Dlensemble

A, = (AeB)@B
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On appelle fermeture de A selon B et on note A, lensemble
A;=(Ae@B)eB

Avant d’examiner la signification trés intuitive de cette définition,
il convient de justifier la terminologie employée. En algébre, on appelle
fermeture une opération croissante, isotone et idempotente. Par dualité,
on associe & toute fermeture une opération décroissante, isotone et idempo-
tente, appelée ouverture, définie de telle maniére qu’il est équivalent d’ou-
vrir un ensemble ou de fermer son complémentaire. Montrons que les opé-
rations A, et A, vérifient bien ces conditions.

Tout d’abord, ces deux opérations sont duales I'une de I'autre vis-a-vis
de la complémentation. Autrement dit, I'ouverture du complémentaire
d’un ensemble A coincide avec le complémentaire de la fermeture de A,
et réciproquement. Ou encore : ouvrir les pores équivaut & fermer les grains,
et réciproguement. Cette propriété se traduit par les égalités:

(Ac)m = (Af)c

@1 (A9 = (Ay)°

On le voit facilement & partir de (1,5) et de la définition donnée ci-
dessus. Explicitons, par exemple, (A ). Il vient:

(A = [(A@B)eBI
— (A@ﬁ)c@B = (Aceé)@B = (Ac)m

La premiere relation traduit la définition de A, Les deux suivantes
résultent de (1,5), ¢’est-a-dire de la définition de lopération AeB. La
dernicre, enfin, provient de la définition méme de A,,.

Puisque ces deux opérations sont en dualité, il suffit de montrer que
Papplication A — A, est une fermeture (une opération croissante, isotone
et idempotente). En passant aux complémentaires, il en résultera que
I'application A — A, est décroissante, isotone et idempotente (est une
ouverture). '

C’est une opération croissante. Les grains sont contenus dans leur
fermeture, et on a

(2,2) AcA;

Pour le voir, explicitons la définition de A, a partir de (1,3) et de (1,0),
ce qui donne

(2,3) A,=NUx,-

YEB reB

Soit z un point quelconque de A. Pour tout point y de B, on peut
trouver un point z de B, asavoirle point =y, tel que z appartienne
2

a A,_, =A;=A. Donc z appartient & A,, d’apreés (2.3), et par suite
(2,2) est démontré.
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En passant aux complémentaires, on voit que I'opération A, est dé-
croissante :

(2:4) Aw cA

En deuxiéme lieu, il s’agit d’opérations isotones. Autrement dit, si A
est contenu dans A’, A, est contenu dans Ay et A, dans Ay:

(2,5) AcA'—=~ A;cAjf
A, cA,

Cela résulte aussi de (2,3), car, pour tout z et tout y, A,_, est contenu
dans A',_,
Enfin, il s’agit d’opérations idempotentes, autrement dit, on a:

(2,6) Eif))f = f;f

En effet, explicitons la fermeture itérée :
(A;); = ((A®B)oBleB)eB = (AeB), ©B

L’indice ' désigne ici ’ouverture selon ’ensemble B transposé de B
(ouverture transposée). Toute ouverture étant décroissante, d’aprés (2,4),
on a

(A®B), cA®B
La troisieme régle d’inclusion (1,8) donne alors

(A)); = (A@B), 6Bc(AaB)oB = A,

Comme on a aussi 'inclusion inverse, puisque la fermeture est une
opération croissante, la premiére égalité (2,6) en résulte, et la deuxieme
s’en déduit aussitot par dualité.

Signification géométrique de I’ouverture et de la fermeture.— Ces opé-
rations, et les propriétés que nous venons d’établir, possédent une signifi-
cation géométrique trés intuitive, qui nous servira a construire le concept
de granulométrie. Pour dégager cette signification, remarquons qu’un
point z appartient & Pouverture A, si, et seulement si (B), rencontre
AcB (d’apres (1,4) et la définition de A,), donc, également, si, et seule-
ment si, on peut trouver un point beB tel que z—2b appartlenne a
ASB. Mais pour que le point y = z— b appartienne & AoB, il faut
et il suffit que B, soit contenu dans A. De méme b appartient a B si,
et seulement si, z =y + b appartient & B,. Nous pouvons donc énoncer
la proposition suivante :

Proposition 3. — Pour qu'un point z appartienne a Uouverture A,
de A selon B, il faut et il suffit qu’il existe un translaté B, de B conte-
nant z et entiérement contenu dans A:zeB,cA.
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Par dualité, on obtient une autre proposition: pour qu'un point z
appartienne a la fermeture A, de .A selon B, il faut et il suffit que tous
les translatés B, de B contenant z rencontrent A. :

En termes plus concrets, on voit que Pouverture (Ac), des pores A°
est le domaine balayé par les translatés de B auxquels on fait parcourir
toutes les positions géométriqguement possibles pour lesquelles ils restent en-
tiérement contenus dans les pores. Les zones exclues de cette ouverture
sont celles que de tels translatés ne peuvent atteindre. Elles correspondent
a des inclusions, des chenaux étroits ou des anfractuosités de dimensions
inférieures & celles de B. On voit que I'ouverture des pores donne une
certaine image de la granulométrie des pores. De la méme maniére, 'ouver-
ture des grains est le domaine balayé par les translatés de B qu’il est
géométriquement possible d’implanter a l'intérieur de A. Elle élimine
petits grains isolés, promontoires aigus, isthmes étroits, etc... et reflete
ainsi la granulométrie des grains.

3. — Définition des granulométries.

En effectuant ouverture et fermeture A,, et A, selonunensemble B,
dépendant d’uh parameétre unique A (par exemple B, sera la boule de
rayon 1), 1l va donc étre possible de définir une granulométrie, sous réserve
que, A croissant, les ouvertures A,, aillent en décroissant et les fermetures
A, encroissant. Cette propriété de monotonie — évidente géométriquement
dans le cas des boules — n’est cependant pas vérifiée pour des B, quelcon-
ques. Les deux propositions suivantes suflisent, cependant, & définir des

classes trés larges d’ensembles pour lesquels elle sera vérifice.

Proposition 4. — La famille des ouverts selon B coincide avec la famille
des ensembles de la forme C@®B (C ensemble quelconque) et la famille des
fermés selon B coincide avec la famille des ensembles de la forme CoB.

Raisonnons, par exemple, dans le cas des ouverts selon B. Si A = A,
est ouvert selon B, on a, par définition, A = C®B avec C = AoB
Réciproquement, C@®B est ouvert selon B. En effet, on a d’une part:

(CeB), = [(CoB)eB]eB = C,®B>CoB

f" désignant la fermeture transposée (selon B) qui est croissante. D’autre
part :

(CeB),cCoB
puisque Pouverture est décroissante. On en déduit ’égalité
(CeB), =CoB

En particulier B lii-méme est toujours ouvert selon B, puisque
B ={0}®B, etona:
(BeB)sB =B
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Proposition 5. — Si C est ouvert selon B, les ouvertures A, ., A,
et les fermetures A, et Ag, de tout ensemble A selon B et C vérifient

les inclusions:
3,1) Ap €Ay, CACA, cAy
En effet, d’aprés la proposition précédente, C, étant ouvert selon B,

est de la forme B’@B, et son transposé é, égal a é’@é, est ouvert
selon B. Soit alors z un point de A, . Par définition, on a:

écheaé
On en déduit, d’aprés les régles d’inclusion (1,8):
B.o(CoB)cAoBa(CoB)

Mais ée}(éeB) = (éeB)e)é (d’aprés la commutativité de l'opé-
ration @), est louverture de selon é, c’est-a-dire ¢ lui-méme
puisque & est ouvert selon B. L'inclusion ci-dessus se réduit donc a:

échéBé

ce qui signifie zeA,. Par suite, Ay cAg. L’inclusion relative aux
ouverts s’en déduit en passant aux complémentaires.

Granulométrie selon une famille B,. — Soit B, une famille d’ensembles
dépendant d’un parameétre (positif) A, et vérifiant la propriété :

(3,2) B,&B, = By.y

La proposition suivante montre qu'il est facile de former une famille Bj
vérifiant (3,2).

Proposition 6. — Les homothétiques A\B(h > 0) d’un ensemble convexe
quelconque B vérifient la relation (3,2).
En effet, soient A et w deux nombres positifs. Si un point z appartient
a la somme AB@uB, il est de la forme Ab + ub’, b et b appartenant
N
AT
appartient & (A + w)B. On a donc

ABouBc(h+ w)B

L’inclusion inverse se démontre immédiatement: on a donc I'égalité,
¢’est-a-dire (3,2). _

Ainsi, dans I'espace 4 n dimensions, on pourra prendre pour B, la
famille des boules de rayon A, ou celle des cercles de rayon A situés
dans un plan passant par lorigine, ou encore des segments de droite de
longueur 2A paralléles entre eux. De méme, encore, les homothétiques
d’un cube, ou d’un carré etc...

Si (3,2) est vérifiée, il résulte de la propriété 4 que B, est ouvert
selon B, et par suite d’aprés la proposition 5 on a les inclusions :

a4 B. Comme B est convexe, appartient aussi & B et z

Ay, €A, cA,cdpcA

0+ S+
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Si A est borné, et si les ensembles A, , A, sont mesurables et bornés
(il en est toujours ainsi si B, est topologiquement ouvert, et borné), la
fonction F(A) définie par:

F(A) = Meé (Ag)
(3,3) F(— 2) = Mes (Aix)

est non décroissante, d’apres les inclusions ci-dessus. On a donc:

F(—r—p) < F(—2) < F(0) < F() < F(x + u)

\

Lorsque A tend vers l'infini, 'une au moins des dimensions de Bj;
augmente indéfiniment, d’aprés la relation (3,2). Comme A est borné,
aucun point de A ne peut-appartenir a toutes les ouvertures A, , de
sorte que A, tend vers ensemble vide @, et F(— ) tend vers 0.
Par contre, on peut montrer que Ay, est toujours contenu dans I'enveloppe
convexe de A, qui est bornée comme A (voir Annexe I). Lorsque A
tend vers l'infini, A, tend par conséquent vers un ensemble borné, qui
sera souvent 'enveloppe convexe de A, et par suite F(A) admet une limite
finie F(+ o0).

Cette courbe F()A) représente en méme temps la granulométrie des
pores et celle des grains. La partie droite (A > 0) concerne les pores,
la partie gauche les grains.

I1 est d’ailleurs facile de séparer ces deux composantes. La granulo-
métrie des grains selon B, est représentée par la fonction non décroissante

F(0) = E(=%)
F(0)

G1(7\) =

qui varie de 0 a 1, et celle des pores par la fonction non décroissante

_ F(\) —T(0)
§ F(o0) — F(0)

qui varie ¢galement de 0 a 1. Ces fonctions se présentent done comme des
courbes granulométriques cumulées. Elles en ont également la signification.
Pour le voir, examinons les deux cas particuliers ou la notion usuclle de
granulométrie se définit sans ambiguité.

Prenons d’abord pour B, la famille des boules de rayon A. IF(—A)
représente le volume balayé par les spheres de rayon A qu’il est géomé-
triquement possible d’implanter dans A. Si A est constitu¢ d’une sphere
unique de rayon R, F(— 1) est nulle pour A > R et égale au volume
de A pour A < R. De méme G (2) est nulle ou égale a 1 selon que A
est inférieur ou supérieur & R: G,(7) est donc bien la courbe granulomé-
trique associée a ce grain unique de rayon R. Si maintenant on a plusieurs
grains sphériques disjoints, de ravons différents, F(— 1) représente le
volume total occupé par les spheres de rayons supérieurs & A. Gy(2) repreé-
sente en pourcentage du volume total F(0) des grains, le volume occupé
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par les grains de rayons inférieurs & 1, et coincide avec la courbe granulo-
métrique cumulée habituelle.

La fonction 1 — G,(A) exprime, de son c6té, en pourcentage du volume
total des pores, le volume balayé par les sphéres de rayon A contenues
dans les pores. Elle possede une signification trés voisine de celle du dia-
gramme de Purcell, utilisé dans l'industrie pétroliere, et représentant
envahissement des pores par le mercure pour des pressions croissantes,
ou des rayons de courbure décroissants. Elle exprime la répartition des
intervalles d’espace séparant les différents grains, c’est-a-dire la maniére
dont ces grains se disposent vis-a-vis les uns des autres, ou, comme
disent les pétrographes, la texture du milieu. '

Prenons maintenant pour B, un segment de droite de longueur A
et de direction « donnée. Alors G, et G, représentent les granulométries
des traversées des grains et des pores mesurées dans cette direction «.
En effet, pour qu'un point z appartienne a A,, par exemple, il faut et
il suffit qu’il appartienne & un segment de longueur 1, paralléle & la direc-
tion « et entierement contenu dans A. Ainsi F(—2) est la mesure du
volume engendré par les traversées des grains de longueur supérieure ou
égale & A, et G,(A) représente, en pourcentage du volume total, le volume
occupé par les traversées de longueurs < A. Cest donc la granulométrie
des traversées des grains, au sens usuel, exprimée en longueur et non en
nombres (chaque traversée observée de longueur [ est comptée non pas
pour 1, mais pour un poids proportionnel & ). II est d’ailleurs facile de
passer d’une granulométrie en longueur a la granulométrie en nombre qui
lui correspond, et inversement.

Ainsi se trouve achevée la construction du concept de granulométrie
géométrique. La définition que nous avons donnée n’est pas liée a I'exis-
tence de grains individualisables, et coincide avec la définition usuelle
dans tous les cas ou celle-ci est déterminée sans ambiguité. On notera bien
qu’a des familles B, différentes, correspondent des granulométries dis-
tinctes. On utilisera surtout les granulométries selon les sphéres (& 3 dimen-
sions), selon des cercles (4 2 dimensions) et celles des traversées (4 une
dimension). Au lieu de sphéres et de cercles, on pourra aussi prendre des
cubes et des carrés pour lesquels la programmation des calculs est plus
facile.




CHAPITRE 11

MILIEUX POREUX ALEATOIRES

SOMMAIRE

Paragraphe 4. — Définition d’un ensemble aléatoire a partir de sa loi spatiale et des moments
fonctionnels. P(B, B’} = P (BC A, B'NA = 0) est la probabilité pour que l'ensemble B
soit contenu dans A et B’ disjoint de A. Etude du cas stationnaire.

Paragraphe 5. — La surface spécifique o d’un milieu poreux stationnaire (a 3 dimensions)
ne dépend que des valeurs en h = 0 des dérivées de la covariance C(h) — formule (5, 4).
Méme résultat pour le périmétre spécifique 2N d'un miliew ¢ 2 dimensions. Relation entre
6 et 2). Notions de nombre et de longueur spécifiques d’un miliew @ 3 dimensions.

Paragraphe 6. — Définition de granulométries selon une famille B,. La granulométrie des
grains Gy(2) est la probabilité conditionnelle pour que x ne soit pas dans A, lorsqi’on sait
que € A. Application aux granulométries des traversées. Granulométric en nombre et moment
fonctionnel P(l) se déduisent U'un de Uautre selon les relations (6,9) et (6,10).

Paragraphe 7. — Grain convexe isolé. La fonction g(h), mesure de I'intersection duw grain A
et de son translaté par h, suffit @ déterminer la granulométrie des traversées, et ses dérivées en
h = 0 donnentla mesure du contour apparent. Diverses notions a caractére géométrique. Lorsque
A est aléatoire, Uespérance K(k) = E[g(h)] est Uintégrale dw moment d’ordre 2, Pr, x + h).
Les dérivées de K(k) en h = 0 donnent Uespérance de la mesure du contour apparent. Résul-
tats géométriques pour le dilaté de A par un ensemble convexe B quelconque.

4. — Loi spatiale et moments fonctionnels.

A partir de maintenant, nous allons considérer un milieu poreux,
défini par la donnée de ’ensemble A des grains ou de 'ensemble complé-
mentaire A° des pores, comme aléatoire : plus précisément I’ensemble A
des grains sera interprété comme une réalisation d’un ensemble aléatoire,
ou, ce qui revient au méme, sa fonction caractéristique f(x), égale a 1
pour xeA et 4 0 pour zeA°, sera considérée comme une réalisation
d’une fonction aléatoire en tout ou rien (c’est-a-dire susceptible de prendre
seulement les valeurs 0 ou 1). Rejetant dans ’Annexe Il I'examen des
fondements axiomatiques de la théorie des ensembles aléatoires, nous
observerons ict une démarche plus intuitive.
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Soient =, z, ... z, et Y, Y ... Y, deux groupes de k et k' points
quelconques de I'espace R". Nous désignerons par:

P(@y, Ty oo Ty5 Yy, Yo oor Yir) = Py, ... T €A, Yy, . Y € A)

la probabilité pour que les k points z, ... z, appartiennent & A et que
les k' points y, ... y,, n’appartiennent pas & A. Cette probabilité est,
naturellement, une fonction de ces k + k' points (donc une fonction de
n(k + k') variables). L’ensemble de toutes ces fonctions, pour toutes les
valeurs des entiers %k et k' et tous les systémes de points z, ...z, et
Yy ... Y, constitue la loi spatiale de I'’ensemble aléatoire A. Nous admet-
trons (voir Annexe 2) que I’ensemble aléatoire A peut étre considéré
comme défini par la donnée de sa loi spatiale.
Pour £’ = 0, la fonction

P(zy ... z,) = P(zy, 2y ... z,€A)

représentant la probabilité pour que & points donnés appartiennent a, A
sera appelée moment fonctionnel d’ordre k de Densemble aléatoire A.
L’origine de cette terminologie est la suivante: si 'on désigne par f(x)
la fonction caractéristique de A:

1 s1 z€A
flz) = 0 s1i zg€A

qui est une fonction aléatoire en tout ou rien, la probabilité pour que les k&
points z, ... z,, appartiennent a A est égale 4 I'espérance mathématique
du produit f(x,) ... f(x,):

P, .. 7,) = E[f(x,) [(zy) .. f(x,)]

Les moments fonctionnels du complémentaire de A (les pores) seront
désignés par la lettre Q:

Qg ... x)) = P(xy ¢ A, e A) = E([1 — f(z)] ... [1 — f(x,)])

Les fonctions P(xy, ... 2,5 ¥, ... ¥,») ne peuvent pas étre absolument
quelconques. Elles sont soumises aux trois conditions suivantes :

a) on a nécessairement 0 < P < 1, quels que soient les points z, ...
et y,...

b) Lorsque z; ..z, €A et ¥, ...y €\ tout point supplémentaire z
appartient soit & A, soit a son complémentaire. D’ou la condition de

cohérence.

(4,1) Plxy ...x 5y, ... y) =Play, o2, 25 4y -0 y)
+Pley oooxg oy Ly, 2)

¢) Enfin P est invariante pour toute permutation des points z, ... x,

oun Yy ... Ypr-
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La condition de cohérence (4,1) laisse prévoir que la loi spatiale est
entiérement déterminée par les moments fonctionnels. Effectivement, la
fonction P(z, ... z,;y, ... y,,) peuts’exprimer a I'aide des seuls moments
d’ordre k, k+ 1, ... k+ k'. On le voit facilement grace aux espérances
mathématiques. De:

P, ...z 41 -+ g) = E(f(2) f(@5) - .. @)1 — fly)] - [T — )]

on déduit, en effet le développement :

k!
Plx, ...z z, ... y) = Py, ... 2,) — Z Pz, ... z, y;,)

=1
(4,2)
+ Z P(xb Loy v v Tpy Yiy ?/ie) T e
KZii>is21

+ (—O¥P(xy, 2y, .1y, Yy o Yi)

En particulier, les moments fonctionnels Q des pores s’expriment
a 'aide des moments fonctionnels P des grains (et réciproquement) :

(43) QU ... 2) =1~ P(z)

D Play, 3) — e (= )Py, w3y

P .
1S <&k

Ainsi, les moments fonctionnels d’ordre 1 : P(x) — probabilité pour que
reA— el Q(r) — probabilité pour que re& A — sont liés par:

Q) = 1 — P(x)
et les moments fonctionnels ordre 2: P(ry, x,) — probabilité pour que z,

et x, soient dans A — el Q(xy, x,) — probabilité¢ pour que &, et wx,
soient dans les pores — sont liés par:

-

Qry, o) =1 —P(r)) — P(xy) + Py, x,)

(P(ry, @) =1 —Qr) — Q) + Qlay, @)

Par un léger abus de langage, le moment d’ordre 2:
Play, xy) = E[j(xy) f(2)]
sera désigné dans la suite comme la covariance de Pensemble aléatoire A

(a strictement parler, la covariance serait P(x), 2,) — P(x,) P(a.)).

Cas stationnaire. — On dira que l'ensemble aléatoire A possede
le caractére stationnaire lorsque sa loi spatiale est invariante par translation,
c’est-a-dire lorsque, pour tout vecteur A et tout groupe de points r,. ... 2.
on a:

Play +h ..oy by yy +hoooly — ) =Py, ... Tt Yro e )
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D’apres la relation (4,2), il suffit d’ailleurs de vérifier que les moments
fonctionnels sont invariants par translation.

Ce caractére stationnaire de A signifie que les propriétés de A sont
les mémes dans tout I'espace. Il y a homogénéité spatiale. L’ensemble A
se reproduit, statistiquement, dans tout I’espace, identiquement & lui-méme.
C’est, en principe, seulement dans le cas stationnaire que l'inférence sta-
tistique est possible (en pratique, il suffit que A puisse étre considéré
comme localement stationnaire, c’est-a-dire que ses caractéristiques ne
varient que lentement dans l’espace). Pour procéder a [l’estimation des
moments fonctionnels, 4 partir des données expérimentales disponibles,
on profitera du fait qu’il y a égalité entre les probabilités et les intégrales
d’espace correspondantes, prises en espérance mathématique (voir An-
nexe 2).

Par exemple, le moment d’ordre 1, P(x), est une constante p dans le
cas stationnaire (puisque P(z 4 k) = P(z) pour tout vecteur £). Pour
estimer cette probabilité p constante, lorsque A est connu expérimenta-
lement dans un domaine D, on utilise la relation:

! __E[Mes AnD]
p_MesDE[fo(x)dx]_ Mes D

La probabilité ¢ =1 — p, constante également, pour qu’un point =z
soit dans les pores n’est pas autre chose que la porosité du milieu poreux
aléatoire stationnaire (dans le cas non stationnaire la porosité Q(z) varie
dans I'espace).

De méme, dans le cas stationnaire, la covariance

P(.’El, .T2) = P(xl + h, Zy 1 h)
ne dépend que de la différence z, —x;,. Nous poserons souvent :
C(h) = P(z, x + h)

C(h) est la covariance des points = et z + h, distants (vectoriellement)
de A: elle ne dépend que du vecteur A et non du point d’appui z. On a

(C(h) = C(— h)
CO)y=p
0<Ch)<p

Pour estimer C(h) & partir des observations faites dans un domaine D,
on doit faire la statistique du nombre de couples de points z, x 4+ h appar-
tenant tous deux a A.

D’un point de vue plus géométrique, on peut remarquer que z 4 A
appartient & A si, et seulement si, x appartient au translaté A_, de A
par le vecteur — h. Ainsi, la covariance P(x, x + h) est aussi la probabilité
pour que le point x appartienne @ l'intersection AnA_, de A et de son
translaté par — A. Dans le cas stationnaire, la covariance C(h) pourra
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étre estimée a partir de la relation :

1 1
- AnA,nD
(4,5) C(h) MeSDE[MesAnA_hnD] esDE [Mes (AnA,nD)]
Moments fonctionnels généralisés. — 11 est en général possible (voir

Annexe 2) de définir la probabilité :
P(B, By =PBcA, B nA =g)

pour que deux ensembles donnés B et B’ soient contenus le premier
dans les grains, le deuxiéme dans les pores. P(B, B’) généralise la loi spatiale
P(xy, ... Ty} Y1, - - - Yur) o celle-ci correspond, en effet, au cas particulier ou

B={z, ...z} et B ' ={y, ... Y}

sont des ensembles de points en nombre fini. En particulier, le moment
fonctionnel généralisé de I’ensemble aléatoire A :

P(B) = P(Bc A)

donnant la probabilité pour que ’ensemble B soit contenu dans les grains,
et celui de I’ensemble complémentaire A€

QB) =P(BcA?) =P(AnB = ¢)

donnant la probabilité pour que B soit contenu dans les pores (ou, ce qui
revient au méme, disjoint de A) vont jouer un réle primordial dans la
construction de la notion probabiliste de la granulométrie.

Il faut noter que, lorsque B et B’ ne sont pas finis, il n’existe plus
de relation analogue a (4,3) qui permette de passer de P(B) a Q(B’) ou
réciproquement.

Pour donner un contenu plus géométrique a ces moments fonctionnels,
prenons pour B un ensemble contenant lorigine O, et interprétons-le
comme un é¢chantillon implanté en O. L’échantillon égal & B implanté
au point z, c’est-a-dire le translaté B,, conduit a définir les probabilités
P(B,) et Q(B,) pour que B, soit contenu dans les grains (dans les pores).
L’ensemble B étant choisi, ce sont des fonctions du point d’implantation z.
Dans le cas stationnaire, ce sont des constantes. On a:

\P(B,) = P(B,cA) = Pze ASB)

(4,6) Q(B,) = P(B,nA = ¢) = P(z& A® )

Les relations (4,6) montrent comment ces moments fonctionnels géné-
ralisés se relient a la loi spatiale des transformés de Serra AoB et A®B.
Dans le cas stationnaire, P(B,) et Q(B,) ne dépendent pas de z et on
peut les désigner simplement par P(B) et Q(B). Leur estimation pourra
se faire a partir des relations:

~ Mes D

‘ ; |
( L —QB) = 775 B DMes (AeB)n D]

g P(B) = —— E [Mes (A6 B) n D]
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S. — Les grandeurs spécifiques.

Dans un milieu poreux & trois dimensions, on appelle surface spécifique
S , : :
le rapport Vv ou S est la mesure de la surface de séparation des grains

et des pores contenus dans un volume donné V. Cette notion prend une
grande importance dans tous les problémes physiques ou des échanges de
chaleur ou d’énergie se produisent a la surface de séparation. On a méme
essayé d’exprimer la perméabilité d’un milieu poreux a I'aide des deux seuls
parametres de porosité et de surface spécifique. Cette tentative s’est soldée
par un échec, d’ailleurs prévisible a priori: d’une part, en effet, il n’est pas
possible de représenter une grandeur tensorielle comme la perméabilité
a l'aide de deux paramétres scalaires seulement, de I’autre la perméabilité
dépend surtout des relations de connexité entre pores, et celles-ci ne sont
représentées que trés indirectement par des parameétres A signification
ponctuelle comme la porosité et la surface spécifique. Quoi qu’il en soit,
nous allons voir que cette surface spécifique se relie de maniére simple a la
covartance C(h) du milieu poreux (supposé stationnaire), et, plus préci-
sément, aux dérivées de C(k) prisesen h = 0. A ce titre, elle est accessible,
dircctement et en vraie valeur, a partir de mesures effectuées sur lame
mince.

En effet, dans le volume V, désignons par dS (w) I'aire occupée par
les portions de la surface de séparation dont les normales (orientées par
exemple des grains vers les pores) ont des vecteurs unitaires contenus
dans le petit angle solide dw de direction moyenne . Pour alléger les
notations nous supposerons (mais cette hypotheése n’est nullement indis-
pensable) que la mesure définie par dS (w) sur la sphére de rayon unité
possede une densité o(w) telle que

dS (0) = o(w) dw

La surface spécifique (mesurée pour le volume V) est, par définition :

(5,1) c =1fo o(w) dw

Iintégrale étant étendue a la sphere de rayon unité. Lorsque le volume V
est occupé par une réalisation d’un milieu poreux stationnaire A, la
définition (5,1) conduit a une variable aléatoire: toutefois, pourvu que
le volume V soit suffisamment grand vis-a-vis des dimensions granulo-
métriques, cette variable aléatoire coincide (!) avec son espérance mathé-
matique E(c). C’est cette espérance E(s) qui constitue la vraie définition
de la surface spécifique : elle ne dépend que de la loi spatiale de A.

De son c6té, la covariance C(k), égale a la probabilité P(z, = + &)

(1) Ce n’est pas autre chose que ’hypothése habituelle d’ergodicité, selon laquelle les
moyennes spatiales convergent vers leurs espérances mathématiques.
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pour que deux points z et z + h distants de k appartiennent tous deux
aux grains A est aussi, d’apres (4,5), égale a:

Clh) = % E[Mes (VNAnA,)]

A, désignant le translaté de A dans la translation k. Cherchons la
limite :
(5,2) C(0) = — lim go—’ﬁ:(—h)

lorsque le vecteur h tend vers 0 en conservant une direction a fixe.
Pour un vecteur 3k de direction « et de module trés petit, et pour V
assez grand, la différence

Mes (VnA)—Mes (VnAnAy,)

représente la moitié du volume balayé par le vecteur 8k lorsque son
origine, décrit dans V, la surface de séparation des grains et des pores.
Si 'on désigne par 0 P'angle de la normale 4 la surface de séparation et
du vecteur 3k (angle des directions « et « de ’espace), on a par consc-
quent

Mes (VnA) —Mes (VnAnAy,) = l%}—l[ f o(w) |cos 0] dw

Prenant les espérances mathématiques et passant a la limite, on obtient,
compte tenu de (5,1) et (5,2):

(5.3) CL(0) = _917 f E[o(e)] |cos 0] de

Ainsi la dérivée de la covariance dans la direction o« est apparentée
a la surface spécifique. Pour ¢liminer Pinfluence de la direction «, intc-
grons Pexpression (5,3) sur la sphere de rayon unité. On obtient, en inter-
vertissant 'ordre des intégrations:

__fcg(O) da:‘)iva[c(w)]dwflcos 0] daz%fﬁ[c(m)]dm

D’ou, compte tenu de (5,1), la relation cherchée :

(5,4) E(o) = —— fc;(O) da

Ainsi la surface spécifique E(c) se déduit directement des dérivées
en h =0 dela covariance C(k). En général Cy(0) dépend effectivement
de la direction « (milieu anisotrope). Le calcul numeérique approché
de (5,4) sera donc possible (et facilement réalisable) pourvu que I'on dispose
de plusieurs lames minces de directions différentes. Un petit nombre de
lames minces suffira le plus souvent, d’autant plus qu'en général C;(0)



32 GEOMETRIE DES MILIEUX POREUX

pourra se représenter & I'aide d’une expression du second degré. En effet,
la covariance C(k) admettra souvent, autour de & = 0, un développement
du type

C(h) = C(0) — VZC;;hihi 4 - - -

d’ou
(5,5) — Cy(0) = VZEC; o'

et apparition d’une grandeur tensorielle C;; qu'il serait intéressant de
comparer a la perméabilité du milieu, ou plutdt a son inverse, bien qu’il
n’existe certainement pas de relation strictement fonctionnelle entre ces
deux tenseurs.

Lorsque le milieu est isotrope (5,4) se simplifie considérablement. En
effet, C(k) ne dépend alors que du module de A, et non de sa direction,
et par suite Cy(0) est une constante C'(0) indépendante de a. On a donc
simplement dans ce cas

(5,6) E(o) = —4C'(0)

(le coeflicient numérique 4 provient de ce que la surface de la sphére de
rayon unité est 4w, tandis que celle de son contour apparent est ).

REMARQUE. — Lorsque le milieu n’est pas isotrope, la surface spécifique,
grandeur scalaire, donc indépendante de toute notion directionnelle, ne
peut pas refléter Panisotropie du milieu. Il conviendrait donc de lui sub-
stituer la densité o(w) donnant la répartition de la surface spécifique
totale en fonction de la direction . Toutefois, o(w) est difficile a déter-
miner expérimentalement. 11 y aura tout intérét a lui substituer I’expression
— CL(0), facilement accessible par mesures directes sur lames minces,
et qui posséde une signification directionnelle trés voisine : elle représente,
en effet, d’apreés (5,3), la somme des projections sur un plan perpendiculaire
a la direction « de tous les éléments d’aire de la surface de séparation.

Relation entre surface spécifique et moment fonctionnel Qs(R) de la
sphére. — On peut aussi définir directement la surface spécifique E(o)
a partir d’une grandeur scalaire. Désignons, en effet, par Qg(R) la proba-
bilité pour que la sphére Sy de rayon R soit contenue dans les pores.

Qs(R) = P(Spn A = g)

La surface spécifique E(o) est égale a la dérivée — Qs(0) de Qgs(R)
prise en R = 0.

(5,7) E(s) = — Qs(0)

En effet, soit V un volume supposé assez grand et oV laire de la
surface de séparation des grains et des pores contenus dans V. Pour qu’un
point z des pores soit le centre d’une petite sphére de rayon 3R rencon-
trant les grains, il faut et il suffit qu’il appartienne & A@®S;,. Mais l'en-
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semble des points z appartenant 3 A@®S;; sans appartenir a A a pour
mesure oV3R. Moyennant une hypothése d’ergodicité, on voit que la
probabilité — Qs(0)dR pour qu'un point = appartienne aux pores et
soit le centre d’'une sphere S;; rencontrant A est

< EloV 3R] = 3R E(6) = — Qi(0) R

La relation (5,7) en résulte.

Outre la surface spécifique, il est intéressant, dans le milieu poreux a
3 dimensions, d’introduire deux autres notions, celle de longueur spécifique
et celle de nombre spécifique.

Longueur spécifigue. — Considérons un petit cylindre de révolution.
Son axe, de longueur 8z, a une direction «, et son rayon est 8h. Dési-
gnons par <(w) 8z 8k la probabilité de I’événement suivant: «l'axe 3z
est contenu dans les pores, mais le petit cylindre contient au moins un
point des grains admettant un plan tangent (plus généralement un plan
limite) paralléle a la direction @ du petit axe ».

Nous appellerons longueur spécifique © du milieu poreux a 3 dimensions
la valeur moyenne de t(w).

(5,8) T = %rf (o) do

Cette notion, introduite ici sans justification, sera éclaircic dans le
prochain chapitre.

Nombre spécifique. — Soient maintenant dS un élément d’aire plane,
prise dans un plan P dont la normale a la direction o, et un petit cylindre
droit de hauteur 8k et de base dS. Désignons par v(w) dS 3k la proba-
bilité de I'’événement suivant: « Paire dS est contenue dans les pores,
mais le petit cylindre contient au moins un point des grains admettant
un plan tangent (plus généralement un plan limite) parallele au plan P
de l'aire dS de base ». Nous appellerons nombre spécifique la valeur moyenne
v de v(w):

1

4

(5,9) y =

/1 v(w) dw

Lorsqu'un plan P balaye un volume V en restant parallele a lui-
méme, on peut dire qu'il rencontre un point limite des grains A chaque
fois que, dans lintersection A nP, apparait une nouvelle plage de la
composante A disjointe des précédentes. Si N(w) est le nombre des
points limites ainsi rencontrés lorsque P balaye V, on a

L
v

E[N(w)]

v(w) =

St A est composé de grains convexes disjoints, chacun de ces grains

MATHERON o
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fournit un point limite. Dans ce cas v(w) est égal @ v, et vV représente
le nombre de grains convexes effectivement contenus dans un volume V
assez grand. Dans le cas général, on peut interpréter vV comme le nombre
de « grains convexes équivalents » contenus dans V.

Dans le prochain chapitre, nous verrons que la longueur spécifique est
liée a la courbure moyenne de la surface de séparation des grains et des
pores, et le nombre spécifique a la courbure totale.

Cas de Despace a 2 dimensions. — Dans I'espace a deux dimensions,
la notion de surface spécifique o doit étre remplacée par celle de périmetre
spécifique 2.

Désignons par Q;(R) la probabilité pour que le cercle Cy de rayon R
soit contenu dans les pores. On voit, comme ci-dessus, que la probabilité
— Qi(0) SR pour que z soit dans les pores et que le cercle de centre x
et de rayon S8R rencontre les grains A, est égale a la probabilité pour
que x appartienne & A@®C;, sans appartenir & A, et on en déduit

(5,10) 22 = — Q(0)

On peut aussi rattacher 21 & la covariance C(k). Désignant par
2Mw) dw la contribution au périmetre spécifique total des arcs dont la
normale a une direction comprise entre © et o + do, on évalue Paire
— CL(0) 3k balayée par un petit vecteur de longueur 3k et de direction «
dont Porigine décrit la fronticre des grains et des pores, et on oblient,
en répétant le raisonnement déja fait ci-dessus:

)

— Cy(0) = L /27: 2Mw) |cos (2 — )| dw
< Jo

et, en intégrant en «, on trouve

(5,11) Loy de =L

50 O i
Dans le cas isotrope, on a en particulier

(5.12) 2n = — =C'(0)

(WA

Relation entre surface spécifique et périmétre spécifique. — Soit un
milicu & 3 dimensions, dont nous désignerons la surface spécifique par o
(aulieu de E(o) comme ci-dessus). Sur tout plan P, le milieu & 3 dimensions
induit un milicu a 2 dimensions dont les grains sont définis comme I'inter-
section A nP. Le périmetre spécifique 21, de ce milicu induit ne dépend
que de la direction o du vecteur normal & P. Il suffit de rapprocher
(5.4) et (5,11) pour voir apparaitre la relation suivante entre surface spécl-
fique ¢ et valeur movenne du périmetre spécifique induit :

v

(5,13) :/j'_—_]“_?)\m do =0

4
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En particulier, si le milieu est isotrope, 2\, = 2\ ne dépend pas de
Iorientation des sections planes, et on a:

(5,14) 2\ = % o

Nombre spécifique d’un milieu a 2 dimensions. — Désignons par
v, dx 8h la probabilité de I'événement suivant, dans un milieu & 2 dimen-
sions : « I’élément rectiligne dz, de direction «, est dans les pores, mais
le rectangle élémentaire dx 8k contient au moins un point des grains
admettant une tangente (plus généralement une droite limite) parallele
a la direction o de ’élément dz ». Nous appellerons nombre spécifique v’
la valeur moyenne v :

(5,15) v/

1 2T

= — vy da
27: 0

Lorsqu’une droite D balaye une portion de surface S du milieu a
2 dimensions, en conservant une direction « fixe, on peut dire qu’elle
rencontre un point limite chaque fois que, dans Pintersection An D,
apparait une nouvelle plage de la composante A disjointe des préeédentes.
Le nombre N'(a) des points limites ainsi rencontrés vérifie :

1

SN(0)] = vy

:J: i

S1 A est composé de grains convexes disjoints, vy = v' ne dépend pas
de a et représente le nombre des grains convexes contenus dans le volume
unité. Dans le cas général, v' représente un nombre de « grains convexes
cquivalents »,

[ doit exister une relation entre la longuenr spécifique <~ d’un milien
a3 dimensions, el le nombre spéeifique vi(w) du milieu & 2 dimensions
induil sur une section plane de veclteur normal . En effet, © et v'(w)
sont liés tous deux a la longueur de Pensemble curviligne constituc¢ par
les points de la surface de séparation admettant un plan tangent parailele
a une droile de direction donnée. Nous établirons au chapitre suivant la
relation :

I | AN 1
(5,16) o / Viiw)do = —=
v Y
soit, dans le cas isotrope on v(w) = v' ne dépend pas de o
. - 1
(5,17) v =—x
Milieu a une seule dimension. — On peut caractériser le milieu & une

dimension par le.nombre spécifique v", égal & la valeur movenne du nombre
des grains disjoints contenus dans le segment de longueur unité. La pro-
babilit¢ v" 32 pour que « soit dans les pores et . = 34 dans les grains
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est aussi — C'(0) 3k, C(k) désignant la covariance. Ainsi:
(5,18) _ v = — C'(0)

Dans un milieu isotrope a 3 dimensions, la connaissance du nombre
spécifique v’ du milieu induit sur les droites permet de reconstituer le
périmétre spécifique 21 des sections planes et la surface spécifique o
du milieu originel. D’apres (5,12) et (5,6), on a, en effet :

20 =7V’
c =4V’

Mais elle ne permet pas de reconstituer le nombre spécifique v’ des
sections, ni le nombre v et la longueur t spécifiques du milieu originel.

Lorsque I'on connait les deux parameétres v et 2\ des sections,
on peut reconstituer la surface et la longueur spécifiques :

8\
c = —
T
T =7V

mais on ne peut pas retrouver le nombre spécifique originel v.

Nous reviendrons plus longuement, dans le chapitre IV, sur cette perte
d’information qui accompagne nécessairement le passage du milieu originel
4 un milieu induit comportant un nombre inférieur de dimensions. Résu-
mons ces résultats sous forme de tableau:

3 dimensions 2 dimensions 1 dimension
Surface Sp. ¢ = 4v” Périmetre Sp. 2A = nv” | Nombre spécifique v”
longueur Sp. T = =’ Nombre Sp. v’ —

Nombre Sp. v — —

6. — Définition des granulométries.

Dans le paragraphe 3 du premier chapitre, nous avons défini la granulo-
métrie des grains A & partirde 'ouverture A, de A selon une famille B,
et celle des pores & partir de la fermeture correspondante A .. Nous devons
maintenant transposer cette définition en termes probabilistes. Lorsque A
est un ensemble aléatoire, la notion de mesure de I'ensemble A, doit
étre remplacée par celle de probabilité pour qu'un point donné z appartienne
al'ouverture A,,. des grains. Il est donc naturel de définir la granulométrie
a partir de la fonction F(z; A) non décroissante définie comme suit :
(avec A > 0)

(6.1) \F(z; A) = PlzeA,)

|Fz; —2) = P(zeA,)
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Si ’ensemble aléatoire A n’est pas stationnaire, cette fonction dépend
effectivement du point z. La granulométrie qu'elle définit n’a qu’une
valeur locale, limitée au voisinage du point z. A strictement parler, elle
n’a méme qu’une valeur potentielle et échappe a l'inférence statistique:
une estimation approchée reste cependant pratiquement possible, pourvu
que F(x; A) ne varie que lentement en fonction du point z.

Dans le reste de ce paragraphe, nous nous placerons dans le cas ou A
est stationnaire. Alors les relations (6,1) définissent une fonction F(A)
indépendante du point z, dont les valeurs peuvent étre estimées, a partir
des données expérimentalement connues dans un domaine D, selon les
formules (voir Annexe II):

/ __ E(MesDn Ah)
(6.2) F) o Mes D
’ E(MesDnA, )
Fl=n = Mes D

11 s’agit donc bien de la transposition probabiliste de la définition (3,3).
La fonction F(A) est non décroissante: cela résulte des inclusions

Amp C Aln)u, C A. Cc Af}" C A-fl*

valable pour A < p. Lorsque A tend vers 'infini, B, ne reste pas borné
(B, est 'homothétique AB d’un ensemble convexe B non réduit & un
point), et on peut admettre, moyennant des conditions assez générales,
que A, et A, tendent (presque sirement) le premier vers ensemble
vide, le deuxiéme vers 'ensemble plein, ¢’est-a-dire 'espace entier. Autre-
ment dit, on a F(— o) =0 et F(+4 o) = 1. La fonction non décrois-
sante F(A) varie donc de 0 & 1, comme les fonctions de répartition du caleul
des probabilités.

D’autre part, pour A > 0 F(A) représente la granulométrie des pores,
et celle des grains pour A < 0. Nous pouvons done, comme dans le para-
graphe 3, séparer ces deux granulométries en posant :

_F(0) —F(—% _ p—F(—1)
o F(+ oo) — F(0) q

p et ¢ =1— p représentent les probabilités pour qu’un point = appar-
tienne aux grains ou aux pores (g est la porosité).

G, représente la granulométrie des grains et G, celle des pores. Ces
deux fonctions sont non-décroissantes et varient de 0 4 1 comme F(}).
Elles admettent une interprétation probabiliste simple. En effet, p — F(— A)
est la probabilité pour qu'un point x appartienne aux grains A sans
appartenir 4 'ouverture A,, . Ainsi G;(2) est la probabilité conditionnelle
pour que r n’appartienne pas a A,, lorsque lon sait que z est dans
les grains. De méme G,(A) est la probabilité conditionnelle pour que =z
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appartienne a la fermeture A des grains lorsque l'on sait que z est
dans les pores. On peut donc écrire :

G,(\) =Pz ¢ A, |reA)
Gy(\) = P(zeAy|zeA)

Les granulométries les plus intéressantes correspondent aux cas ou
Pon prend comme famille B, des segments de droite, des cercles, des
sphéres, etc... ou encore des carrés, des cubes, etc... Grace aux relations (6,2),
leur détermination expérimentale est toujours possible. Du point de vue
théorique, leur détermination explicite & partir de la loi spatiale pose un
probléme assez difficile, sauf dans le cas ou B, est un segment de droite
(granulométrie des traversées). Pour calculer F(— 1) par exemple, on doit
en effet évaluer la probabilité pour qu’il existe un translaté de B, conte-
nant le point z et contenu dans les pores. La difficulté provient du fait
qu’il n’est pas possible de soumettre a une relation d’ordre simple I'ensemble
des translatés de B, contenant z, sauf dans le cas ou B, estun segment
de droite. Nous nous limiterons donc a ce dernier cas.

Granulométrie des traversées. — Soit un segment de droite de direction o
fixe et de longueur ! variable. La probabilité pour que ce segment soit
contenu tout entier dans les grains, c’est-a-dire le moment fonctionnel
P([x, x 4 la]) sera désigné, pour abréger, par P(!). En raison du caractére
stationnaire, P(l) ne dépend pas du choix de lorigine = du segment
[z, x + l«], mais dépend en général de la direction a.

La granulométrie des traversées des grains (selon la direction a),
de son coté, dépend uniquement de la probabilité F(—{) pour que =x
appartienne a 'ouverture A, ~des grains selon le segment de longueur /
et de direction «. Montrons que F(—1{) ne dépend que de P(l). En
effet, F(— 1) est la probabilit¢ de I'événement: «il existe un segment.
de longueur [ et de direction «, contenant le point z et contenu dans
les grains ». Cet événement est somme logique des événements incompa-
tibles :

le segment [z,  + la] est contenu dans A;

le segment [z + (h—l)«, * + ha] est contenu dans A, mais le
point z + (h + dh)a n’est pas dans A (3h tres petit, et & variant de
0a ).

Le premier de ces événements possede la probabilité P(/). Un événe-

ment du deuxiéme type posséde la probabilité — (-i—%l(i) 8h (nous admettons
I'existence de cette dérivée %1—;, qui est une dérivée prise dans la direction o

du segment [). Ainsion a:

F(—1) = P(l)——fol%@dh
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Comme d—dl; ne dépend pas de k, il reste la relation tres simple :

(6,4) F—1) = P() — 12
dl
Cette relation est classique dans la théorie des processus de renouvelle-
ment. De fait, le probleme étudié ici ne fait intervenir qu'une seule dimension
d’espace et releve bien de la théorie des processus stochastiques. En appli-
quant (6,3), nous déduisons de (6,4) V'expression de la fonction Gy(!)
représentant la granulométrie des traversées des grains:
1 dP
6,5 1 — =—| P()— Il
(6.5) G0 = | PO =1
Si P(l) est deux fois dérivable, la fonction de répartition Gy(I) admet
une densité g,(I) donnée par:

gy = —P()

+
p
comme on le voit immédiatement en dérivant (6,5).

Inversement, compte tenu de la condition P(0) = p, on peul exprimer
P(l) en fonction de la granulométrie G,()) en résolvant Péquation diffeé-
rentielle (6,5), ce qui donne

ey — |
(6,6) P(l) = p/ — ~dGy(y)
J1 )

Celte équation (6,6) peul étre relrouvee par le raisonnement rapide
suivant : lorsque Pon sait que le point appartient @ une traversee des
grains de longueur comprise entre y ety - dy. ce qui a licnavee lapro-
babilité  pdG,(y), Pune des extrémités de cette (raversce (par exemple
son extrémité droite) peut tomber nimporte ot sur fe segment [x, x + ¥]
avee une égale probabilité. La probabilité pour que cette extrémité droite

, : - . y—
tombe i une distance de & supérieure a [ est done £ (pour I < y).
Y
le théoreme des probabilités composées conduil alors unmédiatement
A (6.6).

Granulométrie exprimée en nombre. — La granulomeétrie  Gy(l)  est
exprimée en longueur, et non en nombre. Autrement dit, si Pon veut esti-
mer G, a partir d’un certain nombre de {raversées mesurées expérimenta-
lement, on doit attribuer & chacune de ces traversces un poids proportionnel
a sa longueur. 11 est souvent plus commode d’attribuer le méme poids
2 chacune des traversées observées, de maniére & éviter ces calculs de
pondération, et d’exprimer par conséquent la granulométrie en nombre,
ot non plus en longueur. Désignons par N(l) la fonction de répartition
correspondante.  N,(/) représente, en pourcentage du nombre total des
{raversées mesurées. le nombre des traversées de longueurs inférieures a [
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On passe facilement de N,(I) & Gy(I) en remarquant que dG(l) (fré-
quence exprimée en longueur) est proportionnel a I dN;():

(6,7) dG, (1) = CldN, (1)

En intégrant de 0 a I'infini, on obtient la constante C sous les deux
formes suivantes :

C =f°°‘-l1— dGy () = —— bt
0 /o 1dN, (I)

Ainsi C est I'inverse de la moyenne des traversées, calculée a partir

vy . . 1
de la granulométrie en nombre N,. Cest aussila moyenne des inverses T

des traversées, calculée & partir de la granulométrie en longueurs G,.
Nous poserons

X 1
\C =5

my

(6)8) ’ .
en introduisant la traversée moyenne m, calculée selon la granulométrie
en nombre N; (et directement accessible & une détermination expéri-
mentale). _

Compte tenu de (6,7) et de (6,8), Péquation intégrale (6,6) donnant
le moment fonctionnel P(/) en fonction de la granulométrie prend la
forme

PO =L [Ty —nan, )
1

et, en intégrant par parties, on obtient :

(6,9) mn=£[mm—Nmn@

ml'

Ainsi, lorsque I'on a déterminé expérimentalement la porosité du milieu
et la granulométrie N, en nombre des traversées des grains, la relation (6,9)
permet d’en déduire le moment fonctionnel. Inversement, si ’'on dérive (6,9)
en [, il vient:
dP (1)

, 14 = 2
(6,10) L — N = —=

Si N; est dérivable, sa densité ny(l) est:

mmz%wm

Si on connait le moment fonctionnel P(l), la relation (6,10) permet
d’en déduire la granulométrie en nombre (on remarque, en faisant [ = 0
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que L st égal a la valeur _4P(0) de ap en |l = O)- Dans les études
my dl dl

théoriques, il est généralement plus facile d’obtenir P(l) a partir de la
loi spatiale, plutot que la granulométrie, et cette relation (6,10) est alors
tres utile.

En ce qui concerne les traversées des pores, on formera de la méme
maniére, 4 partir du moment fonctionnel Q(!) donnant la probabilité
pour que le segment de longueur ! soit contenu dans les pores, les expres-

sions des granulométries G, en longueur et N, en nombre.

7. — Théorie du grain convexe isolé.

En vue de préparer la théorie des schémas booléens & grains convexes,
qui sera exposée au chapitre suivant, nous allons rassembler ci-dessous
quelques notions sur les grains convexes.

Soit, tout d’abord, A un ensemble convexe (non aléatoire) et f(x)
sa fonction caractéristique égale a 1 pour ze A et 4 0 pour reAc. A est
supposé mesurable et borné. Sa mesure (volume ou surface, selon que
Pespace a 3 ou 2 dimensions) est

(7.1) Mes A = f [(2) dx

Le translat¢ A_, de A par le vecteur — k& admet la fonction carac-
téristique f(x + h), puisque x appartient ou non a A_, selon que
x + h appartient ou non & A. L’intersection AnA_, admet donc la
fonction caractéristique  f(x)f(x + ), et la mesure g(h) de cette inter-
section est

(7,2) g(h) = Mes (An A_) = [ j() f(x + h) dz

Pour A =0, on trouve g(h) = Mes A. D’autre part g(— h) = g(h),
comme on le voit en changeant x en — x dans (7,2). Enfin, sil’on intégre
g(h) dans tout I'espace, on obtient [g(0)]?, c’est-a-dire le carré de Mes A,
comme on le voit en intégrant d’abord en & le 2¢ membre de (7,2). Ainsi:

& g(0) = Mes A
73 \ e h) = glh) < g0)
[ ] gh) dh = [g(O)]F = [Mes AT

Examinons maintenant la dérivée gi(h) du g(h) prise dans la direc-
tion a« du vecteur h. Pour un vecteur &k de module trés petit et de
direction «, Mes A — Mes (A n A_,) est égale & la moitié de la mesure du
domaine balayé par un vecteur équipollent a 8k dont l'origine décrit
la frontiere de A. Comme A est convexe, cette mesure vaut 8h S,
S, désignant I'aire de la projection du contour apparent de A sur un plan
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perpendiculaire a la direction « (dans I’espace & 3 dimensions) ou la lon-
gueur de la projection du diamétre apparent de A sur une droite perpendi-
culaire & « (dans I’espace a 2 dimensions). Par conséquent, on a :

(7,4) — g2(0) = S,

La dérivée de g(h), en h =0 et dans la direction «, est égale, au signe
preés, a Uaire du contour apparent ou a la longueur du diamétre apparent de A
(selon que I’espace a 3 ou 2 dimensions).

De la méme maniére, on voit que la dérivée — gi(h) prise dans la
direction « du vecteur k donne I'aire du contour apparent (ou la longueur
du diamétre apparent) de I'intersection A n A, relativement a cette direc-
tion «. Ou encore, — g.(h) représente la portion de 'aire — g (0) du
contour apparent occupée par les pieds des traversées de A possédant
une longueur supérieure & |k|. Par conséquent, la granulométrie (en nombre)
de la population des traversées de A paralléles a la direction « possede
la fonction de répartition

!

(7,5) Pl = 1 — &)

2(0)

Ainsi la granulométrie des traversées d’un ensemble convexe A (non
aléatoire) ne dépend que de la fonction g(k), introduite en (7,2), c’est-a-dire
de la mesure de I'intersection de A et de son translaté A,

Lia valeur moyenne, relativement a la direction «, de la mesure du
contour apparent possede une signification géométrique simple. Dans
Pespace a 2 dimensions, on démontre que le diameétre apparent moyen D,
d’un ensemble convexe quelconque A est égale au périmetre 24 de A
divisé par w:

1 e ¢

Yy
7.6 Dy = — = [ (0 do = =
( ) 0 27: 0 hfl( ) T

Dans Pespace & 3 dimensions, de méme, on démontre que la valeur

moyenne S, de l'aire — g,(0) du contour apparent relativement a la
direction =« est égale au quart de la surface de A:
- . 1 , 1
(7,7) S = — — | gx(0)da = —S
: b4 4

(Pintégration en « est ici étendue a la surface de la sphére de rayon unité).

Dans I'espace a 3 dimensions, on doit aussi introduire le diameétre
apparent D, dans la direction o (c'est la borne supérieure de la distance
séparant deux plans rencontrant A et perpendiculaires a la direction o).
St 'on introduit le paramétre @ égal a 'intégrale de la courbure movenne

sur la surface S de A:
A 1
204 = — = \d
a=[{w-w)®

(R, et R, désignant les ravons de courbure), on démontre que le diametre
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apparent moyen D, ne dépend que de &. On a:

1 a

= — d = ——

(7)8) DO 47:f D(o &) 21:

Ces relations (7,6), (7,7) et (7,8) se retrouvent immédiatement dans le
cas particulier o A est une sphere.

Dilatation. — Si l'on dilate Iensemble convexe A par un segment de
droite de longueur [ et de direction «, sa mesure (son volume, ou sa
surface) est augmenté de la mesure du domaine balayé par un vecteur de
longueur [ et de direction « dont I'origine décrit le contour apparent de A.
Alnsi, on a:

(7,9) ‘ Mes (A@ 1) = Mes A — Ig(0)

Dans l'espace d 2 dimensions, 'aire de A®B,, B, désignant le cercle
de rayon r, et 2£ le périmetre de A, est égale a:

(7,10) Mes (A@B,) = Mes A + 24r + =r?

A 3 dimensions, B, désignant la sphere de ravon r, S lasurface de A
et. @ lintégrale de la courbure moyenne, on obtient:

(7,11) Mes (A@B,) = Mes A 4+ Sr + ar® + —%— s

[

Grain convexe aléatoire. — Nous supposons maintenant que A esb
un ensemble aléatoire convexe (évidemment non stationnaire). Pour expri-
mer que A est convexe, on doit éerire que deux points x ety ne peavent
pas appartenir & A sans que la totalité du segment [, y| so1l contenue
dans A. Autrement dit, on doil avoir:

P, y) = P, yl)

Plus généralement, si B est un ensemble quelconque, et (0 son enve-
loppe convexe (¢’est-a-dire le plus pelit ensemble convexe contenant B).
on doit avolr

P(C) = P(B)

Inversement (du moins dans les conditions axiomatiques définies dans
I’ Annexe 2) on peut montrer que ces conditions caractérisent un ensemble
aléatloire presque certalinement convexe.

Enfin, nous supposons que lensemble A est presque certainement
borné. Il suffit, pour cela, que la probabilité P(z) pour que reA
décroisse suffisamment vite lorsque |z tend vers l'infini. Dans ces condi-
tions, 'intégrale de P(z) est toujours convergente, et représente I'espé-
rance mathématique de la mesure du grain A:

(7,12) E[Mes A] = [ P(2) dx
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La relation (7,12) se déduit immédiatement de (7,1), en remarquant que
P(z) n’est autre que I’espérance E[f(z)] de la fonction caractéristique
de A. De méme la probabilité P(z, x + h) pour que les deux points z
et z + h soient dans A est égale & I'espérance de f(z) f(x + k)

P(z, z + k) = E[f(z) f(z + k)]

Intégrons cette relation en z, et désignons par K(k) la fonction de %
ainsl obtenue. D’aprés (7,2) on obtient

(7,13) K(h) = [ Pz, z + ) de = E[g(h)]

Cette fonction K(k) généralise donc au cas de I’ensemble convexe
aléatoire la fonction g(h) précédemment introduite. En particulier,
d’apres (7,3), on a:

' g K(0) = E [Mes A]

.14 ) Kl =K(—h

( J Kk dh = E [(Mes A)]

Ainsi, on déduit de K(h) a la fois la moyenne et la variance de la mesure
du grain A.

De (7,4) on déduit en outre que la dérivée — K&(0) prise en h=10
et dans la direction « représente I'espérance mathématique de Daire du
contour apparent (ou de la longueur du diameétre apparent) relatif a la direc-
tion «

(7.15) — K&(0) = E(S,)

De méme, la dérivée — K,(h) posséde une signification granulomé-
trique sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.
Dans I'espace &4 2 dimensions, (7,6) permet d’évaluer ’espérance mathé-
malique du périmétre 2¢ de A:
1 2
E(2¢) = — -~ K%(0) da
2 Jo
De méme, dans I'espace & 3 dimensions, Pespérance de la surface S
de A se déduit de (7,7):

E(S) = — - [ K4(0) do
™
En ce qui concerne, enfin, les dilatations A@®B, on obtient des généra-

lisations immédiates. Si B est le segment de longueur [ et de direction «,
on déduit de (7,9):

(7.16) E[Mes A@B] = K(0) — IK4(0)

De méme, (7,10) et (7,11) se transposent sans peine. Ces relations se
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généralisent méme au cas on B est un ensemble convexe quelconque,
pourvu que la loi spatiale de A soit invariante par rotation :

Cas ou la loi spatiale est invariante par rotation. — Cette invariance
par rotation de la loi spatiale signifie, de maniére concrete, que le grain
convexe aléatoire A ne manifeste aucune tendance a s’orienter paralle-
lement 4 une direction préférentielle. La fonction K(k) ne dépend alors
que du module |k| de son argument &, et non de la direction « de ce
vecteur.

Si, dans l'espace a 2 dimensions, on désigne par 24y, 2¢,, S, et Sy
les périmétres et les aires du grain A et d’un ensemble convexe B donné
quelconque, et par S,q, laire de A@B, on peut montrer que I'on a:

E(2¢,)

(7,17) E(SAen) = E(SA) + 22811 -

+ Su

De méme, dans 'espace 43 dimensions, désignons par V,, Vi, Sy, Sy, Uy
et @, le volume, la surface et I'intégrale de la courbure moyenne du
grain A et d’un ensemble convexe B. Le dilaté A®B posséde un volume
V,.en dont I'espérance est : '

E(S E(a

(118)  E(Vaew) = E(V,) +a, B8] 15, 20 v,

Nous reviendrons plus longuement sur ces relations dans le prochain
chapitre, et nous en donnerons une démonstration indirecte. Il ne serait,

d’ailleurs pas difficile de les établir par des raisonnements géométriques
élémentaires.




CHAPITRE 111

SCHEMAS BOOLEENS
ET SCHEMAS SEMI-MARKOVIENS

SOMMAIRE

Paragraphe 8. — Définition des schémas booléens : on tmplante des germes dans Uespace avec
une densité poissonienne 0 constante, on laisse un grain primaire se développer @ partir de
chaque germe, et on prend la réunion de tous les grains primaires. Expression (8,4) du moment
Q(BY. Le nombre des grains prunaires rencontrés par B obéit & une loi de Poisson. Si les
grains primaires sont concexes, la granulométrie des traversées des pores est exponentielle.,

Paragraphe 9. — Définition des schémas semi-markoviens : xi I3, et 14 sont deux
ensembles séparés par un ensemble (., tndépendance conditionnelle des événements relatifs a 13,
et a Ui, lorsque (o est dans les pores. Le schéma booléen a grains converes est semi-markogien.

Les granulométrics des traversées des grains et des pores ne dépendent que de la cocariance

CGlh). Celle des pores est exponenticlle.

Paragraphe 10. — Caleul di moment Q(B) en schéma semi-markovien isotrope dans Uespace
a 2 dimensions, lorsque B est concere. Il ne dépend que de Uaire et du périmetre de B ainsi
que du nombre et du périmetre spéetfique du schéma (10,2). Dans le cas booléen les paramelres
figurant dans (10,2) sont la densité de germe et le diamétre apparent des grains pronaires. Lot
du rayon cecleur joignant un point des pores au point des grains le plus proche.

Paragraphe 1. — Calewl de Q(B) en schéma semi-markocien isotrope dans Uespace a
3 dimensions, lorsque 13 est concere. Il ne dépend que du colume, de la surface et de la courbure
moyenne de B, ainsi que de la surface, de la longueur et du nombre spécifiques du schéma (11,3)
Dans le cas booléen, les paramétres figurant dans (11.3) sont la densité de germe, le diamétre
apparent moyen et le contour apparent moyen du grain primaire. Lot du rayon cecleur jotgnant
wn point des pores an point des grains le plus proche — Relations entre un schéma semi-marko-
vien isotrope de U'espace a 3 dimensions et les schémas quiil induit sur des plans ow des droites,
et probléme du passage incerse,

8. — Les schémas booléens.

L’idée qui préside a la construction des schémas booléens consiste a
menbler 'espace & l'aide de grains implantés au hasard. indépendamment
les uns des autres et possédant les mémes caractéristiques aléatoires (la
méme loi spatiale, & une translation prés), et a prendre la réunion ensem-
bliste de tous les grains ainsi obtenus. Explicitons cette démarche.
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Soit tout d’abord A’ un ensemble aléatoire non stationnaire, que nous
appellerons grain primaire, et désignons par les lettres grecques = et x
ses moments fonctionnels.

a4
=
I

P(Bc A')

&1 P(BnA' = g)

=
=
I

Pour abréger le langage, nous dirons que le grain aléatoire A’ est un
grain primaire germé a l'origine (sans que cela implique d’ailleurs que
Porigine 0 appartienne nécessairement a A’). Si nous remplagons A’
par son translaté Af{ dans la translation &, nous obtenons un grain
aléatoire germé au point . Les moments fonctionnels de Af se déduisent
immédiatement de ceux de A’. En effet, 'inclusion Bc Af est équiva-
lente B_;cA’, B_; étant le translaté de B dans la translation réciproque
— &. Ainsi, les moments w; et y; de Af sont:

w(B_;)
x(B-z)

Implantons maintenant des germes dans tout l'espace selon un schéma
poissonen de densité 0 constante. Le nombre de germes présents dans
un domaine V est une variable aléatoire obéissant a la loi de Poisson
de paramctre 0 Mes V, et si V,, \
les nombres N,, N, ... de germes tombés dans chacun d’eux sont des
variables indépendantes.

Sotent &, les positions occupées par les différents gerines oblenus

I

Jdyy
AN

(B)
(B)

(8,2) § ,

RS

ele... sont des ensembles disjoints,

’27

selon ce schéma poissonien. A partir de chaque germe 2, Lussons se déve-
lopper un grain aléatoire  Af  selon la lol spatiale éerite ci-dessus, étant
bien entendu que ces différents erains se développent indépendamment
les uns des autres (AL et Af  sonl indépendants pour ¢ & j). Deux
grains germdés en des pni;nts différents peuvent, naturellement, se rencontrer :
on admet ic1 que ces grains se rencontrent et, éventuellement, se traversent,
sans «que soil modifice la loi de croissance de chacun d’eux. Désignons
alors par A la réunion ensembliste de tous les grains A ainst oblenus,
Nous dirons que Pensemble aléatoire A s’obtient par [)El.\flSil},'(,“ en booléen
a partir du grain primaire A’ et de la densité poissonienne de germes 0.

La loi spatiale de A est évidemment stationnaire, puisque la densité
‘de germe 0 est constante dans tout Pespace. Explicitons expression du
moment fonctionnel Q(B) donnant la probabilité pour que 'ensemble B
soit disjoint de l'ensemble aléatoire A, c’est-a-dire disjoint de chacun
des grains primaires Az, Pour chaque élémenl de volume 32 centré en
chacun des points £ de I'espace, on doil éerire que :

— ou bien aucun grain primaire n’a germ¢é dans 8z, ce qui a lien avec
la probabilité | — 0 8Z;

— ou blen un grain primaire Af a germé dans cet dément de volume,
mais il ne rencontre pas Pensemble B. Cecl a lieu avee la probabilité
O7(B_:) 8%,



48 GEOMETRIE DES MILIEUX POREUX

La somme des probabilités de ces deux événements incompatibles
est équivalente a exp (— O[1 — y(B_;)] 8¢). Comme les événements
relatifs aux différents petits éléments de volumes &E disjoints dont la
réunion engendre l'espace entier sont indépendants les uns des autres,
on obtient Q(B) en faisant le produit de toutes ces exponentielles pour
tous les éléments 8%, d’ou:

(8,3) Q) = exp|— 6 [ [1 — y(B_y)]dE]

Pour interpréter d’'une maniére plus géométrique cette expression (8,3),
remarquons que 1 — x(B_;) est, d’aprés (8,1), la probabilité pour que
I'ensemble B_; rencontre le grain primaire A’. Si nous nous reportons
a (1,4) et a la proposition 1 du premier chapitre, nous voyons que c’est
aussi la probabilité pour que le point — & appartienne a l’ensemble
A'@ﬁ:

1 — y(B)_y = P(—£eA’'@B)
Intégrons cette expression en £ dans tout I’espace. L’intégrale de la

probabilité pour qu’un point & appartienne 4 un ensemble aléatoire est
égale & I’espérance mathématique de la mesure de cet ensemble :

S 11— x(B_))1dE = E [Mes (A" 08)]
Ainsi (8,3) se met sous la forme plus géométrique :

(8,4) Q(B) = e—0E[Mes(A'@B))

Il est commode d’introduire aussi la fonction K(k)
(8,5) K(h) = f o(z,  + h) dz — E [Mes A’ n A}]

qui représente I’espérance de la mesure de I'intersection du grain primaire A’
et de son translaté A;. De (8,3), ou de (8,4) op déduit I'expression de la
porosité ¢ du milieu booléen A et du moment d’ordre 2, Q(x, z + h),
représentant la probabilité pour que deux points distants de % soient
dans les pores:

g = e-IKO

50 Q(x, = 4 h) = ¢RI = ge—HKO)—K®K)

Le deuxiéme moment d’ordre 2, P(z, = + &) = C(k), ou covariance
de A, donnant la probabilité pour que deux points distants de % soient
dans les grains, se déduit de (8,6) et de la relation générale (4,4) :

(8,7) C(h) = 1 — 2g + g2eVkW

Loi du nombre des grains primaires rencontrés par B. — Soit B un
ensemble borné quelconque. On peut s’intéresser au nombre des grains
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primaires A{ qui rencontrent B. Ce nombre est une variable aléatoire
obéissant & une loi de Poisson. En effet, si 6 est la densité de germes du
schéma booléen, on peut considérer 'ensemble aléatoire A comme la
réunion de n ensembles aléatoires indépendants, obtenus en effectuant
le passage en booléen avec les mémes grains primaires A’ et la densité

0 . . .

de germes — . Le nombre de grains rencontrés par A est ainsi la somme
n

de n variables indépendantes, représentant chacune le nombre des grains

. .. 0 .
de chacun de ces schémas de densité — qui rencontrent B. Lorsque n
n

est trés grand, chacun des schémas de densité —g— fournit :

— soit O intersection, avec la probabilité 1 —-% E [Mes A’@é]
— soit 1 intersection, avec la probabilité % E [Mes A’@ﬁ]

. . 1 :
<en négligeant les termes d’ordre supérieur en- 7) Par suite le nombre

des intersections de B avec les grains primaires de A est une variable de
Poisson de paramétre OE [Mes A'eaﬁ]. L’expression (8,4) de Q(B) est
d’ailleurs égale a la probabilité pour qu’il n’y ait aucune intersection.
En particulier, ¢ désignant la porosité, la probabilité pour qu’un
point donné appartienne & n grains primaires distincts est Eq_! (log%)n:
c’est la loi de Poisson de paramétre log—i— = 6K(0).
q

Schéma booléen & grains primaires convexes. — Nous allons mainte-
nant supposer que le grain primaire aléatoire A’ est convexe, et que sa loi
spatiale vérifie, par conséquent, les propriétés énumérées au paragraphe 7.
Alors la- granulométrie des traversées des pores, exprimée en nombre, obéit
a une lov exponenticlle. C’est 1A une particularité assez caractéristique du
schéma & grains convexes, et nous montrerons dans le paragraphe suivant
quelle est liée & une propriété semi-markovienne. Le moment fonction-
nel Q(k), probabilité pour qu’un segment de longueur A et de direction «
soit dans les pores, s’obtient ici en substituant (7,16) dans la formule
générale (8,4), ce qui donne :

Q(h) = KO —hK4(0))
(e désigne la direction du segment de longueur A). Compte tenu de I'ex-
pression (8,6) de la porosité ¢, on a aussi:

(8)8) Q(h) —_ qeOhK’z(o)

I suffit ensuite d’appliquer (6,10) pour obtenir la granulométrie N,(k)
des traversées des pores (exprimées en nombre). On trouve :

1 — Ny(h) = efhK4©

MATHEROYN 4
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Selon (7,15) K4(0), qui est négatif, est égal au signe prés a l’espérance
mathématique E(S,) de la mesure du contour apparent du grain convere
primaire A’. Ainsi, la granulométrie des traversées des pores est:

(879) {1 — Nz(h) = e—ORE(S)

Elle obéit a une loi exponentielle de paramétre 6E(S,). On remarquera
le caractére trés géométrique de ce résultat. I1 est en particulier notable
que cette loi dépend uniquement de la densité de germe 0 et de I’espérance
E(S,) du contour apparent du grain primaire.

Des relations (7,10) et (7,11) on déduira sans peine, par passa(ge aux
exponentielles, la probabilité Q(B,) pour qu’un cercle de rayon r (dans
Iespace & 2 dimensions) ou une spheére de rayon r (dans I’espace a4 3 dimen-
sions) soit contenu dans les pores. Nous reviendrons plus longuement
sur ces relations dans les paragraphes 10 et 11. De méme, dans le cas
isotrope, les relations (7,17) et (7,18) donnent, par exponentiation, la
valeur de Q(B) pour un ensemble convexe B quelconque. Cest en
établissant directement Dexpression de Q(B) que nous retrouverons
(7,17) et (7,18) dans les paragraphes (10) et (11).

9. — Les schémas semi-markoviens.

L’apparition de lois exponentielles pour les traversées des pores du
schéma booléen a grains convexes est liée & une propriété semi-markovienne
que nous allons maintenant définir.

Etant donnés 3 ensembles de points E;, E, et C, nous dirons que G
sépare E,; et E, sitout segment de droite [, y] joignant un point z
de E, et un point y de E, rencontre C en un point au moins (situé
entre z et ). Nous dirons qu’un ensemble aléatoire A est semi-markovien
si, quels que soient les ensembles E,, E, et G séparant E, e¢ E,, tlya
indépendance conditionnelle entre tout événement intéressant E, et tout
événement intéressant E,, lorsque Uon sait que C. est contenudans les pores Ac.

Montrons que le schéma booléen a grains primatres convexes vérifie la
propriété semi-markovienne. 11 suflit de le démontrer dans le cas ou les
ensembles E, et E, sont constitués d’un nombre fini de points: la propo-
sition relative au cas général s’en déduit par passage a la limite (comple
tenu de la séparabilité de A, voir Annexe II).

Soient donc E, et E, deux ensembles finis séparés par un ensemble C,
et Af{ un grain convexe primaire germé au point &. L’¢événement
CnAi =g est somme des trois événements incompatibles suivants:

— ou bien CUE,;uE, ne rencontre pas Ag;

— ou bien CnAt=¢g et E;nA{+# ¢ (et dans ce cas E, ne ren-
contre pas Af & cause de la convexité du grain primaire);

— ou bien CnA}=¢ et E,nA{+# ¢ (et dans ce cas E, ne ren-
contre pas A} a cause de la convexité). On a donc:

9.1)  7:(C) = 7:(CUE U Ey) + P(E;nAf = ¢, Cn Az =0)
+ P(E,nAL £ 6, CnAL = 0)
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La notation y; est celle qui est définie en (8,2). Mais on a également :

2:(C) = xe(E,u C) 4+ P(E; n Af g, CnA; = g)
XE(C) = XE(E2UC) -+ P(EznAé 4 52‘, CF\AE = 52‘)

Retranchons de (9,1) la somme membre & membre de ces deux derniéres
relations. Il vient :

(9,2) 1:(CUE U Ey) + 1:(C) = 2:(Ey U C) + x:(E;u C)
Désignons par R, la valeur commune des deux membres de (9,2),

et effectuons 'opération exp[— 6f(2 — R;y) dg]. Compte tenu de (8,3)

on fait apparaitre & gauche le produit Q(CUE,uE,)Q(C) et a droite le
produit Q(E, uC) Q(E,u C), lalettre Q désignant les moments du schéma
obtenu apres passage en booléen. On a donc Pégalité :

QCUE uE) _Q(CUE,)
9,3 =
9 QCuE) ~ QO)

Soient maintenant X et Y deux événements intéressant respecti-
vement E; et E,. Comme E, et E, sont constitués d’un nombre fini
de points, X est nécessairement soit de la forme : « les points x,, x, ... x

* vk
de E, (en nombre fini) sont dans A et les points z; ...z, de E,

iy
(en nombre fini) sont dans Ac¢», soit somme logique d’un nombre fini
d’événements de ce type, et Y se présente sous le méme aspect.

Par conséquent, la probabilité pour que Y se réalise et que C soit
dans les pores, qui est P(Y, Cn A = ¢) se déduit de Q(Cu ;) par des
opérations finies de différence et de somme qui ne portent «que sur les points
de E,. Ces mémes opérations, appliquées & Q(Cu B, u E,), conduisent
a PY, CnA=E,nA = 0). Par suile, on tire de (9,3):

A=0)_PY.CanA=FEnA =)
) o Q(I5,u ()

ce qui s’éerit anssi

(0.4) P(Y, ConA =EnA =0) _ QE,uC)
' P(Y, CnA = ) Q(C)

Le raisonnement se réitére: une méme suite d’opérations portant
uniquement sur les points de E, fait passer:

de QE,uC) a PX, CnA=d)
etde P(Y, CnA=EnA=0) a PN, Y Cnd=g)

Par conséquent, ces opérations, appliquées & (9,4) donnent :

(() :)) P_(X Y, CnA = ()) L P(X CnA :_(l)
P(Y, CnA=0) Q(C)
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La relation (9,5) exprime que le schéma booléen A 4 grains primaires
convexes posséde la propriété semi-markovienne.

Nous allons déduire de la propriété semi-markovienne certaines consé-
quences pour les granulométries des traversées des pores et des grains.

Granulométries des traversées des pores. — Montrons qu’elle est expo-
nentielle. Soit Q(k) la probabilité pour que le segment de longueur £
et de direction « soit contenu dans les pores, ¢’est-a-dire dans le complé-
mentaire de A, A étant un ensemble aléatoire semi-markovien. Plagons-
nous sur une droite de direction «. Prenons, sur cette droite, deux segments
jointifs de longueurs %, et h, séparés par un point z. Lorsque z est
dans les pores, ce qui a lieu avec la probabilité ¢, les événements: «h,
est dans les pores » et « h, est dans les pores » sont indépendants, d’apreés
la propriété semi-markovienne. La relation (9,5) se réduit ici a:

Q(hy + hy) _ Q(Ry)
Q(hy) q

¢’est-a-dire a:

Qlhy + hy) = % Q(hy) Qlhy)

11 en résulte, comme on sait, que le moment Q(k) est de la forme
(9,6) Q(k) = ge~vh

Par suite, la granulométrie en nombre est donnée par ’exponentielle e~
(il suffit, pour le voir, de reprendre le raisonnement qui nous a fait passer
de (8,3) a (8,9) au paragraphe précédent). Lorsque le schéma est booléen
a grains convexes, on a vu plus haut la signification du parameétre p:
c’est le produit OE(S,) de la densité de germe par I'espérance de la mesure
du contour apparent du grain primaire. Dans le cas d’un schéma semi-
markovien quelconque, on a simplement :

__QO
q

On remarque que — Q'(0) 3% est la probabilité pour que le segment,
trés petit, Sh contienne un point frontiéere de A. Si P(k) désigne la
probabilité pour que le segment % soit contenu dans A, — P’(0) 3h
représente également la probabilité pour 3k contienne un point frontiére.
On a donc:

Soit enfin C(h) la covariance, ou probabilité pour que les points =z
et 2 + h soient dans A. La probabilité pour que z soit dans A et
x + 3h dans A¢, qui est C(0) — C(3h), est équivalente & — C'(0) 3.
On a donc aussi
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et par suite

1
9,7 = —=C'0
9,7 ® q()

Ainsi, le paramétre p dépend uniquement de la dérivée en k=0
de la covariance C(k). D’apres le paragraphe 5, il est donc lié étroitement
a la surface spécifique o du milieu poreux A.

Granulométries des traversées des grains. — La granulométrie des
traversées des grains n’est pas exponentielle, en général, mais nous allons
montrer qu’elle ne dépend, comme celle des pores, que de la covariance C(k),
pourvu que le schéma soit semi-markovien. En effet, sur une droite de
direction parallele & «, I’événement: «zxeA et z 4+ leA», de proba-
bilité C(l), est somme logique des événements incompatibles :

~— Dlintervalle [z, z + I] est contenu dans A,

— le point z + ! est dans A, lintervalle [z, z + k] est contenu
dans A(0 < k < 1), etilyaun point fronti¢re entre z + h et z + h + 3h.

A cause du caractére semi-markovien, et puisque z + & + 3k est dans
les pores, un événement de la deuxiéme catégorie posséde la probabilité

— Py sp E=CE=R)
q

On en déduit ’équation intégrale suivante, reliant le moment fonctionnel
P(l) et la covariance C(I):

9,8) un:mw—ﬂﬁwﬂlﬁ%iﬂﬁ

Pour simplifier cette équation, dérivons en [, en remarquant que
C(0) = p. 1l vient:

(9,9) Omzpm+if$%ww—mﬁ
: q Jo

Cette équation intégrale (que 'on peut résoudre a I'aide d’une trans-
formation de Laplace) montre que P’(l), c’est-a-dire, & un facteur prés,
selon (6,10), la granulométrie en nombre des traversées des grains (dans
la direction «) ne dépend que de la dérivée C,(l) (prise dans cette direc-
tion) de la covariance C(h).

La valeur moyenne m,; de la traversée des grains (relativement a la
granulométrie en nombre) se déduit de (6,10) : faisant [ = 0, on obtient:

De son cdté, la traversée moyenne m, des pores (relativement a la

granulométrie en nombre e—#h) est —1-, c’est-a-dire, d’apres (9,7):

=1
my CI(O)
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On voit que les traversées moyennes des grains et des pores sont, comme
il était prévisible, dans le méme rapport que p et q.

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous allons établir quelques
propriétés des schémas semi-markoviens isotropes (a loi spatiale invariante
par rotation) dans les espaces a 2 et 4 3 dimensions. Le cas d’un schéma
semi-markovien & une seule dimension est particuliérement simple. C’est
un cas particulier de la théorie des processus de renouvellement. La pro-
priété semi-markovienne et I'équation intégrale (9,9) montrent que ce schéma
a une dimension est entiérement défini par la donnée de la covariance C(h)—
ou, sil’on préfere, par celle du moment P(h).

10. — Schéma semi-markovien isotrope (2 dimensions).

Soit A un ensemble aléatoire isotrope (i loi spatiale invariante par
rotation) défini dans l'espace & 2 dimensions et possédant la propriété
semi-markovienne. Nous nous proposons de calculer le moment fonction-
nel Q(S) =P(SnA = ¢) lorsque S est un ensemble convexe quelconque,
et aussi la probabilité conditionnelle ¢(s) ds 8k pour que 1'élément d’aire
ds 3h, construit sur Iélément ds du contour C de S, rencontre A
lorsque 'on sait que S est disjoint de A.

Comme Parc ds sépare S et I'aire ds Sh, la propriété semi-marko-
vienne nous indique que cette probabilité conditionnelle ¢(s) ds Sh ne
peut dépendre que des caractéristiques de I'élément d’arc, ¢’est-a-dire de

sa longueur ds et de son rayon de courbure R = Z_q (o« angle de la tangente
o

orientée en s). Considérons d’abord les deux cas particuliers suivants :

19 R = oo, ds 8k est un élément d’aire construit sur Pélément rectiligne
ds d’une droite D. La probabilité conditionnelle pour que les grains A
présentent, relativement a la direction de D, un point limite tombant
dans ds 8k, lorsque ds est dans les pores, est de la forme 0 ds 3k, 6 étant
une constante indépendante de la direction de D, puisque le schéma est
isotrope et stationnaire. Dans le cas particulier oi A est un schéma
booléen & grains convexes, 6 coincide avec la densité de germe (on peut,
en effet, sans modifier le schéma final A obtenu par passage en booléen,
Imposer au grain convexe primaire A’ une translation aléatoire amenant
Pun de ses points limites relatifs a la direction de D en coincidence avec
Porigine des coordonnées, qui est le germe de A’). Dans le cas général,
la constante 6 se relie au nombre spécifigue v' introduit au paragraphe 5,
par la relation :

VI

0 =—

q
2° Prenons maintenant un cercle de rayon &k trés petit. Lorsque le
centre est dans les pores, la probabilité conditionnelle pour que ce petit
cercle rencontre A est de la forme 88k, B étant une constante. Plus
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précisément, et en raison de lisotropie, la probabilité pour que le point

des grains A le plus proche du centre tombe dans un petit secteur da

de ce petit cercle est 2£ Sh da. Ce paramétre B est lié au périmétre spéci-
1

figue 21 défini au paragraphe 5 par la relation:

21
B_q

Placons-nous maintenant dans le cas général. L’ensemble convexe S
est limite de polygones convexes, et 'élément d’arc ds peut étre remplacé
par deux éléments rectilignes de longueur totale ds faisant entre eux

I'angle da = %9, R désignant le rayon de courbure en ds. Lorsque ds

est dans les pores, la probabilité pour que le point de A le plus proche
de ds (du coté de Dextérieur) tombe dans 'un ou I'autre des deux petits
rectangles de longueur 8h construits sur les deux éléments rectilignes
est 0ds Sh. La probabilité pour que le point le plus proche tombe dans
le petit secteur circulaire d’angle do et derayon 3k construit sur le sommet

anguleux de ds est iﬁda Sh. Ainsi, on a:
T

(10,1) ois) ds 3h = 0 ds h + 2£ do Sh
TC
¢’est-a-dire
N B
o(s) = 0 + SRR

Prenons pour 8k une fonction quelconque 8k (s) de Parc s, et
désignons par S’ Daire déduite de S par la dilatation 8k (s). La pro-
priélé semi-markovienne entraine :

Q) = Q) [t — [ 9ls) 8 (5) ds |

intégrale étant étendue au contour G de S. Ainsi la variation de Q(S),
est :

3QS) = Q) —QUS) = —QS) [ 9ls) 30 (s) ds

Evaluons cette intégrale en tenant compte de (10,1). On a:

/(;cp(s) Sh (s) ds = 0 3S +%fcah(s) da

SS est la variation S’ —S de l'aire de S. D’autre part, si 2£ désigne
le périmétre de S, la variation 382£ de ce périmétre est justement égale

a /; dh (s) dx. Par conséquent, on a:

— 3 = [ess 2 8(2.‘£)] Q(S)



56 GEOMETRIE DES MILIEUX POREUX

Ceci s’intégre immédiatement sous la forme

_pc_ B
QS)=Ce " w

D'ailleurs C =g, comme on le voit en prenant une famille d’homo-
thétiques de S de plus en plus petits. Finalement nous avons

B
(10,2) QS)=ge " ®

Signification des paramétres 8 et B. — On notera le caractére tres
géométrique de ce résultat. Lorsque S est un ensemble convexe quelconque,
le moment fonctionnel Q(S) ne dépend que de Daire et du périmetre de S.
Les deux parametres 6 et B sont liés, d’autre part, a la porosue g, au
nombre spécifique v' et au périmétre spécifigue 2\ du milieu semi-marko-
vien 4 2 dimensions. On a, en effet :

/ 2
(10,3) 0= et — 24
q °=

Dans le cas d’un schéma booléen & grains convezes, cette interprétation
de 6 et de B peut encore se préciser comme suit. Tout d’abord, comme
on 'a déja vu, 0 est la densité des germes des grains primaires. Pour inter-
préter B, remarquons que si on prend pour S un segment de droite de
longueur I, (S =0, et 2¢ = 2l), une comparaison de (10,2) avec (9,6)

donne —B—z——;—C’(O), relation qui résulte aussi de (10,3) et de
e

2\ = — nC'(0). Mais, le schéma étant booléen a grains convexes, on a
également, selon (8,8):

_i_ = — 0K'(0) = 6E(D,)

B

Ainsi, le paramétre = est égal au produit de la densité de germes 6 par
T

Uespérance du diamétre apparent D, des grains convexes primaires.
Remarquons encore ceci: la relation géométrique (7,6) reliant le dia-
métre apparent moyen et le périmétre d’'un ensemble convexe nous donne

E(D,) =E <2+'€fﬂ>, 2¢,, désignant le périmétre du grain convexe pri-
TC
maire. Compte tenu de (10,3), on trouve immédiatement :

2\ = gOE(¢,.) = VE(%,.)

Le périmétre spécifique du schéma booléen est le produit du périmétre
moyen E(€,.) des grains primaires par le nombre spécifique v' du schéma.
L’expression OE(Z,.) représenterait le périmétre spécifique si les grains
convexes primaires étaient dls]omts les uns des autres. L’intervention de la
porosité ¢ provient de ce qu'un point appartenant au périmétre d’un grain
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primaire donné a la probabilité ¢ de n’tre recouvert par aucun autre
grain primaire, et donc d’appartenir au périmétre de la réunion A de tous
les grains primaires.

Compte tenu de ces résultats, nous pouvons remplacer (10,2) par I'équa-
tion :

(10,4) Q(S) = qe—e[s+f£E(Do)]

Démonstration de (7,17). — De cette relation (10,4) nous allons main-
tenant déduire la formule (7,17) énoncée sans démonstration au paragraphe7.
En effet, tout d’abord, la porosité g, d’apres (8,6) est:

g = e 0K — g—0FMesA)

Désignons par S,., et 2£,. l'aire et le périmétre (aléatoires) du grain
convexe primaire A’. Selon (7,6), le périmétre 2¢,. et le diamétre apparent
moyen E(D,) vérifient

B(Dy) — 22

Soit B un ensemble convexe d’aire S, et de périmétre 24,. Compte
tenu de ce qui précede, (10,4) s’écrit :

Q(B) = exp[—— ; <s,, + 20, M) 4 E(SA,)>]

Identifions cette expression a la formule générale (8,4). On peut d’ailleurs
remplacer B par B lui-méme, puisque le schéma est invariant par rotation.
Il vient :

E [Mes (A'@B)] = S, + 2o 4 B(s,)

Ce n’est pas autre chose que la formule (7,17) qui se trouve ainsi dé-
montrée.

Lorsque B est le cercle B, de rayon r, on déduit directement de la
relation (7,10), relation purement géométrique, exprimant une propriété
classique des courbes paralléles, et de la formule générale (8,4):

(10,5) Q(Br) P e-ﬁ[E(SA')+rE(2ﬁ£A,)+me]

Cette relation s’applique & tous les schémas booléens & grains convexes,
isotropes ou non, puisqu’elle se déduit de (7,10) et de (8,4).

Loi du premier point de contact. — Soit z un point situé dans les
pores. Désignons par R la distance du point des grains le plus proche de z,
c’est-a-dire, si I'on veut, la distance du premier point de rencontre avec
les grains A d’une famille de cercles de rayons croissants centrés en .
Si A est booléen i grains convexes (isotrope ou anisotrope), la probabilité
conditionnelle F(r) pour que R soit inférieur & r lorsque z est dans
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les pores, ou fonction de répartition de la variable aléatoire R peut étre
appelée loi du premier point de contact. D’apres (10,5), on a:

(10,6) 1 —F(r) = P(R > r) = e-fmr+rE@q, )]

Ainsi la loi du premier point de contact est 'exponentielle d’une ex-
pression du second degré en r. Elle ne dépend que de deux parameétres
seulement : la densité de germe 6 et l'espérance E(2¢,.) du périmétre
du grain convexe primaire. On peut remplacer ce dernier périmétre par
I'espérance E(D,) du diamétre apparent moyen D, du grain primaire,
puisque I'on a toujours:

E[2¢,.] = =E(D,)

Dans un schéma semi-markovien isotrope (non booléen) de périmétre
spéctfique 2X, de nombre spécifique V' et de porosité g, cette loi du premier
point de contact, d’apres (10,2) et (10,3), s’éerit :

1
Vs — = 'R 2)r]

(107() bt.\') 1 — F(I‘) —e U Vr ar

Cette expression de la loi du premier point de contact s’applique, en fait,
a un schéma semi-markovien quelconque (non isotrope). En effet, une
rotation aléatoire appliquée & ce schéma ne modifie ni F(r), ni les para-

metres scalaires 2X, v' et ¢ et nous restitue un schéma isotrope auquel
(10,6 bis) est applicable.

11. — Schéma semi-markovien isotrope (3 dimensions).

Soit maintenant A un schéma semi-markovien isotrope de I'espace
a 3 dimensions. Soit B un ensemble convexe, V son volume, S sa
surface, et <L l'intégrale de la courbure moyenne de B étendue a la surface
limite S. Nous nous proposons de calculer la probabilité Q(B) pour que B
soit contenu dans les pores, et aussi la probabilité conditionnelle o(x) dS Sk
pour que, B étant dans les pores, 'élément de volume dS 8k construit
en un point x de la surface S de B rencontre les grains. Comme 1’élément
d’aire dS sépare B et le petit volume dS 8k, et que le schéma vérifie
la propriété semi-markovienne, cette probabilité conditionnelle ne peut
dépendre que des propriétés de I'élément d’aire, c’est-a-dire de dS lui-
méme et des deux rayons de courbure R; et R, au point considéré.
Considérons d’abord les 3 cas particuliers suivants :

10 dS est un élément d’aire plane appartenant & un plan P. La pro-
babilité conditionnelle pour que, dS étant dans les pores, les grains A
présentent, relativement 4 P, un point limite tombant dans dS 8% est
de la forme 0dS 3k, 0 étant une constante indépendante de la direction
de P, puisque le schéma est isotrope et stationnaire. Dans le cas parti-
culier ou le schéma est booléen a grains convexes, on voit, comme au para-
graphe précédent, que 0 n’est autre que la densité de germes. Dans le cas
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général, il se relie au nombre spécifique v introduit au paragraphe 5 par
la formule:

20 Soit maintenant un petit cylindre de révolution, de rayon 3R et
de hauteur dz. Lorsque 'axe, de hauteur dz, est contenu dans les pores,
la probabilité conditionnelle pour que les grains présentent, relativement
a cet axe, un point limite qui tombe dans ce petit cylindre, est de la forme
vdz 3R, la constante vy étant indépendante de la direction de I'axe,
a cause de 'isotropie. Cette constante se rattache a la longueur spécifique T,
du milieu par la relation:

Y=,

Plus précisément, le petit axe dx étant dans les pores, la probabilité
pour que le point limite de A (point de A le plus proche de cet axe)
tombe, & 'intéricur du cylindre, dans un petit secteur cylindrique donné
d’angle da est:

X dr SR da

Ax

30 Soit enfin une spheére de centre z et de rayon SR tres petit. La
probabilité¢ conditionnelle pour que, z ¢tant dans les pores, cette sphére
rencontre les grains, est de la forme p 3R, avec une nouvelle constante p.
Plus précisément, x étant dans les pores, la probabilité pour que le point
de A le plus proche de z tombe, a intéricur de la sphere, dans un petit
angle solide dw donné est
£ 3R do

+TC

Cette constante @ est lide a la surfuce spécifigue o du milieu par la

formule :

p=—gc
q

Revenons maintenant au cas général. Le volume convexe V est limite
de polyedres convexes. Soit dS = ds, ds, un élément d’aire, en un point z
de sa surface limite S, construit sur les éléments d’arc ds, et ds, pris
le long des deux lignes de courbure passant en z, et R; et R, les deux
. . ds ds
rayons de courbure correspondants. Soient aussi do; = Fl et do, = R2
1 2
la rotation de la normale lorsque I'on décrit ds;, et ds, respectivement.
On peut remplacer ds; par deux petits segments de droites zD; et zDi
de longueur totale ds,, faisant entre eux 'angle dx,. De méme, on rem-
place ds, par deux segments zD, et zD; de longueur totale ds, et
faisant entre eux langle da,. Le plan xD;D; est orthogonal au plan
zD,Di. Ainsi dS est remplacé par les quatre petits parallélogrammes
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construits sur (zD,, zD,)(zD,, zD3), (zD}, zD,) et (zD}, zD}). L’élément
de volume dS 8k comporte trois sortes de composantes :

1° Les quatre petits prismes de hauteur 8k construits sur ces quatre
parallélogrammes d’aire totale dS. La probabilité conditionnelle pour que,
dS étant dans les pores, le point limite de A relativement & dS tombe
dans I'un de ces prismes est 0 dS Sk.

20 Les quatre secteurs cylindriques de rayon &k, d’axes zD,, zDj,
zD,, zD2: et d’angle da, pour les deux premiers et dd, pour les deux
derniers. La probabilité pour que le point limite tombe dans I'un de ces
quatre secteurs est :

11
oL 8h (ds, doy + ds do) = 1 (ﬁ + R2> ds, ds,

3° Enfin le secteur sphérique centré en z, de rayon 8k et d’angle

solide do = » d’aprés le théoréme classique de Gauss reliant I'angle

. La probabilité

dS
R,R,
solide balayé par la normale et la courbure totale

1
R;R,

pour que le point limite tombe dans ce secteur est = 8k de.
TC

bre
Au total, la probabilité conditionnelle pour que, dS étant dans les
pores, le volume dS 3% rencontre A est:

_ Y/t .1
(A1,1)  o(z) dS Sh = [e +2n(R1 +a ) T

On remarque que ¢(z) ne dépend que de la courbure totale et de la
courbure moyenne au point z. Prenons maintenant pour 8% une fonction
h (z) définie sur la surface S, et désignons par V'’ le dilaté par $k (z)
du volume convexe V. La propriété semi-markovienne donne

QV) = QW) [1— [ o) 81 (@) aS ]

Ainsi la variation de Q(V) est:

(11,2) 3QV) = — Q) | ¢(a) 3h (2) dS

Remplacons, dans (11,2) la densité ¢(z) par son expression (11,1).
On voit apparaitre 3 intégrales qui possédent des significations géométriques
simples :

La premiére intégrale représente simplement la variation du volume :

]dS 5h

ﬂ%m&=w

Considérons la deuxiéme intégrale. Elle exprime la variation 3S de
Paire de la surface limite de V. En effet, on a:

Mais 5 ds, — Sh do, — Sh% et de méme 8ds, = Sk %fz.

1 2
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Ainsi:
1 1

8dS=<E+—ﬁ;) $h dS

et, en intégrant, on obtient bien:

1 1
3S = — 4+ — )3 dS
fs<R1+Rz> ()

Enfin la troisieme intégrale représente la variation 3t de I'intégrale
de la courbure moyenne. En effet, cherchons la variation de:

(Ril + RE) dS = ds, da, + ds, da,

Les angles da, et da, ne varient pas, tandis que les arcs ds; et ds,
admettent les variations 3k da, et 3k da,. Ainsi:

ds
RiR,

11 B
8[<E+ﬁ;>d8]—28hdalda2_28h

En intégrant, on obtient bien:

' ds
3h (z = 3

Compte tenu des expressions obtenues pour ces trois intégrales, la
variation (11,2) de Q(V) peut s’écrire:

5 Q(V) [ez;vjuzn‘e;sw-_{wt a]
Ceci s’integre immédiatement sous la forme:

Q(V) = Ce T ant

D’ailleurs C = Q(0) = ¢, comme on le voit en faisant tendre homo-
thétiquement le volume V vers 0. Finalement nous obtenons :

—(0V+ &

(11,3) Q(V) = ge "

s+ L@
e

On notera le caractére trés géométrique de ce résultat. Pour un ensemble
convexe V quelconque, le moment fonctionnel Q(V) ne dépend que du
volume, de la surface et de intégrale de la courbure moyenne de V. Les
trois parameétres 0, v et p ne dépendent que de la porosité q dela surface
spécifigue o, de la longueur spécifique =, et du nombre spécifique v du
milieu, selon les relations déja écrites:

6 = qu, T =qy et v=¢b

Dans le cas booléen, cette interprétation des parametres peut encore
se préciser.
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Signification des paramétres 8, y et p. dans le cas d’un schéma
booléen & grains convexes. Nous connaissons déja, dans ce cas, la signifi-
cation de 6, qui est la densité de germes. Pour dégager celle de y et de u,
considérons le cas particulier o le volume V est la sphére B, de rayon r.
On tire alors de (11,3) :

(11,4) Q(B,) = gexp [— —g— 30 — 2r2y — yr]

Silon désigne par V,., S,. et @,, le volume, la surface et I'intégrale
de la courbure moyenne du grain convexe primaire A’, la relation pure-
ment géométrique (7,11) et la formule générale (8,4) nous donnent aussi :

m&»=ew[—w<§«ﬂ+»mwuo+4E6Mr+Ew¢Q]

D’ailleurs, on a toujours ¢ = exp [— 6E(V,.)]. 11 suffit done d’iden-
tifier (11,4) et (11,5) pour obtenir :

0
w = 0E(S,.)
Il est peut étre plus parlant d’introduire le diamétre apparent moyen

E(Dy) du grain primaire et son contour apparent moyen E(S;), dont les
valeurs résultant immédiatement de (7,7) et (7,8):

f" ~ 1- A

s E(S) = A E(S,)
1

( E(Do) = é; (Cli\:)

Ainsi, les deux paramétres v el @ peuvenl s’éerire :

(- + = 0=E(D,)
11 s‘ ] 0
() (= 40E(S,)

IIs se relient trés simplement a la densité de germe €, au diameétre
apparent moyen IE(Dg) et au contour apparent moven E(S,) des grains
primaires. La formule (11,3) peut s'écrire :

~] v % SE(Dgi+ L Upsq) |

(11,8) QV) = ge

Observons encore ceci: si 'on tient compte des relations existant entre
les grandeurs spécifiques o, = et v, et les paramétres w, v et 0, les
relations (11,6) nous donnent encore :

Py = (10
(11,9) \ T = 1; gOE(Q ) = % vE(a )

/

o= g0E(S,.) = vE(S,)

)
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Ainsi, la surface spécifique est égale au produit de Uespérance de la sur-
face S,. d’un grain primaire par le nombre spécifigue v = 0q, et la longueur
spécifique T est égale ¢ la moitié du produit par ce méme nombre spécifique

de I'espérance du paramétre ct,., quiest I'intégrale de la courbure moyenne

% <ﬁ1_ + %) prise sur la surface du grain primaire (si A’ est une sphere
1 2

de rayon R, % ¢, = 2nR est le périmétre du contour apparent>-

Le nombre spécifique v lui-méme peut se relier a la courbure totale.
En effet, d’aprés le théoreme de Gauss, I'intégrale :

ds
= 4x
f Sar P‘1P‘2

de la courbure totale sur la surface S,. du grain primaire vaut 4=, et on

peut écrire :
1 dS
= g0E| —
v [@—fﬁ RIR,_,]

Ainsi le nombre spécifique apparait comme le produit de la surface
spécifique o par la valeur moyenne de la courbure totale. De méme le
double de la longueur spécifique, 27, apparait comme le produil de o
par Pespérance de la courbure moyenne %— <% +IT1

1 2
dans quelle mesure cette interprétation géométrique peut s’étendre & des
schémas plus généraux.

>- Nous ignorons

ReEmarque. — En identifiant (11,8) a la formule générale (8,4), on
retrouve la formule (7,18) qui se trouve ainsi démontrée. I est inutile
d’expliciter ce raisonnement, qui est identique i celui que nous avons fait
dans le paragraphe précédent pour établir (7,17).

Loi du premier point de contact. — Les formules générales (11,3) ou
(11,8) ne s’appliquent quaux schémas isotropes. Mais, dans le cas parti-
culier ont le volume V est la sphere B, de rayon r, (11,8) s’applique a
tout schéma booléen & grains convexes, (sotrope on non. En effet, dans le
cas de la sphere B,, (11,5) se déduit directement de la relation purement
géométrique (7,11) et de la formule générale (8,4), et aucune hypothese
d’isotropie n’est utilisée. On peut d’ailleurs aussi remarquer que, B, étant
une sphere, on ne modifie pas Q(B,) si 'on imprime a chacun des grains
primaires A’ une rotation aléatoire : une telle rotation ne modifie ni (D),
ni E(S,) et conduit & un schéma isotrope auquel (11,8) est applicable.

Le point z étant dans les pores, désignons par R la distance de ce
point avec le point des grains A le plus proche de =z, qui est aussi le
premier point de rencontre avec A d’une famille de spheres centrées en @
et de ravons croissants. Soit F(r) la probabilité (conditionnelle) d’avorr
R < r lorsque z est dans les pores. La fonction de répartition I(r) est
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la loi du premier point de contact. Lorsque A est un schéma booléen &
grains convexes (isotrope ou non), il résulte de ce qui précéde que l'on a:

—6[ & o+ 2mrt E(Do) + 4rE(S
(11,10) 1—F(r)=ce [3 Tra + 27 +4r o)]
De méme, dans un schéma semi-markovien isotrope (non booléen)
la loi du premier point de contact se déduit de la formule générale (11,3),
que nous écrirons en utilisant les grandeurs spécifiques o, v et v:

irs 'n:r3v+2tr2+0'r]

(11,11) 1 —F(r) =e’q[3

Cette relation s’étend d’ailleurs & un schéma semi-markovien quelconque
(non isotrope): on le voit en utilisant une rotation aléatoire, qui laisse
invariante F(r), ¢, v, © et o, et remplace le schéma donné par un schéma
isotrope auquel on peut appliquer (11,11).

On pourra comparer (11,11) avec le résultat analogue (10,6) obtenu
dans I'espace 4 2 dimensions. La loi du premier point de contact apparait
ici comme I’exponentielle d’'un polynéme du troisitme degré en r. Elle
ne dépend que de la porosité et des trois grandeurs spécifiques v, T et o.
Pour des raisons de similitude hydrodynamique, on peut penser que la
perméabilité d’un milieu poreux isotrope est en corrélation avec I'expression
qE(R?2), produit de la porosité par 'espérance du carré du rayon vecteur R
du premier point de contact. Dans le cas d’un milieu semi-markovien
isotrope — c’est-a-dire dans le cas le plus simple que I’on puisse imaginer —
cette expression ne dépend pas seulement de la porosité ¢ et de la surface
spécifique . Elle dépend ausst, d’aprés (11,11) du nombre v et de la lon-
gueur 1 spécifiques. 11 serait hautement souhaitable que ces nouveaux
paramétres fassent I'objet d’études expérimentales approfondies. La lon-
gueur spécifique 7 peut étre obtenue assez facilement a 'aide de mesures
effectuées sur lames minces (sections planes), comme nous allons le montrer
maintenant, en examinant les rapports entre un schéma semi-markovien
(isotrope) et les schémas (évidemment semi-markoviens) qu’il induit sur
des plans et des droites.

Schémas induits sur des plans et des droites. Pour passer du schéma
semi-markovien isotrope de l'espace 4 3 dimensions aux schémas qu’il
induit sur des plans et des droites, nous utiliserons la formule générale (11,3)
écrite en remplacant 6, v et @ par les grandeurs spécifiques v, T et o,
soit :

L [‘IV+ I3 +9-£1—'wl

(11,12) Q(V) =ge ¢ TN

En particulier, prenons comme ensemble convexe V une surface plane
convexe, d’aire S’ et de périmetre 2£. Pour cet ensemble, ona V=0
et:

S = 25

(car chacune des deux faces de S' intervient dans la définition de S).
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Pour @, la formule générale

()

se simplifie ici. En effet, 4 'intérieur de S’ la courbure moyenne est nulle.
L’intégration s’effectue, en réalité, sur le contour C de S’. L’un desrayons
de courbure (R, par exemple) y est nul, I'autre infini. Le terme ds, da,
donne O, tandis que Pautre conduit & l'intégrale simple :

—é—-ﬂde——‘TEff

puisque la rotation de la normale est égale & = lorsque 'on passe d’une
face de S’ a la face opposée. Ainsi, on a simplement :

A =¥
et (11,12) peut s’écrire ici:

(11,13) QS =g 717

La porosité ¢ et le moment Q(S’) ont évidemment la méme valeur
dans le schéma originel et dans le schéma qu’il induit sur le plan P contenant
Paire convexe S’. Soient v’ et 2A le nombre et le périmetre spécifiques
de ce schéma induit. La relation générale (10,2) écrite avec les grandeurs
spécifiques v' et 2A, montre que I'on a aussi:

(11,14) QS") = ge

Identifiant (11,13) et (11,14), nous obtenons:

.
(11,15) &
T
Ce sont les relations (5,14) et (5,17) déja rencontrées au paragraphe 5.
Utilisées en sens inverse, elles montrent que 'on peut retrouver la surface
spécifique et la longueur spécifique du schéma originel & partir, respectivement,
du périmétre spécifique et du nombre spécifique du schéma induit dans un plan.
Par contre on ne peut pas retrouver le nombre spécifique v du schéma orvginel.
[1 s’est perdu irrémédiablement pendant le passage au schéma induit:
le coefficient du volume V dans la relation (11,12) ne peut pas étre déter-
miné par les mesures faites dans un espace a 2 dimensions, c¢’est-a-dire
a v=0.

Examinons maintenant le schéma induit sur une droite. Si, dans (11,13),
nous prenons comme surface S’ convexe un segment de droite de longueur [,
on a S’ =0et 2¢==2 (le périmeétre s’obtient en décrivant 2 fois, aller
et retour, le segment de longueur ). on obtient donc le moment fonc-

MATHERON )
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tionnel Q(l) sous la forme exponentielle :

a

-2

(11,6) Q) = ge ¥
Par ailleurs, si 'on désigne par v’ le nombre spécifique du schéma
induit sur une droite, soit v’ = — C'(0) = — Q'(0), on a déja obtenu

directement 'expression (9,6) de Q(!), qui est:

i
-=1

Q) =ge ¢
11 suffit d’identifier & (11,16) et de tenir compte aussi de (11,15) pour
obtenir:
o = 4y’
(11,17) N

Ces relations, déja rencontrées dans le paragraphe 5, montrent que
I'on peut reconstituer le périmétre spécifique ou la surface spécifique du
milieu originel & 2 ou 3 dimensions, & partir du seul nombre spécifique v"
du milieu induit sur une droite. Par contre, le nombre spécifique v' du
milien & 2 dimensions, coeflicient de 1'aire S’ dans les formules (11,13)
ou (11,14), a été irrémédiablement perdu en route : on ne peut pas reconsti-
tuer v/, ni & fortiorile nombre v et la longueur t spécifiques du milieu
a 3 dimensions & partir d’observations faites sur une droite.

Dans le chapitre suivant, nous allons reprendre, d’un point de vue
légerement différent, ’étude des rapports existants entre un milieu originel
a n dimensions et les milieux induits sur des sous-espaces a n — k dimen-
sions.




CHAPITRE 1V

GRANULOMETRIE ORIGINELLE
ET GRANULOMETRIES INDUITES

SOMMAIRE

Paragraphe 12. — Probléme consistant @ reconstituer une granulométrie dans Uespace @ n
dimensions a partir de la granulométrie induite dans un sous-espace ¢ n—k dimensions
(plan ou droite). Il est indéterminé en général. Si on se limite au cas de grains conceres sans
orientation préférentielle (isotropie) des résultats partiels peuvent étre obtenus. Densités des
grains originels et des grains induits. De U'incariance de la covariance, on déduit que les moments
d’ordre 1 et 2 de la granulométrie originelle (en nombre) peuvent se déduire de la granulométrie
(en nombre) des traversées st Uon connait par ailleurs le contour apparent moyen des grains
originels. Iin ce qui concerne les granulométries en mesure (exprimées en volume pour des
columes, en surface pour des surfaces, etc..) le moment d’ordre 1 de la granulométrie originelle
se déduit de la seule granulométrie des traversées. Comparaison avec les résultats analogues
oblenus pour les grandeurs spécifiques (surface, longueur ct nombre).

Paragraphe 13. — Dans le cas de grains sphériques, la reconstitution est toujours possible.
Le passage de F, a F,_;, et incersement, s’effectue au moyen de montées et descentes. Pour
k=2, la granulométrie des sphéres se déduit directement de Ihistogramme de leurs traversées.
Résultats analogues pour k = 1 (sphéres et cercles ou cercles et droites), mais un pew moins
stmples. Formules de pasage pour les moments des granulomeétries en nombre, puis en mesure.
Les moments en mesure de méme ordre se déduisent directement Uun de I autre.

12. — Granulométrie induites par des grains convexes.

Considérons un milieu poreux, constitu¢ de grains individualisables
(que nous appellerons grains primaires originels) disposés, dans l'espace
a trois dimensions, d’une maniere suffisamment uniforme pour que le milieu
apparaisse comme statistiquement homogene, mais a cela prés quelconque.
Il ne s’agit donc pas d’un schéma booléen. En particulier les différents
grains primaires peuvent étre supposés disjoints. Sur un plan P, ou sur
une droite D, ce milieu poreux induit un nouveau milieu poreux, a 2 ou
a une seule dimension, pour lequel les nouveaux grains primaires (grains
primaires induits) sont définis simplement comme les intersections par P
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ou D des grains primaires du milieu originel. Il est trés clair que toutes
les propriétés de ces milieux induits peuvent se déduire des caractéristiques
du milieu originel. Mais c’est le probléme inverse qui présente le plus d’in-
térét : connaissant des granulométries induites sur un plan P ou une droite
D, est-il possible de reconstituer les granulométries du milieu originel.
Autrement dit, dans quelle mesure des observations effectuées sur une
lame mince suffisent-elles pour décrire convenablement un milieu & 3
dimensions? Indiquons tout de suite que ce probléme, de grande importance
pratique, est largement indéterminé dans le cas général. Il est facile de
former des exemples de milieux, de caractéristiques bien différentes dans
Pespace 4 3 dimensions, induisant cependant les mémes granulométries
sur des plans ou sur des droites. :

Pour réduire un peu cette marge d’indétermination, nous nous limiterons
au cas ou les grains primaires du milieu originel sont convezes et dépourvus
d’orientation préférentielle (milieu isotrope). Les grains primaires induits
sont évidemment eux aussi, convexes et dépourvus d’orientation préfé-
rentielle. D’autre part, nous nous intéresserons seulement aux propriétés
granulométriques des grains primaires convexes eux-mémes, et non a celles
des pores. La maniére dont sont implantés ces grains ne présente donc pas
d’importance par elle-méme, pourvu seulement qu’elle soit suffisamment
uniforme. En particulier, nous pouvons supposer que cette implantation
est poissonienne et que I'on a affaire & un schéma booléen & grains convexes.
Les résultats que cette hypothése simplificatrice nous permettra d’établir
en ce qui concerne les propriétés granulométriques des grains primaires
auront une valeur plus générale, et s’appliqueront indépendamment du
mode d’implantation.

Il est trés clair qu'un schéma booléen a grains convexes primaires et
loi isotrope défini dans 'espace & n dimensions induit dans tout sous-espace
4 n—k dimensions un schéma également booléen a grains convexes et
a loi isotrope. La loi spatiale du schéma booléen induit se déduit immédia-
tement de celle du schéma originel. Si B, en effet, est un ensemble contenu
dans le sous-espace & n — k dimensions, la probabilité Q(B) pour que B
soit contenu dans les pores est la méme dans les deux schémas. En particulier
la porosité ¢ et la covariance C(h) — celle-ci ne dépendant que du rayon
vecteur r = |h] — ont exactement les mémes valeurs dans les deux
schémas.

Inversement, cependant, la loi spatiale du schéma induit ne suffit pas
pour reconstituer celle du schéma originel. On ne connait, en effet, Q(B)
que pour des ensembles B 4 n—Fk dimensions. Par exemple, on sait
qu’'un schéma booléen a une seule dimension est entiérement défini par
la seule covariance C(h). Mais la covariance C(k) ne permet plus de
déterminer le moment d’ordre 3, Q(z;, Z,, Z;) dés que les trois points
Z,, T, 3 ne sont plus alignés. A plus forte raison, on ne peut pas espérer
reconstituer Q(B) ou P(B) pour des ensembles B non linéaires. Ainsi,
méme dans le cas de grains convexes a loi isotrope, il subsistera une large
indétermination, et il ne sera pas possible de reconstituer complétement
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la granulométrie originelle. On peut cependant espérer que certaines
caractéristiques granulométriques — par exemple celles qui ne dépendent
que de la covariance — pourront étre reconstituées sans ambiguité. C’est
ce que nous allons examiner.

Densité des germes induits. — Soit 6, la densité des germes des
grains primaires originels de I'espace R, a n dimensions. Il faut en tout
premier lieu déterminer la densité 0, des germes des grains primaires
induits dans un sous-espace R,_, & n—k dimensions. Un grain primaire
germé au point &, de R, induit un grain dans R, si, et seulement si,
il rencontre le sous-espace R,—,. Ceci a lieu avec une probabilité II(p),
qui ne dépend que de la distance p du point £, au sous-espace R,—x
a cause de D'isotropie du milieu. Désignons par &, le pied de la perpendi-
culaire abaissée de £, dans R,_,. Ona p = |& — &yl On peut convenir
de fixer en ce point £, , la position du germe du grain induit dans R,
par le grain originel germé en &, (ceci n’implique aucunement que En—k
appartienne a ce grain induit).

Pour que I’élément de volume d&,, de R, placé au point &,
contienne le germe d’un grain induit, il est nécessaire et suffisant qu’un
grain originel soit tombé dans un élément de volume

dt = d&, dEk

centré en un point &, se projetant en &, dans R, el que ce arain
rencontre R,_,. Ceci a licu avec la probabilité:

Ot AEnose = 0p A5,y [ TH(e) dEy

« R

Mais, en coordonnées polaires, I'élément de volume d§, de lespace Ry
complémentaire de R,_, est:

dg, = Quek 1 dp

Q, représentant la surface de la sphere a k dimensions. On a donc:
(12,1) 0., =09, [ H(p)e*de
0

Interprétons ce résultat. Soit V, le volume (a k dimensions) du
contour apparent d’un grain primaire relativement a R, c'est-a-dire
le volume de la projection de ce grain dans l'espace complémentaire R,.
L’espérance de V, est évidemment:

E(V) = | Ti(p)dE, = O, [ Ti(z) ot dg

R4 S0
Ainsi, (12,1) s’éerit:

(12.2) 0,_, =0
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La densité 0, , des grains induits dans R, est égale au produit de
la densité originelle 0, par le contour apparent moyen E(V,) du grain
primaire en projection dans lespace R, complémentaire.

Ezemples: pour n =3 et k=1, on a:

62 = 6:sE(Do)

La densité induite sur un plan est le produit de la densité originelle 0,
par le diamétre apparent moyen des grains primaires.
Pour n =3 et k=2, ona:

0, = 6,E(S,)

La densité induite sur une droite est le produit de la densité originelle 6,
dans I'espace & 3 dimensions par Dlaire moyenne du contour apparent des
grains primaires,

Pour n =2 et k=1, enfin, on trouve:

6, = 0,E(D,)

La densité induite sur une droite est le produit de la densité 0, des
germes dans I'espace 4 2 dimensions par I'espérance du diamétre apparent
des grains primaires.

REMARQUE. — I n’existe, en général, aucun moyen de reconstituer
le contour apparent moyen E(V)) des grains originels a partir d’observa-
tions faites sur la granulométrie induite dans R.-x. En général, donc,
On ne peut pas reconstituer 6, & partir de 6,_, (i moins de faire, comme
dans le prochain paragraphe, des hypothéses plus précises encore sur la
forme des grains).

Invariance de la covariance. — Nous avons déja remarqué que la
covariance C(r) posséde la méme expression dans R, et dans R, _,.
Désignons par K (r) et K,-«(r) Pespérance de lintersection d’un grain
primaire et de son translaté, dans une translation % de module |h| = r,
pour le schéma originel de R, et le schéma induit dans R, -, respective-
ment. De (8,6), ou (8,7) on déduit immédiatement :

(12,3) 0,K.(r) = 0,_.K,_.(r)

De cette relation fondamentale nous allons déduire diverses conséquences.
1° Si nous faisons r = 0 dans (12,3), il vient :

0,K,(0) = en—kI{n—k(O)
Compte tenu de (12,2), on a aussi:
(12,4) K, (0) = K,—4(0)E(V))

Ainsi Uespérance mathématique de la mesure du grain primaire originel
est égale aw produit des espérances de la mesure du grain induit dans R,
et de lu mesure du contour apparent du grain originel en projection dans R,.
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Pour n =3 et k=1:

K;(0) = Ko(0)E(Do)

Pour n=3 et k=2:
K;(0) = K (0)E(S)

Pour n =2 et k=1:
K4(0) = Ky (0)E(Dy)

Si, par exemple, on connaissait espérance E(Sy) du contour apparent
du grain originel, on pourrait déterminer son volume moyen Kj(0) a
partir de la longueur moyenne K,(0) des grains primaires induits sur
une droite.

De méme, si 'on connaissait le diamétre apparent moyen E(D,) du
grain originel, on reconstituerait le volume moyen K;(0) a partir de l'aire
moyenne K,(0) des grains induits sur un plan.

Remarquons bien que ces diverses moyennes ou espérances sont relatives
a des granulométries exprimées en nombre de grains.

90 Dérivons (12,3) en r avant de faire r = 0. On obtient:
0,Kn(0) = 0, Kn4(0)
et, compte tenu de (12,2), 1l vient :
(12,5) Kn(0) = K (O)E(Vy)

Reportons-nous a (7,15). K.(0) représente Despérance du contour
apparent du grain originel en projection dans espace & n — 1 dimensions
(c’est ici le contour apparent pris au sens usuel). De méme  Kq_(0) est
I’espérance du contour apparent du grain induit, en projection dans R,y
Par exemple:

Avec n=3, k=1: le contour apparent moyen des grains originels
i 3 dimensions est égal au produit du diamétre apparent E(D,) des grains
originels par le diamétre apparent moyen des grains induits dans Uespace
@ 2 dimensions.

30 Intégrons maintenant (12,3). Les relations (7.14) nons montrent
que l'intégrale d’une fonction K(h) donne espérance du carré de la mesure
d’un grain convexe. En coordonnées polaires, 'élément de volume dans R,
est:

_ -1
dg, = Q,r"tdr

\ 9 sion=1
v nwh2 ) )

L Q= ————C =27 SI n= 2
TR A R P
, I <'l —+ 7)—> hm S1 n =29

Q. désignant la mesure de la surface de la sphere de rayon unité de R,.
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Si A, désigne le grain originel primaire de R,, on a donc

E [(Mes AL?] — Q, f K, (r)ro-1 dr
0
De (12,3) et (12,2) résulte ainsi:
E [(Mes i) = Q.E(V)) [ Kyt dr
0
Plagons-nous dans le cas n—k =1 (granulométries induites sur
une droite). E(V,_;) est le contour apparent du grain primaire originel

au sens habituel (c’est une surface si n =3 et une longueur si n = 2).
On obtient :

(12,6) E [(Mes AL?] = Q. E(V,_)) f K, (r)r"1 dr
0
Mais K,(r) représente la granulométrie des grains induits sur la droite,

c’est-a-dire la granulométrie des traversées des grains primaires. En effet,
si 'on désigne par N(I) cette granulométrie exprimée en nombre, on a:

K,(r) :fr” (L — r) dN() =frw[1—-—N(l)]dl

puisque K,(r) est Pespérance de la longueur (I —r) de Dintersection
d’un grain primaire (de longueur [ aléatoire) avec son translaté dans une
translation r; d’ou en dérivant :

(12,7) 1 —N() =— K1)
Des intégrations par partie donnent successivement :
£ a1 . B ﬂx . . o ritl
fo K, (r)rv= dr = /0 [ — N dr = fo o N0

Introduisons donc les moments de la granulométrie en nombre des
traversées des grains primaires :

mk=f0 rk dN(r)

La relation (12,6) peut alors s’écrire :

(12,8) E [(Mes A;)?] = -
Pour n =3, on a ainsi

E [(Mes A})2] = % E(Sy)m,
Pour n =2, de méme:

E [(Mes A))?] = % E(Dg)mg

4° La formule (12,8) ne permet pas de reconstituer le moment d’ordre 2
de Mes A;, parce que E(V,_;) — contour apparent moven — ne peut pas
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se déduire de la granulométrie induite. Mais, pour k = n —1, la relation
(12,4) donne: :
E [Mes A;] = E(V,_)m;

Cette relation permet d’éliminer E(V,_;) de (12,8). On obtient :
E[(MesA;]  Q m

n+l

E [Mes A;]  n(n+1) my

(12,9)

Pour n = 2, laire S du grain primaire & 2 dimensions se relie donc a
la longueur L de la traversée de ce méme grain par

E(L3)
E(L)

E®?) _ ©
(12,10) BE =3

Pour n =3, de méme, le volume V du grain primaire se relie a la
traversée L de ce grain par:

(12,11)

T
E(V) 3 E(L)

On prendra bien garde que E désigne une valeur moyenne exprimeée
en nombre: E(L3) ou E(L#) se calculent sur la granulométrie en nombre
N(l) des traversées des grains primaires. Il peut ¢étre intéressant d’exprimer
les mémes résultats a aide de granulométries en mesure. Désignons par N
la valeur moyenne associée a ces granulométries en mesure (exprimeées en

longueurs pour les traversées, en surface pour les surfaces, en volume pour
les volumes). On a:

E(L) .
E@L) (L)
E(Sn+1) . “n
EE) m(sn)
E(Vn+1) . n
EV) = on(V?)

Ainsi, (12,9) prend la forme plus simple:

|3

(12,12) on (Mes Ap) =

I1
(L)

n

('l + D {1+

2
La granulométrie des traversces, exprimées en longueur, permet done
de reconstituer la valeur moyenne de la surface ou du volume des grains
originels, valeur moyenne calculée a l'aide d’une granulométrie exprimée
en surface ou en volume respectivement. Ainsi, (12,10) et (12,11) s’écrivent :
(12,13)

wm |3

? m(V) =

1
\

m(L?)
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Ces paramétres — moyenne en surface IN(S) ou moyenne en volume M (V)
— sont les seuls que I'on puisse toujours reconstituer a 'aide de la seule granu-
lométrie des traversées.

REMARQUE. — Dans les paragraphes 5 et 11, nous avons obtenu des
relations beaucoup plus générales entre les grandeurs spécifiques caracté-
risant un milieu poreux isotrope quelconque et les milieux qu’il induit
sur des sections planes ou sur des droites. Nous avons vu que, du nombre
spécifique v" du milieu induit sur une droite, on peut déduire le périmétre
spécifique 2X du milieu induit sur un plan et la surface spécifique ¢ du
milieu originel, selon les relations :

(12,14) v L 22
4 T

Par contre, v" ne permet pas de reconstituer les nombres spécifiques v
et v’ des milieux & 3 et 2 dimensions, ni la longueur spécifique = du milieu
a 3 dimensions.

De méme, connaissant les paramétres spécifiques v’ et 2A du milieu
induit sur un plan on peut retrouver surface o et longueur t spécifiques

- . 8 . : :
du milieu originel. Pour ¢ === cela résulte de la relation (12,14) ci-
T
dessus. Pour © nous avons établi la formule :

(12,15) v ==X
s

Par contre, on ne peut pas reconstituer le nombre spécifique v du
milicu originel & partir de v’ et 2A. Les indéterminations qui apparaissent,
dans le cas général, pour la reconstitution des grandeurs spécifiques origi-
nelles ont la méme signification que celles que ’on observe dans le cas des
grains convexes.

Compte tenu, d’ailleurs, des relations purement, géométriques (7,6), (7,7)
et (7,8) reliant diamétres et contours apparents d’un grain convexe a 2
ou 3 dimensions aux parametres habituels 2, 20 et S, on vérifiera
facilement que (12,14) et (12,15) se raménent, dans le cas ou 1’on suppose
Pexistence de grains convexes individualisés et disjoints, aux résultats
généraux obtenus dans ce paragraphe.

Ainsi, les résultats relatifs aux nombres spécifiques des milieux
induits :

v =

g =

2)

]~

v =

«

apparaissent, dans le cas des grains convexes, comme des conséquences
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de (12,2), et de méme la relation :

2 =

w-\|:i
Q

se rameéne alors a (12,5). Par contre les relations (12,8), et leurs conséquences
(12,12) et (12,13) ne se répercutent pas sur les grandeurs spécifiques. En
effet, ces relations n’ont de sens que s’il existe des grains convexes indivi-
dualisables, et ne peuvent pas s’étendre a des milieux poreux plus généraux.

Nous allons maintenant examiner le cas particulier ou les grains pri-
maires sont sphériques, et montrer que, dans ce cas, la reconstitution
intégrale de la granulométrie originelle est toujours possible.

13. — Cas des grains sphériques.

Plagons-nous maintenant dans le cas particulier trés simple ou les
grains primaires originels de R, sont des spheéres. Tous les schémas induits
sont évidemment sphériques eux aussi. Deux données seulement déterminent
entiérement le probleéme : la densité 0, des germes originels, et la granulo-
métrie F,(r) des grains primaires originels. F,(r) est définie comme la
probabilité pour que le rayon R d’un grain originel soit inféricur a r.
C’est la fonction de répartition d’une granulométrie exprimée en nombre
et non pas en mesure. Nous désignerons de méme par 0,_, et F, _.(r)
la densité et la granulométrie (en nombre) du schéma sphérique induit
dans le sous-espace R,_, & n—¥k dimensions. Nous utiliserons, pour
les moments, les notations suivantes :

Moments en nombre. — Les moments associés & la granulométrie en
nombre I,_, seront désignés comme suit :

o

(13,1) myn—H) = [ 1P dF,(r)

<0

Moments en mesure. — 1l sera utile aussi d’exprimer les granulométries
en mesure G,_,. On obtient dG,_, en pondérant par r*=* la fréquence
(en nombre) de F,_,, d’ou les formules réciproques:

rn-"k

| dG, () = — " dF,_,(r)
(13,2) ) M-k — ) A
R A
( dF,_(r) = M, (n—k) dG—(r)

Les moments M (n — k) associés aux granulométries en mesure G,_,
sont définis par:

(13.3) M (n— k) = / " dGy (1)

v 0
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Entre les moments en mesure et les moments en nombre, on a les
relations évidentes :

, _ mp+n“‘k(n - k)

= = =
(13,4) Mp+k—n(n — k)
") = M= R

Nous étudierons d’abord les régles de passage de F, a F,_,, et ensuite
les régles que I'on peut en déduire pour les moments en nombre et en
mesure.

Passage de K, a K, ,. — Nous utiliserons, comme au paragraphe
précédent, I'invariance de la covariance, c’est-a-dire la relation (12,3).
Mais ici E(V,) se calcule facilement. En effet, la sphére de rayon R de
I'espace & %k dimensions posséde le volume :

V, =% Rk = ™" Rk
r (1 + —>
7
Par suite, on a:
k2
(135) E(Vy) = — [ 1B () = — " ()
P<1+-5> F<1+—2—>
Et (12,2) donne ici
(13.6) Oy = — " (n)0,

n—k k
F<1+3>

Il suffit donc de connaitre le moment m,(n) de la granulométrie ori-
ginelle pour reconstituer la densité originelle 0, a partir de la densité
induite. Compte tenu de (13,6), la relation générale (12,3) se réduit a:

k2

Si donc nous pouvons exprimer F,(r) a Iaide de K,(r) et F,_, a
Paide de K,_,, il sera possible d’cffectuer le passage de F, a F,_.

(13,7) K, (r) = M (n) K ,_,(r)

Passage de F, a F,_, et inversement. — On sait que — K.(r) est
Pespérance mathématique de la mesure (volume & »n— 1 dimensions)
du contour apparent de intersection du grain sphérique primaire de R,
et de son translaté dans la translation r. Si le grain sphérique admet le
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rayon R cette mesure vaut:

n—1
r 11: ;_1 (1:{2—”2)“:2-—1 pour R>r (et Opour R <r)
(t+257)
Par conséquent :
n—1
— i) = S
(t+23 )

Effectuant une intégration par partie, nous obtenons:

n—1
n—3

(13,8) — Ki(r) = —gjj—j—g [Tme—r"T RIL—F,(R)]R
F r

2

On reconnait en (13,8), expression d’une montée (!) d’ordre n —1
effectuée sur 1 — F, (r). Désignons donc par [, l'opérateur de montée
d’ordre . Le résultat (13,8) obtenu dans Pespace 4 n dimensions, et
son analogue obtenu en remplagant n par n—Fk s’éerivent:

— Ka(r) = L[t — Fu(n)]

(13’9) —_ Kfll—k(r) == [n—k—l.[l1 - FII"IC(")]

La montée d’ordre 0, I, est Popérateur identique, de sorte que, pour
n =1, (13,9) se réduit a I'équation (12,7) établie directement au paragraphe
précédent. D’autre part, on sait (*) que les montées forment un groupe,
Pinverse de I, étant la montée d’ordre —n, ou descente d'ordre n,
noté I_,, et que ce groupe vérifie la relation:

(13,10) LIy =Ly
Compte tenu de (13,10), on déduit successivement de (13,9) et (13,8):

k2

L — Fy(r) = — [yo(Kh) = — =T m)o(Kiy)
k
b2
)
= — L ( — Fo)

Finalement le passage de 1 —F, a 1 —F,_, et le passage inverse

(1) Voir par exemple, G. MATHERON : Les variables régionalisées et leur estimation, Paris.
Masson, 1965, Chapitre I et notamment paragraphes % et 5.
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sont donnés par les formules réciproques :

, F1+%>
1 —F, ., =- I,A—F
(13,11) \ kT k() g
/ 1 — Fn = nk/zmk(z) I—k(1 - Fn—k)
\ r(t+3)

Explicitons ces deux relations. La premiére permet de passer de la gra-
nulométrie originelle & la granulométrie induite. Elle s'écrit :

(1342) 1—F,_(r) =% _

o0 i——l
2___ 2}/ 2 —
_mmfij 22 " [1 —F (R)]dR

La deuxiéme équation permet le passage inverse: elle résoud compléte-
ment, dans le cas des grains sphériques, le probléme qui consiste a reconstituer
la granulométrie originelle & partir d’une granulométrie induite. On sait *)
que Popérateur I_, de descente d’ordre k prend un aspect trés différent
selon la parité de k. Une descente d’ordre pair est une opération simple,
qui se raméne toujours & des dérivations ordinaires. Au contraire, une des-
cente d’ordre impair est une opération assez complexe. La maniére la plus
simple de réaliser la descente d’ordre impair 2k — 1 consiste & utiliser la
relation

I o = LIy,

On effectue d’abord la descente d’ordre pair supérieur 2k, ce qui
n’entraine que des dérivations, et ensuite une montée d’ordre 1, qui s’expli-
cite sous la forme d’une intégrale du type (13,8). Nous nous contenterons
de traiter les deux cas k=1 et k = 2 qui suffisent dans les applications.

10 k=2 (reconstitution de la granulométrie 4 3 dimensions & partir
de celle des traversées). On prendra garde que la sphére de rayon R de
Pespace a une dimension est un segment de longueur 2R. F/(r) représente
donc la granulométrie (en nombre) des demi-traversées obseryées.

Avec k=2, (13,12) se réduit a:
2

mz(n) Jr

1 —F,_(r) = " R[L — F(R)] dR

Il suffit de dériver en r pour obtenir la formule réciproque. Désignant
par f,_o(r) la dérivée de F,_,, c’est-a-dire la densité associée a cette
fonction de répartition, on obtient immédiatement :

(13.13) | —Fy(r) =2

Le moment d’ordre 2 de la granulométrie originelle, m,(n), peut égale-

Yy Loc. cit., Chap. I et notamment formule (L, 4, 19).
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ment étre évalué & partir de f,_,(r). En effet, en r =20 on doit avoir

F,(r) =0, d’ou résulte:
1

1‘ . fg‘2 il O
mz(n) }‘lir(} 2" 2 fn—2( )

(13,14)

On voit que la densité f,_, de la granulométrie induite ne peut pas
avoir un comportement quelconque & I'origine. Elle doit s’annuler en r =0
et y admettre une dérivée a droite non nulle si my(n) existe.

Les deux relations (13,13) et (13,14) montrent que la granulométrie
des sphéres de I'espace a trois dimenstons se déduit de maniére remarquablement
simple de histogramme de leurs demi-traversées.

20 k=1 (reconstitution de la granulométrie de sphéres de R; &
partir de celle des cercles induits sur un plan, ou reconstitution de la granu-
lométrie de cercles de R, a partir de celles de leurs demi-traversées).
On procéde en deux étapes. La granulométrie F, est tout d’abord consi-
dérée elle-méme comme induite par une granulométrie F,., de 'espace
A n+ 1 dimensions (13,13) donne immédiatement :

(n + 1)

1— Fn+1(r) = 7712—2_,'_«_ fn—l(r)

Ensuite on passe de F,,, a F, a I'aide de 'équation (13,12) écrite
pour k=1, dou:

T _ome(n + 1)
L—=Tyn = Zm (n + j \/1{2—r2 far(R) AR

Compte tenu de la relation (13,17) entre les moments (voir ci-dessous
) b
le coeflicient de lintéerale du 2¢ membre s’exprime a 'aide du moment
la]
d’ordre 1 de la granulométrie réelle F,

13.15) 1 —F () = 27 /”i—l——f _(R)dR

Pour évaluer my(n) & Paide de la seule granulométrie induite f,—,(R),
il suffit de faire r = 0 dans (13,15), ce qui donne:
0') h
(13.16) 2my(n) _ - 1
T
— f,1(R) dR
Jy Tl

Ces deux relations permettent de reconstituer la granulométrie de
sphéres & partir de celle de cercles induits sur un plan, ou la granulométrie
de cercles a partir de celles de leurs demi-traversées. Les calculs sont un
peu plus difficiles que dans le cas précédent. On peut d’ailleurs souvent
se contenter de représenter ces granulométries a 'aide de leurs deux ou
trois premiers moments. Nous allons donc établir directement les formules
de passage relatives aux moments en nombre et en mesure.
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Formules de passage pour les moments en nombre. — Pour obtenir ces
formules, multiplions les deux membres de (13,12) par r*-l et intégrons
de 0 a I'infini. A gauche, une intégration par partie nous donne :

fo “ret —F._(r)]dr = % fo " dF,_(r) = -i- mo(n — k)

A droite, en échangeant 'ordre des intégrations, nous trouvons :

N G I
) T [T FAR)RE — )2 T RaR
k ® R k_,
= - d 2 __ p2)2 a—-1
o Jy L FURIRGR [ (Re— )2 ™" ooty
k «
e T(5)0(5) )
- [1 — F,(R)]Rk+*-1 4R
m,(n) 2P<a-{2—k> 0

Egalant ces deux résultats, nous oblenons la relation cherchée :

k o
F<'l + -—> I‘<1 + __>
(13’17) mj(n — k) = — 2 2 nll(+1(n)
r <1 a4 ‘Ltl“) m(n)

Pour k = 2, cette relation se simplifie considérablement. 11 vient :

2 m,(n)
9y x+2
(13,18) m,(n — 2) — mz(———)

Pour k =1, les résultats sont un peu moins simples. Explicitons les
valeurs des trois premiers moments de la granulométrie induite dans
I'espace & n—1 dimensions. De (13,17), on tire:

myn —1) = _Z, %EZ_;

_ 2 my(n)

(13,19) my(n —1) = 33 mf(n)
-2k

(i n—1 =1, on n'oubliera pas que ces moments sont ceux des demi-
traversées).

REMARQUE. — Les relations (13,17) ou (13,18) et (13,19) ne résolvent pas
entierement le probléme de la reconstitution des moments de la granulo-
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métrie originelle. Elles ne permettent pas de déterminer m,(r) lui-méme.
Nous avons vu plus haut comment m,(r) pour k=1 et my(n) pour
k = 2 pouvaient étre déterminés directement & partir de histogramme des
granulométries induites. '

On reconnaitra facilement que les formules (12,4), (12,5) et (12,8),
écrites dans le cas de grains sphériques, apparaissent comme des cas parti-
culiers de la relation (13,17). Le fait que les moments de la granulométric
induite ne permettent pas de déterminer m,(n) et donc de reconstituer
complétement les moments de la granulométrie originelle s’est déja mani-
festé au paragraphe précédent : espérance E(V,_,) du contour apparent
du grain originel ne pouvait pas, en effet, se déduire de la seule granulo-
métrie induite. Par contre, les formules (12,13) montrent que cette recons-
titution est possible en ce qui concerne le moment du premier ordre de la
granulométrie originelle exprimée en mesure, et non plus en nombre. Ce
résultat s’étend et se généralise 4 tous les moments en mesure lorsque les
grains sont sphériques.

Formules de passage pour les moments en mesure. — Les granulomé-
tries en mesure G,_, ont été définies en (13,2), et leurs moments M,(n — k)
se relient aux moments en nombre par les relations (13,4), que 'on peut
écrire
mn+p(n)

my(n)

(13,20) My(n) =

Or, pour « =n—k, la relation générale (13,17) se réduit a:

k n—=k
F<1+A—>l1 1+ — )
(13,21) m,_ (n — k) = 2 ( 2 ) my(n)
[‘(1 _!_£> m(n)
)

Divisons membre & membre la relation (13,17) par (13,21). 1l vient :

{ L 2\ /[y  n—Kk
mgn—n )T e

m_.(n — k) L (1 i _r)z_> r <'l L —iz— k> m,(n)

Au  premier membre, d’apres (13,20), apparait Dexpression de
My j—n(n — k) et de méme au deuxieme membre celle de M., _ (n). Autre-
ment dit, les moments de méme ordre se déduisent dircctement les uns
des autres. En remplacant « + k— n par «, I’équation écrite ci-dessus
conduit a:

F<'l o l) p(lv'l___]f)
) : ¢ ; 5
(13,22) : PRI M, (n) = —— . =~ M, (n — k)
L -
D1+ > F<~W_7w~)

MATHERON 3

~
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Ces relations constituent bien la généralisation de (12,13): la reconstitu-
tion des moments en mesure des grains sphériques originels est toujours possible,
et chaque moment originel ne dépend que du moment induit de méme ordre.

Pour k=2 (moments des sphéres comptées en volume en fonction
des moments des demi-traversées comptées en longueur) on obtient le
résultat trés simple :

My(n) =" M, (n —2)

Pour k=1 et n =3 (moments des sphéres comptées en volume en
fonction des moments des cercles comptés en surface), les résultats sont
un peu moins simples. Nous expliciterons seulement les trois premiers
moments.

My(3) = 22 My(2)
My(3) = > My(2)
My(3) = - My(2)

Pour k=1 e n =2 (moments des cercles, comptés en surface,
en fonction des moments des demi-traversées, comptées en longueur).
On trouve:

3

My(2) =g My(1)
4

M,(2) = ?’? M,(1)
156=
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CHAPITRE V

GENESE DE LA LOI DE DARCY

SOMMAIRE

Paragraphe 14. — Un milien poreuz homogéne est défini par sa porosité ponctuelle (),
égale a 0 dans les grains et @ 1 dans les pores. On considére w(x) comme une réalisation d’une
fonction aléatoire ergodique et stationnaire. Toute propriété macroscopique de ce milieu, y
compris sa perméabilité, doit pouvoir se déduire de la seule loi spatiale de w(x). On passe du
niveaw granulométrique, caractérisé par les équations de Navier, au niveau macroscopique, ot
régne la lov de Darcy, par des opérations linéaires, qui se raménent @ des espérances mathéma-
tiques relatives a la lot spatiale de .

Paragraphe 15. — Toute solution stationnaire de Uéquation de Navier est combinaison
linéaire ’un systeme de n solutions privilégices. On en déduit Uexistence, au niveau macros-
copique, d’une relation linéaire entre fluc et gradient pour les écoulements un tformes o quast-
uniformes : c'est la loi de Darcy. Exemple simple du milien @ canaur eylindriques disjoints :
la perméabilité dépend uniquement de la porosité et de la loi du premier point de contact. Elle
n: dépend pas de la surface spécifique. Critique de Uanalogie électrique: la conductivité d’un
miliew dont les pores sont remplies ’une solution conductrice ne permet pas de reconstituer la
perméabilité de ce milicu.

Paragraphe 16. — Notions énergétiques : la densité moyenne de puissance consommdée se
dédutt du produit scalaire du flux et du gradient écalué, indifféremment, au nivean granulo-
mélrique ou macroscopique. On en déduit Uexistence d un tenseur densité de puissance consommée
Wi symétrique et défini positif, lié @ la perméabilité K par la relation K = ylS(Wls),
Ainst K est elle-méme symétrique et définie positive.

14. — Niveau granulométrique et niveau macroscopique.

Dans les quatre chapitres précédents, nous avons étudié la géométrie
des milieux poreux, en essayant, non d’obtenir des résultats nouveaux et
révolutionnaires, mais plutét d’approfondir des notions aussi usuelles et
bien connues que celles de granulométries ou de surface spécifique. Dans
cette deuxieme partie, consacrée a ’hydrodynamique des milieux poreux,
nous nous proposons d’accomplir un travail analogue en ce qui concerne
la notion de perméabilité. Nous ferons délibérément abstraction de toute
la complexité des problemes que pose Iétude physique des écoulements
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réels dans les milieux poreux réels. En vue de simplifier au maximum notre
analyse théorique, et de réduire la notion de perméabilité & son contenu
le plus essentiel, nous nous limiterons & I'étude des écoulements permanents
de filtration d’un fluide visqueux incompressible 4 travers un milieux
poreux. Nous avons donné, dans Pintroduction, quelques indications sur
les différentes échelles auxquelles il convient de se placer pour observer
ces phénomenes, et mentionné le réle que doit jouer ici la théorie probabi-
liste des fonctions aléatoires : celui d’un instrument conceptuel permettant
d’appréhender le passage d’une échelle 4 'autre. Dans le présent chapitre,
nous éetudions le passage du niveau granulométrique au niveau macrosco-
pique immédiatement supérieur, et I'apparition des perméabilités. I1 s’agit
donc d’une étude des milieux poreux homogénes. Les chapitres VI et VII
nous feront accéder aux niveaux suivants. Il s’agira alors d’étudier comment
des perméabilités a signification purement locale et variables dans I'espace
peuvent se composer pour engendrer, 4 un niveau plus élevé, une nouvelle
perméabilité macroscopique constante.

Hypothéses. — Pour décrire la géométrie d’un milieu poreux, nous intro-
duirons une fonction en tout ou rien @(z) que nous appellerons porosité
(ponctuelle). Elle est définie comme suit :

gm(x) =1 si z est dans les pores
o(x) =0 si z est dans les grains

Un milieu poreux homogéne se caractérise expérimentalement par
Papparition de propriétés macroscopiques constantes: porosité moyvenne,
perméabilité, ete..., pourvu qu’elles soient mesurées a 'échelle de volumes
grands vis-a-vis des dimensions granulométriques, ne se modifient pas
dans Pespace. Cette homogénéité est de nature purement statistique. An
niveau granulométrique, en effet, le milieu reste irréductiblement hétéro-
géne. Pour traduire dans un language mathématique précis cette notion
d’homogénéité statistique, nous supposerons que la porosité ponctuelle o(x)
du milieu peut étre considérée comme une réalisation d’une fonction aléutoire
(en tout ou rien) ergodique et stationnaire.

On pent, naturellement, s’interroger sur la valeur et le sens d’une telle
hypothése. Il n’est jamais possible de démontrer a priori, par des voies
purement déductives, qu’une théorie mathématique abstraite, construite
sur des bases axiomatiques, s’applique & un phénomeéne concret daqnné.
Cette difficulté n’est pas particuliére au probléme étudié ici. Sil’on y réfléchit
bien, on verra qu'elle se présente avec la méme force lorsque l'on veut,
par exemple, interpréter une partie de pile ou face en disant : « il y a une
chance sur deux d’obtenir pile » et se résout de la méme maniére, par un
arbitrage souverain et sans appel : le recours a 'expérience. Nous sommes
d’ailleurs certains, au départ, que le verdict de ce juge supréme nous sera
favorable. Notre hypothése ne fait rien d’autre, en effet, que d’énoncer
en termes rationnels une donnée de 'expérience : I'existence réelle de milieux
poreux homogénes.
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La loi spatiale de la fonction aléatoire en tout ou rien «(z) résume
alors tout ce qu’il est possible et utile de connaitre sur les propriétés du
milieu envisagé a I’échelle granulométrique. Toute propriété macroscopique
de ce milieu peut s’exprimer a I'aide de fonctionnelles faisant intervenir
les valeurs prises par w(z) a lintérieur de volumes suffisamment grands.
Grace a Pergodicité, ces fonctionnelles de w(x) peuvent etre remplacées
par les espérances mathématiques correspondantes. Ainsi, ces propriétes
macroscopiques ne dépendent que de la loi spatiale et peuvent, théorique-
ment, s’en déduire. La porosité moyenne, par exemple, qui est la valeur
moyenne de w(z) dans un volume V assez grand:

-\17 j: w(x) dx

coincide, par ergodicité, avec I'espérance mathématique (constante) E(w).
La perméabilité doit, elle aussi, se rattacher a la loi spatiale par I'intermé-
diaire d’espérances mathématiques, portant, il est vrai, sur des expressions
plus complexes.

Notations. — Nous utiliserons, de maniére systématique, les notlations
tensorielles (1) classiques, et, notamment la convention d’Einstein, selon
laquelle on doit sommer sur tout indice répété en position contravariante
(supérieure) et covariante (inférieure).

Par exemple, on écrira:

n n

o ) Y\ Y -

h; q'q’ au hieu de > > hi qtq!

J J
i =1 j=1
.o ) . . . .
l.a dérvée TCP_‘ d’une fonction ¢ par rapport a la coordonnée at sera
X

notée o, Ainsi, avee la convention de sommation, une expression comme
o4 reprisente la divergence du vecteur de composantes cont avariantes ¢b
Le tenseur métrique, donnant Pélément d’arce sous la forme ds* = g, dat dal
sera toujours nobé g, el son inverse gii. Nous utiliserons aussi les
symboles de Kronecker 35(3% =0 si i #j, =1 si i=), qui sonl les
composantes mixtes du tenseur métrique. Dans unsysteme d’axes orthonor-
més, g, g¥ et 35 sont numériquement égaux, et la distinction entre
composantes covariantes et contravariantes s’évanouit.

La perméabilité macroscopique, qui est un tenseur, sera nolée Ki/,
et son inverse, qui est la résistivité du milieu, sera notée H;,. En ce qui
concerne les écoulements, nous désignerons par ¢ et w la masse spécifique
et la viscosité du fluide. Au nivean granulométrique, nous désignerons par
les lettres minuscules ¢i et p la vitesse et la pression en un point du
fluide. Au niveau macroscopique nous utiliserons des notations majuscules.
P sera la pression, et Qf le vecteur représentant le flux e§primé en volume
de fluide : le produit scalaire Q3; est égal au volume de fluide traversant

("1 Pour le calcul tensoriel, nous nous référons 4 A. Licuxerowiez Eléments de Calerd
tensoriel, Colin, Paris.



88 HYDRODYNAMIQUE DES MILIEUX POREUX

pendant un temps unité un élément de surface unité dont la normale admet
les cosinus directeurs B;-

Le niveau granulométrique et I’équation de Navier. — Le niveau gra-
nulométrique correspond i des éléments de volumes grands a V’échelle des
particules élémentaires, mais petits & I'échelle de la granulométrie. C'est
a ce niveau que la mécanique statistique permet, en tout point z appar-
tenant aux pores, de définir la pression p(z) et la vitesse ¢i(z) d’un
écoulement, et d’établir I'équation de Navier:

(14,1) MED 40 (pvi0) — s = — o 4,
: :
a laquelle on doit ajouter 'équation de continuité
% 4 opv) = 0

p désignant la masse spécifique du fluide, p la pression, u la viscosité,
et f; la densité de forces. Dans tous Jes cas usuels, f; = —oa.d dérive
d’un potentiel ®. Si ’on remplace la pression p par la charge p + @,
le terme f, disparait du second membre de (14,1). Dans la suite de cette
etude, nous prendrons donc fi =0, et nous désignerons par p la charge
elle-méme et non plus la pression.

L’équation (14,1) de Navier n’est pas linéaire, 4 cause de la présence
du terme quadratique en ¢/ qui figure dans son premier membre. Mais
on sait que les ¢coulements de filtration sont, le plus souvent, suflisamment
lents pour que ce terme quadratique puisse étre négligé. Si, de plus, Pécoule-
ment est supposé permanent, et le fluide incompressible (p = Ck), Péqua-
tion de Navier et équation de continuité, toutes deux lindaires. s’éerivent -

(14,2) {0 = uA,

80"()': = O

On remarquera que (pour un fluide supposé incompressible) ces deux
relations épuisent totalement le contenu de co que la mécanique statistique
est susceptible de nous apporter (1).

A ces équations, valables en tout point x des pores, on doit ajouter
des conditions aux limites, d’ailleurs extraordinairement complexes,

(*) On voit ainsi quiil n'est pas possible de déduire directement la symétrie dos perméa-
bilités du théoreme genéral de mécanigue statistique qui porte le nom d’Onsager. En effet,
c’est au niveau granulométrique que ce théoreme peut étre ;1ppliql‘1(>. Mais, & ce niveau, il n'y
a pas encore d’équation « phénoménologique » du type de la loi de Darcy, mais seulement
Péquation de Navier, de sorte (que le théoréme est sans objel. Tl n’est pas possible non plus de
court-circuiter |'étape granulométrique, en passant directement de Péchelle des particules
élémentaires au nivean macroscopique. En effet, la définition du milien poreux homogeéne a
partir d’une fonetion aléatoire en tout ou rien ergodique et stationnaire [porosité w(x), voir
ci-dessus| releve d'un formalisme etranger a celui de la mmeécanique statistique, ot rien ne
prouve a priori que dans la synthese de ces deux formalismes 1a validité du théoreme d*Onsa-
ger reste assurée. Clest done de Iéquation de Navier elle-meme quil convient e déduire
comme nous le ferons ci-dessous, la symétrie des perméabiliteés.
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exprimant que la vitesse ¢; s’annule & la surface de séparation des grains
et des pores. La géométrie des grains et des pores peut étre représentée
par la porosité ponctuelle o(z), qui est une fonction en tout ou rien égale
a zéro dans les grains et & 1 dans les pores. Si I’on connait cette fonction ()
et si 'on se donne les conditions aux limites extérieures, le systéeme (14,2)
admet une solution unique, de sorte que le gradient 0;p et la vitesse ¢
apparaissent comme des fonctionnelles parfaitement déterminées (bien que
nous ne soyons pas capables de les expliciter) de o(zr) et des conditions
aux limites extérieures.

Enfin, de la linéarité du systeme (14,2) résulte un principe de superpo-
sition : si 'on connait plusieurs solutions distinctes respectant la géométrie
du milieu [définie par une méme fonction (z)], toute combinaison
linéaire de ces solutions représente un écoulement possible dans ce méme
milieu.

On voit aussi que la viscosité w n’intervient pas de facon essentielle.
Si I'on connait une solution du systéme (14,2), soit p(x) et ¢(x), corres-

pondant a une viscosité u, la méme pression p et la vitesse o' = E, ¢

constituent la solution du méme systéme, pour le méme milieu et les mémes
conditions aux limites, lorsque la viscosité du fluide est w' au lieu de p.
La masse spécifique p ne joue aucun réle, sous réserve seulement que le
fluide soit incompressible.

Le niveau macroscopique et la loi de Darcy. — Le niveau macrosco-
pique, de son cote, correspond a des éléments de volume suffisamment
grands, vis-a-vis des dimensions granulométriques, pour que le milicu
poreux puisse étre regardé comme homogene. Les grandeurs IMacroscopiques
définies acelte éehelle, la charge P et le flux Q¢ se déduisent des quantiles
analogues déji introduites au niveau granulométrique par des opérations
linéaires que nous expliciterons dans un instant.

Dans un tel milien homogene, on constate expérimentalement que ces
grandeurs macroscopiques obéissent a la loi de Darey. Cette loi complétée
par I'équation de conlinuité, conduit au systeme suivant:

N | R
) = — — KivP
(14.3) d (L K 4
OiQ“ =0

oit les Ki/ sont les composantes du tenseur des perméabilités du milieu
(le flux, ou débit Qb est exprimé en volume de fluide et non en masse)
el ne dépendent pas des caractéristiques p et o du fluide.

On sait que la loi de Darey — relation purement « phénoménologique » —
ne peut, en aucune maniere, se déduire de I’équation de Navier. Les systemes
(14.2) et (14,3) ne présentent aucun lien logique. Leur seul caractere commun
est leur linéarité. On soupgonne que I'équation phénoménologique de Darcy
doil étre une conséquence, non pas de Iéquation de Navier (14,2) elle-méme,
mais seulement du caractére linéaire de cette équation et de certaines
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conditions, générales et formelles, auxquelles doit étre soumise I’opération
de changement d’échelle faisant passer du niveau granulométrique au niveau
macroscopique (1). C’est qu’en effet, n’importe quel écoulement micros-
copique ne correspond pas & un phénoméne macroscopique observable.
On peut penser que seuls seront observables macroscopiquement des
écoulements pouvant étre considérés comme localement uniformes au niveau
macroscopique, ou, comme nous dirons, quasi uniformes, c’est-a-dire
assimilables & des écoulements uniformes pour une échelle intermédiaire,
correspondant a des dimensions, peut étre petites au niveau macroscopique,
mais suffisamment grandes au niveau granulométrique pour que les pro-
priétés du milieu y soient statistiquement homogénéisées par effet d’ergodi-
cité. Un écoulement qui ne serait pas de ce type se présenterait & I'expéri-
mentateur comme la superposition de deux composantes: la premiere,
localement uniforme, vérifierait les exigences formulées ci-dessus. La
deuxiéme apparaitrait comme une sorte de fourmillement aléatoire de
résultante moyenne nulle, c¢’est-a-dire comme une sorte de turbulence.
On sait que les écoulements de filtration sont toujours assez lents pour
que de telles turbulences ne se manifestent pas.

Passage d’un niveau a ’autre. — Pour rendre concevable cette opé-
ration de changement d’échelle, nous devons recourir au langage des
fonctions aléatoires. La porosité ponctuelle w(x), dont la donnée définit
la géométrie du milieu poreux, sera done interprétée comme une réalisation
d’une fonction aléatoire en tout ou rien, ergodique et stationnaire, et toutes
les propriétés macroscopiques du milieu, y compris la perméabilité, devront
se déduire de la seule loi spatiale de w(x).

Nous avons déja indiqué que le gradient o;p(x) et la vitesse ¢'(x) de
Pécoulement au niveau granulométrique apparaissaient. comme des fone-
tionnelles tres complexes de w(x) et des conditions aux limites extérieures.
Par Pintermédiaire de ces mémes fonctionnelles, o;p et ¢f deviennent
elles-mémes des fonctions aléatoires, lorsque w(z) est considérée comme
une réalisation d’une fonction aléatoire, et la loi spatiale de op et o7
ne dépend que de celle de w(x).

Or le flux et le gradient macroscopique Q! et O;P se déduisent de of
et 0;p par cerlaines opérations de moyennes spatiales qui, grace a I'hypo-
these d’ergodicité, se ramenent a des espérances mathématiques. Le flux QF,
moyenne spatiale du flux « granulométrique » égal & ¢t dans les pores

(1) On peut done remarquer que seules les valeurs numériques des permeéabilités dépendent
du choix de I'équation de I'écoulement au niveau granulomeétrique, mais non la forme méme
de la loi de Darcy (relation linéaire entre gradient et flux). Cette forme subsistera si 'on
remplace 'équation de Navier par une équation linéaire quelconque. Les considérations aux-
quelles on se livre ici expliquent donc aussi bien la genese de la loi d’0Ohm & partir des équa-
tions linéaires de I'électromagnétisme et d’autres phénomeénes analogues. Cette identifica-
tion ne concerne cependant que la forme linéaire de la loi et ne s’étend pas au valeurs numé-
riques des coeflicients. On ne doit pas s'attendre a observer de relation simple entre le tenseur
des perméabilités d’un milieu poreux et le tenseur des conductivités qui prend naissance
dans ce méme milieu lorsqu'on le sature d’une solution conductrice. Cette remarque sera
éclaircie par I'exemple traité a la fin du paragraphe 15.
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et nul dans les grains, sera donc donné par:
(14,4) Qi = E(wvi)

La pression macroscopique P, deson c6té, apparait comme une moyenne
spatiale de la pression p du fluide dans les pores, cette moyenne spatiale
devant cette fois étre rapportée au volume utile, c’est-a-dire au volume
effectif des pores. Par ergodicité, on peut donc définir P comme I'espérance
mathématique conditionnelle de p(z) dans I’hypothése ou le point z
appartient aux pores, ce qui s’écrit :

(14,5) P = E[p(@)|u(z) = 1] = EE(KS)'
et, pour le gradient :
1

Lorsque les conditions aux limites extérieures sont données, les rela-
tions (14,4) et (14,5) montrent que les grandeurs macroscopiques P et Qf
ne dépendent que de la loi spatiale de «(z), puisque p et vt sont des
fonctionnelles parfaitement définies de w(x). C'est donc bien de la seule
loi spatiale de w(z) que doivent étre tirées les propriétés macroscopiques
du milieu.

REMARQUE. — D’une maniére générale, p(x) et vi(z) sont définis
uniquement dans les pores. Nous les supposerons identiquement nuls
dans les grains, de manitre & étendre leur définition & Pespace entier
En raison des condilions aux limites imposées & P'équation de Navier.
¢l s'annule a la surface de séparation des grains et des pores, el reste,
par suite, continue dans toul Uespace. L'équation de continuité

(14,7) | i = 0

est done valable dans Uespace entier. Par contre p(x) subil une disconti-
nuité a la traversée de la surface de séparation. Ses dérivées doivent étre
prises au sens de la théorie des distributions. Nulles dans les grains, identiques
dans les pores aux dérivées usuelles, elles coincident, sur la surface de
séparation, avec une mesure de Dirac portée par cette surface. Mais, comine
les ¢ s’annulent sur cette surface, toute expression du type ¢'@;p coincide
avee la fonction usuelle, de méme expression, définie dans les pores et nulle
dans les grains.

Ainsi, Péquation de Navier (14,2), valable dans les pores au sens usuel,
ne peut étre étendue a 'espace entier qu’a une mesure de Dirac pres portée
par la surface de séparation. Par contre, I'équation

(14,8) vig;p = pviAy;

est vérifiée dans tout Pespace, et il est en particulier légitime d’égaler les
espérances mathématiques de ses deux membres.
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15. — Passage a la loi de Darcy.

Parmi les solutions du systéme de Navier (14,2), intéressons-nous en
premier lieu & celles qui correspondent & des écoulements macroscopique-
ment uniformes dans le milieu poreux supposé infini. Ces solutions sont,
caractérisées par un gradient 9;P et un flux Qi macroscopiques constants.
Au niveau granulométrique, la vitesse vi(x) est une fonction aléatoire
vectorielle, nécessairement stationnaire, que nous supposerons en outre
ergodique, de maniére a ce que (14,4) représente effectivement le flux
constant QY. La pression macroscopique (définie & une constante pres)

est une fonction linéaire. Si ;P désigne le gradient constant, nous pren-
drons

(15,1) P(z) = 2/3,P

Au niveau granulométrique, p(z) ne peut évidemment pas étre sta-
tionnaire, puisque son espérance n’est pas constante. En ce qui concerne
le gradient 0;p, 1l apparait une petite difficulté, déja signalée dans le
paragraphe précédent. Comme p = wp est nulle dans les grains, le gradient

9,p = wl;p + pow

ne peut pas étre supposé stationnaire, puisque son expression contient le
produit de p par une mesure de Dirac dw. Nous admettrons que p
peut se mettre sous la forme :

(15,2) p(x) = (o:v-/'ajl) + wA

oA ¢tant une fonction aléatoire stationnaire nulle dans les grains et d’espé-
rance nulle. Cette hypothese (15,2) est manifestement compatible avee (14,5)
et Fexpression (15,1) de la pression macroscopique.

Cetle petite difficulté disparait, d’ailleurs, lorsque I'on considere le
produit scalaire ¢ie;p de la vitesse et du gradient. La vitesse ¢f étant
nulle dans les grains et sur la surface de séparation, on a ¢9,0 = 0, et
Pexpression  ¢8p, qui posséde une signification énergétique que nous
examinerons plus loin, est une fonction aléatoire stationnaire définie sans
ambiguite,

Nous appellerons solution stationnaire du systeme de Navier une solution
possédant les caractéres envisagés ci-dessus: ¢ fonction aléatoire sta-
tionnaire, et p(x) de la forme (15,2). L’existence de telles solutions se
congolt assez bien d’un point de vue physique. D’un point de vue purement
mathématique, cependant, une discussion assez délicate serait nécessaire.
L’existence et Punicité de la solution du systeme de Navier est assurée, en
effet. lorsque I'on se donne des conditions aux limites sous la forme clas-
sique. Nous admettrons sans démonstration que Uexistence d’une solution est
encare assurée lorsque les conditions aux limites classiques sont remplacées
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par les deux conditions suivantes :

1o p(x) et ¢i(x) constituent une solution stationnaire (au sens défini
ci-dessus).

20 L’espérance conditionnelle }—3%0—) E[0,(wp)] est égale & un vecteur
constant de composantes covariantes 8,P données d’avance.

Nous admettrons également [l’unicité de la solution soumise aux deux
conditions précédentes. (Cette unicité ne signifie pas nécessairement que
oi(z) et p(zr) s’expriment & Paide de fonctionnelles déterminées de la
réalisation de «(z), bien qu’il en soit peut-étre effectivement ainsi. Elle
" implique seulement que la loi spatiale des fonctions aléatoires p(z) et ¢i(x)
est déterminée de maniére unique lorsque 'on se donne 9P et la loi spa-
tiale de w.) Autrement dit, nous admettons qu’il existe toujours une solu-
tion stationnaire correspondant a un gradient macroscopique constant 9P

donné d’avance, et que la loi spatiale de cette solution est déterminée
d’une manieére unique.

Systéme de solutions privilégiées. — L’espace ayant n dimensions,
on peut trouver alors n solutions stationnaires distinctes pi(x), ¢(z),
indexées par un indice ! variant de 1 & n, vérifiant le systéme de Navier,
et telles que les espérances conditionnelles

(15,3) 7 Elofop)] = &P

coincident, pour chaque valeur de [, avec les composantes du [®*" vecteur
colonne d’une matrice o,P! donnée d’avance et de déterminant non nul.

L’ensemble de ces n solutions constitue ce que nous appellerons un sys-
teme de solutions privilégiées.

Toute combinaison linéaire des solutions privilégiées, de la forme,

w i

(15,4) v
3,p = w,0,;p

avee des coeflicients w; constants, est elle-méme une solution stationnaire,
a cause de la linéarité des équations de Navier. Elle correspond, selon (14,5)
et (14,6) & un écoulement macroscopiquement uniforme caractérisé par
le flux et le gradient constants:

Q= mQ"

(15,9)

Qi = E(wvi) représente, évidemment, le flux macroscopique associé Q
la solution privilégiée d’indice I. Et, inversement, tout ¢coulement macros-
copiquement uniforme est de la forme (15,4), a cause de Punicité de la
solution du systeme de Navier assujettie aux condilions 1 et 2 posées
ci-dessus.
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Invariance tensorielle. — Un arbitraire assez large subsiste sur le choix
d’un systéeme de solutions privilégiées. En effet, toute combinaison linéaire
de solutions stationnaires du systéme de Navier étant elle-méme une solution
stationnaire, il est possible d’effectuer, sur I'indice ! des solutions privi-
légiées, une substitution linéaire quelconque. Ainsi, cet indice ! ne présente
au départ aucun caractére d’invariance tensorielle. Toutefois, une fois
choisie la matrice des 6;P' qui figurent en (15,3), le systéme des i, 9,p!
est parfaitement déterminé. Si nous convenons de choisir pour les 9p!
la matrice des composantes mixtes d’un tenseur donné, ¢4, 3p' et
Q" = E(w¢i') prennent, elles aussi, le caractére tensoriel.

En effet, siles w, sont les composantes covariantes d’un vecteur cons-
tant quelconque, les quantités définies en (15,4) représentent les composantes
de la vitesse et du gradient de I’écoulement unique caractérisé par son
gradient macroscopique constant w,0;P!, qui est un vecteur bien défini.
Par suite wmpei! et w,0;p' représentent des vecteurs, et ¢il et 9,pt
sont les composantes de deux tenseurs.

En particulier, il sera souvent commode de chotsir, pour P!, le
tenseur &5 de Kronecker (8 =0 si [ L, =1 s1l=).

(15,6) 8Pt = 3t

Avee ce choix, (conventionnel) du systéme privilégié, tout écoulement
macroscopiquement uniforme peut étre mis sous la forme (15,4), avec des
constantes w; vérifiant :

W, = 1 El¢(wp)] =0,
I E(w) J J

Autrement dit, les constantes @, ne sont autres, dans ce cas, que les

composantes covariantes du gradient macroscopique.

Loi de Darcy. — 11 résulte immédiatement de ce qui précede que les
écoulements macroscopiques uniformes obéissent a la loi de Darcy. 1
suflit, pour le voir d’éliminer les w, entre les relations (15,5). En parti-
culier, adoptons, ce qui est toujours loisible, le systeme privilégié dans lequel
les composantes du gradient macroscopique 9,P! s’identifient aux compo-
santes 85 (=0 si | %/, =1 si [ = /) du tenseur de Kronecker. La
deuxiéme relation (15,5), comme nous venons de le voir, se réduit a:

(15,7) 9P =u,

La premiére relation (15,5) conduit alors a la loi de Darcy. Posant, en
effet,

(15,8) Ki/ = — yQ¥
cette relation, compte tenu de (15,7) donne bien :

Qi = 4t Kijg P
" .
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Par la maniére méme dont il a été formé, ce tenseur K des perméa-
bilités ne dépend pas des caractéristiques du fluide, mais seulement de celles
du milieu poreux. En effet, pour un fluide de viscosité p' différente, les

tenseurs 8,p' et &0“ représentent le systéme des solutions privilégiées
du systeme de Navier relatif 4 la méme matrice ajP‘. Les nouveaux flux

macroscopiques sont donc représentés par les ﬁ, Qi, et la relation (15,8)
conduit bien au méme tenseur K.

Examinons, maintenant, le cas des écoulements quast uniformes, c¢’est-
a-dire des écoulements localement uniformes au niveau macroscopique,
tels qu’ils ont été définis au paragraphe précédent. Le gradient et la vitesse
d’un écoulement de ce type peuvent encore se mettre sous la forme (15,4),
a condition de remplacer les constantes w, par des fonctions w(z) variant
trés lentement dans Uespace a I'échelle de la granulométrie. En effet, les
dérivées des w(x) sont alors négligeables, vis-a-vis des dérivées corres-
pondantes des solutions privilégiées, de sorte que ces combinaisons linéaires
4 coeflicients lentement variables vérifient encore les équations (14,2) de
Pécoulement. En passant aux espérances mathématiques, on obtient ensuite
le gradient et le flux (variables) de I’écoulement macroscopique sous la
forme :

( Qi) = my(2) Qi
(3,P(x) = w,(x)3;P!

el Pélimination des w,(z) conduit & nouveau & la lot de Darcy, avee les
mémes perméabilités Ki/ que dans le cas des ¢coulements uniformes.

Naturellement, les fonctions wy(x) ne peuvent pas ctre quelconques.
Avee le choix particulier 3Pt = &, des solutions privilégices, la relation
(15,7) montre que les w;(x) doivent ¢tre les composantes d’un gradient,
et de plus Qi(z) doit vérifier la relation de conservation. Autrement dit,
on obtient le systéme habituel

1

Qi = — — Kiig,P
L

On voit ainsi que, si les écoulements quasi-uniformes vérifient le systeme
de Darey, c’est pour la simple raison que de tels écoulements se présentent
comme des combinaisons linéaires & coefficients lentement variables des n
solutions privilégices. La loi de Darcy n’est donc pas une conséquence
des équations de Navier. Elle résulte seulement de la linéarit¢ de ces ¢qua-
tions, et de la condition a priori, indiquée au paragraphe 14, selon laquelle
seuls peuvent étre observables, au niveau macroscoplque, les écoulements
localement uniformes & ce niveau.

ReEMARQUE. — Le résultat obtenu a un caractere tres formel. Nous
avons, en effet, rendu compte de la forme de la lo1 de Darey, mais nous
sommes incapables de calculer effectivemnent la perméabilité a partir de
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la loi spatiale de «(z): il faudrait pour cela que nous puissions former
explicitement la loi spatiale des solutions privilégiées a partir de celle
de «(z), et les difficultés d’une telle entreprise semblent presque insur-
montables. Pour atténuer un peu cette conclusion pessimiste, nous déga-
gerons, dans le prochain paragraphe, la signification énergétique de la loi
de Darcy, et nous montrerons que les propriétés classiques du tenseur des
perméabilités (symétrie K@ = K/t et caracteére défini positif) peuvent
se déduire directement des équations de Navier. Auparavant, nous allons
traiter un exemple simple, et un peu scolaire, pour lequel il est possible
de rattacher explicitement la perméabilité a la loi spatiale.

Exemple: Milieu a canaux cylindriques disjoints. — Imaginons un milieu
infini constitué par une masse imperméable perforée par des canaux, en
forme de cylindres de révolution, admettant des orientations diverses et.
des rayons différents. On suppose que ces canaux cylindriques sont tous.
disjoints les uns des autres. Il n’est pas nécessaire de préciser davantage
la maniere dont ces canaux cylindriques sont implantés, pourvu qu’elle
soit suffisamment uniforme. (On peut se représenter ce milieu sous la forme:
d’une pomme de terre perforée par des aiguilles a tricoter orientées dans.
tous les sens.) De la loi spatiale de ce milieu, nous extrayons les deux ren-
seignements suivants, qui nous suffiront :

— la porosité ¢ = E(w), ou probabilité pour qu’'un point donné =
tombe dans les pores (dans un canal cylindrique);

— la loi de probabilité conditionnelle du rayon R et de la direction «
du canal cylindrique unique auquel appartient un point z supposé im-
planté dans les pores. Nous admettrons, a seule fin de simplifier les notations,
que cette loi conditionnelle posseéde une densité de probabilité g(R, «) dR de
(de est un élément d’angle solide centré sur la direction «, de cosinus
directeurs o, de ’axe de ce cylindre).

Cette loi g(R, «), pour une direction « donnée, représente la granulo-
métrie des cylindres de direction «. C’est une granulométrie en mesure.
Pour obtenir une granulométrie en nombre, il conviendrait de pondérer
la densité g(RR, «) par un coeflicient proportionnel a 'inverse de la surface
©R? de la section du cylindre.

Evaluons la perméabilité. Dans un cylindre de révolution de rayon R
et d’axe Ozx,, on obtient facilement la solution permanente du systéme
de Navier. La pression p est une fonction linéaire de la seule coordonnée , :

: dp -
le gradient est un vecteur constant T parallele a Ozx;. Les composantes
2y
¢ et ¢ de la vitesse sont nulles, et la composante ¢;, qui ne dépend que
des deux coordonnées a2 et x*®, a pour valeur:

R2dP [ (z,)? |, (z,)?
012y, 3) :Z&TJ.(I_J:I[([T-‘E—F(T;Z—_I]

Le débit unitaire (rapporté & la surface =R? de la section S du cylindre)
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R?dP
rcR2/f 01(zs, T3) dxzdxa—_8_pd—x1

Ainsi, ce canal cylindrique, envisagé isolément, obéit & une loi de Darcy

est donc:

2
de perméabilité %: plus exactement, on a pour ce cylindre un tenseur
2

de perméabilité pour lequel la premiére perméabilité principale est 3
les deux autres perméabilités principales étant nulles. Sous forme tensorielle,
s1 le cylindre de rayon R est orienté dans la direction o« ce tenseur

admet les composantes %R%c"af. Le débit unitaire, dans ce cylindre,

est représenté par le vecteur

(15,9) ¢=—$WM@P

Si nous considérons maintenant le milieu dans son ensemble, avec tous
les canaux qui y sont implantés, et si nous le soumettons a un gradient
macroscopique de pression 8;P constant, un écoulement de ce type s’établit
dans chaque canal. Le flux mauroscnplque constant Q! s’obtient en multi-
pliant la porosité g (probabilité pour que x soit dans les pores) par espé-

rance conditionnelle de (15,9) prise dans hypothése ou z est dans les
pores. On a ainsi:

Cette équation n’est pas autre chose que la loi de Darcy, avee 'expres-
sion suivante du tenseur K des permdéabilités :

(15,10)  Ki = —?S-E(Rzoc"af) = % / " Reaiaig(R, %) dR da

La perméabilité Ki se rattache directement a la loi du premier point
de contact. Etant donné un point z des pores, considérons une famille
de sphéres centrées en z et de rayon croissant, et désignons par r et [t
le module et les cosinus directeurs du vecteur joignant z avee le premier
point des grains rencontrés par les spheres. Calculons espérance condition-
nelle  E(r?£i8/). Lorsque z appartient a un canal (R, «), ce qui a lieu
avec la probabilité g(R, «) dR d, r et Bi sont indépendants. La direc-
lion Bf peut étre, avec une égale probabilité, n’importe laquelle des direc-
tions perpendiculaires & «. Conditionnellement, donc, 3 R et « fixé,
on a

E(38) = - (g — aio]

et on trouve facilement

1 "Ik l
22 — 27(R — V2 fp —
E(r?) = Rt /0 2n(R —ryr2 di 5

MATHERON 7

~
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Pour R et a quelconques, on a donc:

E(r#g8)) = 75 [g/E(RY) — B(Réaio)]

E() = & E(RY)

Et la perméabilité se déduit de la loi du rayon vecteur (r, 8¢) du
premier point de contact par la formule:

(15,11) K¢ = = g[gVB(r) — 2E (298]

Etant donné le caractére trés simpliste de 'exemple traité, il n’y a guere
d’espoir que le résultat obtenu puisse s’étendre a des cas plus généraux.
La perméabilité doit dépendre des relations de connexité existant entre
les pores, relations que ’on ne peut pas représenter a I'aide seulement de
la porosité et de la loi du premier point de contact.

On sera peut-étre aussi frappé par le fait que la perméabilité, telle
qu’elle apparait en (15,10) ou (15,11) n’est pas en relation directe avec la
surface spécifique o, contrairement a une croyance assez généralement
admise. Calculons, en effet, o, et, pour cela, cherchons, conformément
a (5,7), la probabilité — Qg(0) 8» pour qu’'un point z donné appartienne
aux pores et soit le centre d’une petite sphére de rayon 3r rencontrant
les grains. S1 x appartient a un canal (R, «), ce qui a lieu avec la proba-
bilité ¢g(R, «) dR da, cette petite sphere rencontre la frontiére de ce canal
2r R 28r

e Sr = T On en déduit :

avec la probabilité

5 — qu—lli—g(l{, 2) dR dx

La surface spécifique est liée au moment d’ordre — 1 de la granulo-
métrie en mesure des canaux (ou, st 'on préfere, au moment d’ordre + 1
de la méme granulométrie exprimée en nombre). La perméabilité, qui est
liée au moment d’ordre + 2 de la granulométrie en mesure, ne peut done
absolument pas se déduire de la surface spécifique.

L’analogie électrique. — Les conditions générales et formelles qui nous
ont permis d’expliquer I'apparition de la loi de Darcy an niveau macros-
copique, & partir de la seule linéarité des équations régissant |’écoulement
au niveau granulométrique, conservent leur validité si ’'on remplace ’équa-
tion de Navier par n’importe quelle autre équation linéaire. Elles expliquent,
par exemple, 'apparition de la loi d’Ohm. Mais cette analogie ne s’étend
pas jusqu’aux valeurs numériques des coefficients de proportionnalité.
Par exemple, on peut remplir les pores d’un milien poreux & Paide d’une
solution électrique de conductivité . Au niveau granulométrique, les
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équations reliant le courant électrique J¢ et le potentiel U sont linéaires :

Ji
5.Ji

(15,12) 0

I

On en déduira que ce méme milieu, envisagé au niveau macroscopique,
se comporte comme s’il possédait une conductivité (en général tensorielle)
x'/, et que les équations (15,12) se transportent au niveau macroscopique
sous la forme:

(15.13) Jt=—y8,U

aiJ" = O

Ce systéme posséde bien la méme structure que le systéme de Darcy.
Mais, au niveau granulométrique, le systeme (15,12) n’est pas du tout
équivalent aux équations de Navier. Les conditions aux limites, en parti-
culier, sont trés différentes. Le courant électrique J contourne les grains
isolants, mais, a la surface d’un grain, on exige seulement que la composante
normale J, du grain s’annule, la composante tangentielle pouvant tres
bien différer de 0. Au contraire, les équations de Navier, qui sont d’un ordre
plus élevé, sont soumises & des conditions aux limites plus séveres. Clest
le vecteur vitesse lui-meéme, et non plus seulement sa composante normale,
qui doit s’annuler a la surface de séparation. Les solutions de ces deux sys-
témes ne présenteront donc, toul au plus, qu’une ressemblance vague et
lointaine. Les régles permettant de déduire de la loi spatiale de w(z) les
tenseurs macroscopiques Y et K¥ n’ont aucune chance de coincider.
On observera bien un vague rapport entre ¥ et K¥, dans la mesure
ou ces deux tenseurs refletent grossierement les mémes propricétés d’aniso-
trople du milieu poreux, mais on ne peut rien espérer de plus. Les régles
de Uanalogie électrique ne permettent donc pas de retrouver la perméabilité
macroscopique.

Vérifions qu’il en est bien ainsi dans exemple tres simple du milieu
a canalicules cylindriques disjoints. Les canaux étant remplis du fluide
de conductivité x, umposons un potentiel U de gradient constant o;U.
Dans un canal de direction «f, laloi d’Ohm nous donne le courant électrique
sous la forme:

Ji—= — xa‘aiajU

On note que le vecteur courant (rapporté a la section du canal) est
indépendant du rayon R du cylindre de direction o«f. On en déduit,
comme ci-dessus, expression de la conductivité macroscopique qui est:

(15,14) 1Y = gy E(aia))

Elle ne dépend que de la porosité ¢ et de la maniére dont se distribuent
les directions o des canaux. Elle est indépendante de la granulométrie,
¢’est-a-dire de la distribution des rayons R de ces mémes canaux. On ne
peut donc absolument pas déduire Ki de y#.
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En particulier, supposons que le milieu soit 1sotrope. R est indépendant
de a« et E(xia/) = —;—gif. Le milieu posséde la conductivité macrosco-
pique scalaire %qx, qui ne dépend que de la porosité. La perméabilité
macroscopique scalaire est 1 qE(R?). Elle dépend de maniére irréductible

24
du moment d’ordre 2 de la granulométrie.

REMARQUE. — L’analogie électrique, inutilisable lorsqu’il s’agit de
passer du niveau granulométrique au niveau macroscopique, peut s’appli-
quer au contraire au probleme de la composition des perméabilités, que nous
allons aborder dans le chapitre VI. Il s’agit alors, en effet, de passer d’un
premier systéme de Darcy a perméabilités variables — analogues a (15,12),
pourvu seulement que la conductivité y soir variable dans I'espace —
a un deuxiéme systéme de Darcy, caractérisé par des perméabilités cons-
tantes.

16. — Signification énergétique des perméabilités.

Partant de I'expression classique de la densité de puissance consommée
par les forces de viscosité, nous allons en déduire existence d’un tenseur Wi,
de densité de puissance, symétrique et défini positif, et montrer que ce ten-
seur se relie trés simplement a la perméabilité du milieu, qui sera donc
elle-méme symétrique et définie positive.

La densité de puissance consommée. — En mécanique des fluides, le
tenseur des déformations e;; se définit classiquement, sous forme cova-
riante, en symétrisant le gradient des vitesses :

(16,1) ell == ? (al(’/ + 8/0‘)

et 'on sait que la densité W de puissance consommeée par les forces de
viscosité admet Iexpression

(16,2) W = 2uelie;, = Jueiidy,

Dans le probléme étudié ici, ces relations s’appliquent au niveau granu-
lométrique et en tout point z appartenant aux pores. D’autre part, on
peut prendre, conventionnellement, oi(z) et p(z) identiquement nuls
a I'intérieur des grains. Comme les vitesses ¢ s’annulent & la surface de
séparation des grains et des pores, en raison des conditions aux limites
imposées aux équations de Navier, les dérivées 9;¢; sont définissables
dans Pespace entier, et il en est de méme du tenseur de déformation e;
et de la densité de puissance W: ces expressions sont d’ailleurs identique-
ment nulles a I'intérieur des grains. Il en résulte que I'on peut prendre
I’espérance mathématique des deux membres de (16,2), et que l'expres-
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sion E(W) ainsi obtenue va représenter la densité de puissance consommeée
évaluée au niveau macroscopique. On obtient ainsi:

E(W) = 2uE(e8,v;) = 2uE[d;(ev;)] — 2uE(v;9;6")

Comme les ¢; sont supposés stationnaires, il en est de méme des ¢;;

et par suite:
E[8;(ev;)] =0

D’autre part, compte tenu de la relation de continuité 9;0! =0, on a
d’aprés (16,1) :

. 1 :
0,6V = 5 Ayl

A désignant le laplacien. Finalement, il vient :
E(W) = — uE(v;Av)

Pour évaluer le deuxiéme membre de cette relation, nous pouvons
utiliser 'équation (14,8), puisque celle-ci (contrairement & 1'équation de
Navier elle-méme) est valable dans lespace entier. Nous obtenons ainsi
la relation :

(16,3) E(W) = — E(v'9;p)

Ainsi la densité de puissance consommeée, évaluée au niveau macrosco-
pique coincide avee I'espérance du produit scalaire de la vitesse et du gra-
dient, pris au niveau granulométrique. Nous allons montrer qu’en fait
cette densité de puissance s’identifie au produit scalaire des mémes gran-
deurs évaluées au niveau macroscopique.

En effet, si p et ¢! constituent une solulion stationnaire, au sens
du paragraphe 15, la pression p est de la forme déja écrite en (15,2).
Désignant par 9,P le gradient macroscopique constant, nous avons donc :

(16,4) p = o[z/o;P + 1]

ou (o) est une fonction aléatoire stationnaire. Evaluons alors I'expres-

sion :
viop = &,(¢'p)

Comme ¢! = ¢t (puisque ¢* est nul dans les grains) et compte Lenu
de 9,0t =0, on obtient :
vieip = 8, Pey(via)) + &(het) = 01 P + &,(nof)
Mais a0l est stationnaire, de sorte que l'espérance de son gradient
est nulle. Passant aux espérances, il vient donec:
(16,5) E(vie;p) = E(v)3,P

D’apres (14,4), E(ef) se rattache immédiatement au flux macrosco-
prque Q4 de sorte que la densité de puissance E(W) s’exprime aussi
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bien & laide du produit scalaire du flux et du gradient macroscopiques
constants. La relation (16,3) se compléte donc ainsi:

(16,6) E(W) = — E(¢v'9;p) = — Q'3;P

Cette relation énergétique fondamentale apparaitra également dans le
chapitre VI. On remarque que E(¢d;p) représente ’énergie consommeée,
. localement, par les forces de viscosité, tandis que Q9P représente I’énergie
que I'on doit fournir de extérieur pour entretenir 'écoulement permanent.
La relation (16,6) exprime donc un bilan énergétique.

Le tenseur densité de puissance. — Donnons-nous, maintenant, un sys-
teme de solutions privilégiées ¢, 8;p' correspondant au flux et aux gra-
dients macroscopiques constants Q% et 8P/, et soit e’ le tenseur de
déformation associé a4 la solution privilégiée d’indice [. Toute solution
stationnaire se présente comme une combinaison linéaire de type (15,4)
et son tenseur de déformation est de la forme:

eij — mlgij»l

D’aprés (16,2), la densité de puissance consommée W est donc de la
forme
W = oo W
16,7 s
( ’ ) (W[s — 2(1.6”"8““'

Nous voyons ainsi apparaitre un tenseur densité de puissance consommeée,
dont les composantes W sont manifestement symétrigues relativement
aux indices [ et s. A partir de Pexpression (16,7) de W&, il suflit de
reprendre point par point la chaine de raisonnements qui nous a permis
au paragraphe précédent de passer de (16,2) aux relations (16,6) pour
obtenir de la méme maniére :

(16,8) E(W5) = — E(vil9;p%) = — Qia,Ps

Le tenseur W¥ est d’ailleurs non sculement symétrique, mais égale-
ment défini positif. En effet, la densité d’énergie consommeée par les forees
de viscosité est Loujours positive, de sorte que la forme quadratique wm W
est positive quelles que soient les constantes arbitraires w, l.espérance
E(W!) possede évidemment ces mémes propriétés, ainsi par suite que les
tenseurs qui figurent aux deuxiéme et troisieme membres de (16,8).

Relation entre perméabilité et densité de puissance. — Au niveau macros-
copique les solutions privilégiées vérifient la loi de Darcy, ¢’est-a-dire les
relations
Ot = — L giia p

<
4

Portons cette expression de Q# dans la deuxiéme relation (16,3).
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Nous obtenons

(16,9) E(Wk) = 1 Kijo Pto;Ps
i
Ainsi le tenseur des perméabilités se déduit directement de I’espérance
du tenseur densité de puissance. En particulier, si les solutions privilégiées
ont été choisies de telle maniére que les 8;P! coincident avec les compo-
santes 3,/ du tenseurde Kronecker, la relation (16,9) se réduit simplement & :

(16,10) i Kb = pE(WE)

Au paragraphe précédent, nous avons montré que le tenseur E(W¥)
est nécessairement symétrique et défini positif : Le tenseur K!s des perméa-
bilités possede donc les mémes propriétés.



CHAPITRE VI

COMPOSITION DES PERMEABILITES

SOMMAIRE

Paragraphe 17. — Ezposition du probléme de la composition des perméabilités, et présen-
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de régles de pondération.
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systéme de solutions privilégices, d’ou résulte une loi de Darcy qui s’étend aux écoulements quast
wniformes. Lorsque le tenseur des perméabilités ponctuelles k est conservatif, la régle de ponde-
ration arithmétique K = [i( k) s'applique. STk est Uincerse d’un tensewr gradient, on a la
regle de pondération harmonique K-' = E(k-Y). Dans le cas général, I se met sous la forme
b= G\ du produit de deuz tenseurs stationnaires s lun, €, est consercatif, Uawtre, A, est
Uinverse d’un tenseur gradient. La loi de composition s'éerit. K = E(C)[E(A-Y)]-1 Ixemples
divers.

Paragraphe 19. — La densité de puissance consommée W est égale au produit scalaire
¢0p du flux et du gradient. Son espérance  E(W) = — L(gio;p) = — Q0,1 s'éealue
indifféremment au nivean ponctuel ou macroscopique. Unicité de Uécoulement caractérisé par
un gradient macroscopique donné. Tenseur densité de prassance Wis et relation K& = pl3(Wis),
On en déduit les inégalités matricielles (BN < ke < E(h): les perméabilités se composent
toujours selon un mode intermédiaire entre les pondérations harmonique et arithmétique.

Paragraphe 20. — Dans Uespace a 2 dimensions, une rotation de 900 échange gradients et
fluz conservatifs. On en déd it quelarégle de pondération géométrique s’ applique auz écoulements

h . . . . . . ..
et ~——— ont une méme loi spatiale invariante par rotation. Celte condition

E(h) B

est réalisée dans les milicws isotropes @ perméabiliiés lognormales.

plans lorsque

Paragraphe 21. — Wéthode d’approxzimation de Schwydler : on pose ko= ko1 + ey), et
on évalue flus et gradient aw 2¢ ordre en c. On met en éetdence un tenseur 3 de Schwydler

» Y ] - : N
vérifiant 0 < S < E(v?) rel que W =hko(l—23). Dans le cas subisotrope, on @ S = — E(y?),

N nombre des dimensions de Uespace, et on en déduit, au 2¢ ordre en = N

1

K =21 o

N = [BlkT))?

La perméabilité macroscopique est d’autant plus proche de sa limite supéricure (k) que
lespace comporte plus de dimensions.
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17. — Généralités sur la composition des perméabilités.

Dans ce chapitre et le suivant, nous nous proposons d’étudier le dernier
de ces changements d’échelle dont nous avons fait mention dans notre
introduction. Apreés avoir étudié la genése de la perméabilité d’un milieu
poreux homogéne, nous considérons maintenant le niveau auquel cette
perméabilité est apparue comme un niveau ponctuel, et la perméabilité
elle-méme comme une propriété ponctuelle du milieu. Passant alors a une
échelle d’observation encore plus élevée, nous constatons que le milieu ne
peut plus étre considéré comme homogeéne. Les perméabilités ponctuelles
apparaissent maintenant comme des fonctions k¥(z), extrémement
variables, du point z de ’espace. Nous dirons qu’elles sont régionalisées.
Cependant, cette hétérogénéité, observée au niveau ponctuel, dissimule
souvent une homogénéité, de nature statistique, qui se manifeste a I’échelle
supérieure. Pour énoncer cette homogénéité en grand dans un langage
mathématique précis, nous admettrons que les perméabilités régionalisées
kij(x) peuvent étre considérées comme une réalisation d'une fonction
aléatoire (tensorielle) ergodique et stationnaire. La signification d’une hypo-
these de ce genre a déja été examinée dans le paragraphe 14, et il n’y a pas
lieu d’y revenir ici. Dans ces conditions, on doit tout d’abord se demander
s'il y a gentse d’une nouvelle loi de Darcy, et si les propriétés hydrodyna-
miques de ce milieu, envisagées a I'échelle supérieure, peuvent étre comple-
tement caractérisées par une perméabilité macroscopique constante K.
En ce qui concerne les écoulements non uniformes, que nous étudierons
dans le chapitre VII, la réponse & cetle premiére question sera négative.
On ne s’en étonnera pas, si 'on remarque que P'opération de changement
d’échelle et le passage au niveau supérieur ne sont pas réellement effectucés
par de tels écoulements. Nous nous limiterons dans ce chapitre au cas des
écoulements uniformes ou quasi uniformes (c’est-a-dire pouvant étre
considérés comme uniformes pour une échelle intermédiaire correspondant
A des volumes de dimensions, peut-étre petites au niveau macroscopique,
mais suflisamment grandes au niveau ponctuel pour que les propriétés
du milieu y apparaissent déja comme homogénéisées par effet d’ergodicité).
Vis-a-vis de ces écoulements. dont les lignes de courant se déploient en
vastes nappes, il existe effectivement une perméabilité macroscopique
constante K¥. Nous le montrons, dans le paragraphe 1S, au moyen de
raisonnements étroitement apparentés a ceux qui ont été exposés dans le
chapitre v.

On doit ensuite se demander de quelle maniere les perméabilités ponce-
tuelles régionalisées & vont se composer pour engendrer cette perméabilité
macroscopique constante K. et rechercher s’il existe des regles suflisam-
ment simples permettant le caleul effectif de X a partir de la loi spatiale
des k. Dans le cas particulier d’un milien stratifié. on sait que les regles
de pondération arithmétique K = E(k) et harmonique K-1 = I3(k71)
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s’appliquent, respectivement, aux écoulements paralléles et perpendiculaires
aux strates. Dans le cas général, on applique souvent une regle de pondé-
ration géométrique

(17,1) log K = E [log k]

qui peut donner des ordres de grandeur raisonnable. Cette régle empirique,
cependant, manque de justification théorique. On peut tout au plus remar-
quer que la moyenne géométrique est toujours comprise entre les moyennes
harmonique et arithmétique, qui constituent les deux poles extrémes
dans le cas des milieux stratifiés, et soupgonner par suite une proposition
genérale qui s’énonce ainsi: dans tous les cas, que le milieu soit stratifie
ou non, la perméabilité macroscopique K est toujours comprise entre les
moyennes harmonique et arithmétigue. Ce résultat, qui s’écrit sous forme
d’inégalités entre matrices :

(17,2) [E(&)] < K < E(k)

sera démontré, dans le paragraphe 19, grice a des considérations énergé-
liques, et sera ensuite généralisé, dans le chapitre Vi1, au cas des écoulements
non uniformes.

Cependant, les inégalités (17,2) ne nous donnent pas de valeur numérique
précise, et ne nous indiquent méme pas st K doit se trouver plutét plus
proche de 'une ou de I'autre de ces deux limites extrémes. La regle empi-
rique (17,1) suggére que I'on doit se trouver plutét & mi-chemin. Mais une
analyse plus approfondie nous montrera que la régle (17,1) ne peut pas,
en fait, prétendre 3 une valeur universelle. Il est certain, en effel, que
le nombre N des dimensions de Pespace doit exercer nune grande influence
sur la maniére dont se composent les permdabilités ponctuelles. Toutes
choses égales d’ailleurs, les filets de courant ont d’autant plus de facilité
pour contourner les zones de mauvaises perméabilité que I'espace présente
davantage de dimensions. Pour N =1, il n’existe aucune possibilité de
contournement, et K est Loujours égal a la moyenne harmonique. La
perméabilité résultante doit s’améliorer ay fur et & mesure que N augmente
et se rapprocher de la moyenne arithmétique. De fait, a aide d’une méthode
d’approximation empruntée & Schwydler, nous montrerons que K se
situe & mi-chemin de ces denx limites pour N = 2, au deux tiers de ce
chemin pour N =3 ot se rapprocherait asymptotiquement de la moyenne
arithmeétique s’il nous était permis d’envisager des espaces dont le nombre
de dimensions augmenterait indéfiniment (paragraphe 21).

En particulier, Ia regle (17,1) ne peut étre valable que pour N = 2
c’est-a-dire dans le cas d’écoulements plans. Nous démontrerons d’ailleurs,
d’une maniére rigoureuse, qu’elle s'applique effectivement dans le cas
particulier intéressant d’un milieq & deux dimensions. macroscopiqueinent
1sobrope et 4 perméabilil és lognormales (paragraphe 20).

Ce qu’il v a de plus remarquable, dans une regle du type (17.1), ot qui,
cependant risque de passer mapercu, tant cela semble aller de sol, ce n'est



COMPOSITION DES PERMEABILITES 107

pas I'apparition de la moyenne géométrique, mais le fait que Pon admet
implicitement que K ne dépend que de la loi de probabilité des valeurs
prises par les perméabilités ponctuelles en un méme point d’appui. Convenons
de dire qu’il existe une régle de pondération lorsqu’il en est ainsi, c’est-a-dire
lorsque K ne dépend effectivement que de la loi des valeurs prises par
les kii(z) en un méme point dappui z. Dans le cas général, on ne doit pas
s’attendre a ce qu’il existe une telle régle de pondération. L’étude de la com-
position des perméabilités montre, en effet, que K dépend de la loi spatiale
de k, c’est-a-dire de la loi des valeurs prises simultanément en tous les
points de Uespace. Toutefois, on voit facilement, & I’aide de considérations
de similitude élémentaires, que K doit rester invariante sil’on transforme
la loi spatiale des & par une homothétie. Or, parmi les fonctionnelles de
la loi spatiale qui restent invariantes par homothétie, figure une classe
particulierement simple, celle précisément des fonctionnelles qui ne dépen-
dent que de la loi de probabilité des valeurs prises par les ki en un méme
point d’appui. On peut donc espérer trouver au moins des cas particuliers
ou il existera effectivement une régle de pondération. Nous en rencontrerons
plusieurs exemples, les uns trés particuliers ou assez artificiels (1), d’autres
beaucoup plus intéressants, comme le cas du milieu macroscopiquement
isotrope 4 2 dimensions et & perméabilités lognormales, pour lequel la
rogle de pondération géométrique s’applique en toute rigueur. Les résultats
de la méthode d’approximation de Schwydler, d’autre part, nous inciteront
a penser qu’il existe probablement encore une réegle de pondération dans
des cas plus généraux par exemple dans le cas d’un milieu macroscopique-
ment isotrope (tel que la loi spatiale des perméabilités soit invariante par
rotation).

Les différents points que nous venons de mentionner, ct qui feront
'objet de ce chapitre ne concernent en fait que les écoulements macrosco-
piquement uniformes ou quasi uniformes (c’est-a-dire pouvant étre assl-
milés i des écoulements uniformes a Péchelle de volumes de dimensions
assez grandes pour que le milieu y apparaisse comime homogénéisé par
effel d’ergodicité). 11 existe cependant une classe d’écoulements tres im-
portants pour les applications, a savoir les écoulements radiaux, qui ne
peuvent absolument pas étre considérés comme (uasi uniformes, et auxquels
par suite les résultals précédents ne sont pas applicables. Dans le chapitre
vii, done, nous entreprendrons directement I’étude de ces écoulements
non uniformes: apres avoir établi un théoreme fondamental généralisant
les inégalités (17,2), nous établirons les équations de Papproximation de
Schwydler et nous les appliquerons au cas des écoulements radiaux. Nous
généraliserons ainsi un certain nombre de résultats établis par Schwydler.
La conclusion, un peu décevante, sera que la permcéabilité macroscopique
constante Ik des écoulements uniformes ne peut pas étre utilisée pour
représenter des écoulements non uniformes.

(1) Cas d'une perméabilite conservative, avee regle de ponderation arithmetigue: Las
ol fa permeabilité est Finverse dhun tenseur gradient, avec régle de pondération harmonique;
Cas des milicux statifies, ete..
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18. — Genése de Ia perméabilité macroscopique constante.

Dans tout ce qui suit, nous étudions un milieu, supposé infini, dont la
perméabilité ponctuelle régionalisée (variable dans I'espace) k'(x) peut
étre considérée comme une réalisation d’une fonction aléatoire (tensorielle)
ergodique et stationnaire. Nous introduisons aussi Iinverse hij(z) de kY,
c’est-a-dire le tenseur des résistivités du milieu. Au niveau macroscopique,
les tenseurs (constants) représentant la perméabilité et la résistivité seront
notés K et H;;. D’une maniére générale, nous utiliserons le méme Sys-
téme de notations tensorielles qu’au chapitre V. Un écoulement permanent
est défini par un gradient de pression (ou, plus généralement, de charge)
9;p(x) et un vecteur flux ¢'(z). Le produit scalaire ¢ig; représente le
volume de fluide traversant, pendant un temps unité, un élément de surface
unité placé au point z et dont la normale admet les cosinus directeurs B;.
Ce flux et ce gradient vérifient le systéme de Darcy :

P U
(181) 7=k

%g' =0

¢tant bien entendu que %¥(z) est une fonction de z. Au flux ¢¥(z) et an
gradient d,p(x), définis au niveau ponctuel, correspondent un flux Qt
et un gradient o, macroscopiques, qui se déduisent des précédents,
a P'aide de certaines moyennes spatiales effectuées dans des volumes assez
grands pour que les propriétés du milieu v apparaissent comme homogé-
néisées. L'hypothese d’ergodicité permet d’éliminer Parbitraire qui préside
a la définilion de ces moyennes spatiales, en les remplagant par des espi-
rances mathématiques, dont Iexpression peut s’expliciter & Paide de la
seule loi spatiale des perméabilites kii(z).

En effet, lorsque les fonetions kU(x) sont connues explicilement,
le systéme de Darcy admet une solution et une seule pour des conditions
aux limites données. Ainsi, le flnx 7(x) et le gradient d;p(x) apparaissent
comme des fonctionnelles — d’ailleurs assez complexes — de la fonction
tensortelle k¥(x), et des conditions aux limites. Par Pintermédiaire de
ces meémes fonetionnelles, flux el gradient deviennent des fonctions aléa-
totres lorsque  £4(z) est lui-meéme considéré comme une fonction aléatoire
tensorielle. De plus — c’est le point capital — les lots de probabilités des
fonctions aléatoires gi(z) et o,p(x) ne dépendent que de la loi spatiale
des perméabilités ki(xr) (et des conditions aux limites). En particulier,
les espérances mathématiques L(g) et E(&,p) sont parfaitement définies.

Parmi les solutions du svstéme (18.1). nous nous intéressons tout d’abord
a celles pour lesquelles le flux 7'(x) et le gradient o;p(x) sont des fonctions
aléatoires stationnaires. Nous montrerons plus loin que leur connaissance
sullit pour déterminer les permeéabilités macroscopiques  Ki/, Do telles
solations décrivent des écoulements uniformes aw nicean macroscopique.
En effet, flux Qi ot gradient ¢ P macroscopiques se déduisent de qi(z)
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et 9;p(x) a P'aide de certaines moyennes spatiales qui, grace a ’hypothese
ergodique, peuvent étre remplacées par les espérances mathématiques
correspondantes : soit

Qi = E(¢)
(18,2) 5P — B0

Lorsque ¢' et 9;p sont stationnaires, leurs espérances sont des cons-
tantes, et 1'écoulement est caractérisé par un flux et un gradient macros-
copiques uniformes.

Systéme de solutions privilégiées. — L’existence de telles solutions
stationnaires se concoit trés bien, d’un point de vue physique. D’un point
de vue purement mathématique, cependant, une discussion, assez délicate,
serait nécessaire. L’existence et Punicité de la solution du systeme (18,1)
est assurée, en effet, lorsqu’on se donne les conditions aux limites sous la
forme usuelle. Nous admettrons sans démonstration que l'existence d'une
solution, sous forme de fonctions aléatoires ¢i(z) et 9,;p(x), est encore
assurée lorsque les conditions aux limites classiques sont remplacées par
les deux conditions suivantes :

1) ¢i(z) et 9;p(x) sont des fonctions aléatoires stationnatres.

2) L’espérance E(9;p) est égale a un vecteur constant, de composantes
covariantes données d’avance.

Autrement dit, nous admettons qu’il existe toujours une solution
stationnaire correspondant a un gradient macroscopique constant  9,P
donné d’avance. Nous montrerons au paragraphe 19 que cette solution
est nécessairement untque.

[espace ayant n dimensions, on peut alors trouver 7t solutions
distinctes, stationnaires, ¢*(z), 3,p!(x) (I=12 ...n), vérifiant le systeme
de Darcy, et telles que les espérances

(18,3) E(3,p) = o;P!

coincident, pour chaque valeur de I, avec les composantes du [ vecteur
colonne d’une matrice ajP‘ donnée d’avance (et de déterminant non nul).
L’ensemble de ces n solutions constilue ce que nous appellerons un systeme
de solutions privilégiées.

Toute combinaison linéaire des solutions privilégices, de la forme:

(18,4) 3 g = wg"
ajP = Wzajpz

avec des coeflicients w, constants est évidemment elle-méme une solution
stationnaire du systeme de Darcy, et décrit un écoulement macroscopique-
ment uniforme caractérisé par le gradient et le flux macroscopiques cons-
tants:

o.P = w'o P!
18,5 3 i j
( ) Ql — le[[
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Et, inversement, tout écoulement macroscopiquement uniforme est de la
forme (18,5) a cause de 1'unicité de la solution du systeme de Darcy soumise
aux conditions 1 et 2 ci-dessus.

Invariance tensorielle. — Un arbitraire assez large subsiste sur le choix
d’un systeme de solutions privilégiées. En effet, toute combinaison linéaire
de solutions stationnaires du systéme de Darcy étant elles-mémes une solu-
tion stationnaire, il est possible d’effectuer, sur I'indice ! des solutions
privilégiées, une substitution linéaire quelconque. Ainsi, U'indice ! ne
présente au départ aucun caractére d’invariance tensorielle. Cependant,
une fois choisie la matrice des 9,P! qui figure au deuxiéme membre de (18,3)
le systéme des ¢, o;p' et QU est déterminé sans ambiguité. On montre
alors, exactement comme au paragraphe 14, que, sil’on choisit comme o,pt
la matrice des composantes d’un tenseur donné d’avance, les g¢¥, 9;p!
et Q! prennent, elles aussi, le caractére tensoriel.

En particulier, il sera souvent commode de choisir, pour jouer le role

des 9,P les composantes 8, du tenseur de Kronecker (85 =0 si
L#7] et 8 =1 si I =j). Avec ce choix conventionnel :
(18,6) o,P! = &

du systeme des solutions privilégiées, la premiere relation (18,5) se réduit 4 :

Les constantes w; coincident donc, dans ce cas avee les composantes
covariantes du gradient de pression.

Passage a la loi de Darcy. — Toujours avec le choix (18,6) des solu-
tions privilégides, la deuxiéme relation (18,5) se réduit a:

y - : 1 ...
(18,7) Q= —— KU a,p
L
c’est-a-dire 4 la loi de Darcy, a condition de prendre I'expression suivante
pour le tenseur K¢/ représentant la perméabilité macroscopique constante :

Ainsi, les écoulements macroscopiquement uniformes obéissent & une
lot de Darcy macroscopique. Cela résulte tres simplement du fait que de
tels écoulements se présentent comme des combinaisons linéaires, 4 coef-
ficilent w, constants, d’un systeme de solutions privilégiées. On voit,
ensulte, exactement comme au paragraphe 15, que cette conclusion s’étend
également aux écoulements guasi uniformes. En effet, si, dans (18,4) nous
remplacons les coefficients m, constants par des fonctions w,(z) lentement
variables dans Pespace, les dérivées des w,(x) sont négligeables vis-a-vis
des dérivées correspondantes des ¢'(r) et des o,p(x), de sorte que (18,4)
représente encore une solution du svsteme de Darcy, solution correspondant
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justement a un écoulement quasi uniforme. En passant aux espérances
mathématiques, on voit que le flux Qi(z) et le gradient 38,P(z) macros-
copiques sont encore donnés par le systeme (18,5), qui représente cette
fois, par lintermédiaire des fonctions w(z), un flux et un gradient
variables dans l'espace. L’élimination des w() conduit enfin a la
loi de Darcy (18,7), avec la méme expression (18,8) du tenseur des
perméabilités.

Naturellement, les fonctions w(x) ne peuvent pas étre absolument
quelconques. Avec le choix (18,6) des solutions privilégiées, w(x) = 0,P(z)
doit étre un gradient, et, de plus, le flux macroscopique Qi(z) doit étre
conservatif. On obtient donc le systéme habituel

S Qi:_ﬁi’ajp

lsi=0

Ce passage a la loi de Darcy et a la perméabilité macroscopique K/
constante a été effectuée, comme au paragraphe 15, d’une maniére purement
formelle. Nous devons maintenant essayer de metire en é¢vidence, de facon
un peu plus précise, la loi selon laquelle les perméabilités ponctuelles &
se composent pour engendrer K. Il est sans doute instructif de considérer,
en premier lieu, les deux cas particuliers ou le systeme de Darcy admet
comme solutions soit des vecteurs flux constants, soit des gradients cons-
tants.

a) Miliew admettant des écoulements a gradient constant. — Pour que le
systeme de Darcy (18,1) admette la solution 3;p = w; pour tout veeteur

J
covariant constant w;, il faul et il suflit. que Pon ait

ai/ﬁi-i — ()

¢est-d-dire que le tenseur des perméabilités soit conservatif (ait une diver-
gence nulle). La solution

(0;p =,
4 (]i = — k"jmj

esl stationnaire, et déerit done un écoulement macroscopique caractérisé
par le flux et le gradient constants:

QGJ-P = w,
I Q

J

Par suite, le tenseur des perméabilités macroscopiques KU est:

Uicii !
| Ki/ = E(kY) |

Ainsi, lorsque le tenseur des perméabilités est conservatif, la regle de
pondération arithmétique K = E(k) sapplique en toute rigueur.
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ExemMpPLE 1. — Soit, dans I'espace a trois dimensions, un milieu ou le
tenseur des perméabilités conserve des directions principales fixes. Ces
directions étant prises comme axes des coordonnées r, y et z, supposons
que les perméabilités principales correspondantes, k,, k, et ks, ne dépen-
dent : la premiére que de y et z, laseconde de z et z, la troisitme de z
et y, soit

kl(y) Z) 0 O )
k= 0 ks 2) O )
0 0 k3(x7 y)/

Ce tenseur étant conservatif, les perméabilités macroscopiques sont :

‘E(k,) O 0\

K=(() E(k,) 0)
0 0 Ek)

De fait, il est clair que, vis-a-vis d’un écoulement paralléle a ’axe des z,
par exemple, ce milieu se comporte comme s’il était constitué des « strates »
ky(y, z) = Cte paralléles a Paxe des =z.

b) Milieu admettant des écoulements & flux constants. — De méme,
cherchons a quelle condition le systéme de Darcy admet comme solution
n’importe quel vecteur flux ¢t constant. Soit h;; le tenseur des résistivités,
inverses des k¥. Le systéme de Darcy peut s’écrire:

8;p = — hyg'

Il admet comme solution tout vecteur ¢t constant si, et seulement si, i gt
est un gradient quels que soient les ¢f, done si’on peut trouver un vecteur
V; dont A;; soit le gradient :

hi; = oV,

Y J ot

Compte tenu de la condition de symétrie &;; = ki, Vi doit étre lui-
méme un gradient, et A;; est de la forme 2;9, ou ¢ est une fonction
scalaire aléatoire. Au niveau macroscopique, on obtient pour de telles
solutions :
Qi =g
¢, P = —q¢E(h)

Par suite, la résistivité macroscopique H;; est:

! T
§HU=mmw

Ainst, lorsque le tenseur des perméabilités est I'inverse d’un tenseur gradient.
la régle de pondération harmonique K-! = E(k~') s'applique en toute rigueur.
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ExEMPLE 2. — Avec les mémes notations que pour I’exemple 1, sup-
posons que k soit de la forme:
Iyz) O 0
k={ 0 k(y) -0
0 0 ky(2)
Son inverse :
1
0 0
ky(x)
1
h = 0 0
ka(y)
1
0 0
k3(z)
est un gradient, et par suite les perméabilités macroscopiques sont :
G 0o )
E 1)
ky
1
K — 0 ——E _1_> 0
ks
1
0 _
0 E<i>
\_ ky)

De fait, il est eclair que, vis-d-vis d’un écoulement parallele a 'axe
des x, ce milien se comporte comme s’il ¢tait constitud de strates ky(x) = Cte
perpendiculaires a axe des .

¢) Cas général. — Plagons-nous maintenant, dans le cas général ot le
tenseur ki(x) est simplement supposé stationnaire, et soient ¢ et a_l-p‘
un systeme de solutions privilégiées, correspondant & un fluide de viscosité
unité p = 1. D’apres la loi de Darcy, nous avons

il — __ i g.p!
18.¢ (] Jp

Comine les p' constituent des solutions indépendantes du systeme (18,1),
leur jacobien, qui est le déterminant des 9,;p!, n’est pas identiquement
nul. Soit donc A/ la matrice inverse des g;p'. L'équation (15,9) s’¢erit
K = — qil 4\{
D’autre part, au niveau macroscopique, le flux et le gradient constants
correspondant a la solution privilégi¢e d’indice | sont:
Q = B(g)
’\l l —_— 4 [
ojp = E(ajp)

Par suite, la permcabilité macroscopique constante KUY s’obtient en

MATHERON ’
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résolvant le systéme :
E(¢") = — KVE(3,pY)

Pour éviter la présence du signe moins, nous prendrons Ci = — gt
Les résultats obtenus peuvent s’énoncer sous la forme d’une proposition
et d’une loi de composition.

Proposition. — Toute perméabilité ki(x) aléatoire, stationnaire et ergo-
digue peut étre mise sous la forme :
ki = Cit Aj

du produit d’un tenseur C conservatif (8;C! = 0) et stationnaire, et d’un
lenseur A inverse d’un tenseur gradient stationnaire 9 na

Loi de composition. — Le tenseur des perméabilités macroscopiques
constantes K s’obtient en effectuant le produit de E(CH) par Dinvcerse
du tenseur E(3,p".

Autrement dit, sous forme matricielle, on a :

k =CA

(18,10) | K = E(C)[E(A)]-

Cette loi de composition constitue une généralisation évidente des
régles de pondération arithmétique et harmonique rencontrées dans les
deux cas particuliers @ et 4. Dans le prochain paragraphe de cette ¢tude,
nous allons montrer, a I'aide de considérations énergétiques, que la rogle
(18,10) donne toujours un résultat intermédiaire entre les moyennes har-
monique et arithmétique, qui apparaitront ainsi comme deux cas limites.
Au préalable, a titre d’illustration, nous allons traiter deux exemples
simples.

ExEMPLE 3. — Avec les mémes notations que dans les exemples 1 et 2,
supposons que la matrice des perméabilités soit de la forme

fl(yz)gl(x) 0 0
k=< 0 f2(2x) g, (y) 0 )
0 0 f3(xy)gs(z)

Le tenseur gradient B = A-1 et le tenseur conservatif C sont:

1
— 0 0
g (z)

0

—

0

P

gs(2) /

@)
Il
/-?;
o& .
G)
ot
N
5
(o W)

N O 0 f3(x7 ?/) '
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Par suite les perméabilités macroscopiques constantes sont :

FER) 0 )
E[é’l]
EG)
K = E(C)[EB)]* = gl)
0 o El
N B(g)

La composition s’effectue selon un mode intermédiaire entre les pondé-
rations harmonique et arithmétique.

ExempLE 4 (miliew a stratification horizontale). — Soit, dans l’espace
4 3 dimensions, un milieu stratifié ou les perméabilités ki/(z) ne dépendent
que de la coordonnée z (les composantes rectangulaires ne sont pas sup-
posées nulles). On cherche a priori un tenseur gradient 9,;p* de la forme

et un tenseur C vérifiant

Cit = lc"fBj.
8,Cil = 0

On obtient sans peine la solution :

1 0O O
0 1 0
B = k13 k23 1
T T
FRES k13)23 )13
kll _— ﬁ ]‘:12 —_ —_ksa E
C= g2l k1323 k22 55_—2_3, K
J33 %33 33
0 0 1

Les vecteurs colonnes de B et (au signe prés) de C donnent le gradient
et le flux de 3 solutions privilégiées. Il suffit ensuite de résoudre le systéme
KE(B) = E(C) pour obtenir une régle de pondération qui peut s’écrire :

¢(K) = E[¢(k)]



116 HYDRODYNAMIQUE DES MILIEUX POREUX

en désignant par ¢(k) la fonction matricielle admettant I’expression
explicite :
(k13)2 e L1352 13

kll " 7 - -

k33 k33 k33

k13 k23 ( k23)2 k23

o) = | M= PN =
k31 k32 1

s s =)

La régle de pondération harmonique s’applique, comme il se doit,
a la composante k33, Pour les deux autres termes diagonaux, on montre
facilement que 'on a, par exemple:

Ki < E(k)

I'égalité n’ayant lieu que si k' est nul: les termes rectangles entrainent
une détérioration des perméabilités horizontales relativement & la moyenne
arithmétique que laissait prévoir le mode de couplage en parallele.

19. — La densité de puissance, et les inégalités fondamentales.

La régle de composition donnée en (18,10) est assez formelle, en ce sens
que, pour Pappliquer effectivement, il faudrait déja connaitre un systeme
de solutions privilégiées, ce qui ne sera pour ainsi dire jamais le cas en
pratique. Cependant, I'introduction de notions énergéliques va nous per-
mettre de tirer de la seule forme des relations (18,10) des renseignements
relativement précis sur les perméabilités macroscopiques, renseignements
utilisables méme si 'on ne connait pas les solutions privilégices.

Soit un écoulement macroscopiquement uniforme de flux ¢ et de
gradient  @;p, au niveau ponctuel, et Qf = BE(q), &, = LE@E;p au
niveau macroscopique, et proposons-nous d’évaluer la puissance consom-
mée par les forces de viscosileé.

Considérons, en premier lieu, un volume élémentaire de, sous la forme
d’un petit tube de lignes de courant, limité par deux éléments de surface
isobares p =p, et p’ = py—dp. Cet élément étant supposé extrait
du milieu, nous imperméabilisons sa surface latérale, et nous plongeons
ses deux faces terminales dans deux récipients contenant le méme fluide,
mais sous les pressions p, et py— dp respectivement. Un piston refoule
le fluide du récipient soumis a la pression la plus forte p,, et son mouvement
est réglé de telle maniére que cette pression reste constante. En raison de
Punicité de la solution du systéme de Darcy, I'écoulement permanent
qui s’établit possede le méme flux ¢¢ et le méme gradient ¢;p que I'écou-
lement en place. La puissance consommée par les forces de viscosité s'évalue
en calculant le travail fourni par le piston. On trouve aisément cette puis-
sance sous la forme:

Wdo = —¢gie;p dv
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Ainsi, dans I’écoulement dont le milieu réel est le théatre, la densité de
puissance consommée par les forces de viscosité (1) est:

(19,1) W =—qgep
Dans un volume YV, la puissance consommée est donc f q'o;p dv,

et, si V a été choisi suffisamment grand pour que lergodicité V s’y
manifeste, cette intégrale peut étre remplacée par 'expression:

— VE(¢‘d;p)

Mais cette méme puissance peut étre évaluée directement au niveau
macroscopique. Prenant, en effet, comme volume V un cylindre ayant
ses génératrices paralléles au flux macroscopique constant Q! et ses bases
dans deux surfaces isobares P = P, et P = P,, on voit, en répétant le
méme raisonnement que ci-dessus, que cette puissance est:

— VQ3;P = — VE(¢)E(8;p)

Egalant ces deux expressions de la puissance, nous obtenons:

(19,2) E(¢'9;p) = E(¢)E(3;p)

Cette relation fondamentale exprime que, vis-a-vis du produit scalaire,
flux et gradient des solutions stationnaires se comportent comme s'ils étatent
indépendants : 'espérance du produit scalaire est égale au produit scalaire
des espérances.

En fait, la relation (19,2), qui exprime un bilan énergétique, peut se
déduire de la seule relation

(19.3) 2t =0

3

qui exprime la conservation de la quantité de fluide. En effet, le gradient 2;p
étant stationnaire, la pression p peut se mettre sous la forme

(19,4) p = z/e;P + 2
A ¢tant une fonetion aléatoire stationnaire (%) d’espérance nulle. On a alors,
compte tenu de (19,3):

gop = ¢'P + g'eh = ¢'e P + &g

Passons aux espérances en remarquant que, A¢' étant stationnaire,

on a E[c(rg)] = ¢, E(x¢') = 0. 1l vient:
E(g'e;p) = Q'e;P

¢'est-a-dire la relation (19,2).

{1y Cette relation (19,1} n'est pas autre chose que la relation (16,6) que nous avons lirée
dircctement, dans le chapitre précédent, des équations de Navier.

(*) En réalite, du fait que §;p est stationnaire d*ordre deux, on déduit seulement que p
est i aceroissements stationnaire d'ordre deux, et (19.4) constitue une hypothese supple-
mentaire, qui n'est peut-étre pas réellement indispensable, mais simplifie 'exposé.
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Unicité des solutions privilégiées. — La densité de puissance consommée
est obligatoirement positive. D’apres (19,1) et la loi de Darcy, on a donc:

k'/o;pd;p > 0

I'égalité n’ayant lieu que si 9;p = 0 (fluide au repos). Cette inégalité
exprime, comme on sait, que la matrice des perméabilités est définie
positive.

Supposons alors qu’il soit possible de trouver deux écoulements, macros-
copiquement uniformes, de gradients 8;p, et 8;p, vérifiant:

E(ajpl) = E(9;p,)

On en déduit, par différence, un écoulement macroscopiquement uni-
forme de gradient

- ajp:'ajpl—ajPZ
vérifiant

c’est-a-dire caractérisant un fluide en état de repos macroscopique. Si d;p
n’est pas identiquement nul, ¢@;p est strictement négatif, et par suite

aussi
E(gid;p) = Q3P < 0

Mais cela est impossible puisque ;P est nul. Donc 8,p est nul (le
fluide est réellement en repos). Par suite 9,p, = 9;p,, et la solution sta-
tionnaire de gradient macroscopique constant est nécessairement unique,
comme nous ’avions annoncé.

Le tenseur densit¢ de puissance. — Soit maintenant ¢ 3,p' un
systeme de solutions privilégiées. Toute solution stationnaire est de la forme :

¢ = wqt
o,p = wo;p!
et admet. d’apres (19,1), la densité d’énergie :

W = Wi,
avec

| |
(19,5) | Wb = — 4ilg, ps

WU est le tenseur densité de puissance. 11 est symétrique et défini positif.
En effet, utilisant la loi de Darecy, on obtient :

Wi = i kije,p'o,p*

Le tenseur A%/ étant lui-méme symétrique et défini positif, il en est de
méme de Wb,
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Enfin, la relation (19,2) se généralise sans peine. Il suffit, en effet, de
reprendre le raisonnement utilisant 'équation de continuité (19,3) pour
obtenir:

(19,6) E(¢"8;p°) = E(¢")E(3;p")
Ainsi, P'espérance mathématique du tenseur densité de puissance est:

(19,7) E(W5) = — Qilg;Ps

Relation entre perméabilité macroscopique et densité de puissance. —
Portons dans (19,7) la relation de Darcy exprimée au niveau macroscopique :

. Kij
Qi = — v 3,p!
Il vient :
(19.3) E(W') = = Ki/a;Pla,Ps
n

i

Ainsi le tenseur des perméabilités macroscopiques peut se déduire de
Pespérance du tenseur densité de puissance. En particulier, si les solutions
privilégiées ont éLé choisies conformément & la régle (18,6) il vient simple-
ment :

Kij = pE(WY)

On voit ainsi que le tenseur Ki/ est symétrique et défini positif comme
la densité de puissance W4,

20. — Les inégalités fondamentales.

Rappelans, tout d’abord, une définition : on dit qu’une matrice syme-
trique M est définie posilive si, quelles que soient les constantes a,
on a toujours:

aixj.\l"f >0

Le caractere défini positif entraine, en particulier, les conséquences

sulvantes :

— les termes diagonaux sont positifs M“ > 0
— les termes rectangulaires vérifient 'inégalité de Schwarlz:

|Mid] < /MM

— les valeurs propres et le déterminant sont positifs ou nuls.

Nous avons vu, dans le chapitre V, que la matrice (régionalisée) des AV
est toujours symétrique et définie positive. D’apres I'équation de Darey,
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et pour un fluide de viscosité unité p = 1, cela signifie que I’on a toujours :
¢op=—ki3pop<0

autrement dit que la pression va toujours en diminuant le long d’une ligne
de courant, ou encore que les forces de viscosité consomment de 1’énergie
(et n’en fournissent pas). Il s’agit bien d’une condition de nature physique,
imposée a priori de maniére impérative. D’apreés les résultats du paragraphe
précédent, 1l en résulte que les matrices des perméabilités macroscopiques Ki/
et des densités de puissance W' sont également symétriques et définies
positives.

Nous allons en déduire que les matrices E(k) — K et E(k) — H sont
également définies positives. En effet, la relation (19,6) établie au para-
graphe précédent s’écrit aussi bien (pour un fluide de viscosité unité) :

(19,9) — E(¢" 9;p%) = K¥ o;P! 3,P* = H,,Q#Q/
a) Les 9;p! peuvent se mettre sous la forme :
avec
E@@a) =0
On a alors, en utilisant la loi de Darcy au niveau ponctuel :
— ¢ 8p* = kY 8,p' 3;p*
= k' (8;p" 0,P* + o,P! O;p°) — kU ;P o, Ps + K o\ 06

Prenons Pespérance mathématique des deux membres de cette équation.
A gauche, d’apres (19,9), apparait K@ 9;P'9,Ps. A droite, on remarque
que 'on a:

Par suite, il vient :

KU 8Pt ;P = E(ki/) g;P o Ps

L(kY 2 9 ,0)
Avee le choix (18,6) les solutions privilégiées, il reste simplement :
(19,10) E(kY) — Kb = E(kY 9,0 &0

Or, kY étant symétrique et défini positif, il en est de mome de ki @\
9,;A%, et par suite aussi du tenseur qui figure au deuxiéme membre de
(19,10).

Par suite, le tenseur E(kY)y — KU est toujours défini positif.

b) De la méme maniere, les ¢ peuvent se mettre sous la forme

gt = Qit 4 0t
avec

E(6¢) = 0
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Utilisant la loi de Darcy au niveau ponctuel, on obtient :

—_ qil aips — hijqilqjs
= h;(¢'QF + Qilgss) — hy ;QUQF + h; 010
Prenons 'espérance des membres extrémes de cette relation. A gauche,
selon (19,9) apparait H,Q¥Q/. A droite, on remarque que I'on a:

QE(hyg") = — Q7 0Pt = H,,QUQ
Par suite, on obtient :
(19,11) H;,Q'Q” = E(h;;)Q"Q/* — E(h;;6"6%)

Comme A;; est symétrique et défini positif, il en est de méme du
tenseur E(k;;610/). Par suite, le tenseur

E(h,)QUQ7 — HyQUQ*

est lui-méme symétrique et défini positif. On en déduit sans difficulté que
E(h;;) — H;; posséde la méme propriété. Si a est un vecteur quelconque,
on peut trouver [, avec ~

ol = QU,

Par définition, on a:

1Oy s
[E(h;) — H;1Q"Q7B8, > 0
Donc aussi:
[E(;;) — Hyjleta/ > 0
Ainsi, le tenseur T(h;;) — H;; est toujours défini positif.
¢) Pour présenter ces résultats de maniere plus frappante, introduisons
b

une relation d’ordre entre matrices symétriques définies positives, en posant :

ALCB

lorsque la matrice symétrique B — A est définie positive. Les résultats
obtenus ci-dessus s’écrivent ainsi:

K < E(k) H < E(h)

D’autre part, st A < B et si A est inversible, on vérifie immeédiatement
que B est également inversible et que 'on a B~! < A-L. Les deux inéga-
lités ci-dessus entrainent par conséquent les deux suivantes:

[E(k)]'< H [EW]! <K

Finalement, nous obtenons les deux systémes d’inégalités équivalents
sulvants :

(19.12) i [E(:)]* < K < E(k) |
’ C[E(Y)]T < H < E(h)

Ces inégalités fondamentales exrpriment, comme nous l'avions annonce,
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que la perméabilité macroscopique K est toujours intermédiaire entre la
moyenne harmonique [E(k=1)]' et la moyenne arithmétique E(k).
Géométriquement, les inégalités

K¥aa; < oo E (k)

H; 88/ < BB/E(k;)
montrent que les ellipsoides traditionnels d’équations Kirz; =1 et
H;z'z/ =1 contiennent les ellipsoides analogues construits sur les E(k¥)
et E(h;) respectivement. On verra de méme que les ellipsoides représen-
tatifs de K et de H sont contenus dans les ellipsoides représentatifs
de [E(h)]! et [E(k)]* respectivement.

21. — Etude spéciale des écoulements plans.

Le cas des écoulements uniformes plans mérite une étude spéciale.
Moyennant certaines hypotheses sur la loi spatiale des perméabilités,
il est possible, en effet, comme nous allons le voir, de démontrer rigoureuse-
ment que la régle de pondération géométrique peut lui étre appliquée.

Soit, dans I'espace 4 deux dimensions, un milicu infini caractérisé par
une perméabilité k¥(x) aléatoire et stationnaire, dont la loi spaliale est
supposée tnvariante par rotation (*) et soient gi et 9;p un flux et un gradient
stationnaires vérifiant le systeme de Darcy :

(20,1) 3 =k o
%' =0

On sail que, dans I'espace a 2 dimensions, une rotation de 90° transforme
un vecteur gradient en un vecteur conservalif (de divergence nulle) et

réciproquement. Dans un systéme d’axes orthonormés, les veeteurs G
et F de composantes:

(FL=—2,p

o 2
(Gr=—y¢ et F

G (G, = ¢! (IF'2=2ap

sont done, le premier un gradient, et le deuxieme un flux conservalif.
St A;; est la résistivité du milieu, inverse de kY, laloi de Darey, qui peut
s’éerire :

o — —Ph g

op=—"hgq

montre qu’il existe également une relation lincaire entre F et G. Si lon
désigne par P le tenseur déduit de h;; par une rolation de 900 (P
possede donc la méme loi spatiale que %), soit

)
P ( _t= = )
— hzl hu
(1) Cette invariance par rotation s'étend 4 toutes les propri¢tés macroscopiques de ce

milieu (puisqu’elles ne dependent que de la [oi spatialer : Elle signifie que le milicu est macros-
copiquement isotrope.
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on obtient, en effet :

(20,2) 3 F! = —PYG,

3 Fi=0

Compte tenu du fait que G est un gradient, ce systeme (20,2) se présente
comme un deuxiéme systéme de Darcy, d’ailleurs équivalent a (20,1).
La perméabilité macroscopique constante K est un scalaire (puisque la
loi spatiale est invariante par rotation) et a pour valeur

)

E(¢ : .
K=——1~ sans sommation en t
E(3;p) ( )

Elle se déduit de la loi spatiale des %" par un certain nombre d’opé-
rations liées uniquement a la structure du systéme de Darcy. Comme les
systémes (20,1) et (20,2) ont la méme structure, ces mémes opérations,
effectuées sur la loi spatiale des PY, vont conduire a la valeur numérique

du rapport — EE———((g:; Mais d’une part ce rapport ne différe pas du rapport
———L——E}ga((']f))), c’est-a-dire de la résistivité macroscopique H = K; d’autre

part les Pi ont la méme loi spatiale que les h;;. D’ou la conclusion:

Proposition 1. — Dans un milieu a 2 dimensions dont les perméabilités
ont une loi spatiale invariante par rotation, la perméabilité macroscopique K
et la résistivité macroscopique I  s’obtiennent en effectuant les mémes opé-
rations sur les lois spatiales des perméabilités k et des résistivités h, respec-
tivement.

Désignons alors par k, et hy les espérances E(k) et E(k) de la
permdéabilité et de son inverse : ce sont des scalaires, puisque les lois spatiales
sont invariantes par rolation. Dans le cas particulier oit lon suppose de

k.. 1.
2 12 N . . o . .
plus que /—’ et 7—' ont la méme loi spatiale, la proposition 1 ci-dessus
¢ !
0 0

enlraine immédiatement Iégalité :

d’ou Pon déduit aussitot la regle de pondération

(20,3) K = \/ Ky
Ry

k

; et e ont méme loi spatiale, la régle (20,3) est d’ailleurs
) lo

équivalente a la régle de pondération géométrique. En effet, remarquons
tout d’abord que, la matrice k£ étant définie positive, son logarithme log &
existe également : ¢’est la matrice admettant les meémes vecteurs propres
que k. et, comme valeurs propres les logarithmes des valeurs propres de &

Du fait que
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(qui sont positives). De méme log 2 existe, et on a logh = —log k.
Par ailleurs, puisque kio et hio ont la méme loi spatiale, leurs logarithmes
ont la méme espérance mathématique, soit :
E (log k) —log ky = E (log k) — log kg = — E (log k) — log Ry
D’ou résulte immédiatement
E (log k) = —;— log%’

Par suite la régle (20,3) est bien équivalente a la régle de pondération
géométrique :
log K = E (log k)

La condition que lk et lzi alent la méme loi spatiale est toujours
Yo 0

remplie dans le cas particulier trés intéressant ot cette loj spatiale est
lognormale, c’est-a-dire dans le cas ot la matrice des perméabilités % est
de la forme

(20,4) k= e?r

A étant une matrice symétrique, dont les composantes sont des fonc-
tions aléatoires a loi spatiale gaussienne. (On notera qu'une matrice a loi
lognormale est toujours définie positive : ses valeurs propres sont, en effet,
les exponentielles des valeurs propres de A, done toujours positives.)

(! 3
en effet, posons 0 0 -

A= E(A) + e d

3 ‘ ke h . : :
Stk est de la forme (20,4), alors, — et = ont la méme loi spatiale :

Comme « est gaussienne et de moyenne nulle, o el — o« ont méme
loi spatiale, donc aussi e* et e=* ol par suite également :
Y il
k e” h e~

— = 17 —_— == -
ky " E(er T hy T E(e%)

Résumons ces divers résultats sous la forme d’une proposition :

Proposition 2. — Si, dans un milien @ deux dimensions, les matrices

aléatoires

E(k)
invariante par rotation, les perméabilités se composent selon la régle de pondé-
ration géométrique log K = E (log k) ou selon la régle équivalente

F;%) possedent la méme loi spatiule, et si cette loi est

1
)

K = [E(K)]? [E(h)]

Ces conditions sont en particulier remplies lorsque la lol spatiule de k est
lognormale et invariante par rotation.
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REMARQUE. — Les résultats exprimés dans les deux propositions
précédentes sont liés étroitement au nombre N =2 des dimensions de
Pespace et ne peuvent pas se généraliser au cas N = 3. En effet, leur
démonstration repose essentiellement sur le fait qu’une rotation de 900
transforme un gradient en un vecteur conservatif. C’est 1a une propriété
particuliére a espace & 2 dimensions, qui n’a pas d’équivalent dans le cas
N = 2. Nous verrons d’ailleurs, dans le prochain paragraphe, que la regle
de pondération géométrique n’est possible que dans I'espace & 2 dimensions.

21. — Méthode d’approximation et tenseur de Schwydler.

Dans ce qui suit, nous nous plagons dans un milieu infini & N dimen-
sions, dont les perméabilités régionalisées k“(z) sont interprétées comme
une réalisation d’une fonction aléatoire (tensorielle) ergodique et station-
naire. L’espace étant rapporté a des axes orthonormés, nous désignerons
par g le tenseur unité (g =0 si i/, et g/=1 si t =7J). Nous
supposons que l’espérance E(kV) est proportionnelle a ce tenseur unité :
autrement dit, la perméabilité moyenne est un scalaire &, et l'on a:

E(kVV) = kgt

11 est alors possible de représenter la permdabilité sous la forme tenso-
rielle :

(21,1) ki = ky(gid + ev')
ou sous la forme matricielle équivalente :
k= k(1 + €v)

le tenseur v avant unc espérance nulle E(y') = 0. Le paramétre e
élant supposé pelit, la méthode d’approximation de Schwydler consiste
a exprimer les solutions du systéme de Darey sous forme de développements
limités en  e.

[1 est possible, par cette méthode, d’obtenir 'expression du terme
général de ces développements, et par suite d’éerire les solutions de I'écou-
lement sous forme de développements en série entiere. Mais d’une part,
au deld du terme d’ordre 2, les fonctionnelles donnant le terme géncral
deviennent trop complexes pour que Pon puisse les caleuler effectivement,
de autre la convergence d’un tel développement en série serait fort difficile
a établir. Cest pourquoi nous nous contenterons (comme d’ailleurs Schwy-
dler (1) lui-méme) de développements limités arrétés au terme d’ordre 2.
[l s"agit done, a strictement parler, d’une théorie des milieux & perméabilités
faiblement variables. Mais, en fait, les résultats que nous obtiendrons
auront une valeur indicative plus large, et nous permettront, soit de pres-
sentir ce qui peut se passer dans le cas général, soit au contraire de démontrer

(1) Sur les travaux de Schwydler, voir bibliographie & la fin du chapitre vii.



126 HYDRODYNAMIQUE DES MILIEUX POREUX

que certaines circonstances sont exclues. Pour alléger les écritures, nous
supposerons toujours p = 1.

a) Les équations de récurrence. — Cherchons a exprimer la solution du
systeme (18,1) au moyen de développements en ¢ de la forme:

(21,2) §afp. = 9;po + Ze"3p,
g' = g + Ze™q;
oules ¢i et d jP» sont des fonctions aléatoires stationnaires & déterminer.
Compte tenu de (21,1) la premiére équation (18,1) c¢’est-a-dire la loi
de Darcy, donne, en identifiant les termes de méme degré en «:

(21,3) 3 9% =—kg/op,
g, = — ko[g¥ 3;p, + YV 0;Pp-1]

I suffit ensuite de porter ces expressions dans la deuxiéme équation (18,2)
(c’est-a-dire I'équation de continuité) pour obtenir les équation de récur-
rence cherchées:

(21,4) e

Ap, + 8 [¥YV8;pp4] =0

Cherchons a résoudre (formellement) de telles équations. En premierlieu,
on remarque que, pour =0, k = k, est constant, et les solutions sta-
tionnaires correspondantes sont également des constantes. Ainsi le terme
d’ordre 0 du gradient, 3p,, et la composante correspondante du flux
go = — ko ©py sont des constantes. Le vecteur constant dp, peut d’ailleurs
étre choisi arbitrairement.

La deuxieme équation (21,4) est du type de I'équation bien connue de
Poisson :

(21,5) Af £ & =0

dont la solution se constrnit a 'aide des potenticls harmoniques. Désignons
par a(z) le potentiel harmonique (c’est-a-dire la solution élémentaire de
Iéquation Af = 0) de I'espace & N dimensions, soit (r désignant le
rayon vecteur)

a:ilogr pour N = 2
2n

*=— pour N =3 etc...

On sait que I'équation (21,5) admet la solution :
o) = [ 2tz —5y@(®) ag

que I'on écrit aussi, sous forme plus simple, en introduisant le symbole *
du produit de convolution :

f=ax®
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Ainsi la solution de I'équation (21,4) peut s’écrire
P = o % [3; (YV 3;Pn-1)]

Enfin, on sait que pour dériver un produit de convolution il suffit de
dériver I'un, quelconque, de ses facteurs. Le terme d’ordre n du gradient
peut donc s’écrire :

(21)6) ajpn = aij o ¥ (Yiu aupn—l)

Prenons 'espérance mathématique des deux membres de’équation (21,6).
On sait que, pour toute constante C, on a dans 'espace & N dimensions

1

Par suite nous obtenons ’espérance du terme d’ordre n sous la forme:

1 .
(21,7) E(9;pa) = — 8uB(" 84Pn-1)

En ce qui concerne I'espérance du flux gi, on tire de (21,3)

E(Qh) = kO[guE(ajpn) + E(Yiu aupn—l)]
11 suffit de comparer a (21,7) pour obtenir :
(21,8) E(gi) = ko(N — 1)gVE (3;p,)

(sauf, évidemment, pour n =0, puisque ¢ est donné par la premiere
équation (21,3)).

REMARQUE: Ce qui précéde ne constitue pas une démonstration rigou-
reuse, mais seulement une indication générale. La question de 'existence
d’un produit de convolution tel que (21,6) devrait, pour le moins, étre exa-
minée de prés. Mais les résultats fondamentaux du paragraphe suivant
peuvent étre justifiés, en toute rigueur, & 'aide d’une méthode un peu
plus longue, o I'on remplace les équations (21,4) de récurrence par des
équations portant directement sur la fonction de covariance et non plus
sur les fonctions aléatoires v elle-mémes. On trouvera quelques indications
sur ce point dans I’Annexe IIL.

b) L'approximation d’'ordre 2 et le tenseur de Schwydler. — En ce qui
concerne, tout d’abord, les termes du premier ordre, on remarque que leurs
espérances sont nécessairement nulles :

E(¢i) = E(@;p,) =0

Cela résulte immédiatement de (21,7) et (21,8). En effet, 9,p, est une
constante et lespérance du tenseur y est nulle. D’ou ce premier résultat
intéressant : Leffet perturbateur de la variabilité des perméabilités ne se
manifeste que par des termes du deuzxiéme ordre en .

Cherchons maintenant les termes d’ordre 2. Si, dans la relation (21,7)
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nous remplacons, au deuxiéme membre, 9,p, par son expression expli-
cite (21,6):

8upr = [ By alE)y(z — E) 0,py dE

nous voyons qu’il convient de prendre I'espérance de I'intégrale:

8.p0 | Buy AlEVy(@)yn(z — ) dE

Introduisons donc la matrice R#:!s(k) des covariances de la fonction
aléatoire tensorielle i/

(21,9) Ri4(h) = E[(@)y"( + 1)]
On a d’ailleurs manifestement
(21,10) Rijts(h) = Rii(— h)

et RIS est symétriqueen ¢ et j ainsiqu’en [ et s. Avec cette notation,
on voit que P'expression cherchée est :

, 1
QU E(0p0) = — 7 80 b0 [ S EIRTE) d

Nous mettons ainsi en évidence un nouveau tenseur, qui va jouer un
role fondamental, et que nous appellerons le tenseur de Schwydler St :

(21,12) S0 = — [ 8, a(B)RI(E) dE
Ce lenseur est manifestement symétrigue en ¢ el j. On le voit en
changeant & en — &, en utilisant (21,10) et en remarquant que @, (&)

est paire vis-a-vis de &
cealement défini positif.

Les termes d’ordre 2 s’expriment tres simplement & Paide du tenseur
de Schwydler. De (21,11) et de (21,12) on Lire, en effet

Nous montrerons un peu plus loin que 89 esl

/ R ] .
| E@r) = 5; SHCH
(21,13) \ N
[ B =k~ S 2y
¢) La perméabilité macroscopique constante K. — Nous allons maintenant

évaluer, au deuxieme ordre en ¢, I'expression de la permdabilité macros-
copique constante KUY, et montrer qu’elle ne dépend que du tenseur de
Schwydler. Conformément & la méthodologie générale exposée dans le
paragraphe 18, nous devons former un systeme de N solutions station-
naires o,p!, ¢, indexées par l'indice [, et effectuer le produit contracté
de E(4) par linverse de E(2;p). Pour réaliser ce programme, nous
remplacerons le terme constant @,p, du gradient par le tenseur de Kro-
necker 8 (=1 si { =/, =0 si [ = j). Lessolutions privilégiées cherchées
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sont donc de la forme:
g ¢ = —kolgs' + eqi' + €' + -]
o,p' =28 +¢ecd;pi +¢€28;p; + ---
En exprimant les termes d’ordre 2 & I'aide de (21,13), on obtient au

2¢ ordre en ¢:

E(%;p") = & + % %S}

( E(qil) _ ko [gil — N &" 1 525“]

Il suffit ensuite d’inverser E (3;p'), ce qui donne au 2¢ ordre en ¢:

5/ —% 25/

(21,14)

et de multiplier par E(¢¥) pour obtenir, toujours au 2¢ ordre:
(21,15) Ki = k[ g/ — €25¥]

ou, sous forme matricielle :

K = ky(1 — €2S)

Ainsi le tenseur de Schwydler représente la détérioration des perméabilités,
c’est-a-dire la différence relative

E(k) — K

— =2
E(k) = &S

entre la moyenne arithmétique et la perméabilité macroscopique.
Si nous inversons (au 2¢ ordre) la relation (21,15), nous obtenons la
résistivité macroscopique H = K-! sous la forme matricielle:

(21,16) H=— (1 + )

1
ko

Comparons H & la movenne E(h) des résistivités. Inversant (21,1)
au deuxieme ordre en ¢, nous trouvons:

On notera que les composantes de E(y?) s’expriment & 'aide de la
matrice des covariances RiJ/(h) prises en h = 0. E(y?) est une variance
matricielle. Elle a pour composantes :

a B[y (@)1 (@)] = g, Ri+(0)

MATHERON 9
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Finalement (21,16) se met sous la forme:
2

(21,17) H = E(h) —— [E(y) —S]
0

Or nous avons démontré au paragraphe 19 que les tenseurs E(k) — K
et E(h) — H sont toujours définis positifs. Les relations (21,15) et (21,17)
que nous venons d’établir montrent donc que le tenseur de Schwydler S,
ainsi que le tenseur E(y?) — S sont définis positifs (1). Les inégalités fonda-
mentales (19,12) se traduisent donc ici de la maniére suivante :

(o < S < E(y?)

Indiquons encore (mais sans reproduire la démonstration) les résultats
suivants qui montrent qu’au deuxiéme ordre en e les fluctuations des
isobares et des lignes de courant se rattachent également de maniére simple
au tenseur de Schwydler:

~

E(g" 8;p} 9,p}) = S
E(gjqi9l") = g;;R¥5(0) —S¥

Ainsi les fluctuations des isobares sont lides au tenseur S et celles des
lignes de courant au tenseur E(y?) — S.

d) Cas ou il existe une regle de pondération. — Puisque, comme nous
venons de le voir, la perméabilité macroscopique, au deuxieme ordre en e,
ne dépend que du tenseur de Schwydler S, lexistence d’une rogle de
pondération, au sens que nous avons donn¢ a celle expression dans le
paragraphe 17, doit se manifester par le fait que S ne dépend que de la
matrice R¥5(0) des covartances des v¥ prises au méme point. d’apput.
L’examen de la formule (21,12) montre que cette circonstance ne se produil
pas dans le cas géndéral, puisque S dépend effectivement des valeurs
prises par la matrice R(Z) pour toutes les valeurs de Pargument £ et
non pas seulement en & = 0. Toutefois les dérivées secondes @ a()
sont étroitement apparentées a la mesure de Dirac 3. puisque Pon a
toujours

’

Ao = ghv g o = — 3
. : . . 1
Autrement dit, ¢, x présenle une composanle dgale a — N & 3,

sans d’ailleurs se réduire pour autant a cette seule mesure de Dirac. Mais,
s1 la fonction matricielle R¥JS(E) possede des propriétés convenables de
symétrie, il peut arriver que l'action de la distribution &, x sur cette
fonction se réduise a celle de sa seule composante de Dirac. Lorsqu’une
telle simplification se produit, nous dirons que nous sommes dans le cas

(1) Ces propri¢tés peuvent du reste se déduire directement de 'expression (21,12) du
tenseur de Schwydler. Il suffit d’utiliser la transformation de Fourier, et dappliquer le
théoreme de Bochner.
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sub-isotrope. Par définition, donc, dans le cas sub-isotrope, l'’expres-
sion (21,12) du tenseur de Schwydler se réduit a

(21.18) St/ = 1’15 g RiLJ#(0)

ou encore, sous une forme matricielle plus parlante, a:

(21,19) ' S =+ E(y?)

De ce qui précede résulte que c’est seulement dans le cas sub-isotrope
que nous pouvons espérer établir Dexistence d’une régle de pondération. Or,
il existe au moins un cas ou ’hypothése de sub-isotropie est vérifiée, et ou
par suite on peut espérer trouver une régle de pondération, c’est le cas ou
la covariance RJs(h) ne dépend que du rayon vecteur r = [h]. On
montre, en effet, facilement a l’aide de considérations de symétrie élé-
mentaires, que I'action de 9,& sur une fonction possédant la symétrie
sphérique, c’est-a-dire une fonction de la forme f(r), se réduit a celle de

sa seule composante de Dirac, c’est-a-dire a —% g,f(0). Autrement dit,
dans ce cas, la relation (21,19) est vérifice.

Comme exemple encore plus particulier de cas ol une telle simplification
se produit, citons le cas (& I'étude duquel Schwydler s’est d’ailleurs lui-méme
limit¢) ot il existe une perméabilité scalaire k(x) [c’est-a-dire kY = giif(x)]
possédant une fonction de covariance C(r), ne dépendant que du ravon
vecleur |[h] = r. Dans ce cas, en effet, on a

Ry = - g C(r)
Ky
et les conditions requises ci-dessus sont bien remplies.

[Vétude du cas sub-isotrope met bien en évidence le réle déterminant
que joue le nombre N des dimensions de U'espace. Pour N =1, en effet,
le tenseur de Schwydler coineide, selon (21,19), avee sa borne supéricure
E(¥?). Aufur et & mesure que N augmente, on voit ensuite S se rappro-
cher davantage de sa limite inférieure, qui est 0. Ou encore, si nous nous
reportons aux écquations (21,15) et (21,17), nous obtenons:

Et, compte tenu de I'expression de KE(h#) écrite plus haut, d’ou 'on
déduit :

SE(?) = L — - [E()]

0
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on peut écrire (au 2¢ ordre en ¢€):

(21,20) K =N B + 5 (B0

ou, aussi bien:
1

H=
N

E(h) + Y (B

Bien qu’un tel résultat ne soit établi (quantitativement) qu’au 2¢ ordre
en ¢, il semble légitime de penser que sa signification (qualitative) doit
avoir une valeur générale. Cette signification est la suivante: Dans un
milieu, possédant des propriétés d’isotropie suffisantes pour qu’une régle
de pondération y soit applicable, la perméabilité se situe & mi-chemin ou aux
deux tiers du chemin entre moyenne harmonique et moyenne arithmétique selon
que espace est a 2 ou 3 dimensions.

Pour N = 1, K coincide, comme il se doit, avec la moyenne harmonique.
Lorsque le nombre N des dimensions de 'espace augmente, on voit la
perméabilité macroscopique croitre et se rapprocher asymptotiquement
de sa limite supérieure, qui est la moyenne arithmétique.

Observons encore ceci: dans le cas sub-isotrope tout au moins, la
régle de pondération géométrique ne peut s’appliquer que dans un espace
i N = 2 dimensions. Elle est exclue & 3 dimensions. On vérifie, en effet,
facilement que 'on a au 2¢ ordre en €

1 2
\ E (log k) = log E(k) — = E(y?)
( log K = log E(k) — — E(v?)

Ces expressions ne coincident done que pour N = 2.

REMARQUE. — Dans les conditions de la proposition 2 du paragraphe 20,
nous avons obtenu une autre forme de la régle de pondération, qui était :

o

K = [E(k)]* (E(k)]™

On peut se demander dans quelle mesure une regle de la forme

1
K=[E®]~ [E&Y] T
dont on peut vérifier qu’elle est compatible avee (21,20) au 2¢ ordre en g,
ne pourrait pas s'appliquer dans un espace a N dimensions. Nous ne
sommes malheurcusement pas en mesure de donner une indication positive
sur ce point.



CHAPITRE VII

LES ECOULEMENTS NON-UNIFORMES

SOMMAIRE
Paragraphe 22. — Dans une zone de drainage S, on impose la pression 0 sur le contour
extérieur et — Py sur le contour intérieur. Le débit total Q se déduit de la relation énergétique

QP = f oup dz
S

On en déduit un principe d’extremum, et un théoréme fondamental exprimant quel’espérance
de la perméabilité apparente est toujours comprise entre les moyennes harmonique et arithmé-
tique.

Paragraphe 23. — Développements de Schwydler limités a Uordre 2. Espérance et variance du
débit se déduisent de la matrice des covariances par des intégrales ot figure une fonction de Green..

Paragraphe 24. — Cas des écoulements radiauz, acec une perméabilité scalaire. On évalue
les limite pour Ry — 0 ou Ry— o de Uespérance et de la variance du débit. Pour Ry —> 0,
la perméabilité apparente converge, en moyenne quadratique, vers la valeur k(0) de la perméa-
bilité du puits. Pour R, — o, elle concerge en moyenne quadratique vers la moyenne harmo-
nique générale. Dans le cas ot Ry et R, sont quelconques, Uespérance de la perméabilité
apparente peut prendre n’importe quelle valeur comprise entre moyennes harmonique et arithmeé-
métique. On est plus prés de [E(k~')]™' ou de E(k) selon que R, est grand ou R, petit. La
perméabilité macroscopique constante des écoulements uniformes ne permet pas une description
correcte des écoulements non uniformes.

23. — Les inégalités fondamentales.

On a vu que la perméabilité macroscopique K¥, dont Pétude a fait
I'objet du chapitre vi, permet une description correcte des écoulements
localement uniformes au niveau macroscopique, c¢’est-a-dire des écoulements
pouvant étre considérés comme uniformes dans des domaines de dimensions
peut-étre petites a I’échelle macroscopique, mais suffisamment grandes
cependant pour que les propriétés du milieu, liées aux perméabilités régio-
nalisées k(x), y apparaissent comme homogénéisées par effet d’ergodicité.
Or 1l existe des classes d’écoulements trés importantes pour les applications,
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comme les écoulements radiaux, qui ne vérifient nullement cette condition.
Au voisinage d’un puits de pompage, I’écoulement n’est pas localement
uniforme. La perméabilité apparente () observée n’a donc pas de raison
a priori de coincider avec la perméabilité macroscopique constante des
écoulements quasi-uniformes. La méthode de Schwydler, cependant, peut
s’appliquer aussi aux écoulements non uniformes. Dans ce qui suit, nous
essayerons, en nous limitant au deuxiéme ordre, de déterminer les carac-
téristiques de cette perméabilité apparente (moyenne et variance, car il
s’agira d’une quantité aléatoire, et non plus d’une constante, comme dans
la premiere partie).

Aprés avoir défini les conditions aux limites et établi un téoréeme fonda-
mental (paragraphe 22), nous déterminerons l'espérance et la variance de
la perméabilité apparente par des formules générales ou figurera une fonction
de Green (paragraphe 23). Nous particulariserons ensuite au cas des écou-
lements radiaux, en examinant les cas de simplification et les limites
Ry —0 et R; - oo, Ry et R, désignant les rayons intérieur et extérieur
de la zone de drainage (paragraphe 24). Enfin nous évoquerons le cas ou
la perméabilité %/(0) du puits de pompage est connue, et ou par suite
la loi spatiale des A¥/(x) doit étre remplacée par la loi liée (non stationnaire)
correspondante.

Nous nous limiterons, en principe, auw cas d’un espace a 2 dimensions.
Mais les résultats des deux premiers paragraphes se transposent sans
difficulté a I'espace 4 3 dimensions.

La relation énergétigue. — Avant d’exposer les résultats de la méthode
de Schwydler pour les écoulements non-uniformes, nous allons établir un
théoréme fondamental généralisant les inégalités (19,12) du chapitre précé-
dent.

Considérons une zone de drainage S en forme de couronne limitée
par un contour intéricur Cy et un contour extérieur C,, de formes d’ail-
leurs quelconques (2). Dans S régne une perméabilité régionalisée

KT = k(g + o)

ou ¥ est une réalisation d’une fonction aléatoire tensorielle stationnaire
d’espérance égale a 0.

Comme condition aux limites, nous nous imposons une pression nulle
sur le contour extérieur C,, et une pression constante — P, sur le contour
intérieur C, (le signe — est introduit pour que Py > 0 corresponde &

(*) Rappelons que la perméabilité apparente est définie comme la perméabilité qu’il
faudrait attribuer 4 un milieu homogeéne pour observer, avec les mémes conditions aux limites,
le méme débit que dans le milieu réel.

(*) Il serait également loisible de limiter latéralement 'aire S par deux parois imper-
méables joignant C, et C,.
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un pompage). Soit Q le débit total traversant la couronne, et recueilli,
par conséquent, a I'intérieur de C,. Désignons par ¢i(z) et 3;p(z) le flux
et le gradient de pression en tout point z de la zone drainée S. Le flux
est conservatif (8,4 = 0) de sorte que 'on a:

¢' 3;p = 9(pq")

Intégrons cette expression dans S et appliquons la formule d’Ostro-

gradsky :
/;o q' 9;p dz =/Clpqin‘- ds +fcpqini ds

On désigne, suivant 'usage, par n; les cosinus directeurs de la normale
extérieure aux contours C, et C;. Comme p =0 sur C; et p=—p,
sur C, 1l reste simplement :

(22,1) l QPy, = ——/; gt o;p dx

Cette relation fondamentale nous permettra de calculer le débit Q,
et par suite la perméabilité apparente. Elle posseéde la méme signification
énergétique et la méme structure que la relation analogue (19,2)

E(¢)E(9,p) = E(¢" 9;p)

que I'on a établi plus haut dans le cas d’un milieu infini et d’un écoulement
macroscopique uniforme : A droite figure I’énergie consommée par les forces
de viscosité, & gauche I'énergiec que I'on doit fournir de I'extéricur pour
entretenir I'écoulement. Cependant, grace au choix des conditions aux
limites, la relation (22,1) s’applique au flux et au gradient eux-mémes,
ct non pas seulement a leurs espérances mathématiques comme dans le
cas d’un écoulement uniforme.

Principe d’extremum. — Décomposons maintenant la pression (1) p(x)
en deux termes

(22,2) p(r) = w(z) + AMx)
dont le premier w(z) est une fonction déterminée (non aléatoire) vérifiant
les conditions aux limites w =0 sur C, et w = —DP; sur G, et a cela

prés quelconque. Le deuxiéme terme A(x) est par conséquent une fonction
aléatoire qui s’annule sur les deux contours C, et C;. En utilisant la lot
de Darcy, on peut écrire

— ¢ %p =k op 3p } )
= kY aif_’ jm + ]”U O;w 0,;p — k” 0w 9@ + AR 0 A
() Dans tout ce chapitre, nous raisonnons dans le cas d’un fluide de viscosité unité

. = 1. Cette hypothése ne nuit pas a la généralité des résultats et permet d’alléger les éeri-
tures.
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Intégrons dans S. A gauche apparait QP,, selon (22,1). A droite,
on remarque que l'on a '

/S' ¢ d;m dx = /S' 8,(wql) dz = — QP,

4 cause du choix des conditions aux limites imposées 4 w@. Ainsi, nous
obtenons :

(22,3) QP, = fs ki 8;w 3w dz — fs ki 3\ 3\ dx

Or, kU étant définie positive, la deuxiéme intégrale est toujours
positive. Par conséquent, pour toute fonction w vérifiant les conditions
aux limites du probléme posé, on a Pinégalité :

(22,4) QPy < [ 1 8y 8y da

Cette inégalité signifie que, parmi tous les écoulements possibles compa-
tibles avec les conditions aux limites, I'écoulement réel est celui qui réalise
le minimum de la puissance consommée par les forces de viscosité. On sait qu’une
telle condition d’extremum s’exprime par la relation

8; (K1 8,p) = 0

qui n’est autre chose que I’équation de continuité 0,4 = 0.

La relation (22,3) va maintenant nous conduire a un théoreme exprimant
— comme dans le cas des écoulements uniformes — que la permdéabilité
apparente est Loujours comprise entre les moyennes harmonique et arithmé-
tique. Du fait quici QP, est une variable aléatoire, le théoréme ne s’énonce
qu’en espérance mathématique.

Théoréme fondamental. — L’espérance de la perméabilité apparente est
toujours comprise entre les moyennes arithmétique et harmonique, des perméa-
bilités ponctuelles.

Plus précisément, si on désigne par Q, et Q, les dobits que 'on
observerait, avec les mémes conditions aux limites, si I'on remplagait le
milieu réel par des milieux homogenes de perméabilités constantes égales
a [E(k )] et E(k) respectivement, on a les inégalités fondamentales :

(22,5) Qu < E(Q) < Q,4

La deuxiéme inégalité (22,5) découle directement de (22,4). Prenons,
en effet, pour w(z) la pression qui s’établit dans le milieu de perméabilité
constante E(E), et passons aux espérances. Il vient, compte tenu de la
relation (22,1):

E(QPy) < J E(W) 0w 8/ dz = Q,P,

Pour démontrer maintenant la premiére inégalité (22,5), nous mettrons
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le flux ¢ sous la forme:
g =y + 0

x! et 6! étant deux vecteurs conservatifs que nous préciserons dans un
instant. Si &;; désigne la résistivité, inverse de k%, on a:

K 3ip 3;p = hijq'q!
= hiniQ{' + hijqui '—'h,'jxixj + hijeiej
= — 20" 0p — hijx'x! + b 007

En intégrant dans S, et en désignant par yx le débit total du flux xi
on en tire :

2%Py — fs hixiy! dz = QPy — fs 00k, dx
Comme A;; est défini positif, on en déduit I'inégalité
2Py — fshz,-xixf dz < QP,

Prenons, maintenant, comme vecteur yi le flux qui s’installe, pour
les mémes conditions aux limites, dans le milieu homogeéne de résistivité
constante E(k;). On a x = Q,; par définition, et aussi, d’aprés (22,1):

/; E(hij)Xin dz = QP

I1 suffit donc de prendre les espérances des deux membres de I'inégalité
écrite ci-dessus pour obtenir

QuPy < PoE(Q)

ce qui achéve de démontrer le théoréeme fondamental.

24. — Les développements de Schwydler.

Comme dans le paragraphe 21, nous allons chercher des développements
de la forme (21,2) vérifiant le systeme de Darcy: on obtient encore les
relations (21,3) qui donnent le flux en fonction du gradient, et les équations
de récurrence (21,4) qui vont permettre de déterminer la pression. Mais cette
fois nous devons choisir comme fonction py(x) la fonction harmonique
égale a 0 surle contour C; et a la constante — P, sur C,, c’est-a-dire
la solution du probléme posé dans le cas ¢ = 0. Pour p,(z) nous choisirons
la fonction (unique) vérifiant (21,4) et s’annulant sur C, et C,. Ce sera
une fonction aléatoire, mais son gradient ne sera pas stationnaire.

On doit ici introduire la fonction de Green G(z, y) définie comme suit :

1) G(z, y)—a(x —y) est harmonique et réguliére dans tout le

domaine S. <<x est le potentiel harmonique, soit 2i log r dans ’espace a 2
T

dimensions.)
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2) G(z, y) est nulle lorsque z appartient au contour C, ou au
contour C,.

On sait que ces conditions déterminent, d’une maniére unique, la fonction
de Green pour tout point y de S, et que de plus cette fonction est symé-

trique en = et y.

Compte tenu du choix des conditions aux limites, la solution p,(z) de
I'équation (21,4) se met sous la forme :

Pulz) = [ Gla, 9); [9(y) ,p,s(a)] dy

Comme G(z, y) s’annule, (d’aprés la condition 2 et la symétrie en z, y
de la fonction de Green) lorsque y appartient a Co ou a C;, une inté-
gration par parties nous donne :

) i,
Pal®) = — f 5. Gl y)y(zy) 8,p,_y(y) dy
s oyt
D’ou I'expression du gradient :

23,1 0P () = — | ~¥(y) 9.p-1(y) —— G(x, y) di
( ’ ) lpn( ) s ( (J) jpn 1(J) a.’L'[ a!/‘ ( ’ J) y

Cette expression (dans laquelle la convention de sommation s’applique
a indice ) peut étre comparée a (21,6) : on voit que la fonction de Green
joue ici exactement le méme réle que le potentiel harmonique « dans le
cas des écoulements uniformes.

Développement de P,Q. — Pour évaluer simplement le développement
de QP limité a Pordre 2, nous pouvons utiliser la relation (22,3) en posant

Sn(?:) Po()
(Mz) = ep, + epy + - -
Compte tenu de (21,1), nous obtenons ainsi :

P.O . A
7;’0* = fs 8/ 0ipo 8;pp dr + € /% v 8iDo 3Py

(23,2) g
- 52f gY 8;p, o;py dx + -
)

Le coeflicient du terme en 2, qui est —-/grad pi dx, donc toujours

négatif, peut s’expliciter comme suit: on remarque d’abord qu’en raison
du choix des conditions aux limites (p, =0 sur Cy et C,) on a

ﬂ gi o;p, dx = .[% 9; (p1g8) dx =0

ensuite on remplace gi par son expression (21,3), ce qui donne :

[ g &;p, &;py dx - /; 1 8;py 8;py dx = 0

v
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Enfin, on remplace 3 ;P1 par son expression déduite de (23,1) et on
obtient :

(23,3) f; gv a;py d;py dx =

. o
f; /; Y(x) Y5 (y) 8;po() B:Po(y) o2l 3y G(zy) dz dy

Espérance mathématique du débit. — Si nous prenons l'espérance des
deux membres de (23,2), nous remarquons que le terme en e disparait,
puisque E(y¥) = 0: la perturbation est ici encore du deuxiéme ordre en e.
I1 reste donc:

(23,4) E(PyQ) = P¢Qo — koe*T,
Le premier terme :

P,Q, = k, fg grad pt dz

est celui qui correspond au cas ¢ =0 (perméabilité k, constante). Le
coefficient T, du deuxiéme terme admet les deux expressions suivantes,
qui résultent de (23,3):

gT —fE[gradpl]dx

22G
ffRUSIy—-L‘ 1p0() APO(J) FY E’xa z/)d (ly

La premicre expression montre que T, est positif. La deuxieme, ou
q 2 )
ficure la matrice des covariances telle que nous Iavons définie en (21,9),
) )
permet un caleul explicite, sous réserve que 'on sache former la fonction
de Green et la solution 8:p, correspondant & une perméabilité constante.
o

(23,5)

Calcul de la variance D*P,Q). — D’apres (23,2) et au deuxitme ordre
en ¢, la variance s’obtient en prenant 'espérance du carré du terme d’ordre
1 en ¢ du développement de PyQ. Ce carré se présente comme l'intégrale
double

3 [ [ @) 2ipola) 2po@) 2ipoly) 3,ply) da dy
et 'on a par conséquent :
(23,6) DP,Q)
= a3 [ [ Ry —2) 3,p(x) 3po(2) Oaly) 2.poy) d dy

Cette expression est plus simple que celle de I'espérance mathématique,
puisqu’elle ne fait pas intervenir la fonction de Green. Néanmoins, on ne
manquera pas d’étre frappé par la difficulté des calculs auxquels conduisent
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les développements de Schwydler, méme limités 4 ’ordre 2. Pour essayer
de rendre plus parlants les résultats obtenus, nous allons les particulariser
au cas des écoulements radiaux.

25. — Cas des écoulements radiaux.

Nous supposons maintenant que les contours C, et C; sont deux cercles
concentriques, centrés a lorigine, de rayons R, et R;,. La zone S de
drainage est donc la couronne circulaire comprise entre les deux cercles.
Cest 14 le dispositif classique que I'on utilise pour étudier I’écoulement,
qui se produit lorsque I’on fait débiter un puits isolé. Le contour extérieur C,
a, le plus souvent, un caractére purement conventionnel: on s’impose la
condition p =0 sur C, & seule fin qu'un écoulement permanent puisse
s’établir. Il en résultera certaines difficultés, assez troublantes, dans I'inter-
prétation de ce qui suit.

En vue de simplifier au maximum les formules tensorielles du para-
graphe précédent, nous supposerons qu’il existe une perméabilité scalaire,
autrement dit que 'on a '

ki = kogi(1 + e)

v(z) étant une fonction aléatoire stationnaire d’espérance nulle. Nous
supposerons de plus que la covariance de +y(x) est de la forme R(r),
¢’est-a-dire ne dépend que du rayon vecteur r = |k|. Dans ces conditions,
la covariance matricielle qui intervient dans les formules générales prend
la forme plus simple:

(2471) Rij,ls(h) = gijgl-"n(r)

On notera que la valeur R(0) de R(r) en r =0 n’est autre que la
variance D?(y) de «.

Ces hypothéses sont celles-1a mémes qui figurent dans les travaux de
Schwydler. Nous nous permettrons, dans ce qui suit, de citer plusicurs
résultats sans reproduire les calculs intermédiaires. D’une part, en effet,
il s’agit de calculs assez longs et, pour tout dire, plutot fastidieux, de I'autre
on pourra toujours se reporter aux articles de Schwydler.

Avec les pressions 0 sur C, et — P, sur C,, les termes d’ordre 0
du développement de Schwydler s’obtiennent immédiatement. SiI’on désigne
par r = |z| le rayon vecteur du point courant, la pression py(z) et le
débit total Q, sont:

_ I
po(z) = alog R,
(24,2) Qo = 2rak,

Py

“= log R, —log R,

Nous allons maintenant calculer, au 2¢ ordre en ¢, I'espérance mathé-
matique et la variance du débit Q.
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a) Calcul de la variance du débit Q. — Compte tenu des hypotheses
faites, la formule générale (23,6) se simplifie. Comme on a

g 8;po(x) 3;po(x) = —-

on obtient, en portant dans (23,6) I’expression (24,1) de la covariance,
et en passant en coordonnées polaires :

D¥QP,) = 2rate?k? f e dr f M T R(e) d6

On a posé, pour abréger

o =Vr2 4+ r'2—2rr' cos 0

Q
Qo

effet, égale ala variance relative de la perméabilité apparente. Compte tenu
de (24,2), on trouve:

243) Dt < Q > e fm dr /‘Rq d_,;' /27r R(p) d6
Qo 2n<logR> Re 7 Jre T Jo
R

Nous considérerons plutét la variance relative D2< ): elle sera, en

Etudions la limite de cette expression pour R,—0 et R;—> o
(dans les applications, en effet, R, est petit a ’échelle de la covariance R(r),
et R; est grand). Pour cela, nous allons encadrer la variance relative au
moyen de 'inégalité de Schwarz. Tout d’abord, de

[R(p)l < R(0) = Dy)
on déduit

(24,4) (3) < <2D¥(y)

Mais cette premiére inégalité est trop lache. On obtient une majoration
plus stricte en introduisant la fonction aléatoire auxiliaire définie en inté-
grant v sur le cercle C. de rayon r:

X(ry = /(.r v(z) d0

Désignons par C(r) et C(r, r') la variance de X(r) et la covariance

de X(r) et X(r'):
g C(r) = 2= f” R <2r sm%) 40

| Ctr, 7)) = 2m / R(g) d0
L’inégalité¢ de Schwarz donne :

r) < \/C(r)C(r’)
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Il suffit de porter cette inégalité dans (24,3) pour obtenir la majoration

cher;l;é:: N Q _ e . ,m‘/a_d_, 2
(24,5) <Q0>\4n2<log%>2[/m 05 ]

0

Pour les fonctions R(r) usuelles (ergodiques), C(r) décroit assez vite,
P : =dr _ .
lorsque r tend vers I'infini, pour que Pintégrale °°\/C7r soit conver-
Ro
gente. Ainsi, lorsque 'on fait tendre R, vers 0 et R, vers I'infini, cette
intégrale est équivalente a:

— log Ry V/C(0) = — 2z log R, VR(0)

et par suite (24,5) nous donne

(24,6) lim D2 Q) < e lim /108 Ro\* o)
Qo R,
log —
0

Nous allons maintenant établir Dinégalité inverse en cherchant &

minorer (24,3). A cette fin, nous utiliserons la covariance de 9— avee la
valeur +v(0) prise par y(x) a lorigine des coordonnées. 0
De (23,2) on déduit sans peine :

- R .

E[ Q=== My

i Qo log RiJu, r

0
et Pinégalité de Schwarz nous donne
- 2 - 1 iy [p—2 . )
(24,7) ~f: L / l{(r)(l——r < D2 ‘>
D3(y) ]O(,Jﬁl« Ro r Q.
® R, _

Passant ensuite a la limite Ry — 0 et R, — co. on oblient Pinégalité
inverse de (24,6), d’ott on conclut :

. 0 . slog 2
(24.8) lim D? ((—)—> = ¢*D*(v) lim hog I
vo log =4
v Ry

On obtient ainsi la généralisation d’un résultat établi par Schwydler
dans le cas particulier d’une fonction de covariance de la forme :

(24,9) R(r) = D(v)e-+

REMARQUE: On doit faire certaines réserves sur la formule (24.9).
Cette formule ne peut pas, en effet, étre utilisée numeériquement, puisque,
tant que R, et R, onl des valeurs finies, la valeur prise par expression



LES ECOULEMENTS NON UNIFORMES 143
log R,
log R, —log R,

remplacer R, par 70' b représentant la « portée » de la covariance R(r).

Dans le cas (24,9) étudié par Schwydler on obtient, en effet, la formule
approchée :

dépend du choix des unités: il faut, au numérateur,

’ b 2
1+ (log—)
D () ==y 0
" ()
RO
1 -£
—e 2 (C=0,577 216...)

VA

Mais il y a plus grave. En effet, la limite (24,8) dépend de la maniére
dont on fait tendre simultanément R, vers 0 et R; vers l'infini. Selon
la plus ou moins grande rapidité de la croissance de 'un et de la décrois-

sance de l'autre, on obtient toute la gamme des valeurs comprises entre
les deux bornes suivantes :

Si1 R, - oo, R, fixe:

b

: Q
lim D‘~’<—‘>=O
. Qo
St Ry —0, R, fixe:

lin D2 <Q> = £2D%(y)
Qo

Dans le premier cas, la perméabilité apparente converge done en moyenne
quadratique vers son espérance (qui est la moyenne harmonique comme
nous le verrons bientdt). Dans le deuxieme cas, au contraire, la perméabilité
apparente reste aléatoire et sa variance tend vers celle des permdabililés
ponctuelles. Or, en général, le choix du ravon R, du contour extérieur est
puremenl conventionnel, comme nous I'avons déja remarqué, et cependant
ce choix exerce une assez grande influence sur la détermination de la variance
et aussi sur celle de I'espérance, comme nous allons le voir:

b) Calcul de Despérance du débit Q. — ILa formule générale (23,4)
conduit facilement a la relation :

L /() g2 Ty I 2m 2G (e y)
E{-xx) = _ - { . I !
<Qo> ! ; 5_1 ./no “ /1;0 a A/o ie) cr cr' a0
" Ry

log

En explicitant la fonction de Green sous forme de développements
en série de Fourier, et apres une discussion analytique assez longue, que nous
ne reproduirons pas, il est possible d’établir la formule d’approximation

suivante, valable lorsque R, est petit et R, grand a I'échelle de la cova-
riance R(r):

(24.10) E <(%> — 1D ((f)? > D)
0 ~0
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Cette espérance est toujours inférieure a I'unité, comme on le voit faci-
lement & I'aide de (24,4). Il y a donc toujours détérioration de la perméabilité
apparente, relativement au cas d’un milieu homogéne. L’espérance est
toujours comprise entre les deux valeurs qui correspondent aux deux cas
extrémes suivants : |

Si R, > oo, R, fixe:

lim E (Q> — 1 — e2D¥(y)
Qo
Si Ry —0, R, fixe:
lim E <Q> ~1
Qo

Aucune de ces deux limites ne correspond a ce que I’on observerait
avec un milieu homogéne possédant la perméabilité macroscopique cons-

2
tante K = k0[1 —% D2(y)] que le milieu réel présente vis-a-vis des

écoulements uniformes. Au lieu de

1 — £ pe

Y (v)

en effet, on observe 1 —e?D%(y) dans le cas R; — oo avec R, fixe:
cette valeur correspond & la moyenne harmonique, et au contraire on observe
la valeur 1 pour R, —0 avec R, fixe, ce qui correspond a la moyenne
arithmétique. Dans le cas général, on obtiendra n’importe quelle valeur
comprise entre ces deux limites, selon la rapidit¢ de la croissance de R,
el de la déeroissance de Ry, On sera plus proche de la moyenne harmonique
st Ry croit plus vite que R, ne décroit, et inversement.

¢) Loi lice du dcébit lorsque 'on connait la perméabilité a 'origine. —
Dans les applications, on connait en général la perméabilité du puits de
pompage, c’est-a-dire (pratiquement) #£(0). Avant done de passer aux
conclusions générales, il est intéressant de préciser ce que deviennent les
résultats précédents lorsque I'on remplace la loi spatiale de k(x) par la
méme loi prise conditionnellement, ¢’est-a-dire liée par la connaissance de
la perméabilité £(0) a I'origine. Nous avons effectué les calculs correspon-
dants, qui sont fort longs et ne peuvent pas étre reproduits ici, en supposant
que cette loi spatiale est Gaussienne. Les résultats obtenus doivent cependant
avolr une valeur indicative plus générale.

En ce qui concerne I'espérance liée du débit, on obtient une expression
de la forme suivante :

Q tog Rio —
241l) E(Z4(0)) = 1+ ev(0) — + 2[ADHy) + By(0p
0 l gﬁl
0

b est la portée de la covariance, dont nous avons explicité ci-dessus la
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valeur dans le cas d’une covariance en e~**. A et B sont des fonctions
assez complexes de R,, R; et des paramétres de la loi. Pour R, grand
ou R, petit on observe les circonstances suivantes:

St R; — oo, R, fixe: la limite est 1 — 2D2(y)

Si Ry —0, R, fixe: la limite est 1 + ey(0)

Dans le premier cas (R, infini) la perméabilité apparente coincide
avec la moyenne harmonique, et n’est pas influencée par la connaissance
de la perméabilité a I'origine.

Dans le deuxiéme cas (R, nul), au contraire, la perméabilité apparente
coincide avec la perméabilité a I'origine.

Ces résultats ne s’appliquent pas seulement en valeur probable, mais
4 la valeur elle-méme de la perméabilité apparente. En effet, on obtient
pour la variance liée I'expression suivante :

b* [((220

*r(O)] - @ D2(y)
)

Cette variance liée tend vers 0 lorsque lon fait tendre, séparément,
ou simultanément, R, wvers 0 et R, vers l'infini. Ainsi le débit Q
converge en moyenne quadratique vers son espérance mathématique (24,11).

d) Conclusions générales sur les écoulements non uniformes. — Sans méme
parler de Pextréme complication des caleuls auxquels conduit la méthode
de Schwydler, les résultats que nous avons indiqués font apparaitre les
¢coulements non uniformes sous un aspect assez complexe. La permeéabilite
apparente, en effet, est une variable aléaloire, et ne coincide méme pas en
‘aleur probable avee la perméabilité macroscopique constante K des
écoulements uniformes. Son espérance, peut prendre n’importe quelle valeur
comprise entre les limites habituelles E(k) et [E(k~1)]-'. Si le contour
extérieur de la zone de drainage est tres éloigné, elle est plutot plus proche
de Ta moyenne harmonique. Si, au contraire, le diamétre du puils est Lres
petit, elle se rapproche davantage de la moyenne arithmétique. LLorsque
la_perméabilité du puits de pompage est connue, la perméabilité apparente
elle-méme (et non plus sa valeur probable) tend i se rapprocher de la perme-
abilité¢ du puits, ou, au contraire, de la moyenne harmonique générale,
selon que le diametre du puits devient trés petit ou que le contour extérieur
s’¢loigne indéfiniment. Si I'on ajoute a cela le caractére le plus souvent
conventionnel du choix de ce contour extérieur, on congoit 'embarras des
utilisateurs, et la nécessité pour eux de recourir & une régle empirique
simple, méme grossierement approchée, telle que la régle de pondération
géométrique, qui a au moins 'avantage de tomber & mi-chemin des deux
limites extrémes possibles. Il faut malheureusement se rendre a Pévidence :
dans un milien a perméabilités régionalisées, il n’existe pas de loi de Darcy
macroscopique permettant de décrire globalement les écoulements non-
uniformes.

MATHERON U



146 HYDRODYNAMIQUE DES MILIEUX POREUX

BIBLIOGRAPHIE SOMMAIRE
POUR LA DEUXIEME PARTIE

ScuwypLER (M. I.). — « Les courants d’écoulement dans les milieux hétérogénes »,
Izo. Akad. Nauk SSSR, mekh. i mas, 1962, n° 3, 185-190.

« Courants d’écoulement plans dans les milieux a hétérogénéité aléatoire »,
Izo. Akad. Nauk, Mekh. i Mas, 1962, n® 6, 65-71.

« Sur les caractéristiques moyennes des courants d’écoulement dans les
milieux & hétérogénéité aléatoire », Izd. Akad. Nauk SSSR, mekh. i. mas, 1963,
no 4, 127-129.

« Sur la précision de la prévision du débit des puits », Izd. Akad. Nauk. SSSR,
mekh. © mas, 1963, n° 5, 148-150.

« Sur les calculs hydrodynamiques des écoulements de filtration dans les
milicux poreux hétérogeénes, Dobyca nefti, teorija i praktika, Annuaire 1963,
107-118, VNII.

MaTtiueEroN G. — « Structure et composition des perméabilités, Revue de ’1.F.P.,
Avril 1966.
« Genese et signification énergétique de la loi de Darcy, Revue de U'I.F.P.,
(Nov. 1966).
« Méthode de Schwydler et regles de pondération, Revue [.F.P.




ANNEXE 1

COMPLEMENTS SUR LA TRANSFORMATION
DE SERRA ET LES GRANULOMETRIES

1. — Propriétés algébriques.

a) Les opérations A@B et ASB ont été définies au premier chapitre
par les formules équivalentes

AQaB:UBy:UAx:{Z:Ané:%ﬁ}

(1) YEA wE€B
A©B = (A@B) =[] A, = {z: B,c A}

LEB

On vérifie immédiatement que Popération A@B est associative et
commutative. Elle posséde un élément neutre — 'ensemble {0} constitué
du vecteur nul — et un élément permis, 'ensemble vide. Elle n’admet pas
d’opération inverse, et définit donc seulement sur ©(R") une structure de
demi-groupe d’ailleur abélien.

by De (1) on déduit :
(AeB)eC =N UAa,.,

YeC e

ae0eB=U N A,

ceEBYEQC

D’ou résulte I'inclusion, en général stricte
(AeC)®Bc(A@B)eC
c¢) Par contre, on a I'égalité
(AeB)eC = (Ae(C)eB = Ao (Ba ()
En effet :

(AeB)eC=(1@eB,=MNN Apy= [ A

rel re( yen reBaC
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d) Rappelons les régles d’inclusion exposées dans le chapitre 1:

SA@BCA@H
BcB = ‘AcB>AcB’
[(BeAcB oA

¢) On a BoBo {0}, mais non, en général, I'égalité. En effet, B = B,
est inclus dans B, donc 0eBoB. Mais linclusion peut étre stricte.
Toutefois, si un point z # 0 appartient & BoB, c'est-a-dire si B.cB,
on a aussi (par translation) B,.cB.cB et, par récurrence B,.cB, c’est-
a-dire nzeBeé, n=01, 2. :

Par exemple, si B = {0, 1, 2...} est constitué des points d’abscisses
entieres d'un axe de coordonnée, on a B.cB pour tout zeB et par
suite B = BoB.

Mais, si B est borné, on a l'égalité BoB = {0} : en effet, BoB est
également borné et ne peut pas contenir la suite des nz pour z # 0.

f) De méme, si BeC, Bo( n'est pas forcément vide. On voit comme
ci-dessus que sl :eBe(YJ, alors tous les nz appartiennent a Bal.
Toutefois 0 n’appartient a Be( que si, et seulement si B = C, car:

0 e'Beé <3 CcB

Done, si B est borné et si Uinclusion Bc G est stricte, BaC est vide:
en effel, 0 n’appartient pas a Ba( et par ailleurs, Be(v,‘., ¢tant borné,
ne peut pas contenir la suite des nz pour = & 0.

g) Lopération. @ distribue la réunion. Fn effel:

Jumnuc)zlj(nﬁn;):(LJBQU<LJQQ

reN JTEA LEA

D'oit la rogle suivante, et denx autres qui s'en déduisent par passage
aux complémentaires :

\;\EB(B vy = (AeB)u (A ()
"A(EBUC) = (AeB)n(Ael)
IBnC)eA = BoA)n(CEA)

Relativement @ Iintersection, on trouve seulement inclusion suivante
(et les denx autres qui sen déduisent par dualite)

Ae(BnC)c(AGB)n (AB()
'As(BnC)s(AeB)u (A6C)
[(BuC)eAs(BoA)u(Ce)

k) Si A est convere. A©DB est concexe quel que soit B.

En effet AeB = n A, est convexe comme Inlersection de convexes.
LER
[y Si A et B sontconceres. AEB est convexe.
En effet. soient 3= ¢, — by et 5y =y + by avec ay, e\ et
by, boeB. iz, + (1 — N2 = ny — (I —R)day Ay = (L—n)b, (0 a1
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est somme d’un vecteur de A et d’un vecteur de B, donc appartient &
AoB.

j) Si A et B sont convexes, 'ouverture et la fermeture de A selon B
sont également convexes.

Conséquence immédiate de k) et 1).

k) Composition d’ouvertures ou de fermetures. Si B et G sont deux
ensembles quelconques, on a les inclusions:

A, c(A cA, nA

WRHC mB)n)L ll)B wg

En effet A ;0. = [AS( ﬁ@é)]@BeBC est ouvert a la fois selon B
et selon C et contenu dans A: Ouvert selon: B, il est contenu dans A, ;
ouvert selon C, il est contenu dans (A, ),e La deuxiéme inclusion est
évidente.

Si C est ouvert selon B ona (A, ),, = A
on a au contraire (A, ), = Ay,

En effet, si B est ouvert selon C il est de la forme B'@C. Alors

A, (AeB )®B'@C est ouvert selon C, d’ou (Ap Jw, = A, -

bl C est ouvert selon B, il est de la forme C'@B. On a:
(Aw)u, = (A, ,0B)0C 10C

Mais A, oB = [(AeB)@Blol = AeB. I reste done:

(Ao, = [AeB)olec =[AeBal)eC =A,,

Si B est ouvert selon C,

(O] c

Par dualité on a des résultats analogues pour les fermetures:

Sc“’u = 0= (Afu)f(‘ =
{ B"’(‘. =B = ( f,,),]‘ \J n

2. — Propriétés topologiques.

a) St B est un ouvert topologique, A@B est ouvert el AoB est fermé
quel que soit A. St G est un fermé topologique, CoA est fermé.
En effet. A@B = U B, est ouvert comme réunion d’ouverls. Les
LEN
deux autres énoncés s’en déduisent par dualité.

b) B étant ouvert, on peut remplacer A par son ouverture dans lexpres-
sion ASB. - -

En effet. e ASB <= B.cA<=-B.cA <> :eleB.

Par dualité, on obtient deux autres propositions:

QxeB_\eB
AeB = AgB
/Be&HB@x

¢) Désignons par B, et B, les boules ouverte et fermée de centre 0
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et de rayon A. On a:

A=Uaes =U ASB,

A>0 A>0
=) AeB, =[] AeB,
'A>0 A>0

Démonstration immédiate. On a, par exemple :

ze U ASB, <= 3, > 0:B,(z)cA <> zrei
»>0
d)y Si A est fermé et K compact (donc fermé et borné) A®K est fermé.
En effet, soit z¢ A®K, c'est-a-dire K.nA = 4. A étant fermé et K

compact, il existe une boule B, de rayon ¢ > 0 telle que A et K ®B.
soilent disjoints. Mais :

(K.0B)nA =g <> :6 A0 KB, <= B.(2) nAGK = g

Par suite A@K est fermé.

St K est un fermé quelconque non compact, la propriété peut étre
fausse. Par dualité, K étant un compact, ASIK est ouvert et KoA
est ouvert,

e) Si B est borné, la fermeture de A®DB est AHDB.
D’aprés d), A@B est fermé et contient A B. Done:

AdBoAaB

Montrons Pinclusion inverse. D’apres ¢), on a:

AeB =) AeBob,

20
Mais, d’apres b), BG}B-,‘ = Bﬁeal}\A et, cel ensemble étant ouvert :
AoBeB, = AeoBebB,) = AoBab,

D’ou: ADB = n AEBBEBB = (AdB)>A®B

A0

Par dualité, on obtient pour tout ensemble B horné :

- A®B =A¢B
\ .
(/*\ o
BcoA =BoA

Avee les boules B,, en particulier, on a pour A > u

B,¢B, =B,®B, = B,6B, =B,.,
B)\@Qi = E/.ﬂ;_
B,eB, = B,8B, = B,oB, =B,_,
B/.eBu - BI“:J.
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f) Si A est un_convexe topologiquement fermé, et st B est un ensemble
borné quelconque, A est fermé selon B:

A,— (AeBjeB=A
En effet, soit 7er, c’est-a-dire éche}é, soit encore :
\;'ueé, Han, beB cz4+u=a-+b>b

Partant de ueé, on obtient deux suites a,eA et bneé définies
par:
z+u

................

I
RS
+
S

D’ou

B étant borné, — et i tendent vers 0 pour n — co et par suite
a + --- +a n n_ . — — —_
1 . "% .z Comme A est convexe et fermé, zeA et A ,cA,
d’on I'égalité puisque Pinclusion inverse est toujours vraic.

Si A est convexe, mais non topologiquement fermé, on obtient seule-
ment :

AcA;cA

Mais, pour A convexe quelconque, si B3 est ouvert et borné on a encore
Ap = A .
Eneffet, A, estalorsun fermé topologique contenant A done aussi A.

g) Soient A un ensemble, C son enveloppe convexe fermée, et B un
ensemble borné quelconque. La fermeture de A selon B est contenue dans C.

A, = (A@B)eBcC

En effet, ona AcC dou A ch Mais Cf = C d’apros /).

Lorsque A est borné, il en est de méme de son enveloppe convexe
fermée C. Siles B, sont une famille d’ensembles bornés dont une dimen-
sion au moins augmente indéfiniment avee A, la fermeture A, de A
selon B, reste contenue dans I'ensemble borné fixe C, et par suite aussl
la limite supérieure des A,

lim Sup A, ¢ C

h) Si A et B sont connexes, A@B est connexe.

En effet, soit beB. A, est connexe et conlenu dans A@B, donc¢
conlenu dans une composante connexe C de A@B: A\,cC. Pour tout
reA, v~ beC. Mais (@ —b)eA,nB,. Donc A,uB, est connexe,
comme union de deux connexes non disjoints, et cecl entraine B, cC.
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AeB=UB,cC
TEA
ce qui montre que A@B est connexe.
On notera que A©B peut trés bien ne pas étre connexe.

t) Soit A un ensemble et C; iel, ses composantes connexes. Soit B
un ensemble connexe. On a:

AeB =l (C;eB)

el

Tout d’abord, C;cA =~ C;6BcA6B et

U «;eB)casB
€1
L’inclusion inverse — fausse en général — est vérifide ici du fait que
les C; sont les composantes connexes de A. Soit, en effet, ze ASB ou
Ii)u:cA. Ltant connexe, Iv3: est contenu dans une composante connexe C;
particuliere de A, soit }§:cCi ou ze(C;eB. On en déduit:

AeBec U (C;6eDB)
iel
J) Vis-a-vis de Pouverture selon une partie connexe B, les composantes
connexes G, un ensemble A se comportent indépendamment les unes des

autres. On a :
‘/\m" - U (\(“i)m“
I3

<n effet, d’apres 0), on a d’abord A = U ((‘,ielvj). Par suite:

i
A4 v . v ) .
(ASB)aB = <U (1,@15) oB = (C.eB)sB) = U (Coden
3 ¢ ¢

La signification de ce résullat est la suivante : les composanles connexes
C; figurent les grains individualisables d'un milieu poreux. Louverture de A
selon B donne un renseignement granulométrique au sens strict, somme
des renseignements «que fournirait chaque grain ouvert isolément, et ne
tenant pas compte, par conséquent, des relations entre les grains: ¢’est la
granulométrie des grains,

Mais vis-a-vis de la fermeture, des interférences entre grains se produisent
inévitablement. La fermeture des grains apporte nn renseignement d’ordre
textural. Comme la fermeture des grains est aussi P'ouverture des pores,
chaque composante connexe des pores s’y comporte indépendamment.
Amnsi, la granulométrie des pores renseigne sur lu texture des grains, ot réci-
proquement la granulométrie des grains renseigne sur Ia texture des pores.
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COMPLEMENTS SUR L’AXIOMATIQUE
DES MILIEUX POREUX ALEATOIRES

Un examen rapide des fondements sur lesquels repose la théorie des
milieux poreux aléatoires comporte deux groupes de taches distincts:

— construction d’un espace probabilisé (Q, 4, P):

— examen des questions de mesurabilité.

[’espace Q des événements élémentaires sera un sous-ensemble de
Pensemble £(R") de toutes les parties de 'espace euclidien R*. Toul we Q
est identifi¢ & un ensemble A, < R*. Cet espace Q ne coincidera pas avec
£(R"). Il ne devra contenir que des ensembles A,, de structures relative-
ment simple, susceptibles de représenter la réalité d’un milicu poreux.
Par exemple, 'ensemble des points de coordonnées irrationnelles ne devra
pas faire partic de Q. Dans ce qui suit, nous prendrons pour £ Pensemble
des ouverts-fermés (des ensembles A tels que A =T\).

La o-algebre & sur Q devra étre sullisamment large pour que des
propositions telles que « 'ensemble ouvert B est contenu dans A » ou
«BnA = o » définissent des événements de 9. Enfin, il faudra montrer
quil est effectivement possible de construire une probabilit¢ P sur (0, S)
el. notamment, examiner si une telle probabilité est enticrement définie
par la donnée de sa loi spatiale.

Celle construction de Pespace (£, 9) conduit & une application

Kz, o): (R x Q) — {0, 1}

qui. a tout élément (2, w) du produit R* x Q fait correspondre le nombre
0 ou 1 selon la regle :

(o _Lostoveq
k(r, ) = 0 si zegd,

Cette application doit étre Lelle qu'a xro fixé Ah(r,, ®) soit une variable
aléatoire sur Q. Autrement dit Az, @) doit étre mesurable en . Lorsque
cette condition est vérifice. A2, @) est une fonetion aléatoire en tout
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ou rien. Nous nous imposerons, en fait, une condition plus forte exprimant
que k(z, w) est une fonction aléatoire mesurable: I'application k(z, )
du produit R"™ X Q muni de la c-algébre produit B®Y (B, c-algébre de
Borel sur R") devra elle-méme é&tre mesurable. Moyennant cette condition
de mesurabilité, I'intégrale :

X(w) = /\ dF (z) = f k(z, )dF ()

définie pour toute mesure positive F sera mesurable en « (définira une
variable aléatoire) et vérifiera :

E(X) =/E[k(x, )] dF (z) =fP(;reA) dF (z)

En particulier, la possibilité de U'inférence statistique découlera de la
formule :

J’ P(xeA)dr = E[Mes AnB]
B

valable pour tout ensemble B mesurable et de mesure finie.

1. — o-algébre o(v) sur £(R").

Désignons par VR' la famille des ensembles A de :¢(R") conlenant un

ensemble K et disjoints d’un ensemble  K'.

Vi = {AtAcR", KcA, K'nA = J}

Lorsque K = {&,, ... ,} et K' = {y. ... v} sont deux ensembles
finis de R, VR' est la famille des A telle que les points o ..o e Loet
Yy - Y€ A Cest elle qui intervient dans la définition de la loi spatiale
P(K, K') = P(VK) d’un ensemble aléatoire A, Elle doit nécessairement,
appartenir & toute g-algébre sur £(R") permettant la construction d’nne
loi spatiale. Soit ‘0 Pensemble des VE' lorsque K et K’ déerivent les
parties finies de R La plus petite g-algtbre a laquelle nous puissions
nous intéresser est ainsi la g-algebre o(V) engendrée par ‘0. Inversement,
on peut montrer que toute loi spatiale P(VR') (VR e'0) définit de maniére
unique une probabilité sur (£(Rn), (V). Pour établir ce point, il sullit,
d’apres des résultats classiques (1), de montrer que ‘C est a la fois nune semi-
algébre de Boole et une classe compacte.

I est une semi-algébre de Boole. — En effet, pour K =K', Vi
est la famille vide, et Vi est £(R”). En deuxieme lieu, 0 est stable pour

(M Voir par ex. J. Nevev Bases mathématiques du caleul des probabilités, Masson 1964,
page 25 et suiv.
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'intersection finie, comme on le voit immédiatement :

K| K, _ yK|UK!
(1) Viin Vi = Viux:

Il reste & montrer que le complémentaire de tout Vi e est réunion
finie de VXieV disjoints. D’aprés (1), d’ailleurs, on a:

VR = VEn VY

et on voit facilement qu’il suffit d’établir la proposition pour V{ et VK.
Prenons par exemple, Vi§. Si K est constitué de k% points z,, ... x,,

on a:

o

3] (3] (}]
K=Vxln\/xg... n Xz

et le complémentaire de cet ensemble est :

X X, X
G (l: = V”l U V\; Uu-.---Uu VX’:X;,--XA_l

Il est bien réunion d’ensembles disjoints appartenant a .

‘0 est une classe compacte. — Montrons, en effet, que de toute famille
V,'\*Q, tel, d’intersection vide on peut extraire une famille finie d’intersec-

tion vide. Posons :
R=UK, r=Uxk

te1L tEI]

et désignons encore par VR D'ensemble des A contenant R et disjoints
5 R

de R" (en général VI n’appartient pas & 0 puisque [ n’est pas fini).

Or, on a par hypothese :

NV =V =g
el

Pour que VI" soit vide, il faut et il suffit que R et R’ ne soient pas
disjomnts. Soit done xe Rna R’. On peut trouver deux indices [ et |
tels que zeK; et re K], et I'intersection finie
VRiok!
est, nécessairement vide.

Alnst est ¢tabli le résultat que nous avions en vue: toute loi spatiale se
prolonge de mantére unigue en une probabilité sur 2(R") munie de la c-algébre
a('0). Mais on notera Uextréme maigreur de cette s-algébre. Lorsque B
ou B’ sont des ensembles infinis, Vi et V® n’appartiennent pas a o(1):
des propositions telles que: « B est contenu dans A » ou « B’ est disjoint
de A » ne définissent pas, en géncéral, des événements de (). Pour lever
cette difficulté, nous devrons restreindre 4 un sous-ensemble ©Q convena-
blement choisi de 2(R?) la classe des ensembles aléatoires A, considérés
comme des événements élémentaires,
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2. — La classe Q des ensembles ouverts-fermés de R”.

Un ensemble A sera dit ouvert-fermé s’il coincide avec la fermeture de
son ouverture topologique, c’est-a-dire si 'on a:
A=A
et la famille des ensembles ouverts fermés sera désignée par Q. La res-

triction & Q de o(V) définit une c-algébre que nous noterons . C’est
la g-algébre engendrée par les sous-ensembles de Q de la forme:

St ={A:AeQ, KcA, KnA =4}

ou K et K' sont des parties finies de R~

On peut montrer, comme ci-dessus, que les SX' (K, K’ finies) consti-
tuent une semi-algébre de Boole. En particulier, la relation (1) reste valable

SEERENTS

Mais les S§' ne constituent plus une classe compacte (lorsque R
et R’ ne sont pas finis, S} peut étre vide sans que R et R’ se ren-
contrent : il suffit que la fermeture de R rencontre R’). [l n’est done
pas vral que toute loi spatiale puisse se prolonger d’une mani¢re unique
en une probabilité sur (€, ), et, pour construire nne probabilité sur
(L2, 1), nous devrons adopter une démarche moins directe. Par contre
est beaucoup plus large que ne Pétait la a-algébre o(0). Cela va résulter
des propositions qui suivent :

a) Pour qu’un ensemble A soit ouvert-fermé, il faut et il suffit que A
soit fermé et que tout point de A soit limite de points intérieurs de A. —

La condition est nécessaire (’apres la relation A = A). Réciproquement,
st tout point de A est limite de points intérieurs, on a4 Ac A, el si A

est fermé, ona AcA don AcA el Pogalité.

b) D étant un ensemble dénombrable partout dense, un ensemble A est
ouvert fermé si, et seulement si, on a :

(2) A=AnD

En effet, tout point de A est limite de points de An D, d'oit AcAnD
et

AcAnD

Mais, inversement, AnDc entraine AnDc\, dou
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¢)Si B et B' sontdes ensembles ouverts, I’ensemble
Sk ={A:AeQ, BcA B nA=g}

appartient a la c-algébre 9.
En effet, si B est ouvert, tout point de B est limite de points de Bn D
(D ensemble dénombrable partout dense quelconque), e¢ BnDcA

entraine B =BnDcA, dou Péquivalence:
BcA <= BnDcA

De méme, si B’ est ouvert et si B'nD est disjoint de A, on a
B'nA = d. En effet, si un point z appartenait & B’ n A, il serait limite
de points y,e AnD. Comme zeB’' et que B’ est ouvert, pour n assez
grand, tous les y, appartiendraient & B’ donc aussia B'nD, et B'nD
ne serait pas disjoint de A. Donc:

B nA=¢g=<=>BnAnD =g
Par suite, on a I'égahité

(3) S = siap

BAD

Mais BnD et B'nD sont des ensembles dénombrables, de sorte que
Sy AL appartient & la o-algebre ».
La relation (3) exprime que 'ensemble aléatoire A défini sur (Q, o, P)

est séparable quelle que soit la probabilité P.

d) Si B est un ensemble fermé vérifiant

(4) B=BnD

(D ensemble dénombrable partout dense) Sy, appartient @ 4.
En effet, BanDcA équivaut, d’apres (4), & BnD =BcA, dou

o 0y

Sy = Siean
Comme BnD est dénombrable, ce dernier ensemble appartient & 4.
e) Si B’ est compact, S\ appartient a .

En effet, B’, ¢tant compact, est disjoint de A, si, et seulement si
il existe une boule ouverte B, de ravon ¢ telle B'@B,cAc. Donc:

3 ~ B’ li
S«Ii = U S oL

[B] n
n>on

Mais B'@B, est ouvert et S "®"+ ey d’apres ¢), donc aussi SY.

f) St B vérifie B=BnD et si B est compact, Sj appartient a .
Cela résulte de d) et e) et de

B : ;
Sy =SpnSY .
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3. — Construction d’une probabilité sur (Q, %).

Considérons I'application « de ®(R*) dans Q, quia tout ensemble A
fait correspondre I'ensemble

«(A) =AnD

D désignant I'ensemble des points de coordonnées rationnelles. Les rela-
tions

—f{ = \ nD

A=AnD
montrent que 'on a toujours

Ac a(A) CK

L’application o de ©£(R") muni de la g-algébre o(?) dans Q muni
de o est mesurable. Comme 4 est engendrée par les SY, montrons, en
effet, que a7}(S}) appartient & o). Des équivalences:

ToeAnD <= VYN > 0, dze B (1) n D, reAnD

N
reAnD <= ip > 0: BL(;L')C,/'\TB <= dp > 0:B,(@)nDcAnD
- r I
By(@)nDcAnD <= VyeB, (x)nD, Vi>0 Ize B,(ynDh:zeA
P P K

on déduit

QY "
0= U U NN U v
NZ>Ou€B (wr)ND P20 YEB ((D)NDK>0€R  (HND
N p 3
ce qui établit la proposition.
Sott alors P’ une probabilité sur (£(R"), 5(0)), obtenue par exemple
en prolongeant une loi spatiale donnée P(K, K’). La formule

() P(S) = P'[a! (9)]

faisant correspondre & tout Se! la probabilité de son image inverse (qui
appartient 4 o(U)) définit une probabilité P sur (€, ).
Cette probabilité, a son tour, conduit a la loi spatiale:

P(K, K') = P(SK)
de Pouvert-fermé An D, qui est, en général, distincte de la loi spatiale
PY(K, K') de A. Il serait intéressant de préciser sous quelles conditions
ces deux lois spatiales coincident. Nous n’aborderons pas ce point.
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4. — Mesurabilité de (Q, 9).

Montrons maintenant que 'application k(z, ) définie par:

1 si zeA,

klaw) ~ 0 si & A,

est une application mesurable de (R* x Q, B®%) dans {0, 1}. Il faut
montrer, par exemple, que P'image inverse de 0 par cette application
appartient a la c-algébre produit #®Y. Comme A,e( son complé-
mentaire est ouvert. Par suite, x& A, si et seulement si il existe une boule
ouverte B.(z) de rayon e > 0 et de centre x disjointe de A,. On peut
alors trouver un point y appartenant a un ensemble dénombrable dense D
et une boule ouverte B.(y) contenant z et disjointe de A,. Par suite:

reA, <3N, JyeD:zeB,(y), B, (%) nNA, =4d
N N
Dot :
By())

0= U UB, () x 83

1
N>0YED N

By
Comme B, (y)e® et S e, k1(0) appartient a RQY.
N
Ainsi la fonction aléatoire en tout ou rien k(z, o) est mesurable. Un

résultat classique montre alors que, pour toute mesure positive sommable,
I'intégrale '

»

X(0) = f Mz, ©) dF (2) = [ dF ()

-\h)

est une variable aléatoire dont espérance mathématique existe et vérifie
E[X(w)] :fE[/c(x, ©)] dF (z) = fp(sg) dF (z)
En particulier, pour tout ensemble mesurable B:
E[f" Kz, ©) dx] — E [MesBnA] :f“ P(SY) dz

Ces relations servent de fondement & Dinférence statistique. Mais ce
résultat ne suffit pas encore. Nous devons également examiner dans quelles
conditions les transformées A@®B et ASB, ainsi que Pouverture A,
et la fermeture A, selon B possedent la méme propriété de mesurabilité :
c’est dans ce cas seulement, en effet, que I'inférence statistique sera possible
pour les granulométries.

Dans ce qui suit, nous nous limiterons au cas ot B est un ensemble
compact vérifiant la condition :
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ou D estI’ensemble des points de coordonnées rationnelles (la condition (6)
est moins stricte que (2) et n’entraine pas Be Q). Nous utiliserons les
lemmes suivants :

a) St AeQ ApBe(.

. TN .
En effet, de A@Bc(A@B)cA®B on tire, en prenant la fermeture :

TN
AasBcApBcAgB

b) St AeQ, A@B =[A¢(BnD)]nD

II'suffit de fermer I'inclusion (A n D)e(BnD)c[Aea(BnD)]nDcA®B
et d’appliquer la propriété e de I’Annexe 1,2.

c) St A est fermé, A6B = Ao (Bn D)

YR v .
St reAg(BnD), ona (BnD),cA et, en fermant B,cA, soit

re AoB.
D'ou Ae(BnD)cAsB. Linclusion inverse est évidente,

d) En particulier, si A est fermé, (A@ IVS)eB = (A& Iv_’»)@(B n D).

Mesurabilité¢ de 4 © B. — Elle découle du lemme b). St k(z, o),
glx, o) el flx, ) sont les fonetions caracléristiques de A, Ag(Bn D)
et ApDB, on a d’abord:

gle, @) = sup kla —y, o)
rennn

d’ot la mesurabilite de g(x, o), puis

[(ry @) =hm  sup 2y, o)
N ‘\‘EHJ_(.’L‘)ﬂl)
N

ot fa mesurabilite de f(r, o).

Mesurabilité de A S B. — Soil, flr, o) la fonction caracléristique
de A6B, et k(r. ©) celle de A. Dapres le lemme ¢) on a

(e, @) = Il k(x — iy, )
Yennn
d’ou la mesurabilite.

Mesurabilité de A= (4 9 B) 5 B. — Dapres le lemme o), la

fonction caractéristique f(x, w) de A, se déduit de la fonetion caracte-
ristique ¢ de A@B par:

f, ) = 1 aw—y, o

rennn

Comme g(x, ») est mesurable, il en est de meme deo /.



COMPLEMENTS SUR L’AXIOMATIQUE DES MILIEUX POREUX 161

Mesurabilité de (A & B) & B. — Soient k(z, w) et hA(r, o) les
fonctions caractéristiques de A et de A. Montrons d’abord que k(z, o)
est mesurable. Cela résulte de Péquivalence :

re\ <=>3e, yeD:zxeB.(y)cA
d’on Pon déduit :

Ry =U U B, x sy

1 1 ¥
R>0YED N “%‘-“‘

Le complémentaire (A)e = (A) de A appartient & Q et sa fonction
caractéristique 1 — A(x, ©) est mesurable. La fermeture selon B de (1)°
a donec une fonction caractéristique g(z, ) mesurabole. VAlor's
1 — gla, o) = f(x. ), qui est la fonction caractéristique de (ASB)®B,
est également mesurable,

MATHERON 11
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COMPLEMENTS SUR LE TENSEUR
DE SCHWYDLER

Donnons-nous. comme dans le chapitre vi, une ]N‘rlm'-al)ilil(- de la forme

el soit @ ptogf ansysteme de solutions privilégices véritiant

A 0y —— N
(1 (e ;pY) = 4]
cherchons un développement de la forme
ool L XL sl L g2f i
(O Pt 8) o 'C Py T g
/ (/L[ R ;\;ll A Sl/’l/ :’::(/f_,l

on notera que les @ p et gil ainsi définis sont distinets de ceux que Fon

obtient par la meéthode de Sehwydler.
On a (en raison du choix (1) des solutions privilogices,)

‘ A it { e

(2) (@ ph) = 0
La loi de Darey, de son eoté, donne :

(3) (it = — gl Tl —

Mais iei la perméabilité macroscopique (puisque ¢ peaime espérance

unité) est :

.
il == — l:‘(l/il) S g— \1 s”lf:(l/f.")
' pu—
nol
clest-a-dire, dlapres (2):
o
N ey A
(4) Kit = g = Y (s &)
nool

D autre part, les gi sont conservatifs

= )
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Par suite
Elqgi ep 1 = E(g)E@;ps.)

En particnlier, pour m = 0
E(giieps) =0
Compte tenu de (3), cette relation s’explicite :
(5) E(g7ep, epi) — BV epi_, op) =0
Avee n =1, on obtient
(6) E(giio,plep;) + E(ytep;) =0

et, en portant dans (4):

w
. N
~- il il i VA i N
(7 Kit = git — 3 2B (gv 2,p4 2,0k )
Hozl
Le terme correspondant o » =1 est nul. Au deuxiome ordre en =

il reste done
(S)

\ I{t‘l — gl.
/1St = E

E [‘;’i'i a./'/)lx ]

Ainsi se trouve introduit le tenseur de Schwydler. Il reste i exphciter
SON eXPression.

Exprimons que le tenseur ¢f est conservatif. Kn deux points quel-
conques el nous avons:

VAPL() = — ()
(Api(y) = — 0,7 (y)

Multiplions membre & membre et passons aux espérances mathématiques.
Posant :
‘ Ts — Y S f
¢ To(h) = B[pi@)pite + h)]
( Ru,,..\-(h) — l.: t.i,il(.r).i,zu‘(.,; * /l)]

nous oblenons
() AZTE(h) = — &, Riws(h)

Introduisons le tenseur S&(R) dont la valeur en & = 0 est le tensenr de
Schwyvdler
Sth) = E[gv e pi(x) &pie + h)]
On a
St(hy = — ATH(R)

et I'équation (A, 9) s'éertt

(10) ASB(R) = 2, Ritas(h)
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En désignant par « la solution de Ax + 3 = 0, on obtient ainsi

Sl\(h) — — aiu l{il'll.\' — ai(l A s Ril,u.\'

et

(11) St = SB(0) = — [ &, (D) RIw(Z) d

On retrouve bien Pexpression (21,12) du tenseur de Schwydler. Mais
la démonstration est plus satisfaisante, puisqu’elle n’utilise que le produit
de convolution ¢&;; «x R/ qui existe, pourvu que la covariance soit
régulicre a l'origine et décroisse assez vite a I'infini. Dans le chapitre vi,
les produits de convolution utilisés étaient du tyvpe & x=+" et leur

i
existence n’est pas évidente & priori.
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