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LE KRIGEAGE UNIVERSEL

(RECHERCHE D'ESTIMATEURS OPTIMAUX EN PRESENCE D'UNE DERIVE)

© - _INTRODUCTION

O-1 CRITIQUE DES METHODES DE MOINDRES CARRES

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de formuler en termes de fonctions aléa-
toires non stationnaires le probléme de 1l'estimation des dérives 1 (ou tendances), et
de montrer que ce probleime admet une solution optimale, bien différente de celles aux-
quelles conduisent les méthodes dites de "trend surface analysis" : ces dernidres, qui
consistent en général & ajuster un polynome par une méthode de moindres carrés, don-
nent un sentiment de malaise; on a 1l'impression, en effet, de faire violence & la na-
ture, en lui imposant de force une expression polynomiale, qui n'a aucune raison a
priori de présenter le moindre rapport avec la structure réelle du phénomene que l'on
veut représenter. Dt'une manidre plus précise, nous addresserons trois reproches prin-

cipaux & ces méthodes de moindres carrés :

Tout d'abord, ces méthodes entralnent souvent une confusion du mode opératoire

et du concept. Peu d'auteurs se donnent la peine de définir la signification de ce

"trend" qu'ils estiment par une méthode de moindres carrés. On a souvent 1'impression
que ce fameux trend n'est rien de plus que le résultat numérique auguel conduit un mo-
de opératoire - c'est-a-dire, peut-8tre, un pur et simple artefact - A 1'analyse, il
semble que le terme peu clair de "trend" se référe tour & tour, et parfois méme simul-
tanément dans un méme contexte, & trois notions bien distinctes au moins : si Z(x) est
la variable régionalisée & laguelle on s'intéresse, et P(x) le polynome ajusté par

moindres carrés & partir des valeurs expérimentalement connues aux points Xy, x2,---,
on peut attribuer & la valeur en x de P(x) l'une ou l'autre des significations incom-

patibles suivantes :

1 - Pour éviter tout anthropomorphisme, nous utiliserons toujours le terme "dérive"
an lieu de "tendance®, ou "trend".



8/ P(x) est (une estimation de) l'espérance & priori E(8(x)) : c'est toujours

ce sens a/ que nous attribuerons au terme "dérive".

b/ P(x) est une estimation de la vraie valeur (inconnue) &(x) prise par la va-
riable régionalisée au point x : c'est & ce sens b[ que se rattache notre terme
"krigeage ponctuel". Plus précisément, le krigeagé ponctuel sera le meilleur estima-

teur linéaire de 8(x) construit & partir des données disponibles Z(x1), Z(xz),...

¢/ On attribue parfois, enfin, & P(x) le sens d'une "moyenne mobilk ". P(xo)
serait alors (une estimation de) la valeur moyenne de B(x) dans une zone plus ou
moine grande (i préciser) entourant un point donné x,. Dans notre terminologie, le
krigeage désignera le meilleur estimateur linéaire de cette moyenne mobile.

Ces distinctions ont une grande importance théorique et pratique. Il est es-
sentiel de définir avec précision 1'objectif que 1l'on vise (a/, b/, ou ¢/). En car-
tographie sous-marine | 1], ce sont les vraies valeurs B(x) que l'on doit estimer et
cartographier (cas b/). En exploitation minidre [3], [4], [5], on s'intéresse a 1a
teneur moyenne d'un pannean de %aille donnée (cas ¢/). Dans certaines &tudes A ca-
ractére plus fondamental, enfin, ol 1'on cherche & reconstituer les mécanismes gé-
néraux qui ont donpé naissance au phénoméhe que l'on étudie, c’est plutdét dans la
dérive elle-méme (cas a/) que l'on peut espérer trouver un reflet de la structure

de ces mécanismes.

Nous en arrivons ainsi au deuxidme grief que l'on peut formuler & l'encontre
des méthodes de moindres carrés. Il n'est pas possible que le méme polynome P(x)
résolve & la fois les trois probldmes a/, b/ et c/. Nous verrons gque P(x) constitue

en fait une solution du problime a/. Mais, en général, ce n'est pas la meilleure

solution possible : ces méthodes passe-partout qui utilisent toujours les mémes po-—

lynomes, quelles que soient les caractéristiques structurales du phénomdne que l'on

étudie, n'ont aucune chance en général, de conduire & un optimum,

En troisitme lieu, enfin, les méthodes de moindre carré ne permettent en

aucune fagon d'évaluer l'erreur que 1l'on commet en estimant la dérive & l'aide du




polynome P(x). La variance des résidus, contrairement & ce que 1l'on croit parfois,
n'est pas une variance d'estimation : la variance des écarts &(x;) - P(x;) aux points
x5 ol les données sont connuee est, par construction, systématiquement plus faible

(et méme beaucoup plus faible) que celle de 1'écart &(x) - P(x) en un point x diffé-

rent des x;- Aingi, la variance des résidus n'est pas la variance d'estimation de
&(x) (probléme b/). Elle n'est pas davantage la variance d'estimation de la dérive
(probleme a/), car il n'y a cette fois plus aucun lien conceptuel entre un 4cart
B(Xi) - P(xi) et la qualité de P(xi) considéré comme un estimateur de l'espérance &

priori E[B(xi)J.

Cependant, si les méthodes de moindres carrés se révélent peu satisfaisantes,
ltobjectif qu'elles visaient, et qu'elles n'atteignent pas ou atteignent mal, corres-
pond, lui, & un probldme trés réel et trés important. I1 existe réellement des phé-
noménes que l'on ne peut absolument pas assimiler & des (réalisations de) fonctions
aléatoires stationnaires. Pour reprendre l'exemple de la cartographie des fonds
sous-marins, il est certain que la profondeur va en augmentant lorsqu'on s'éloigne
des c6tes. Nous allons essayer de formuler et de résoudre dans le cadre de la théorie
des fonctions aléatoires non stationnaires les problimes importants que posent ces

dérives.

O-2 POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES GENERALES.

La variable régionalisée z(x) que 1lton étudie sera interprétée comme une réali-

sation d'une fonction aléatoire &(x) non stationnaire en général. Dans un premier

groupe d'hypothdses, nous supposerons que #(x) admet des moments d'ordre 1 et 2 :

E[8(x)] = m(x)
(1)
E[8(x) #(y)] = m(x) n(y) + C(x,y)

Nous dirons que la fonction m(x) est la dérive de la P.A. B(x). Il nous semble,
en effet, que la seule définition conceptuellement claire de la notion de dérive est
bien celle-ci : moment d'ordre 1 d'une F.A. non stationnaire. La fonction C(x,y) -
qui dépend séparéuent des deux points x et y est la covariance (non stationnaire)

habituelle.



Dans bien des cas (comme le montre le pratique de la Géostetistique([3], [5])
ces hypothe¢ses (I) seront encore trop restrictives, et devront &tre remplacées par
les hypothéses (I') suivartes qui expriment que les accroissements de la fonction

aléatoire B(x) (et non #(x) elle-méme) admettent des moments d'ordre 1 et 2 :

E[2(x) - z(y)] = m(x) - n(y)
(1') :
3 D2[z(x) - 2(»)] = v(x,3)

La dérive m(x) n'est plus ici déterminée qu'as une constante prés, car, en géné-

ral, l'espérance E(&(x)] n'existe plus : le point de vue des hypothdses (I') revient
dorc & étudier la fonction aléatoire &(x) & une constante additive prds. La fonc-
tion y(x,y) est le demi-variogramme habituel. (Dans l'espace & une seule dimension,
des processus aussi usuels que le mouvement brownien ou les processus de Poisson
domnent des exemples simples de F.A. sans espérance, vérifiant les hypotheses (I')

mais non les hypotheses (I)).

Nous avons & résoudre les deux problémes (1liés, mais distincts) suivants : con-
naissant les valeurs numériques prises sur un ensemble S (1l'ensemble des points ol
1'on dispose de données expérimentales) par une réalisation z(x) de la P.A. 8(x)
nous devons :

1°/ estimer la fonction m(x) (sur S et & 1'extérieur de S) : c'est le problime
a/ ci-dessus.

2°/ estimer z(x) en un point x ¢ S (probleme b/), ou, plus généralement estimer
une "moyenne mobile" ~/rh(dx) z(x) ol p est une mesure donnée dort le support est

disjoint de S (probléme c/).

De plus, nous devons &tre carables de représenter par des variances d'estima-
tion les erreurs commises dans ces opératiors, et nous efforcer de choisir nos es-

timateurs de manidre & minimiser (si faire se peut) cette variance d'estimation.

En ce qui concerne ce dernier point, indiquons que nous nous limiterons en

fait & rechercher le meilleur estimateur linéaire de m{x) ou de ‘/rp(dx) z(x) que



1'on puisse former & partir des valeurs numériques des z(y), ¥y € S : les estima-
teurs non linéaires sont beaucoup trop compliqués pour qu'il soit possible de les
mettre en oeuvre dars les applications, et d'autre part leurs propridtés ne sont
plus liées aux seuls moments d'ordre 1 et 2, qui figurent dans les hypothdses (I)
ou (I'), mais font intervenir la totalité de la loi spatiale de la F.A. 2(x) -
(dans le cas ol cette loi spatiale est gaussierme, on sait d'ailleurs que le meil-

leur estimateur possible coincide avec le meilleur estimateur linéaire).

Ainsi formulé en toute généralité {les fonctions m(x) et C(y,x) étant comple-
tement inconnues) notre probldme est manifestement insoluble, et d'ailleurs proba~
blement dépourvu de sens. Mais, dens les probl2mes concrets, le notion de dérive
ne peut présenter une signification réelle que ai la fonction m(x) correspondante
varie d'une mani2re continue et régulidre relativement & 1'échelle A laguelle on
travaille (et aux données expérimentalement disponibles) : si la fonction m(x)
était irrégulidre et chaotique & cette échelle, on devrait la considérer elle-
méme comme une réalisation d'une nouvelle fonction aléatoire. Du point de wvue de
1'interprétation physique (et non mathématique) la notion de dérive est ainsi mani-
festement 1lide & celle d'échelle. Si 1'on étudie des cotes topographiques, & 1'é-
chelle de la dizaine de mdtres, la notion de montagne se traduit par une dérive ;
& l1l'échelle de la dizaine de kilométres, il ne lui correspond plus qu'une fonction
aléatoire, et la dérive, & cette &chelle, exprimera plutét la notion de chaine de
montagnes. (cf- aussi la notion de structures gigogne, [7]).

Mais cette condition de régularité imposée & priori & la fonction m(x) pour
que la notion de dérive ait un contenu physique réel, entralne aussi qu'une esti-
mation de m(x) doit toujours &tre plus ou moins possible localement. Cette condi-
tion exprime en effet que - sur un certain voisinage V d'un point x, dorné - la
fonction m(x) peut &tre approchée avec une excellente précision par une fenction

de la forme :

k

(11) a(x) = £(x) = & aefe(x)
¢=0

ol les f‘(x) sont des fonctions connues, choisies une fois pour toutes (par exemple



des polynomes), et les ae des coefficients inccnnus : quant au voisinage V de x,
sur lequel l'approximation (II) est acceptable, sans &tre trds grand, il doit - si
le problime a un sens - contenir un nombre suffisant de points expérimentaux pour
qu'il soit possible d'estimer les k+1 coefficients incenmus 8,1 Bypseely =

I1 reste le protlime de la fonction C(x,y), ou y(x,y) sur laguelle on ne sait
rien, non plus, & priori. Mais, ici encore, et pour les mémes raisons, on-peut sup-
poser que C ou y sont localement assimilables & des fonctions de type conmu, et ne
se déforment qu'assez lentement dans l'espace & 1'échelle & laguelle on travaille.

|

Ie cas le plus favorable sera celui d'une forction y (ou C) de la forme y(x,y) =
= @ yo(x—y) ol L est une fonction connue, et @ un facteur lentement variable, que
1'on pourra regarder comme constant sur le voisinage V du point x, les équations
qui déterminent les estimateurs optimaux étant linédaires et homogdnes, ces estima-
teurs ne dépendront que de Yo et non du facteur @ ; ce dernier ne se répercutera
done que sur les variances d'estimation, et non suriles estimateurs eux-mémes. Dans

certains cas, on pourra prendre l'expression trés simple :
|

v(x,y) =. o r - (r =]x~y])

(variogramme linéaire). I1 suffit, pour celd, en effet, que le vrai variogramme ou
la vraie covariance ait un comportement linéaire au voisinage de x = y et jusqu'a
des distances comparables aux dimensions du voisinege V ci-dessus : cette circons-

tance se rencontre plus souvent qu'on ne croit. (cf, [1]).

En général, pourtant, en plus du facteur w, il conviendra d'introduire un ou

prlusieurs paramétres supplémentaires. Par exemple, on prendra

. (0<a<?2)

v(x,¥)
ou encore

C(x,y) = we™®



Dans le premier cas, le paramdtre a est en relation avec le degré de cortimuité
de la variable régionalisée. Dans le deuxidme (covariance exponentielle), le paramd-

tre a, ou plutét son inverse, donne la mesure de la portde dh rhénoméne (distance au

deld de laquelle les corrélations s'éteignent).

Naturellement, le contrdle expérimental d'une hypothdse de ce genre, et 1'esti-
mation des paramdtres correspondants(w et surtout a« ou a) posera des problimes asseg
délicats de statistique mathématique : en raison de leur extréme importance pour les

applications, nous consacrerons & ce problime la section III de cette é&tude.

En résumé le problime que nous devons traiter se trouve schématisé comme suit :
on a une F.A. Z(x) vérifiant les hypothdses (I) ou (I'). Sur un voisinage V d'un
point X la dérive m(x) est de la forme (II) avec des coefficients a8y inconnus. On
connalt & priori (éventuellement & un facteur prés) la covariance C(x,y) ou le vario-
gramee Y(x,y). Enfin, on connatt les valeurs numériques de (la réalisation de) 2Z(x)
pour les points x appartenant & un ensemble S ¢ V. On veut former les meilleurs
estimateurs linéaires :

1°/ des coefficients ap inconnus de la dérive.

2°/ de la valeur numérigue de(la réalisation de) Z(x) en x, £ S (mais x, € V)
ou de J/;(dx) Z(x) pour une mesure p dont le support est disjoint de S.

3°/ nous voulons de plus contrdler la validité de 1'hypothése que nous avons
faite en choisissant pour la covariance ou le variogramme une expression mathémati-

que particulidre, et estimer les paramdtres dont cette expression dépend.

Pour faciliter la compréhension (et quitte & énoncer deux fois les mémes résul-
tats), nous donnerons dans la section I un exposé simplifié, en supposant que 1l'en-
semble S des données expérimentales est fini. Dans la section II nous ferons le
méme exposé, avec davantage de rigueur, en supposant S compact (fini ou infini).

La section III sera consacrée aux probldmes de statistique mathématique dont nous
avons parlé. Certains points particuliers, et notamment un exsmen de la méthode des

moindres carrés, seront traités en annexes.



SECTION I

CAS OU L'ENSEMBLE S DES DONNEES EST PINI

Nous traiterons d'abord l'estimation de la dérive (1~1) et le krigeage (1-2 et 1-3)
dans le cas ol il existe une covariance (connue) C(x,y), c'est-d-dire dans le cadre des
hypothe¢ses (I). Dans la sous-section 1~-4, nous transposerons ces résultats au cas ol
il n'existe qu'un variogramme y(x,y). Enfin nous traiterons l'exemple du variogramme

lindaire y(xz,y) = @ |x-y| (1-5).

1-1 ESTIMATION OPTIMALE DE LA DERIVE (Covariance connue)

Soit Z(x) une F.A. vérifiant les hypothdses (I) avec :

k
m{x) = 2z aefe(x)

t-o
Les fz(x) sont des fonctions connues, mais les coefficients a ] sont inconnus, et
le problime consiste A les estimer. L'ensemble S od 1'on connait les valeurs prises
par la réalisation de 2(x) est constitué de n points X @ = 15254+« N.
Soit x  un point (appartenant, ou non, & S), et vt = f‘(xo). Pour estimer la
dérive en X, solt :
)X (4
= b
m(xo) 7 8y
nous allons former une combinaison linéaire :
n
(1-1) M= 2, A3
a=1
et choisir les coefficients A® de manidre 2 remplir les deux conditions suivantes,

quels que soient les coefficients ap (e= 0,1500.K) 2

~ L'espérance E(M) doit &tre égale a m(xo) = Z 8y bz
~ La variance D?(M) doit &tre minimale.

Pour abféger les notations, nous poserons :

Z(xu) =32 , fl(xa) = f{x, c(x, xB) = aap

a



La premire cordition exprime que K est un estimateur sans biais. Elle s'écrit :
2.2 A% fc;x =2 a, b°
a [A L s

Cette cordition est vérifiée quels que soient les 2 8i et seulement si on a :

(1-2) Za', A fe; -l (€=0,1,...%)

Nous dirons gqu'un estimateur (1-1) de m(xo) est universel si les coefficients A% véri-
fient (1-2), c'est-d-dire si cet estimateur est sans biais quels que soient les ap .
L'estimateur des moindres czrrés, par exemple, est un estimateur universel (Annexe 3).

Mais ce n'est pas le meilleur possible.

Moyermant la condition (1-2), on a E(M) = m(xo), et par suite E [(M—m(xo))z] =
= DQ(M) t la variance de M, qui ne dépend que des Gaﬁ et non des ap, donne une mesure
de l'erreur commise en estimant m(xo) A l'aide de M. Cette variance a pcur expression
(1-3) P = 2 AP o
a,f
L'estimateur universel gptimal correspond donc aux coefficients A® qui minimisent

la forme quadratique (1-3) compte tenu des conditions (1-2). Ie formalisme classique

de Lagrange conduit au systéme :

p
B o o h

[
}:az AS £

It
i
~
H
*

(e =1,2,...n)
(1-4)
(€=0,1,...%)

|
-3

La matrice des o = C(xa,xﬁ) est toujours strictement définie positive. Nous

af
verrons dans la section 2 que le systéme (1-4) de 1 + k + n équstions & 1 + k + n in-
connues (les n coefficients A% et les k+1 paramdtres de Lagrange) est régulier si et

seulement si les forctions (connues) fe(x) sont linéairement indépendantes sur S, au-

trement dit si :

§08f£a=0 (@ =1,2,...n) = Cp =0 (€=0,1,...%)



Nous supposerons toujours cette condition remplie. La solutiom unique de (1-4)
donne alors l'estimateur universel optimal cherché. ILa variance de cet estimateur
optimal est donnée per :

2 _ ¢
(1-5) | p2(n) - § bp®

On le voit sans peine en multipliant par A® la premidre relation (1-4) et en
somment en a. Comme cette variance ne dépend que des paramdtres de Lagrange He » on

1l'obtient comme un sous-produit immédiat de la résolution du gystéme (1-4).

D'autre part, la condition (1-2) est lindaire en be . Par sulte, les coefficients
A% et lee paramé¢tres de Lagrange sont eux-mémes lindaires en b L , 801t :

; "al bZ

Aa

ve

Ies matrices kae et b ey constituent la solution unique du systime suivant :
L
i

Aazaap Zap.sefsa (¢ = 1,0..n, €= 0,1,...k)

(1-D) . .
8
) faa = 8%

a1 =M

(avec 62 = 1 pour £=aet0pour-e;4 8). le vecteur :

(1-6) hp = P A"‘e z,
[0 4

t
1

constitue alors l'estimateur universel optimal du vecteur dérive a ¢ H

On a E(A’) = ap quelles que soient les vraies valeurs inconnues des ap,et la
variance D2 (21: Al b‘) est minimale pour tout vecteur be . De plus, la matrice des

paramdtres de Lagrange p s coincide avec la matrice des covariances des Ap:

(1-7) Bgy = Cov (Apay) = E(ApA.) - apag



On l'obtient & titre de sous-produit de la résolution du systime fondamental (1-D).
Notons enfin que ce systime de n(k+1) + (k+1)2 = (k+1)(n+k+1) équations & n(k+1) +
+ (k+1)2 inconnues (les kﬁg et les param?tres de Lagrange pés) est régulier si, et
seulement si, les ft(x) sont linéairemant indépendantes sur S. On notera aussi,

d'aprés (1-7), quel’on a toujours pp = Hgp -

Remapque : Dans le cas gaussien, l'estimateur optimal universel de la dérive, solution

du systime fondamental (1-D) coincide avec 1l'estimateur du maximum de vraisemblance

(voir Arnnexe 2).

1-2 1E XRIGEAGE UNIVERSEL (& covariance conrue).

Proposons-nous maintenant de procéder & l'estimation d‘'une "moyenne pondérée™ de

Z(x), c'est-a-dire d'une expression de la forme :

(1-8) Z = e//%(x) p(dx)

ol p(dx) est une mesure donnée dont le support est disjoint de S, et ol Z(x) est 1la
réalisation de notre forction aléatoire. Nous allons pour celd former une combinai-
son linéaire des données disponibles (}es Z, = z(xai>, soit :
(1-9) AR HEE N
o

et déterminer les coefficierts A% gréce & des conditions convenables.Si 1'on consi-
dére Z(x) non plus comme une réalisation, mais comme la F.A. elle-méme, 2, Z* et les
za sont des variables aléatoires. Nous allons imposer aux A% les deux conditions
suivantes :

~ quels que soient les ap, E(Z*- zZ) =0

»*
~ quels que soient les ayp, D2(Z - 2) est minimale

Au lieu de E(Z—Z*) = 0, on aurait pu s'imposer la condition beaucoup plus forte :
espérance conditionnelle de Z reletivement aux Z, = z*. Mais cette condition prlus
forte nous ferait sortir du cadre des estimateurs linéaires, et nécessiterait 1'in-

tervention de la loi spatiale de 2(x) au lieu de sa seule covariance.
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La premidre condition (E(Z*- Z) = 0) se traduit par :
PN ¢ L axe el
ap [p(ax) £%(x) = I 4
c Cf e o % a
Elle est réalisée quels que soiert les al 8i et seulement si :

(1-10) 2 a° fea = ﬁ(dx) fe(x)

a

Cette condition d'universalité (1-10) &tant remplie, la variance d‘'estimation

DZ(Z*-Z) ne dépend plus des 8p et vaut : |

%
(1-11) p%(2-2") = o2 -2 %,‘ Mg, o+ GZ,; AZ )P %

?
!
b
avec r 1

cg = ﬁ(x,y) pldx) p(dy)

{ %,z =/c(xa.y) p(ay)

aaﬁ = C(xa,xﬁ)
\
Elle est minimale, compte tenu des conditions (1-10) pour des A% vérifiant le
systéme :
e
AP = + £
(1-x) ‘
L s fea = ﬁ(dx) fe(x)
a !

|
Telles sont les équations du krigeage universel. ILe systime (1-K) comporte

n+1+k équations & n+1+k inconnues (les A* et les paramétres de Magrange ) ). Ia
covariance C(x,y) étant de type strictement défini positif, ce systime est régulier
pourvu seulement gque les f((x) soient linéairement indépendantes sur S. La variance

ag de l'estimateur Z* du krigeage universel est donnée par :

2_ 2 _ « 4
Oy = 9 g,‘k aa,z";“(b

(1-12) ? 0
(v = ﬁ(ax) £°(x))
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Krigeage Ponctuel - Dans le cas ol la variable Z & estimer est la valeur Z(x) en un point
x £ S, le systéme (1-K) se réduit a :

XB [}

={7]

PN £
C(x,,x) + 7 e 7,
(1-13)

AL r fz(x)

af
L
a

=M

et l'estimateur Z*(x) du krigeage universel de Z(x) :
@ = LAz,
a

admet la variance
o’% = C(x,x) - % A% C(xa,x) + % ut ft(x)

Remarque : En un point x_ ol Z, = Z(xa) est connu, le krigeage ponctuel donne Z*(xa) =

o
= Zu, comme on le vérifie sans peine : le krigeage ponctuel constitue donc une métho-

de d'interpolation (et méme la m_eilleure possible) entre des points connus.

1—3 LE THEQOREME D'ADDITIVITE

Examinons les rapports existants entre les estimateurs optimaux de la dérive -

systéme (1-D)-et du krigeage universel - systime ({-K) — En l'absence de dérive

(ae = 0); 1l'estimateur optimal de

/ p(ax) 2(x)

a
(1-14) Zg (; Ag Zq

2

serait de la forme :

avec des coefficients h; minimisant la variance

2 _ = o2 - a a,p
(1-15) JJ(zK 2) = 9y 22‘1: "K“a,z* 5 *K"K"aa

c'est-d-dire vérifiant le systéme :

(1-16) 8o -0

8 XK "afp = aZ



et la variance correspondante serait :

2 _ 2 a
og = %z - Za‘-"x"a,z

Comparons les systimes (1-K) et (1-16). Posons : ;
*

Z = g+ Iy !

Z; représente la correction de dérive. ZK’ solution du krigeage simrle (en 1*absen-

ce de dérive) étant donnée par (1-14) avec les coefficients A; solution de (1-16),

on voit que ZD est de la forme

o= L, ‘

avec des coefficients Ag vérifiant :

= Z
é; c = %; pe f «

do

ap
(1-17) 3 ,
g A fea - ﬁ(dx) fe(x) - g A; fl;

(=}

L

f

Ce systime est identique & (1-4), & condition de prendre
¢ e '
8°= folax) £°(x) - & A% 2b

a ‘

8i donc nous désignons par AZ B

l'estimateur,optimal de la dérive ay » avec Aae vérifiant (1-D), nous voyons que

les coefficierts xg du terme correctif sont donnés par :
AS = Zx"e [/p(dx) el - 2 x?( fla]
¢ B
L'estimateur Z* = ZK + ZD se met donc sous la forme
*_ a o _
2" = ;: AKza+¥>\Dza-

= Za: AR (zcl - E fla A% zﬁ) + 5 A"‘e‘ Za/p(dX) ff(x)



Compte tenu de l'expression (1,6) de l'estimateur Al de la dérive, ceci s'éerit

encore ¢

* 4
(1-18) zZ = %:‘Ae/g(dx) £5%(x) + ? x; [za - ; .o.efla]

Le sens de cette relation est le suivant : on obtient 1'estimateur Z gdu krigeage

universel en appliquant le krigeage ordinaire (coefficient )\;) aux résidus Z(x) -
- ; Ag fe(x), c'est-3-dire asux valeurs de la F.A. Z(x) corrigées de la dérive estimde

§ AC fz(x). Si les valeurs vraies des ap étaient connues, 1l'estimateur optimal se-

rait évidemment :

* ¢
(1-19) z = %:aeﬁ‘(dx) £5(x) + Za: xg (z, - %ae f‘a)

La relation (1-18) est identique & (1-19), & ceci prés que les a/sont remplacées
par leurs estimations (optimales) Ae . Ce théordme d'additivité n'eat évidemment va-
lable gue si les Al sont effectivement l'estimateur optimal de la dérive, solution de
(1~EK). Il ne s'étendrait pas i des estimateurs quelconques des ap (par exemple aux

estimateurs de moindre carré).

Dans les applications, si l'objectif est d'estimer une "moyenne mobile"‘/;)(dx)z(x)
i1 suffit de résoudre directement le systime(1-K)(n+t+k équations) sans qu'il soit né-
cegsaire d'expliciter l'estimation de la dérive (ce qut nécessiterait la résolution
du systime (1-D) & (k+1)(n+k+1) équations). HMais le théordme d'additivité (1-18)

montre que le systéme plus simple {1-K) tisnt compte, implicitement, de cette dérive.

Dans le cas particulier du krigeage ponctuel (estimation de Z(x) en x £ S), 1l'es-

timateur Z*(x) obtenu en résolvant (1-13)se met sous la forme :

z'(x) = ; A, ft(x) + Za.' A§ (z, - § Ae f{)

Cette relation exprime que l'on a le droit de prolonger & 1'extérieur de S l'es-~

timation optimale § AL fe(x) de la dérive, et de kriger les résidus comme s8'il n'y

avait pas de dérive.

Ce théoréme d'additivité s'étend aux variances d'estimation.
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En effet, avec Z* = ZK + ZD’ on trouve :
2 *a 2 2 .
D°[2-2'] = D(Z-Zg) + D°(Z,) - 2 Cov (224, 2p)

Mais les équations (1-16) du krigesge ordinaire expriment que Z—ZK a une covariance
nulle avec chacun des Za’ donc aussi avec ZD(qui est une combinaison lindaire des

Za)' I1 reste donc :

p?[2-2"] = p2(z-2p) + DZ(ZD)

et on voit que la variance du krigeage universel z est 1la somme :

(1-20) 0121 = cﬁ + 012) ,

de la variance 012( du krigeage simple :

2 _ 2 13
og = 9z § Ag Oz

et de la variance de la correction ZD de dérive, soit :

2 _ (4 !
UD'e'Zsuesbbs !

avec p,. = Cov (At’As) et bl = fp(dx) fe(x) - ; h; fl;

1-4 CAS OU IL N*EXISTE QU'UN VARIOGRAMWE y(x,y)

Plagons-nous maintenant dans le cadre des hypotlhéses (I') de 1l'introduction :
il existe un demi-variogramme y(x,y), mais non, en général, de covariance C(x,y),
ni méme d'espérance E[2(x)] = m(x). Pour des coefficients A% quelconques, la
combinaison Z A% za n'a donc pas, en général, de variance finie, ni méme d'es-
pérance. Moyennant la condition :

(1-21) Z,\a=o

a

'

on volt cependant que Z A% za est une combinaison linéaire d'accroissements de

a
la F.A. Z(x) : dans ce cas, Z A% 2, admet une espérance et une variance finies.
a —
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La dérive k
[4

n(x) = ego aef (x)

n'est ici déterminde qu'd une constante pr2s. Si l'on prend £°(x) = 1 (conformé-
ment & un usage naturel), on voit que le coefficient a, est indéterminé, les ae

n'étant réellement définis que pour €= 1,2,...k.

Estimation de la dérive.- Pour obtenir les estimateurs optimaux A ¢ des coefficients 8p

(e= 1,2,...k) on raisonne comme dans la section 1-1, A cette réserve prés que tou-
tes les combinaisons linéaires des za doivent vérifier la condition supplémentaire
(1-21). L'indice € et les indices latins ne prenant plus cette fois que les va-—

leurs 1,2,...k, on voit facilement que ces estimateurs sont de la forme
_ a
(1-22) Ay = ZE, AG 2z,

avec une matrice hae (e = 1,2,.0.n3 e = 1,2, ..k) vérifiant le systime :

-
Zﬂl v == L v %2 - O
(1-p") i Ag £2 = 8% @B = 1,2,...0
¢ e,s = 1,254k
AY =0
k; Yaﬁ = Y(xa’ xﬂ)

Compte tenu du fait que Z ne prend plus la valeur O, ce systime ne différe pas
réellement de (1-D) (avec Uaﬁ = - Yaﬁ et Cyp = p,oe), & condition d'exclure de

celui-ci les équations correspondant & €= 0.

Les paramttres de Lagrange p.es coincident encore avec la matrice des covarian-
ces @

wgg = Cov (Al.' Aa) = E(Ap As) - aga,

et l'on &, bien entendu, E(Ae) =8y quels que soient les ag .

Remarque : On peut méme compléter le systime (1-D') en réintroduisant les indices !: 0.

On obtient (1-D), avec Top = “Vog Mais 1l'estimation



18

de la constante ao(qui es%, en réalité, indéterminéc) ne vérifie pas la condition

(1-21), puisque 1'on a Z hg = 1 : elle conduit donc, en général, & une variance
a

infiniz, ce qui est bien conforme & 1'hypothise faite (indétermination de a , ou

inexistence de E(Z(x))).

Krigeage Universel ~ De la méme maniére, pour estimer une moyenne pondéréefp(dx) 2(x),
avec /p(dx) = 1, on formera une expression de la forme
*
(1-23) 2= 2z, ’
a a I
a . , * .
avec cette fois Z A" = 1, de manidre & ce que l"espérance E(2-Z ) existe toujours.
a
En imposant & cette espérance d'&tre nulle quels que soient les ae y et en écrivant
*
que la variance de 2-Z est minimale, on obtient le systéme

[ k
%-' AP Yop = '/Y(xa.Y) ay) - 2. y fl’a -C

(1-K') ‘Z,: ¢ r(f = ﬁ(dx) £b(x)

A=
a .

.

La variance de Z* -~ 2 est alors :

(1-24) of = :—[ﬁ(dx) p(ay) Y(x,y) + 2, k“ﬁ(xa.y) p(dy)
[+ 2

k

Ly

=

!
[ L 3
Dans le cas du krigeage ponctuel, l'estimateur optimal Z (x) de 2(x), x £s

pei’ﬁi-c

est de la forme (1-23), avec des A% vérifiant :

- K

% AP Yog = Y(xgpx) - ;1;1 ptff -c

(1-25) JZ A fla = fe(x)
x

| g)‘a‘ |

1
-
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et la variance correspondante est (compte tenu de y(x,x) = 0)

k
(1-26) otzj = Z A® y(xa,x) + F “Zfi +C
«

Le théortme d'additivité subsiste sans changement : si 1l'on désigne par
= Z a
ZK [ AK za
la solution du krigeage simple (en 1l'absence de dérive), les kg vérifient le systéme :

l% Yop = ﬁ(xa,x) p(dx) - Cp

2
B
a  _
Z; Ag = /p(dx)

* *
On met Z sous la forme Z = g + ZD, et la correction de dérive ZD est encore de la

forme

k ( k
z = p2 Ap £ (x) plax) - 2 A% 2. A(fi

et on a encore :

0%(z-2") = D%(z-2) + D¥(zp)

On trouvera dans la section 2-10 un exemple de calcul explicite (dérive et krigeage
universel) dans le cas d'un variogramme linéaire y(x;y) = w[x-yl et de l'espace &

une seule dimension.



SECTION 2

THEORIE GENERALE

2-1_ INTRODUCTION

2=-1

Nous avons en vue le probldme suivant : soit Zw(x) (x € ®®) une fonction aléa-

toire sur un espace (2,4,P), dont nous savons qu'elle est de la forme :
(2-1) 2 (x) = Y.(x) + a, £%x)
w w e
'4

¢ (x)

au lieu de E; agfl » 8elon la convention de sommation). Ies f
(e = 0,1,...k) sont des fonctions connues de x € an, les ap des coefficients cons-

(avec a,f

tants dont nous ne connaissons pas la valeur numérique; Yw(x), enfin, est une F.A.

edmettant une espérance nulle et une covariance c(x,y) :
(2-2) B, (x) =0 , EQ(0 () = c(x,y)

On suppose connue une réalisation de Zw(x) pour x € S (S ¢ Bn, ensemble fini ou non

de points : en général, S sera compact). On cherche :

1 - & former un estimateur A optimal et sans biais du vecteur dérive.a = (ae)

& 1l'aide d'opérations linéaires effectudes sur la réalisation Zw(x), x € S.

2 - & former, dans les mémes conditions,un estimateur optimal et sans biais de
Zw(z), z f S, ou, plus généralement, de 2 = fu(dx) Y(x), p &tant une mesure dont le
support est dis oint de S.

3 - & examiner les rapports existant entre ces deux estimateurs (en particulier,
a-t-on le droit de travailler sur les résidus Z(x) - Ap fe(x), et quelles sortes de
biais résultent du fait que la vraie dérive aga été remplacée par son estimation
Ap).

Ces estimateurs méritent le qualificatif d'universel, puisqu'ils doivent étre

utilisables quelle que soit la vraie dériveggl v » Il s'agit, cependant, d'une
"universalité" limitée puisque nous supposons conmues les fonctions f“(x) et la co-
variance C(x,y) (celle-ci, éventuellement, & un facteur multiplicatif prés, comme

nous le verrons).
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2-2  LES ESPACES B ET Hr

Pour abréger les notations, nous désignerons par :

~ A l'ensemble des mesures A(dx) A support fini inclus dans S
~ M l'ensemble des mesures u(dx) & support inclus dans §

Ainsi une expression du type ﬁ(dx) Z(x) , A € A représente une combinaison
linéaire finie E Ai Z(xi) avec x; € 5. Nous allons considérer une fonction aléa-
toire Yw(x) vérifiant les hypoth2ses (2-2) (espérance nulle et covariance C(x,y)).
On supposera, toujours, que la covariance ¢(x,y) est de type strictement positif,

en ce sens que pour toute mesure p on a :

(2-3) /ﬁ(dx) C(x,y) u(dy) =0 o p=0

Ie plus souvent, C(x,y) sera continue - et par suite Yw(x) continue en moyenne
quadratique.
D NI /
Soit alors f(x) une fonction donnée Cpa.r exemple f(x) = at,i’ (x)), et la
F.A. Zw(x) définie par :

(2-4) 2,(x) = ¥ (x) + £(x)

A x € 8 fixé (2-4) définit une application d'une partie de L2(Q,d,P) dansg L2(Q,a,P)
dans LZ(Q,d,P). Nous allons prolonger cette application & certains sous-espaces

de L2. Pour celd nous nous introduirons :

~ 1'espace H des combinaisons linéaires finies du type :/A(dx) Z(x) , A€ A
~ l'espace H, des V.A. de la forme \/h(dx) [¥(x) + £(x)], A € A, £(x) dési~

gnant la fonction donnée ci-dessus.

Si S est fini, H et Hf sont des sous-espaces fermés de LZ(Q,a,P), donc des es-
paces de Hilbert, et les discussions se simplifient beaucoup. Si S est infini, H
et Hf ne seront pas fermés en général, et nous devrons considérer leurs fermetures

dans 12(Q,a,P):

~ les espaces H et ﬁf, fermetures dans L2(Q,d,2) des précédents : ce sont
des espaces de Hilbert.
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Remarque : Tout Y € H est limite dans L2 d'une suite Yn € H. Chajue Yn est combinaison
linéaire finie des Y(x); x € S, soit Yn =“/”An(dx) Y(x), Ln € A. Mais la convergen-
ce Yn - Y dans Lz n'entraine pas que les mesures hn convérgent vaguement vers une me-
sure § € M. En général, donc, un Y € H quelcongque n'admettra pas de représentation

de la forme
(2-5) Y = /u(dx) Y(x) , pEM

L'ensemble HM des Y € H admettant la représentation (1) pour une mesure p € M
est un sous-espace de H non fermé dans H en général.

I1 sera capital, dans les applications, de savoir si un Y € H est ou non dans
HM. En effet, si Y est un estimateur, on ne pourra calculer sa valeur numérique &
partir d'une réalisation que si Y € HM' On trouvera toujours une suite An € A de

mesures & support fini telles que

I - e ¥l = o

mais celd n' impliquera la convergence numérique

Y, = ﬁn(dx) Yw(x) -,

pour presque tout w € Q que si Y € HM (on peut, théoriquement, extraire de la suite
-Yn une suite partitlle convergeant presque sfirement vers Y, mais, dans les applica-
tions, on ne saura pas construire effectivement cette suite & partir d'une réalisa-
tion). Si Y £ HM' la suite numérique des Yn construites & partir d'une réalisation
sera divergente, en général, bien que les variances des estimateurs Yn successifs
tendent en décroissant vers la variance de l'estimateur optimal Y. Ces remargues

s'appliquent aussi a ﬁf.

L'Application Qf - Considérons 1tapplication de LZ(Q,a,P) dans lui-méme définie par :
(2-6) ®(2) = 2 - E(2)
Elle est continue (||z-E(z)||2 = ||z||2 - (E(Z))z s ||Z||2).Soit %, la restriction de &

a H,. &, applique H, sur H, puisque tout Y € H est de la forme Y = d/;(dx) Y(x) ,
A € A, donc est 1'image de :

(2-7) @;1(1{) = Y +ﬁ(dx)f(x) € Hy
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Elle est injective : 32-E(Z) = 2'-E(2Z') pour Z et 2' € H, entralne E(Z) - E(Z') =

£
=2 - 2' € Hf. Si 2 # 2', on a donc E(2) - E(2') # Oet 1€ Hf- I1 existe donc
une mesure A € A avec 1 = u/;(dx) Y(x) fj/%(dx) £(x), d'olh OIfJ/K(dx) Y(x) avec
4 0, ce qui contredit le fait que C est strictement de type positif.

Ainsi Qf est un isomorphisme continu de Hf sur H. En tant qu'application con-
tinue, Qf se prolonge en une application continue de ﬁf dans ﬁ'que nous désignerons

encore par Qf. On a ¢f(z) = 2 - E(2), et les inclusions

= ®,(H) c @f(ﬁf) cH

montrent que l'espace image Qf(ﬁf) est dense dans H: mais, en général, il n'est pas
fermé et ne coincide pas avec H : si une suite X € A vérifie le critére de Cauchy
dans L2 (Q,a,P) (éxistence de éim467§ (ax) A (dy) C(x,yZ) i1 n'en résulte pas né-
cessairement que la suite\//i (dg) £(x) soit convergente, de sorte que Y, =~ Yn'en-
traine pas que & 1(Yn) converge dans Hf.

Ia proposition suivante, dont on trouvera la démonstration en Annexe 2, donne
les conditions moyennant 1esquelies on a Qf(ﬁf) =T : dans tout ce qui suit, nous

supposerons que ces conditions sont satisfaites — . Elles expriment que les espaces

de Hilbert H et ﬁf sont homéomorphes.

Proposition 2-2 ~ les 4 conditions suivantes sont équivalentes :

‘

o/ 1£8,

b/ 1la forme lindaire A ~‘/a(dx) £(x) est continue sur A munie de la
norme A2 = //A(ax) A(ay) C(x,y)

¢/ il existe un &lément Yf € H tel que 1'on ait :

(2-8) : <Y, y Y(x) >=#£(x) , Vv xe€S

d/ L'application ¢, 2 22 - E(Z) est un homéomorphisme de H, sur H.

Remarques - 1/ Lorsque ces conditions sont vérifiées, l'application inverse ¢;1 de H

sur Hf est donnée par :

(2-9) Q}‘ (¥Y) = Y+<Y,, ¥ >

f’

#”
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D'aprés (2-8), cette formule se réduit & (2-7) pour Y € H.

2/ Si la covariance C(x,y) est continue, les propriétés de la proposition ne
peuvent &tre vérifides que si f est une fonction continue sur S. En effet, les Y(x)

sont continues m.q., et x, - x entraine Y(xn) - Y(x) dans L2, et a fortiori < Y(xn),YiP
tend vers < Y(x), Y, >, c'est-a-dire f(%) - £(x).

D'ailleurs, si f(x) n'est pas continue en x, € 8, soit x, =~ x, et
bim [£(x) - 2(x,)] = € # 0
Comme Y(xn) - Y(xo) dans H, on a :

€in [Y(&n)-Y(xo) + f(x)—f(xo)] = Ce¢ Hf, et 1 € Ef
X%,

3/ Toujours en supposant C(x,y) continue et de plus S compact, la convergence

vegue p, - p d'une suite de mesures A support dans S entralne la convergence dans Hf

de /p.n(dx) [Y(x) + £(x)] vers fp(dx) [Y(x) + £(x)], comme on le vérifie facilement
& partir du crit?re de Cauchy.

La réciproque n'est pas vraie : la convergence dans Hy n'entraine pas la conver-
gence vague des mesures #,» comme nous 1'avons déjad indiqué - et les inclusions

Hc HM c H sont en général strictes-

+

En particulier, le vecteur va qui existe d&s que 1 £ ﬁf, n'est pas forcément

dans HM'

4/ La condition Y, € Hy, c'est-a-dire l'existence d‘'une mesure Be € M avec :

Yp = fuglan) ¥x)
entraine pour tout y € § :
<Y, ¥y) > = ﬁf(dx) < ¥(x), ¥(y) >

ctest-a-dire :
£(y) = fuf(dx) C(x,y)

Inversement, si f(y) est de cette forme, le vecteur Y, = /p.f(dy) Y(x) € H, vérifie
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bien la condition < Y,, ¥(y) >=£(y) , VyE€Ss.

Dans les applications, on s'efforcera de réaliser cette condition Yf € EM’
(moyennant laquelle 1l'estimation numérique de la dérive & partir d'une réalisation
sera possible). Il suffit, pour celd, que la fonction £(x) soit de la forme

Juan) o=,y , wen

S/ Prenons f£(x) = aefe(x), et posons Ea = Ef. A chaque vecteur a = (al) est

associé un espace ﬁa homéomorphe & H par 1'homéomorphisme :

aa(z) =2 - B(2) (z € Ha)
(2-10)

a;‘(Y) = Y+ ae<Ye, Y > (Ye®)
ou Ye est le vecteur vérifiant :

(2-11) <tt vx)>= 4x) , vxes

£l

Soit Y € Hy, une V.A. admettant la représentation Y =ﬁ(dx) Y(x) , peEN.
Compte tenu de (2-11), 1'image Q;’(x) de Y dans ﬁa est :

' = futan) [¥0) + 8y 28] = futan) 30

On l'obtient en effectuant sur la F.A. 2(x) = Y(x) + azfe(x) la méme opération liné-
aire p € M. Si la mesure p est connue, et si on connalt une réalisation de la F.A.

Z(x) admettant une dérive (inconmue) on est donc capable d'estimer
' = fuan) 3x)

bien que le vecteur a soit inconmu.

2-3 L'ESTIMATRUR OPTIMAL DE LA DERIVE
Soit 2Z(x) = Y(x) + aef!(x) une F.A. déduite de la F.A. Y(x) précédente par ad-
dition d'une dérive atfe(x), ou les f'((x) (¢=10, 1,...k) sont k+1 fonctions connues
(linéairement indépendantes pour x € S, et telles que 1 £ i'-lfe ) et les ap des coeffi-
cients constants, mais inconnus.
Nous nous proposons de former l'estimateur optimal de ces coefficients ap,

c'est-a-dire de trouver k+1 variables aléatoires Al €H (appartenant & l'espace de
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Hilbert engendré par les combinaisons linéaires des 2(x), x € S, qui constitue la

seule réalité accessible expérimentalement) et vérifiant les conditions:

E(Ae) = al
Dz(beA e) minimum quels que soient les k+1 nombres vt

ces conditions devant €tre de plus réalisées dans tous les T-Ia 4 la fois (quels que

soient les ap ) : c'est un tel estimateur que nous appelons universel .

D'aprés la proposition 2-2, il existe des V.A. Ye e (€=0,1,...k) telles que
<t(x), &> = thx v €s

Ces vecteurs de H sont lindairement indépendants (puisque les fe(x) le sont) et le

déterminant des < Y1, YJ > est aifférent de O. La matrice des < YL, YJ > admet

donc une inverse, soit gij’ et les
= j
I:‘L gij X

V4

forment, pour l'espace vectoriel engendré par les Y* , la base duale de (Ye) :

J - J
< Yi’ Y > = 61
a/ Considérons, dans H, la variété lindaire fermée V(b) définie par les équa-
tions

<Y, s - be ( €=0,1,...k)
A tout X € V(b) est associé dans chague ﬁa 1'élément :

- ¢, . TP
Za—x+a£<x,Y >-x+a£b eHa

et cet élément vérifie par construction :

E(Za) = aebe

Inversement, si une famille (Za)amkﬂ d'éléments, vérifiant z, € ﬁa et Za-E(Za) =

k+1

= 2, pour tout a € B ', remplit de plus la condition E(Za) = aeb{ pour tout a € Rkﬂ,

on a

£ Y]

- - k+1
E(Za)— aZ<Z°,Y>_ a(b R v ac€R

done < 2., yls = vt | et z, € ¥(b)
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Ainsi, la variété V(b) est constituée des éléments X € H dont les images inver-
ses par chague Qa sont dans ﬁa des estimateurs sans biais de albe. Cette variété

engendre donc les estimateurs universels que nous cherchons.

Si X € V(b) est de plus dans H.M, soit :

X=/;1(dx) Y(x) , pem
4

sa représentation. L'élément Za =X+ <X, Ye> ae =X + aeb est alors de la
forme

2, =ﬁ(dx) (Y(x) + atfe(x)] =ﬁ(GX) %(x)

et 1'on voit que cet estimateur est accessible numériquement A partir de la réali-

sation de 2(x), c'est-a-dire & partir des seules données effectivement disponibles.

b/ Parmi les estimateurs sans biais ZB que nous venons de construire, il reste
& choisir le meilleur, c'est-a-dire celui qui minimise la variance D2(Za) =
=z, - E(Za)lle. Comme Z_ - E(Z,) = X ne dépend pas de &, il suffit de chercher
dans V(b) 1'élément X = X(b) de norme minimale : son image inverse dans chague ﬁa

constituera l'estimateur optimal cherché.

Projetons donc O dens la variété fermée V(b) : d'aprés les propriétés des espa-
ces de Hilbert {cf. par exemple [6] ou [8]), X(b) est l'unique élément de V(b) véri-
fiant s

<Y, X(b) > =0 pour tout Y € V(0) (< ¥, Yl > = 0)

Si Y est un élément quelconque de H, posons

<Y, vis oot

C, - g.. cd (c£=ci<yi,yl

i ij >)

Le vecteur Y - Cp YZ est alors orthogonal aux o , donc appartient & V(0), et X(b)
vérifie .

<Y, X(b) > = Ce<Ye, ) > , vYeH

I1 suffit d'ailleurs de considérer les éléments Y(x), x € S, qui engendrent H, Pour



Y(x), on a par définition de Yt :

cz=<Y, Y2>= fe(x) :'
|

Ainsi X(b) est 1'unique élément de V(b) vérifiant :

¢

< Y(x), X(b) > = < X, Yi>gj£ £(x) , Yx€S

c'est-4-dire une relation de la forme :
< 1@, x(v) > = weln), vxes

Inversement, si X € V(b) vérifie cette relation, pour des constantes uedonnées, on

X = peYe

£ i

et par suite <X, Y > = bg <I7, Y' >, d'ob résulte bien uy = < X, Y' > g;g et

X = X(b).

En résumé, l'estimateur‘univerael optimal cherché de aebe est 1'image dans ﬁa
de 1l'unique élément X de H vérifiant le systime :

< Y(x), X(b) > = poe(x) VXeES
(2-12)
<, £

< x(b), Y b (4=0,1,...%)

Les Y] sont les paramdtres de Lagrange habituels, et les secondes relations (2-12)
permettent de les déterminer.

|
i

£

l
¢/ Comme les Y vérifient par définition < Y(x), s - fl(x) 1'unique élément

X(b) de H vérifiant (2-12) est domné par :
X(v) = ke Yt

wg =8¢ P

4

et X(b) = g¢; bt Y" dépend linéairement des constantes arbitraires bl. Introduisons

donc le vecteur aléatoire Yi défini par {
2
Yi =8y Y

Ce vecteur est l'unique solution du systéme :
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< Y(x), Y, > Bip fe(x) , XE€8

<Yi,YZ> =61[

(2-p)

et, quelles que soient les constantes be , on a X(b) = bl Yi. On note aussi que les
paramétres de Lagrange :

= < Yi, Y. >=g..

Bij j i)

constituent la matrice des covariances des Y; - L'image inverse de Y; dans chague

ﬁa constitue l'estimateur optimal universel A; du vecteur dérive a; : on a done,
d'apreés (2-10)
=Y, +ap<¥ Y“>
Ay =Yy vap<
c'est-a-dire, compte tenu de la seconde relation (2-D)

Ay =Yy vy

Dans chague Ha' le vecteur A vérifie donc E(A) = a et DZ(Ai bi) minimale
vb € B,

Cas particuliers - Supposons que les Yi ou, ce qui revient au méme, les Yi soient dans
HM’ autrement dit qu'il existe des mesures Ai € M avec Yi = J/;i(dx) Y(x). Ces

mesures Ai constituent 1l'unique solution du systéme d'équations intégrales :

Bip fe(x) R x €8
N

i

/Ai(dy) C(x,y)
j)\i(dx) f[(x)

et les constantes de Lagrange Bif sont données par :

“ij = ,/:/;\i(dx) C(x,Y) A'-j(dy)

Dans cheque ﬁ;, lt'estimateur universel Ai admet alors la représentation :

Ay =ﬁi(dx) 2(x)

et se calcule numériquement & partir de la réalisation Z(x) = Y(x) + a?fl(x) effec-

(2-DM)

tivement disponible. De plus, la matrice des covariances des Ai est identique & la

matrice p,. des paramdtres de Lagrange du systime (2-DM)
ulJ



E((Li = ai)(AJ - aj)) = uij

Dans le cas général ou les Yi ne sont pas dans HM’ Ai est cependant limite

dans I.2 d'une suite :

A?:‘/}:I; (ax) 2(x) , x’i‘eA

de combinaisons linéaires des 2(x). Ies A;_l constituent une suite d'estimateurs sans
biais dont les variances, décroissantes, tendent vers la variance minimale; mais cette
suite n'est pas nécessairement convergente numériquement pour une réalisation donnée

de 2(x).

2-4 EXEMPIE : ESTIMATION DE L'ESPERANCE D'UNE F.A. STATIONNAIRE

A titre d'exemple, considérons le cas simple ol Z(x) est une F.A. stationnaire
d'ordre 2, d'espérance (inconnue) E[Z(x)] = a et de covariance (connue) C(x,y) =
= C(x-y). Prenons Y(x) = 2(x) - a. Pour estimer a = E[Z(x)], formons 1'estimateur

universel A. L'image A - E(A) = A ~ a de A dans B est 1'élément X vérifiant

<Y(x), X>=p s, VXES

<X,Y1>=1

(Ici, £(x) = 1, et ,-Y1 est 1'élément vérifiant < Y(x), Y1 > =1 pour tout x € S§). Il
en résulte que l'on a simplement :

Y
—L et p= 12 = p3(x)

2 » 2
e, e

SiY, € Hy, soit X, =ﬁ1(dx) Y(x) , A €M, on a alors :

A= ﬂ(dx) Z(x)
dans chaque Ha’ avec une mesure A vérifiant :

_/A(dy) C(x-y) =p , YXES

/A(dx) =1

La condition pour qu'il existe une telle mesure A, & savoir 1l'existence de A1 €M

vérifimtﬁ1(dy) C(x-y) = 1 pour x € S exprime que le noyau C(x-y) admet sur S un
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potentiel d'équilibre. La capacité de S est alorsJ/;1(dx) =

2-5 LE KRIGEAGE UNIVERSEL

Enoncé en toute généralité, le problEme que nous avons & résoudre est le sui-
vant : soit Zo € LZ(Q,G,P) une V.A, d'espérance nulle n'appartenant pas & notre es-
pace H, et soient bz(,e= Oy1y...k) un vecteur (donné) de mk*’. Pour chaque vec-

teur a € Rk+1, nous faiscns correspondre & Zo la V.A. :

_ ¢
Za = Z0 + aeb

¢

* -
(avec des coefficients ayg inconnus) consiste & trouver un élément Y ¢ H vérifiant

On a done E(Za) = aebe. Le probldme du krigeage en présence d'une dérive aef

les deux conditions suivantes :

- * *
1/ Pour chague a € mk+1, 1'image inverse °a1 (Y) de ¥ dans H, est 1'é€lément
* * c
Za =Y + sz .
* N
2/ De plus, pour chaque a € R<'', 1a variance D2 (z, - 2,) = D% (¥" - z,) doit
&tre minimale. (Lorsque la condition 1/ est réalisée, cette deuxidme condition ne

fait plus intervenir le vecteur a).

4
vu en 2-2, que Y appartient & la variété fermée V(b) définie par :

Yev(b)eYeH, <Y,Ye>=be y €=0,1,...k

* -
La premiére condition (Y + aeb €H,, Yace mk*‘) exprime, comme nous l'avons

*
La seconde condition (||Y - Z,minimale) montre ensuite que Y est la pro jection
. .
de Zo dans cette variété fermée V(b), Autrement dit, Y est lt'unique élément de
V(b) vérifiant : '

*
<Z3,-Y,Y¥>=0 Y Y € v(0)

En procédant exactement comme nous 1l'avons fait pour établir le systeme (2-D), on en

*
déduit que Y est 1l'unique solution du systéme :

< Y(x), Y > =< Y(xf, 2, >+ poe(x), Vx€S

<y, v, ot

(2-K)
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(les Yl sont, comme toujours, les &léments de B vérifiant < Y(x), Y"‘> = fl(x) ’
VxES)- |

. :
Iorsque Y € Hy, on a Y =‘j/k(dx) Y(x) avec une mesure A € M vérifiant le sys-
téme d'équations intégrales :

_fk(dy) C(x,y) = <7¥(x), Z, >+ pefe(x) y, VXES

/A(dx) iz - ot

* -
L'image inverse Za de Y* dans chague Ha (c'est-a-dire l'estimateur optimal)

2-K,M)

8'écrit alors, quel que soit a :

z: =‘/;\(dx) z(x)

D'aprés la seconde relation (2-K,M), on a aussi:

4

|
|
}
t

* *
z2, = Y + qzb

Cag particulier : Lkrigeage ponctuel - Si la variable ?a & egtimer est 2(z), valeur en
z f S de 1la F.A. Z4(x), on a : 2Z(z) = ¥(2) + aef (z), et :

(

J< Y(x), 2z, > = C(x,z)

be f&z)

. .
le systéme (2-K,M), par exemple, est alors remplacé par :

.

fh(dy) C(x,y) = C(x,2) + p.efe(x), vxes
(2~13) { y ’
Sran 5= = 252

. 2-6 RELATION ENTRE L'ESTIMATION DE LA DERIVE ET IE KRIGEAGE UNIVERSEL

En 1'absence de dérive, le meilleur estimateur de zo est la projection de Z0

dans H. C'est 1'élément unique YK € H vérifiant les équations du krigeage en 1l'ab-
|

sence de dérive :

(2-14) < Y(x), Yy > = < Y(x), Z,> , VYxE€S

*
Posons alors Y = YK + YD
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et substituons dans (2-K) : 1'élément YD représente la correction que 1l'on doit ef-
fectuer en présence d'une dérive (dont les coefficients ap sont inconnus) pour ob-

tenir un estimateur universel. Il doit vérifier :

< Y(x), Y, > = ptfékx) s, VXESB
2 L 2

y ' >=0D0 -<z°,Y >

(2-15)

£, _.¢
<YD,Y >=D -—<YK

Or ce systime (2-15) est identique & (2-12), & ceci prés que 1l'on a remplacd
bc par be -< YK’ Ye > . Par conséquent, en désignant par !i le vecteur aléatoire

solution du systime (2-D), la correction de dérive YD est

Y

p = Y [l - <y, vhs]

L'image inverse par o, de Yi est 1l'estimateur optimal Ay € ﬁa de la dérive ; celle
de 2z, est donc A bl - Ay <Yy, Y > . Soient Z; = ¢;1(Y’) 1'estimateur cherché et

i
= o~ ; T s * i .
g =%, (YK) 1'image inverse dans H de Yp : la relation Y = Y, + ¥Y,, donne dans H :
* . i i
(2-16) Zy, = Zg- A <Y, Yo>4Mb

Or, 8i 1'on connaissait les vraies valeurs des a5 le meilleur estimateur de
za serait : . '

£

. _ i L
YK+aLb -ZK-a1<YK,Y >+atb

On voit la signification de la relation (2-16) : elle exprime que l'on a le droit
*
de calculer Z, comme si Alfe(x) représentait la véritable dérive a,f (x), et non

une simple estimation de celle-ci. Autrement dit, le krigeage universel colncide

avec le krigeage ordinaire effectud sur les résidus Y(x) - Agfe§x).

Exemple : Krigeage Ponctuel - Soit & estimer 2(z) en z € S. Le systdme (2-K) donne :

<¥(x), Y > = C(x,z) + ﬁtfe(x) , YXES

<y, vls - 240

(2-17)

En 1'absence de dérive, l'estimateur du krigesge YK est la solution de :

< Y(x), Y, > = ¢(x,z) , Yxe€ES

K
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et 1l'estimateur universel (2-16) s'écrit :

¢

2 (z) = 2y - < Y Y > By + byt (2)

Plagons-nous dans le cas ol Ay et YK € H.M. On a :

Ay = ‘/;‘i(dx) [¥(x) + aefe(x)] = ﬁi(dx) Y(x) + ap
i e - 5.

et Yp = ﬁx(dx) Y(x) , Ag € M

avec une mesure )‘K vérifiant :
ﬁx(dy) ¢(x,y) = C(x,2) , Vx€S

On voit que la condition YK € H'M exprime que le probldme du balayage sur S est so-
luble pour le noyau potentiel C(x,y). Ltestimateur cherché se met sous la forme :

(2-18) z*(z) = Acfe(z) +/xx(dx) [2(x) - Ay fi(x)]

Cette relation exprime que 1'on peut prolonger l'estimation Aefe(x) de la dérive &

1l'extérieur de S, et kriger les résidus (& 1'aide de la covariance C(x,y) comme s'il
n'y avait pas de dérive.

2-7 VARIANCE DU KRIGEAGE UNIVERSEL

Désignons par ag ‘la variance D2(Za-zz) = D2(Z°-Y*) associée & notre estimateur

optimal, solution de (2-K). On a :

2 * 2 *2 2 *

o2 = Iz )12 = Y2 + Yz )2 - 2< ¥, 2>
Mais, d'aprds (2-K), S al vérifie

*
<Y, ¥Y>

<z, Y> + p,e<Ye,Y> s VYEH

*

En particulier, en prenant Y=Y , on a :

* *
||Y*||2 = <32, Y*>+pe<Ye,Y >= <2Z,Y >+p.ebg
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Par suite, le variance c% est :

2 _ 2 [ *
(2-19) o = uzou + b7 - <Y, z >

Ye
Par exemple, dans le cas du krigeage ponctuel et pour Y =ﬁ(dx) Y(x) € Hy, on

trouve :

U.[?} = C(z,z) + pefe(z) -ﬁ(dx) c(x,y)

D'autre part, on a vu, en 2-6, que Y* = YK + YD est la somme de 1'estimateur

YK du krigeage sans dérive et de la correction de dérive YD = Ai bi - ‘A‘i < YK,Yi > .,

Par définition de YK’ zo_YK est orthogonal & tous les éléments de H, et, en particu~

lier, & Y, On a donc additivité desvariances

2 _ 2 2

(2-20) oy = og + op
2 2
(02 = Nz, - Y2, o3 = |yyld)

2-8 CAS OU IL N'EXISTE QU'UN VARIOGRAMME y(x,y)

Supposons, maintenat, que la F.A. Y(x) vérifie seulement les hypothises :

E[Y(y) - ¥(x)] =0~

.;. p’[¥(y) - ¥(x)] = v(x,¥)

et considérors, comme plus haut, les F.A. Z(x) = Y(x) + acfe(x), a= (a‘) € (Rk

(£= 1,2y,...k ¢ 1t'indice £-0 est supprimé, car le coefficient a, associé & la
fonction constante £%(x) = 1 est superflu, puisque 1l'on n'étudie plus ici Z(x) qu'a
une constante prés). On peut reprendre les raisonnements précédents & condition de
remplacer B et '}.{f par les egpaces de Hilbert engendrés par les combinaisons linéaires
finiesﬁ(dx) Y(x), /A(x) Z(x) avec A € A, ensemble des mesures & support fini in-
clus dens S vérifiant la condition supplémentaireﬁ(dx) = 0 (moyennant laquelle es-
pérances et variances existent (cf. [3]). On peut aussi se ramener sux cas déja trai-

tés en remplagant Y(x) par Y(x) - Y(xo), pour un x_ € S choisi une fois pour toutes.

°
Cette nouvelle F.A. a une espérance nulle, et admet la covariance :

Clx,y) = - v(x,¥) + v(x,x)) + v(y,x)



Le systime (2-D) est alors remplacé par le suivant :

4

<Y(x) - Yxy) , Y5> = ugp [fe(x) - £%(x,) ]

Z 4
<Y, ¥7>=8

(2-D1)

les Yedésignant les vecteurs vérifiant :

l(x) - fe(xo) , YXE€S

< Y(x) - Y(xo) , Y£> f

L'estimateur universel optimal Ay = Yi +ap<y,, Ye> = Yi + a; vérifie alors
E(ai) = a; ey D"‘(‘bi ﬁ) minimal ¥ b € le. Les paramdtres de Lagrange coincident

encore avec la matrice des covariances des Ai.

DanslecasYieH.M, on a
A = /xi(dx) Z(x)
avec des mesures A; € M vérifiant pour i,e = 1,2y.00k 2

[ ¢
-jki(dy) v(x,y) =npp£(x) +C;, ¥ x€S

/xi(dx) fe(x) = ai(

f}\i(dx) =0

On voit que ce syst;.me ne differe de (2-D,M) que par la suppression des équa-

(2-D',M)

P

tions relatives & Ao [on pourrait rétablir ces équations, et former A, =/;\6dx) Z(x) :
mais la variance de AO serait, en général, infinie]. On a de plus :
_ k
E(Ai)—a.:.L (v a € RY)
(2-21)

E(Al AJ) - ai aj = uij = - ﬁi(dx) AJ(dy) Y(X:)’)

Les résultats relatifs au krigeage se transposent de méme sans difficulté. En
particulier, on a encore le droit de prolonger l'estimation Atfe(x) de la dérive A
ltextérieur de S et de kriger les résidus 2(x) - Aefe(x)comme 8'il n'y avait pas de
dérive. Explicitons seulement les systdmes d'équations du krigeage ponctuel dans
le cas Y* € HM

Pour estimer Za(z),z £ 8, on forme un estimateur de la forme
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2" (2) =/i(ax) z(x)

avec la mesure A € M vérifiant le systéme d'équations intégrales :

ﬁ(x,y) Aay) = y(x,2) - uef!(x) -C , VXE€ES

(2-x") 1 ﬁ(dy) fl(y) = f[(Z)

\/fk(dy) =1
\

La varience de cette estimation est :

02 = Jray) viy2) + uyzbe) + o

*
Elle vérifie encore la relation d'additivité (2-20), avec, comme en (2-18), 2 (z) =

Z;(z) + ZD(z) :

Srglax) 2(x)
Atf[(z) - [agan a; i)

2g(2)

zp(2)

2-9 LE VARIOGRAMME DES RESIDUS

Dans ce qui suit, nous désignons par k(x) l'indicatrice de S (k(x) = 1 pour x € S,
= 0 pour x £ S), et nous désignons par k(h) la mesure de l'intersection de S et de

son translaté par le vecteur h :
K(h) =ﬁt(x) k(x+h) dx

Nous allons établir un résultat qui aura une grande importance dans les problimes

de contr8le des hypotheéses abordés dans la section 3. Plagons-nous dans les hypo-
thdses de la section 2-8 (y(x,y) cornu). Ayant formé 1l'estimateur optimal Agde la
dérive, nous connaissons les résidus 3Z(x) - gefl(x), et nous pouvons construire le

variogramme des résidus :
(2-22) 2 y"(n) = ?(%T ﬁ(x) k(x+h) [2(x+h) - Alfe(xm) - Z(x) + Alf[(X)]zdx

Nous poserons aussi

y(h) = ?TﬁT k(x) k(x+h) y(x, x+h) dx
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(;orsque Y(x,¥y) = y(x+h, y+h) est invariant par translatior, on a simplement
y(x,y) = Y(x—y)). S5i, au lieu des Ap , figuraient dans (2-22) les vraies valeurs
des coefficients ap, on aurait E(}*(h)) = y(h). Mais lé fait que ces vraies va-
leurs inconnues ont été remplacées par leurs estimations Ap va ertralner un biais
irréductible. Calculons, en effet, l'espérance du second membre de (2-22). Comme
les Ae vérifient E(Ae) = ag, on peut supposer ag= o] (ce qui revient 4 remplacer
Z(x) par Y(x) = 2(x) - aefe(x)). Avec cette simplification, cherchons l'espérance

de l'expression :

[2(x+h) - 2(x) - Az(fe(xﬂl) - 28D 12 = e - (012
-2 Al[fl(x-rh) - f[(x)] [2(x+h) - 2(x)]

¢

+ AeAs[ft(x+h) - £5(x)] [£3(x+n) - £%(x)]

Le premier terme a pour espérance 2 y(x,x+h), le troisi2me :

4

by [£5am) - 28] [B(xm) - £2(x)]

les Hpg = Cov (Al’ As) désignant les covariances des Ap - Calculons 1l'espérance
du second terme, et pour celd tout d'abord E[Ae (2(x+h) - 2(x)]. Or, d'aprds (2-D'),

on a ici A( = By Y® avec un vecteur Y® vérifiant :

<Y, ¥° >-= J/;(dx) £%(x)

pour tout Y =.//i(dx) 2(x) avec A € A et d/;(dx) = 0. En prenant Y = 2Z(x+h) - 2(x),

on trouve donc :

E[ap(z(x+h) - 2(x))] = up[£3(xen) - £3(x)]

I1 en résulte qu'au signe prés l'espérance du second terme est le double de celle
du troisi®me. En portant dans (2-22)et en intégrant en x, il vient donec

2 E(x"(n)) = 2 y(n) - s T[h(h) :
(2-23)

Tes(h) = T(%Y /k(x) X(x+h) [f[(‘xm) - fe(x)][fs(x-l-h) - £%(x)Jax

Comme la matrice p est de type positif, le terme p TPs(h) qui représente le
ls s

bigis est toujours positif, et on a toujours

E(y" (1)] < y(n)
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On verra, dans l'application ci-dessous, que ce biais peut &tre considérable. Ce
biais peut &tre ai important qu'il peut inciter (& tort) l'expérimentateur & con-
clure & l'indépendance des résidus. Cet effet est évidemmenf général, et se mani-
feste encore lorsque l'on estime la dérive par ur procédé quelconque (non optimal),
par exemple par une méthode de moindres carrés : il donne & l'expérimentateur 1'im-
pression (erronée) que le phénomdne qu'il étudie se réduit a la simple somme d4'une

dérive et d'un bruit de fond.

EXEMPLE DU VARIOGRAMME LINEAIRE

A titre d'exercice, nous allons traiter explicitement un exemple simple, d'ail-
leurs trés utile dans les applications : prenons le variogramme y(x,y) = lx—yl dans
l'espace & une dimension, une dérive polynomiale axX +..ot ay xk, et pour S le seg-

ment [-R, +R] de longueur 2 R.

Désignons par 6p et &6_p les mesures de Dirac (masse unité) placées en R et en

-R. On a pour tout y € [-R, +R] :

ﬁf[sn(dx) +6_pax)] |x-y| = 1
(a) -
% ﬁéR(dX) -6 p(ax)] |x-y| = -y

De méme, la mesure de densité x sur [-R, +R] (et O & l'extérieur) vérifie la re-

lation :
R P+
p+2 yEB p+2
P - = 2 - _qyP+1 R _a\P+2
(®) \Zl;x Iyl ax = 1yee prr— (1 + (G077 + T (1 +(-1)77)
En particulier, pour p = 0 :
R
(v*) J/P |x—y| dx = y2 . R2
-R
k
Lorsque la dérive est un polynome d'ordre k, Z:: o, &, 1'estimateur optimal \,
n=1

du coefficient &, est de la forme

R
(c) A =A An(dx) Z(x)

avec des mesures A, vérifiant le systéme (2-D',M) :



-ﬁn(dx) lx-y| = Z; Y] ye+ Ch (-R=y=R)
(a) 1 fxn(dx) . 6f

/kn(dx) = 0
"

I1 suffit de comparer la premidre relation (d) & (a) et (b) pour voir que ces mesu-
res hn sont nécessairement des combinaisons linéaires des mesures :

GR + é-R , GR - 6_R

2R 2

, xP ax (p=0y1)00.k=2)

Les deux dernidres relations (d) permettront de déterminer les coefficients de ces
combinaisons linéaires, de sorte que l'on saura toujours former la solution expli-

cite du systime (d) pour une dérive polynomiale de degré k donné.

Par exemple, pour k=1 (dérive a,x purement linéaire) , on doit avoir A,

6-(dx) - 6 . (dx)
- B/ R =R Z(x) = B m);—z(:& . La condition B\/M(dx) x

2

= BR = 1 donne B = + , et notre estimateur (tres simple) est donc

R
Z(R) - Z(-R
2R

A1=

La premiére relation (d) permet, par identification, de déterminer By qui est la

variance de A1 : d'apreés (a), en effet, on trouve
- ﬁf[ﬁn(dx) - 6 _plax)] |xy| = &

D'olu :

- 2 = 41
wyy = DA = 3

Traitons aussi le cas d'une dérive quadratique a,x + a, x2 (k = 2). D'aprds (a) et
(b'), on doit chercher des mesures de la forme :

6, -~ &

_ R ~-R
'}\1 = B —_—
5, + 8
_ R -R
h2 = E ——r— * F dx

Ces mesures vérifient la premidre relation (d). Pour )\1, on a déja /M(dx) =

e )\1(dx) = 0. la condit;on/x A1(dx) = 1 donne BR = 1, soit :
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B =

=

Pour A, on a déja /x kz(dx)

0. Les relations /xz(dx) =0 et /x2 )\z(dx) = 1

donnent de plus :
EF+ Per=0

ER+2FR

1

3 et E = 2 Posant Z

WP =2
D'ou F = SR*

4R

R
%R ‘/I-{ %(x) dx, on voit que les estima-

teurs optimaux sont :

[
1

;= 3 @GR - 2(-m)

» ziz @®) + 2(-R)) - ;%5 2

(e)

-3
0

Cherchons la matrice des covariances pij : il suffit pour celh d'identifier les
coefficients de y et y2 au second membre de la premitre relation (d). D'aprés (a)

et (b'), on a :

6.(dx) - &_o(dx)
- ;R/_R__TL_ vl -
3 /%(dX) - -n(0) 3 /R 2 .3 2
= 2R vl 4r> YR Ixylax - 5p + 4 * i_i’
On a donc : N
P~11 = D2(A1) =1R
(2 {Byp = By = Cov (A,,4,) =0
- p2 _
Hop = D (AZ) = 2§3
~

Calculons maintenant l'espérance du yariogramme des résidus 2(x) - Ax - A, x2,

D'aprés (2-23), nous devons calculer les termes :
R-h
o / n? ax = n?
-R

R-h
2
2 122(n) ?111‘-‘5/ (h2+ 2nx)2 ax = &7 (2r-n)2
A

rTn(h)

3

2'2(n) = 227(n) = o

-
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(avec h 2 0), et on a :

2 2
E[2 v'(n)] = Zh-% -L3 (2 B=h)?
4R
goit
2 3 4
() By ml=n-f + $ 5 -3

La pente & 1l'origine n'est pas altérée, mais le graphe de E[Y*(h)] est une sorte
de parabole aplatie, symétrique autour de h = 2 R (E[y*(R)] = % R, E[y’(zR)] = 0)

Passons maintenant au krigeage universel, et limitons-nous pour abréger aun
krigeage ponctuel. Pour estimer Z(z) en z > R, en l'absence de dérive, on doit

prendre

ZK(z) = Z(R)

et la variance de ce krigeage serait ci = 2(z-R) (on peut vérifier directement que
cet estimateur satisfait au éystéme d'équations du krigeage ordinaire; il est plus
simple de remarquer que, dans le cas gaussien, le processus de Wiener-Lévy dont le
variogramme est y(h) = h est & accroissements indépehdanta et stationnaires). ILa

correction de dérive est ici

- 2 2
ZD(z) = A1z + A2z - A1R - A2R

Posant h = z - R > 0, on a donc
(h) z'(z) = 2(R) + Ah + A, h(2R + h)

D'aprés le théordme d'additivité, la variance o% = D2(Z(z) - Z*(z)) du krigeage est

2 _ 2. .2 _ . 2 2 2

oy = Og *+0p 2h +ip11 h® + p,, b (2R + h)
soit, dtaprés (£) : :
2 3 .4
@ IR SR B

R 4R

On voit qu'elle augmente rapidement avec h. En présence d'une dérive, il n'est ja-

mais possible d'extrapoler loin des données expérimentales : & supposer (ce qui
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n'est pas toujours le cas) que la dérive reste égale A E aefl(x) avec les mémes
coefficients ac qu'au voisinage de S, l'estimation 2: Aafe(x) devient vite assez

mauvaise lorsqu'on s'éloigne de S.

discret - Supposons que l'on connaisse la réalisation de Z(x) aux n+t points x, = ih

(i =0,1,...n) (nous ne plagons plus l'origine des coordonnées au centre des donndes
expérimentales, pour ne pas &tre obligé de distinguer les cas ol n est pair ou im-

pair). On posera L = nh. les mesures v, et

1 v, définies par :

~

v1(dx) £(x)

‘ fvz(dx) £(x)

-

f(n h) - £(o)
n

2. £(im) - B (2 (nh) - ()]

i=o

vérifient (pour y = jh) les relations :

r\fv,(dx) |x - jn|
1

(n-23j)n

- jn~j) n

vy(dx) Jx - jh|

-

Pour estimer a, et 8,9

A= a0 2, b = iy 2o

avec des mesures A1 et kz de la forme :

on prendra donc

A1 = A v1 + B v2

kz =C v1 + D v2

La condition fx A,(ax) = 0 dome C = 0, et ﬁzkz(dx) = 1 domne

6

D= —m—
n(1 - n°) n

Pour k1, on trouve le systéme :

fx A(dx) = Anh =1

2
2 _ .2 2 n(i -n -
x)\1(dx)—h[An +B—(—6—l]~o
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6

D'ol ¢ A=n Y B=m

On en déduit les estimateurs cherchés, soit Cavec Zi = Z(ih))

Z -2
- o 6 1
Ay = nnh * o R Cz-i(zn+zo)>
6 1
Ay = - = [Z2-3(2 +132)
2 h n(n_1)[ 2'°n 0]

(pour n =~ o & nh = L fixé, ces estimateurs s'identifient aux estimateurs (e), comp-
te tenu du fait que 1l'origine n'est plus placée au centre du segment L).

Pour obtenir la matrice des covariances “ia" on calcule les expressions :

—ﬁ1(dx) [ - b = -1+ an" ‘-—53—

n(n -1)
- ﬂz(dx) |x - jn|

et on identifie les coefficients des termes en j et jz, d'ol

u‘f"i\:

‘T‘ﬁT)

rp _ 8n%-1 1
" n(n®-1)
- -_ 5 _ 1
{Fi2= b0 =7 370 2
p = 6 —
22 n(n§-1) n>
\

Erigeage dans le cas discret - Dans les mémes hypothises que ci-dessus, proposons-nous
d'estimer la valeur 2((i+e)h) (0 s € < 1) de la V.R. au point x = ih + €h compris

entre x et Xi0q En 1'absence de dérive, l'estimateur optimal serait :
Zg(x) =€ 2;,, + (1-€) 24

[comme ci-dessus, on peut le vérifier directement, ,ou déduire cette expression de
la propriété markovienne du mouvement brownien]. Effectuons la correction de dé-

rive, en utilisant les estimateurs A, et Az. On trouve :

1
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2 (x) = e[z, - A(1+1) 1 - a,(1+1)2 n?] +

+ (1-€) [Zi - Ajdh - A

2, 2 . . 2.2
,ih 1+ A (i+e)h + A, (i+€) n

En développant, on constate que le terme en A1 s'évanouit, et l'estimateur du kri-

geage universel (en présence d'une dérive quadratique) se met sous la forme :

Z*(x) =€ %3, * (1-€) Z; - A n e(1-€)

i 2

Avec y(h) = |h|, la variance ci du krigeage zK sans dérive est :

o% =2 e(1-€) h

La variance du terme correctif en présence de dérive est :

2 2
og = n* e2(1-¢)? D2(A2) = é;%;%fffl— h

Le théoréme d'additivité donne ensuite la variance du krigeage universel :

2 2
ct2’ = 2 5(1_3)}1 + EE_L%-_E)_

n(n“-1)

5i le variogramme est o h, cette variance est évidemmert multipliée par =.
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SECTION 3

ESTIMATION DES PARAMETRES ET CONTROLE DES HYPOTHESES

3-1 DIFFICULTES DE CES PROBILEMES

Nous avons déja souligné 1l'extr€me importance pour les applications des problé-
mes que pose la vérification de 1l'hypothdse que 1'on introduit en choisissant une
expression mathématique particulidre pour la covariance ou le variogramme, ainsi que
la détermination des paramdtres essentiels dont ces expressions dépendent. Nous al-
lons nous heurter & deux sortes de difficultés, les unes techniques, les autres

(peut-&tre beaucoup plus graves) méthodologiques et conceptuelles.

En premier lieu, 1'inférence statistique est plus difficile pour les F.A. que
pour les variables aléatoires indépendantes que manipule la statistique usuelle. On
voit surgir de tous c8tés des biais dnormes dont notre intuition, formée & 1'école
de la statistique usuelle, ne nous faisaient méme pas prévoir 1l'existence : on en a
déja rencontré un exemple dans la section 2-9, on en trouvera d'autres ci-aprés et
en Annexe 4. Toutefois, il ne s'agit 1A que de difficultés techniques, que 1l'on peut
toujours résoudre, en principe, si 1l'on dispose de la patience et des moyens de cal-
culs nécessaires. C'est & certaines de ces difficultés que nous comsacrons cette

gsection 3.

Plus graves, peut-€tre, sont les difficultés méthodologiques, lides & une cer-
taine ambigulté de la notion de dérive. Il ne s'agit pas ici de difficultés mathéma-

tiques : dans le cadre des hypothdses faites dans les sections 1 et 2, les probléimes
sont théoriquement bien posés et nous en avons construit la solution. Mais le con-

tenu physique de ces hypothéses est parfois difficile & préciser,

Rappelons ces hypothéses : tout point X, admet un voisinage V sur lequel la

dérive est bien représentée par une expression de la forme

k
m(x) = a, + E aLfe(x)
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Sur V, la F.A. Z(x) - m(x), d'espérance nulle (ou dont les accroissements ont une
espérance nulle), admet une covariance C(x,y) G)u un variogramme Y(x,y)) que l'on
peut supposer connu (moyennant la résolution des problimes techniques posés par 1'in-
férence statistique). Enfin, l'ensemble S c V des points expérimentaux contenus dans

V est assez riche pour permettre le krigeage et l'estimation des ae .

Nous avons déja souligné le caractére relatif de ces hypothdses, et combien elles

sont liées au choix d'une échelle de travail. Selon que le voisinege V est pris plus

ou moins grand, certains traits structuraux du phénomdne seront pris en charge par
la dérive ou par lz covariance. En pratique, pourtant, le choix de V est le plus
souvent & peu prés imposé : on prend pour V le domaine le plus grand possible (pour
qu'il contienne beaucoup de points expérimentaux) qui conduise & un variogramme ex-
périmental des résidus conforme au E['v*(h)] théorique du schéma que 1l'on a adopté.

Si le schéma théorique comporte une covariance, et si la portée de cette covariance
(distance a partir de laquelle les corrélations deviennent négligeables) se trouve
&tre inférieure aux dimensions de V, l'estimation des a ), ¥y compris celle de la
constante a,, sera possible dansAdes conditions acceptables. Mais si cette portée
dépasse les dimensions de V - ou bien si elle est infinie, c'est-a-dire s'il n'existe
qu'un variogramme y(h) - l'estimateur Ao de la constante a, prend une variance trés
grande, ou méme infinie. Dans ces conditions, 1l'expression AO + 2;. A{ft(x-) n'a plus
qu'un rapport lointain, ou méme pas de rapport du tout, avec la"vraie"dérive m(x)

(si tant est que, dans ce cas, il soit possible de parler de vraie dérive). Les va-
rietions locales Cpa.rtie ﬁ Alfz(x)) de cette expression ont des chances d'&tre
confermes aux variations 1£:ales de m(x), mais le "niveau général® (Ao) représente
alors plutét une "moyenne mobile" des données disponibles dans V que le "vrai" ni-
veau général a, de m(x). A la limite ou l'on a un variogramme, mais pas de covariance,
ce niveau a, est non seulement indéterminable, mais méme réellement indéterminé (puis-
que m(x), comme la F.A. Z(x) & accroissements d'ordre 2, n'est définie qu's une cons-
tante prés). Si 1l'on attribue & la dérive le sens simplement pragmatique d'une sorte
de moyenne mobile (le niveau général est plus élevé en tel point qu'en tel autre)
1t'expression A+ E Aef (x) est peut-&tre utilisable (encore qu'il soit sans doute
préférable de lui substituer une vraie moyenne mobile estimée par le krigeage). Mais
s8i 1'on espére déduire de la dérive estimée des informations sur la structure des
mécanismes qui ont engendré le phénomdne - on risque de ne recueillir que des arte-

facts. L'exemple du mouvement brownien (sans dérive) le montre clairement [4] :
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ce processus ne représente rien de plus que l'effet:lcmnulatif de.petits mouvements
aléatoires indépendants. Il possdde un variogramme y(h) = |h|, mais pas d'espérance
a priori. Il ne comporte aucun mécanisme régulateur qui ‘tendrait & faire revenir la
prarticule au voisinage de sa position initiale, de sorte que les réalisations de ce
processus montrent toujours de magnifiques exemples de pseudo-dérives parfaitement
aléatoires. Les techniques d'estimation de la dérive (y compris nos estimateurs op-
timaux) lorsqu'on les applique & une telle réalisation réussissent, malheureusement,
beaucoup trop bien : elles donnent de trds belles dérives, mais il ne s'agit que d'ar-
tefacts (puisque la "vraie" dérive est nulle par construction, et que les mécanismes

aléatoires qui provoguent le mouvement brownien n'ont ni structure ni orientation).

On notera que ces difficultés ne concerment que la dérive elle-méme. L'estima~-
tion d'une valeur ponctuelle, ou d'une moyenne mobile - c'est-a-dire le Xrigeage -
est toujours possible dans des conditions & peu prés acceptables. (Celd provient du

fait que le krigeesge universel intdgre l'effet de la partie mobile F alf {(x) de
, =)
la dérive, mais ne dépend pas de la constante ao). '

|
Nous allons passer, maintenant, & la partie technique de cette section. Nous

traiterons d'abord le cas le plus simple ol le seul paramétre & estimer est un fac-

teur w (section 3-2), puis le problime plus difficile de 1l'estimation d'un paramdtre

essentiel (section 3-3). Nous terminerons par deux exemples : variogramme en 1

et covariance en e~°T,

3-2 ESTIMATION DU FACTEUR =

L'hypothese la plus simple que l'on puisse avoir & tester est celle d'un vario-
gramme de la forme

(3-1) Y(x,y) = @ v (r) (r'= |x-y|)

avec une forction 'yo(r) connue (par exemple, yo(r) = r) et un facteur = & ajuster.

On notera que (3-1) implique une hypoth®se d'isotropie (du moins si le facteur @ n'est
pas considéré comme une fonction du vecteur x - y) ; plus exactement, (3-1) implique
que les anisotropies éventuelles seront prises en charge par la dérive, et ne se ré-

percutent pas sur le variogramme. Il est facile de tester cette hypoth®se. On a vu
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que les estimateurs optimaux de la dérive (systime 2-D), dans une telle hypothse,

ne dépendent que de Yo(r) et non du facteur w. On peut donc les former, construire
le variogramme expérimental des résidus et le comparer & l'éxpression théorique

© E[Y: (n)], formule (2-23). Cette méthode permet & la fois de tester 1'hypothise

et d'estimer le facteur m.

En pratique, on effectuera non pas une seule, mais plusieurs déterminations du
variogramme expérimental dans plusieurs domaines Vi, V2... égaux et disjoints, et
c'est la moyenne de ces variogrammes expérimentaux que l'on comparera & E[Y:(h)] :
on en déduira une confirmation de l'hypothése (3-1), et une estimation de la valeur

moyerme de w.

Si les points expérimentaux sont alignés sur des courbes & peu prés rectilignes,
on prendra sur ces courbes un certain nombre de segments de méme longueur L = 2 R et
de méme direction 6. Pour chacun de ces segments, on effectuera la correction de dé-
rive et on construira le variogramme des résidus. On prendra la moyenne Y*(h) de
ces variogrammes expérimentaux ét on la comparera A o E[Y:(h)] (par exemple, pour
y:(h) =r, & wlh - g—%g + 2—%2 - 2; ], d'aprés 2-10). Il faudra vérifier que le
coefficient w ainsi ajusté ng varig pas trop avec la direction 0 des lignes. Enfin,
on exécutera cette opération pour diverses valeurs croissantes de L : la valeur Ib
au deld de laquelle l'accord cesse d'&tre bon fixera les dimensions du voisinage V

sur lequel il convient de travailler.

Cette méthode ne permet d'estimer qu'un facteur w moyen. Si 1l'on désire esti-

mer la valeur locale m(xo) au voisinage V(xo) d'un point x,, on pourra utiliser la

variaence expérimentale des résidus : on estimera la dérive Af a partir des données

disponibles (ensemble S c V(xo)) et on calculera :
g2 = 1 /[Z(x) - A ((x) - m]2 dx
5 4 &

(S, mesure de l'ensemble S, m = % 4Z(x) - Alfl(x)] dx

Par un calcul analogue & celui de la section 2-9, on montre que cette variance

expérimentale a pour espérance :
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B(s%) = 4 S w5y ) an = o - 30 ézﬁ(h)wes(h)

(k(h) = J/}(x) k(x+h) dx, si k(x) est l'indicatrice de S; o2 est la variance
des vrais résidus Z(x) - atfl(x) : on voit que 82 est un estimateur biaisé de 02).
On en déduit l'estimateur :
* 2

8
-1 ) Ely
szfx(r) [v ()] an

[~)

On peut aussi utiliser des méthodes plus élaborées, (par exemple, maximum de

vraisemblance), mais nous n'insisterons pas sur ce point.

3=3 ESTIMATION DE PARAMETRES ESSENTIELS

Traitons maintenart le probléme de l'estimation d'un paramdtre essentiel (par

a~1 -ah).

exemple, paramdtre o d'un variogramme w r , paramdtre a d'une covariance = e

Les opérations doivent se dérouler en deux étapes.

1/ On choisit un estimateur sans biais (qui ne sera pas évidemment pas optimal

en général) de la dérive, en prenant par exemple :

(3-2) Ay =ﬁ{(dx) 2(x) (€= 1,2,...%)

avec des mesures Al a support dans S vérifiant :

/Ke(dx) =0
fxc(ax) £5(x) = 5€S

On note qu'il n'est pas nécessaire de former un estimateur ko de la constante a

(3-3)

o
(puisque 1l'on travaillera sur des variogrammes), de sorte que la méthode est & 1l'abri

des difficultés signalées en 3-1. #vec ces estimateurs Ae de la dérive, on construit
* i
la variogramme des résidus y (h) dans plusieurs zones V,, V2,..., on en déduit un va-

riogramme moyen et on le compare & son espérance o E[y: (h)] calculéde dans 1'hypothdse

ol le vrai variogramme est = Ya(h) (a est le paramétre & estimer). Pour ramener 1l'ef-
fet dqu facteur inconru » & une translation verticale, on construira les courbes

*
E[ya(h)] en portant en ordonnée une échelle logarithmique : une comparaiscr directe

*
de la courbe expérimertale avec le réseau des E[Ya(h)] construites pour diverses
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valeurs de a permettra de chcisir o et om.

2/ Ayant choisi a, on recommence l'opération en prenant cette fois pour AP
l'estimateur optimal de la dérive (bptimal pour Ya(h)), et on doit vérifier que le
nouveau variogramrs expérimental des résidus est conforme & son espérance (ﬁui est

cette fois donnée par la formule (2-232).

la mise en oeuvre de la premidre pertie de cette méthose suppose que l'on soit
capable de calculer, pour un variogramme y(h) donné, l'espérance du variogramme expé-
rimentai des résidus obtenus & partir de l'estimation (3-2) non optimale de la dérive.

Clest ce prcbléme théorique que nous allons traiter.

Désigrens par k(x) 1'indicatrice de S, par K(h) =.j/k(x) k(x+h) dx lez mesure
de S et de son translaté par h. Ie variogramme expérimental des résidus est :
£

2 Y (h) = frﬁy k(x) k(x+h) [Z(x+h) - 2(x) - Ly (x+h) + Aefl(x)]z ax

Les Ae constituent l'estimateur sans biais (bier que non optimal) défini en
*
(3-2) - (3-3). Nous pouvons donc calculer l'espérarnce de 2 Y (h) en supposant ap =

= E(Ap ) = O. Nous voyons apparaltre trois termes :

i}

B2 v ()] T, - 27T +7T

o] 2

Le premier est manifestement

=]
1

2 y(h)

Les deux autres représentent le biais. Ils se mettent sous la forme :

T, = i%FT k(x) k(x+h) T,(x;h) dx

(3-4)
T1(x;h) = [fe(xih) - fe(x)] E[A& (}(x+h) - z(xz)]

[T2 T Hps Tgs (h)

G-5)  {1Pm = gy feeo k) [2fom) - 2401065 - £5(0] ax

kpg = Cov (Ae, Ag)

\
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Cas

Le terme T2 est identique & celui qui figure en (2—23), a4 ceci prés que les Bog Te-

rrésentent les covariances des estimateurs non optimaux (3-2). On a évidemment :

(3-6) Bes = —/f‘r(x—y) Aglax) A (ay)

et le calcul de T2 ne pose pas de difficultés particuliéres. Comme AZ n'est pas
optimal, la simplification T1 = T2 ne se produit pas, et il faut calculer A part le

terme T1. De :
ap [2(x+n) - 2(x)] = (2(x+n) - z(x)) ﬁe(dy) 2(y)

on déduit d'abord, en passant eux espérarnces :
(3-7) E[ag(Z(x+n) - 2(x))] =ﬁg(dy) [v(x-y) - v(x+n-y)]

En portant cette expression dans (3-4), on en déduit ensuite T1(x;h) puis T,.

ol S est un segment de droite (-R,_ +R)de longueur 2 R - Le cas ol les domnées expé-

rimentales s'alignent sur des courbes & peu prds rectilignes est particulidrement
favorable & l'application de la méthode ci-dessus. ‘En procédant comme indiqué en
3-2, on peut méme mettre en évidence une anisptropié éventuelle du facteur w. Pour
obtenir un estimateur sans biais (3-2) de la dérive & partir des données disponibles
sur un segment (-R, +R), le plus simple est d'utiliser l'estimateur obtenu en 2-10

(qui est de plus optimal si par hasard le variogramme est lindaire).
Pour une dérive purement linéaire (aix), on prendra donc :

(3-8) A = 45 [3(R) - 2(-R)]

Pour une dérive guadratigue (a1x + a2x2), on prerdra :

4 = 35 [2(®) - 2(-8)]

(3-9)
3

‘ 2R2

S]]

A

=25 [3(®) + 2(-R)]
4R

c'egt-a-dire :
8, - &

Ay (ax) R

(3-10) \

A (d = &, - 8_5] - da -R R
oax) = =25 oy fRJ :ﬁ,x (-R < x < R)

R -R

i
i
I
|
|
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Explicitons le calcul dans ces hypothdtses :

Calcul de T De (3~6), on tire sans peine :

5 *

2 1

( = D%(4,) = v(2R)
By 1 oRC

(3-11) { P12 = by = Cov(A1, Az) =0

bop = DA(A,) = 3193 (4 x(2R) - 2 F(2R) - v(2R)]

-

avec les fonctions auxiliaires x et F définies comme suit :

h
ﬂ-_[ y(x) dx

h
fa [ xx(x) dx = i—z ‘o/h(h—x) v(x) dx

2
Pour une dérive purement linéaire, on trouve 1, = g—z v(2R). Pour une dérive qua-
2R

x(h)

F(h)

dratique, avec les Teg(h) calculés en 2-10, on trouve :

2
(3-12) 1, = :—RE ¥(2R) + 27 n2(zR - w)% [4 x(2R) - 2 B(2B) - ¥(20)]

Passons au calcul de T, - De (3-7), on tire :

1

E,(x,h) = E[A1CZ(x+h) - z(x)] = %R [v(B-x) - y(R+x) - y(R-x-h) + y(R+x+h)]
Ey(x,h) = E[A2(2(x+h) - Z(x))] = :iﬁ [v(R-x) + y(R+x) - yY(R-x~h) - y(R+x+h)]

R
- -ﬁg A [¥(x-y) - v(x+h-y)] ay

Dtaprés (3-4), on a ensuite ( h > 0) :

R-h
T, = §1§:h A [h E,(x,h) + h(h+2x) Ey(x,h)] ax

Apr®s quelques manipulations un peu longues mais sans difficultés particulidres on

trouve (dans le cas de la dérive quadratique) :
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, |
2R 2 5,2 |
Yewmnd, FE 3 edne -2l
(3-13) ;
1 Teb_ 382 _38% __m 2
. h_3n2_ . .
R [4 R~ 5 53 5 ;3 z p z°] y(z) dz

Dans le cas d'une dérive simplement linéaire, on aurait :
J,QR 2R-h
==1l_ B -
T, = 55 g R[h v(z) dz _/o‘ Y(2) dz]

Connaissant T1 - formule(3-13), et T2 -~ formule (3-12), on en déduit, dans le cas de

la dérive quadratique :
(3-14) 2By (W] =2ym) -2 41,

Nous allons appliquer ces résultats & deux cas particuliers.

|
3-4 EXENPIE D'UN VARIOGRAMME EN r®! !

}
Nous supposcns les données 2Z(x) disponibles sur l'intervalle (-R, +R), et nous

allons traiter le cas d'un variogramme y(h) = :=||h|u_1 avec 0 < < 2. Lacas a = 2

correspond au variogramme linéaire étudié en 2-1C. Pour a = 1, un passage & la limi-

-1
te sur a—1-1 conduit au variogramme de Wijsien y(h) = log h. Pour a = O, enfin, un
a—~1
passage & la limite sur r(a) donne la mesure de Dirac (bruit de fond, ou effet de
2

pépite pur) : dans ce dernier cas, on doit retrouver les estimateurs des moindres
carrés (cf. Annexe 3). Pour a < 1, le facteur o doit &tre pris négatif. On a alors
une covariance du type C(h) = - y(2) = |h|®*' gqui est une mesure et non plus une

fonction : le systime représente alors une mesure aléatoire, et non plus une F.A.,

ce qui n'a d'ailleurs aucune espice d'incohvénient (i1 suffit de régulariser cette
mesure aléatoire par une fonction continue de support trés petit pour retomber sur
une F.A.). ‘

|
|
Formule de Landkoff - Pour |y| < R, 1'intégrale '

R a=1 T
(3-15) 2= ax = __ . (0<a<2)
-R — 2) % in Wa :
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est constante et indépendante de y. On démontre cette formule [2], en effectuant
une inversion de centre y. Cetie formule de Landkoff montre que la mesure de den-

-a
sité (R2-x2) 2 sur (-R, + R) réalise le potentiel d'équilibre pour le noyau Ix—yl"‘-1

et 1'intervalle (-R,+R). Par des calculs analogues, on montre que les intégrales :

R a1
i -, ik o

(R =x )% -n
1 ( ) /R x| x- a-1 N
y) = b4
2n-1 c o
-R (Rz_x2)1+ 5 n

se réduisent respectivement, sur (-R, +R) & un polynome pair de degré 2n en y et a
un polynome impair de degré 2n-1. Comme nous n'envisageons de traiter qu'une dérive

quadratique, nous n'expliciterons que Iz(y) et 11(y) : pour -R<sy <R, ona:

( R -2 a-1
/ x(R%x?) 2 |xy| ax=-Le=LIL
“R sin —%1
(3-16) R -2 a-1 n(-2%
(B 2 |xy] ax = = (B2 + (a-1)y?)
~R sin 5"

Ces formules (3-15) et (3-16) vont nous permettre ds former l'estimateur optimal de
la dérive. Nous pourrions méme (mais celd sera inutile ici) résoudre les équations

da krigeage universel & partir d'une autre formule de Landkoff :

R 3
2 .2 a-1 a=-1
/ _L_____)_Z =R Ix—yl dy = ——rr |x—z| (z > R)
-R ;.2 2% sin ILG&
(8°-y)Z |z-y| 2
[+

P a/2 2 o, 2 -1
qui montre que la mesure de densité (z-R°) {(R°-y°) |ly-z| résoud le probléme

du balayage pour 1'intervalle (-R,R) et le noyau Ix-yla—1.

Estimation optimale d'une dérive quadratique

Les mesures A A, vérifiant la premiére équation (2-D) :

17 "2

R 2
a=-1
(3-17) -_/_; A(ay) lx-=y| ay = 51 bt «L s ¢y (i=1,2)
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sont, d'apreés (3-15) et (3-16), des combinaisons linéaires des mesures de densités :

a a a
-8 - 1- &
(R2-x2) 2 , x(R2-x2) e ’ (R2-x2 2.

Les conditions habituelles :

ﬁi(dx) =0

fx’)\i(dx) = 65

permettent de déterminer les coefficients de ces combinaisons linéaires, et l'on ob-

tient ainsi les estimations optimales :

R <
1 BJ/ﬁ x(RZ-xz) 2 (%) ax
-R

Lad
n

(3-18)

R _a R - &
D/ (BP=x2) 2 z(x)ax + 7/ (R%-x®) 2 2(x) ax
-R -R

A

avec des coefficients B, D, F donnés par :
r(1 + 2%
r (1-3)

r(z2 + 252) Ra—3
r (1- %)

r*3

A a3k

r(z + 2%5)

g%

o]

1]

|
3

r (e- %)

(f(x) désigne la fonction eulerienne habituelle).

les covariances “ij = Cov (Ai,Aj) s'obtiennent facilement en portant les expressions
de ces mesures A1 et Ke dans le premier membre de (3-17) et en identifiant les coef-

ficients de x et de x2. Tous calculs faits, on trouve :

2La-1) ¢ (g r(1+ 5% 3

SRS o
(3-19) Byp = Hpy =0
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La Table I donne les valeurs numérigques de B, D, F, Ba et By €n fonction de a. Pour
a < 1, ces formules donnent des valeurs négatives a Beg et p2'2, mais le facteur @ du
variogramme w r® 71 est négatif pour a < 1, de sorte que les variances D2(A1) et D2(A2)
sont positives.,

Pour a = 2, on peut vérifier que (3-18) et (3-19) redomnent les résultats déja

a=-1

obtenus en 2-10 (variogramme linéaire). Pour A = 1(passage & la limite ru_—"l -

log r) on trouve les formules du cas de Wijsien y(h) = log h. On peut faire directe-
ment a = 1 dans (3-18). Pour les covariances (3-19), il faut au préalable effectuer

la division par a-1. Il vieat :

(., LR}J%L

f _(_2_2—_Rl z(x) dx

L

2 — — =
Bpe =78 0 B2 T Hp =0 By fl

a-1
Cas a = 0 : effet de pépite,_ou bruit de fond - Pour a — 0, = 3 tend vers -§
2

(mesure -de Dirac). Ies estimations (3-18) coIncident dans ce cas avec celles de la
méthode des moindres carrés (cf. Annexe 3). Pour les covariances, il convient de
diviser (3-19) par I‘(%) avant de faire a = 0. Nous examinerons leur signification

dans 1'annexe 3. On trouve ainsi :

[ R
A, ;ig ‘/l;x Z(x) dx

R R
2 -811{ Z;Z(x) dx+$g[1;xzz(x)dx

45
By, = —15 Bop = Bpy =0 Boo =
11 2R [ ¥ 21 ’ 22 BRS

>
]

Le variogramme des résidus (pour les estimations optimales ci-dessus) admet une espé-

rance E [y*(h)] que 1l'on déduit facilement de (2-23) et des résultats ci-dessus. On

trouve :
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. 2 2
(3-20) E[y"(n)] = n%' - g2 éE'T“l n(® r(1+H[2 %z +(15%) (1+ 255 iz(z- 5)2]

v

Cette formule a ét¢ tabulée pour diverses valeurs de a« (Avaque I. N.B./ce n'est pas
cet abague que l'on doit utiliser pour estimer o dans la phase 1 de la section 3-3;
on peut l'utiliser dans la phase 2, lorsqu'a est d&ja déterming, pour tester le va-

riogramme des résidus optimaux)

Estimation du paramétre a - Lorsque le vrai variogramme est r“"’1 et que 1'on utilise les

estimateurs (sans biais, mais non optimaux) écrits en (3-9), le demi-variogramme des ré-

sidus expérimentaux a pour espérance :

(3-21) Ey' ] = n*' -z e fT,

On calcule T, et T, par les formules(3-13) et (3-12). Cela donne :

T = 1 (4 h _3 22) _(_M . 3 h2 !2321+a_h1+a _ 3 LQR) 2+a_h2+a
vt a* R 24 2R-h 283 (2R-n)(1+a) 2R3 (2+a) (2R=h)
2 2 1+Q a+2
- - l(sh_3h %=1 . 3h° (2R-h)""%  3n (2R-h
(3-22) z (45 - 332 (2rn) +QR3'(_‘*-‘)’_+%7L—H)2_

2 2 2
_ a-1 r h% 3-a) h7(2R-h
T, = (2R) 71 [ o2 %%H—a—} _LI—)_R ]

La tabulation de ces formules (3-21) et (3-22) permet, dans les applications, d'es-

timer les paramdtres a et @ [voir abagque II]

EXEMPLE D'UNE COVARIANCE EN e~ah

Dans les mémes conditions que ci-dessus (données disponibles sur 1'intervalle
(-R,+R), traitons le cas d'une dérive quadratique et d'une covariance = e"a'lhl -

c'est-a~-dire d'un variogramme

v(h) = o[1-e"2lBl}
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Pour & treés petit (et @ a fini), on retombe sur le cas du variogramme linéaire de la
section 2-10. Pour a trés grand, au contraire, on retombers sur l'effet de pépite

déja rencontré en 3-4. Nous ferons les calculs avec w = 1,

Les relations snivantes, valables pour -R < y <R:

%/’[GR(dx) + é_R(dx)]-e_alx-yl = e-a‘Rchay

R
;alx-yl,, _2_2 e
f e ax = & a © chay

montrent que la mesure Yo & support dans [-R,+R] définie comme suit :

=8 1
(3-23) voldx) = Fdx + 4 (5 + 5_p)
vérifie 1'équation intégrale :
(3-24) fvo(dx) emelxyl _ 1 (-R<sy <R)

Cette mesure Vo réalise donc le potentiel d'dquilibre sur (-R,+R) pour le noyau

exponentiel e~ 2 |x-y1 .

Estimation de.l'espérance d'une F.A. stationnaire dont la covariance est C(h) = e'lhI H

*
comme /vo(dx) = 1 + aR, la formule (3-23) montre que l'estimateur optimal m = A,

de l'espérance m = a  de cette F.A. (connaissant la réalisation sur (-R,+R) est :

*  aR = 1 Z(R) + Z(-R)
m o= TR 2t TR 2

L2 % g

Dm) = 3R

R
(z = ﬁ f Z(x)dx est la "moyenne empirique"). Pour cette mfme F.A. stationnaire
R

(d'espérance inconnue) le meilleur estimateur de Z(z), z > R est la solution des
équations du krigeage universel dans le cas ol il n'y a qu'une fonction de dérive,

soit £(x) = 1. En 1'absence de dérive (a4 m = 0 connue), on aurait ZK(z) =

= e‘a(Z_R)Z(R), 4 cause de la propriété markoviemne de la covariance exponentielle,

et 02 = 1 - e728(2°R) B orrectuant 1a correction de dérive, on voit que 1'estima-



teur du krigeage universel est :
* ~a(z— wal(z- *
Z2(z) =e a(z-R) Z(R) + [1 - a(z P‘)]‘m

et le théoréme d'additivité permet de calculer la variance :

Dz[z*(z) -zZ(z)) =1 - e-Za(z-R) + [1 - e-a(z-R)] D2(m*)

Estimation optimale d'une dérive quadratique.

On peut résoudre les équations (2-D) dans le cas ou la dérive est un polynome

de degré n quelconque. Nous nous limitons ici au cas d'une dérive parabolique a, +

+ax + a2x2. les mesures vy et v, concentrées sur [-R, +R] et définies par :

_ e 1+8R (s _
vi(ax) = 3 x dx + 5= (85 6‘3);
(3-25)
v,(dx) = % x%ax + {;2 (1 + aR + -12; a’ %) (65 + 8_g)

vérifient, pour -R < y < R, les relations :

A~
R
Avl(dx) e—alx—yl =y

R .
/ Vz(dx) e-alx—yl = ya + %
L -R a

R
Les estimateurs A, = / hi(dx) 2(x) sont optimaux si les mesures Ay (i =0,1,2)
LR .

(3-26) 4

vérifient le systéme habituel : !

[ R 2 |
-[ hi(dx) e'&lx-yl = fZ=‘:3 Bip )'L (-R =y s R)
(3-27) { :
R
‘/_; A;(ax) <t - 51‘ (1,€ = 0,1,2)
\

(3-24) et (3-26) montrent que les solutions de ce syst®me sont des combinaisons 1li-
néaires des trois mesures Vor Vyr Vo, - Ies secondes relations (3-27) permettent de

déterminer les coefficients de ces combinaisons lindaires. Enfin, le calcul explicite
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du premier membre de la premidre relation (3-27) permet ensuite de dé&terminer les
covariances Big en identifiant les termes de méme degré en y. Ces calculs sont re-
lativement longs, mais sans difficulté aucune. Nous n'en reproduisons que le résul-

tat.

Les estimateurs optimaux de la dérive sont de la forme :

R
o ten g [ a0 a2 o)
R
o) A a -y fxaw an e w AR AR
R
A, =EZ+P L _szz(x)dx+1w*'ﬂ2’é—z('—Rl

\

avec des coefficients C, D,...F' donnés par :

3 1+&R+%82R2+%33R3
C =
2 1+aR+232R2+1—15-a3;5
1+-1-aR
D=-2a? -
4 1+&LR+332H2+—1--331;r
5 15
: 1+ aR + & a%8%
pr= o1
2 1+a.R+2a2RT+1 83R3
5 15
a2
B =
1+a.R+—;-32R2
B' = 1 _+ aR
R(1+a.R+%32R2)
1+aR+l252R2+-&a3R3
E=-—3—
2R2 1+aR+§a2R2+-1—35R3
5 15
2 1 + aR
P =22 3 3
4R 1+aR+ga2R +-1—a3R
5 15
1 .22
1 aR + = a“R
F':-—L + +3a
2R2 1+a.R+-§a‘2R2+1—58.3'}13

Les covariances By

j = Cov (Ai Aj), de leur cdté, sont :
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1+%a.R+-2%a232
Poo = 2722 . 1 33
i+ aR + e R™ + 15 a’R
(3-29) Pot = Hyg = Bypg T By =0
1+§B
n Moy = - 28 s
20 02 4 1+ aR + £ asz + ajﬁs
5 15
By = 2
t R(1 + aR + a°R® )
3a 1 + aR
ho. =
22 4R3 1+ aR + % 82R2 + %3 ajﬁj

Pour a trés petit, (3-28) redonne les estima‘eurs de la section 2-10, et, apris di-
vision par a, (3~29) donne les covariances correspondantes (sauf Boo Qui devient in-
fini, conformément & la régle générale que nous avons déji rencontrée. Mais 1'esti-

mateur Ao' bien que sa variance soit infinie, reste parfaitement défini : on trouve

a=% Z-1lam + 2(-n)]

Pour a treés grand, au contraire, on retombe sur les estimateurs des moindres carrés

déja rencontrés en 3-4. (voir aussi Annexe 3)

le variogramme des résidus (optimaux) - Avec les valeurs ey et Boo calculées ci-des-

sus, la formule (2-23) montre que le variogramme des résidus (Z(x) corrigé de 1'es-

timation optimale de la dérive) a pour espérance :

* 2
(3-30)  Ey®]=1-e -3 0%y, 3(2rn?]

2 3
(formule représentée par 1'abague [1]).
Estimation du paramétre a - En vue de 1l'estimation de a, donnons l'espérance du vario-

gramme des résidus non optimaux, calculds & partir de 1l'estimation non optimale

(3-9). On trouve :

(3-31) Elv'(n)] = 1 -e® _p 4
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avec des termes T, et T, qui se déduisent de (3-13) et (3-12) :

2 _-ah _ _-2aR 2 '
_ ] h_3hc e e 3_h -ah _ -2aR
Ty = - = (45-3 B +5 23 [(1+ah) e (1+2aR) e ]

2,2
_ %[(Hah . a2h ) e _ (1226 + 2a2R2) o~2aR]

a’R
1 b _3 _n% 3- e~a(2R-h) 5 2 [ -a(2R-h)
+ 2R~h (4 i - 2 ?) a - 2 aTRz 1 - (1+ a(2R—-h)) e ]

- —293 [1 - (1+ a(2R-h) + 8—2@)—2) e~@(2R-h)y
a’R

et :
h2 3 h2§ 2R—h}2
T2 = 2? Y(2R) + 8 = [ 4 x (2R) - 2F (2R) - Y(2R)]

y(h) = 1 -e

x(n) = 9__;5.@

. 2
F(h)=—§hj[1-ah+%-e'ah]
a

La formule (3-31) est représentée par 1l'abaque V



(A-1,1)

(A-1 72)

(2a-1,3)

(A'1y4)
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ANNEXE 1

COMPARATSON AVEC L'ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Dans le cas gaussien, 1'ensemble S ol les données sont disponibles étant fini,
1'estimateur du maximum de vraisemblance coIncide avec 1'estimateur optimal de la dé-
rive défini en 1-1, En effet, soient Za (a = 1,2,...n) n variables gaussiennes, °aﬁ

leurs covariances, Baﬂ la matrice inverse des UGB’ et soient enfin :

n =Ez) = L. a; £, (1 = 0y1,.4.Kk)
leurs espérances, avec une matrice f: connue et des coefficients 8y inconnus (& es-
timer).

Ie logarithme de la densité ¥ de probabilité des n variables Za a pour expression:

log ¥ = - % log 2W - % log Det (Oaﬁ) - % Z;% Baﬁ(za - ma)(za - mﬁ)

(avec m, = EE: aifi). Annulons les dérivées partielles en a; : on voit que 1'esti-
i

mateur Ai du maximum de vraisemblance est solution du systime :

Y. a gl 3o _ o1 g%
Jya,p 176 e % « ZB

& k+1 équations et K+1 inconnues (Ai, i=0,1,...kK). La matrice BaB est strictement
définie positive. Si les vecteurs f* = (fi, @ =1,2,...n) sont linéairement indépen-
dants, la matrice £ B f est elle-méme strictement définie positive, et le systéme

(A-1,2) admet une solution unique.

D'autre part, la premiére relation (1-D) équivaut a :

o = 2 PO ugy

a,s
et la deuxidme relation (1-D), qui se met sous la forme :

' i
2 £ 8% 2% o, - 5%

a,B,s B
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exprime que la matrice Hgf est 1l'inverse de la matrice f B f du systéme (A-1-2).

Ainsi, la solution de (A,1,2) est :

A= L. bip ¢t pue

17 C,G,B ¢ ZB

soit, compte tenu de (A,1,3) =

c'est-a-dire, précisément, 1l'estimateur optimal de la dérive.
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ANNEXE 2

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2-2

Posons d'abord quelques lemmes :

Iemme {1 : OnaZ€fN ﬁf si et seulement si 2 eﬁf et B(2) = 0. En effet, B(Z) = 0

et 2 € ‘}'lf entrainent ¢>f(z) = 2 € H. Inversement, soit 2 €

i

ﬂﬁf : 2 €T est limi-
0

te dans H d'une suite Z, € H avec E(Zn) = 0, donc on a E(Z)

Lemme 2 : ‘ﬁﬂﬁf= HNH,
I1 suffit de montrer H N ﬁf cHN Hf » 1'inclusion inverse étant toujours vraie.

Soit 2 € H N Hp, et une suite 2y .=~/‘}‘n(dx) [Y(x) + £(x)] € H, convergeant vers Z dans

l.if. On a E(Zn) - E(2) = 0, c'est-é—dire/hn(dx) f(x) - 0. Choisissons une mesure

p € A avec :

S10 wan =1, ffuan way oxy) = s <o

les variables Y = f()\n - E(zn)p.) CY(x) + f(x)) vérifient Y, € Hg, Y €H (car
f(hn - E(Zn)p) f£(x) = 0>_et Y, - g dans 2 : par suite Z € H N Hy.

Lemme 3 : Tout Z € ﬁf est limite d'une suite Z € H,, avec E(Z ) = E(2). S§i E(Z) =0,
celd résulte des deux lemmes ci-dessus. Soit E(Z) # 0, et 2 = tim‘/‘hn(dx) [Y(x)+£(x)]
avec A € A, On a /)\n(dx) £(x) - E(2), et la suite

. | ¢) B ax) [Y £
z, /hn(dx) pram /;‘n( x) [¥(x) + £(x)]

converge vers Z dans ﬁf et vérifie E(Zn) = E(Z).

Passons maintenant & la proposition principale :

Proposition : Ies 4 propriétés suivantes sont équivalentes :
a/ 1£H
b/ 1la forme linéaire A — /;\(dx) f(x) est continue sur A munie de la norme ||A||2 =
=f Mdx) c(x,y) Aay)
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¢/ il existe un élément Y, € H tel que < Yf,Y(x) > = £(x) pour tout x € S.

d/ 1l'application %, : 2~ 2-E(Z) est un homéomorphisme de Hf sur H.

Montrons a ® b : 1 € ﬁf signifie que 1l'on peut trouver une suite hn € A avec Zn =
= f}\n(dx) (Y(x) + £(x)) = 1, et, d'aprés le lemme 3, on peut méme supposer
fhn(dx) f(x) = 1. De plus, on a fkn(dx) Y(x) ~ 0 dans H. Par suite, 1 £ ﬁf équi-

vaut a :

§e€>0, VAER ,/x(dx) £(x) =1 = fx(dx) Aay) c(x,y) =z ¢,
donc aussi b :
e | fian) #@)12 = fiax) May) o(xy)
c'est-a-dire & b/

b ec: D'autre part, A, muni de la norme ||A) ci-dessus, est hondomorphe & H. Si la
forme linéaire : A - fhf est continue, elle se prolonge sur ﬁ, et par suite il exisgte
Yf € H tel que 1'on ait < Y, Y, > =/)»(dx) £(x) pour tout Y = fk(dx) Y(x) € H. En

particulier, on a

< Y(x}, Yf > = £(x)

pour tout x € S. Inversement, si f(x) = < ¥(x), Y. > pour un Y, € H et tout x € S, on
a jh(dx) f(x) = <Y, ¥, > pour Y = /h(dx) Y(x), et cette forme linéaire est conti-

nue sur A pour la norme | ||.

L*'application o+ 232 - E(2) de ﬁf dans § est continue et lindaire. D'apres
ls propriétés des espaces de Hilbert, [6], |8], elle constitue un homéomorphisme si,

et seulement si, elle est bijective.

Montrons que a/ ou ¢/ entrélne d/ - Soient 2 et Z' € H, avec 2 - E(2') € H.

bl
On en déduit E(Z) - E(2') = Z - 2' € T{f, et 2 # 2' si et seulement si E(Z) - E(Z*') £

# 0, ce qui entratne 1 € ﬁf. Donc 1 {ﬁf entraine que Qf est injective.

Montrons maintenant que ¢/ entralne &, surjective. Soit Y € H, avec Y = bin Y

Yn = f?\n(dx) Y(x) € H ()\n'E A). D'aprds la continuité du produit scalaire, on a :
<Y, Y, > = bin < Y, Yo > = lin /;\n(dx)f(x)

Par suite, Y + <Y, Yf > est dans ﬁf, et cet élément a pour image dans H 1'élément Y



69

lui-méme. Donc @, est surjective.

5i a/, ou, ce qui revient au méme, ¢/ est vraie, l'application linéaire continue
Qf est donc bijective. D'aprds les propriétés des espaces de Hilbert, Qf est alors

un homéomorphisme. =

l
Montrons enfin d = ¢ : Si Qf est un homéomorphisme, Q}' est continue, et la for—
me linéaire Y — ELQ}'(Y)J est continue sur H. D'apris les propriétés des espaces de

Hilbert, il existe alors Yf € H tel que 3

-]

Ble;' ()= <y, I,> , vYe

En particulier, pour Y = ¥(x), x € S, on a @;1 (¥(x)) = ¥(x) + £(x), et par suite

£(x) = < ¥(x), Yo > . |

Caractérisation de Y, - Soit 2 la projection de 1 dans ﬁk. On a

<Z2-1, ¥x) +2(x) >=0 , Vxzxe€S8

c'est-a-dire < Z, Y(x) >

(1 - E(2Z)) £(x). Posons X ='Z - B(Z) (X € ), on a aussi :

|
<X, ¥(x) > = (1~ E(Z){) £(x)

On voit que la condition E(Z) = 1 équivaut & 1 € H En effet, E(2) = 1 entralne

P
< X, ¥Y(x) > = 0 pour tout x € S, donc X = O puisque X € H, c'est-d-dire 2 = E(Z) =
=1 € ﬁf. Inversement, si 1 € ﬁf, on a2 = 1et a fortiori E(2) = 1.

Si E(Z) # 1, c'est-a-dire si 1 ¢ ﬁf, on a alors Y, = ___Z__r c'est-a-dire, en

£ 1-E(2)

désignant par ﬂ} le projecteur de ﬁf : {
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ANNEXE 3

COMPARAISON AVEC LA METHODE DES MOINDRES CARRES

Pour estimer les coefficients a[ d'une dérive q(f((x), ol les fonctions connues
f[(x) sont, (par exemple) des polynomes, on a parfois recours & la méthode des moin-
dres carrés. Nous exposerons cette méthode (A-3,1) et nous examinerons 1tefficacité
des estimateurs (non optimaux en général) auxquels elle conduit (A-3,2), en explici-
tant les calculs dans un cas simple (a-3,3). Enfin, nous examinerons dans quels cas
la méthode des moindres carrés conduit au méme estimateur optimal que le krigeage uni-

versel.

A-3-1 THEQRIE DES MOINDRES CARRES

S0it Z(x) une F.A. admettant une dérive :
k

n(x) = a, + Z aefe(x)

avec des coefficients 8y inconnus. On connalt la réalisation de Z(x) sur un ensemble
S dont 1l'indicatrice est k(x) (= 1 si x € S, = 0 si x £ 8). A partir de cette réali-

sation, on détermine les k+!1 nombres Bo, B1,...Bk réalisant le minimum de 1'intégrale :
- & \q2
I= [x(x) [2(x) - Bff (x)]¢ ax

Ces nombres vérifient le systéme obtenu en annulant des dérivées partielles a1 soit

ol
B, /k(x) £3(x) £l ax =fk(x) a(x) 2f(x) ax

Posons

ol . 3 ﬁ(x) el £9(x) ax

S =J/i(x) dx désignant la mesure de S. ILe systime précédent s'derit (avec sommation
de J=04a j=x%k) :

(A-3,1) B Tje = -é-ﬁc(x) 2(x) £2(x) ax

Dans les applications, on choisit toujours les fonctions flkx) de maniére 4 ce que la

matrice des T9 admette une inverse Sj( -~ Les Bj sont donc donnés (avec sommation de
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2- 02 €= x) par :

(8-3,2) By = 4 85, [x(x) 2(x) ) ax

On voit que ceci peut s'écrire :

B, - ij(m 2(x)

avec des mesures kj dont le support est S et qui admettent les densités :

A.(a
—J(—-ﬂ = JS. k(x) Sj

dx fe(x)

4

Ces mesures vérifient les secondes relations (2-D) {celles qui expriment que 1'on a

un estimateur sans biais de la dérive). En effet, on trouve :

/Aj(ax) £5(x) = -é su/fc(x) f((x) £3(x) dx = S4p T{S

|
Comme les matrices S et T sont inverses l'une de l'autre, on a bien :

(4-3,3) /Kj(dx) £7(x) = 8] (3, 8= 0,1,.1.k)

A-3-2 ESPERANCES ET COVARIANCES DES Bj

Plagons-nous 4'abord dans le cas le plus simple, ol 2Z(x) admet une fonction de
covariance C(x,y). ILes Bj’ définies par (A-3,2), qui représentaient des nombres lors-
que Z(x) désignait la réalisation de la F.A. deviennent des variables aléatoires lors-
que Z(x) est considérée comme la F.A. elle-m8me (les intégrales stochastiques qui fi-
gurent au second membre de (A-3,2) ont un sens, puisqu'il existz une covariance). Ia
relation (A-3,3) exprime, comme nous l'avons déja remarqué, que les Bj sont des esti-
mateurs sans biais des vrais coefficients inconnus dj : en ce sens, on peut dire gue

les estimateurs des moindres carrés sont des estimateurs universels (bien qu'ils ne

soient pas optimaux en général). On a ainsi :

E(Bs) = a, (3 =0, 1,.:.k)

J

Calculons maintenant la matrice des covariances

Bij = E[B; BjJ -8y ay
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Comme les B. sont des estimateurs sans biais, on peut faire le calcul comme si on
avait aj = 0 (ce qui revient & remplacer 2Z(x) par 2(x) - aefl(xD. On déduit de
(a-3,2) :

B; By = éZ Sie Sjsf/it(x) x(y) a(x) 2z(y) f[(x) £5(y) ax ay

d'oll, en passant aux espérances :

(A-3,4) By = Lo Su Sjs/f((x) k) 220 £ cxy) axay (5,5 = 01,0000

Examinons maintenant le cas olt il n'existe qu'un demi-variogramme ¥(x,y) , 2{x)

elle-méme n'ayant plus de moments d'ordre 2, ni méme, en général; d'espérance. Pour
£- 0, 1'intégrale stochastique qui figure au second membre de (A-3,2) n'existe plus
(au sens de la convergence en moyenne quadratique), car, d'aprés (A-3,3), on a
Jfko(dx) = 1. Celd équivaut & dire que la variance DZ(BO) est infinie, et que 1l'es-
pérance E(Bo) n'existe pas non plus en général : on retrouve ici une circonstance que
nous avons déja rencontrée en plusieurs occasions. Par contre, pour j £ 0, la rela-
tion (A-3,3), écrite avec s.= o, donne‘//aj(dx) =0 (j=1,2,...k). Cette condition
nous garantit que 1l'intégrale stochastique (4-3,2) existe (au sens de la convergence

en moyenne quadratique) et qu'elle admet une variance finie. La matrice des covarian-

ces ﬁij’ restreinte aux indices i, j # 0, est alors donnée par la relation suivante,

analogue a (A-3,4) :

(a-3,5) iy = - é2 Sip SjS/fc(X) k(y) fe(x) £°(y) v(x,y) ax ay (i, = 1,2,...k)

A-3-3 EXEMPLE DU VARIOGRAMME LINEAIRE

Prenons y(x,y) = |x=y1, plagons-nous sur la droite réelle, et cherchons & esti-
mer une dérive quadratique a, + a,x + a2x2 & partir d'une réalisation de la F.A. Z(x)

donnée sur 1'intervalle (-R, +R).

I1 n'y a aucune difficulté a calculer la matrice des T%9 et son inverse Sij

( 4,3 = 0,1,2). On trouve :
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P — o —
2
R 9 21
1 0 5 2 0 2,
2
P = 0 R 0 S = 0 2 0
3 22
2 4 :
R 0 R A R L ¥]
3 5 il pre
|
— ._ L ' -

Les estimateurs des moindres carrés sont donc :

(" R R
_ 91 ./f 15 1 2
B = 2 Z(x) dx - -2, o / x° 2(x) dx
°o " 47R Jyp w2 RJp

R
= 3 1
{B, = = /xz(x) dx
1 R2 2R Uy .

J/fR R F

1 51 2

B, = -2, X Z(x) dx + =, / x© Z(x) dx
2 a2 2R J g vt Ry

En ce qui concerne la matrice des covariances restreintes aux indices i, j = 1,2

i
s
N

.

(poo serait ici infine), on trouve

6 15
B = = , B =B =0 B = =12
i1 5R 12 21 4 22 14R3
i
On comparera avec les relations (f) de la section 2-10 (‘? gﬂ contre % pour 1ltestima-
teur optimel, et —1—53 contre % ) : les estimateurs des moindres carrés sont nette-
14R 4R

ment plus variarts que les estimateurs optimaux.

A-3-4 _CCNDITION POUR QUE L'ESTINATEUR DES MOINDRES CARRES SOIT OPTIMAL

Parmi les estimateurs de la forme ]3j =ﬂj(dx) Z(x) (support de )‘j inclus dars
5), les estimateurs des moindres carrés sont caractérisés par les deux conditions
suivantes : ,

~ 1ils sont sans biais (E(Bj) =ay, Vaj)

~ les mesures }‘j ont des densités qui sont des combinaisors linéaires des fonc-

tions k(x) fz(x) .

On a déja vu que 1l'estimateur des mcindres carrds vérifie ces conditions. Inver-

I
I
.
I
|
i
i
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fient (A-3,3). Mais, si les kj ont des densités de la forme X4

‘ol

S,,f ces con-
b 4 (x),

ditions (A-3,3) expriment que la matrice des 852 coincide avec 1l'inverse Sj‘ de la

matrice des Tij, de sorte que les estimateurs Bj sont bien donnés par (A-3,2).

Un estimateur vérifiant ces deux propriétés vérifie par définition les secordes
relations du systdme (2-D). Pcur qu'il soit optimal, il faut et il suffit qu'il sa-
tisfasse également aux premidres relations (2-D), c'est-d-dire que l'on puisse trou-

ver des constantes “js telles que :

(43,5) 155 Jeo tho oy ax= w2, vyes

I1 en résulte que l'estimateur des moindres carrés coincide avec 1l'estimateur

optimal de la qé:-iv_g sl et seulement si les k+1 fonctions f{(x) gor.t des combinai-

gonsg linéaires de k+1 fonctions propres distinctes du noyau k(x) cl(x,y) kgx), congi-

déré comme un opérateur sgissant sur les fonctions & support dams S.

En particulier, si les fl(x) sont elles-mémes des forctions propres

( /x(x) fl(x) c(x,y) dx = plfe(y) pour y € 8), la relation (A-3,5) se réduit & :

(A-3,6) Big = _% Sjs uB (sans sommation en g)
Dans le cas ol il n'existe pas de covariance C(x,y), mais seulement un vario-

gremme y(x,y), la condition est un tout petit peu moins simple. Si 1'on ddésigne
par Z = -% fk(x) Z(x) dx la moyenne (spatiale) de Z(x) sur S, 2(x) - Z est une F.A.

admettant des moments d'ordre 1 et 2. Sa covariance 5(x,y) est donnée par :
Bxy) = - v(xy) + % ﬁ(y) v(x,y) dx + -é-fk(x) Y(x,¥y) dx

-4, /k(x) k(y) v(x,y) dx dy
s

On peut alors montrer que les Bj des moindres carrés (j = 1,2,...k) coincident avec
1l'estimateur optimal si et seulement si les k fonctions fl(x) (€= 142,...k) sont
des combinaisons linéaires de k fonctions propres du noyau ﬁ(x,y) correspondant &

des valeurs propres non nulles,

Cette cordition est de nature assez complexe, puisqu'elle fait intervenir & la

fois les forctions £ (x), le noyau C(x,y) et la géométrie de 1l'ensemble S ol les



données sont disponibles. Mais il y a un cas ol cette condition est automatiquement

vérifiée. Cl'est le cas ol la partie aléatoire de Z(x) se réduit A un simple bruit
de fond, (ou, en terminologie géostatistique, & un effet de pépite pur). Dans ce

cas, la covariarce C(x,y) se réduit & wd(x-y),5 désignant la mesure de Dirac et m

un facteur constant : toute fonction fl(x) continue sur S est alors fonction propre
(pour la valeur prorre w) et cela quel que soit lensemble S. Dans ce cas, l'estima-
teur des moindres cerrés est toujours optimal, et les covariances Hig? d'apres (A-3,6)

sont données par :

(a-3,7T) Byg = 5 S ‘
En fait, une covarisnce @ §(x~y) caractérise une mevsure, et non plus une forc-
tion aléatoire. Ce n'est d'ailleurs pas génant si l'ensemble S est continu, puisqu'
en fait on ne travaille alore que sur des régularisées de cette mesure aléatoire
(qui sont & nouvesu des F.A.). En pratique, il suffit pour que 1'estimateur des
moindres carrés soit (presque) optimal que la covarience soit de la forme C(x-y)

avec une portée tris faible (par 4exemp1e, ¢(n) = g—8h avec & petit relativement aux

dimensions de S). En particulier, si l'ensemble S est fini, il suffira que cette

portée soit inférieure d la plus petite des distances séparant les points de S.

Dans ce cas (covariance C(h) de portée trés petite), 1'estimateur des moindres
carrés est (presque) optimal, et les covariances "ij so!nt encore données par la re-
lation (A-3,7), & condition de prendre comme facteur m 1'intégrale de C(h) &tendue
&4 l'espace entier, soit s ‘

|
b
i
'
t

s
(4-3,8) by = —gﬂjc(h) L

S:js désignant toujours 1'inverse de

pis 1 /k(x) £3(x) £5(x) ax

A-3-5_ CAS OU L'ENSEMBIE S EST FINI

Nous avons domné ci-dessus les formules des moindres carrés dans le cas d'un

ensemble S continu. Si l'ensemble S est fini, ces fcrmules se modifient de manidre

évidente. Supposons S constitué de n points X, (a=1,2,...n). Posons
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5 . )
i - i Za‘ fl(xu) fJ(xa)

(A“B, 9)
et désignons par Si 1l'inverse de la matrice des le. les estimateurs des moindres

carrés sont alors

¢4

B, = & ; S5 Z fl(xa) 2(x,)

(A"B) 10)

Dans le cas ol la covariance C(x-y) a une portée plus petite que la distance sé-
parant deux points expérimentaux (C(xu - xp) = 0 pour « # B, les estimateurs (A-3-9)
Posant o2 = €(0), on voit que la matrice des covariances Bys = Cov(BiBj)

sont optimaux.
est alors :
2
g
2 ZE §Z Si¢ Sjs

ehx) 2(x))

l"'ij =
a

13 et du fait que la matrice S est inverse de

Compte tenu de l'expression (A-3,9) des T

2
- g gs

la matrice T, ceci donne

ctest-a-dire
2

(A"‘B’ 11)
Avant d'utiliser cette formule (A-3,11) dans une application, il faut

1/ S'assurer que 1la portée de la covariance C(h) est réellement inférieure a

la distance entre points expérimentaux.
2

2/ Estimer la variesnce o

Examinons rapidement ces deux pcints-
1/ Conformément & la méthode générale, on construira le variogramme des résidus.

Posant :
L - J o2 Jy2
2y 8 = (zm }3'_j 54 ZB + Bj fﬁ)

(ia = Z(xa) et fg = fj(xa2>, on trouve, compte tenu de (A-3,11) et de la condition

Cov (ZaZB) =0 (a#B):
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2 < . - .
* _ 2_ g J_ pd i_ .1
2E[YQB] = 20 o sij (£ fB) (fu fB)
i *
Expérimentalemert, on devra comparer & cette expression la moyenne des Yaﬁ prises sur
les couples (xa, xp) pour lesquels x, -~ g est (& peu pre¢s) le méme vecteur h. On

*
notera que cette espérance 2 E(Yaﬁ) ne se réduit pas & la constante 2 02.

2/ Pour estimer 02, le plus simple est de former (comme dans la section 3-2)

la variance expérimentale 52 des résidus :

2_ 1 _ iy2
82 = 1 § (z, - B, £3)

Développons, et passons & l'espérance : on trouve :

2 . 2 . .
2 20 Ej 3 ¥4 o1 z i .j
;3- = f(l SJL fa + ;3- - Sij f(! f

a

E(sz) =g

soit, puisque S est 1'inverse de T :

E(SZ) - nr—11 0,2

L'estimateur sans biais que 1l'on doit utiliser est donc -— s2

=1 exactement comme en

statistique classique.
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ANNEXE 4

PROBLEMES D'INFERENCE STATISTIQUE POUR LES F. A.

Nous avons déja rencontré plusieurs exemples de biais inatterdus et graves qui
surgissent lorsque l'on procéde & une inférence statistique sur une réalisation d'une
F.A. En particulier, dans la section 2-9, nous avons signalé que ces tiais avaient
systématiquement pour effet de dorrer une justification expérimentale apparente &
lthypothése simple selon laguelle la F.A. se décomposerait en une dérive et un bruit
de fond ~ et celd, méme losrque cette hypothise est tout-a-fait fausse. Un biais ara-
logue vient renforcer, de la méme manidre illusoire, la croyance en l'existence d'une
covariance C(h). On a souvent, en effet, 1'habitude d'admettre, sans examen approfon-
di que les V.R. que 1l'on étudie peuvent &tre considérées comme des réalisations de
F.A. stationnaires d'ordre 2 (alors que bien souvent ure étude plus fine montre que
seuls les accroissements de cette F.A. ont des moments d'ordre 2 - autrement dit, bien
souvent, il n'existe pas de covariance C(h), mais seulement un variogramme y(h)). Or
il se trouve que les procédés d'inférence statistique que 1'on utilise ont systémati-
quement pour effet, par suite des biais qu'ils entralinent, de rendre cette hypothése

plausible, méme lorsqu'elle est tout-a-fait fausse.

Nous nous contenterons de montrer ce phénoméne sur un exemple : celui du mouve-
ment brownien, de demi-variogramme y(h) = |h|, dont on connalt une réalisation sur

1'intervalle (0,L). On suppose donc :

E[Y(x+h) - Y(x)] = O

1 D%[¥(x+hn) - ¥(x)] = |n]

Dans la pratique usuelle, pour estimerl'hypothétique covariance C(h), qui en fait n'

existe pas ici, on calcule successivemen: les valeurs (expérimentales) des expressions:

L
- 1
Y = L/OY(x) ax

(A-4,1) (xy) = (Xx) - D(¥(y) - T)

et on en déduit la "covariance expérimentale"
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n
* * i
(a-4,2) ¢ (h) = t’F/:F C (x+h,x) dx '
!
Or, avec le demi-variogramme Y(k) = |h|, 1'espérance de'C*(x,y) est :

2.2 .
E[C*(x,y)] = %L + 5"—;‘&' - 2 sup (x,y)

Pour h 2 0, on a dorc

2 2
214 2lelt L oo o

E[C*(x+h,x)]

et, en intégrant en x, on vcit que la "covariance expérimentale" admet 1'espérance :

2

(A-4,3) E[c*(h)] = L- -%h +

winy
=l

1
3

C'est une parabole, de pente - % a l'origine. On trouvera donc une variance apparente

c(o) = % L, liée uniquement & la lorgueur L de 1'intervalle sur lequel on travaille,
et qui constitue ur pur artefact (puisque la variance réelle est infinie). Bien qu'il
n'existe pas de covariance statiornaire, mais seulement un variogramme linéaire, les
biais qu'introduit ce procédé d'estimation ont pour effet de deonner une confirmation
apparente de l'existence de cette ccvariance. On note que la structure du phénoméne
est profondément déformée : nor seulement la droite est remrlacée p=r une parabole,

*,
mais méme la pente & 1'origine se trouve affectée ( % au lieu de 1). Le C (h) est

un pur ertefact, et ne conserve & peu prés plus rien deila structure réelle du pro-
cessus.,

5

On notera que le variogramme expérimental :

I~h .
*
2y (n) = T&H J[ [Y(x+h) - Y(x)]zdx
o !
i
a comme espérance :
*
Ely (h)] = y(h) = |n|
il n'est pas affecté par le biais précédent, et corstitue par conséquent pour 1'expé-

rimentateur un outil plus s@r que la covariarce.

Plus généralement, soit Y(x) une PF.A. sans dérive et admetiant un variogramme

y(x-y). L'expression (A-4,1) admet 1'espérance :

X L L L L
E[C (x,5)] = - y(x-y) + -};fv(x-y)dy +%_/Y(x—y)dx - 12//Y(x-y)dxdy
0 (¢} L0 Yo
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En posant : h h
x(n) = gf v(x) ax, Fn) = £, f x x(x) ax
o) h® Jo

*
or voit facilement que la "covarisnce expérimentale" C (h) définie par (A-4,2) admet

1'espérance :
' jL /L—h /L L
* 1
-4,5) E[C (n)] = -y(h) - F(L a -z)d a -z)d
(A-4,5) [c (n)] y(h) (L) + hY A z A Y(x~z)dx + g z J( y(x-z)dx

En particulier, la variance, si elle existe, vaut v(®) : mais le procédé d'infé-

rence statistique conduit & une "variance expérimentale" dont 1'espérance est :

E[c*(0)] = ®(1)

C'est seulement dans le cas olu y(h) est borné et admet une portée petite devant
L que 1'on a F(L) # Y(), Dans tous les autres cas, F(L) est inférieur & lz variance

réelle y(e) (finie ou non).

De méme, supposons que y(h) admette une pente & l'origine (dérivée & droite)
*
v} (0). En dérivant (A-4,5), on trouve pour E[¢ (h)] 1a pente :

L Blc* ()] by ST YO+ BRI - 2y

Cette pente est biaisée (sauf toujours si y(h) admet ume portée petite devant L).

Ainsi, pour une F.A. dérivable en moyenne quadratique v} (0) = 0, et y(h) deux fois

*
dérivatle & 1'origine), on trouve un E[C (h)] qui présente ure pente oblique & 1'ori-
gine et fait conclure & la non-dérivabilité k.q. : la structure du phénoméne est pro-

fondément défigurée.
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