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INTRODUCTION

Ce travail se propose de domner un fondement aussi rigoureux que possible aux méthodes de

la morphologie mathématique. En particulier, la théorie des ensembles et des partitions alda-

toires (Cnapitres 1 et 2) est issue directement d'une réflexion sur les technigues expérimenta-
les de l'analyse des textures ({2], [4], [7]). Dans le cas le plus simple ol 1l'on étudie un
milieu &4 deux composantes (par exemple un milieu poreux), c'est-a-dire un ensemble A (ia réunion
des grains) et son complémentaire 4% (1a réunion des pores), ces techniques consistent & dépla-
cer dans le milieu une "figure informante" B et & noter la fréquence de la réalisation 4'événe-
ments du type"BcA" (B est contenu dans les grains) ol "B NA # ¢" (B rencontre les grains). Ces
techniques impliquent donc que l'on considére A comme (une réalisation d') ﬁn ensemble aléatoire,
dont la probabilité doit &tre définie sur la o-algdbre engendrée par les événements ci-dessus.
Pour éviter un exces de généralité, qui nous éloignerait des réalités expérimentales, on doit

se limiter aux cas ol l'ensemble structurant B est un compact ou un ouvert relativement compact.
I1 en résulte en particulier (ce qui est bien conforme aux conditions expérimentales) qu'on ne
peut pas distinguer 1'un de l'autre deux ensembles d&s qu'ils ont méme intérieur et méme adhé-
rence. Tel est le fil conducteur qui nous a servi de guide dans le choix de nos o-algebres et

de nos topologies sur les familles d'ensembles.

D'autre part, il doit &tre possible d'associer & toute structure mathématique son équiva-
lent sur le mode aléatoire. Toute structure, en effet, se définit par son graphe C gqui est un
sous-ensemble convenable (vérifiant les axiomes éonstitutifs) d'un certain espace E. Si donc
on parvient & définir une c-algébre et une probabilité pour lesquelles ce graphe C devienne un

ensemble aléatoire, on aura, par le fait méme, défini la structure aléatoire correspondante-

I1 se trouve que les o-algdbres et les topologies que nous avons choisies pour les ensembles

permettent de réaliser ce programme dans les cas simples suivants : partitions aléatoires (cha-

pitre 2), fonctions aléatoires ( chapitre 3), mesures et capacités (chapitre 4). De méme que

deux ensembles ayant méme intérieur et méme adhérence ne peuvent pas &tre distinguéds 1l'un de
1'autre et constituent une entité unique, cette formulation nous conduira & identifier deux
fonctions ayant mémes limites inférieure et supérieure en tout point, deux partitions dont les
classes ont des ouvertures identiques, deux fonctions d'ensembles, enfin, prenant la méme valeur
sur tout ensemble ocuvert- Ce point de vue nous conduira & travailler non pas sur ©(E) lui-méme,
mais sur 1l'espace quotient P(E)/Ry, ol \%ést la relation : AP A" si h=A' et =K. Il
se trouve gu'il est alors possible de munir P(E)/fﬁbdﬂune topologie pour laguelle cet espace est
compact, et aussi de construire effectivement des probabilités sur la c-algébre associée a cette

topologie.



CHAPITRE 1 - ENSEMBLES ALEATOIRES

1-1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par :

E ~ Un espace localement compact de type dénombrable (ILCD) sur lequel nous ferons
1lthypoth®se supplémentaire suivante : "Il existe une partie D c E dense dans
E ainsi que son complémentaire p° (1-) =7° = E)". Comme E est ICD, on peut tou-
jours supposer D dénombrable. (Cette hypothdse est automatiquement vérifiée -si

les ocuverts de E ont une puissance supérieure ou dénombrable).

® - Une base de la topologie de E possédant les deux propriétés suivantes :
- tout B €8 est un ouvert relativement compact

- tout ouvert 6 ¢ E est réunion dénombrable de compacts En avec Bn € 8 pour
tout n. )

On vérifie sans peine que tout espace ICD admet une base possédant ces deux

propriétés.

P(E) - L'ensemble des parties de E.

F(E) - ou simplement F osri1 n'y a pas ambigiité, 1l'ensemble des parties fermdeg de
B. .

G(E) - ou simplement ¢, l'ensemble des parties ouvertes de E.

% (E) - ou simplement & , 1'espace quotient P(E)/&, od P> est 1a relation :
ARA o A=R'eti=1% - 96 sera identifié au sous-espace {G c F} de

gxF .

(E} - ou simplement » l'ensemble des parties compactes de E.
P- P Lompacties

vE _ Liensemble (F, F e @, FNK = @} & € e(®)
Vo - L'ensemble [F, Fe &, FNG £ ¢} G € p(®)
vk e '

G1_""Gn - L'ensemble vt N VG1 MNeew }n VGn

V- La famille | ng---%’ n entier, K € f6, G,,...6 € g}

€ () - La topologie sur & engendrée par ¥
o(?) ~ La o-algtbre sur & engendrée par ¥

W, - L'ensemdle { G, G € @, G o K| (X € e(E)
W - Ltensemble { Gy Gegq, G B (B € P(E))
B,,...B ' B, B
L " - L'ensemble Wy NW 'n...AnW?"



B, By
2 - La famille | W » n entier, K € &6, B,,...B € g}

B(WH - La topologie sur G engendrée par Y
o(Z) - La o-algdbre sur ¢ engendrée par ¢

A - TOPOIOGIES

1-2 - L'espace compact g(E)

K étant compact et G ouvert dans E, considérons les sous-ensembles vk

K

= {Fv FPNK-= ¢}
et VG = {F, PN G # @} de g(E). La famille V, K € YL est stable pour 1'intersection finie

' K
(VK N VK =V UK') s la famille VG, G € G est stable pour la réunion, finie ou non

ie1l i i

(_U vG:leJ})

K
on note VP = &F et V, = @ (partie vide de F ). la femille ¥ des V,

(K e &, G1""Gn € G) est stable pour 1'intersection finie, et constitue donc une base de la

1reeeBy

topologie 6(7)5 qu'elle engendre sur 9. Sauf mention expresse du contraire, & (E) sera tou-

Jours muni de cette topologie.

Dans ¥, les voisinages de @ ¢ & sont les VK, K €0 ceux de E € & sont les Vs yeeoGpe
1
Les filtres des voisinages de ces deux &léments de & sont donc particuligrement pauvres.

L'espace E' étant ICD, @'(E) est compact et de type dénombrable, de sorte que ces pro-

priétés se conserveront par itération : F F), J@K@). seront encore compacts et dénombrables
(Nous utiliserons cette propriété su chapitre 4 pour munir d'une topologie compacte certains es—
paces de fonctions d'ensembles, mesures ou capacités). Celd résulte des trois propositions sui-

vantes :

Proposition_1-2-1 / la topologie‘é (2 de gf(E) admet une base dénombrable.

En effet, soit B la base de la topologie ¢ de E introduite en 1-1, et ‘W‘B la famille

K
des parties de grde la forme VB B
R

7}:9 est dénombrable. Montrons qu'elle constitue une base de <fc?(zl‘)

K
Soit F € &F et Ve o € 2¥ un voisinage de F (éventuellement de la forme VK, ou
yoes :
n

avec K = B!I U... UBj et B1""Bn’ Bi,...B}'{ €EH .

VG g )+ Pour chaque i (i = 1, 2,...n) prenons x, € FN G,, et soit B, € avec :
1,0.- n ) ) 1 1 1

xiGBic BicGian



Soit ensuite B; e (i = 1,24..p) un recouvrement fini du compact K avec pour tout j :

ﬁ; NE =¢ (i=1,2,...n) et 'ﬁ;np= @. On a bien :

-t -

B1""Bp K

Fe V c Vv
By,---B, GyoeeeGy

1
En effet, soient F et F deux fermés de E et F # F . Il existe donc (par exemple) un
] - ]
x € Favec x £ F . Soit Bx un voisinaﬁe compact de_x disjoint du fermé F et Bx un ouvert tel

- 1
quexeBchx. OnaFGVB,F EVxetVB an=¢:c5restdoncséparé.
X pd

Proposition_1=2=3 / & (E) est compact pour la topologie % (i)

Les fermés de & (0 sont engendrés par la classe € des parties de g de la forme VK’
K e, ou VG, G € §. HNontrons que la classe ¢ possdde la propriété de 1'intmsection finie, ce
a _
qui suffira, comme on sait, pour éta‘blir la compacité de l1l'espace séparé 37’

Soient donc une famille de compacts Ki’ i€ I, et une famille d'ouverts Gj’ j € d avec :

G.
J

(V) N(Nn V) =9
I i . d

G,
Posant Q = U Gj’ ona NV J = VQ et par suite N Vg = ¢. Or, cette intersection n'est
’ J J I i
vide que s'il existe un indice io € I avec Ki c Q. En effet, dans le cas contraire, 1'ensemble
0

fermé :

nCuU k) edF
i€l

(&ventuellement vide si I = @) serait disjoint de Q et rencontrerait tous les Ki’ donc appartien-

drait & A VKQ.
1 K

Soit donc io € 1 avec Ki cQ=y Gj' La compact Ki Gest recouvert par un nombre fini
. 0 J. fo]¢ 8 .

o J1 J
de Gj’ soient Gj ’ Gj ,..-Gj s €t 1l'intersection finie Vk nv N.. NV 7 est vide.

1 2 n . i,

Remarque : C'est pour assurer cette'éompacité' qu'il faut considérer l'ensemble vide @ comme
un élément de & . 5i, en effet, des G‘j # B x;écouvrént E,onanyv Iz VE = {@}. Mais, en géné-
d

ral, on ne peut pas extraire une famille finie d'intersection vide (& moins que E ne soit lui-

méme compact). Ainsi, ﬂ-{@} n'est compact que si E est compact.



Indiguons encore, sans reproduire la démonstration, la propriété suivante (que nous

n'utiliserons pas).

Proposition 1-2-4 / Si 1'espice LcDE est connexe et non compact, éﬁ’(E) est connexe. Si E est

compact et connexe, F - {@} est compact et connexe.

Etudions maintencnt la convergence dans SFXE), en nous limitant aux suites puisque éﬁ-

est de type dénombrable. La proposition suivante résulte des définitions mémes :

Ezgpositign 1-2-5 / Une suite Fn d'éléments de éﬂrconverge vers F E'grsi et seulement si les

deux conditions suivantes sont vérifides :

1-PNGA@ = av vyn=N F, NGFQ (6 € g)
2-FNK=¢ = g vnz2X F NK=29 (K €vB)

Passons au critére principal :

THEOREME 1-2-1

Pour gqu'une suite Fn converge dans gi—vers F € Q(, il faut et il suffit que les deux condi-

tions suivantes soient vérifides :

1" - Tout x € F est limite dans E d'une suite de points x, € Fn (n prenant toutes les valeurs

entiéres, sauf au plus un nombre fini).

est une suite partielle de Fn' a

2' - Toute suite constituée d'éléments x € F , ou F
e O — Tk
ses valeurs d‘'adhérence dans F.

De _plus, lz condition 1' est équivalente & la condition 1 de la proposition 1-2-5, et

la condition 2' est équivalente A la condition 2 de cette méme proposition.

I1 suffit évidemment de démontrer la dernidre partie de 1'énoncé.

Montrors 1 = 1'. Si F est vide, 1' est trivialement vérifide. Supposons F # ¢, et soit
x € F. Soit G1 =Eo> G2 o G3 ... un systéme fondamental de voisinages ouverts et décrcissents
de x. Tout Gk rencontre F, et, d'aprés 1, on peut trouver Nk avec Fn N Gk £ ¢ pour n 2 Nk'
Construisons une suite X, dans E en prenanf :

XN€F1 .....--.}&\]2.—1 EFn

1 2!

x €F NG ... x €Fy NG
N TN M 5k LT A



Cette suite converge vers x et vérifie la condition x, € Fn.

Montrons 1' = 1. Si F est vide, 1 est vérifié. Soit donc x un point et G un ouvert avec
x € FN G. Par hypothese, il existe x, € Fn, X, =X dans E. Donc, G étant voisinage de x, il

existe N avec X, € Fn MG pour n = N,

Montrons 2 = 2'., Si F = E, le résultat est acquis. Soit donc x € F et K un voisinage com-
pact de x, disjoint de F. D'apres 2, il existe N avec Fn NAK=¢@®pourn 2 N, Donc x n'est valeur

d adhérence pour aucune suite X, € Fn y C€ qui prouve 2'.
k k

Montrons que la négation de 2 entraline celle de 2'. Autremert dit, supposcns qu'il existe

K compact dans E disjoint de F rencontrant une infinité de Fn, solent F, .« Pour tout

e .Fnk‘
k, prenons x, € Fn N K. Cette suite admet sur le compact K une valeur d'adhérence x € K qui
k k

n'appartient pas & F.

Corollaire 1 - L'application (F,F*) — F U F' de &F x Q’deansgest continue.

En effet, soient Fn et F;l deux suites convergeant vers F et F' respectivement. Montrons
F,UF, ~FUF. Tout x € FU F appartient & F (ou & P ), donc (critdre 1') est limite d'une
. A ' Y t . . ' ] )
sulte x, an < Fn u F, {ou x, € Fn) et la suite F §] F, vérifie 1 . BSi x est valeur d'adhérence

d'une suite xnk € Fnk U F;lk, il est valeur d'adhérence pour une guite partielle xnk, € Fnk,

(ou € F;lk,) extraite de xnk. On a donc (criteére 2') x € P (ou € F'), d'ol x €P U P : la suite

' . 1
Fn U Fn vérifie 2 .
On notera que 1lt'intersection n'est pas une opération continue.

Corollaire 2 - Dans % toute suite Fn décroissante converge vers N Fn et toute suite croissante
n

t e adl
F_ converge vers U F .
n an

1 —
Soit Fn [ Fn+1 une suite croissante. Si &im Fn = F existe, ona : F = Fn' En effet,
L} — .
Fn c Fn+1 entraine Fn c F (critére 2 ), d'ou U Fn c F. Inversement, si x € F, soit x, € Fn et
A ———
X, X (critdre 1 ) : tout voisinage de x contient des Xy donc rencontre |J Fn’ dtou x € U Fn et
Fcl Fn’ et 1'égalité, I1 en résulte gu'une suite croissante Fn ne peut admettre d'autre valeur

d'adhérence que UJ Fn. Commegest compact, on a donc {im Fn =U Fn.

Soit maintenant Fn ) Fn+1 une suite décroissante. Si F = 4im Fn existe, Fn o) Fn+k entraine

Fn > F, puis N Fn > F. Mais inversement N Fn c Fk entraine N Fn c F et 1tégulité. Ainsi une

suite décroissante Fn n'a pas d'autre valeur d'adhérence que N Fn’ dorc converge vers N Fn.



1 ] ]
Corollaire 3 Si Fn et Fn sont deux suites décroissantes dans é;l F=nN Fn et F =N Fn leurs

L) ]
intersections, la suite Fn N Fn converge vers FN F .

t
I1 suffit d'appliquer le corolluaire 2 & la suite décroissante Fn N Fn'

Soit Fn une suite gquelcongque dans l'espuce compact 871 Désignons par {im Fn 1'in-

tersection des valeurs d'aihérence dans ézfde la suite Fn, et par Uiz Fn leur réunion. La suite
Fn converge si et seulement si &in Fn = fim Fn’ et cette valeur commune est alors eim Fn- Du
fait que 1l'on a séparément les équivalences 1 o 1' et 2 & 2', on peut &tablir les résultats

suivants :

a/ L'ensemble {im Fn est le plus grand des fermés F € 55 vérifiant les propriétés équiva-

lentes 1 et 1'. Autrement dit, x € Lin Fn si et seulement si x est limite dans E d'une suite

X, € Fn (pour n supérieur a un n, fixe) ; ou encore si et seulement si tout voisinage de x ren-

contre tous les Fn au-dela d‘'un certain rang-

b/ L'ensemble fim F,_ appartient 2 G, et c'est le plus petit (1'intersection) de tous les

F € o vérifiant les propriétés équivalentes 2 et 2'. Autrement dit, x € &im F, si et seulement

si x est limite dans E d'une suite X, € Fn ; ou encore, si et seulement si tout voisinage de
k k

x rencontre une infinité de Fn'

Montrons a/ - Soit P l'ensemble é&videmment fermé défini par : x € F o« tout voisinage de
x rencontre tous les Fn sauf en plus un nombre fini. Si x € F, x est limite d'une suite x_ € Fn

(pour n supérieur & un entier fixe no), donc x appartient & toute valeur d'adhérence de la suite

Fn, et P c fin Fq. Si x ¢ F, soit V un voisinage de x disjoint d'une infinité de Fn' soient

Fn y Fn y++. La suite Fn admet une valeur d'adhérence A, et on a x £ A, d'olu x & fim Fr' et
1 2 k -
Folim P .-
—— "n

Montrons b/ - Soit F l'ensemble évidemment fermé défini par : x € F si tout voisinage
de x rencontre une infinité de Fn. Si x € F, soit X, € Fn une suite convergeant vers x, et

A unc valeur d'adhérence de la suitz Fn . Onaxe€e A d'ou Fc 55; Fn. S5i x € &im Fn, soit
k
Fn une suite partielle convergeant vers A avec x € A : D'aprés le critdre t1', x es’t limite d'une
'q —_
suite x,. € F , d'cux € Fet €im F_ < F.~
ny ny n
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. ) 1 .
Corollaire - .L'application (F, F') - FNF de g(x 8}:’ dans @(est semi-continue supérieurement

N t ] — 1] ]
(s.c.s). Autrement dit, P, ~Fet F - F dans F entratne Pim FNF,cFNPF.

— L] ’
En effet, soit x € im 7 NF, et x une suite convergeant vers x avec X, €EF NF .
n n ny \ X, n n,
Le critére 2', appliqué sux suites Fn et FI'I’ dorme x € Fet x € F, donc x € FNF . D'apres la

— ]
proposition, on a donc 31111 Fn N Fn cFnN F'.-

1-3 - L'espace compact G(E)

Ltapplication F - Fc est un homéomorphisme de gsur G si 1'on munit ¢ de la topologie é(w')
engendrée par les Wy = (6, G € G, G > K}, K € et les W = (G, G €G, G #B} , B € . Celd résul-
te de G € WK e G° € VK et G € WB'a 6 € VB' Ies Tésultats de la section 1-2 se transposent alors

d'eux-mémes. Enongons seulement le critére de convergence :

THEQREME 1-3-1

Pour qu'une suite Gn converge vers G dens ¢, il faut et il suffit qu'elle vérifie les deux
conditions suivantes :
1' — Tout x ¢ G est limite dans E d'une suite xn‘t G, (n prenant toutes les valeurs entidres

sauf au plus un nombre fini).

2' - Toute suite X, £ Gn d'éléments extraits d'une suite partielle chl a ses valeurs d'a-
k ) k
dhérence dans le complémentaire G° de G.
1] A}
Corollaire - L'application (G, G ) -GN G de G * G dans G est continue.

(Par contre, la réunion n'est pas une opération continue).

1-4 - L'espace compactZ= e(E)/R-

o - .
L'application A — (A, A) appligue P(E) sur le sous-espace 96 de g x & constitué des cou-
ples (G, F) vérifiant G ¢ F. Celd résulte de 1l'hypothdse supplémentaire introduite en 1-1
(il existe une partie D c E avec D= 3'5 = E). En éffet, si G € Q et P € vérifient G e F, 1l'en~

semble :
A=6UUN°NFNAD) U (FrF)

R

o -— o -—
admet comme ouverture A = G et comme adhérence A = F. Ila relation&(A %A' si R = A' et A=4)
associée canoniquement & cette application de P(E) sur 90 permet d'identifier é%l'espace quo-

tient P(E)/Ry : la classe selon :‘dee A € P(E) est ainsi identifiée au couple (:\, ) € % .



1

Nous munirons %) de 1a topologic induite par la topologie & () ® & (P de 1'espace produit

G x .

Proposition_1-4=1 / I (E) est compact et de type dénombrable.

G x g" étant déjh compact et de type dénombrable, il suffit de montrer que H> est fer-
mé dans ¢ X :97 11 suffit méme de montrer que si deux suites Gn et Fn convergent vers & et F
dang G et grespectivement er; vérifiant Gn c Fn, on a G P. Si G est vide, le résultat est
acquis. Soit x € G. Comme W[xl est un voisinage de G dans G, On a x € Gn c Fn pour n assez

grend. Mais V{x} est fermé dans 4'77, et x € F entraine x € F, d'ou G c F.

I1 n'y a aucune difficulté & énoncer les critéres de convergence dans @e, en combinant

les Théordmes 1-2-1 et 1-3-1.

1-5 - L'espace ICD J}G (E) et la topologie myope.

Nous allons munir 1'espace Jb (E) des parties compactes de E de la topologie engendrée par

les :

<
o
Il

K (K, Kedb, KX} , K €

<
1]

(K, K €J6, Kc B] , -B ouvert relativement compact -

que nous appellerons la lopologie myope. Si K' est un compact, VK'c (ensemble des éompacts con-
tenus dans K') est un sous-espace fermé de J6 (E) (pour la topologie myope), et, aussi bien, de
éﬁ(E) (pour la topologie GG(()*)) , comme on le vérifie sans peine, et, de plus, ces deux topo-
logies colncident sur VK'C. On en déduit facilement que la topologie myope admet une base dé-
nombrable. De plus, si K est un compact, soit B un ouvert relativement compact avec K< Bc E.
On a donc X € VBc [ v(g)c’ et V(ﬁ)c est un voisinage compact de K. Ainsi la topologie myope
fait de /0 (E) un espace ICD.

Si E est compact,JG (E) est identique & 1'espace compact g(E). Par contre, si E n'est pas
compact, JG(E) n'est pas compact non plus. Pour le montrer, énongons d'abord le critdre de con-

vergence dans JG(E)

[lge}
Iy
Ie}
o
1O
173
-
et
-
(o]
::S
[
1L
AN
"
=
\
g
[
7]
[+
o3
o+
@
=
=1
o
g
<
®
H
(1]
(]
<Y
5
—
=
<
o]
;
-]
o
+
o
Lol
o
=
]
(1]
e
)
=]
<
=]
o
&
2]
-
[y/]
o+
/]
o
=
=
0}
8
®
=]
ot

si elle vérifie les conditions suivantes :

t - Les K sont contenus dans un méme compact KO.

2 - La suite K est convergente pour la topologie de FH(B).
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La condition 1 est nécessaire, car, si Kn ~ K et si B est un ouvert relativement compact
c -—
contenant kK, on a Kn € V13 pour n assez grand, donc Kn c Bec B= Ko. Mais sur Vxﬁ la topologie

myope coincide avec la topologie de {(E), ce qui établit le critére.

Corollaire 1 -~ Une suite Kn de compacts non vides ne peut pas converger vers {®} pour la topo-

logie,myope - ( Jo- {@} est fermé dans JG)

En effet, si la suite Kn converge, on a Kn c Ko pour un compact K0 non vide. Mais, sur
VK:::) = &F(Ko) la topologie myope coincide avec celle de \G//’(Ko). Or, d'aprés la remarque qui
suit la proposition 1-2-3, Q{(Ko) - {@] est compact. Par suite &im K, # D

Corollaire 2 - On peut compactifier S6(E) en lui adjoignant 1'élément w = E muni du systime
fondamental de voisinages Vic = {K, K €Jf, K ¢ K}, K € JB.
0

En effet, si une suite K, n'a pas de valeur d'adhérence dans J(E), d'aprds le critére 1,
on a Kn € VKg pour n assez grand, et Igl converge vers w = E dans le compactifié de J6 .

En particulier, si une suite Kn € J6 converge dans %vers un fermé non compact F, elle
converge vers w = E dans le compactifié de Jo: la topologie myope n'est pas capable de distinguer

les uns des autres les fermés non compacts (d'ou la terminologie).

1-6 - Ies fonctiormelles X et X.

51 A est un ensemble quelconque dans E, et k(x) son indicatrice, posons pour tout G € § :

Inf

6 = 5B xx , X6 =M k)

' —-— -— [
On vérifie sans peine XA = XT\ et iA = XZ » de sorte que ces fonctionnelles dépendent respecti-

- o
vement de A et de A, et non-de A. Plus précisément :

-— ° — °
Proposition 1-6-1 / Une application X (resp. X) de G sur {O0,1} est la fonctionnelle X, (resp. XA)
associée & un ensemble A Gg(resp. € Q) si et seulement si on a pour toute famille d'ouverts

Gi iel:

1-i(LIJGi)= Sup X (G

(resp. 1* - 3’( (U Gi) = IIIIf X (Gi))
I

L' élément nécessairement unique A € ff(res'p. € §) tel que = i—A (resp. i = ;LA) admet alors

1l'indicatrice :



2 - (x) = Ge® ¥ (0)

(resp. 2'- x(x)

i
Q
M
o]
—_
@
o

o -
(@x désignant le filtre des voisinages ouverts de x ¢ E). Enfin, un couple (X , X) de deux fonc-
tionnelles sur ¢ prenant les valeurs O ou 1 est de la forme (XA, X—) pour un élément nécessaire-

ment unique, (A, A) € 9%, 8i et seulement si X vérifie 1, X vérifie 2 et X < X.

Raisonnons dans le cas de X. La condition 1 est &videmment nécessaire, et, si -)EA est la

fonctiomnelle associée 2 A €&, on a bien k(x) = Inf‘g fA(G), puisque A est fermé.
Ge

Inversement, soit X une fonctionnelle vérifiant la condition 1. Définissons k(x) par la
relation 2. 8Si k(x) = 0, il existe G e@x avec X(G) = 0. Mais G egﬁy pour tout y € G, et par
suite k(y) = O sur G : l'ensemble A dont 1'indicatrice est k(x) est fermé dans E.

Vérifions X = X,. 5i fA(G) =1, onak(x) =1pour un x € G et par suite, dtaprés 2,
— 1] —— ~—
X(G') = 1 pour tout G e%, donc, en particulier, X(G) = 1. 8i, au contraire, XA(G) = 0, k(x)
est nul pour tout x € G : pour tout x ¢ G, on peut alors trouver B € f%( avec X (B ) = 0. Mais

la condition 1 entraine que la fonctionnelle X est croissante sur G, et Gc U B montre alors :
. x€G

X6 =T (U B,) = sup X(B ) =
X€G x€G

On a donc bien X(G) = G).

XA(
1
Enfin, si A # A, on peut trouver G € G avec (par exemple) G N A# @, GN A = ¢. Donc

X, #£ XA’ d'oh résulte l'unicité de A.

périeurement) sur Q(E).

En effet, soit G, €G. 5i EA(GO) =0, ona XA(G) > YA(GO) pour tout G € G. Si _}_(A(GO) =1,
soit x € A N Goe Pour tout @ ¢ W!Xf’ on a YA(G) = 1, c'est-a-dire YA(G) 2 YA(GO). Donc YA est
s.c.i,

Corollaire - Pour tout A € R(E), 1'ensemble V@ = {G, G €9, GN A =] est fermé dans §.

En effet, si 6, € VA o o Xy(6) = 0. SiG -G dans g, la semi-continuité inférieure

donne EA(G) s Gin YA(Gn) = 0; c'est-a-dire ANG =@ .
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- . _ . _ .
Nous 'allbns maintenant prolonger les fonctionnelles XA et XA sur JG (E), en posant :

X,(0) = Inf{X,(6), ¢ € G, G > K (K €J6)

X ()

Sup{X,(6), G € G, G > K} (X €JB)

K € JG(E) : XA(K) = ]Sclelg k(x) Cresp. XA(K) = 31(2_}2 }F(X)D-

En effet, si Sup k(x) = 1, A rencontre K, donc aussi tout ouvert contenant K, et X (K) .

Si sup k(x) = O, on peut trouver un ouvert G o K disjoint du fermé A, et X (K) = 0.
x€K - L

-Proposition_1-6-4 : fA(K) (resp. )D{A(K) est une fonction s.c.s. (resp. s.c.i.) sur (E) muni

de la topologie myope.

En effet, soit Kn une suite convergeant vers Ko dans JG(E). On a Kn cB
pour un compact B et n assez grand (prop. 1-5-1). Si 8inm X (Kn) = {, d'aprés la proposition
1-6-3, une infinité de K , soient Kn Kn soee rencontrent i. Soit xnk €in Knk- Cette suite,
contenue dans le compact B, admet une valeur d'a.dhérence X, € &. On a alors x, € Ko’ d'aprés la
proposition 1-5-1 et le critére 2' du théordme 1—.?—1. Comme x, € in K EA(KO) =124{in XA(Kn)'
Done EA est s.c.s. surdG(E). o .

en Ko € SOsi et seulement si on a AN Ko = ¢ ou Aﬂ Ko R

D'apres la proposition 1-6-4, il suffit de trouver & quelles conditions —XA(K) est s.c.i. en
Ko. Pour XA(KO) =0, XA est toujours s.c.i. en Ko’ Supposons donc XA(Ko) = 1, c'est-a-dire
o L]
ANK, £®. Si AN K, £ @, et si K, est une suite comvergeant vers K, dans J0(done aussi dans
o ——
GF), les K rencontrent tous 1l'ouvert A pour n assez grand, et {in XA(Kn) =1, d'ol la semi-
continuité inférieure. Inversement, si YA

est s.c.i. en I(o avec AN Ko # @, on peut trouver un

c

voisinage de K, de la forme Vg o (G1,‘.~..Gn, B ouverts relativement compacts) sur lequel
greeely. )

on a iA(K) = 1. Autrement dit, on a :

KcB KNG, #@, ..« KNG £P=KNAF O TKEX

On peut évidemment supposer G; ¢ B (i =1,...n). I1 s'ensuit que 1l'un des G; est inclus dans
A (dans le cas cohtraire, on prendrait un'xi £-A, dans chaque Gi’ et le compact {xi, i= 1,2,...n}
ne rencontrerait pas A, contrairement a 1'implication ci-dessus). Soit donc i_ un indice tel

o
. o : c
que G; < A, donc aussi G; < A . Comme K € VB

; K t
0 o GrreeCy on a K mlo # ¢, done , rencontre



bien Z .

forme {%,(6) = 1} ou [X,(K) = 0} (resp. {X,(6) = O} ou {X,(K) = 1}), G € G, K € J6.

En effet, X,(6) = 1» A€V, et X,(K) =0 = re vk

G

1=7 = Cas ol E est un espace métrigue.

Supposons que la topologie de l'espace (ICD) E soit définie par une distance &. La topolo-

gie de grest alors engendrée par les Vg (x) et les VBa(x), (Ba(x), boule ouverte de centre x
€

et de rayon £). Pour tout A Eézr, on pose d{x,A) = Inf {d(x,y), ¥ € A} si A # @, et d(x,4) = o

si A = ¢. On vérifie sans peine les équivalences :

e d(x,A) < ¢

Par suite :

Proposition 1-7-1 / Pour gqu'une suite A converge vers A dans Sfil faut et il suffit que, pour

Corollaire 1 - Pour gu'une suite An soit convergente dans @711 faut et il suffit que la suite

d(x,An) soit convergente dans §+ pour tout x € E.

La condition est nécessaire d'apr®s la proposition. Inversement, supposons que pour tout
x € E, d(x,An) converge dans §+ vers une limite f(x). Comme T est compact, il existe une suite
partielle An convergeant vers un A € SE; et, d'apres la proposition, d(x,An ) converge vers
k

d(x,4). On a donc d(x,A) = f(x), et la suite A, converge vers A d'apres la méme proposition.

Corollaire 2 - 8i, pour tout x € E, d(x’An) converge dans §+ vers une limite f(x), cette limite

f(x) est une fonction continue. Si f(x) = o en un point x, on a £(y) = = en tout point y € E.

On munit souvent JB(E) - {@} de la topologie localement compacte définie par la métrique de
Hausdorfsr :



a(K, k') = Max { Sup d(x, K'), Sup dA(x, K)}
x€kK x€K!

Proposition 1-7-2 / SurB(E) - {9} , la_topologie définie par la métrique de Hausdorff coincide
avec la topologie myope.

Pour le voir, on remarque d'abord que, pour £ > 0, un compact K' donné admet un recouvrement
fini par des boules ouvertes Be(xi) de centres x; € K' (i =1, 2,...n) et de rayon €, d'ou résul-

tent les inclusions :

{K, izﬁ' a(x, K) <e} c ng(x1)""Bg(xn) c |k, i:g' a(x,K) < 2¢}

et d'autre part, (XK' étant compact) on a 1'égalité

{K, Sup d(x,K') <¢} = §K, Kc U Be(y)}
x€K y€K'

On en déduit sans peine que tout compact K' non vide admet les mémes voisinages dans 5 (E)

pour les deux topologies.

1-8 - Cas oU E est 1l'espace euclidien R®

Dans P(R") , on définit les opérations suivantes ([3], [4]) :

L'addition de Minkowski : A @ B = {a+b, a € A, b € B}, ou dilatation de A par B. C'est

une opération associative et commutative, qui fait de P(R™) un demi-groupe abélien. En désignant
v v

par B = {-x, x € B} le transposé de B, on voit que x € A ® B équivaut a Beoe{x}) NAa#@d. On

remarque A ® @ = @. )

La soustraction de Minkowski : A © B =(A° @ B)®, ou érosion de A par B, duale de 1'addi-

tion relativement & la complémentation. On a :
v
X€AG®B o Bo {x} ca
L'romothétie {de centre 0) : A A = {ra, a € A} (A réel positif)

L'ouverture AB et la fermeture AB d'un engemble A selon un ensemble B, défiinies par

sp=(aeBeoB , AP-(aed es
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Ces opératicns.sont duales l'une de 1l'zutre pour la zomplémeatation et constituent une ou-

verture et une fermeture de Moore :

A%y = (aBe Agc A, Ac AP
Ac A' = ABCA'B,ABCA'B

B
(AB)B = AB ’ (AB) = AB

Proposition_1-8-1 / Un _ensemble A est ouvert selon un ensemble B si et seulement si il existe

CeprP@®") tel que A = B® C. De plus : 1l'ouverture de A selon B est la

réunion des traaslatés de B contenus daas A.

X €Ay @ Ty cR : x€B® (yl c A

Cette propriété confere & l'ouverture de A selcn B une signification granulométrique que
nous expliciterons ci-dessous.

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons seulement aux érosions, dilatations, ouvertures
ou fermetures d'un fermé F ¢ F (ou d'un compact K' € K) par, ou selon, un compact K € /6. Nous

désignerons par J€ l'ensemble des compacts non vides de ®" . D'aprés le corollaire 1 de la pro-
(o]

position 1-5-1, J§. est un sous-espace fermé de t/G, et nous le munirons de la topologie ICD in-
(

duite par la topologie myope. On établit facilement les implications suivantes :

e F

K
0,
Kedh, K €df = K@k, Ke K, KKO,K €SB

FeF, Kedj = Fok FOK, Py,

Proposition_1-8-2 / les applications : (F, K) - F @ K de ?F/xnﬂé sur @(; (X,K') - K ® K' de
v v
JSCx Sb sur JB&; F»Fde@’surgf; K - K de t/Gsurth; (A, F) = AP de
R, X F sur F ; et (A,K) = AK de R, x J6 sur JB sont continues.

Montrons, par exemple, la continuité de la premiére application. Soien< Fn et Kn deux sui-
tes convergeant vers F et K dans @.et uﬂsrespectivement. I1 faut monirer que Fn (] Kn converge
vers F @ K. Si K=¢, on a K, = @ pour n assez grand (Proposition 1-5-1), donc aussi
Fn ® Kn = @ et le résultat est acquis. Supposons donc K # @ et montrons que la suite Fn ® Kn

vérifie les critéres 1' et 2' du Théoréme 1-2-1.

Critdre 1' : Si F@ K # ¢, soit x =f + k€ P@ K avec f € Fet k € K. Il existe (critdre

1' appliqué & la suite Fn) une suite fn € Fn avec fn - f et (Proposition 1-5-1) une suite kn € Kn
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avec kn--k. On a done fn+kn€Fn®Knet fn+kn-f+k=x.

. n. .
i i i
converge vers un point x. Comme les Kn sont contenus dans un compact fixe (Proposition 1-5-1),

Critére 2' : Soient t, €F, et X € K deux suites partielles telles que (fn + k) )
R R . N .

i
la suite kn admet une valeur d'adhérence ko € K. Le point x - ko est alors valeur d‘'adhérence
i .
pour la suite fn , €t on a x - ko € P (critdre 2' pour la suite Fn)' Done x = ko + X - ko € F@o K,
i .
et la suite Fn @ Kr1 vérifie le critére 2'.

Proposition

1-8-3 / les applications {A,K) -~ A @ K, (4,K) - Ay et (A,K) - AK de \d’rx tféo dans

@y(ou de JG x JGO dans :/G ) sont semi-continues supérieurement.

Soient, en 'effet, An et Kn deux suités"convergeant vers A et K dans gret dans Cﬁo. Montrons
que toute valeur d'adhérence de la suite An (<] Kn est contenue dans A © K, soit ¢ A e Kn c ASK
(Proposition 1-2-6). Soit x € An e K une suite partielle convergeant vers x. On a :

v Ty x Tk g
Kn (] {xn } e An par définition, et cette inclusion passe & la limite d'aprés la Proposition
k k k
1-8-2, d'ou : K @ {x} ¢ A, c'est-a-dire x € A @ K et n A, ® Kn c A®K. Désignons par
v v -
L @ " = - '
Ay (An Kn) ® K et A (An o Kn) © K 1'ouverture et la fermeture de An selon K . On a
FAT A e A et 8im A" < K. En effet, si A' converge vers C, et si A' est une valeur d'a-
k .
v v
dhérence de la suite A ® Kn , on a d'aprés ce qui précéde A' ¢ A @ K, et la continuité de @

k
(Proposition 1-8-2) donne C = A' ® Kc (4 © i) ® K = Ay. Méme démonstration pour A" -

Si A, converge vers A dans \/G, on voit sans peine que les suites Ay © Igl, A'n et-A"n res-

tent contenues dans des compacts fixes, et le reste de la démonstration subsiste sans changement.

Corollaire~ Soit A un fermé (resp. compact) fixe et Kn une suite croissante pour c dans cﬂo. S5i

K= U Kn est compact, Kn éonverge vers K dans JGO, et la suite A © Kn converge vers A © K dans

SF (resp. dansB).

En effet, fim Kn = K résulte du corollaire 2 du Théoreéme 1-2-1 (compte tenu du fait que la

suite Kn est contenue dans le compact fixe K). L'inclusion Kn (= Kn+1 < K donne :

AeKn:AeKn+1:>AeK

On en déduit €m A S Kn > A @ K. D'aprés la proposition, on a aussi ll_m A® I(n c A®K,

d'ou résulte le corollaire.

D¢signons par C(4) l'enveloppe convexe d'un ensemble A € P((Rn), et par C(g) et C(JG) les

familles des fermés convexes et des compacts convexes. En particulier, C(JGO) est stable pour



® et constitue dcne un demi-groupe.

Proposition 1-8-4 / Si A € C(TF) et si B est un ensemble borné non vide, A est fermé selon B

e e

(AB = A). En particuliér,;ia régle de simplification (A® B= A®@C = B = C)

s'appligue dans le demi-groupe localement compact C( Jgo)

En effet, si x g A, il existe un demi-plan fermé E contenant A et ne contenant pas x, et 1'on
peut alors trouver un translaté de 1l'ensemble borné B contenant x et disjoint de E,idoné ahssi de

A. Mais celd signifie x £ A2, on a donc B e 4, et A8

= A puisque 1'inégalité inverse est tou-
L . . v
jours vérifiée. Si A, B, C € c(JG»O) vérifient A®@ B= A®C, on a aussi (A® B) © A= (C @ A)® X,
v L

clest-a-dire BA = A , donc B = C d'aprés ce qui précdde.

convexe C(K) est une application continue de JCO sur C(UK%)-

En effet, soit Kh une suite convergeant vers K dans JGb. les Kn sont contenus dans un com-
pact fixe K (Proposition 1-5-1), et par suite C(K ) c C(K ). D'aprés la Proposition 1-5-1, la
suite C(Kn) convergera vers C(K) pour la topologie myope si elle converge vers C(K) dans 6F.

Vérifions le critire 1 du théoréme 1-2-1. Soit x € C(K) et

X = x1 x, +eoat kk X 0 Xy €K, E: Ay < 1, Ai 20
une représentation de cet élément. D'aprés le critére 1' appliqué & la suite K , chague x5 est
limite d'une suite xn(i) € K. Lesx = pad A xn(i) appartiennent donc i C(Kn) et convergent

vers x, et la suite C(Kn) vérifie le critére 1°'.

Vérifions maintenant le critére 2'. Si E est un demi-plan ouvert contenant K, on a Kn c E
pour n assez grand, d'apres la définition de la topologie myope, donc aussi C(Kn) c E. Si donc
x est valeur d'adhérence pour une suite xnk € C(Knk), x est contenu dans le demi-plan fermé E.
Mais C(K) est 1l'intersection des E tels que E » K. Par suite x € C(K), et le critére 2' est vé-
rifid.

Corollaire - La famille C(\H%) des compacts convexes non vides est fermée dans ‘Jéo'

En effet, K -~ Ket K = C(Kn) entratne XK = fim K, = Sin C(Kn) = C(K) d'aprés la proposi-
tion.
En ce qui concerne l'homothétie (A,B} = AB (A 2 0), elle vérifie évidemment AB@® u B>

> (A + u)B. Si B est convexe, cette inclusion devient une égalité:
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AB®u B={(\+u)B (B convexe)
(car r)‘;i Be x% B est alors contenu dans B), et la famille B}\ = AB constitue alors un demi-

groupe & un parsmétre. S5i B est un compact convexe non vide, on déduit facilement de la Proposi-

tion 1-8-2 que ce demi-groupe est continu. Inversement, nous allons voir que tout demi-groupe

contimu {B,, A = 0} C(JGO) est constitué des homothétiques AB d'un compact B convexe non vide.

Nous dirons qu'un compact A € JGo est indéfiniment divisible si, pour tout entier n, il exis-

te Bn € Jo tel que A = Bﬁn (somme de Minkowski de n termes égaux a Bn)'

Théordme 1-8-1 - Un compact A € Joest indéfiniment divisible si et seulement si il est con-

. 81 A € C(#b), on vérifie immédiatement que A est indéfiniment divisible, en prenant B = ;11- A.
Inversement, supposons que pour tout n il existe Bn € H> avec A = Bﬁn « On a évidemment
n Bn c A. Etant contenue dans le compact fixe A, la suite n Bn admet une valeur d'adhérence

Bc A danszk;.

Montrons C(4) = C(B). En effet, pour n et k entiers > O, on a n Byc A= Bolik ck C(Bk),
d'ol n C(Bn) ck C(Bk), et 1'inclusion inverse étant vraie également, 1'égalité n C(Bn) =
=k C(Bk) = C(A). Mais cette égalité pésse 4 la limite (pour une guite partielle n, Bnk conver-
geant vers B), d'apres la proposition 1-8-5. B'ou C(B) = C(A).

Montrons maintenant C(B) € A. Soit x € CO(B) et :
r

x = ié Ay Xy X, €8, A; 20, LA =1

une représentation de cet élément. Soit aussi 0y Bn une suite partielle convergeant vers B
dans M>. Pour chague i, il existe (critdre 1' de convergence) une suite Yn (1) € n, Bn con~-
k k

vergeant vers by Choisissons alors des entiers N(i,k) = O vérifiant :

M N(i,k) =n, , fin NhB
X

i nk 1

et posons :

x, = o+ Zl‘. B30y, (1)

Dy

en
On & x, € B ko_ A, et la suite x) converge vers x. Donc x € 4, et C(B) c A.
k

Les relations C(B) c A c C(A) = C(B) gque nous avons obtenues montrent que l'on a A = c(4),
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ce qui établit la convexité de A. (Remarquons que les Bn eux-mémes ne sont pas nécessairement
convexes, mais on peut toujours les remplacer par leurs enveloppes convexes qui vérifient

n C(Bn) = A).

Corollaire — Dans J%b, une famille Bx, A2 0 constitue un demi-groupe continu & un paramétre

si et seulement si BA est 1'homothétique AB d'un ensemble compact B convexe et non vide.

On a déja vu que les AB, pour B € C(fdo) et A 2 0, constituent un demi-groupe continu. Ré-

ciproguement, soit BA' A2 0 une famille vérifiant la relation BA @ B“ = Bx+u° On en déduit, pour

n entizsr

donc BA est indéfiniment divisible v A 2 0, et les EK sont tous convexes d'aprés le tadordme.

Pour n et k entiers positifs quelcongues, la relation des demi-groupes donne alors :

B = nBA
A n

s

B Ak
n

S5i done le demi-groupe est de plus continu, on a u BA = Bku pour tout réel u = 0, et,

pour A = 1, Bu =u B1, ce qui établit le corollaire,

Granulométrie d'un compact selon les homothétiques de B € C(\H%). Soit BA' A 2 0 un demi-
groupe continu & un paramétre dans C(J%B)’ c'est-a-dire, d'aprés le théoréme précédent, la fa-
mille B, = AB des homothétigues d'un B ¢ C(H>). Quitte & remplacer B par B & {-bo} pour un

b0 € B, on peut supposer O ¢ Bx, d'ol résulte A < u = B, B“. Soit A E~ﬁ% un compact non vide,

A
AK = AB et A - A A son ouverture et sa fermeture selon EA' La relation des demi-groupes montre
A
alors que Au est ouvert selon BA et A¥ fermé selon BX dés que pu 2 A, d'ol résulte aussi

Au c Ax et A% o Ak. Ainsi Ax est une fonction décroissante pour ¢ , et Ax une fonction croissante.

On a d'ailleurs Ah < €(A) quel gque soit A 2 O (d'aprds la Proposition 1~8-4), de sorte que A

est contenu dans un compact fixe.

Montrons que A est continue & gauche et Ax continue & droite. Si . A A,y la suite dé-

‘croissante o converge vers = A' (corollaire 2 du théoréme 1-2-1), d'ob A' > .
b2 5k M

Mais, d'aprés la Proposition 1-8-3, on a aussi A' ¢ AX , d'ou 1'égalité, ct la continuité i
o

gauche de AX' Or. démontre de mBme la continuité & droite de Ax.

Désignons par V la mesure de Lebasgue, et posons :

F_(A) = V() , R0 =viah)
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La fonction F_ est non croissante et continue & gauche, la fonction F+ est non décroissante,

continue & droite et bornde (}ar V(C(A))-

En effet, les propriétés de monotonie décculent des propriétés correspondantes de AX et A,
Montrons que V(Ax) est contime & gauche. La restriction a uQsde la mesure de Lebesgue est s.c.s.
pour la topologie myope (voir, par exemple, Section 4, et notamment, la Proposition 4-1-2). Pour
At or On 3 A - Ax (puisque A, est contimu & gauche) , donc fim V(Al) < V(AK ), puisque V est
s.c.s. Mals LN AK entratne aussi flm V(Ax) > V(AX ) pour Ax¢§°, dartou fim V(AA) V(AX Jo On
a une démorstration analogue pour la continuité & dr01te de F,. Enfin, F (x) < V(@(A)) résulte

de la Proposition 1-8-4.

La fonction F_{A) représente la granulométrie de A selon les homothétiques AB de B € C(gﬁ%),

et 1la fonction F+(A) la granulométrie du complémentaire 2% de A selon la méme famille.

B - o-ALGEBRES ET PROBABILITES

1-9 - Iois spatiales et og-algébres maigres.

1
D'une manidre générale, nous utiliserons la notation Sg pour désigner le sous-en-
semble {A : Ac E, A> B, ANB' = ¢} d= P(E). Lorsque I et I' décrivent les parties finies de
E, les S%' constituent manifestement une seami-algébre de Boole. Nous appellerons o-algebre
i '
maigre et désignerons par o) 1a o-algébre engendrée par les S% » qui est celle de la loi spa-

tiale. Mais la formule :

I, Uy
n sp?=
s T U

montre que les S%' constituent également une classe compacte. Ainsi, d'aprés un théoréme clas-
.o - 1
sique, toute fonction d'ensemble P simplement additive applijuant la semi-algdbre des S% sur

[0,1] - c'est-a-dire toute loi spatiale de la forme :

P (x1 € A..ux €AY, £ A,...yk;! 4)

se_prolongera en une probabilité sur la o-algdbre maigre et permettra de définir un ensemble

aléatoire A sur P(E) muni de o(eA6).

Toutefois des propositions aussi uﬁiles que :"l'ouvert G est contenu dans A" n'appartien-
nent pas & o(y@), et nous desvrons construire &eS,o-algébres plus riches,

Il est &galement possible de munir e(E) de la topologie maigre <& (cAb).engendrée par les
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]
SI et les SI y I et I' parties finies de E. On note que SI et SI sont complémentaires, donc

& la fois ouverts et fermés dans P(E) pour O (cdb).

Proposition_1-9-1 / L'espace P(E) est compact pour la topologie maigre‘G (o) .

En effet, c'est un espace séparé : si A # A', soit (par exemple) x € Aet x £ A' on a
Aes ave st ev 5, nstx C g

x}’ ix} 4

On note ensuite que les SI et les SI' constituent une classe compacte, et qu'il en est de
méme de la classe stable pour la réunion finie et pour 1l'intersection engendrée par les SI et les
Il

5%, c'est-a-dire de la classe des fermés de & ().

De méme, on démontrera facilement la :

Proposition_1-9-2 / La convergence dans P(E) pour la topologie maigre s'identifie & la convergen—

ce usuelle des familles d'ensembles.

1-10 - Ensembles fermés aléatoires

Pour définir un ensembls fermé aléatoire, nous allons munir g’(E) de la o-algébre
() engendrée par les ouverts de \7’/, c'est-a-dire par les VK et les VG' Mais la topologie de
E possdde une base dénombrable, et tout compact K possdde un systime fondamental dénombrable de
voisinages ogverts Gn : dire "KN P = ¢" pour F € & équivaut a : " g n, Gn NF= @¢", et 1'on a

vE = U V™. Autrement dit, o(/*) est engendrée par les seuls éveénements Vo="FNG # o".

n>o

I1 est possible également de munir ©(E) lui-méme de la o-algdbre engendrde dans P(E) par les

Vo ="A: A€P(E), ANG # ¢". Mais les équivalences :
ANGZA ¢ o ENGF# o

montrent que V; a le méme sens dans F et dans ©(E). Etudier un ensemble A quelconque & l'aide
de c(VG) équivaut a 1'étudier par 1'intermédiaive de sa seule fermeture A A € 37, et ce point de

vue revient & identifier deux ensembles A et A' ayant méme fermeture dans E. Ainsi :

Proposition_1-10-1 / Sic%f est la relation "A = A' si A = A' " dans P(E), 1l'espace quotient

P(E)/E?;f muni de la g-algeébre engendrée par les Ve est_isomorphe & 9"

muni de o{{¥.
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La fonctionmelle X(A ; G) introduite en 1-6 est, pour tout G € ¢ , une variable aléatoire
sur_gr, c(VG) . Cela résulte de sa définition méme. Cette fonctionnelle est donc une fonction

aléatoire. Ci(G))Geq.

toires (i(GDGEQ vérifiant les conditions : X(G) = O ou 1, et X( U Gi) =
- ied
= Sup X(G,).
ied 1
On peut, en effet (Prop. 1-6-1) identifier g(avec 1'ensemble des fonctionnelles vérifiant

ces conditions, et V. est le sous-ensemble " X(G) = 1 " de F .

Examinons maintenant s'il est possible de probabiliser 1'espace (g, o(l?)).

Soit ® la base dénombrable de la topologie de E constituée d'ouverts relativement compacts
et vérifiant les propriétés énoncées en 1-1. On voit facilement que la famille des parties de
Qf de la forme '
C;,...Ck

v
C4',...Cn

ol chague Cy» C'j est dans Dou est la fermeture d'un élément de B constitue une semi-glgtbre

ao et que cette semi-algebre contient une classe compacte 00 définie par :

0 B ,...En » 1, k entiers, B, B'j e.@}

Soit @ l'algébré engendrée par Gy et C la classe stable pour la réunion finie engendrée
par € . D'aprés les théor2mes classiques ([6]), une fonction P appliquant @ sur [0,1] se pro-

longe en une probabilité sur o(l# si pour tout A € ¢ on a la propriété d'approximation :

P(a) = Sup{‘P(C) , Cca Cec)

On peut méme montrer que cette condition suffisante est également nécessaire ici. Nous

nous contenterons de donner un procédé permettant la construction effective d'une probabilité

sur o(2). Posons d'abord un lemme

Lemme 1-10-1 : Si D est une partie dénombrable dense dans E, 1'application a : A= AND

de (P(E), c(u‘b)) dans (57, c(b‘)) est mesurable.

En effet, cherchons l'image inverse de V_, G € G. De 1l'égquivalence :

Gl

AND NG# @ © AND NG# ¢
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résulte aussitdt a-1(VG) = {4 A€p(E), ANDNG ¥ @}, et cet ensemble est dans o(eke), puis-
que D est dénombrable.

Broposition 1-10-3 / 5i P' est une probabilité sur (b(E), 6&Ab)> obtenue par exemple en prolon-

geant une loi spatiale, la formule P(V) = P'(;-1(V)> Ve c(VG), a désignant
l'application : A - AN D, définit une probabilité sur (?(E), o(VG}>, ou, ce qui revient au mé-

e, sur (&F, o).

Si_l'ensemble aléatoire A défini par (P(E), o(e#6), est continu en probabilité pour P', la

Probabilité P ne dépend pas du choix de la partie dénombrable dense D. Si, de plus, pour tout

x € E, 1l'ensemble aldatoire A est continu en x presque sfirement pour P', la restriction de P &

o(/f6) a(VG) colncide avec P!,

La premidre partie de 1'énoncé résulte du lemme 1-10-1. Si A est continu en probabilité
pour P', x - x entralne P'(Vxxn) ~0et P'(VX ) = 0. Si G désigne un ouvert contenant x € E,
on a donc Vgrm = @, presque slrement pour P', donc aussi VGFD' = ¢ (p.s. pour P') pour une autre
partie dénombrable dense D'. On a done VGFD' c VGFD (p.s. pour P') dton 1'égalité, puisque 1'in-

clusion inverse est vraie aussi., Mais VGrD = Vcrm' signifie que la probabilité P ne dépend pas

p.s
du choix de D,

o —
Si A est presque sQrement continue en x, on a presque sdrement x € A ou x £ A. Si Gn dé-

signe un systéme fondamental dénombrable de voisinage de x, on a par suite Vx = fin ¢ VG D
n n

(p.s. pour P'). Mais celh signifie que la loi spatiale est la méme pour P' et pour P,

t-11 - Séparabilité, continuité P.S., _mesurabilité.

Séparabilité. Une partie dénombrable D dense dans E est séparante pour 1'ensemble
aléatoire A défini par (EF, o(, ID s'il y a une probabilité unité pour que tout point de A
soit limite de points de A N D, autrement dit si A = & N D p.s. (Lorsque P est construite comme

dans la proposition 1-10-3 & partir d'une partie D dénombrable et dense, A est séparable pour D).
Vérifions {A = AN D} € o(2¥. Si @ est une base dénombrable de la topologie de E, on a :

{A=Amb} = N {AnB=®}U{AﬂBnD%¢})
Bes

et cet ensemble est mesurable.
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Proposition_1-11-1 / Soit B une base dénombrable de la topologie de E. Une partie dénombrable

D dense dans E est séparante pour l'ensemble fermé aléatoire (&F, o(29,?)

si et seulement si P(ng) = 0 pour tout B € B, ou encore si et seulement

8i Vg = VW p.s. pour tout B €$H. On a alors V. = vGﬁD pour tout ouvert

G € G.

Celd résulte aussitét de {A # AND} = U Vgﬁb
Bes

Nous utiliserons dans ce qui suit la notation

S, ={A, AeF, A5G} , Geg

Cet ensemble SG est mesurable : pour A € 3'—, G c A équivaut a G c A. Mais G = G N D pour

toute partie dénombrable demse D ( G € G). Ainsi Sy = Sgrp € o(A-

Continuité presque sfire : IL'ensemble fermé aléatoire A défini par (ﬁ, c(), P), est presque
sQrement continu en x, € E si P(xo € FraA) = 0. ’

I1 faut toutefois vérifier que {A, Xy £ PrA est mesurable. Celd résulte de :.
fx, £ Pra} = U_ (S5UVD) € o
Bed
o

(.@x , Systime fondamental dénombrable de voisinageé ouverts de xo).
o

continu, il faut et il suffit que l'on ait P(ANDc Z ) = 1 pour toute

partie dénombrable D.

S5i, en tout point x € E, A est presque sflirement continu, on a D c RU 2° p-s., et par suite
o . L
ANDc A p.s. Inversement, si cette condition est remplie pour toute partie dénombrable D, il

suffit de prendre D 3> x pour avoir P(x € Fra) = O.

Proposition 1-11-3 ./ Si 1l'ensemble fermé aléatoire A admet une partie séparante D0 et s'il est

p.S. continu en x, V¥ x € E, toute partie dénombrable dense D est alors sé-

3
parante, et de plus on a p.s. A = A .

En effet, d'aprés la Proposition 1-11-2, la continuité p.s. donne pour tout ouvert G :
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(ANGNDA¢ = {Ane#pl = {(AnGnD, # )
]

. p-

Comme D est séparante, ce dernier ensemble est presque slrement égal a VG (Proposition
1-11-1), et on a bien VG = VGFD p.s. : D est séparante. On a alors A=AND (p.s. ), et aussi
ANDc & (p.s.), d'aprés la Proposition 1-11-2, donc Ac A p.S., c'est-a-dire P(A = A ) =

Remargue : Le sous—ensemble {A = K} de gTest mesurable pour a(2¥).

En effet, si JB est une base dénombrable de la topologie de E, on a :

° B
A=A} = v Spy) Y€ o(2P
{ l B ST °
Be$

s o
puisque A = A si et seulement si tout ouvert rencontre A ou est disjoint de A.

Continuité p.s. en tout comp act. On dira que l'ensemble fermé aldatoire A est presque sfirement

continu en un compact K € JBsril ¥ a une probabilité unité pour que la fonctionnelle X, (K) de la

section 1~-6 soit continue en K pour la topologie myope.

I1 faut toutefois vérifier que {i; est continue en K } € o(2). D'aprés la proposition

1-6-5, cet ensemble est la réunion :
(ANK, =@ UlANK, # o)

o
or, AN K # ¢ équivaut & : il existe B € SB(base dénombrable de la topologie de E) avec B c 4,
BN K # @. L'ensemble ci-dessus est donc :

K
VOU(BLEJ 55) €0 ()
MK 0

Proposition 1-11-3 / Pour que l'ensemble aléatoire A soit continu P.S. en B pour tout ouvert B

relativement compact, il faut et il suffit que l'on ait p.s. = A et

Vﬁ = VB pour tout ouvert relativement compact B. Toute partie dénombrable dense est alors sépa-

rante.

En effet, soit B un ouvert relativement compact et D une partie dénombrable dense. Considé-

rons la chaine d'inclusions et d'égalités :
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V52 Vg2 Vyp :{ZanD;écb} = {BnZ.;!(b} =
-(BNAZ¢ = {ENiFo

Si A est p.s. continu en B pour tout ouvert B relativement compact, on a Vg = {ﬁ N A £ @) d'a-

prés la proposition i-6-5, et les inclusions ci-dessus deviennent des égalités p.s. On a doncp.s.

4 —

[+

o
Vg =Vget Vo= {BNAF@}, clest--dire A= A . De plus Vp = Vgp P-S. montre que D est sépa-
rante (Proposition 1-11-1).
T
Inversement, si l'on a Vﬁ = Vg et A = A p.s., les inclusions ci-dessus
sont & nouveau des égalités p.s. La relation VB = {E N Z # ¢} p.s. exprime alors (Proposition

1-6~5) que A est p.s. contimu en tout B.

Remarque: La continuité p.s. en B pour tout ouvert B relativement compact n'entraine pas la con-

tinuité p.s. en tout K € JG, ni, en particulier, la continuité p.s. en tout point x.
Examinons maintenant la mesurabilité des ensembles fermés aléatoires.

Proposition_i-11-4 /(Mesurabilité de A) : L'application k(x,4) : E x * . {0,1} définje par

k(x,A) = 1 si x € A et k(x,A) =0 gi x £ A est mesurable pour la g-glgdbre

produit o(g) ® o(2”.

En effet, montrons que k‘1(0) est dans la o-algeébre produit. Si 3B est une base dénombrable
de la topologie de E, on a x ¢ A si et seulement si il existe Be® avec x € Bet A€ VB,

Ainsi :

¥10) = U BxVBealg) e o
Bem

Corollaire — Si M est une mesure positive bornée sur [E, o(G)], l'application X(A) = ﬁ(dx) =
————————— A

= /k(x,A) M(ax) de & dans lR+ est une variable aléatoire admettant 1'espérance :

Elx(n)] = /P(x € A) M(dx)

1-12 - Ensembles ouverts alédatoires

L'homéomorphisme F — © de & sur G est évidemment aussi un isomorphisme des o-alg¥-
bres o{Z» et o(2%?), de sorte que les propositions des sections 1-10 et 1-11 se transposent, par

dualité, aux ensembles ouverts aléatoires. Nous donnerons seulement guelques résultats complé-
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mentaires.

Proposition 1-12-1 / les applications 9 F - %‘ de gdans G, et vy : G -~ T de G dans {‘Z’, sont

mesurables.

En effet, cherchons, par exemple, 1l'image inverse 7_1(VB) de VB < W, B ouvert dans E, par

l'application y. Comme G N B # @ équivaut 8 G N B # @, on a 7_1(VB) VB < G. Mais le corollai-
re de la proposition 1-6-2 montre que Vg est ouvert dans G , d'ol VB € o).

5
Corollaire 1 : L'application F = F de &, ¢(?*) dans lui-méme, et l'application G ~Fae G, o{(2»

dans lui-méme sont mesurables.

Corollaire 2 : Mesurabilité de F - L'application k (x,F) de E x & dans {0,1} définie par i:(x,F)

< o o
=1six€Pet K{x,F) = 0 si x £ F est mesurable pour ol ® o). Pour toute mesure M positive

<]
bornée sur E, o(#), 1'intégrale /M(dx) est une variable aléatoire d'espérance fP(x € A) M(dx).
°
A

o o
En effet, k est le produit des applications mesurables (x,F) - (x,F) de E X F dans E x G,
et k(x,G) de E x G dans {0,1}. De méme :

Corollaire 3 : Mesurabilité de Q. L'application % de B x G dans {0,1} définie par : I{(x,G) =1 si

x € G et k(x,8) = 0 si x £ G est mesurable pour o(g) ® o(2). Pour toute mesure positive bornde

M sur E, o(G), 1'intégrale xM(dx) est une variable aléatoire de G, o(2%) d'espérance
A °

- o —
/P(x € A) M(dx). Ia mesurabilité de A et celle de A font l'objet d'énoncés analogues.

1-13 - Ensembles aldatoires sur ( #&, 058))

La restriction & ¥Hc g x &F de la o-algibre ol ® o) est engendrée par les

1
W X MG = SGG' (G, 6" € §) qui s'explicitent ainsi :

= ias6 ANG =@} = (Ao ANa = g}

S
11 est donc indifférent de définir cette o-algeébre o(8) sur P(E) lui-méme, ou seulement sur
o o - —
1'espace quotient P(E)/ R = ¥, J désignant la relation : A FOA' si A= A' et & = &' : p(E)
muni de o(8) est isomorphe & #6 muni de o(%*) ® o(l), et les deux points de vue conduisent & tra-

vailler uniquement sur l'ouverture et l'adhérence de l'ensemble aldatoire A.
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Tes résultats des sections précédentes se tranépoéént sans peine. En particulier, si D est
e . . —e ——
une partie dénombrable dense, 1l'application a : A ~(AUDY, AN D) de (?(E), 004&)) dans (&éc(s))
est mesurable, et, si P' est une probabilité sur (b(E); cQ/Eﬁ), obtenue, par exemple, en prolon-

geant une loi spatiale, la formule
B(s) = (@ '(5) , S¢o(s)

définit une probabilité sur (9&, c(s)). 8i, de plus, P'vérifie la propriété de continuité en

probabilité, la probabilité P ainsi construite ne‘aépend pas du choix de la partie séparante D

Une partie dénombrable dense D est séparante'pbu: 1'ensemble aléatoire A défini par
(96, o(s), P) si onap.s. A=AND et ¢ = A° N D, ou encore si 1l'on a, pour tout G € G ,
= = ) 1¢ ‘ 3 5 3
VGr VQWD et WG oD p.s. De méme, 1 ensemblg_aléat01re A est p.s. continu en x € E sl on a
P(x € FrA) = 0. Pour que A soit p.s. continu en tout point, i1 faut et il suffit que pour toute
partie'D dénombrable on ait p.s. ANDc R et A° NDc 2°. Lorsqu'il en est ainsi, on a p.s.
" o

ANDc Aet A° NDc (;Dc. Par suite :

Proposition j-13-1 / Si l'ensemble aléatoire A défini par (%, o(g), P) est & la fois séparable

et p.s. continu en tout x € E, on a p.S. @

w o

- o °
A=A et A=

Ces relations caractérisent des ensembles bien construits, sans points isolés ni lacunes
ponctuelles : on peut penser qu'un milieu poreux, par exemple, se laissera décrire comme une réa-

lisation d'un ensemble aléatoire séparable et p.s. continu pour (96, o(3),P).

4-14 - Erosions, Dilatations et Granulométries.

les questions que nous abordons dans cette section sont en rapport étroit avec les
techniques de la Morphologie Mathématique [2], [4]. Nous supposons que 1'espace E, toujours ICD,
est de plus muni d'une structure de groupe abélien compatible avec sa topologie. (Dans 1la plu-

part des applications, E est simplement 1'espace euclidien mn).

On a vu dans la section 1-8 la définition des opérations A @ B (dilatation de A par B) et
A © B (érosion de A par B). L'opération ® munit ®(E) d'une structure de demi-groupe abélien
(érosion et dilatation ne sont pas des opérations réciproques). D'aprés la Proposition 1-8-2,

la diiatation (mais non 1'érosion) par un compact K est une opération continue dans & . Par dua-
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1ité, 1'érosion par K (mais non la dilatation) est continue dans G.

Pour tout compact K, A @ K est un ensemble aldatoire sur (97, s(l’)), et 1'ap-

plication de B x & sur {0,1} définic par k(x) = 1 5i x € A® K eb k(x) = 0 si x £ A ® K est_me=

aurable pour o(F) ® o(Z*).

En effet, cette application est le ‘produit de 1'application contimue (x,F) - (x,F ® K) de

E x F dans lui-méme par l'application mesurable de la Proposition 1-11-4.

Corollaire : Pour toute mesure positive M bornée sur E, o(F), 1'intégrale / M(dx) est une va-
ADK

riable aléatoire d'espérance /P(x € A® K) M(dx).

Proposition_1-14-2 / Soit XK € JG un compact. L'application a : A = A.© K est une application

mesurable de & dans lui-méme.

On vérifie immédiatement o) c & . Comme les V K' € J6 engendrent o(f*), il faut montrer

X’

a“’(VK,) € o2 . Soit B, une suite d'ouverts relativement compacts vérifiant B o —En+ et N B =

1
n
= {0} (élément neutre de E). D'aprés le corollaire 2 du Théordme 1-2-1, la suite décroissante

(r o -ﬁn) © K converge vers

ﬂ[(Aeﬁn)@K]=[ﬂ(A@En)]eK=A@K
n n

5i K' est un compact, on en déduit :
(V)= N{heB)ekev,l = n{l(heB) ek NK #g
n n
Soit alors D' une partie dénombrable dense daas K'. L'ouvert (A @ Bn) ® K rencontre K' si
et seulement si il rencontre D'. Par suite

') =N U fxe(AeB)ek=n U (xe(ael) oK
n x€D! n x€p!

- s -
Mais 1'ensemble {x € (A ® B)OK} = (Ko {x} c4 @B} est fermé dans &, dtaprés la con-

tinuité de @, d'olu résulte a-1(VK,) € a(¥ et la mesurabilité de 1'application a.
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Corollaire 1 : (Mesurabilité des érosions) Si A est un ensemble aléatoire sur ef c¢*), pour

tout compact K, A @ K est un ensemble aléatoire sur fﬂ", o{¢?), et 1'application de E X gfsur {0,1}

définie par k(x) = 1 51 x € A ® Ket k(x) =0 six £ A ® K est mesurable pour o@) & o(%).

Corollaire 2 : Dans les mémes conditions, pour toute mesure M positive bornée sur E, o(ﬁ), 1'in-

tégrale U/P M(dx) est une variable aléatoire d'espérance d/;(x € A © K) M(ax).
AGK

Déiy_l;zl.gg - A tout A € &F et a tout compact K ¢ E on associe les ensembles AK = (A ok) @ K

et AK (oo K) ® K. On dit que AK est 1'ouverture de A selon le compact K, et A la fermeture

de A selon le compact K.

On a vu dans la section 1-8 certaines propriétés de AK et de AK’

Propoesition i- =14-3 / Mesurabilité des gramlométries. Si A est un ensemble aléatoire sur

C@', g(D’ , il en est de méme de AK et de AK pour tout compact K non vide.

De plus, les applications de E x H sur [0,1} définies par kf(x) =18ixc¢ AK et 0 si x £ AK,
et par km(x? = 1sixeret0six £ A, sont mesurables pour o@ © o{tH.

En effet, ces applications se mettent sous la forme de produits d'applications mesurables.

Corollaire : Pour toute mesure positive bornée M sur B, o(F), les intégrales L/I; M(dx) et

/M(dx) sont des variables aléatoires admettant respectivement les espérancesﬁ(x € A ) M(dx)
K

et /I;(x € ap) M(ax).

1_)_@;‘31_11.33913_9g§_(_}£g.r:n=1;gg1_é1;£}g§ - S5i B)\ est un demi-groupe continu dans Ko, c'est-a-dire

(Théortme 1-8-1) si B)‘ est 1l'homothétique AB, A = 0 d'un compact convexe B non vide, posons @

B
FAA) = 1 - Bx € dg) , F(A) = Blx € )

On vérifie alors que F_(?x) et F+()\) sont des fonctions non décroissantes et continues & droite

de N > 0. Elles constituent les fonctions de répartition des variables aléatoires :
A=5Sup {A:3y€R, x€B @{y} cAl
c
A' = Sup {)\:syéﬂ%,xEBx®[y}cA}

et représentent donc les granulométries (au point x) de l'ensemble aléatoire A et de son complé~
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. c
mentaire A~ selon le compact convexe B.

Dans le cas stationnaire @(V ® {x}) = P(V) pour tout V ¢ c(Z’)), ces granulométries ne dé-
pehdent plus du point d'appui x, et les propositions ci-dessus fondent la possibilité de 1'infé-

rence statistique.

1-15 — Schémas aldatoires de Germes.

Dans beaucoup d'applications, on doit introduire des ensembles aléatoires dont 1'in-
tersection avec un ensemble borné contient au plus un nombre fAini de points distincts (germes
d'un processus de cristallisation, etc...). Pour tout ouvert G € G, nous désignerons par ?/"/(n)((})
le sous-espace de g(E) constitué de fermés A € fﬂrcontenant au plus n points distincts appar-

tenant a G.

En effet, soit Ak une suite de fermés avec Ak € g(n)(G). I1 faut montrer que, si la suite
A, converge vers A dans l'espace compact gZE), on a A eg(n)(G). En effet, supposons qu'il exis-
te n + 1 points distincts x; € AN G (1i=1,2,...n+1). Soient Gi des ouverts disjoints, avec
Xy € Gi < G. Pour k assez grand, Ak rencontre chacun des Gi etcontient donc au moins n+t points
distincts- MNais celd contredit A € g(n)(G). Done A € g{(n)(G).

Corollaire : Si A est l'ensemble aléatoire défini par Cgr,c(”)), les sous-ensembles suivants de

S (E) sont mesurables Cappa.rtiennent a 0(7})) :
~ g(n)(G) = {l'ouvert G rencontre A en n points distincts au plus}

~ Eﬁ(m)((}) = U g(n)((}) = {A N G contient un nombre fini de points}
nz0

En particulier, si $ désigne une base dénombrable de la topologie de E, constituée d'ouverts

relativement compacts, 1l'ensemble {pour tout compact K ¢ c‘G, AN X contient au plus un nombre

fini de points distincts} est mesurable. En effet, cet ensemble est :

(w)
N € oM
Ber W(B) ’

Appelons schéma de germes un ensemble A dénombrable et sans points d'accumulation.
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(w)
Proposition 1-15-2 / A € gest un schéma de germes si et seulement si A € N gr(B) , et 1l'en-
Bes
semble des schémas de germes est un sous-ensemble mesurable de ypour

c@h.

En effet, les ouverts relativ.ement compacts B € 3 recouvrant E, A € F admet un point 4'accu-
mulation si et seulement si 1l'ensemble A M B est infini pour un B €B. D'autre part, tout

Ae N g(w)(B) est dénombrable, puisque B est dénombrable.
Bes

Nous dirons que 1l'ensemble fermé aléatoire A défini par (97, o(v),P) est un schéma aldatoire

de germe si A est p.s. un schéma de germe, c'est-d-dire si P (A € BQ g(w)(B)) = 1.
. B

Propogition 1-15-3 / Si A est un schéma aléatoire de germe, le nombre N(B) des points de A con-

tenu@ un ouvert B relativement compact est une variable aléatoire pour
(97,0(1})). Iorsque B décrit une base B de la topologie de E, les variables aléatoires N(B) en-
gendrent la restriction de la o-algéore o2 a l'ensemble {A est un schéma aléatoire de germe}.

Celd résulte aussitdt de la Propcsition 1=15-2, puisque les ensembles {N(B) = 0} = Vg

engendrent déja o(Z¥ pour B €B.
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CHAPITRE 2 - PARTITIONS ALEATCIRES

Dans ce chapitre et dans les suivants, l'exposé sera plus concis, et nous omettrors souvent
certaines démonstrations qui se reconstituent sans peine & partir des propositions du chapitre 1.

En ce qui concerne les notations (outre celles de la section 1-1), nous désignerons ici par :

M(E) - ou I, 1'ensemble des partitions de 1l'espsce (ICD)E.

ng(E) - ou ng, 1l'ensemble des partitions de E dont les clesses sont ouvertes ou réduites

a un point.

RA - le sous-ensemble de né constitué des partitions « € né’ telles que A < E soit contenu
dans une classe modulo w.

RA - le complérentaire dans ng de RA'

2-1 - L'ESPACE COMPACT ﬂg(E)

Une partition w € [ (E) de l'espace E peut &tre définie par la famille (I‘i)ieI des

classes module w (Pi N Fj =¢ pour i £ j, et U ry = E); ou encore par son graphe
I . —

cC= U ri x Fi c Ex E
I

qui vérifie les trois axiomes constitutifs suivants :

1 - ¥vx€E , (x,x) €C
2 - V(X,y) €e ExE , (X1Y) €C = (y’x) € C

3- ¥vx, ¥, z€E , (xy)€cC et (Y$zy €eC = (X,Z) €C

L'espace ng - D'un point de vue physique, on ne pourra en général vérifier expérimentalement

une proposition relative & une partition w € II que si son énoncé ne fait pag in-
tervenir les frontiéres des classes modulo o ¢ l'attribution des points frontiéres restera douteu-
se, et 1'on ne pourra affirmer que deux points x et y sont équivalents modulc = que si 1l'orn peut
trouvgr deux voisinages ouverts de ces points contenus dans une méme classe Fi (dorc aussi dars
;i). On devra donc considérer comme identigques deux partitions dont lcs classe admettent les
mémes ouvertures. Ce point de vue revient A remplacer m € I par la partition g dont les classes

sont :
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o
- celles des Pi qui ne sont pas vides-

- les {x}, pour x appartenant & 1'ensemble frontidre (fermé) :

2 \c
F= Q(ri) = LIJ Fr T,

On passe de w & mg en ouvrant les classes et en atomisant leg frontidres. Nous désignerons

par ng(E) 1l'espace des partitions ainsi obtenues, dont les classes sont ouvertes ou réduites 3

un_point.

est. le graphe de la partition w_ € M déduite de w en ouvrant les classes et

g £
en atomisant les frontidres. Pour qu'une partition o € JI de_graphe C soit dens ng,’il faut et il

o
suffit que 1'on ait C = C Y A, ou encore que cn Ac soit ouvert dans E x E.

o
la premidre partie et 1l'équivalence C = Cyas == € ng gse démontrent immédiatement. ILa
condition & U A = C entralne que C N A est ouvert. Inversement, si C N 2S est ouvert, on a

o
=C
c o . o (-] o .
cNna*cc, d'ol CcCcCUAa, et C=CU A, puisque CU S = C.

o o
Corollaire : Si C est un ensemble ouvert dars E x E, C |J A est le graphe d'une partition » € “g

- 8i et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

: -] ° B
2" - G1 X G2 cC =6, %6 c , G1, G2 € G.

o ° . .

3 - G1XG2CC =6, xG cC , G, G €q.
° .

Lorsque C est ouvert, on vérifie facilement, en effet, que ces deux conditions sont équiva-

lentes aux axiomes 2 et 3 ci-descsus.

11 existe ainsi une correspondance bijective entre né et le sous-ensemble de G(E x E) cons-
titué des ouverts 8 c E x E vérifiant les conditions 2' et 3'. Nous identifierons ng avec ce
sous-ensemble, et nous le munirons de la topologie induite par celle gde G(E x E), qui est la to-
pologie G (W) compacte et dénombrable. Cette topologie de Q(E x E) est engendrée par les
Mg & K€ JO(E) ot les W' (5,61 € G(E)). Mais les axiomes 2' et 3' montremt que
Wk ©F Worge) x (RK') = Rrge (FesE- WO o w(BE) x (BB') _ 88" g5p0ttent 1a méme
restriction sur ng- Ainsi, la topologie de ng est engendrée par les RK et les RG (? € J(E),
¢ € g(E).




37

Proposition 2-1-2 / L'espace ng(E) est compact et de type dénorbrable.

o
I1 suffit de montrer que ng est fermé dans G(E x E). Soit donc Cn une suite @'éléments
o o
de G(E x E) vérifiant 2' et 3' et convergeant vers C dans G(E x E). DMontrons que C vérifie les
o
axiomes 2 et 3 des graphes {d'olh résultera que C |J A est le graphe d'une partition m, et la pro-

position 2-1-1 donnera = € ng)°

o -]
Soient donc x, y et z trois points de E, avec x ¥ y et y # 2z, (x,y) € C et (y,z) € C . Soient

Bx’ By’ Bz des voisinages ouverts relativement compacts de ces points vérifiant :

- - o — -
B xB cC , B xB ccC
X y ¥

o ) ~— - o - - o
Comme Cn converge vers C dans G(E x E), on a Bx e By c Cn et By X Bz c Cn’ donc a fortiori

o o 0
: ps R .
Ex X By [ Sn et By b Bz c°Cn pour n assez grand. Comme Cn vérifie 2' et 3', on a aussi
By X Bx [ Cn et Bx X Bz c Cn . Mais wByXBx et waXBz sont fermés dans Q(E x E). Orn a donc

Yy X
monstration.

o o o
B X B cC et Bx X Bz c C, et C vérifie les axiomes 2 et 3 des graphes, ce qui achéve la dé-

On note qu'une partition = € né contiert au plus une infinité dénombrables de classes non
réduites & un point (puisque E est ICD). Désignons par nén) [ né l'ensemble des partitions o € [I

admettant au plus n classes ouvertes. (n = 0, 1, 2...)

Proposition_2=1-3_/ nén) est un sous—espace compact de ng.

Montrons, en effet, que nén) est fermé dans l'espace compact ng. Soient @y € n(n)

g

[+ o
de partitions dont les graphes C, convergent vers C dans G(Ex E). 8 U A est le graphe d'une par-
o o
tition w € ﬂé, et il faut montrer o € ngn) . S5i C est vide, on a w € néo) [t nén). Si C ntest

n + 1 points appartenant 4 des classes ouvertes de o (cfest-a-dire

une suite

pas vide, soient x,y-..X

1 n+1

o
(xi, xi) € C . Soit, pour chaque i, Bi un voisinage ouvert relativement compact de X, avec
—— -— o — —— o
Bi X Bi c C . Pour k assez grand, on a dcnc Bi x Bi < Ck (i = 1,2y+..0+1). Ccmme wy admet au
plus n classes ouvertes distinctes, on peut, pour chague k assez grand, trouver deux indices

[~]
iys ) avec iy # jyet By x B, < C.. Comme il n'y a que n(n-1) couples(i, j), 1'un de ces cou-
k

Ix
ples, soit (io’ jo) figure une infinité de fois dans la suite (ik’ jk), et on en déduit B, x
° o (o]
x Bj cC. Or Bi x Bj c C entraine que x4 et x, appartiennent & la méme classe ouverte
o o 0 o o
modulo w, d'ol w € nén) - ce qui ‘établit la proposition.

o 0 -
Un élément (A, A) de 26 (&) peut aussi biern &tre représenté par le couple (A,A°) ¢ G(E) x

o - 0 —=n
x G(BE). Plus précisément, 1'application (A,A) - (4,A°) est un homéomorphisme de 98 sur 1e sous-
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ensemble de G X G ccnstitué des couples (G,G') d'ouverfs G et G' disjoints. Mais(z, %) aéfinit
aussi une partition m € néz) de E comportant au plus deux classes ouvertes Z et A°. Inversement,
si une partition o € ng posseéde au rlus deux classes ouvertes G& et G2’ il lui correspond deux
éléments possibles (G1, G2) et (G2, G1) de G x G, puisqu'on ne sait pas laguelle de ces deux
classes ocuvertes dcit &tre appelée Z . Désignons donc:par(ﬁ% la relation d*équivalence Aﬁeb A

si A= A" ou A = A';

2)

est isomorphe & 1l'espace quotient 9@/{2h-

En effet, dans ﬁM;, les ouverts saturéds pour la relation 5@5 sont engendrés par les

(WK X 8’) U (g x VK) et les (wG x F) U (¢ x VG),'gui correspondent bijectivemernt aux RK et aux

Y, '

2-2 - g-ALGEBRES ET PROBABILITES SUR N et ng.’

Sur m(E), la plus petite o-algébre compatible avec une loi spatialeest engendrée par
les éveénements {x équivalent & y modulo w} pour x, ¥ € E, ctest-a-dire par les RI’ I partie finie
de E.

. &

I,,...1
1? n .

g-algtbre maigre o(cdb) = o(Ry). Mais b engendre aussi une topologie B (c4), ou topologie

Les R constituent une semi-algébre de Boole, soit &hﬁ,‘qui engendre la

maigre.

D'aprés la Prcposition 1-9-1, P(E x B) est compact pour la topologie maigre. I1 faut véri-
fier que les axiomes 1, 2 et 3 des graphes définissent des sous-ensembles fermés de f(E x E). Or,

ces ensembles sont :

Pour l'axiome 1 : XE% S{x,x}
3 T oy . {x,5} .
Pour l'axiome 2 : XEE (s U S{y,x})
Y€E
Pour 1l'axiome 3 : n n n (siByslyel
x€E YE€E z€E ( U v S{x,Z})

Ces trois ensembles sont fermés dans P(E x E), donc aussi leur intersection [I.
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Corollszire : La semi-algébre maigre 0hsest une classe compacte dans I1 et toute loi spatiale

P(RI 1 k ) se prolonge en une probabilité sur la o-algébre maigre.
ITEERR

Nous alloas maintenant munir ng de la cg-algebre engendrée par les ouverts de cet espace
compact. On vérifie sans peine que cette o-algébre est également engendrée par les R G € g(E),
et nous la désignerons en général par c(RG). La compacité de 1'1g permet de construire des prcba-
bilités sur o(RG). En raisomnant comme nous l'avons fait & propos de la Proposition 1;10-3, on
peut démontrer la prcposition suivante, qui permet de construire effectivement des probabilités

sur c(RG).

Soit a l'application : «fc) = T;Tjiﬁc de P (E x E) dans G(E x E). 5i C est
le graphe d'une partition @ € I, a{c) U & est le graphe d'une partition que nous noterons a(w)
et qui est dans ng' @ : = -+ a{m) est une application mesurable de @], 0(916)) dans (ng, U(RG)>.
Si P' est une probabilité sur II muni de la o-algdbre maigre, la formule P(R) = P'(;_1(R)) ,
R € o(R,) définit alors une probabilité sur (ng, o(R;))-

Une partie D déncmbrable et dense dans E est géparante pour la partition aléatoire
(ng, g(RG), P) si et seulement si on a pour tout ouvert G € G(E) : RG = Rsp p.s. De méme, une
partition aléatoire est p.s. continue en X, € E si P(xo € F) = 0, P désignant la réunion des
classes d'équivalence réduites & un point. Enfin, pour x € E donné, l'on désigne par ;x 1'ouver-
turc de la classe de x modulo we mrtition aléatoire (ﬁg, G(RG), 3), 1'application de E x né sur
{0,1}, définie par k(x,y) = 1 si y € Px’ k(x,y) =Osiy g Px est mesurable pour o(F) @ c(RG).

M désignant une mesure positive sur (E, c(Q)), M(dy) est alors une variable aléatoire sur
r

° b e

(ng, c(RG)) et admet 1'espérance ﬁ(y €T ) Mdy).
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CHAPITRE 3 - FONCTIONS ALEATOIRES

3-1 - NOTATIONS

Dans ce qui suit, on désigne par :
®(E) - l'ensemble des fonctions sur E (applicationsde E dans la droite achevée
[‘°°9+°°]

[}

le sous~espace de ® constitué des fonctions semi-continues supérieurement

2,(E)
(s.c.s.)
@g(E) - le sous-espace de @ constitué des fonctions semi-continues inférieurement

(s.c.i.)

Qh(E) - 1'ensemble des couples (;, P) vérifiant a € Qg’ J € 25 et ; < 9.

Conformément i la méthodologie du premier chapitre, nous identifierons deux fonctions dis
qu'elles auront mémes régularisées inférieure et supérieure, et @h sera ainsi lui-méme identi-
o o —_ _ .
fié & 1'espace quotient &/%> (¢ R o' sig=¢' et §=7'). Nous mnirons Dey @g et @ de topo-
logies compactes, ce qui n'est possible qu'ad la condition de renoncer a2 la structure d'espace
vectoriel, mais permet, en corntrepartie, de construire facilement des probabilités sur les c-al-

geébres assocides a ces topologies.

3.2 - IES FONCTIONNELLES X et X

A toute fonction ¢ € @, nous associerons les fonctionnelles sur G :

X(6) = Infog(x) , X(G) = Supog(x) , Geg
? X€G ? x€6

que nous prolongerons sur JO en posant :

x?(x) = Sup Xw(G) , x¢(x) = é;ﬁ xw(c)

Geg Geg

(resp. s.c.s.) sur G(E); la fonction KQ(K) (resp. i¢(K)) est s.c.s. (resp.

s.c.i.) sur & (E) muni de la topologis myope. Pour K = {x}, x € E, en particulier, on pose
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— -]

P(x) = X(p({x}) et ¢(x) = }o(cp({x}) : p € 2, €5t la régularisée supérieure (plus petite majorante

o
s.c.s.) de ¢ et ¢ € tIJg sa régularisée inférieure {plus grande minorante s.c.i.). On a alors

b =§-et;( =§(°.
9 ¢ ¢ 9

Montrons que ‘icp est s.c.i. sur G. Soit e > 0 et x € ¢ avec o(x) 2 iq)(G) - €. Pour tout

ouvert G' € W{x} on a alors X‘P(G') 2 ¢(x) 2 X(p(G) -e, et ch est s.c.i. sur G. Montrons que )-{-(P

est s.c.s. sur JG. Pour K € JGet e > 0, s0it G un ouvert avec G o K et s(.q)(G) < X(K) + . Pour
tout compact K' <« G, on a alors T((P(K') < X(K) + €, ce gqui étzblit la semi-continuité supérieure.
Pour X = {x}, on a :

P(x) = 1Inf Sup e(x")
G3X X'€G

Geg

de sorte que P est la régularisée supérieure de ¢. On vérifie sans peine 1'égalité icp = i‘.ﬁ. Les

o —
énoncés relatifs & X‘P résultent ensuite de - i‘p = X_‘p.

Corollaire : Inversement, on a :

iq,(G) = Sup {Y(P(x),xe\/f;, KeGl, Geg

En effet, on a évidemment Sup iq’(K) < YCP(G). Inversement, considérons une suite croissante
K¢ ?
d'ouverts relativement compacts avec Bn c Bn+1 et U Bn = G, Les Bn convergent vers G dans G.
n

On a icp(Bn) < Yq’(G), mais aussi _8_1_13 iq)(Bn) > Y(P(G) (qu étant s.c.i.), d'on Y‘P(G) = 8im ).(;P(Bn).

les inégalités E(P(Bn) < fq)(ﬁn) < i(P(G) donnent alors <im Y@(ﬁn) = i&p(G)’ d'ol Yq,(G) = Istug icP(K).

Proposition 3-2-2 / Une application X de yf dans [ - o, + «] est la fonctionnelle i‘P associée a

une fonction (nécessairement unique) ¢ € 2y 81 et seulement si elle vérifie

t- o X(Ye) = sw T (o

pour toute famille (Gi)iel d'ouverts G, € G. La fonction ¢ € o, telle que X= iq) est alors dé~
finie par :

2 - 9(x) = Inf (X(G) , Geg, G> x|



< (Ce'tte coupe est 1'intervalle - [—

)

A ‘. RN
- 1S g .
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La condition est manifestement nécessaire, et pour ¢ € Dy 1'égalité § = ¢ montre que X¢

vérifie 2 - ce qui établit aussi 1'unité de ¢ -.

Inversemert, soit X une fonction sur G vérifiant 1. Définissons ¢(x) par la formule 2. On

vérifie immédiatement ¢ € @f' Il reste & montrer X = X . D'apres 2, pour tout ouvert B € § et

tout x € B, on a o(x) = X(B), atou X (B) < X(B) Montrons 1'inégalité inverse.

Par définition,
ona X (B) 2 p(x) pour tout x € B.

X est(d*aprds 1) une fonction croissante sur §. Etant donné
€ > 0, on peut donc, d'apreés 2, trouver pour chaqué'x € B un voisinage ouvert Bx c B avec
X(Bx) s g(x) +e = X¢(B) + €. Mais B

U Bx, et la condition 1 donne :
X€B

'x(s) = i‘;‘% i(Bx) < iq)'(p) +e

.4lol x(B) 5, 41g(B) et l'égalité. e C

s

-

Corollaire : Pour K € G, on a X (K) Sup @(x)
? x€K

On a évidemment Sup P(x) s i;(K). Si 1'inégalité est stricte, chaque x € K admet un voisi-

- x€K _ - -
nage B avec X¢(Bx) < ac< X¢(K). On déduit de 1 XQ(G) < X¢(K), avec G = U B_ , mais celd est

impossible puisque G o K. x€K

3-3 - LES ESPACES COMPACTS P qag p €t & -

Dans ce qui suit R désignera la droite achevée [- w, + ©]. Dans 1l'espace produit

E x ﬁ, considérons un ensemble C vérifiant la condition .z
1- vx€eE,vreR, (xr) eC = [x} x [-», r] cC

A cet ensemble C € P(E x R) est associde la fonction ¢ € ® définie par ¢(x)

= Sup {r,(x,r)€C}
ou p(x) = - 0 si {x, (x,r) € C} = ¢.

Nous dirons que C est un graphe de ¢. Inversement, si

¢ € & est une fonctlon donnée, pour tout x, € E, considérons l'ensemble C déf1n1 (indifféremment)

par C = {r € R, r < ¢(x)} ou C = {r € R » T S Q(X)l\ L'ensemble c=y

{x} X T, vérifie 1 et
x€E
constitue un graphé¢ de ¢. Deux graphes C et C' sont associés & une méme fonction 9 € % siet seu-

lement si leurs coupes C et C' ont méme ouverture et méme fermeture dans R pour tout x € E.

o, ¢(x)] 1ndifféremment ouvert ou fermé & droite, réduit & ¢ ou
3 |- w] si ¢(x) -w), En remplaqant les fonctlona par leurs graphes, nous allors munir @ et

s
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®  des topologies définies dans le chapitré 1.

Proposition 3-3-1 / Si une fonction ¢ € ¢ admet un graphe C € P(E x R), sa régularisée supérieu-

Ie O € ) (resp. sa régularisée inférieure q{ € §> Yadmet le graphe T , fermetu—

re de C dans E x R (resp. 1le graphe C » ouverture de C dans E x R).

En effet, '@x désignant le filtre des voisinages ouverts de x € E, on a les équivdlences :

(z,7) £C o Te>0, EBe B, : iq)(B)<r-s o 9(x) <r
Pour éviter toute indétermination relativement aux points & 1'infini, posons :

Bao = Yo B X (ol B U] x (e )

On a alors le résultat suivant :

Corollaire : Si ¢ est une fonction s.c.s. (resp. g.c.i.), et C 1'un de ses graphes, le plus grand

- o
(resp. le plus petit) des graphes de ¢ est C U E__ (resp. C N Ef_m). L'application de @, dans

G (E x R) Cresp. de ®, dans G(E x RD défini par ¢ - C U E_, (resp. ¢ - c N Efm) est une bijection

de &, (resp. qﬁg) sur le sous-espace de ¥ (E x R) Cresp. G(E x ‘R)) défini par 1l'axiome 2 et la con~-
dition C o E__ (resp. C N E = @)

En effet, si ¢ ¢ &, admet le graphe C, 9§ = ¢ admet le graphe C, d'apreés la proposition,
donc aussi le graphe c U E_m. I1 est clair que tout autre graphe C' de ¢ vérifie alors [ U E_oo=
=T U E_, Inversement, si ) Gg(E X ﬁ) contient E__ et vérifie 1, T est 1le graphe d'une fonction
¢ € &, donc aussi (d'apres la proposition) de sa régularisée 7€ qnf, et 1'on vérifie sans peine

que J est l'unique élément de Dp admettant le graphe C.

Nous pouvons donc identifier @, au sous-espace de g—(E x B) constitué des C € F(E x R)
vérifiant C o E__ et la condition 1, et q)g au sous-espace des C ¢ G(E x R) disjoints de E, ¢t
vérifiant 1. Nous munirons toujours op et Qg des topologies induites par celles de W(E x R) et
G(E x ﬁ). On vérifie sans peine, compte tenu de la condition 1y que la topologie de &_., par exem—
ple, est engendrée par les VK', K' = K x [a, + ] , K ¢ J6(E), a € R et les Var 20 G' = G x ]b,+ o)
Geg (), beR. On en déduit :

Proposition 3-3-2 / les ouverts de o (resp. de Qg) sont engendrés par les parties de o (resp.
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gg_@g) de la forme {§¢(G) > b} et {i&(x) < a} (resp. {i¢(G) < b} et i?(K) > a}), G € g(E), X ¢(E),
a, b€ R.

En effet, si G' = G x )b, + »], ¢ € Vg dans &, équivaut & p(x) > b pour un x € G, donc &
— L}
X(G) >b. SiK' =Kx [a +x], g¢ vk équivaut & ¢(x) < a pour tout x € K. Mais ¢ est s.c.s.
et atteint sa borne supérieure sur le compact K, et 9(x) < a vx € K équivaut & i;(K) < a (corol-

laire de la proposition 3-2-2).

Corollaire : Une suite 9, converge vers ¢ dans Qf (resp. dans @g) si et seulement si elle véri-

fie les deux conditions suivantes :

-]

1= X(6) s & X, (6) (resp. X,(6) = bim Xq)n(G)) , Geg

, C‘_.".ﬁ"f?_ ;.;o.v -

De méme, ¢ est valeur d'adhérence dans ®, de la suite ¢ si et seulement si

X(6) s &im X (G) et X (K) = bim X (K)
¢ Pn P — 9
Fn utilisant le Théordme 1-2-1, en tenant compte de l'axiome 1 des graphes, et en utilisant la

- seml-contlnulté supérleure (resp. inférieure) on_obtient le. critire de econvergence -suivant :

Qg) si et seulement si elle vér1f1e les deux conditions sulvantes H

1' - Pour tout x € E, il existe une suite x, convergeant vers x dans E telle

que la suite Qn(xn) converge vers ¢(x) dans Ro

2' - BSi une suite x  converge vers x dans E, la suite g (x_ ) vérifie
ny, e e

eiﬁ'¢nk(xnk) < w(x) {resp. elm ¢n (x ) = ¢(x).

b Prop051t10n 3-3-3 / Les espaces D, et ¢ sont coﬁpédts.

Montrons, par exemple, que 2, est fermé dans 97(E x R). D'aprés la proposition 3-3-1 et son
‘i . corollaire, il suffit de montrer que, danu,sf(ux R),1 les C contenant E forment un ensemble fermé,

ainsi que les C ESFkE X R) vérifiant 1'ax1ome 1. Ie premler point est immédiat. Soit C, une suite
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convergeant vers C dans g_(E X ﬁ), chaque Cn vérifiant 1'axiome 1 des graphes. Montrons que C
vérifie cet axiome. Si (x,r) € C, le critére 1' du Théordéme 1-2-1 montre que (x,r) est limite
d'une suite (xn, rn) € C - On a alors (axiome 1) : {xn] x [~ o, rn] c C,. Mais les {xn] X

X [- oo, rn] convergent vers {x} x [- e, r], et 1'inclusion ci-dessus passe & la limite (comme on
le vérifie sans peine & 1l'aide du Théordme 1-2-1), d'ol {x} x [~ «, r] « C, ce qui achéve la dé-

monstration.

Passons maintenant & la définition de l'espace (I)h : nous désignerons par <I>h le sous-espace de

q:g X ®p constitué des couples(;, ) vérifiant ; € @g

supplémentaire introduite en 1-1 (il existe une partie D dense dans E aingi que son complémentaire

y P €D, et ;) £ @ - Compte tenu de 1l'hypothse

°:D = Bc = E), on montre, en raisommant comme en 1-4, gue l'application :
° -
q>-.q>gx§pf : ‘P"(‘P; q;)

de & dans dag X <,'pf associant & tout ¢ € @ le couple formé de ses régularisdes inférieure et supé-
Pl
rieure est une application surjective de @ sur q’h' Autrement dit, sifdésigne la relation d'équi~

o o - -
valence g %q:' © ¢ =9 et ¢=29', & peut étre identifié & 1'espace quotient o/ o

Proposition 3-3-4 / L'espace = /P est compact-

En effet, &, est 1l'intersection dans § (E x R) x W(E x R), qui est compact, des sous—espaces
fermés %(E x R) et q’g X $pe

3-4 - FONCTIONS ALEATOIRES

La semi-algébre maigre c/’é, dans @, est constitude des parties de la forme :

{cp(x1) < r1,...qa(xn) <r ; cp(x'1) 2r',.p(xty) 2]
(x1,...x'k €E, r1,...r'k € _R). Comme 0}(9 est une classe compacte, toute fonction additive ap-

pliguant ¢#6 sur {0,1] se prolonge en une probabilité sur la o-algébre maigre a(cdd).

En munissant or et @g des o-algeébres engendrées par leurs topologies (compactes et dénombra-

bles), nous définissons par 13 méme les notions de fonctiona aldatoires s.c.s. ou s.c.i. De méme,

en munissant <I>h de sa c-algébre borélienne, on obtient le couple aléatoire (;, ﬁ;) constitué des

régularisées inférieure et supérieure d'un élérent de &. On vérifie sans peine que la g-algébre

borélienne de <I>f est engendrée par les variables aléatoires T((G), G € ¢ vérifiant la condition
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1 de la proposition 3-2-2 ; celle de @g.par les variables aléatoires i(G), G € g, et celle de 3,
par les couples (%(G), i(GX) vérifiant 1 et X s X, G € G. On rotera que les X(XK), (bu %(KI) K edC
sont aussj des variables aléatoires sur Qf (@g) munie de ses boréliens. Ces o-algtbres contien-
nent done les événements {Sup ¢(x) < a} (ou Inf ¢(x) < a}).
x€K x€K

I1 est possible de construire effectivement des piobabilités sur ces o-algebres. Dans le cas
de Qf, par exemple, si D est ure partie dénombrable deﬁse dans E, 1l'application a C - E?ﬁji?:?iﬁ
de & dans @f qui associe & lz fonction ¢ € @ de graphe C la fonction a(y) € éf de graphe_E_FKTr;ria
est une application mesurable de (@,c@ﬁ@) dans éf muni de sa c—algébre borélienne. Par suite, si
P' est une prcbabilité sur Gi, c@&”}, obtenue par exemple en prolongeant une loi spatiale, la for-

mle P(V) = P‘<ﬁ—1(v)>, ou V est un borélien de Doy définit ure probabilité sur 2, muni de ses

boréliens.

"En transposant de méme les résultats du chapitré 1, on obtient sans difficultés les définitions

de la séparabilité, de la continuité p.s., etc... -
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CHAPITRE 4 - MESURES ET CAPACITES

Nous désignerons par :

Qg(q) - 1'ensemble des fonctions s.c.i. définies sur Q(E)

QC(E) - ou simplement &, @g(q) 1l'ensemble des fonctions s.c.i. non décroissantes

définies sur Q(E)

x(E) -ouyc <I>c, l'ensemble des fonctions s.c.i. non décroissantes et fortement sous-

additives sur G(E) (x sera identifié & un espace de capacités)

%(E) - ou Hbc X l'ensemble des fonctions s.c.i. non décroissantes et fortement addi-

' tives sur ¢ ( HO sera identifié & un espace de mesures).

4-1 - L'ESPACE COMPACT QC(E)

L'espace G(E) étant compact et de type dérombrable pour sa topologie ‘6(7{)’), il est
possible de construire 1l'espace compact Qg(q) des fonctions s.c.i. définies sur G(E) (voir chapi-

tre 3).

et de type dénombrable.

Vérifions, en effet, que Qc est fermé dans tbg(q). Soit donc Tn une suite de fonctions con-
vergeant vers T dans @g(q) et vérifiant Tn((}) < Tn(G') pour G c G'. Il faut montrer T(G) = T(G').
On peut trouver (critére 1' du Théoreme 3-3-1) une suite G'n convergeant vers G' dans G(E) telle
que T(G'n) - T(G'). La continuité de 1l'intersection dans G(corollaire du Théoréme 1-3-1) donne

' )NG-G'NG =G dans G(E), et le critére 2' du Théordme 3-3-1 montre alors :

2(6) = fim T (6" N6) s bim1 (60) = 1(6")

d'ol résulte la proposition.

Proposition 4-1-2 / Pour T € & , la formule -
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(a) = 2(X) = Inf {T(G), G € G, G DK}, K € JB(E)

définit une fonctior non décroissante et s.c.s. sur JG (E) muni de la topologie myope, €t on a

alors :

(b) - T(G) = Sup {T(K) , K€d&, Kc G} , G € g

Inversement, si T est une fonction non décroissante et s.c.s. sur ‘k;(E), la formule (b) dé&finit

sur ¢ une fonction T € & qui vérifie la relation (a).

Pour établir la proposition directe, il suffit de reprendre la démonstration de la proposi-
tion 3-2-1 et de son corollaire. Inversement, si T est une fonction non décroissante sur JG, la
fonction T(G) définie sur § par la formule (b) est non décroissante et s.c.i. Si T(X) est de plus

8.c.s5. pour la topologie myope, des raisonnements analogues permettent d'dtablir la relation (a).

Geg, beRet {T(K) <a}, Ke JGet a € R

En effet, les ouverts du type WG! dans Qg(q), sont de la forme : { Infy T(G) < a} (Proposi-

G, GewW, *
tion 3-3-2). Mais, dans Qc, T est croissante, les Gi de Wkl sont superf1u§, et les ouverts de ce

type sont done de la forme [égf T{(G) < a}, K € J6. De méme, dans @g, les ouverts du type Wy sont
K

de la forme { Inf » T(G') > b} et se réduisent, dans 2., & { Inf T(G') > b} = [T(G) > b},G € G.
St G'=G
G GWG

Corollaire (critdre de convergence): Une suite I, converge vers T dans %, si et seulement si elle

vérifie les deux conditions suivantes :

1- 26) = fim T (6) , VGeEg
2 - TK) 2 €im (k) , ¥ X €S0

le théoreme 3-3-1 donne un autre critére :

Théoréme 4- =1 (critere de convergence) : Une suite Tn converge vers T dans @c si et seule=-

ment si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1* — Pour tout G € ¢, on peut trouver une suite Gn convergeant vers G dens G et

telle que Tn(Gn) - T(G).
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2' - Pour toute suite Gn convergeant dans ¢ vers ur ouvert G, on a

K
7(6) < bin Tn, (Gnk).

Ie lemme suivant permet de renforcer la condition 1':

Lemne 4-1-1 : Si une suite T converge vers T dans ¢, pour tout G € ¢, on peut trouver une

suite G convergeant vers G dans G et vérifiant :
G o6 , 7(6) ~ TG

D'aprés 1', en effet, on peut trouver une suite G' - G avec Tn(G‘n) - T(G). Posors

G, = G N G'n. D'aprés la continuité de N, les G, convergent encore vers G. D'apres 2' et la

croissance des Tn, on a alors :
. brag . ' -
(G) s Lim T (6) =< éin T (6) = €in T (G1) = ()

Donc Tn(Gn) converge vers T(G).

4-2 - L'ESPACE COMPACT y(E)

Nous dirons qu'une fonction T € @g(q) est fortement sous-additive si elle vérifie
(G UG') + T(GNG') = T(G) + T(G')pour GG'€ G. Nous désignerons par x(E) le sous-espace de o,

constitué des fonctions s.c.i., non décroissantes et fortement sous-additives sur G.

lemme 4-2-1 : 9i deux suites Gn et G'n convergent respectivement vers G et G' dans G en vé-
3 3 1 ] ] - 1 ] 1 t
rifiant Gn cGet G n S G', les suites Gn ne n et Gn Ue n convergent dans G vers G N G' et G UG

respectivement.

La convergence de Gn N G'n vers G N G' résulte de la continuité de N . Si K est un compact

tel que K= G |J G', on sait que 1l'on peut trouver deux compacts K1 c Get XK', « G' avec K = K1U K'1-

1

1] t LIRYS o t 5 -
Pour n assez grand, on a K, c Gn et K 1 € G 0’ d'ou K1 U K 1 c Gn UG n’ la suite Gn U G'n vérifie

1
le critére 2 déduit par dualité de la Proposition 1-2-5. Si un ouvert GO n'est pas contenu dans
GUG', il n'est pas non plus contenu dans G, U G' et cette suite vérifie aussi le critére 1,

donc converge vers G U G'.
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Proposition_4-2-1 / L'espace x(E) est compact.

Montrons que y est feimé dans l'espace compact @c. Soit Tn>€ X une suite convergeant vers T
dans @c. I1 feut montrer T € y, c'est-a-dire que T est fortement sous-additive. Soient G et G!
deux ouverts. ILe critére 1' de convergence (Théoréme 4-1-1) et les lemmes 4-1-1 et 4-2-1 montrent

que l'on peut trouver deux suites Gn' G'n vérifiant 3
¢pc 6,6, - Gdans g, ‘Tn(Gn) - T(6)
G', € G G' ~ @' dans g, T,(6') - 2(6')
GnﬂG'n~GﬂG' et GnUG'n~GUG' dans' G .
e critére 2' donne alors :
?(6NG) s bim Tn(Gan-n)
T(CUG) < fim 7,(6, UG')
Les Tn étant fortement sous—additives, on en déduit :

Mene) +MeUE) < bim T (6, NG) + Gin (6, UG )

< bin (7 (6 N6 ) + Tn@n_ ue',) =

bim (,(6) + T,(6") = 2(6) + T(6")

Done T € x, et la proposition est démontrée.

Proposition 4-2-2 / x(E) s'identifie & un espace de capacités de Choquet.
Soit T € x(E). Cette fonction définie sur G(E) se prolonge sur p(E) en posant :
TA) = Int (M(G), 6eg, 62a] (aer(E)

En ufilisant le sous-additivité de T, on démontre que A, A A dans (E) entratne T(An) + 17(a)
(cf. par exemple (1.

La proposition 4-1-2 montre, en particulier, que T(K) est s.c.s. sur G (B) et vérifie ™G) =

= Sup {T(K), K € JO, K c G}, G € Q. Cette semi-continuité supérieure sur JG(E) montre ensuite que
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K J K dans JG entratne T(Kn) J, T(K). Ie théoréme des capacités dorme alors

T(a) = Sup {T(K), K €/G, K c 4}

pour tout A appartenant & la classe de Souslin engendrée par les compacts, donc, en particulier
(E étant L.C.D.) pour tout ensemble A appartenant & la g-algdbre de Borel o{(Q) sur E. Ainsi, T

est une capacité, et tous les boréliens de E sont capacitables.

Remarque : Qf(E) s'identifie & un sous-espace compact de y(E).

En effet, tout ¢ € 2, est caractérisée par sa fonctionnelle i# associée, qui est s.c.i. sur

G (Proposition 3-2-1) et vérifie :
1-X (Y6 =swp Koy

pour toute famille (Gi) dans G. La relation 1 entraine que X est non décroissante et fortement

iel
sous-additive, car on en déduit :

(6 U G') = sup {X(6), X(6)} , (G NG') s Inf {X(G), X(G')}

d'ol la sous-additivité et X € x- Iles propositions 3-3-2 et 4-1-3 montrent enfin que la topologie

de @, colincide avec la topologie induite par celle de x(E).

4-3 - IL'ESPACE COMPACT &G (E)

Nous dirons que p € x est additif si p(G U G') = p(G) + p(G') pour G, G' ouverts dis-
joints, et nous désignerons par H>(E) « x(E) 1'ensemble des p € x additifs et vérifiant de plus
p(®) = 0.

En effet, ,soit Hy € SHbune suite convergeant vers p dans y. De pn(¢) = 0, le critére 2' du
Théortme 4-1-1 déduit u(®) s 0. Mais (critdre 1'), on peut trouver G, — ¢ dans G avec pn(Gn) - u(®).
Comme y € @, et la condition pn(¢) = 0 entrainent pn(Gn) =2 0, on a aussi p(@) = 0, d'ol p(®) = 0.

Soit G et G' deux ouverts disjoints, et soit Sn une suite convergeant vers G |) G' et véri-

fiant uy(8,)) ~ w6 UG). Ona S, NG «G et S5, NG' - G' (continuité de M), et le critére 2

donne alors :
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u(6) s &im p (s no)
p(G') < im (S, NG

D'ol, d'aprés 1'additivité des (TR

w(@) +ue) < bim w5, N GEUED) = Bimu (5) = u(e Uen)

L'inégalité inverse est vraie, puisque p € x. Donc u est additif, ce qui achéve la démonstration.

La proposition 4-2-2 permet d'identifier %(E) avec l'espace des mesures positives définies

sur &, o(g)) vérifiant les conditions :

1-u(@) =0
2-u(U A) =2in(a) (A, €0(Q) , A NA = 0sinsn)
r n
3-u(K) = Inf {u(G), Geg, 65K} , K € JG
La topologie de HG(E), engendrée par les {u(G) > b} , G €qetles {u(K) <a} , KedG, n'est
autre que la topologie vague. Les criteres de convergence 1 et 2 (corollaire de la proposition

4-1-3) sont classiques » Dais le théordme 4-1-1 apporte un nouveau critire de convergence pour la

topologie vague.
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