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- INTRODUCTION -

La nofion d'ensemble aléatoire est suggérée avec force par certains phénoménes naturels,
comme, par exemple, les milieux poreux. C'est de cette intuition initiale que le présent ouvrage
tire 1'essentiel de sa motivation. Bien qu'il s'agisse d'un traité purement mathématique , la
formulation et le choix méme des problémes & résoudre sont directement inspirés des techniques
expérimentales de l'analyse des textures, grfice auxquelles l'étude approfondie d'un milieu de ce
genre est aujourd'hui possible (voir, par exemple, J. Serra, [45]). Réciproquement, d'ail-
leurs, un assez grand nombre de résultats théoriques que 1l'on trouvera établis ci-dessous ont été
& l'origine de techniques expérimentales nouvelles et fructueuses. C'est ainsi par exemple que le
fait d'avoir donné un statut mathématique précis & la notion usuelle plutdt confuse de granulomé-
tries a conduit & des applications pratiques for intéressantes (voir, par.exemple, P. Delfiner,

[13] et [14]).

Reprenons 1'exemple du milieu poreux évogué ci-dessus. Pour des raisons pratiques évidentes,
il n'est pas possible d'examiner un par un les grains qui constituent ce milieu, ni d'étudier en
détail leurs formes et leurs dimensions individuelles. Bien souvent, d'ailleurs, ces "grains" sont
plus ou moins soudés enfre eux, de sorte qu® la limite la notion méme de grain individualisable
peut cesser d'8ire utilisable. D'autre part, la composante solide de ce milieu n'est pae forcé-
ment la plus intéressante, et le réseau poreux lui-méme, avec son incroyable complexité et les
multiples possibilités qu'il offre au cheminement d'un fluide, est directement responsable d'une
propriété aussl importante en pratique que la perméabilité de ce milieu. C'est pourquoi, dans un
ouvrage qui remonte & 1967 (G. Matheron, [ 28]), j'avais esquissé une premiire interprétation des
milieux poreux en termes d'ensembles aléatoires, avec comme objectif de résumer les propriétés
essentielles de leurs structures incroyablement complexes sous la forme d'un petit nombre de para-
métres statistiquement représentatifs et expérimentalement accessibles. Autrement dit, des cette
époque, il apparaissait que 1'étude morphologique d'un milieu poreux nécessitait la mise en ceuvre
@'un certain nombre de concepts & caractére géométrico-probabilistes, qui, & leur tour, se lais-
saiént rattacher & la notion centrale d'ensemble aléatoire. -

Mais, au point de départ de cette "morphologie mathématique"™ doit prendre place ume réflexion
sur la notion méme de forme, ou de structure. On définit en général la structure d'un objet comme
1l'ensemble des relations existant entre les éléments ou les parties constitutivesde cet objet. Pour
déterminer expérimentalement cette structure, on doit donec essayer l'un€apreés l'autre chacune des

relations considérées comme possibles, et, pour chacune d'elles, examiner si elle est vérifide ou



non. Naturellement, 1'image que 1l'on va ainsi se construire dépendra au plus haut point du choix
que 1l'on aura fait du systéme Ry des relations considérées comme possible. Ce choix a priori
joue donc un rdle constitutif (au sens Kentien du terme), et détermine la plus ou moins grande

richesse de la notion de structure & laguelle on aboutira.

Dans le cas d'un milieu poreux, par exemple, on qésignera par A la composante solide (la réu-
nion des grains) et par A® le réseau poreux, et on enverra dasns ce milieu une figure B appelée
figure structurante, & la manidre d'une sonde chargée d'en ramener de 1'information. Cette opéra-—
tion est réalisable expérimentalement, et méme avec une assez grende facilité, au moins en ce qui
concerne les sections planes du milieu. Naturellement, cette figure B ne pourra pas 8tre absolu-
ment quelcongue, mais devra 8tre choisie par nous dans une famille ) que nous préciserons dans
un instent. Ies relatioms les plus simples que nous puissions alors envisager pour recueillir des
informations sur la structure du milieu poreux sont de la forme Bc A (B est contenu dans les
grains) ou BN A # ¢ (B rencontre les grains). Naturellement, nous devrons aussi nous intéresqer
aux relations que l'on peut former & partir des précédentes au moyen des opérations logiques "et®,
n"ou”, et “"non", Autrement dit, la famille Ro des relations possibles sur laquelle nous aurons a
travailler sera la o-algdbre engendrée par les relations simples Bc A et BN A # ¢, B parcourant
B. point de vue déterministe, nous pouvons donc considérer la structure de l'ensemble A comme
connue si pour chague relation possible R € f?@ nous savons si R est vraie ou non pour l'ensemble
A. Du point de vue probabiliste, de la méme manidre, nous éonsidérerons que nous connaissons tout
ce qu'il est intéressant (ou pratiquement possible) de savoir si nous connaissons pour chague
R € 3 1a probabilité P(R) pour que cette relation R soit vérifiée. Autrement dit, un ensemble
aléatoire A sera trés classiquement défini par la don;ée d'une probabilité P sur la g-algdbre Rs.

Mais il apparait vite que la notion mathématique d'ensemble est trop riche pour que 1l'on puie-
ase 1'appliquer telle quelle & une réalité expérimentale comme un milieu poreux. En effet, si 1l'on
définit A comme l'ensemble des points de l'espace qui appartiennent aux grains, doit-on considérer
A comme un ensemble ouvert, ou fermé, ou comme guelquechose de topologiquement plus compliqud?
Autrement dit, un point de la frontidre de A appartient-il ou non aux grains? Or, d'un point de
vue expérimental, cette question est parfaitement dépourvue de sens, car il n'existe'aucune réalité
physique cbdrrespondant’a la notion de point appartenant & la frontidre des grains. Pour un expéri-
mentateur, en effet, il n'existe pas de points, mais tout au plus des plages, de dimensions petites,
mais jamais nulles, dont les contours reatent mal définis. En premidre approximation, nous pouvons
donner un statut mathématique & ce flou expérimental en imposant a nos figures structurantes B 4!

8tre des ensembles ouverts.



Ainsi donc, la famille fB a4 partir de laguelle nous engendrons notre g-algebre R> dea rela-
tions considérées comme possible sera (tout au plus) la famille des ensembles ouverts. Mais si B
est ouvert, B est inclus dans A si et seulement si il est inclus dans 1'intérieur 3 de A, et de
méme B rencontre A si et seulement si il rencontre 1'adhérence A de A. Ainsi, la logique de 1'in-
tersection, fondée sur la o-algdbre engendrée par les événements dh type BN A # ¢ conduit natu-

rellement & ia notion d'ensemble fermé aléatoire, et de méme la logique de l'inclusion est lide

a la notion d'ensemble ouvert aldatoire. Si 1'on utilise simultanément ces deux logiques (ce qui

est en général le cas dans les applications), on voit que les relations R € 9 expriment des pro-
priétés possibles non de l'ensemble A lui-méme (qui est une simple abstraction mathém atique &
laguelle ne correspond aucune réalité physique) mais seulement du couple (24 A) constitué de 1'in-
térieur et de l'adhdrence de cet ensemble A. Autrement dit, deux ensembles ‘A et A' sont indiscer-
nables pour la o-algébre K>, et doivent 8tre considérés comme représentant la méme réalité phy-
sique, d&s qu'ils ont méme intérieur et méme adhérence. C'est vraiment la la concession minimale

que le physicien soit en droit d'exiger du mathématicien.

Or, il se trouve que ces g-algdbres, adaptées directement aux possibilités expérimentales, se
laissent identifier aux tribus boréliennes assocides aux topologies dont il est naturel de munir
1l'espace H des fermés, 1l'espace gg des ouverts ou l'espace (> des compacts. D&s lors, le tha-
me probabiliste initial s'infléchit en direction de la géométrie intdgrale (congue, par exemple, &
le manidre de H. Hadwiger, [20]). On verra que bien des fonctionnelles classiques en géométrie in-
tégrale - et ce sera notamment le cas des célebres fonctionnelles de Minkowski -~ admettent une in-
terprétation probabiliste simple en termes d'ensembles fermés aléatoires. Ce sera la l'un.des thé-
mes majeurs de l'ouvrage, théme que viendra encdre souligner le r8le important que joue la convexité
dans un certain nombre de questions, sans liens apparents entre elles, qui se posent a propos de

l'espace euclidien.

En gros, l'ouvrage peut &tre divisé en trois parties de trois chapitres chacune : la premidre
est consacrée aux définitions et aux propriétés générales des fermés aléatoires dans un espace E,
non nécessairement euclidien, mais que nous supposons toujours localement compact de type dénom-
brable (en vue d'éviter des difficultés mathématiques sans rapport avec notre propos). lLe premier
chapitre est consacré aux préliminaires topologiques absolument indispensables pour la suite. lLe
choix des définitions et des problémes examinés, qui pourra paraltre arbitraire en premidre lec-
“ture, est en fait puissamment motivé par les applications probabilistes ultérieures. Par exemple,
1'étude relativement poussée de la semi-continuité se justifie du fait que toute application s.c.i.

ou s.c.s., est automatiquement mesurable, et permet donc de construire (par exemple) de nouveaux



fermés aldatoires a partir d'un EFA initial. Tel sera le cas de la réunion, de l'intersecfion, et
aussi, dans le cas euclidien, de l'addition et de la soustraction de Minkowski, ainsi que de 1l'o-
pération appelée ouverture de A selon un ensemble B - opération qui conduit & d'intéressantes no-
tions & carabtére granulométrique. Le chapitre suivant utilise ces résultats topologiques pour
définir la notion générale d'ensemble fermé aléatoire (EFA). Le résultat essentiel est ici le thé-
ordme du a Choguet, [9 ], selon lequel une fonction T sur 1'espace JG peut &ire associde & un

EFA A selon la formule T(K) = P(AN K # @) si et seulement si T est une capacité alternée d'ordre
infini vérifiant 0 < T < 1. On notera aussi certains résultats importants relatifs aux EFA condi-
tionnels, et au point de vue de la loi spatiale (c'est-a-dire au maximum d'information concernant
un EFA que l'on peut recueillir & partir d'une infinité dénombrable d'observations.ponctuellea).
Vient ensuite la classe des fermés aléatoires indéfiniment divisibles pour la réunion : cette cles-
se s'identifie aux processus de Poisson sur 1'espace F' des fermés non vides, et aussi a uné clas-

se de capacités de Choquet.

Les trois chapitres qui suivent étudient les relations entre les EFA dans un espace euclidien
et la géométrie intégrale. C'est ici surtout que la convexité joue un rdle capital, et notamment
dens le tres long chapitre IV qui lui est entidrement consacré. Apres un exposé rapide sur les '
fonctionnelles classiques de Minkowski, ce chapitre ldentifie la convexité presque sfire d'un EFA
avec la C-additivité de sa fonctionnellg T,,puis examine les questions également classiques con-

cernant les sécantes aléatoires et le cone convexe CoGhS) constitué des compacts convexes conte-

nant 1'origine. Ce cone admet un sous-ensemble éﬁﬁ, ou classe de Steiner, constitué des compacts
convexes symétriques qui sont somme de Minkowski finie de segments de droites, ou limite de telles
sommes finies. La classe de Steiner 9&1 est également un cone convexe, et méme un gsimplexe, et
cette propriété conduit & un important théorZme d'unicité. D'aprds ce théoréme, par exemple, un
processus poissonien stationnaire d'hyperplans est déterminé dds que 1l'on connalt les demsités
induites sur chacune des droites de l'espacé. Enfin, on associe aux fonctionnelles de Minkowski

des mesures chargées de représenter les propriétés de courbure de la frontiére d'un compact convexe,
et on géndralise leur définition sur divers sous-espaces de &F et de ~H3, et finalement sur
entier. Dans le cas d'un EFA, les mesures éorrespondantes deviennent des mesures aléatoires. C'es{
en ce sens, en particulier, que 1l'on peut parler de la surface spécifique d'un EFA. Ie chapitre IV
donne une théorie des EFA semi-markoviens, et, en particulier, une caractérisation compléte des

EFA semi-markoviens indéfiniment diviasibles et stationnaires, dont les deux prototypes sont les
-yariétés linéaires poissoniennes et les schémas booléens & grains primaires convexes. A titre d'ap~
plication, le chapitre suivent donne une étude assez détaillée des hyperplans Poissoniens. On note~-

ra que la notion de compact de Steiner A associé & un tel réseau permet de résoudre en une seule



fois le probldme du calcul des caractéristiques des réseaux induits sur les variétés linédaires.

La troisidme partie est consacrée aux applications & valeurs dans un espace FK ou JO.
Nous n'avons absolument pas cherché la généralité. C'est ici, au contraire, que les motivations
expérimentales de cet ouvrage théorique ont joué le plus grand rdle, et nous ont conduit 4 sélec—
tionne un nombre relativement petit de structures algébriques oﬁ topologiques‘(dont 1'intérét
nathématique n'était pas évident au départ). Ie chapitre VII, qui est de loin le plus imporfant
pour les applications pratiqueé, est consacré aux granulométries. Il s'egissait de donner un sta-
tut axiomatique précis & la notion usuelle (et pas toujours clairement définie) de manidre, en
particulier, & ce que cette notion de granulométrie soit applicable aux pores aussi bien qu'aux
grains d'un milieu poreux, c'est-a-dire au cas d'un ensemble qu'il n'eat pas nécessairement possi-
ble ou intéressant de décomposer en ses composantes conmexes. L'axiomatique est d'ailleurs simple,
ainsi quel'4tude purement algébrique qui suit. Mpis 8i 1l'on désire appliquer ces notions aux en-
sembles ouverts ou fermés aléatoires, il faut au préalable s'assurer de la mesurabilité des appli-
cations correspondantes. Cela conduit & une certaine définition des "bommes® granulométriea dont
1'4tude nécessite des investigations topologiques assez poussées. C'est pourquol (et contrairement
4 1'ordre logique) nous étudions d'abord le cas particulier plus simple (le seul utile du point de
vue pratique) des’granulométries euclidiennes. Ici encore la convexité intervient de manidre in-
attendue, en ce sens que les meilleures granulométries euclidiennes se révelent 8tre, tout simple-
ment, les ouvertures selon les homothétiques d'un compact convexe. Ie chapitre suivant étudie les
applications croissantes, et particuli’rement celles qui sont compatibles avec les translations
dans un espace euclidien. Son objet est surtout d’'éclairer certains résultats observés dans le
cas particulier des granulométries. Le dernier chapitre, enfin, est consacré aux intégrales et aux
mesures & valeur dans un espace JO de compacts ou ¢(f>) de convexes compacts dans un espace eu—

clidien,






- CHAPITRE 1 -

LES ESPACES TOPOLOGIQUES &, 4, et 6.

Ce premier chapiire est consacré & d'indispensables préliminaires topologiques. On peut dé-
finir un grand nombre de topologies différentes sur les divers espaces Sr, getc... auxquels nous
allons nous intéresser. Nous avons retenu celles qul se sont révéldes les mieux adaptées a l'usage

probabiliste que nous comptons en faire. Pour un inventaire des topologiea possibles, on pourra

consulter E. Michael ([31]).

1—1 HYPOTHESES GENERALES ET NOTATIONS.

Dans tout cet ouvrage, E désignera un espace localement compact de type dénombrable

(1CD). Ceci implique les propriétés suivantes, qui seront utilisées constamment dans la suite, le

plus souvent sans référence spéciale :

a/ - Tout compact K c E admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages ouverts Gn
(n=1,2...). On peut méme supposer la suite Gn décroissante. Autrement dit, si G c E est un ouvert
contenant K, on a Gn c G pour n assez grand. Il en résulte en particulier K = N Gn. Si F est un

fermé disjoint de K, il existe deux ouverts G et G' disjoints avec G o K, G' o F.

b/ ~ 51 G ¢ E est un ouvert, il existe une suite croissante {Bn} d'ouverts relativement com-—
pacts vérifiant 'ﬁn € B,,et¢=UB =y B. En particulier, tout compact K c G est contenu dans

Bn pour n assez grand.

e/ - 11 existe une famille dénombrable &Bd'ouverts de E (appelée base de la topologle de E)
telle gque tout ouvert G — E soit réunion d'dléments de <B. On peut méme choisir B de manidre a ce
que tout B € 9B soit relativement compact et que tout ouvert G soit réunion des B € B vérifiant

Bcoa.

Si A est un sous-ensemble de E, A ou parfois g A désignera son complémentaire, 4 son inté-
-— o
rieur, A son adhérence et da = A N § A sa frontidre. Si Bc A, on désignera par A\B la "différence"
B N A°. Les notations A 'T‘ A (resp. Ay J &) signifieront que {Anl est une suite croissante (resp.

décroissante) de dous-ensembles de E vérifiant A = U Ay (resp. A = N A



On désignera par & (E), g (E) et JOG(E) ou, (8'il n'y a pas d'ambiguité) simplement par 817,
@et tf@les familles des sous—ensembles respectivement fermés, ouverts et compacts dams E . De
méme, 8P (E) est l'ensemble des parties de E. D'une manidre générale (et dans la mesure du possi-
ble) les léttres mimiscules x, y etc... désigneront les éléménts de E (x € E), les capitales d'im-
primerie A, F, K etc... des sous-ensembles de E (A ¢ E), et les majuscules rondes a, Eﬁréfc...

des classes de sous—ensembles de E () c P(E)).

Ainsi, dans l'espace F (on préveut la logique de l'intfzrsection), pour tout Bc E on dési-
gnera par gB la classe des fermés rencontrant B et par #FB son complémentaire dans &F , c'est-

3-dire la classe des fermés disjoints de B :

Fy={F, Fe & , PN 3B £ 8}

FP- (P, FeF , FNB = ¢}
Si (Bi)ieI est une famille de parties de E, on a évidemment les 4galités :
B, UBy
(1=1-1) U F, =T, 5, n & t-ognl
ieI “i i i iel

mais seulement les inclusions :

B

iel i

B N B,
> HFnp, 30U Fl g 1
1 1€l

.Toutefois, 81 K est un compact et {Gn} un gystéme fondamental de voiéing,ges de XK on a les égalitds

' G
(1-1-2) N, =%, 3 U F> = A

n

- }
Dans 1'espace ‘0? (ol prévaut la logique de l'inclusion), on posera de méme pour tout

Be ¢P(E) :

Yz

{G:GEC;I;, & > B}

{G,Gﬁ!_@;.GiBi

8
1]



I1 eat clair que G € 93 gquivaut & G° ¢ QFB, de sorte qu'a toute propriété de l'espace ¥ cor-
respond par dualité (par passasge au complémentaire) une propriété de 1l'espace g et inversement.
Ie plus soﬁvent, nous dormerons seulement les dnoncés relatifs & &% , et laisserons au lecteur
le soin de former les énoncés duaux.

Dans 1'espace J@, enfin, on utilisera (comme dans ¢7 ) les notations :

JéB={K, K € J6, KN B ¥ ¢}

J{,B= {K, K € 46, KN B = ¢}

1-2 L'ESPACE COMPACT &+ (E).

Dans tout cet ouvrage, 1l'espace gsera muni de la topologie ?;f engendrée par les fa—
milles F X, K e JO& et Fig G € @ - D'aprés la relation (1-1-1), la famille FE K eso est
stable pour la réunion finie., Si donc nous posons

(1-2-1) fﬂ'§1,a eﬁKnEﬁG1 Moo N Ty

2""Gn n

pour K € J6 , n entier > 0 et G1,.‘..Gn dans g , la classe de sous-ensembles de &F ainsi définis
constitue une base de la topologie ‘?Sf. On note Qfﬁg = “(ﬁ—(} , et pour n = O, 1l'@nsemble (1-2-1)
est de la forme gﬁK y de sorte que les 97(} et les FE appartiennent a cette base, ainsi que
@‘b = et @‘(b = ¢. On remarque aussi que les gﬁK, K € J& constituent un systéme fondamental
de volsinages de 1'4lément ¢ € & , et de méme les g«’G veeeGy (G1,...G11 € g) constituent un sys-
teme fondamental de voisinages de E € &7 : 1l'ensemble vide @ et l'ensemble plein E se singulari-
sent dans €4 par 1a pauvreté des filtres de leurs volsinages. Venons—en maintenant & la proprié-
té principale de l'espace &F :

THEOREME "1-2-1 — L'espace & (E) est compamct et de type dénombrable.

a/ Montrops que la topologie ‘251. admet une base dénombrable. Soit £B une base dénombra-
ble de la topologie g de E possédant la propriété suivante : tout B € ¢B est un ouvert relati-
vement compact, et tout G € g est réunion des B ¢ 3 tels que B G. Désignons par Tfpb la

famille des parties de ¥ de la forme:



B ,U.. B
g ! k (n et k entlers 2 0, B,...By, B',,...B', €B)
ByyBye.--By ,

' gb est dénombrable, et il suffit de montrer que E';b est une base de ?—.;r. Si F est un élément de

g{etgx ' 6y
1!

done montre:r qu'il existe (F¢ gb avec F € & c JK , G « 81 F= ¢, on an= 0. S8i 1'on choisit

(K €6 G1,...G €Y ) un voisinage ouvert de F de la forme (1-2-1), il faut

B € B tel que B> K, l'élémentyi € ©, vérifie bien Fc @'ﬁ c éﬁ . Supposons F # ¢. Pour che- -
que i = {,2...n, choilsissons un point x; € F N Gi et un ouvert Bi €A tel que x; € Fi c (‘i N £°,

Le compact K admet alors ‘un recouvrement finl par des ouverts B; e B (3 = 1,2y« 0.k) vérifiant
: — -t
pour tout § = 1,2,...k t B; nii =¢(i=1,2,...n) et PN Bj = ¢, On a alors @

u. . .usk

greeeBy c erG

FegB g2eeeGp

b/ Montrons que gfest séparé pour la topologie ?;r. Si F et P' sont deux fermés de E
tels qué AF # F', 11 existe (pa.r exemple) un x € F avec X t F'. On peut alors trouver un ouvert B
relativement compact avec x € B et B n B = ¢. On a alors F € WB' F' ¢ 8"‘5 et ‘CFB 0‘3{3 =@ 1

{F est donc séparé.

¢/ I1 réste A montrer la compacité de < , La classe des fermés de & est la classe sta-
ble pour la réunion finie et 1'intersection infinie engendrée par la 'classe 4 constitnée des par-
_fig’a de F de la forme 57K , K€ J6 ou F¢,6¢ ? . D'aprés un résultat classique én
"topologie, il suffit de montrer que la classe ¢ posséde la propriété de 1l'intersection finie
pour établir la compacité de & .

Soient donc Ki' i € I une famille de compacts, et Gj y Jed une famille d'ouveris avec :

G
(121 gKi) n (;eJ o j)=¢

0

Si 1'on pose R = U Gj , 0n a n & % = &9, de sorte que la relation précédente s'écrit

N QFQ = ¢. Mais cette mtersection n'est vide que s8'il existe un indice i € I avec Ki c Q.
1 1 .
En effet, dans le cas contraire, le fermé a° N (U Ky ) (éventuellement vide si I = @) serait dis-

joint de Q@ et rencontrerait chegue Ki’ donc appa.rtiendrait a n eﬁK
i

Soit done io € I avec K; Q =y Gj‘ Le coinpact ‘Ki est recouvert par un nombre fini
[¢] J 0



G,
: dJ
, et 1'intersection finie "(’GK ng'n..
i
o

P

d'ouverts de la famille Gj’ soient G, , G;]
G 2

3, in

J
n ¢ P est vide. QED.

REMARQUE - C'est pour assurer cette compacité qu'il faut considére.f 1'ensemble vide ¢ comme un
élément de F, si, en effet, Gj, j € 1 est une famille d'ouverts relativement compacts recouvrant
E, ona N EﬁGj = GJTE = {¢}, mais on ne peut en extraire une famille finie dont 1'intersection
soit {9} gue 8i 1'espace E est lui-méme compact (et non pas seulement localement compact). Inver—
sement, si E est compact, on a E € J6, donc {@} = Q:FE est ouvert dens ¥ , et l'espace F' =
@~[®] est compact. (@} est alors & la fois ouvert et fermé dems F, et ¢ est isolé dams F .
Ainsi @

Proposition {-2-1.~ L'éspace GH* =Zﬁ\{¢} est compact si et seulement si 1l'espace E est lui-

méme compact.,

La proposition suivante relative & la connexité de % ne sera pas utilisée dans la suilte,

mais mérite d'€tre mentionnée :

Proposition 1-2-2.~ Si E est connexe et non compact, S (E) est comnnexe. Si E est connexe et

compact, ' = ghL\|{¢] est connexe.

En effet, supposons E connexe, et soient (et (' fermés dans % tels que AN ' =@
@gya* = %, L'application x = {x} de E dans & étant continue, les ensembles A = {x,{x] € a}
et A' = {x, {x} € a'} sont fermés dans E, et vérifient AN A' =@, Al A' = E. Comme E est con-
nexe, l'un d'eux est vide, soit par exemple, A' = ®. Ainsi, tout ensemble ponctuel est dans .
Montrons gue tout ensemble fini non vide est dans ¢¥. Pour celd, raisonnons par récurrence en
supposant que tout ensemble non vide comprenant au plus n points distincts est dans €1, et mon-
trons que tout ensemble de la forme {x,,...xh, xn+1} est dans (1. L'application y ~ |x1,...xn,y}
de E dans 9% &tant continue, les ensembles A, {resp. A;l) constitués des y € E tels que
{x1,...xn,y} € A (resp. € @') sont ferméset vérifienh.&n U Af'l =E AN ‘1:1 = ¢. L'un d'eux est

'
donc vide. Comme {x1,...xn, xnl €, onaAh = ¢, et par suite [x1,...xn, Y} € ¢l quel que soit
y € E. Mais les ensembles finis non vides constituent une partie de JF dense dans Fr = FH o}
8i E est compact, et dense dans & lui-mtme si E n'est pas compact. (Cette propriété se déduit
sans difficulté du théordme 1-2-1 ci-dessous). Comme & est fermé, on a (' = @ 81 E n'est pas

compact, et (1' = ¢ ou |{@} si E est compact, d'ou la proposition,

Etudions maintenant la convergence dans gF . Comme & est de type dénombrable, nous pouvope



nous limiter & la convergence séquentielle; 11 est clair qu'une suite {Fn} converge vers F dans

gsi et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes @
1/ - ‘St un ouvert G rencontre F, il rencontre tous les Fn sauf au plus un nombre fini.

2/ - 5i un compact K est disjoint de P, il est disjoint de tous les Fn sauf gu plus un-

nombre fini,

Le théortme suivant fournit un critére analytique plus maniable.

~

THEQOREME {-2-2 - Une suite {Fn} dans SA converge vers F € & sl et seulement si elle vérifie les

deux conditions suivantes :

1'= Pour tout x € P, il existe pour chaque entier n (sauf su. plus un nombre fini) un

x, € Pn tel que la suite {ﬁ} convei-ge vers x dans E.

2'- 81 {F est une suite partielle, toute suite { } telle que ¢ P a ses valeurs
tay ' Ty Yoy € oy

d'adhérence dans F.

De plus, la conmdition 1' (resp. 2') est équivalente & la condition 1 (resp. 2) ci-dessus.
11 suffit évidemment d'établir la derniére affirmation de 1'énoncé.

Montrons { » 1'. 8i F est vide, 1' est trivialement vérifié. Si F # ¢, soit x € F, et soit
G1 =E> Gz S ... un systéme fondamental dénombrable de voisinages ouverts de x. Chague G, ren-
contre P, et, d'aprés 1, 11 existe un entier Nk avec Fn N Gk # ¢ pour n 2 N, . On peut done cons-
truire une suite {5}, n > N1, vérifient : X, € Pp N G, pour p = N, N+ 1"'°Nk+1 - 1, et cette

suite converge vers x.

Montrons 1' = 1'. Si1 P=¢, 1 est vérifié. S1 P # @, soit G un ouvert rencontrant F, et x un
point de F N G. D'apr2s 1', il existe une suite {x }, (n =2 no) avec x € F et x - x dans E.

Comme G est un voisinage de x, on a X, €GN Fn pour n assez grand, et G rencontre Fn.
Montrons 2 = 2', 51 F = E, 2' est vraie, S5i F # E, soit x £ B, et K un voisinage compact de
x. D'aprés 2, ce volsinage K eat disjoint de Fn pour n assez grand, et x ne peut &tire valeur d'a-

dhérence pour une suite {x |} telle que x, €F .Donc 2' eat vrale.
k k k

Enfin, 8i 2 n'est pas vérifide, il existe un compact K disjoint de P, une suite partielle



{B, } et, pour chagque entier k, un point x, € KN Fn . La suite [gn } edmet sur le compact X
k k k k
une valeur d'edhérence x € K qui n'appartient pas &4 P, donc 2' n'est pas vérifiée. QED.

ties finies non vides de E. <J est dense dans &, J' est dense dans &F' = G \|[®} et, si

E n'est pas compact, €' est dense dans & .

COROLLAIRE 3 - Soient {F,}, {B)} deux suites dans & . Alors 3
8/ F, | P entraine lim B, = F dans F .
b/ B, 1 A entraline lim F, =1 dans & .

o/ FnJ,Fet F;1¢F' entraine lim (anpx'l) = FN P et lim (Fnur;l) =P P dans F .

d/_Fn’]‘Aet 7! T A entraine lim (F, UF!) =TUA' =AU X et lim (F,NE) =
(TIE') cEN7T dans & .

e/ lim F, =% lim F, = F' et F c P} pour tout n entraine Fc F'.

tout Fo € K , l'ensemble des fermés F contenus dans FP est fermé dans F .

Donnons, & titre d'exemple, la démonstration du premier corollaire. Soient {Fn[ et {F!'!} deux
suites convergeant dans S vers les limites F et F' respectivement. I1 faut montrer que {Fn U Fl'i}
converge vers F|) F'. S1 x € F U P', ce point appartient (par exemple) & P, donc (d'apres le cri-
tére 1*' appliqué & la suite wn”’ il existe x, € F, avec lim x, = X. A fortiori, on a
x, €U Fi» et la sulte {Fn U Fz'x} vérifie le critdre 1'. Si x est valeur d'adhérence pour une
suite {x_ ] telle que x, €F, UF ,11 est aussi valeur d'adhérence pour une suite partielle

ny, - n n,
{x, } € [x, } avec (par exemple) € P . D'aprds le critdre 2' appliqué a {P}y ona x € F, et
k
a fortiori x € F U P'. Donc, la suite {Fn U Fl'l} vérifie le critére 2'.

On notera que 1l'intersection, contrairement & la réunion, n'est pas une opération continue.

Définition 1-2-1 -~ 81 [Fn} est une suite dans €F, on désignera par lim F, 1'intersection des

valeurs d'adhdrence dans I# de cette suite, et par 1im F, leur réunion.



I1 est clair qu'une suite {F,} converge dans JF .8l et seulement si Tm P =lmF =F,

et cette valeur commune F eat alors égale a lim F .

La proposition suivante donne la caractérisation de ces deux ensembles.

Proposition 1-2-3.- 51 [F } est une suite dans F, alors 3

a/ - J.:Lm o est le plus grand des fermés F € & vérifiant les propriétés équivalentee 1 et
1'e Autrement dit, on a x € lim F, 8i et seulement si pour tout entier n (sauf au plus un
nombre fini) il existe x, € Fn tel que la suite {xn] converge vers x dans E. OQu encore,

x € lim Fn si et seulement si tout voisinage de x rencontre tous les Fn' sauf au plus un

nombre fini.

b/ - 1l'ensemble Tim Fn eat fermé, et c'éat le plus petit (1*intersection) de tous les femés
F vérifiant les propriétés dquivalentes 2 et 2'. Autrement dit, on a x € Tin Pn 8l et seule~
ment 8i x est limite dans E d'une suite {xnk} avec'xnk € Fnk, pour une suite partielle {Fnkl.
Ou encore, x '€ 1im Fn si et seulement sl tout voisinage de x rencontre une infinité d'ensem-

bles.Fn. De plus, on a la relation :

(v) . . Imrp=n U F

F>0 n=N B

Pour montrer a/, désignons per F l'ensemble (évidemment fermé) défini par t x € F si et aeu-
lement 8i tout voisinage de x rencontre tous les Fn, sauf au plus unnnombre fini. Tout x € F est
limite d'une suite !ﬁ} avec x, € F, pour n assez grand, donc x appartient & toute valéur d'adhé-
rence de la suite {Fn}, ‘et par suite P c lim Fn. Six { P, il existe un voisinage V de x et une
suite partielle {Fnk} avec V N ]?nk= @ pour tout k. La suite {Fnk} admet dans l'espace compact &F
une valeur d'adhérence A> lim F . Ona x £ 4, d'ol x'¢ lin F , et lim F c F.

Pour montrer b/, désignons par F' l'ensemble (évidemment fermé) défini par : x € F' sl tout
voisinage de x rencontre une infinité de Fn‘ 8i x € P', on peut donc trouver une suite partielle
{F } et, pour chaque ¥, un point x € F,  tel que la suite {in } converge vers x. Mais {f }
admet dans 1'espace compact F une valeurkd'adhérence A, et on a x € A, donc F!' ¢ Tim R, - lfn-
-versement, six ¢ 1im Fn , soit {Fnk} une suite partielle admettant dans F une limite A' > x.
D'aprds le critdre 1', x est limite d'une suite [xnk} avec xnk € Fnk pour k assez grand, donc
x € P etTi-.—anc B,

Examinons maintenant les applications & valeurs dans EF.



Définition 1-2-2 - Soit Q un espace topologique, et ¢ une application de Q dans & . on dit que

¢ est semi-continus supérieurement (s.c.s.) si pour tout K € S l'image inverse ¢_1(@K)
de é"TK est ouverte dans Q. On dit que ¢ est semi-continue inférieurement (s.c.i.) si pour

tout G € 9 1'image inverse ¢-1>( QfG) de EFG est ouverte dans Q.

I1 est clair que l'application ¢ est continue si et seulement si elle est & la fois s.c.i.

et s.c.s.

Dans le cas ol la topologie de 1l'espace Q admet une base dénombrable, on a le critdre plus

simple suivant :

Proposition {-2-4.~ Soit Q un espace topologique de type dénombrable et ¢ une application de Q

dens SH . Alors :

a/ ¢ est s.c,3. 9i et seulement si on a ¢(w) > 1im ¢(wn) pour toute suite {w } convergeant

vers un w € Q.

b/ ¢ est s.c.i, si et seulement si on a ¢(w) c lim ¢(wn) pour toute suite {mn} convergeant

vers un w € Q.

En effet, @ &tant de type dénombrable, ¢ '( Q‘ ) (resp. -1(@(;)) est fermé dans Q pour teut
K € J& (resp. tout @ € g ) 81 et seulement si w, ~ w dans w et ¢(uln) € @7 (resp. € @'G) entrat-
ne ¢(w) € Q (resp. € 57 ) ctest-a-dire, d'apres le critére 2 (resp. le critére 1) si et seule-
ment si Tim qa(un) c ¢(w) (resp. lim ¢(wn) o ¢l{w)).

COROLLAIRE_t - L'application (F,F') - PN P' de F x & dans & est s.c.s.

En effet, soient “ix} et {P;I} deux suites convergeant respectivement vers F et F' dans ¢ ,
et montrons Iim (P, NF)cFNPF. s5iTn (F, N F}) n'est pas vide,,soit x ¢ 1im (P, NF) et
(Proposition 1-2-3) {:51 } une suite convergeant vers x avec xnk € Fnk N F;lk. D'aprés le critére

% € F entralne x € F, et de méme :&1 € F'k entralne x € F', donc x € FN F' et
I'"(F nF') cFNPF.

COROLLAIRE 2 - L'application F - F de <H dans lui-méme est s.c.i.

En effet, F* NG = @ pour G ¢ g équivaut a F° N G=¢, donc & F > G. Par suite, d'aprés
le corollaire 4 du Théoreme 1-2-2, l'image inverse de EFG est fermée dans ¥,
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COROLLAIRE 3 - S1 E est localement comnexe, 1'application frontidre ¥ : F - F  est s.c.i.

Si G eat un ouvert conn'exe, la frontidre OF = P N ? d'un fermé F rencontre G si et seule-—
ment si G rencontre F et F°, On a donc & 1(9’7) @' N {F % G}, et cet ensemble eat ouvert dans
ﬂd'aprés le corollaire 4 du Théordme 1-2-2. Si G est un ouvert quelcongue, ses composantes
commexes G,, 1 € I sont ouvertes, puisque E est localement comnexe. On a 0_1(@(;) = O"([f yGi) =
L{ 6-1(‘%1)" et cet ensemble est ouvert dans &F.

COROLLAIEE 4 - Soient E et E' deux espaces ICD et ¢ une application croissante de 7' (E) dans
GF(E') (c'ést-a-dire telle que F c F' entraine ¢(F) c ¢(¥')). Alors ¢ est s.c.s. sl et sou-
lement si B_ | P dems GF(E) entraine ¢(F,) | (F) dans FF(E').

Supposons ¢ s.c.s. Si F 4P onalim F, = F dans ZF(E) (Th. 1-2-2, corollaire 3), done
= ¢(F)) c ¢(F). Maie F, o F entraine lim #(Fy) > &(P), d'ou ¢(F,) ~ ¢(P) dans FH(E'). Par
ailleurs, ¢ étant croissante, on a aussi q;(Fn)-\L N q;(Fn), donc (Th. 1-2-2 corollaire 3) q,(Fn) -
N ¢(F,) et par suite ¢(F,) ¥ #(¥).

Inversement, supposons vérifiée la condition de continuité monotone séquentielle de 1'énoncé,
et soit {Fn] une suite dans I#(E) admettant la limite F. D'aprés la relation (b) de la Proposi- ‘
tion 1-2-3, on a F = Ay avec Ay = U F . Comme {AN} est une suite décroissante, on a

n>N
é(ag) ¢,¢(F), et Fy c Ay donne TIm ¢(Fy) Tim ¢(Ay) = m ¢(Ay) = ¢ (F). Done ¢ est s.c.s.

s.c.s. 8l et seulement si F_ Vv F dans €+ entralne (%) ¥ 2(F).

Cet dnoncé se déduit du corollaire 4 si l'on identifie tout x € [—m, +»] au fermé {y: y < x|

de la droite achevée.

Examinons maintenant le cas ol E est un espace_métrique.

Supi)osons donc que E solt muni d'une distance d : EX E - IR+ (et soit un espace ICD pour la
topologie définie par cette distance). Si 1'on désigne par B, (x) (resp._i—\x_)) la boule ouverte
(resp. fermée) de centre x et de rayon € > 0, la topologie de Z(E) est alors engendrée par les

@.Be(x) et les H Pe . Pour tout F-€ F et tout x e E, on posera d(x,F) = Inf{d(x,y), y € F}
81 P # @, et d(x,®) = . On vérifie sans peine les équivalences :



F e MBC(X) - d(x,F) < €

Fe @jS(X) o d(x,F) > ¢

Par conséquent, une suite iFn} converge vers F dans & 8i et seulement si pour tout x € E, la
suite {d(x,]?n)} converge vers d(x,F) pour la topologie de la demi-droite compacte. Plus préci~

sément @

Proposition 1-2-5.- Lorsque la topologie de E est définie par une distance d, une suite {Fn}

dans 7 est convergente si et seulement si pour tout x € E la suilte {d(x,Fn)} est convergente

dans la demi-droite compacte [0,=].

Cette condition est nécessaire d'aprds ce qu'on vient de voir. Inversement, supposons que
pour tout x € E, {d(x,Fn)} admette une limite £(x) € [O,%]. Comme 97 est compact, il existe une
suite partielle [Fn } convergeant vers F € & , et tl(x,l?]:1 ) - d(x,F), d'aprés ce qul précdde,

k

d'ol f(x) = d(x,F). Par suite {F } converge vers F.

=3 LES ESPACES 9 et b .

Nous munissons 1'espace 9 de la topologie gg engendrée par la famille constituée
des &y, K €do ot des gG , G €gy. 11 eat clair que 1'application { de & dans @ aé-
finie par : 6’ P = ¥° est alors un homéomorphisme, de sorte que tous les résultats du paragraphe
précédent se transposent par dualité. Par exemple, le critére de convergence du théoréme 1-2-2
prend la forme suivante 3 -

THEOREME 1-3=1 - Une suite {Gn} converge vers G dans g si et seulement si elle vérifie les

deux conditions suivantes :

1'/ Tout x € G est limite d'une suite {x } c E avec x £ G, pour tout entier n sauf au

plus un nombre fini,

2'/ Pour toute suite partielle {Gn } voute suite {xn } vérifiant x a ses va-
k k

By £ Gnk
leurs d'adhérence dans G.

5i ¢ est une application d'un espace topologique Q dans (j,, on dira que ¢ est s.c.i. (resp.
s.c.s.). Si 1'image inverse de 91( (resp. de gG) est ouverte dans Q pour tout K € J¢G (resp.
pour tout G € 6‘9 ). Autrement dit :



Proposition 1=3—1.~ Une application ¢ d'un espace topologique Q dans g est s.c.i. (resp. s.c.s.)

sl et seulement si l'application Eo ¢ de @ dans & est s.c.s. (resp. s.c.i.).

Pagsons maintenant & 1'espace 76. N

Définition 1-3~1 - On appelle % le éous-eapace de 1'espace produit 9 x & image de GV (E) par

L -
l'application A —~ (A, A).-

T1 est évidemment contenu dans le sous-espace [(G,F) t G c F} de ?x % , En général, si G
est un ouvert et P un fermé tels que G ¢ P, il n'existe pas nécessairement de sous-ensemble A c E
tel que G = i et P=TX Il en est toutefois ainsi lorsque l'espace E vérifie l'axiome suivant
(toujours vérifié, en particulier, lorsque les ouverts de E ont une puissance supérieure an dé-

nombrable) 3

Axjome 1-3 - E admet un sous—ensemble D dense dans E ainsi que son complémentaire °.

En effet, 8i G € g et P € GF vérifient & c F, 1l'ensemble :
A=6U (M°NENnD yF
admet 1'intérieur 4 = G et 1'adhérence X = F.

Proposition 1-3-1.- Lorsque 1'axiome 1-3 est vérifié, 1'espace % est compadt et de type dénom-

brable pour la topologie 611 induite par la topologie produit CGf -3 ‘Zo's.

Comme 9 x & est aéja compaej; et de type dénombrable, il suffit de moﬁtrer que Ybest fer-
mé dens 9x 973 , et méme, d'aprds ce qul précéde, de montrer que si deux suites {Gn] et [Fn} con-
vergent dana g et % respectivement vers G et F en vérifiant Gn (= Fn sonaGe P, S1G =@,
le résultat eat acquis. Sinon, soit x € G. Comme 9[x} est ouvert dans g, on a x € Gn c Pn pour
n assegz grand. Mais éﬁ{x} est fermé dang @7, et x € Fn entralne x ¢ P, d'ou G c P. o

1-4 L'ESPACE ¢/ (E) ET LA TOPOIOGIE MYOPE.

Nous munirons 1'espace V4(E) de la topologie Gy engendrée par les familles <f'6F, Fedh
et,u‘6G, G e ? , et nous dipons que %k est la topologie myope sur «/G. Si l'espace E est compact,

les eapaces topologiques et H sont identiques. Par contre, lorsque E n'est pas compact, la
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topologie myope est strictement plus fine que la topologie induite sur <A par celle de @-, de
sorte que <G n'est pas un sous-espace topologique de & . En effet, la topologie induite par &
sur JG est enéendrée par les @'K NG = J{:K, K € JG et les % Nve = ‘/6G , G € g y qui sont

des ouverts de %k, mais, si F est un fermé non compact, cfép n'est pas ouvert pour la topologie
induite. L'injection K - K de /> dans & &tant continue, une partie compacte ( de JG(E) eat
compacte, donc fermée dans ¢¥ et tout sous-ensemble (' c (* fermé, donc compact pour la topolo-
gie myope est également fermé dans (*. Ainsi, la topologie myope et la topologie ‘ZSI. colncident
sur les parties compactes de (5. Inversement, d'ailleurs, si un sous-ensemble [$c K> eat fermé
(done compact) pour la topologie de & , et si la topologie myope coIncide sur (¥ avec la topo-
logie T,, (> est compmet dans fG(E). On voit facilement que cette condition est vérifiée par

J{,Kc , (ensemble des compacts contenus dans K) d#s que K € 6. D'autre part, lorsque B parcourt
la famille des ouverts relativement compacts dans E, les J&Bc constituent un recouvrement ouvert
de JG(E). On en déduit aussitdt que toute partie compacte ¢$de JG(E) est contenue dans 1l'un des
J@Be, et donc, a fortiori (en prenant K = E) dans J&Kc pour un K € (/5. Autrement dit, une partie
{~ de VO(E) est compacte pour ?;k si et seulement si elle est fermée dans & et contenue dans
J(ch pour un X € /. On en déduit sans difficulté que JHest localement compact et de type dé-

nombrable pour la topologie myope.

Proposition 1-4-1.-~ La topologie myope est plus fine que la topologie induite sur oG par celle de

éﬁ-, et méme strictement plus fine si E n'est pas compact. Toutefois ces deux topologies co-
incident sur les parties de /5 compactes pour la topologie myope. Pour qu'une partie £+ 3e J6
soit compacte pour la yopologie myope, il faut et il suffit qu'elle solt fermée dens & et
que tous les K € A% soient contenus dans un compact fixe Ko'e JG .

COROLLAIRE - <fb est localement compact et de type dénombrable.
I1 suffit d'appliquer cette proposition au cas particulier des suites dans J5 pour obtenir
le critdre de convergence suivant :
THEOREME 1-4-1 - Une suite {Kn} dans B est convergente pour la topologie myope si et seulement
8i elle vérifie les deux conditions suivantes :

1/ - Il existe un compact fixe Ko contenant tous les Kn.

2/ - la suite K est convergente pour la topologie de &,

COROLLAIRE { - L'ensemble vide @ est un point isolé dans <O (E).



COROLIAIRE 2 - (Continuité de la réunion) - Les applications (K,K') = KU K' de o6 x JG'dans
“Jbet (K,F) - (KU F) de Hox - dans & sont continues.

COROLLAIRE 4 - L'ensemble <J' = </\[@} des parties finies non vides de E est dense dans JG' =

REMARQUE - Lorsque E n'est pas compact, les résultats précédents s'interprdtent facilement si l'on
introduit 1'espace compact E = E |J{w} déduit de E par adjonction d'un point A 1'infini w (dont les
voisinages ouverts sont les complémentaires dans E des compacts K € JG6(E)). Les compacts K € JG(E)
sont alors les fermés de &k (E) ne contenant pas w, et JG(E) =<§H’{“’}(E) est un sous-ensemble ou~-
vert de A (E). On vérifie immédiatement E;ue la topologie myope colncide avec la topologie induite
par F (E) sur 1'ouvert JG(E)}. Autrement dit, JG(E)_est un sous—espace topologigue de & (E)

ouvert dens I (E). D'autre part, le complémentaire de JO(E) dans &K (B) est e fermé .QIT{“}(E).
On vérifie immédiatement que 1'application P - F | {w} est un homéomorphisme de &4 (E) sur
F )

respectivement & JG(E) et a T (E).

(E). Ainsi, &H (E) est réunion des deux sous-espaces disjoints ailol ot QF{M homéomorphes

En ce qui concerne les applications définies sur <O ou & valeurs dans <J© , le théordme
1-4-1 permet de montrer qu'elles vérifient deé propriétés analogues a celles que nous avons déja
rencontrées dans le cas de 1'espace H. Nous examinerons seulement le cas des fonctions sur JO
4 valeurs réelles (finies ou non) croissantes et s.c.s.

'

Proposition 1-4-2.— Soit T une fonction définie sur /G , & valeurs réelles (finies ou nonm), et

croissante, c'est-a-dire vérifiant K ¢ K' dans dé, » T(K) £ T(K'). Pour que T soit s.c.s.,

il faut et il suffit que K, ¢ K dans J6 entralne T(Kn) J, (X).
Compte tenu du théoréme 1-4-1, cela résulte aussitdt du corollaire 5 de la Proposition 1-2-4.

Proposition i-4-3.~ Soit T une fonction croissante définie sur JO , & valeurs réelles (finies ou

non). Pour tout G € (g , on pose Tg(G) = sup {T(K), K € J&6 , K c G}, et pour tout K € JG,
7, (K) = Inf [Tg(G), Ge {9, G > K}. Alors, T, est s.c.i. sur g et T, s.c.s. sur JG . Plus
présisément, T, est la plus petite majorante s.c.s. de T sur JG, et, en particulier, on a

T, = T 8i et seulement ai T est elle-méwe s.c.s. De plus, on a la formule réciproque 'TE(G) =
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sup {7, (K), E € % ,K c 6} pourceg.

De méme, st T' est une fonction croissante définie sur g , & valeurs réelles finies ou non,
1
on pose T (K) = Int {1'(¢), G € &, 6 > K} pour K € JSp et 'r;(e) = sup (T,(K), K€ /6, KcG .

Alors T' est 8.c.8, sur JG et T; eat la plus grande minorante s.c.i. de T' sur g . En parti-

k
culier, on a T' = T; 8i et seulement si T; est s.c.i. De plus, pour K € JG, on a la formule ré-

cdproque T,(K) = Inf {7 (G), G € 4, &> K} pour K€ SG.

Démontrons par exemple le premier énoncéd. Soit G € 9 s, et € un réel 2 0. On peut trouver
K€ SO tel que K G et T (6) = T(K) + €. Pour tout ouvert G' eyx s c'est-a-dire vérifiant
G* o K, on a alors 'I‘ (G') =2 B(K) 2 T (6) - ¢, et par suite Ts est 8.c.i. Si maintenant K est un
compact, on peut trouver G € g avec G > K et T, (K) = T (@) - €. Pour tout K' ¢ JGG , clest-a—

dire vérifiant K' ¢ G, on a alors Tk(K') P Tg(G) < Tk(K) + €, et T, est s.c.s.

On a évédemment ?, 2 T sur JG . Montrons que si T est s.c.s8., on a en fait 1'égalitd Tk = T,
Soit X un compact, et {Gn} un systéme fondamental de voisinages ouverts de K vérifiant Gn \L K et
Tg_(Gn) ¥ T,(K). Si € est un réel positif, on peut pour chaque n trouver un compact K vérifiant
KcK c6, et I(K) 2 Tg(Gn) - €. Mais la suite {K } converge vers K dans JO , comme on le dé-
duit sane peine du théordme 1-4-1, d*od 1im T(Kn) < T(K), puisque T est s.c.s. Comme T est crois-
sante, on a aussi lim T(Kn) 2 T(K), done T(X) = lim T(Kn) 2 lim Tg(Gn) -€ = Tk(K) - &¢. Par suite
(K) = T, (K).

Si T n'est pas s.c.s8., et 81 T' est une majorante s.c.s. de P, la méme construction donnera
T; x TS’ puis T;‘ 2 T, mais '.E]': = '.l", d'aprés ce qui précéde, puisque 7' est 8.c.8. Donc T' 2 T,
et T, est bien la plus petite majorante s.c.s. de T. Enfin, si 1l'on pose T;(G) = Sup [Tk(K), K €5,
Kc G}, on a pour tout compact K< G : T(K) = '.l‘k(K) < TS(G)’ et, en passant au Sup, Tg(G) < T;(G)
L}
< TB(G)’ done T = T, .

La métrique de Hausdorff.- Lorsque la topologie de 1l'espace E est définie par une distance d,

on peut introduire sur J6' = JON\{P} une distance p définie par la formule :

p(K,K') = Max { i‘é‘% d(x’K'),x?elﬁ'd(x"_K)}

et appelée distance de Hausdorff.
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Proposition 1-4-4.- Sur J6' = JEN{®}, la topologie définie par la métrique de Hausdorff est équi-

valente a lé topologie myope.

En effe:t, si K est un compact, d(x,K) est une fonction continue de x € E, donc atteint son
sup sur tout compact K'. Si donc on désigne par Be(y) 1a boule ouverte de centre y € E et de rayon

€ > 0, on a les équivalences

Sup d(x,K) <€ e K'c U B3
x€k! yeK

Sup d(y,K') < ¢ K'e N
yeg * yex %Bs(y)

K' € J6, p(K,K') < £} est un voisinage de K pour la topo-

Montrons que la boule @E(K) = {K'
logie myope. K étant compact admet un recouvrement fini par des boules ouvertes B1, B2""Bn de
rayon inférieur & ¢/2, et on a %31’ ByyeroBy c yQK ‘ﬁBe(y). Donc si 1'on désigne par P € I le
oomplémentaire de l'ouvert ) Be(y) ’ JGB - est un voisinage ouvert de K pour la topologie

yeK
myope contenu dans la boule @E(K).

Inversement, si F est un fermé disjoint de K € J5, et 8i 1'on pose g = Inf a(x,F), la rela-
tion p(K',K) < € entralne Kc U Bc(y) et par suite K' O F = ¢. Donc ¥ esteguvert pour la to-
pologie de Hamsdorff. Si maintegggt le compact K rencontre.un ouvert &, on peut trouver y € KNG
et ¢ > 0 tel que Be(y) c G. La relation p(K,K') < ¢ entraine alors K' € c}GBt(y) € JBg. Dome JGG

est ouvert pour la métrique de Hausdorff.

BEMARQUE - Si E est un espace euclidien, on définit dans g°(E) une opération @ appelde addition
- de Minkowski (A@ B={a + b, a € 4, b € B}, voir oi-dessous. La distance de Hausdofff sur J¢'
s'exprime alors & l'aide de la formule trds commode suivante, ol Be désigne la boule de dentre O

et de raqoh [

(1-4-1) p(K,K') = Inf {e 1 Kc K' ® B, , K c Ko B}

1-5 CAS DE L'ESPACE EUCLIDIEN E = &,

Dans cette section, mous sllons examiner le cas particulier ol E est 1l'espace euclidien
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Bd 4 4 dimensions. La structure d'espace vectoriel de E permet de définir de nouvelles opérations
dans @(E). Dans ce qul suit, A, B, C etc... désignent dea sous-ensembles quelconques de E.

Addition de Minkowski. - L'opération @, appelée addition de Minkowski, est définie par la re-

lation A@ B= {a + b, a € A, b € B}. C'est une opération associative et commutative, qul fait de
SD(E) un demi-groupe abélien. On remarque gue 1l'on aAOQD= ¢ d'aprés la définition m8me, {o} est

un élément neutre, mais (E) n*est pas un groupe., Si x est un point de E = le

y A ® {x] est
le translaté de l'ensemble A dans la translation x. Nous éorirons souvent Ay au lieu de A @ {x}.
81 1'on désigne par B= {- x, x € B} le symétrique de B par rapport a l'origine, on remamque que

l'onay € A® B si et seulement si (ﬁ)y est contenu dans A. Ainsi, on a les rdgles de calcil

(v§1 A®B= B = = An (B) @
RS Al

On appelle dilaté de 1'ensemble A par un ensemble B l'ensemble des points z tels que Bz ren—

contre A. Te dilaté de A par B est donc A @ \B/.

Par dualité, on définit une opération © appelée poustiraction de Minkoweki en posant A © B a

(2° o B)C. D'aprés la formle (1-5-1), on a les rigles de caloul suivantes 1

(1-5-2) Aae3=(x"eB)° = N A=l (B e

On appelle érodé de 1l'emnsemble A par un ensemble B l'ensemble des z € E tels que :Bz soit con-

tenu dans A. D'aprés la rdgle (1-5-2), 1'érodé de A par B est donc 1'ensemble A © B.

les relations suivantes se démontrent sans difficulté :

((oecCc)eBc(a@B)OC

(1-5-3)
(A®B)eCc=(A©C)©eB=46(Be C)

De wéme’, 81 B est contenu dans C, on a A@ Bc A@ C, A©B5A6C, BO AcC © A.

On note que 1l'on a toujours 1'inclusion {0} c A © 1, mals non nécessailrement 1'égalité. Tou-
v
tefois, 81 un point x ¥ O appartient &4 A© 4, on a A, © A, donc aussi 4,4 © A pour tout entier n
> 0 : la suite {nx} est donc contenue dans A. Par conséquent, si A est bornd, on a 1'égalité stric—

te :
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. v
(1-5-4) , A© A= {o}
L'addition de Minkowski @ distribue la réunion. En effet, on peut écrire 3

A@(ByoC = xLEJA (Bxucx) = <xLeJA Bx) U (xLe)A Cx)

-

On obtient donc la r¥gle suivante, et deux autres qui s'en déduisent par dualité:

u

(A@(BUC) =(aeB) U(aeC)

(1-5-5) A0 (BUC) = (L@ B) N (48 0)

(BNnC)oea

(Bea)yn(ce

Par contre, les inclusions suivantes sont en général strictes 3

Ao (BNnC c(reB N(re0)
re(Bnc)o(aeBuy(aec)

(Byc)eas(Be a)nlcen

Si A est convexe, A © B est 6onvexe (quel que soit B). 'Si A et B sont convexes, A ® B eat

convexe,

En effet, A© B= N Ax est convexe comme intersection de convexes si A est lui-méme con-
x€B

vexe. le deuxi®me dénoncé est évident.

Si A et B sont connexes, A @ B est connexe.

En effet, soit b € B, A.b est connexe et eontenu dans A @ B, donc contenu dans une composante
connexe C de A & B, soit A’b c C. Pour tout x € A, on a donc x + b € C. Mails (x+b) € Ab n Bx . Done
A, U Bx est connexe, comme réunion de deux connexes mon disjoints, et par sulte Bx c ¢ pour tout

x € A. I1 en résulte A ® Bc C.
Si B est commexe, et si les composanies connexes de A sont les Ci' i€l onat

(1-5-6) A®B= |.0, @B
' €1

En effet, C; c A entraine Ci ©Bc A9 Bet U C:L © Bc A © B. Inversement, 81 2 € A© B,
iel
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v 4
on a (B) c A, done (B_) ¢ G, pour un 1 € I, soit z € C; © B- Donc A Bec |U C, © B.
z 2 i i je1 1

En combinant érosion et dilatation, on obtient deux autres opérations appelées ouverture AB

et fermeture AB de l'ensemble A par l'ensemble B, définies comme suit :

4 v
(1-5-7) sp=(aeB)oB ; A°=(reB) o3>
Lorsque 1'ensemble B est fixé, les applications A - Ay et A - AB sont croissantes (A c A' =

'B), idempotentes ((Ag)p = Ag et (AP

complémentation ((Alc)B = (AB)c). Enfin la fermeture est extensive, et l'ouverture anti-extensive

Ay c Aé et B c A = B) et duales 1'une de l'autre pour la

(J\B cAc AB). Il s'agit donc bien d'une fermeture et d'une ouverture au sens algébrique.

On dit qu'un ensemble A est ouvert (resp. fermé) selon B si Ap = A (resp. AB - A). Il en est

ainsi si et seulement si ona A = Ce® B (resp. A= C@ B) pour un C € <ME).

L'ouverture de A selon B est la réunion des translatés de B contenus dans A. En effet,

v v v
x € (A©® B) @ B équivaut & (B)x n(ae B) # ¢, done &4 Ay € E : By c A, X € By' Ainsi, nous pouvons

écrire
(1-5-8) Ag=U {By, y €E B c A}

Si A et B sont convexes, A’B et AB sont convexes.

Si B est connexe et s8i A sdmet les composantes connexes Ci ,1€1I, ona:

(1-5-9) Ay = U (C))
B jér 1B

Ces deux propriétés se déduident des résultats analogues établis dans le cas des opérations
e et O,

Dans ce qui suit nous nous intéresserons surtout aux dilatations, érosions, ouvertures ou fer-

metures par un compact non vide. Pour K € J6' = JGCN\{®}, les régles suivantes sont valables :

SiFedF , Fokx Fok FKetFKsontfermés

Si G € Cg , Ge&Kk, G © K, Gy et 6% sont ouverts

Si K' €eJ0, XK' ® K, K' @ K, K' et k% sont compacts
X
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L

En effet, montrons parlexemple 1lns roégles relatives & F € ¢gff. Soit [xn} une suite dans F @ K
convergeant dans E vers une limite x. Pour chague n, x, est de la forme X, = fn + 151 avec fn €EF
et 11:n € K. Cd_mme K est compact, il existe une suite partielle {knpl convergeant vers une limite

v
k'€ XK. Alors la suite {fn } converge vers la limite f = x -k € F, et x=f + k €F ® K. Donc Fo K
est fermé. S.i'G est ouvert, G @ K= |U G @ {x} est ouvert comme réunion d'ouverts. Donc F © K =
(*° ® K)® est fermé. Enfin, F @ 1‘€ etxg'K@ 4 étant fermés, il en est de méme de Fg = (po }‘{/) ® K et

v
de PK = (Fo® K) © K. Certaines de ces applications sont continues 1

Proposition 1-5-1.- les applications suivantes sont continues :

(F,K) ~ P & K de & x Jo sur F
(K,K')=» K @ XK' de X J6 sur J6
FoFde & sur F et KK de 6 sur Jé

(\,F) ~AF de R, x & sur & et (A,K) = AK de B_ X <G sur 5 (homothétie)

Montrons, par exemple, le conti.nui'té de 1l'application (F,K) - F @ K. Soient {F,} et {K ] deux
suites convergeant Yers‘ F et K dena &K et & respectivement. Si K= ¢, on a K, = @ _poui' n esseg
grand (Théoréme 1-4-1, corollaire 1), donc Fn ® Kn = ¢ et {Fn @ I%} converge vers F @ K = @, Sup-
posons donc K # ¢, et montrons que {Fn ® Kn} converge vers F @ K en vérifiant les critdres {' et

2' du Théoretme 1-2-2. . -

Critére 1' 1 Si F @ K;‘ @, soit x = £ + k¢ Fo Kavec £ ¢ F et k € K, D'aprds le critére 1°
appliqué & {F, } et & {K }, il existe pour chague n (sauf au plus un nombre fini) £, € Fpet k € K

=fn+,knan®Kn.

avec £ = lim fn" k = 1lim kn' Donc g = 1im x, avec x

Critdre 2' : Soit x = lim (fn + kn ) avec fn €EF et kn € Knp. Comme les KnP sont contenus
S ) P p p p ,
dans un compact fixe (Théorime 1-4-1), la suite {k_ |} admet une valeur d'adhérence k € K. Le point

f = x - k est alors valeur d'adhérence pour {f, }, donc appartient & F (critdire 2' appliqué a l‘Fn”"
N p . - .

-Donc x =k + ff € Po K.

Proposition 1-5-2.— Ies applications (A4,K) - A © K, (A,K) — Ay et (AK) - Kae F x o0 (ou de

Jo x JG') dans F (ou dans 6 ) sont semi-continues supérieurement.

En effet, spient {An} et ”&1} deux suites convergeant vers A et K respectivement dars W et
dans <6'. D'aprés la Proposition 1-2-4, (A,K) - (A © K) gera s.c.s. si A © K = Iim (% 5] Kn)' Soit

Y
{xn"} une suite convergeant vers un x € E en vérifiant xnk € A“k © K“k . On a Knk ® {xnk] c A,
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et cette inclusion passe a la limite, d'aprds la Proposition {-5-1, et le corollaire 3 du Théora-
v i ——
me 1-2-2. On a donc K @ {x} c A, c'est-a-dire x € A ® K. Par suite (Proposition 1-2-3) 1lim (A @ Kn)

c A © K. Démonstration analogue pour Ag et aK.

COROLLAIRE - Soit A un fermé (resp. un compact), et {K } une suite croissante dans J6'. SiJ Kn

=KeJd', onaAG©K | AOKet lin A® K = AG K dens & (resp. dans J6).

En effet, on a lim Kh = K dans JG (Théoréme 1-4~1, corollaire 3), et la semi-continuité supé-
rieure de A ® K dorme A ©® K> Tim (A © T%). Mais A @ Kn > A © K entralne alors A © K = 1im(A © Kn),

donc aussi A © lg‘ .L A © K puisqu’'il s'agit d'une suite décroissante,

La convexité. Ies propriétés lides a la convexité dans l'espace esuclidien E = IRd joueront un rdle
capital dens la suite de cet ouvrage, et notamment dans les chapitres 4, 5 et 6. Indiquons des

maintenant quelques résultats. Si A € EP(E) est un sous-ensemble de E, on appelle enveloppe convexe

n
de A, et on désigne par C(A), 1'ensemble deas points de la forme X A; Xy, n entier > 0, Ay réel
i=1
vérifient O s Ay s 1 et T Ay = 1etx; €Apour 1 =1, 2,...n. 5i F est formé, C(P) est fermé. De
méme, si X est compact, C(K) est compact. Notons aussi la relation suivante valable pour des en-

gembles A, A' quelcongues dans E 3
(1-5-9) C(a® A') =C(4) @ C(A")

Proposition {=5-=3.- Si F € &7 et si B est un ensemble borné quelconque, on a FE c o(F). Si de plus

P est convexe, P est fermé selon B. S1 F et F' sont convexes et ferméds et vérifient P B =

F ® B, on a P = F',

En effet, lorsque F est fermé§, C(F) est 1'intersection des demi-espaces contenant F. Si
x £ C(P), 11 existe donc un demi-espace fermé H o F avec x ¢ H, et on peut trouver un translaté

By de B disjoint de H et contenant x. Mais d'apres (1-5-8) cela entralne x € (li'c)B = (FB)c. Done

PP e C(F). Si F est convexe, on a de plus C(F) = F FP , donc F = FB, et F est ouvert selon B. Si
L v

B

F et P' sont convexes et fermés, F@ B = F' @ B entralne FB = F'", d'aprés la définition de la fer-

meture, donc F = F' d'apreés ce qui précdde.

Proposition 1-5-4.- L'application K - C(K) associant a4 tout compact K son enveloppe convexe C(K)

est continue sur <f{. De méme, 1'application F — C(F) est s.c.i. sur .

Montrons que F - C(F) est s.c.i. en utilisant le critdre b/ de la Proposition 1-2-4. Soit done
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{I-‘n} une suite convergeant vers F dans & , et soit x € C(F). Ce point edmet ume représentatibn
k .

de la forme x = Z Ay Xy X € P, Z Ay =1 A 20 (i=1,2y...k). D'aprds le critdre de conver-
i=1

gence 1' du Théoréme 1-2-2 appliqué & la suite {F_}, chaque x; est limite d'une suite [xn(i)},

xn(i) € F . Si 1'on pose x, = z Ay xh(i), onax € C(Fn) et x = 1im x . Donc x € lim C(Fn) (Prop.

1-2-3), d'ol lim C(F ) > C(F). Par suite C est s.c.i. sur & .

Si [I%} converge vers K dang nJ(o, les ISI sont contenus dans un compéct fixe Ko . On a donc
C(I&l) c C(Ko),et la suite [G(Kn)} vérifie la premidre condition du Théortme 1-3-1. D'aprés la pre-
midre partie de la démonstration, on a lim C(Kn) o G(K). Il suffit donc de montrer 1im C(Kn) <. C(K)
pour établir la continuité de C sur <J6. 81 H est un demi-espace ouvert contenant K, on a Kn cH
pour n assez grand (d'aprds la définition de la topologie myope), donc aussi C(l%) c H. 8i done x -
est valeur d'adhérence d'une suite {,hk} vérifiant xnk € C(Knk) on a x € §E . Mais C(K) est 1'inter-
‘section des demi-plans fermés E tels que H 5 K. Donc x € C(K), et par suite Iim C(K ) « C(K) d'a-

pres le critére a/ de la Proposition 1-2-4.

COROLLAIRE - L'ensemble C(&f) des fermés convexes est fermé dans & . L'ensemble C(JG) des compacts

convexes est fermé dans <6,

En effet, soit {Fn} une suite convergeant vers P dans &F en vérifiant Fn € C(gH), c'est-a~-
dire F = E(Fn). Comme C est s.c.i. sur &, on a C(F) c lim C(Fn) = lim F) = F, et par suite P =

C(F), et C(%F) est fermé. M8me démonsiration pour C(S0).

L'homothétie (A,B) —~ AB (A 2 0) vérifie mhnifestement la propriété AB @ pB > (A+p)B. Si B est -
convexe, cette inclusion devient une égalité, de sorte que la famille B, = AB éonatitﬁe. un demi~
groupe a un paramdtre (soit BA ® Bp = BHp.)' Si B est de plus compact, ce demi-groupe est continu
dans Y d‘taprés la Proposition 1-5-1. Nous allons montrer ls réciprogque. Pour cela, convenons de
noter A& la somme de lMinkowski de n termes tous égaux &4 l'ensemble A, et convenons de dire qu'

un ensemble A est indéfiniment divisible pour l'addition de Minkowski si pour tout entier n il

exlste un ensemble Bn tel que A = Bﬁn .

seulement si il est convexe.

Si A € ¢(J6), 11 suffit de prendre: B, = % A pour vérifier que A est indéfiniment divisible.
Inver sement, supposons que pour tout n il existe un ensemble Bn tel que A = Bo;n . A étant compact,

B, est borné. Quitte a remplacer B par son adhérence 'Bn, on peut méme supposer B € JG (cela - .
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résulte de la relation B® B' = B @ B' valable dés que B et B' sont des ensembles bornés). On a
évidemment n Bn c A. Btant contenue dans un compact fixe, la suite {n Bn} admet une suite partiel-

le {n, B |} convergeant dans /6 vers une limite B.
k

Montrons C(A) = C(B). En effet, pour n et k entiers > 0, onan B c Ac @k ck C(Bk),
donc aussi n C(Bn) ck C(Bk)' L*'inclusion inverse étant vraie également, on a n C(Bn) =k C(Bk)
= C(A). D'aprés la proposition 1-5-4, cette égalité passe & la limite pour la suite partielle
{nk Bnk} convergeant vers B, d'ou C(B) = C(4).

Montrons maintenant C(B) c A. Soit x € C(B) et

T
x=i§1 AjX; » X, €B , X200, L =1
une représentation de cet élément. D'aprés le critére 1' de convergence appliquée & la suite

{ny Bnk}, il existe pour chaque i une suite {ynk(i)] convergeant vers x; en vérifiant ynk(i) € nank.

Choisissons des entiers N(i,k} 2 O vérifiant :

r
12 N(i,k) = n, , lim %—19- =2y
:1 :

—

&n,

r
> N(i,k) y_ (1). Ona x,_ € B = A, et lim x, = x. Donc x € A, et C(B) c A.
n n,

et posons x, = —
k Ny 5o 1 k

Les relations C(B) c A et C(A) = C{B) entralnent alors A = C(A), donc A est convexe.

COROLLAIRE - Dans JHG!, une famille B)\, A 2 O constitue un demi-groupe continu & un paramdtre (c'est-

é~dire vérifie la relation Bk ] Bp, = BM’P) si et seulement si Bl est 1'homothétique AB d'un

compact convexe B.

On a déja vu que les AB constituent un demi-groupe continu ai B € C(Jé). Inversement, B8i une

famille Bk vérifie la relation des demi-groupes, on en déduit pour n entier B)‘ = (IB)‘)al . D'apreés

le théoreme, les BA sont donc convexes. La relation des demi-groupes donne ensuite n B

A

_n . . . -
n BL =¥ B& pour n et k entiers, d'ou par continuité B)\ A B1.
n n

On peut améliorer ce résultat en remplagant l'hypothése de continuité par une hypotheése plus
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faible (par exemplé U B)‘ borné, ou méme simplement O € B)\), mais nous n'insisterons pas ici sur

ce point. Dans le méme ordre 4'idées, notons la proposition suivante :

Proposition '{=5-5.- Pour tout compact A € ¢6', la suite [;11- Aen} converge dans <% vers C(A).

Dt'aprés 1l'inclusion 1l1 2% < ¢(4), il suffit de vérifier la convergence dens Y . On a évi-

r
demment lIm% 2 C c(4). I1 reste a montrer lim -11; 18 5 ¢(A). Soit x € C(A) avee x = £ L
i=1

X; € A Ny 20, z Ay = 1. Pour tout n = r, on peut trouver .des entiers N(n,i) vérifient :

r
> Nn,i) =n , lim N(n,1) _ A

1 n—e n i

Si 1'on pose yn=§) M%’—i)-' I onayne% 29" et limy, = x, d'ou x € lim % A2 et c(a) e

1 én
lim 1

Granulométries.- Soit B, un demi-groupe continu a un parameétre A 2 O sur JG', c'eat-a-dire

A

d'aprés ce qui précdde, une famille B, = AB constituée des homothétiques d'un compact convexe

A
B e C(4¢'). Pour tout ensemble A € \(JD(E), nous poserons i

¢ (8) = A3 =U (A B, x € E A B .c 4

et nous dirons que l'application A - q;)\(A) est la granulométrie de l'ensemble A selon le compact
convexe B. On trouvera au Chapitre VII une théorie générale des granulométries. Cette application

vérifie les propriétés suivantes :
1/ = 4,(8) = A et A 2 p = ¢ (8).c g, (A)
2/ -Pour A\ 2 0O et Ac A', on a ¢)‘(A) c tbk(.ﬂ.')

3/ - Pour A = p 20, ona¢)\o¢u=¢uo¢)\=¢k
La propriété 2 résulte de ce qua toute ouverture est une application croissante. Démontrons 3. Soit
v
A=p+vavecva20. 0na ¢A(A) = C@®pBavec C = (A© AB) & v B. Donc ¢A(A) est ouvert selon pB,
et par suite ¢u 0 d;}\ = 4;)\. N
1'ouverture est anti-extensive (d)}\(A) c A), et croissante, on en déduit b © ¢'p(“ >4, 0 ¢p. 0 4’A(A)

L'ouverture étant idempotente, on en déduit : ¢A o 4.“ 0 q,}\ = ¢, . Comme

= ¢'7\(A)' Mais d’u(A) c A donne aussi ¢, o q;u(A) c ‘I’A(A)’ On a donc 1'égalité ¢, o ¢u = ¢,. L'inclu-

sion b, © ¢p en résulte aussitdt.
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Relativement aux translations A - & et aux homothéties A -~ pA (b 2 0), la granulométrie ‘bh
présente les propriétés suivantes (que nous exprimerons dans le Chapitre VII en disant qu'il s'a-

git d'une granulométrie euclidienne):

4/ - 4, (&) = (¢, (1)) @ {x}

i3

5/ = 4\ (eh) = ¢, (A)

m

Ltapplication (A,F) - ¢)‘(F) de R, x & dans I est s.c.s. (d'aprés la Proposition 1~-5-2
et la continuité de 1l'homothétie). De mlme, 1l'application (A,G) - q’k(G) de B x g dans g eat
8.c.i. Comme de plus 4,)‘ est décroissante en A, on en déduit les propriétés suivante de continuité

monotone séquentielle :

u

6/~ 5i P €T, A T u entratne ¢, (F) | q;p(F), et lim ¢, (F) ¢u(1a) dans @T

7/ - 816G e {li, A ¥ p entralne d’A(G) 4 q;p(G), et lim ¢, (G) ¢p'(G) dans g .

Si V désigne une mesure positive sur E telle que V(F) ou V(G) soit finie (par exemple, V pour-
ra 8tre la mesure de Lebesgue pourvu que F et G solent bornés), la fonction LR VA(U =
V(qpl(A)) est donc décroissante et continue a gauche si A € S, et de méme décroissante et continue

& droite 8i A € g . Par définition, VA(x) représente la mesure du volume occupé par les translatés
de 1'homothétique AB contenus dans A. Il s'agit donc d'une véritable distribution granudométrique.

On peut aussi donner un sens local & la notion de granulométrie de A selon B en posant pour

tout x € A 3
(1-5-10) A (x) =sup (A : gy €EE x€ (ABlyc Al
On peut compléter cette définition en posant AA(x) = 0 pour x £ A.
A(x) représente donc la taille de l'ensemble A en tant que mesuréde au point x € A selon 1'éta-

lon B. Si A € &, 1le Sup est atteint, de sorte qu'il existe effectivement un translaté de A(x) B
contenant x et contenu dans A. Au contraire, si A € 9 y le Sup n'est pas atteint. Plus précisé-

ment 3

Proposition {-5~6.- La fonction (F,x) — AF(x) est s,c.8, sur & x E, et on a *k(F) = {x3 AF(x) z A}e
La fonction (G,x) = Aj(x) est s.c.i. sur 5 x E, et on a 4’1(“) =[xt Ag(x) > A}
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La relétion q,}\(F) = {x 3 AF(I) > A} résulte de ce que le Sup est atteint damns la relation
(1-5-10) lorsque A = F est fermé. Pour montrer que 1l'application (F,x) - AF(x) est s.c.s., il
faut montrer que 1'ensemble des couples (F,x) vérifiant AF(x) 2 A, c'est-a~dire x € q’A(F) est fer-
mé dans & x E. Mais cela résulte immédiatement du fait que l'ap.plication P ¢1(F) de % dans lui-

méme est s.c.s. Démonstration analogue dans le cas de l'espace g .
Notons encore le résultat suivant, qui nous sera utile ultérieurement :

Proposition 1-5-7.~ Soit K un compact convexe d'intérieur non vide, et F un fermé. On a alors

C(F) = U ij{ = 1im FpK , la limite ayant lieu.dans Qr, et méme dans Jﬁlorsque K est com~
p>0 p-s &
past.

On a déja vu 1l'inclusion B C(PF) (Proposition 1-5-3). Si donc nous désignons par F' =

§] X 1a limite dans ¥ de la famille croissante FpK, on a F' « C(F). Si F € J6, C(F) est com—
p>0
pact et F' est également limite dans )& de la famille FPX. Il reste & montrer F' o C(F). Soit x

un point n'appartehant pas & F'. Ce point admet donc un voisinage compact V disjdint de F'. 5i 1'on
suppose 0 € K (ce qui est toujours loisible), on peut prendre comme voisinage V le translaté (t»:K)x
d'un homothétique de K. On a donc (eK), c (¥ o pf) ® pK pour tout p, c'est-a-dire x € (Fp_e ok) ®
{(p-c)K d&s que p > €, donc, en changeant p en p+e 3 X € (F° e (p+a)1€) ®pk=(F o Ei{)pK . 51 {p,}
est une suite de réels > 0 tels que p, A oo, i1 existe donc pour chague n un y, € E tel que-

x € (an)yn cF¥Fo e{{, ce qui entralne x € (ei)x e ((py+ s)f()yn c ° . La suite (pp+ ¢)K admet done
dans 9 une valeur d'adhérence G vérifient x € (elo()x c G ¢ F°, Mais G est un demi-espace ouvert H,
comme on le vérifie immédiatement. On a x € H et * « H°, donc C(P) c H°, et x £ C(F). Par suite,

F' > ¢(F). ) ' '

COROLLAIRE - Soit X € J6' un compact non vide ét Br la boule de centre O et de rayon r. Pour tout

€e>0,onmake B, o> ¢(K) @ B, pour r assez grand.

En effet, d'aprds la proposition, ) converge dans J6 vers C(K). D'aprds la définition

(1-4-1) de la distance de Hausdorff, on a donc C(K) c S

KT

-] BE pour r assez grand. Mais 1*'inclusion

eBec(KeB

r+s) <) B, entraine alors C(K) & B, c (Ko B )Br cke Br+€d'oi1 le corollaire.

r+€
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- CHAPITRE II -

IES ENSEMBLES FERMES ALEATOIRES (E.F.A.)

Ce chapitre est consacré & ld définition des ensembles fermés aléatoires (en abrégé EFA) et
& 1'établissement de leurs propriétés les plus générales. lLe premier paragraphe introduit la fone-
tionnelle T sur oG qui joue vis-a-vis d'un EFA le méme rdle qu'une fonction de répartition vis-a-
vis d'une variable aléatoire, et le second caractérise la classe des fonctionnelles T ainsi asso-
ciées aux EFA comme une classe de capacités de Choquet alternées d'ordre infini., On examine ensuite
la notion d'EFA conditionnel (paragraphe 2-3), puis les questions de séparabilité, de continuité
et de mesurabilité (2-4 et 2-5). Apreés un parasgraphe 2-6 consacré & des généralisations faciles,

le chapitre s'achive sur des exemples relatifs au cas ol E est un espace euclidien.

2-1 LA FONCTIONNELIE T ASSOCIEE A UN E.F.A.

Soit E un eapace localement compact de type dénombrable, et &7 = &4 (E) 1'espace des
fermés de E, muni de la topologie ‘5f étudiée au chapitre précédent. A cette topologie, nous asso-
cierons la tribu borélienne Op» qul est la o-algébre engendrée par les ouverts de l1l'espace G (B).
D'aprds les définitions, o est donc la og-algébre engendrée par les familles @K, K e JG et 3-7(},
G € ?f En fait, o est engendrée par la seule famille des EFG, G € g ou, aussi bien, par la
seule famille des @7](, K € J . En effet, ai [Kn} est une suite de compacts tels que % ree g ’
on a &'Kn 0 @’G. Inversement, 81 {G | est un systéme fondamental dénombrable de voisinages ouverts
d'un compact K vérifiant G | K, on a vu (formule (1-1-2)) que 1'on a alors @—Gn ¥ Fye

On peut alors définir un ensemble fermé aléatoire (EFA) comme une application mesurable A d'un

espace probabilisé (R, &,P) dans (K, cf). On se raméne facilement au cas ou A est l'application
identique de €% : un EFA est alors simplement défini par la donnée d'une probabilité P sur (&h, af).
Dans ce cas, nous écrirons symboliquement A = (€5, Ops P), et nous dirons que A est le fermé alée~
toire canonique associé & la probabilité P sur Cp- La compacité de 1l'espace topologigue I nous
garantit qu'il existe effectivement des probabilités P sur Gp s c'est-a-dire des EFA. On peut de
méme définir des familles (Ai), i € 1 de fermés aléatoires sur les espaces-produit correspondants.

Nous examinerons au paragraphe 2-4 consacré au point de vue de la loi spatiale les rapports qui
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peuvent exister entre la notion 4'EFA et la notion plus géndrale d'ensemble aléatoire (non néces-

sairement fermé) sur EP(E).

On a vu que la g-algébre o, sur ¢h est engendrée par la seule famille E}TG y G € g, ou aussi
bien Q«'K , K € J» . Par conséquent, si Q est un espace topologique muni de sa tribu borélienne, et

o une agpplication s.c.s ou s.c.i. de Q dens Qﬁ, 1l'application o est mesurable pour Sp » et définit

~

donc un EFA d¥s qu'une probabilité est définie sur la tribu boréliemne de Q. Par conséquent, d'a-
preés les rém:lltats du chapitre précédent, si A et A' sont deux EFA, A U A"y AN A", 34, @Z R ?\-
etc... sont des EFA. De méme, lorsque E est un espace euclidien, si K-est un compact non vide
A®K, A@K, A, AS etc... sont des EFA.

On sait que la loi de probabilité d'une variable aléatoire ordinaire est entilirement définie
par la donnéde de la fonction de répartition qui lul est associde. Il existe une notion analogue
pour les EFA. En effet, soit A 1'EFA canonique associéde a la probabilité P sur o,. Pour tout

K € JO ou, sussi bien, pour tout G € g , posons :

MK) = P(gK) P(ANK# @) .

2(6) = B( )

Ia donnée de la fonction T ainsi définie sur JG (ou sur (y ) suffit & déterminer compldte-

P(ANG £ @)

ment la probabilité P. Il n'est pas trés difficile de démontrer directement ce résultat, mais il
eat encore plﬁs simple de le considérer comme un corollaire immédiat du Théoréme de Choquet qui

sera établi dans le paragraphe suivant.

Cette fonction T (sur JG ou sur (9 ) ne peut évidemment pas 8tre tout-a-fait quelcongue. Elle
doit manifestement 8tre croissante, vérifier T(@) = 0, puisqu'aucun fermé ne rencontre l'ensemble
vide, et aussi 1 0 £ T < 1, puisqu'il s'agit d'une probabilité. Si G ¢ g et 8i Ke S, on aven
particulier T(K) < T(G) d&s que K c G. Si X, 16, on angn ’T% et par suite (continuité monotone
V séquentielle) T(K]',l) 1 17(G). De méme, si {G,} est un systime fondamental dénombrable de voisinsges
ouverts d'un compact K, on a vu que G, J X entralne WGn \[,g‘;{ » donc aussi T(G,) J T(K). Par con-

séquent, la fonction T vérifie les deux propriétés suivantes :

_ ( (6) = sup{T™{K), K € J6, K c G} (¢ eg)
(2-1-1)

7(K)

Inf{T(6), Gelg, ¢ > K} (K € J6)
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Si nous nous reportons i la proposition 1-4-3, nous voyons que cela implique pour lJ fonction
T d'8tre s.c.8. sur /& et s.c.i. sur g . D'aprds le corollaire 5 de la Proposition 1-2-4, ces
propriétés de semi-continuité supérieure et inférieure sur SO et g sont respectivement équi-

valentes aux conditions suivantes de continuité monotone séquentielle :

( K J K dans JOG  entralne T(%) 4 T(K)

(2-1-2)
. { Gy A 6 dans @ entraine 2(¢ ) T 2(¢)

Enfin, si X, K1, K2... sont des compacts, définissons par récurrende les fonctions S1, 82,..-

en posant i

. ( 8,(K; XK,) = MKUK,) - (K)

(2-1-3)
E Sp(K 5 KpyeuoKp) = 8 (K5 Kppenolp o) = S, (KUK 3 KyennK )

’ K
Il est clair que S_(K ; K ""1%1) représente la probabilité P(gF, ) pour que 1'EFA A
n 1 K1""Kn
rencontre les compacis K.I,...K,‘,1 et soit disjoint du compact K. Par suite, ces fonctions Sn doivent
8tre > 0 pour K, K1... € J6, ainsi que les fonctioms construites de maniére analogue & partir 4°'
ouverts G, G1... € g .

Ces propriétés nous incitent donc & caractériser la fonction T comme une capacité ( [9],[30]).
Rappelons d'abord la définition générale : si E est un eapace localement compact, on appelle capa-

cité sur E une application de &~(E) dans [—w, +w] vérifiant les trois axiomes suivants :

1/~ Ac A" =» T(a) = T(A') (4, &' € P(E))
2/ - At ae m(a) T 2(a) (4, A € S(E)
3/ =K, § K= T(K) | HK) (K, K € SG(E))

Dans le cas ol E est un espace LCD, l'axiome 3 équivaut comme on 1'a vu & la semi-continuité
supérieure de T sur JO. On dit qu'un ensemble B = E eat capacitable s'il vérifie la propriété d'
approximation :

(2-1-4 T(B) = Sup {T(K), K € <06, Kc B}

On démontre alors (Théordme des capacités) que tous les boréliens de E sont capacitables si E
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est LCD ([30]).

Si maintenant T est une fonction s.c.s. sur <fO telle que les fonctions Sx1 définies par la
relation (2—1-3) solent » 0 quel que soit l'entier n, on peut définir une fonction *sur g en
posant .’]."(G) = sup {T(K), K eJG,_ K c G} et on prolonge ™ sur F9(E) en posant ™ (4) = Int
{T’(G), G € g,, G > A} pour tout A € I2(E). On démontre alora que 1" vérifie les axiomes 1, 2 et
3 ci-dessus, avec d'ailleurs T*(K) = T(K) si K € JB (cf. Proposition 1-4-3), donc constitue une
capacité. De plus, les fonctions Sn(A H A1,...Ah) définies par récurrence selon-les relations

(2-1-3) sont alors > O lorsque A, A, ,.... sont des sous-ensembles quelconques de E. Comme T et T

1
colncident sur <& , nous écrirons T au lieu de T . La capacité T ainsi construite est dite capa-

cité de Choguet alternde d'ordre infini, ou, plus bridvement, capacité de Choquet.

On peut procéder & une construction analogue & partir d'une fornction T s.c.i. sur 9 telle
que les fonctions Sn qui lui sont assocides soient positives. Les formules de transformation
(2-1-1) conservent, en effet, la positivité des fonctions Sn' comme on le vérifie sans peine, de

sorte que ces deux points de vue sont strictement équivalents.

Si maintenant B est un borélien de E, ou, plus généralement, un sous-ensemble de E capacita-
ble pour la capacité P, 11 n'est pas absolument évident que 1'ensemble QﬁB soit mesurable pour
opy de sorte qu'il n'est pas certain que l'on ait le droit d'écrire T(B) = P(eﬁB). Toutefois, d'a- '
prés la définition des cepmcités de Choguet, il existe une suite décroissante d'ouverts {Gn} véri-
fiant T(Gn) J T(B) et G, > B, et aussi, d'aprés la relation (2-1-4), une suite croissante de com-
pects {K } vérifient K c B et T(K )T T(B). Si donc nous posons (¥ =Udy = Eﬁ% et (' =
nan, nous trouvons (*€ o, , (*' € 0, , FC SFB c ' et P(() = P(L) = T(B): Par conséquent
complétée de g, pour la probabilité P, et vérifie T(B) =

@i, est mesurable pour la g-algdbre °

P(FH).

b ¢

De ce qui précéde, résulte que la fonction T associde & un EFA est une capacité de Chogquet
(alternée d'ordre infini) vérifiant T(¢) = O et 0 <« T < 1. Nous allons consacrer le prochain para-

. graphe & établir la réciproque de cet important résultat.

2-2 LE THEOREME DE CHOQUET.

le thdéordme énoncé ci-dessous a été dtabli par G. Choquet ([9]) & partir de la théorie

des représentations intégrales sur les cones convexes. En raison de son importance fondamentale
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pour la théorie des EFA, nous en donnerons une démonstration directe, purement probabiliste.

THEOREME 2-2-1 (G. Choquet) - Soit E un espace ICD, et T une fonction définie sur ¢ (E) (resp.
sur g (E)). Il existe une probabilité P sur Op» nécessairement unique, vérifiant P(@‘K)
= P(K) pour K € ¢ (resp. P(@G) = T(G) pour G € g) 8i et geulement si T est une capa-
cité de Choquet alternée d'ordre infini vérifiant O < T <1 et T(®) =

On rappelle que la condition "T est une capacité de Choquet" signifie, d'aprés le paragraphe

précédent, que T vérifie les deux conditions suivantes :

1/ - les fonctions 8, construites selon les relations (1-2-3) sont 2 O pour X, K1,... € J6

(resp. G, G1... Eg,)-

2/ - T eat 8.c.8. sur J6 (resp. s.c.i. sur ‘l; ) ou, ce qui revient au méme, vérifie la condi-
tion de continuité monotone séquentielle : K | X dans > entratne T( Kn) ¥ HK) (resp. G, Te
dans [.Iy entralne T(Gn) A 2(6)).

Ces conditions sont nécessaires, comme on l'e déja vu dans le paragraphe précédent. Il reste
&4 montrer qu'elles sont suffimantes. 11 suffit d'ailleurs d*établir 1'énoncé relatif a l'espace
JG (par exemple), car les relatiomns (2-1-1) échangent les fonctions s.c.s. sur JGet s.c.i. sur

g , et concervent la positivité des fonetions Sn' Commengons par établir deux lemmes,

IEMME 2-2-1.- Soit {* une classe de sous-ensembles de E contenant ¢ et stable pour la réunion fi-
nie, et soit & 1la famille stable pour 1'intersection finie engendrée dans F9 (%) par les
classes @’v, Ve et @'v, V €¢” . Alors S est une semi-algdbre, et tout S8 € & non
vide admet une représentation de la forme S = @'Z ""vn (n20,V, V1,...Vn € ¢) telle

que V, ¢ YU \7j pour 1 # j. Une telle représentation de S est appelée représentation réduite.
S1 F Y v'

preceVy

trouver une permutation (11, 12,...1 ) des npremlers entiers telle que V

V' est une autre représentation réduite de S, ona V = V', k = n, et on peut
yvs= V uv
. 4

pour j =1, 2,...n.

On rappelle que & est une semi-algibre si & contient @, est stable pour 1l'intersection
finie, et si le complémentaire de tout S € & est réunion 4'un nombre fini d'éléments de & dis-
Jjoints. Or ¢ est stable pour N par construction, ¢ = @qb est dans S , puisque ¢ € (¥ , et le

v

complémentaire d'un élément S = gf'v v de & se met sous la forme 2
greeerVy
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17 Y22 Tneg

V- v v
[s=gyU & ‘U@rv12u...ugq, n

Done & est une semi-algdbre.

: ) v
Soit S € & un élément non vide de & de la forme S = @_v v . Si vi est contenu dans
greeVy i

vu Vj pour deux indices 1 # j, V., est superflu et peut &ire supprimé dans la représentation de
vl

J
1’_._v],§ une seconde rgprésen-
tation réduite du méme élément S € & . On a V = V', En effet, supposons (par exemple) qu'il exis-

te x € VI N v®. Comme S n'est pas vide, aucun V; n'est contenu dans V', et on peut trouver k points
)

x1, XppeseXy tels que xj € Vj et @

. v S#V T
[x1""xk} € gv;'...vl‘{= 5= V1,..-vn .

v .
Comme x £ V, l'ensemble {x, x1,...xk) est encore dans ?.va eV ! meis n'appartient pas a
L] R N} n
@’v, ) (puisque x € V'), d'ou une contradiction. Par suite V = V',
1?°° 'k

Pour i = 1, 2y...({n-1), on a Vi ¢ Vn UV, puisqu'il s'agit de représentations réduites. Soient
done YyreesVpy n-1 points tels que ¥y € Vi N Vﬁ N ve s €t y un point de . n v .ma

(FyoeeTpq} £8 ot {y, yppeeuyy 41 €8

On peut done trouver un indice J (0 < i, = k) tel que y € Vj tandis qu'aucun des Iy oo i=1,2,..

: n
«+(B-1) n'est dans V3 . 81 y' est un autre point de V, N v® , le mfme raisomnement montre y' € v

J
n n
Par suite, on a Vn n v e V; , clest-a-dire Vn cVuy VS . liais, de la m&me manidre, on voit qu*il
. _ *n : ' c n
existe un indice i (0 < i, < n) tel que annv c vin . Comme Vn ¢VinUV si in;! n, onai =
1]
n et LN ve = Vj N V® . Ie m8ume raisonnement s'applique & chacun des V4 » et le lemme en résulte.
. n .

LEVME 2=-2-2.- Avec les mémes notations que dans le lemme précédent, soit T une fonction définie

sur ¥ vérifiant T(p)

0 et telle gue les fonctions Sn définies par récurrence en posant s

]

$,(V) =1 - (V)

(a)

—~——

—

Sp (Vi ViyeeoVp) =8, (Vs VooV )-8, (VUV, VireodVpy)

soient 2 0 pour tout entiern 20 et V, V,... € ¢, Alors il existe une (et une seule) appli-

1
cation additive P de f dans [0,1] vérifiant P(@) = 0, P(&y) = I(V) et :

v
(v) P(@Tv1,mvn) = 8p(V; Vo,V
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v
Montrons d'abord que la relation (b) définit une fonction sur ¢/ , autrement dit que Sﬁv

vl
= g:v;,...v]f‘

ment de &¥ admettant ces deux représentations. Si S = @, 1l'un des Vi vérifie Vi c Vet 1'un des

..V
1°°°'n
entraine Sn(V ; V1,...Vn) = Sk(V';V;,...Vi). Pour cela, désignons par S 1'é1é-

V; vérifie V; c V'. Or, on voit facilement par récurrence que V; c V entralne Sn(V; V1,...Vn) = 0,

et de méme Vj < V' entralne Sk(V;vV1,-..Vk) = 0, de sorte que 1l'on a bien 1'égalité.

v
Supposons donc S # ¢. On peut mettre la représentation %Wv sous forme réduite sans

1,...Vn

modifier la veleur de S_(V; V,,...V_). En effet, si par exemple, ona V., c VUV , d'olu yeoV =
n 1 n 1 n V‘ n

v
F , on déduit sans peine des relations (a) que 1l'on a aussi Sn(V; V1,...Vn) 1

VyreoeVnoy

Spoq (Vs Viue otV

1]
forme réduite. D'aprds le lemme 2-2-1, on a V = V', k = n et (moyennant une permutation des Vj qui

). Nous pouvons donc supposer que les deux représentations de S sont mises sous

ne modifie pas la valeur de Sn) Vi Uv = V; uvi((i=1,2...n). Or, on déduit facilement des rela-
tions (a) 1'égalité sn(v; v1,...vn) = sn(v; v, uv, ...V, u V). Yar suite, on a bien sn(v; v1,..vn)

= Sn(V;\V;,...V;), et la relation (b) définit une fonction sur & .

La fonction P ainsi définie sur & est » 0, puisque les fonctions S, sont 2 0, et vérifie
P(¢) = P(Qﬁb) = T(¢) = 0. D'aprés les relations (a) et la positivité des fonctions S , d'autre
part, on a :

v v A'j
0 < P(§37V1,...Vn) < P(gﬂ’v1'...vn_1) €e.. sP(FH ) s 1

Donc la fonction P applique &F dans [0,1].

I1 reste enfin a montrer que P est additive sur Y . Pour cela, soient (A et (' deux élé-
ments non vides de S, admettant les représentations réduites :
v . v
= & : iy = TR
a V1,...Vn ’ a Vi,..-Vi
I1 faut montrer que &N L' =Y et (ZU (X' € <P entralne la relation P(CZ Y A') = B() +

P(A'). Or, on a manifestement :

wye
61 N C]' = Ep— '
V1,...Vn, V;,...Vk

et cette intersection est vide si et seulement si 1'un des Vi ou 1'un des V; est contenu dans

VU V'. Supposons, par exemple :
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(c) v,evuyvw

3

Si U ' est dans g, cette réunion admet une représentation de la forme 3

vll
aua = Fyu yn
, 1 P
Sive =¢, ona (2= {®} ou o= ¢, et la relation d'additivité se vérifie sans difficulté.
51 v® # @, soit x € V%, et x; €V N v® (1 =1, 2,...n) n points tels que le fermé F = {x, 11,..xn}
soit dans €Y. Comme F e Iy (', ona FA V" = @, donc x ¢ V". Donc V" est inclus dans V et, de

la méme manieére, inclus dans V'. Ainsi, on a 3
(a) ) VWe VN V!

Montrons maintenant que l'on a soit V < V", soit V' ¢ V". En effet, s'il existe x € V N B A
et x' € V' N § V", le fermé {x,x'} sst disjoint de V. En prenant p points x, € T, N [ V, 1 =
1y 254..Dy ON 8 {x,x',x:,...x;} € Q’ﬂV';,...V" = /U ¢'. Mais cela implique que {x,x'} est dis-
joint soit de V, soit de V' contrairement & 1'hypothise. ’

Aifisi, 1l'une des inclusions V¢ V" ou V' c V" est vraie. En réalité, V' c V" entralnerait V*
= V", d'aprds (d), mais cela est exclu 3 car on aurait alors V' < Vv, puis, d'aprds (c), VoV

d'ou (7 = ¢ contrairement a 1l'hypothdse. On a donc nécessairement :

(e) o V=V ; VecV' 3 Vch'

Soit alors Pe {U X '. Si F € @; , onaF g o (pulsque v, v'), donc F € ({. S1 au con=-
v n
traire P ¢ FR , on a F # &, done P € &'. On en déduit les relations

v
a = ' = .. .
(aua)n@}n VE..Vn, v,
v
@ - auann@t. FOw
vq,...!v;

La relation de récurrence 3

1" " n n n ”
(v ; v1,...,vp, vn) = sp(v 3 v1,...Vp) - sp(vuvn ; v1,...V )

Sp+1 P

donne alors P((1) = P(E1U €1') — P((A'), et P est bien additive sur & .
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Démonstration du Théorime 2-2-1.- Revenons maintenant a la démonstration du Théoréme de Choquet.
Soit donc T une fonction sur G vérifiant les conditions de 1'énoncé. Nous devons établir 1'exis-
tence d'une probabilité P unique sur o, vérifiant P(@;() = T(K) pour tout compact K, ce qui suf-
fira comme on 1l'avu pour achever la démonstration. Désignons par (% la classe des sous—ensembles
de E de la forme V =G U K, G eg , K e v6, et par & 1a semi-algébre sur gf’constituée dea

?ﬁv ’... . , n entier 2 0, V, V1,...V € (¥, En tant que capacité de Choquet, T se prolonge sur
&, et les fonctions 5 associées & T sont 2 O sur ¢”. D'apres les deux lemmes ci-dessus, la

relation 3

v
2( gvp...v

)= S,V V)

TEERA M
définit une fonction P asdditive sur &, vérifiant P(P) = O et 0 £ P < 1. D'autre part, la semi-

algébre &F engendre la o-algébre op. D'aprés les théorémes classiques (cf. par exemple [41 ], p.
27, Proposition 1-6-2), P sera g-additive sur &P et se prolongera sur o, par une probabilité né-
cessalrement unique si 1l'on peut trouver dans S une classe compacte £ vérifiant pour tout de&o

la propriété d'approximation

(2=2-1) | P(A) = sup {2(C), C € &, Cc}

Considérons donc dans <& 1la classe & constituée des @’G ﬁ 6‘7G (G € ? K, K,..
... € JB). Ces ensembles &tant compacts dens €7, et la classe ﬁétant stable pour l'interaection,
il s'agit bien d'une classe compacte dans & . Il reste donc & établir la relation (2-2-1) - et

cela achévera la démonstration.

Soit done (4 = Wv vy, un élément de &F. L'ensemble V est de la forme V = Go U Ko pour un
greeeVy
ouvert G et un compact K . On peut trouver une suite {G } a' ouverta relativement compacts véri-

GG

fiant G/ :U et G | K . On en déduit sans peine F n’l\ﬁoetg 111\9,11'. De méme, pour

n+1
chague 1 = 1, 2,...k, Vi est réunion d'un ouvert et d'un compact, et on peut trouver une suite

{K,(1)} de compacts vérifiant K (i) 'V, , donc sussi @7%(1) ’]“Qﬁvi . Posons alors :

¢l - gGoUGn
n Ky (1) Ky (K)

ona ¢, €8 et (dn 1 @, 11 reste a montrer P((ln) 1 (). or P(LT) et P(C%,)) s'explicitent

sans‘difficulté de la manidre suivante :
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<1

P(@) =-1¥) +T WVUV) - D VUV, UVy) - ...
i 11 2 1 2

' _P(an) = - ™G, U &) +zi,“ (6, U 6, U K (1)) -

- 1}312 T(GOUGnUKn(i1)UIS1(12)) + e
1

Comme il s'agit de sommes finies, il su.ff_it de démontrer que chacun des termes figurant dans l1l'ex-
pression de P( @;l) converge vers le terme correspondant de 1l'expression de P(¢&7). Mais cela résulte

du lemme ci-dessous

LEMME 2-2-3.- Soient T une capacité de Choquet, G et Go deux ouverts, K un compact, [ISI} une suite
dens JO vérifient K, 16, et [Gn} une suite d'ouverts relativement compacts vérifiant

Gn D-Gn

+1 % Gn¢ K. Alors on a T(Go URUG) = 1ljm T(Go ue, U Kn).

En effet, T &tant croissante, on a d'abord t°
() (G, U 6, UG 2 N6 UG, UK) 2 NG, UKUK)

Montrons T(Go U6, ue | T(GO UG UK). Comme T est une capacité, on a en effet T(Go UGUK)

Inf {2(G'), G' e(g, G'>6,UGU K}. Mais 8i G' € g vérifie G' D KUG UG, , onaG c @
pour n assez grand, et T(G') 2 T(Go UGy Gn)’ d'olu la convergence annoncée, ilais, de méme,

KU K, UG, YERUGU G, entralne Ky K, U Go) MPMEYGU Go), d'aprés l'axiome 2 des capacités.
Ces deux convergences ;]oint_eé aux inégalités (f) entralnent la convergence numérique de

T(Go ue,u 131) vers T(Go UKUG). QED.

En géométrie intégrale, on attache une grande importance aux fonctiomnelles définies sur l'es-
pace S (cf, par exemple, [20]). L'un des intér&ts du théordme de Choquet est de préciser la classe
des fonctiommelles sur J6 qui édmettent une interprétation probabiliste, et d'établir ainsi des
éorresponﬂa.nées entre la géométrie intégrale et la théorie des EFA. Nous en remontrerons de nombreux

[

exemples dans les chapitres suivants.

2-3 EFA CONDITIONNELS, LIMITE INDUCTIVE D'EFA.

La proposition suivante est un simple corollaire du Théoréme de Choquet.
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Proposition 2-3-1.- Soit B une base dénombrable de la topologie de E constituée d'ouverts rela-

tivement compacts, et <B' = {B, B € B} la famille des adhérences des ensembles de B. (n

suppose que B est stable pour la réunion finie, et que 1'on a pour tout K € /5 et pour tout
G e g :
(=) K=n{B;BeB,BoK ; G=Ui{B;BeB,B ¢l .

Soit alors T une fonction définie sur <B'. 11 existe une probabilité P sur Gps nécessairement
unique, vérifiant T(B') = P( d("B,) pour tout B' €B' si et seulement si T vérifie les conditions

suivantes :

1/ -T(@) =0 et 0 Tsx 1 surAB'.
2/ - Lea fonctions S, construites a partir de T selon la relation (2-1-3) sont 2 sur &',

3/ - T est s.c.s. pour la restriction & B' de la topologie myope.

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, supposons-les vérifides. Définissons
une fonction T sur g en posant pour tout G € g : T7(G) = Sup {T(B'), B' € A', B*' c G}, et pro-
longeons " sur & en posant T*(K) = Inf {T*(G), G eg?, , @ o K}. Compte tenu des relations (a) et
de la condition 3, on peut reprendre la démonstration de la Proposition 1-4-3 pour établir que T*
est s.c.i. sur q , S.C.8. sur J© et colncide avec T sur JBt. Nous écrirons donc T au lieu de T'.

Manifestement, T vérifie T(¢) = O et 0 < T < 1 sur . I1 reste donc a prouver que les fonctions
P q

Sn sont positives sur , autrement dit & établir les inégalités :
k
(v) Z Heuey + = ™6 UGy UGy UGi)+.....zm(G)+
i=1 i< i «<i 1 2 3
1 2773
+ (6 U Gy UGi)+.....
i1< 12 1 2

pour G, G,,...G ouverts gueicongues. On peut trouver dans J3 des suites {B,} et {Bn(i)} telles que
Fn c B 'En(i) c B_ (i), 'En Taet —Bn(i) 1 Gy (i=1, 2,...k). D'aprds la condition 2, on a

+1° n+1

2(B, U B (1)) UB(1,) + ...

1

? T(Fnuhn(i) + oeee 2 T(’Bn) + iE
1 2

et cette inégalité passe & la limite pour n infini, d'ol la relation (b).

T vérifie donc sur g les conditions du théoreme de Choquet, d'ou l'existence de la probabils
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P vérifiant P(e?f = I(B') sur &B'. I'unicité de P se déduit de la condition (a) : si K est un
compact, il existe d'apris ceite condition une suite {B}} telle que B { K et B € B', done
2(B)) | B(Fp) = T(K), d'ol 1'unicité de P. Q.E.D.

L'espace E étant I1CD, on sait que 1'on peut toujours trouver une base B dénombrable de sa
topologie vérifiant les conditions de 1'énoncé. Par exemple, dans un espace euclidien, on pourra

prendre la famille des réunions finies des boules ouvertes de centres et de rayons rationmels.

I1 est alors possible de définir la notion de fermé aldatoire conditiomnel en u. En effet,

soit A = (@f',of, P) un EFA, u une application mesurable de % dans un espace (Q,%5), et P la pro-
babilité sur la c-algiébre &% aétinie par F(H) = P[u 1(H)], H € #8. Soit également B une bvase de
la topologie de E vérifiant les conditions de la proposition. Comme B = {B, B e%] est dénom—

brable, on peut pour F-presque tout w € R définir sur B' une fonction B' ~ Tu(B'; ®) en posant i

2,35 ) =B (16 W

Autrement dit T (B';w) est une version de l1l'espérance conditionnelle en u de 1l'indicatrice 1@-

Par définition, on a pour tout B' € 83' et tout H € $4:

(e) P~ (1) N Fyy) =fTu(.B'; w) Fldaw)
H

D'apres les propriétés de i'espérance conditionnelle, pour F presque tout w, la fonction
B' - Tu(B'; w) vérifie les conditions de la Proposition 2-3-1, comme on le vérifie sans peine, I1
exiaste donc une pfobabilité Pu(. i w) sur g, vérifiant Pu(GF'B,,w) = T (B',w). Désignons par %(w)
1'EFA (%, Ops Pu(. sw)) ainsi défini pour F—preSque tout w.

D'aprds les conditions (a) de la proposition, la relation (c) subsiste si 1l'on remplace B'

par un ouvert ou un compact gquelconque. Pour tout H € @0 et tout ¢ € Gpy ON 2 alors :

(2-3-1) P(u” 1(H) n &) {Pu( 43 w) Fldw)

En effet, cette relation est vraie lorsque ¢* est un élément de la classe compacte dénombrable
( 8—"5 ""ﬁn)' n entier > 0, B, 31"”Bn € @, et 11 suffit d'utiliser la propriété d'approxime-

tion (2-2-1) pour obtenir la relation (2-3-1).
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Nous dirons que 1'EFA A (w) = (&, Cps P (. 3 w)) ainsi défini pour F-presque tout w est 1'EFA

A conditiormel en u. Il est caractérisé par la relation (2-3-1)- Notons les propriétéds suivantes :

o/ - Si Fe o, vérifie P(f) =1, ona Pu( (*; w) = 1 pour F~presque tout w.
8/ - Pu({u_1(w)} ; w) = 1 pour F-presque tout w (autrement dit, on a u (A,(w)) = w p.s. pour
F~presque tout w).

En effet, pour H et H' dans %5, 1la relation (2-3-1) domne :

[ e 7M@) 5 w) Baw) = HEAE) = [ 1g00) Paw)
H HY

d'ou 1'on déduit P_(u” V() ; w) = 1,(w) P-presque partout.
u H

Y/ - Soit ¢ une application mesurable de gdans lui-méme, et v l'application composée v =
u o ¢. Désignons par P' la probabilité sur o associée & 1'EFA A' = ¢(A), et par P la probabilité

sur % associde & la variable aléatoire x = u o ¢, conformément au diagremme ci-dessous @

v

(g’,f' Gf’ P) _— (Qp%' F)

A
\g (F, opy P')/u

Alors 1'EFA conditionnel A)(w) = (cp(A))u(w) est équivalent & g(A (w)) pour F presque tout w.

En effet, soient Pv(' y w) et P&(.,w) les probabilités associées P presque partout aux

EFA conditionnels Av et %'1 . On a d'une part :

P (Cnu (1) =f1>;( &3 w) Faw)
H

pour tout H ¢ 6 et tout (Fe¢ & , mais d'autre part aussi :
P(onu(m) = g0) nvTim) = [r 0670 5 W) Baw
H
On en déduit pour tout (*¢ gp ¢
(2-3-2) BRI w) = Pv((p_1(0‘) P w) (p.s. pour F)

Autrement dit, L;(w) est équivalent & ¢(A (w)).
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8/ - Dans les mémes conditions que ci-dessus, supposons de plus gqu'il existe une bijection
y de @ sur lui-méme, mesurable ainsi que son inverse, et telle que 1'on ait p.s. pour Pu o g =
You: '

'

(g; Ops P')

(e.ﬁ' ny P) L\ (91%9 F)

(2,96, )

Soit F' la probabilité sur 9 définie par F'(H) = P(u-1(h)). Un trouve cette fois 3

pr(onuim) = 2710 nu i) =f1 B o7 1) 5 @) Fr(dw) =
' Y (H) :

=f1=u(qr‘(u) Py (W) Fldw)
H.

On trouve par conséquent cette fois :

(2-3-3) P(C5 w) = Byle™ () 5 v (w) (p.s. pour ¥)

Autrement dit, les EFA conditionnels Au(w) et ‘p(ﬁ\l(yq(w)) sont équivalents. En particulier 3

N

Proposition 2-3-2.- Soit A = (%, o,, P) un EFA, ¢ une application mesurable de F dans lui-meme

laisgant invariante la probabilité P. Soient aussi u une application mesurable de & dans un
espace (Q,%6), et F la probabilité sur 9@ associde & la variable aléatoire v = u o ¢. S'il
existe une bijection y de Q@ sur lui-méme, mesurable ainsi que son inverse y et telle que

W og=yo0u p.s.,alors pour F presque tout w 1'EFA conditiomnel %(u) est édquivalent a
¢(Aﬁl(1—1(w)). Autrement dit, on a pour tout (*€ o, :

(2-3-4) P (05 w) = Ry(e7 () 5 v (W) (p.s. povr P)

En effet, A et A' = ¢(A) étant équivalents, on a aussi P‘:(Dt w) = Pu((}; w), et 1l suffit d'appli-

quer la relation (2-3-3).

EXEMPIF, - Supposons que E soit 1'espace euclidien et que ¢ soit la translation F — ¢(F) = F,» pour
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un vecteu;n' h donné., Si K est un compact, nous pouvons prendre pour u l'application de F  dans
lui-méme définie par u(F) = Fo K (ou, de méme, F © K, ou FE » ou By }. Ces applications

sont compatibles avec les translations : u(Fh) = (u(®) )h' On a done v(F) = u(I"h) = (u(F))h, done
v est la méme translation h, soit y(F) = F,. 51 le fermé aléatoire A est gtationnaire, la relation
(2-3-4) s'applique, et montre que A,u(F) (1'EFA A pris conditionnellement & u(A) = F fixé) est
équivalent & (.%(F_h))h , c'est-a-dire au translaté par h de A pris conditionnellement en u(4) =
F, -

Fermés aldéatoires indépendants.- I1 n'y a aucune difficulté % définir un couple (A1, A2) de

fermés aléatoires au moyen d'une probabilité P sur la c-algebre-produit 0, ® 0p . En particulier,

on peut parler de 1'EFA A, conditionmel en Ay et définir 1'indépendance de deux EFA A, et A

1 3 5
La condition d'indépendance, soit P(* x ¢#') = P((» x F) P(TH x (2') pour (&, ' € op est ré-

alisée s8i et seulement si on a :
(2-3-5) P(FHy x Fy,) = T, (K) T,(K') (K, XK' € 8)

avec Ti(K) = P(i’ﬁK x F) et TZ(K') = P( FFx ?FK,).

 Limite inductive de fermés aléatoires.- Considérons dans E une suite croissante {B,} d'ouverts

relativement compacts vérifiant B & B

- et B, 4 E. Pour chajue entier n, donnons-nous un EFA Ay

p.s. contenu dans ﬁn‘ A, est défini par la fonction I sur o/ telle que T (K) = P(A) € gK) ’
K € JIS(—Bn). On peut aussi bien, d'ailleurs, prolonger T  sur JG(E) entier en posant TD(K) =

Tn(K al Fn) 8i K c in .+ 51 les fonctionnelles T, vérifient la condition :

~ (2=3-6) ‘l‘m_m(K) = T (K) (n, m>0, Kedb, K 'Bn)

l'ensemble An+m s} in est équivalent & A‘n (c'est-a-dire admet la meme probabilité que lui). Il est
alors possible de définir un fermé aléatoire A de %A (E) tel que, pour tout n, AN Tan g8oit équiva-
lent & A . On dire que ce fermé aléatoire A est la limite inductive des fermés alédatoires A, dont

;Les fonctionnelles Iﬂ vérifient la condition (2-3-6).

Pour établlir 1'existence de A, considérons un compact K € J6. Comme les ouverts Bn recouvrent
E, K est contenu dans ]_Bn d®s que n est supérieur & unn, et on a T (K) = ’.L‘no(K) pour n 2 n, d'a-
prés la condition (2-3-6). On peut donc définir une fonctiomnelle T sur < entier en posant T(X) =
Tno(K). On a évidemment P(P) = O et T < 1 sur SO . T est s.c.s., car si K, V K dans J5, 1les K |
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sont contenus dans un B et T, est s.c.8, De méme, les fonctions S assocides 4 T sont 2 O ,
By

puisque toute fa.uu.lle finie de compa.cts est contenue dans un B et gque T est une capacitéd,

D'aprés le’ théoréme de Choquet, 11 existe donc un fermé aléatoire A dont la probabilité P vér:Lfie

P(@K) = T(K) sur JG. Le fermé aléatoire A n 'En gdmet la fonctiomnelle Ts 5, définie par Bn(K) =

™MK N ‘B’n) = T (K). Par suite, AN B, est bien équivalent au fermé aléatoire A .

2-4 POINT DE VUE DE 1A 10T SPATIALE.

Définissons maintenant une notion plus générale d'ensemble aldatoire. Un ensemble
A' € 9P(E) est parfaitement d4terminé par son indicatrice 150 (1A.(x) =18ix€4a, 1, () =0
81 x ¢ A'). Si cette indicatrice devient ume fonction aléatoire & valeurs dans {0,1}, 11 1lui cor-

respond donc un engsemble aldatoire A' sur @(E) = {0,1}E (qui n'est plus un EFA). Nous désignerons

par S 1la famille des parties finies de E et nous poserons 1

I

My= (A" 2 A €eP(E), T A, I'NA =9}
II
Soit ofG la g-algdbre engendrée par les My lorsque I et I' déorivent £ . Si P' est une pro-
babilité sur c#%, nous poserons '

I -

PU(I, I*) = PY(Mp )
et
(1) = P( § u5) = R({A' A I ¥ @))
En fait, la donnée de la fonction T' sur g suffit a reconstituer P'(I,I'). Cela résulte des

formules de récurrence 3
(2B I) = 1 - T(I%
(2-4-1) .
P'(IU {x}, I') = P*{(I,I') - P'(I, I' U {x})
La fonctionnelle T' vérifie 4§videmment les deux conditions ¢

1/ -T(®) =0, et 0= T <1

2/ - Pour I, I' € ¢J, la fonction P(I, I') définie par les relations (2-4-1) est = 0.
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Inversement, 81 une fonetion T' sur ﬂ vérifie ces deux conditions, il lul correspond une
probabilité P' unique sur A vérifiant P'(MY) = 1 - T'(I) pour tout I € IJ. Cela résulte du thé-
ordme classique de Kolmogorov appliqué au ?as particulier des indicatrices aléatoires. On peut
sussi le vérifier en remarquant que les Mi constituent une semi-algdbre ¢ engendrant A, Tes con-
ditions 1/ et 2/ expriment que la fomction P' sur &P définie par les relations (2-4-1) est simple-
ment additive sur & ot vérifie 0 s P' s 1. Enfin, la relation :

1)

I 1
Wi UL
Jed Ij U Ij
3

montre que g constitue également une classe compacte. Les théorames classiques (Voir pa:r exemple [41])

indiquent mlors qu'il existe une probabilité unique prolongeant I' sur 0‘6

Nous diroms qutune fonction T' sur 57 vérifiant les conditions 1/ et 2/ ci-dessus est une

lol spatiale et nous énoncerons 3

Proposition 2-4-1.- Si T' est une lol spatiale, il existe une probabilité unique P' sur 0‘6 3elle

que l'ensemble aléatolre A' = (P(B), M, P') vérifie T'(I) = P(A' N I # @) pour toute partie
finie I de E.

Si maintenant A = (%(E), oy P) est un EPA et T la fonction définie sur JG par T(X) = P(EF';).
i1 est clair que la restriction de T & I vérifie les conditions 1/ et 2/ donc constitue t'me loi
spatiale. A cette lol spatiale est associée la probabilité P' sur oG vérifiant ¢ P'(Mp ) =
P({Ic A} N{I' N A= 9}), et a1 1'on désigne par ¢ : (PF,o0,) = (F(E),cH) 1'injection p(4) = A,
on voit que g(A) est un ensemble aldatoire équivalent a A' = (P (B),ct, ')

la question qui se pose alors naturellement est la suivante : & quelle condition une loi spe-
tiale T' quelcongue peut-elle ainsi &tre associde & un EFA? La proposition suivante apporte une

premitre réponse.

Proposition 2-4-2.- Soit T' une loi,spatiale, c'est-a-dire une fonction sur & vérifiant les con-

ditions 1/ et 2/ ci-dessus. 11 existe un EFA dont la loi spatiale est T' sl et seulement si T'

est s.c.s8. pour la restriction a g de la topologie myope.

Ia condition east nécessaire, car si A est un tel EFA et T la fonction sur G définie par

?(K) = P(EFK), T est s.c.s. et colncide sur 9 avec T', Inversement, supposons T' s.c¢.s. et posons
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1]

™(G) = Sup {T'(I), 1 €T, 1cg} (¢ eg)

T(K) Inr{m(e),eeg,sncm (x € Vo)

On vérifie sans peine que T est s.c.i. sur g , 8.c.8. sur J0 et satisfait aux conditions
du théordme de Choquet. Il suffit donc de montrer T(I) = T'(I) pour I € T. On a évidemment T(I)
2 7'(I). Inversement, soit {G,} une suite dans g telle que G, § I et (e )\l/ T(I), et soit ¢ > Q.
Pour chaque n, on peut trouver I € J aveec Ic I, c6yet T'(I ) +e2 T(G ). Lorsque n—~o, I
converge vers I dans J(, d'ou T'(I) = Tim T'(In), puisque T' est s.c.s. Mais T'(In) 2 P'(I) donne
lim T'(In) 2 T'(I) et T'\(In) - 7'(I). Par suite T'(I) + ¢ = T(I), et, & §tant quelcongue, I'(I) =
(1),

BEMARQUE - L'EFA A admettant la loi spatiale T° n'es"t Jjamais unique. Si en effet A' est un autre
EFA indépendant de A dont la loi spatiale est nulle (par exemple un processus de Poisson ponoiuel),
1'EFA A A’ admet .la méme loi spatiale T'. Nous allons améliorer le résultat de la Proposition ‘
2-4-2, et montrer qu'ii existe un EFA unique (& une équivalence prés) admettant la loi spatiale '

et séparable an sens de la définition suivante :

Définition 2-4—1.- On dit qu'un EFA A = (gﬁ,af, P) est séparable s'il existe une partie D dénom-
brable et dense dans E telle que A = AN D p.s. On dit alors que D est une partie séparante

pour A.

Pour justifier cette définition, montrons que {A = A D} est mesurable. Pour tout G € ’
INDNG#9owanNdne#g¢. si donc 9B est une base dénombrable de la topologie de E, on a

bien

B

faA=TNDl= N (F UHFpy) €0
BeB P z

De plus, on note que A est séparable et admet D comme partie séparante si et seulement si @T =

yGﬁD p.8. pour chagque G € g (ou chaque G € B )}. Notons aussi que s8i D est séparante, toute par-

tie dénombrable D' telle que D' o D est encore séparante.

THEOREME _2-4-1 - Soit T' une loi spatlale sur I, et T la fonction définie sur 9 et JG par T(G) =
Csup {TVD), 1€ F, Ic G, sieeg et (K) = Inf {P(G), G ey, G > K} pour K € Sf6.

Alors @

a/_ - 11 existe un EFA A = (g,af, P) vérifiant P(EFK) = 7(K) sur JG, et T est la
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plus petite fonction sur U6 vérifiant les conditions du théoréme de Chogquet et majorant T' sur T.
b/ - L'EFA A est séparable. Si D est une partie séparante pour A et si A' =

(&P (E),eM,P') est l'ensemble aléatoire sur oefl> associde & la loi T', A est équivalent & A" M D.
¢/ - Il existe un EFA admettant la loi spatiale T' si et seulement sl on a pour tout

X € E

(c) ' T ({x}) = T({x})

A" N D est alors (A une équivalence prés) l'unique EFA séparable admettant la loi spatiale T°'.

a/ - On vérifie sans peine que T satisfait aux conditions du théordme de Choquet et
majore T' sur & . Si T" vérifie ses conditions et majore 2'sur J , la relation T*(6) =
Sup {T™(X), K € J5, K c G} donme T 2> T sur (9 , donc aussi sur K.

b/ - Soit B ¢ g une base dénombrable de la topologie de E stable pour la réunion
finie. Pour chaque B € $, soit I (B) c B une suite croissante dans T avec 7' (I (B)) 4 o(B).
L'ensemble D(B) =y I (B) est dénombrable. Comme I (B) 2 D(B) entratne 7'(I (B)) 1 B'(a'n D(B) # @),
on a ™B) = P'(A' M D(B) # ¢). Considérons alors 1l'ensemble dénombrable D = U D(B). De

Be.
DN Bo D(B) résulte T(B) < P'(A'NDNBF P, donc %

(® (B) =P'(A'NDNBEP) (BeRB)

puisque 1'inégalité inverse est toujours vraie d'aprés la définition de T(B). Si maintenant G €

est un ouvert quelcongue, 1l existe une suite {Bn} dans B avec B, /I‘ G (car 3 est stable pour la
réunion finie). Comme T est s.c.i. sur g ,on a T(Bn) 'T‘ ?(G) (Théoréme 1-2-2, CGorollaire 3).

D'autre pert, B, 1 ¢ implique {A' N D N B, # &} T{A'NDNEG# @} dans T°(E), done P'(A'MD NE, # ¢)
2P (A'NDNGEO). . La relation (b) entraine ainsi :

(v') T(6) =P'(A'NDNG # @) (¢ e )

L'application a : (P(E),ef0) » (@,0,) définie par a(aA') =E D est mesurable, car A' "D N &
ADPeowA'NDNG # @ pour G ¢ g, d'ol a-1("<'FG) = [A'NDNG# @] €ectb , et le fermé aléatoire
a(A') ainsi défini vérifie P(a(A') € &) = 1(G), donc est équivalent & A. Il est séparable et ad-
met D comme partie séparante, car a(A') M D > A' N D entraine m > a(A') et par suite
a(&') ND = a(A'). I1 reste a montrer que, si D' est une autre partie séparante pour A, A' N D'

e8t encore édquivalent a A. Il suffit pour cela d'établir la relation :

(o) : D = AND p.s. pour P’
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Pour cela, remarugons que D" = D |J D' est encore une partie séparante pour A. On a donc pour
tout G € \? :

T(G) =P (A" NGAD £@) =P (A'NGND #@) =P (A'NGNDFQ)

les inclusions {A' NG ND #@} c (A'NGND" #Pl et (A'NGNDF P} c i NEND # ¢} don-
nent alors p.s. [A' NGND"} ={A'NG6ND}={A'NENDY, et la relation (b") en résulte aus-

sitdt,

¢/ - D'aprés a/, T' est la loi spatiale d'un EFA sl et seulement si T = I' sur g .
Cette condition entralne évidemment la relation (c¢). Inversement, supposons (c) vérifide. Soit
x € Eet D' =D |) {x} une partie séparante pour A contenant x. D'aprads (bd"), on peut écrire 3

p.8.
fxeA'c{xeA"ND'} = {x € A" N D}

Mais la condition (c) domne P'(x € A') = P'(x € A" 1\ D). Par suite {x € A'} = {x € I D} p.s.

pour P', et ceci entraine que A" N D admet T' comme loi spatiale.

Enfin, soit A" = (@,cf,P“) un autre EFA séparable sdmettant la loi T', et asoit D" une partie
séparante pour A". Pour tout G € g , ona P"(WG) = I"'(?ﬂrsm..) =gup {2'(1I), I €T, Ic&nDY
dtol P"(E’FG) s T(G). Hais 1l'inégalité stricte est impossible, d'aprés &/, donc P"(EFG) = T(G) et

P" = P : A est bien unique & une équivalence pres.

REMARQUE - Soit A = (e‘fﬁ,of,l’) un EFA non séparable, A, = (F, af,P1) 1'EFA séparable admettant la
méme loi spatiale que A et D une partie séparante pour .A.1. Considérons 1l'application mesurable
o s (E’ﬁ,of) ~ (F,0,) définie par a(a) = AN D. Cet EFA a est équivalent & A, . D'aprds le para-

graphe 2-3 on peut (pour P, presque tout ) définir un EFA A = (F.of,Pu) vérifiant

1

fpa((}) P1(da) = P(¢N {a(s) € H})
H

~ pour tout H et tout {# dans Op Aa est une version de 1'LFA A pris conditionnellement en g =
XN D. Comme la o-algdbre o | oy coincide avec la c-algebre engendrée par les g‘-{x} s X € A ,
la probabilité Pa représente 1t'indétermination résiduelle qui subsiste sur A lorsque l'on dispose
de toutes les informations gqu'il est possible d'obtenir & 1'aide d'une infinité au plus dénombra-
‘ble d'observations ponctueiles. On a évidemment Pa(Aa Da) =1 et Pa(x €A, X £ A) = 0 pour tout

x€E (P1 p.s. pour tout a).
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2=5 GCONTINUITE P.S., P-CONTINUITE, uESURABILITE

Definition 2-5-1.- On dit que 1'EFA A = (@H,o((%),P) est continu en probabilité en x € E, ou P-

continu en x s8i :

lim P(fx € A} N {y £ A}) = lim P({x € A} N {y € 4}) =0
Yy—~Xx X Yy —+x

On dit que A est P-continu s'il est P-continu en tout x ¢ E.

La définition de la P-continuité ne fait intervenir que la loi spatiale de A. On peut donc,

plus généralement, définir la P-continuité d'une loi spatiale quelconque.

Proposition 2-5-1.- a/ — Une loi spatiale T' est P-continue en x € E si et seulement si x, =-x

entraine lim T'({x }) = T'¢x}) et lim T'({x,x }) = Tr({x}).

b/ - Un EFA est P-continu en x € E si et seulement si sa loi spatiale vérifie

X, X = lim T({xn]) = T({x})

e/ - S1 A* = (EP(E), A6, P') est P-continu, on a A’ (D = A' [1 D' p.S. pour
P' pour toutes parties dénombrables denses D et D'. De plus, 1'EFA séparable A construit comme

dans le théordme 2-4-1 admet toute partie dénombrable dense D comme partie séparante, et A est

équivalent & AV ) D.

d/ - Si un EFA séparable est P-continu, il admet toute partie dénombrable dense

comme partie séparante.

a/ résulte de P({x ¢ A} N {y £ £}) = T*({x,y}) - T'({y}). 81 T est la loi spatiale d'un EF4,

on a toujours T({x,xn}) - M({x}) pour x, —~ x, & cause de la semi-continuité supérieure de T, d'ol

1'énoncé b/.

GND
Pour montrer ¢/, on note pue la P-continuité entralne Moo= ® p.s., puls P({ANGND = ¢}

N{ANGND' #®}) = 0 pour x € G € 5,, D et D' dénombrables et denses dans E. On en déduit
) .

1 (]

N cM p.s., et de mme I cM ., d'ou 1l'égalité M . = N p.8. Cela entrailne A'N D =
A'(1 D' p.s. pour P', L'EFA séparable A du Théoréme 2-4-1 est équivalent & A'() D pour une partie aé-
nombrable dense D donc aussi a A' D' pour toute autre ﬁartie dénombrable dense D', et on vérifie

imméd iatement que D' est séparante. d/, enfin, est un simple corollaire de c/.



Dans le cas ou E = md est 1'espace euclidien de dimension d, on.dit qu'un EFA A est station-

naire d'ordre 2 si sa loi spatiale vérifie P({(x,y}) < A) = P({x}) + T({y}) - T({x,¥}) = C(z-y)

pour une fonction C sur m@ appelée covariance de 1'EFA A. A strictement parler, il s'sgit de la

covariance de la fonction aléatoire 1A’ indicatrice de 1'EFA A. Si la FA 1A est continue en mdyen—

ne quadratique, on dira également que A lui-méme est continu en moyenne quadratiqﬁe. On a alors le

COROLLAIRE ~ Tout EFA A statiomnmnaire d'ordre 2 est continu en probabilité et en moyenne quadra-

En effet, on a ici T({x}) = C(o) = Constante, d'ol la P-continuité d'aprés la condition b/
de la proposition. D'autre part, l'indicatrice 1A est continue en moyenne quadratique si et seu-
lement si la covariance C est continue sur md. Mais cela est toujours réalisé d'aprés la relation

¢(h) = 2 ¢(o) - T({o,h}) et 1a continuité de h - T({o,h}).

On a vu que l'application A -~ 34 (dA désignant la frontidre de A) est s.c.i., donc mesurable

pour ope D'ol la définition sulvante :

Définition 2-5-1.- Un EFA A est continu p.s. en x € E si P({x € 9A}) = O. I1 est continu p.s. 8'il

eat continu p.s. en chague x € E.

La continuité p.s. est en falt une propriété de la loi spatiamle. Cela résulte de la proposi-

tion suivante :

Proposition 2-5-2,- Un EFA A est continu p.s. si et seulement si il est P-continu et 81 AN D

T
est continu p.s, pour une partie D dénombrable et dense. On a alors p.S. A = A (1 D' pour toute
partie dénombrable dense D', et A est équivalent & 1'EFA séparable construit & partir de la
loi spatiasle de A comme dans le théorime 2-4-1. )

La continuité p.s. entraine la P-continuité. Supposons donc A continu en probabilité. Si D
N [

est une partie.dense et dénombrable, on a 1 =AMND, et par sulte :

"3 (ENDc 3Acd(ZAD U WTAD NA

Comme A est continu en probabilité, la proposition 2-5-1 et le théordme 2-4-1 montrent que AN D
et A ont la méme loi spatiale. De 1'inclusion A[) D c A résulte alors P(x € AN (AN D)%) =0 pour

tout x € E, et donc : ,
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P(x € 34) = P(x € 3(A N D))
Par conséquent, A est continu p.s. en méme temps que A () D.

N Si A est continu p.8., on a p.8. ANDc A pour D dénombrable et dense, donc ANDc A P.-8S.

Mais 1l'inclusion Ac AN D est toujours vérifide, et par suite A XND p.s.

Passons maintenant a la mesurabdélsté des EFA, dont nous déduirons un critdre plus maniable

de continuité p.s.

THEOREME 2-5—1 — Tout EFA est mesurable dans le sens suivant 3 1l'application k = E x F {0y 1}
définie par k(x,A) = 1 81 x € A et k(x,A) = 0 81 x £ A est mesurable pour la g-algebre
produit a(g) ® d,.

En effet, si 3 est une base dénombrable de la topologie de E, on a x £ A sl et seulement si
11 existe Be B telque x € B et AN B = @. Ainsi 3

-1 B
X (o) = Bx F-eollg) ®c
BléJ@ g £

de F dans R est une variable aléatoire positive dont l'espérance est :
Eu(n) = [P(ix € a]) plax)

De méme, si g est une application mesurable de ¥ dans lui-méme, p(a(A)) est une variable

aléatoire positive dont 1l'espérance est :
Elp(a(a)] = [B((x € a(a) w(ax)

Ce corollalre est valsble en particulier pour toutes les applications s.c.s. ou s.c.i. (donc me-
surables) que nous avons rencontrées dans le chapitre précédent. Considérons, en partigulier, le

cas de l'application frontitre A -~ 34, qui est s.c.i. (Proposition 1-2-4, Corollaire 3). On voit,

d'aprds le corollaire 1, qu'un EFA A est p.s. continu si et seulement si on a u(d4) = O p.s. pour

toute mesure u. En particulier :




50

COROLLAIRE 2 - Si E est un espace euclidien, ef gi la fonction x — P(x € dA) est continue sur E,
le fermé aldatoire A est p.s. continu éi et seulement si sa frontidre dA est p.s. négligeable
pour la mesure de Lebesgue. En particulier, si A est statiommaire (c'est-a-dire si la probé.-
bilité P est invariante par tfanelation), A est p.s. continu si et seulement si sa frontiére

A est p.s. négligeable pour la mesure de Lebesgue.

En effet, si p est la mesure de Lebesgus, E(u(dA)) est nulle si et seulement si P(x € dA) est

nulle pour u-presque tout x € B, c'est-a-dire pour tout x € E 81 x - P(x € 0A) est continue. Dans

le cas stationnaire, P(x € dA) est une constante, et cette condition de continuité est automati-

quement vérifide, .

2-6 OUVERTS ALEATOIRES, ENSEMBLES ALEATOIRES SUR 6.

I1 n'y a asucune difficulté & définir la notion d'ensemble ouvert aldatoire : on munit
1l'espace % de sa tribu borélienne ag (g-algtbre engendrée, indifféremment, par la famille des
ng, K € #G ou par celle des ga‘, G € ? ), et un ouvert aléatoire est défini par une application
mesurable d'un espace probabilisé (a,,P) dans (9,05). Sous forme canonique, un ouvert aléatoire
est défini par la dommée d'une probabilité P sur o . Comme 1'homéomorphisme F — F° de & sur 9
est évidemment aussi un isomorphisme pour les g-algdbres dp t_at ag', les résultats obtenus dans les
paragraphes précédents se transposent immédiatement par dualité sans qu'il soit nécessaire de for-

muler explicitement les énoncés relatifs aux ouverts aléatoires.

Examinons maintenant le cas de l'espace %, identifié au sous-espace de g X GF q4fini par
la condition G « F. Un élément de % est le couple (Z,I) constitué de 1l'intérieur :& et de 1'adhé-
rence 2 d'un ensemble A € SR(E). Nous pouvons introduire dans ¢P(E) la relation d'équivalence
AR A' 8i L1=12'et E=17", et identifier 1'espace #6 2 1'espace quotient J7(E)/&R,. Ce point
de vue revient a considérer que deﬁ.x sous-ensembles A et A' de E ne peuvent pas &ire distingués
1'un de 1l'autre d&s qu'ils ont méme intérieur et méme ajhérence, et paralt donc assez conforme
aux conditions expérimentales qui président aux applications de la théorie.

On peut d'ailleurs munir @(E) lui-méme de la og-algdbre ap eﬁgendrée par les parties de
¢P(E) de la forme :

. o
M, = (A, A€ P(E), ADG ANG =@} (Ge(g)
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Comme A o G équivaut & :X: G, et de méme ANG' =P & ANG' =@, on peut aussi dcrire :

M,

G!
L
= {a: (&4 B) €g x |
Ainsi, la o-algdbre °p est compatible avec la relation d'équivalence SR, introduite ci-des~
sus, et la g-algdbre quotient est identique & la o-algdbre Sy induite dans %: g X 'U:f par
og ® Op - Autrement dit, on peut éerire : (P, cp)/.ﬁa = (%,ch).
Les résultats valables dans les espaces F et g se transposent facilement dans l'espace

%. Mentionnons simplement le résultat suivant :

Proposition 2-6~1.~ Si un ensemble aléatoire A = (95, Oy P) est a4 la fois séparable et p.s. con-

tinu, on a p.s.

Ces relations caractérisent des ensembles bien construitas, sans points isoléds ni lacunes
ponctuelles. C'est un moddle de ce genre qu'il convient, le plus souvent, d'utiliser dans les
applications pratiques. On peut penser qu'un milieu poreux, par exemple, se laissera décrire de
manidre satisfaisante comme une réalisation d'un ensemble aléatoire séparable et p.s. continu sur

(%) dh) L]

2-7 EXENMPLES.

Soit A un fermé aléatoire. Dans les applications, on utilise souvent les notations sui-

ventes

P(B) =P({Bc A})} s Q(B) =P({BNn A =g})

B désignant (par exemple) un ouvert ou un compact de E. Il n'est pas difficile de vérifier la me-
surabilité de {B c A}, de sorte que la probabilité P(B) existe (En fait, {B c A} est m&me un sous-
ensemble fermé de U¥ quel que soit B € ¥(E)). La fonction Q vérifie Q(B) = P(EFB), et se relie

donc & la fonction T qui intervient dans 1'énoncé du théoréme de Choquet par la relation suivante 3

Q=1-71T
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I1 est en général assez difficile de désuire l'une de 1'autre les fonctions P et Q. Toute-

fois, dans le cas particulier ou B € g est un ensemble fini, on peut écrire :

) n
Q({x1,...?cn}) =E (JL:']; 1Ac(xi))

n )
P({x1,...xn}) =E (']!':']1' 1A(X:L) / _

et en développant, on obtient donc :

En utilisant la relation 1 e~ 1 - 1A

A

n
Q[xyreexy)) = 1= T R(xy) + 11§12 Plag o 2y ) = eee ® (-7 B(xypenexy)

et une relation analogue exprimant P en fonction de Q.

Avec un seul point d'appul x, on obtient Q(x) = 1 — P(x). Dans le cas d'un milieu poreux ol

la réunion des grains est considérde comme une réalisation d'un EF4, Q(x) est la porosité au point

x. Avec deux points d'appui x, et X, » OR obtient la relation 3
Qlx,, x,) = 1 - B(x)) - B(x,) + Pz, x,)

On dit souvent que la fonction P(x1, xz) éat la covariance (non centrée) de 1'EFA, ou plutdt de
son indicatrice aléé.toire. Loquﬁe 'E est un espace euclidien et que la probabilité P sur oy eat
invariante par translation, ‘on dit que 1'EFA est gtationnaire. Il suffit évidemment pour cels,
d'aprds le théoreme de Choquet, que la fonction T soit invariante sur J6 pour les translat.ions.
Lorsque A est ‘stationnaire, la covariance P(-x1, xz) ne dépend pas- séparément des points x, gt t o)

mais seulement de leur différence Xy = Xy On 'pose alors :

¢(h) = P(x, x + b)

et on dit que la fonction h - C(h) est la covariance stationnaire.

Examinons quelques formules de transformation. Lorsque E est un espace euclidien, et X wn
compact dans E, on peut définir les EFA A @ ¥ (dilaté de A par X) et A © K (érodé de A par K).

° v

Onavuquexe.A.elv(équivauté.l(xn.k;!qﬁ, et de méme x € A® X & Kch. On a donc 1@
‘ v
P(K) = P(K, c A) =P(x € A9 K)

QK =R, NA=P=P(xgreK
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Dens le cas statiomnaire, ces probabilités ne dépendemt pas du point d'appui x. I1 est mal-

heureusement beaucoup plus difficile de former les expressions explicites de P(x € AK) ou P(x € AK).

Examinons maintenant la question'de la surface spdeifique. Lorsque K est un compact, désignons

par V(p) = V(K ® p B) levolume du dilaté de K par la boule de rayon p. lLe procédé le plus simple
pour définir la surface S(K) du compact K consiste a poser S(K) = lim ¥(p)-V(0) (lorsque cette

Y P
limite existe). On est tent§ de transposer cette définition en termes probabilistes en posant

o(x) = 1in Bx€prepB) - P(x € A)
p0 P

lorsque cette limite existe, et de dire que o(x) est la valeur en x € E de la surface spécifique
du fermé aléatoire. En particulier, o(x) est une constaente ¢ dans le cas stationnaire. Cette dé-
finition, toutefois, n'est pas trés satisfaisante, car elle ne se rattache pas directement a des
propriétés géométriques précises de la réalisation du fermé aléatoire, En fait, il n'est pas fa-
.cile d'établir, dans le cas général, l'existence p.s. d'une variable aléatoire représentant, en
un sens quelcongue, la surface d'un fermé aléatoire, et nous n'insisterons pas davantage ici sur

ce point que nous examinerons a nouveau, dans les chapitres 4 et's, a propos de cas particuliers.

Examinons maintenant la granulométrie d'un EFA A ou de son complémentaire Ac selon un com—
pact convexe non vide B € C(JG'). D'apris la Proposition 1-5-6, la fonction x — AA(x) =
Sup {A, Yy € E:x¢€ ()\B)y c A} est une fonction aléatoire & trajectoires s.c.s., et l'on a i
P(AA(x? 2 A) =P(x e AXB) pour A > O. De méme, x — AAF(X) =Sup (A, 3y €E: x€ (kB)y c A%} est
une fonction aldatoire a trajectoires s.c.i., et 1l'on a P(A c(x) >A) =P(x £ B pour A = O .

Ainsi, les fonctions de répartition des variables aléatoires AA(x) et A c(x) représentent, en
! A

chaque x € E, la grenulométrie en ce point de 1'EFA A et de son complémentaire AN Dahs le
cas stationnaire, ces distributions granulométrigues ne dépendent plus du point d'appui x € E, et

représentent des caractéristiques intrinséques du fermé aléatoire A.

Sauf cas trés particuliler, il est difficile d'expliciter ces distributions granulométriques
au moyen des fonctiomnelles P et Q de 1'EFA A définies ci-dessus. 11 y a pourtant un cas ol cela
est possible. C'est le cas ol le compact convexe B est un segment de droite de longueur unité et
de direction & donnée. La granulométrie correspondante est alors appelée gramulométirie linéaire,

Examinons le cas ou A est un EFA stationnaire.

Pour cela, désignons par Pa([) la probabilité (indépendante du point x € E) pour que le



54

segment de droite d'origine x, &e longueur £ et de direction ¢ solt contenu dans A, et de méme
désignons par Fa(f) = P({x € Ay }) la probabilité pour qu'il existe un segment de longueur l et
de direction ¢ contenant x et contenu dans A. Soit elors Pa( ¢, ¢') 1la probabilité pour que le
gsegment d'origine x, de longueur £ et de direetion o ainsi que le segment d'erigine x, de lon-
gueur e‘ et de direction opposée -a soient: tous les-deux contenus dans A. A cause de la station-

narité, nous avons la relation :

(a) (2, &) =B (£ + ")

Examinons la signification de la relation (a). Pour cela, solent L et L' les variables aléa-
toires représentant la distance du point O aux fermds A N Da et AN D—a respectivement, Da et D-a
désignant les deux demi-droites d'origine O et de direction a et -a respectivement. On note L = L’

=091 0€ 4, et 3
P(L2? ot It 2 £1) = PP, £') 3 B(L=28) =PI 2f) =2 (&) P

Désignons alors par ¢{A,u) et g(A) les transformées de Laplace de ces lois de probabilité :

$(hopu) = P (dx, dy) e MW
[ ]

[

() = —f e ™ 2 (ax)

[«]

Un calcul facile montre alors que la relation (a) entraine :
(a) d(hyp) =

En faisant tendre p vers A, 1l en résulte :

$(Ayn) = 9(r) + x'v'(x)

or J;%th‘)- est la transformée de Laplace de la fonction x — Fa(x) =P(L+ 1' 2 x). De la re-

lation 4—= i()"}‘) = 1. -)‘m(h);_ 9'(7A) résulte que la fonction Pa(é) est dérivable en £ (pour £ > 0)

et que 1'on a la relation :

(b) | B (8) = 2 (&) - L RL(E)

Ainsi, la granulométrie lindaire Fa('E) se déduit de la fonmection Pa(E). Inversement, d'ailleurs, il
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est facile de vérifier que la relation (b) est équivalente a :
(]
(o) B N X C?
(4

de sorte que Pa(e) se déduit & son tour de la granulométrie lindaire Fa' Cette &quation (e) peut
8tre retrouvée par le raisonnement rapide suivant (qu'il est possible de justifier rigoureusement

a partir de la relation (a)) : lorsque 1'on sait que le point x appartient & une traversée de lon-
gueur y (ce qui a lieu avec la probabilité Fa(dy)) 1'une des extrémités de cette traversée peut
tomber n'importe ol avec une égale probabilité sur le segment [x, x + ya] : la probabilité d'avoir
L2 f est done I§£ sif < ¥y, et O si ?> y. Le théordme des probabilités composées redonne alors

immédiatement la relation (c).

On notera que la granulométrie Fa(é) est une granulométrie exprimée en longueur, et non en
nombre. Autrement dit, si 1l'on veut estimer Fa(e) a4 partir d'un nombre fini de traversées linéai-

res mesurées expérimentalement, on doit attribuer & chacune de ces traversées un "poids" propor-

tiornel & sa longueur € . La granulométrie "en nombre" correspondant & un histogremme expérimen-

tal ol chague traversée observée seralt comptée comme un individu doit donc &tre associée & une

loi de probabilité

. 00
¢ M@0 | guec i o[ Eap)
? ¢ A 2

I1 peut d'ailleurs arriver que cette intégrale soit divergente, et dans ce cas il n'est pas possi-
ble de définir la notion de granulométrie en nombre (alors gue la granulométrie F comptée en "lon-
gueur” existe pour tout EFA statiomnaire). Notons toutefois que la probabilité -P'(€) df de 1'¢-
venement L' € (5, e + d#f ) représente aussi la probabilité pour qu'un intervalle (x, x + 4 #) con-
tienne l'origine d'un segment contenu dans A et de longueur 2= #. hAutrement dit, si 1'on désigne
par N(P) le nombre des points servant ainsi d'origine & une traversée de longueur 2 f que 1l'on

rencontre sur un intervalle de longueur unité, on a E(N(€)) = - P'(€).
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- CHAPITRE III -

LES FERMES ALEATOIRES INDEFINIMENT DIVISIBLES

Ce chapiére est cons;cfé 4 une classe particuliére 4d'EFA, g savoir les fermés aléatoires in-
définiment divisibles pour la réunion, solt en abrégé EFAID. Le’ premier paragraphe donne la carac—
térisation des fonctionnelles T (ou Q) assocides aux EFAID, et le second montire que tout EFAID est

réunion des fermés d'un processus de Poisson ponctuel sur 1'espace SR = $F\|®}, et inversement.
On examine ensuite a4 titre d'exemples le cas d'un processus de Poisson sur J@' (schéma booléen &
grains primaires compacts); le cas des EFA stables pour la réu.nion,et les variétés linéaires

poissoniennes dans un espace euclidien.

L'espace E de départ est supposé LCD, mais non compact, de sorte que 1'easpace T =SA\{p}

.est lui-mfme LCD mais non compact. Plutdt que la fonctionnelle T, nous utiliserons la fonctionnelle

Q = 1-T définle par :

Q(B) = 1-1(B) = P(€A®) = P({a N B = &})

En particulier, Q est décroissante, s.c.i. sur JG et s.c.s. sur g' . On rappelle aussi que deux

EFA A1 et Az

sl on a :

associde respectivement aux fonctionnelles Q1 et Q2 sont indépendents si et seulement

_ K K
(3-1) P({a, € F 1j N (hy € F ) = Qu(K,) Qu(Ky)

pour K1, K2 €J5.

3—1__CARACTERISATION DE LA FONCTIONNELLE Q ASSOCIEE A UN EFAID.

Soit A un EFA et Q la fonction sur <G définie par Q{K) = P(A N K) @. Nous dirons que

A est indéfiniment divisible pour la réunion si, pour tout entier n > O, A est équivalent & la ré-
n

.union U A‘ de n EFA A; indépendants et équivalents entre eux. C'est 1a une propriété de la

i=1
seule fonctlonnelle Q- En effet, si 1'on pose Q, (K) = P(Al NK=¢), ona, d'aprés (3-1) Q =(Qn)n.
Ainsi, A est indéfiniment divisible si et seulement 8i la fonction Tn définie sur QHBpér Tn =

~

1 - Q1/n vérifie les conditions du théordme de Choquet.
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Nous allons expliciter la forme générale de ces fonctionnelles Q indéfiniment divisibles. Il
nous faut, auparavent, examiner le cas ou A admet des points fixes (DéL. = %, est un point fixe

pour le fermé aléatoire A si P(x0 € A) = 1, c'est-a-dire Q({xo}) =0).

LEMME 3-1-1 ~ Si A est un fermé aléatoire indéfiniment divisible pour la réunioh, 1'ensemble des

points fixes de A est un fermé F, éventuellement vide, et la fonctionnelle Q associde a A

(Q(K) = P(AN K= ¢)) vérifie Q(K) > O strictement pour tout compact K disjoint de F.

Notons d'abord que, Q étant s.c.i. swr o6' = JG@, 1l'ensemble des compacts non vides K e€J&'
tels que Q(K) = O est inductif pour 1'inclusion. D'aprés le théordme de Zorn, donc, si Q(K) = 0,
il existe un compact minimal non vide K0 c K tel que Q(Ko) = 0. 51 nous montrons que tout compact
minimal Ko est ponctuel, le lemme en découlera : en effet, la réunion de ces points fixes x, est
un fermé F (puisque A est fermé) et si un compact X vérifie Q(K) = 0, il contiendra un compact mi-
nimal, c'est-a-dire un point fixe X, € ¥, donc ne 8era pas disjoint de P.

Soit donc K, un compact minimal tel que Q(K,) = 0. Montrons que XK  est ponctuel. En effet,
supposons que K, contienne deux points distincts. On peut alors trouver deux compacts K.1 et K2 non

vides et distincts de Ko tels que Ko = K1 U K2. Comme Ko est minimal,

Q(K1) >0 , Q(K) >0

X

LK
et, puisque g1 2

est p.s. vide, on a aussi :
Ky Ko
B(F T U F ) =k + Ky)

Mais A est indéfiniment divisible, et Q= Q1/n est la fonctionnelle 4'un fermé aléatoire A admet-
tant évidemment les mémes compacts minimaux que A lui-m@me. Si Pn est la probabilité de A, onoa

donc aussi :

K K 1/n 1/n
PAF TUuF P = k) ¥ @Ky))

or, Q(K1) et Q(Kz) étant strictement positifs, le second membre de cette relation est > 1 pour n

assez grand, ce qul est impossible. Par suite, Ko est ponctuel, et le lemme est établi.

Quitte a remplacer 1'espace B initial par E F° (qui est encore ICD), et le fermé aléatoire
Ade F(B) par le fermé aldatoire A N P® de SF(E N F®), on peut toujours se ramener au cas ol A

est sans point fixe. D'apres le lemme, la fonctiomnelle Q d'un fermé aléatoire indéfiniment divisible
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et sans point fixe ne s'annule pas sur Jfb. Ce sont ces fonctiohnelles gue nous allons caractéri-

gser. Posons d'abord un lemme 3

IEMME 3-1-2 - Soit T une capacité(altérnée, dtordre infini), vérifiant T(¢) = O et T < 1 sur JO ,
[+
et soit G(s) = T P, s™ 1a fonction génératrice d'une loi de probabilité discrdte. Si l'on
n=o0 :

pose Q =t -T, 1 = G(Q) est encore une capacité alternée d'ordre infini, nulle en @ et ma-

jorée par 1.

En effet, d'apres le théoréme de Choquet, ¢ est la fonctionnelle d'un fermé aléatolre A, et
QN celle de la réunion de N fermds aldatoires indépendants équivalents a A. Yoient alors A1, A2...
une suite de fermés aléatoires indépendants admettant la m#me fonctionnelle Q, et N une variable

aléatoire indépendante des A, et vérifiant P(N'= n) = p,- On vérifie que 1'application
(N, Ay Az,...) -~ AU U Ay

de N x €§7N dans OF est mesurable pour la c-algdbre produit, et que A' = A1 U eee U An est un
fermé aléatoire dont la fonctionnelle est Q' = G(Q) : d'aprés le théoreme de Choquet, le lemme en

résﬁlte.

COROLLAIRE — Dans les m@mes conditions, pour A > 0, 1 - € -AT est une capacité alternde d‘'ordre

infini, nulle en @ et majorée par 1.

. I1 suffit, en effet, de prendre pour .G la fonction génératrice de la loi de Poisson, soit

G(s) = exp (=r(1-s)}.

THEOREME 3-1-1 - Pour qu'une fonction Q sur Jb soit la fonctionnelle associée & un fermé aléatoire

A indéfiniment divisible et sans poind fixe, il faut et il suffit que Q soit de la forme :

Q(K) = exp {- $(K)} (K € JO)

pour une capacité ¢ alternée d'ordre infini vérifiant $(@) = 0 et p(K) < oo pour tout

K € Jo.

Ces conditions sont nécessaires, En effet, si A est indéfiniment divisible et sans point fixe,
@ ne s'ennule pas sur SO (lemme 3-1=1), et Tn =1 - Q1/n est une capacité. Pour X € JG, n Tn(K)

converge vers la limite :
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$(K) = ~ log Q(K)

avec ¢(@) = 0 et $(K) < =, Il reste & montrer que ¢ est une capacité. Or ¢ est s.c.s. sur J&, car
Q est s.c.i. et ne s'annule pas. D'autre part, les Tn sont des capacités alternées d'ordre infini.
Les foncti‘ons SP construites & partir de ¢ selon la relation (2-1-3) sont donc 2 O comme limites
simples des fonctions positives correspbndantes construites a fartir des n Tn . Donc ¢ est bien

une capacité de Choguet.

Montrons maintenant que les conditions de 1'énoncé sont suffisantes. Soit donc ¢ une capacité
nulle en ¢ et < » sur JO. Posons Q = e™%. On a ¢videmment Q(®) = 1 et Q(K) = 0, de sorte que 1 -Q
vérifie la premidre condition du théoréme 2-2-1. Pour montrer que Q est bien la fonctionnellé
d'un fermé aléatoire, nous allons utiliser la notion de limite inductive introduite au paragraphe

2-3. Soit donc Bn une suite d'ouverts relaticement compacts vérifiant Bn T E et ﬁn c Bn+1 . Pour

chaque n, définissons une fonctionnelle Q sur J(’;('En) en posant t
Q,(K) = q(x) = e ¥ (X €6, K< 5,)

Sur JG(Fn), ¢(K) est majorée par ¢(B ) < w. Si les ¢('B'n) sont tous nmuls, Q = 1 sur G est la
fonoctionnelle associde au fermé aléatoire p.s. vide, et le théoreme est établi. Supposons done
¢('-Bn) > O pour n assez grand. La capacité ¢(K)/¢(_Bn) vérifie alors, sur J@(Fn), les conditions

du lemme 3-1-2, et, en appliguant le corollaire de ce lemme avec A = a;(in), on voit que e"" eat
une camcité de Choguet sur J’l’:»('En) nulle en ¢ et majorée par 1. Par suite, d'aprés le théoréme
2-2-1, Q, = e~V est 1a fonctionnelle d'un fermé aldatoire 4, ae %(Fn). Mais les'Qn vérifient

la condition (2-3-6). Par suite, la fonciionnelle Q = e ™% gétinie sur JG (E) entier est associde
& un fermé aléatoire A, limite inductive des A . Comme % ¢ vérifie, pour tout n > 0, les mémes
hypothéses que ¢ elle-méme, Q1/n est également la fonctiomnelle d'un fermé aldatoire, et A est
donc indéfiniment divisible, Enfin, Q ne s'annule pas sur 0 , puisque ¢ reste finie, et par suite

d'aprés le lemme 3-1-1, A n'a pas de point fixe.

3-2 PROCESSUS DE POISSON ET MESURES o-FINIES SUR & ' = IV \{@}.

Désignons par F ' = H (@] l'espace des fermés non vides d'un espace LCD E, qui est
lui-méme LCD pour la topologie induite par celle de & . les voisinages de ¢ dans F &tant les
fFK, K € 4%, tout compact de ¥ ' est contenu dans @K pour un K € J0G. Désignons par Bn une suite

de compacts de E vérifiant B c §n+1 et E =y B . Une mesure 8 o-finie sur ¥ ' est alors définie



60

par la donnée de sa restriction @, a chaque EFB_ « Inversement, si 1'on se donne sur chague @'B
n n

une mesure 6, vérifiant en+m(0) = en(()) dés que e o, est contenu dans EﬁBn, la formule ¢

(3-2-1) o(e) = 1im T o (0 N &y )
. : n n

" définit une mesure g-finie sur S&°'.

AAtoute mesure @ o-finie sur R ' est associé un processus de Poisson ponctuel dans F,
La réunion dans E des fermés de ce pfocessus de ' est p.s. un fermé de E (puisque o( &5 ) < o
implique que chague Bn n'est p.s. rencontré que par un nombre fini de ces 'fermés). Désigno:nxs1 par
A cette réunion. A est un fermé alédatoire, c‘a.r A ¢ SFK, K € J6 équivaut a : "aucun fermé du proces-—
sus de Poisson dans JA ' n'appartient a 571;" , événement mesurable dont la probabilité est :

~8(F)
(3~2-2) ' k) = ¢ K

A est évidemment indéfiniment divisible pour la réunion, et sans point fixe puisque Q(K) ne s'an-
nule pas sur J0O. Inversement, d'aprés le théoréme 3-1-1, tout fermé indéfiniment divisible et
sans point fixe est caractérisé par sa fonctionnelle Q(K) = exp {-¢(K)} ol ¢ est une capacité al-
ternde d'ordre infini vérifiant ¢(@®) = 0 et ¢ < « sur JG. Mais on déduit sans peine du théorime
de Choquet 2-2-1 qu'il existe alors une et une seule mesure g-finie § sur F ' vérifiant o( {FK) =

$(K). On peut donc identifier 1'ensemble des mesures g-finieg sur &F 'avec l'ensemble des EFAID,

et aussi avec l'ensemble des processus de Poisson ponctuels sur ' tels qﬁe chaque EFK ne con-

tienne p.s. qu'un nombre fini de fermés du processus. Enongons ces résuliats :

Pr0posit10n 3-2-1.— Soit A un EFA, et Q la fonctionnelle définie par Q(K) = P(AN K = ¢), K € JG.

les. trois conditions suivantes sont équivalentes 3
a/ — A est un EFAID.

b/ - Il existe une mesure €& > 0 o-finie sur <F ' nécessairement unigue telle

que e(sﬁK) = ~ log Q(K) pour tout compact K €.

¢/ - A est équivalent a la réunion des fermés d'un processus de Poisson loca-
- lement fini sur 87" (c? est-a.—dire tel que, pour tout K € JG, Fy ne contienne p.s. qu'un

nombre fini de fermés de ce processus).

REMARQUE - On pourrait généraliser le procédé de construction d'un EFA utilisé.ci-dessus. En effet
P ’



61

.8i (*est une partie fermée de &', la réunion V = |J {F € (¥} est fermée dans E,et 1l'application
de @F(gf') dans ¢F(E) ainsi définie est continue, comme on le vérifie sans difficulté (cela ré-
sulte de 1'équivalence V ¢ B . N Fy= @) A tout fermé aldatoire (1 = (ZF(#H'), cf(‘fﬂr'),i")
est ainsi associé 1'EFA A =U {F € &x} sur (Fi(E), cf(E)), et la fonctionnelle Q relative & A est
définie par :

aK) = Fang, = ) = AF

En particulier, lorsque 1'EFA (X est le processus de Foisson sur &' assoeié & la mesure o-finie

8, on a Q(K) = 5(3}"_1() = exp {- 9(?1()}-

Pour étudier les EFAID de maniére plus approfondie, nous aurons besoin de généraliser au cas
des mesures o-finies sur &K' certains résultats du paragraphe 2-3.
4
Désignons, comme au paragraphe précédent, par {Bn§ une suite de compacts vérifiant Bn c Bn+1
et Bn’r E, et soit 8 une mesure » 0 o-finie non nulle sur ¢F'. Nous désignerons par ¢ la capacité

de Choquet définie par :

¢(K) = 8(F,)  (Kevo)

Comme § n'est pas nulle, on a ¢(Bn) > 0 pour n supérieur ou égal & un n, que nous pouvons supposer

égal a 1. Sur & la formule :

1
Bn

B(0) = e( &N Ty )/4(By) (U op)

définit une probabilité. Soit alors u une application mesurable de (517,01,) dans un espace (Q,%5),
et F la probabilitd sur #6 définie par Fn(H) = Pn(u_1(H)) pour H € 46. D'apres le paragraphe 2-3,
il existe pour E-presque tout w € Q@ une probabilité P nle 3 w) vérifiant la relation {2-3-1).

’

Autrement dit, pour tout H € 94 et tout (F € g,y tel que Fc ﬁB , ON a 3
n

(3-2-3) (o u @) = (B [2, (05 @) By (dw)
B

Désignons par G la probabilité définie sur (Q,%) par la relation @

[+p]
I
s

1
P

Chague P, est absolument continue relativement a G, de sorte qu'il existe une suite {q;n} de fonctions
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mesurables sur Q telles que l'on ait F_ = ¢ G. Pour e '%B et m > n, la relation (3-2-3) don-
n

ne alors ¢(Bn) Pu,n( s ‘).Fn = ¢(Bm) ‘eu,m (¢; ) F » de sorte que la- relation suivante est

vraie pour G-presque tout w € Q et pour tout (fe op tel que e !P'B .
n
Pn ll’(Bn) Pu,n(a; )= Pm d’(Bm) Puym((}; .)
Par suite, en posant pour ¢ quelcongue dans ap ¢

0L w) = Ma g (w Pyn (O35 @) 4(B)

on définit pour G-presque tout w € Q une mesure o-finie eu(. $ w) sur @', et, d'aprés la relation

(3-2-3), on a pour tout (#€ o, et tout H € 8

(3-2-4) oo nu ) = [o,(05 w slaw)
H

Cette relation montre que la notion de probabilité conditionnelle sur 9‘7_ se généralise aux mesures

o-finies sur &', On remarque, toutefois, que la probabilité G sur Q@ n'est pas définie d‘'une ma-

nidre univoque. Si ¢ est une fonction mesurable sur Q, vérifiant ¢ > O p.s. pour G etfcp(w) G(dw)

= {, on peut en effet remplacer G par ¢G et eu par eu/cp.

.

Résumons ces résultats 3

Proposition 3-2-2.- Soit & une mesure o-finie sur (&', of), et u une application mesurable de

¢kt dans un espace mesurable (@,75). Il existe une probabilité G sur #% et, pour G-presque
tout w € Q, une mesure g-finie eu(.,w) sur (@', cf) telle que l'on ait pour tout H ¢ # et
“tout F ¢ op 3

(3-2-4) ol w (1) = [o (04 w) &law)
’ H

51 (> € o, vérifie 8(¢¥) =0, on a eu(&_; w) = O pour G-presque tout w. Pour G-presque tout

w €8 onau(F) =wpour 6,(. 3 w) presque tout F e F'.

pou.rA ¢ (clest-a-dire vérifie 6((¥) = B(q)-1(0”)) pour tout ¢¥€ op) et sl u est §-presque par-
tout invariante par ¢ (c'est-a-dire si 8{u o ¢ # u} = 0), alors pour G—presciue tout w € Q, la

mesure eu(. ; w) est invariante par g.
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La démonstration du corollaire est immédiate. Sous les hypothéses énoncées, on a pour tout
H € 96et pour tout (¢ op : s(rnu i) = ele” () N ¢! wlm) = 6(¢_1(C’) nu (), et la
relation (3-2-4) domne @ (%5 w) = eu(w_1(é9) $ w) pour G-presque tout w € Q.

Dans la proposition précédente, on a décomposé la mesure O au moyen d'une probabilité G sur
(2,36) et d'une mesure o-finle conditionnelle @, sur ¢gF'. I1 y aura parfois intér&t & faire 1l'in-
verse, c'est-a-dire a exprimer 6 & l'aide d'une mesure o-finie p sur Q et d'une probabilité condi-
tionnelle Pu sur & '. La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour qu'une telle

décomposition soit possible.

Proposition 3-2-3.- Avec les mémes notations que dans la Proposition 3-2-2, supposons qu'il exig-

te une suite {H } dans g6, telle que H P 2etox e(u'1(Hn)) < » pour tout n > 0. Alors il
existe une mesure yu o-finie sur 9> , €t, pour p-presque tout w € Q, une probabilité Pu(. s w)

sur o, telle que 1'on ait pour tout H € 9% et tout e op *

(3-2-5) o( >N u”(H) =fPu(£}; w) pldw)
H

En effet, dans les conditions de 1'énoncé, on définit pour chague entier n > O une probabili-
té P sur o, en posant 3
o & u ()
o(u'(1,))

P () = (e ay)

D'apres le paragraphe 2-3, il existe alors une probabilité Fn surgﬁ, et, pour Fn presque tout

w € Q, une probabilité Pu p SUr op vérifiant :
’
_1 _ .
P Ao 0w (1) = [ B, (05 w) F,(dw)
H

pour tout (*€ op et tout H ¢ % . Posons alors By = e(u_1(Hn)) F . Il vient
_1 _ .
8( ¢ N u '(H)) —h/iPu,n(C9, w) pldw)
H

Pour B € 9 tel que H ¢ Hp, ona pn(H) = e(u-1(H)), de sorte que p, est la restriction a H de

Hp,p Pour tout m > O. Si 1'on pose pour tout HeS6:

(H) = lim (HnH)
B nwunnn
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" on définit donc sur cgg une mesure g-finie yu, dont la restriction a chaque H colncide avec By o
On a alors : 8( ¢fFNu 1(H)) —“/iu n(C’, w) p(dw) pour Ec H . I1 guit de 1a que la probabilité
Pu,n -ne dépend pas de n, so:Lt P ,n(' 7 w) Pu( ; w) pour p-presque tout w, et que P vérifie
la relation (3-2-5).

COROLLAIRE_1 = Sic*€ o, vérifie 8(¢*) =0, on a Pu(O‘; w) = 0 pour p-presque tout w.

COROLIAIRE 2 - Désignons par Au(w) 1'EFA associé a la _probabilité P ( ; w) sur op. Pour p-presque

tout w, on a u(Au(m)) = @ p.S. pour Pu(. ; w).

COROLIAIRE 3 - Si © est invariante pour une application mesurable @ de ¢#' dans lui-méme, et s'il
existe une bijection £ de @ sur lui-méme, mesurable sinsi que son inverse & telle que lton
ait u o ¢ =f o u 6-presque partout, alors ld mesure p est invariante pour £, et, pour p
presque tout w € Q, on a pour tout £* € ap *
P (05 w) = B(e7 () 5 27 (W)
La démonstration de ces corollaires est analogue a celle des résultats obtenus au paragraphe
2-3. En particulier, le corollaire 2 étend aux mesures ¢g-finies le résultat énoncé dans la Propo-

sition 2-3-2.

3-3 SCHEMAS BOOLEENS STATIONNATRES DANS UN ESPACE EUCLIDIEN.

Dans ce paragraphe, nous supposons que E est un espace euclidien, et nous examinons le
cas ol la mesure o-finie 0 du paragraphe précédent est concentrée sur 1l'espace J6' des compacts
non vides, c'est-a-dire vérifie 9(FF'\J5') = 0. & cette me sure o-finie @ est donc associé un pro-
cessus de Poisson OL sur 6!, conformément & la Proposition 3-2-1, et 1'EFAID A = U {K € &}
associé a ce processus de Poisson est alors appelé schéma booléen. Si de plus ¢ est invariante par
translation, le schéma booléen cofrespondant est manifestement stétiomaire.

Si K € Jo'-est un compact non vide, désignons par u(K) le centre de la boule circonscrite a

& K. On vérifie sans peine que u est une application de JG' dans E continue pour la topologie
~ myope, donc, a fortiori, mesurable pour la restriction de o, a4 JG'. On peut prolonger u sur & °
en posant, par exemple, u(F) = O s8i'F est un fermé non compact, et u est alors une application me-

surable de ' dans E.
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Nous supposons que la mesure o-finie @ est invariante par translation. Montrons que 1l'appli-
cation u vérifie alors la condition énoncée dans ia Proposition 3-2-3. En effet, soit B un cube
seﬁi—ouvert et borné dans l'espace euclidien E, et {yk} une suite dans E telle que les B, =
Be {yk} réalisent une partition de E, aussi bien que les BL =B e {—yk}. D'aprés l'invariance de

6 pour les translations, on peut écrire :

m>0(@7) =T 0 '(BY NGy =T o (B) nFy) 2 e((uw(B)) N (Y Fp,)) = e (B)
© k k k k k

Par suite 8(u~'(X)) est borné pour tout compact K c E.

D'aprds la Proposition 3-2-3, il existe donc une mesure p, o-finie sur E, et, pour p-presque
tout x € E, une probabilité Pu(' 3 X) sur o vérifiant la relation (3-2-5). Cette probabilité
conditionnelle P, est d'ailleurs concentrée sur JG' d'apreés le corollaire 1 de la Proposition
3-2-3. Pour h € E, désignons par ¢ 1l'application F - Fh de H ' dans lui-mlme, c'est-a-dire la
translation par h. Par hypothe¢se, 6 est invariante par ¢. De plus, 1l'application u vérifie u(Kh)
= u(X) + h pour tout K € J&'. On a donc 6-presque partout sur F' u o ¢ = £ o u, £ désignant la

translation x - f(x) = x+h dans E. Le corollaire 3 de la Proposition 3-2-3 est donc applicable.

La mesure p, invariante par translation, est donc proportiomnelle & la mesure de Ilebesgue, soit
u{dx) = a dx pour une constante a positive, et la probabilité Pu(' ; x), définie presque partout

pour la mesure de lebesgue vérifie la relation :
P s x) = P (0= x5 0)

od (* - x désigne l'ensemble des F ¢ 97' tels que Fx € (*. Autrement dit, 1'EFA A(x) dont la loi
est Pu(. ; x) est équivalent au translaté A, ® {x} de 1'EFA p.s. compact A, dont la loi est
Pu(. ; 0).

Comme la mesure p est proportionnelle a la mesure de ILebesgue dx, les centres des boules cir-
conscrites aux compacts du processus de Poisson sur J&' associé a la mesure 6 constituent un pro-
cessus de Poisson ponctuel stationnaire sur l'espace euclidien E. Le schéma booléen A correspon-

dant admet la fonctionnelle Q(K) = P(A N K = ¢) définie pour K € J6 par Q(K) = exp {- ¢(K)} avec :

$(K) = e(sﬂK) =jp(d.x) Pu(@‘K 3 x) =fu(dx) Pu(sfx_x ; 0)
E B

D'aprés le corollaire 1 du Théoréme 2-5-1, on a d'ailleurs
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futan) 285 0 = futan) 2, 0% £ 9) = B, 0 0]
-X

Mais p(dx) = a dx est proportionnel & la mesure de Iebesgue. En désignant par V le volume, on a

donc :

(3-3=1) Ax) =€ FLV (A0

Ainsi, tout schéma booléen stationnaire A est défini par une fonctionnelle Q de la forme

(3-3-1), ou Ao est un EFA p.s. compact dont le volume admet une espé;ance finie.

Autrement dit, on peut construire un schéma booléen A en implantant en chacun des points xy
d'un processus de Poisson ponctuel sur E le translaté Ay @ x4 d'un EFA p.s. compact Ay les Ay
i=1{, 2... &tant indépendants les uns des autres et équivalents entre eux, et en prenant la réu-

nion A=) A; ® x; .
y 1 i

3~4 EFA STABLES POUR LA REUNION.

Dans ce paragraphe, l'espace E est un espace euclidien. Nous dirons qu'un EFA est stable
pour la réunion si pour tout entier n > O on peut trouver une constante Ay positive telle qué la
réunion A.1 U A2 U...U4 den EFA indépendants équivalents & A soit équivalente a 1'homothétique
Ay A de A. Si Q est la fonctionnelle associde & A défini par P(EFK) = Q(K), K € Jb, la fonction-
nelle Q, associée a4 l'homothétique AA est évidemment définie par : QA(K) = Q(K/\). Pour que A soit
stable, Qonc, il faut et il suffit qu'il existe une suite {xn} avec A, > 0 telle que l'on ait :

’

(QUEN™ = Q(BA,) (n >0, KE€U6)

n
Si A est stable, il est pour tout n équivalent a la réunion U Ai/hn , donc il est indéfi-

niment divisible pour la réunion. D'aprés le Théoréme 3-1-1, la foﬁctionnelle Q est de la forme

Q = exp (- ¢) pour une capacité ¢ finie et nulle en ¢ (nous nous limiterons au cas ou A n'a pas
de point fixe). Autrement dit, A ‘est stable et sans point fixe si et seulement si cette capacité

¢ vérifie :

(3-4-1) n ¢(K) = ¢(K/Xn) (n>0, Ke¢d06)

On a alors la caractérisation suivante : : -
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THEOREME 3-4-1 ~ Un EFA A sans point fixe et non p.s. vide est stable pour la réunion si et
seulement si la fonctiommelle  sur JO définie par Q(K) = P(EFK) est de la forme Q =
exp ( -~ ¢) pour une capacité ¢ nulle en @ et homogeéne de degré « > 0O, c'esti-a-dire véri-

fiant :

$(AK) = A% ¢(X) (A =20, Xe¢eJ0O)

Ces conditions sont évidemment suffisantes d'aprés ce qui précéde. Inversement, soit A un
EFA stable, non p.s. vide et sans point fixe. On a ¢({o}) = 0, c'est-a-dire Q({o}) = 1. En effet,
si K = {o}, on trouve (Q({o}))n = Q({o}) pour tout entier n > 0, donc Q({o}) = 0 ou 1; Mais la

valeur O est exclue, puisque A est sans point fixe. Ie lemme suivant va en résulter 3

LEMME 3-4-1 - Si 1'on a ¢(aB) = ¢(B) pour un a » 0 et toute boule B de centre 0, alors a = 1.

En effet, par itération on trouve ¢(a” B) = ¢(B) = ¢(a " B), n entier > 0. Supposons par
exemple a > 1. De a B E et a " B 4 {o} résulte alors ¢(E) = ¢({o}) = 0, d'aprés la remaxrque

initiale,et A est p.s. vide contrairement & 1l'hypothese.

Passons alors & la démonstration du théorme 3-4-1. D'aprés la relation (3-4-1), on voit fa-
cilement que pour tout rationnel r > O il existe une constante A, telle que r ¢(K) = ¢(K/Ar)
(K € J.). On en déduit ¢(K/kr kr,) =r ¢(K/kr,) =r r' ¢(K). D'aprés le lemme 3-4-1, il en résul-

te :

(3-4-2) N = A_ A (r, r' rationnels > 0)

Montrons alors que la fonction r - Ar définie sur les ratiomnnels > O est non croissante et
continue & droite. En effet, si K € JG est convexe et contient 1l'origine 0, on a K/)\r < K pour
Aoz 1 et X/kr o> K si A, s 1. Pour r rationnel » t, la relation ¢(K/Ar) =r (K) > ¢(X) montre
done K/xr > K et par suite Ap = 1. La fonction r - Ay est donc non croissante. La continuité &

droite résulte du fait que ¢ est s.c.s. sur JG.

D'aprés (3-4-2), on en déduit que A, est de la forme A_ = /e pour un ¢ > 0. Montrons alors

que la relation :
(3-4-3) o(r'/% %) = r $(K)

établie pour r rationnel = O reste valable pour r réel 2 O.



68

En effet, soit x un réel > 0, et {rn} une suite décroissante de rationnels > O telle que
r, | x. D'aprds la continuité de 1l'homothétie, on a (rn)t/a K - xT/a K dans JG pour tout compact

’K. Comme ¢ est s.c.s., i1l en résulte :

x ¢(K) = 1o ¢(=}/* K) = ¢ (/%K)

I1 reste & 4tablir 1'inégalité inverse. Soit € > 0. En utilisant la métrigue de Hausdorff
définie par la relation (1-4-1), et en désignant par B la boule unité, on trouve pour n assez

grand 1
/g e (rll/“ K) ® B, = (rn)1/“ (Ko er-:l/a B)

1/a

Mais on a aussi r;1/“ < x1/a , puisque la suite r, est décroissante, donc x Kc

r;/a (Ko e /% B). On en aéduit :
Wx' %) sr WKee x1/e p)

En effectuant les passages & la limite n 1 «, puis ¢ J 0 et en tenant compte de la semi-con-
tinuité supérieure de ¢, on trouve ¢(x1/a K) = x ¢(K), ce qui achéve la démonstration,

EXEMPLE - La capacité newtonienne dans l'espace & 3 dimensions férifie les conditions du théoréme

3-4-1. S1i dono ¢ désigne la capacité newtonienne, il existe dans B3 un EFA A, appelé le fermé aléd-
atoire harmonique, dont la fonctionnelle Q est égale & exp (- ¢). On salt que, pour la boule B,

et le disque C,, on a ¢(br),= T et ¢(Cr) = 2 r/n. Par contre, les segments de droite sont de capa-
cité nulle, et ne sont donc p.s. pas rencontrés par le fermé harmonique. La capacité‘newtoniénne

¢ est invariante pour les déplacements (translations et rotations) de sorte que le fermé harmoni-

que A est statiomngire et isotirope. De plus, ¢ est homogdne et de degré a« = 1, soit ¢(AK) =

A $(K), » 2 0, K € J6, de sorte que A est stable pour la réunion d'aprés le théordme 3-4-1.
]

En définissant A comme limite inductive, nous allons voir que 1'on peut (au moins localement)
construire des réalisations du fermé harmonique, et mettre en évidence les rapports qui existent

entre cet EFA et le mouvement brownien dans m?. En effet, désignons par B une boule de rayon aussi

grand que l'on veut. Comme ¢(B) est fini et non nul, la fonctionnelle K - ¢(K)/¢(B) (K €J) véri-
fie les conditions du théordme de 6h0quet, et i1 existe un EFA -A' vérifiant P(A' N K # @) =
$(K)/4(B). Si 1'on désigne par A; , 1 =1, 2,... une suite d'EFA .indépendants équivalents & A' et
par N une variable poissonienne d'eapérance ¢(B) indépendante des A; y la restriction AN B aB
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\J 1) 1)
du fermé harmonique A est alors équivalente a la réunion A1 U A2 U ... UAn . En faisant tendre

vers 1'infini le rayon de B, on obtiendra ainsi A comme limite inductive.

Or il est possible de construire effectivement cet EFA A°'. ﬁn effet, désignons par kB la me-
sure positive de somme unité a support dans B réalisant un potentiel constant quasi-partiout sur
B (on sait que pp est concentrée sur la frontidre de B). Ce potentiel constant Uy est par défini-
tion 1'inverse de la capacité newtoniemne de B, soit Ug = 1/$(B). S 0oit alors K ¢ B un compact con=-
tenu dans B. La balayée g de py sur K réalise quasi-partout sur K le méme potentiel constant
que pp . L'intégrale de py est donc ‘[|;K(dx) = UBAJK = $(X)/¢(B).Autrement dit, cette intégrale
est égale & la probsbilité P(A' N K # @).

liais cette balayée Mg représente aussi la loi du premier point d'entrée dans K du mouvement
brownien dont la loi initiale est py . En particulier, 1'intégrale prK(dx) donne la probabilité
pour que la trajectoire de ce processus rencontre le compact K, et 1'EFA A' est donc équivalent
a4 cette trajectoire. Le procédé de construction en résulte : au temps t = 0, on léche un nombre
aléatoire N (poissonien, d'espérance E(N) = ¢(B)) de particules browniennes indépendantes en N
points choisis indépendamment selon la méme loi Hp et on prend la réunion des trajectoires de ces
particules. Sur B, cette réunion est équivalente a A N B. En effet, la probabilité pour que cette

réunion rencontre un compact K c B est alors exp (- ¢(B)V/“K(dx)) = exp (=¢(K)).

3~5 I1ES VARIETES LINEAIRES POISSONTENNES.

A titre d'exemple, nous allons maintenant examiner les variétés linéaires poissoniennes
(Poisson flats). L'espace E est l'espace euclidien E = ﬁ? a 4 dimensions (d entier > Q). Désignons

par Efk la classe de sous—espaces de E de dimension k (k entier, O < k < d). Pour k = 0, 32 se

réduit & 1l'unique élément {o}. Pour k = d, th = {E}. Efk est fermé dans H , et méme compact dans
SR = H\ [P}, & cause de 1'inclusion Efi c EF}O} . De méme, nous désignerons par Cﬁk 1'engemble des

varidtés linédaires de dimension k dans E. Autrement dit, les éléments V ¢ Cﬁk sont les translatés

des S € 3& . Your k = 0, 0; est constitué des ensembles ponctuels {x}, x € E, et pour k = d on a
U} = {E}. On note que () est fermé dans S4' (mais non dans S , car une suite {V,} dans (%

peut vérifier lim V = D).

Si 8 est un élément de Efk, on désignera par Sl € %fd-k le sous-espace orthogonal a S. Il

est clair que 1'application S - SJ' est un homéomorphisme de Efk sur Efd_k (pour les topologies
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induites par celle de S ). Une varidété V ¢ O‘i est définie par sa direction, c'est-a-dire le sous-
espace S € ‘s’ok parallele &4 V, et par le point s € s< ol V rencontre 1'orthogonal st . En parti-
culier, le sous-espace de U‘k constitué des variédtés paralléles & un sous-espace fixe S € Sok

est homéomorphe & l'espace euclidien ®¥ 3 4-k dimensions.

A toute mesure 6 o-finie sur F' concentrée sur U‘k, c'est-a-dire vérifiant 8( &'\ 0’k) = 0,

est alors associé un processus de Foisson dans (% . L'EFAID obtenu en prenant la réunion des va-

riétés linéaires de ce processus est appelé résesu poissonien (de veriétés linéaires de dimension
k). Si de plus la mesure 6 est invariante poﬁ.r les translations, le réseau pvoissonien est station-
naire. Nous désignerons par Q la fonctionmelle habituelle (Q(K) = P((P'K), K € y©) et par ¢ la ca-
pacité de Choquet ¢ = - log Q assocides & ce réseau poissonien selon le théoreme 3-1- 1. Nous

nous proposons de trouver la forme générale des fonctionnelles ¢ assocides a des réseaux poisson-

niens stationmnaires.

Soit donc @ une mesure og-finie, invariante par translation, et goncentrée sur b"k. Four k =
0, (% est homéomorphe 4 E lui-m&me, & est 1'image par cet homéomorphisme d'une mesure o-finie
sur E invariante par translation, donc proportionnelle a la mesure de Lebesgue. L'EFAID associé
est un processus de Poisson stationnaire sur E. De m#me, pour k = d, 1'EFAID associé est p.s.

égal &4 E. Supposons donc O <« k < d.

On a vu que tout V € U’k est déterminé par le couple (S, s) ou S € ’;fk est la direction de
Vetse st le pied de V dans l'orthogonal SL. I1 est clair que 1l'application V - S est conti-
nue sur 0'1:" En posant u(V) = S sur U’k on définit donc 6-presque partout sur G+ ' une applica-
tion mesurable de F' sur Ef‘k . D'aprés la proposition 3-2-2, il existe donc une probabilité G sur
ff’k muni de la g-algébre induite par Gp s et, pour G presque tout S € 3’1(, une mesure &-ﬁnie
eu(. 3 S) sur op vérifiant la relation (3-2-4). 8, est d'ailleurs concentrée sur ., ; , comme @
elle-uéme. De plus, on a u(V) = §,0, (. ; S)presque partout, autrement dit 6,(- 5 5) est concen-
trée sur le sous-espace de O‘k constitué des variétés paralléles a S. Ce sous-espace est homéo-
morphe a [Rd-k-pa.r 1'application V - s(V), ou s(V) est le point d'intersection de V et de s, de
sorte que la mesure eu(. ; S) est identifiable & une mesure Bs o-finie sur SJ' , selon la rela-
tion :

0,(F5 S) = ugl M B)

ou B est un borélien de B et f , B sa projection sur st.
S
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Maié 1'application u est manifestement 6-presque partout invariante pour les translations.
D'aprés le corollaire de la Proposition 3-2-2, les mesures 8, et Bg sont donc elles-mémes inva-

riantes par translation. Par suite, la mesure pg sur st est proportionnelle & la mesure de lLe-

_ besgue sur 81 . si donc nous désignons par p, . la mesure de lebesgue sur un espace euclidien a

d~-k dimensions, nous trouvons pour G presque tout S € :Pk H
8,(F5 3 8) = 9(8) py_y (ns_L B)

et, d'aprés la relation (3-2-4)

'e(WB) =f¢(s) g (M, B) G(ds)
.‘fk S

En particulier, la fonction ¢(S) est intégrable pour G (il suffit, pour le voir, de prendre comme
borélien B la boule unité de E, de sorte gque B3~k (m J_ B) est le volume de la boule unité de {Rd'k

1

dono indépendant de S). On peut donc remplacer G par ik G avec une constante a de normalisation,

a =f9(S) G(dS). Finalement, la fonctionnelle ¢ vérifie la relation

(3-5-1) ¥(K) = 8(Fy) = afud_k (rxsl k) e(as) (K eJss)
4
k

Inversement, donnons-nous une probabilité G sur E;"k, une constante a > 0, et montrons que la fonc-
tiormnelle ¢ définie par la relation (3-5-1) est une capacité de Choquet. Tout d'abord, Kn‘lf K dans

K entraine It " Kn J, nm, K pour cheque S € ffk, comme on le vérifie sans peine, done
: 3 S
Pa-k (ns" K bugox (USJ. K)

puisque p;_, st la mesure de Lebesgue, d'ol enfin ¢(]gl)l, #(X), par continuité monotone séquentiel-
le. ¢ est donc s.c.B. sur JG . Il reste & vérifier les comditions de positivité. La formule éviden—

te

n, (BUB) = ("s*B) U (ns-LB')

montre que He_x (n K) vérifie pour chagwe S les cenditions de positivité (puisque Ba-k est une

L
S
mesure positive); et il em est donc de méme pour la fonction ¢ sur JG D'aprés le théoréme 3-1- 1,

il existe donc un EFAID A vérifiant P(A NK=¢) =exp {- ¢(K)}.

I11 reste a vérifier que A est un réseau poissonien pour S € b‘]" . Désignons par g la mesure
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o-finie définie par @ ( K =@ Wy (T 4 K). Cette mesure est manifestement concentrée sur la
S
classe des variétés de CPk paralléles a4 S. Par suite 6 —J/‘a G(dsS) est elle—mfme concentrée
4
sur C’k, et A est bien un réseau poissonien stationnaire. k Comme a G est une mesure poaitive

sur x® Dous pouvons énoncer, en modifiant les notations. i

Proposition 3-5-1.~ Un EFA A est un résesu poissonien stationnaire si et seulement si la fonetion

¢ définie sur JG en posant ¢(K) = - log P(AN K = ¢) est de la forme :
(3-5-1) oK) = [ ug_y (M, ) &(as) (K €36)
. 4 S _ .

k
pour une mesure positive G sur l'ensemble E? des sous-espaces de E de dimension k. Dans cette
relation, n J_ K est la projection du compact K sur l'orthogonal S de S € ffk’ et Bg-)x est
la mesure de lebesgue de l'espace euclidien de dimension d-k.
Pour assurer la transition avec le chapitre suivant, qui sera consacré & la @éonvexité, exami-
nons les propriétés que posside la restriction de la fonctiommelle ¢ & l'espace C(JG') des compacts

convexes non vides. Posons d'abord une définition.

Définition 3-5-1.- On dit qu'une fonction ¢ définie sur C(J6') est C-additive si elle possdde la

propriété suivente 1 si K € C(J6') et K' € C(FG') sont deux compacts convexes dont la réunion

est elle-méme convexe, soit K K' € C(J5'), on a

(3-5-2) WEUK') + (KN K") = $(K) + ¢(K")

~

Proposition 3-5-2.- La restriotion & C(J6') de la fonction ¢ définie par la relation (3-5—1) est

continue et C-additive sur C(J6').

Montrons d'abord la C-additivité. Pour K et XK' € G(JG'), on a pour chague S €
n,(KUK)=(m KU, K).
s* s+ st

51 de plus la réunion K|J K' est convexe, on vérifie sans peine que l'on a également I i (kN k")
= (n LEBN (n J_K'). La mesure de Lebesgue étant.additive, on a alors :

Bk (nS_LKU K') + pg g ("SLKﬂ K') = pg_y (nSl KUnS_LK') +

Ha-k (HSJ. KN ! K') = pg_i (US.L K) + ug_y (“S—L k')
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et la relation (3-5-1) montre que ¢ est C-additive.

Pour établir la continuité de ¢, nous utiliserons trois lemmes.

LEMME 3-5-1 - L'application F - 1°? de C(%) dens c(g) est continue.

On sait que l'application ¥ ..g P de & dans lui-méme est s.c.i. (Proposition 1-2-4, corol-
laire 2). I1 faut donc montrer que la restriction a C(SF) de cette application est s.c.s. Soit
alors {Fn] une suite dans C( ) convergeant vers une limite F. On a P € C(<F) d'aprds le corol-

laire de la Proposition 1-5~4. Soit alors {Fn } une suite partielle et, pour chaque k, x, £ i;n
k k Tk

avec lim x = X, Pour chaque k, il existe un demi-espace fermé H vérifiant x € H et
k k k k

F N 1?5 = ¢. Dans 1'espace compact 9, la suite {ﬁn N Hn } admet une valeur d'adhérence qui est
" ' k Pk
L. B o

de la forme [H, H}, ol H est un demi-espace fermé. Les relations x € H, et F c g&n passent

: k k k k
a4 la limite, d'aprés la propriété de la convergence dans %, et onadoncxe€H FN fI = ¢, cleat-
a-dire ¥ NH=¢, Donc x & P. Par suite Tim E f?nk < g i‘?, et l'application F - B F est s.c.s.

(Proposition 1=-2-4).

LEMME 3-5-2 - La mesure de Iebesgue est continue sur C(JSG').

Désignons par p la mesure de lebesgue sur un espace euclidien E. Pour tout compact convexe
K € ¢(46'), on a u(X) = p,(i). bn effet, si K = @, K est sous—dimensionnel, et on a p(f{) = p(K) =
0. 51 i n'est pas vide, on peut supposer 0 € i . 51 4 est le nombre des dimensions de 1'espace,
on a p(AK) = g u(K), et l_°(= lim AK donne p(l_ot) = 1im p(AK) = p(K).

: AT at1

D'autre part, p est s.c.s. sur JG et s.c.i. sur g - 81 une suite {K } dans C(JG) cobverge
vers K, on a aussi lim Io(n = I_%d'aprés le lemme précédent. Ainsi on trouve.p(l() = p(f() < M p(in)
< Tin p(K,) s p(K). Par suite u(X,) converge vers n(K).

LEMME 3-5-3 ~ L'application (S,K) - nS‘LK de .S’k X J6' dans JG' est continue,

En effet, soit {Sn} et (Kn} deux suites convergeant vers S et K dans g>k et JG' respective-
ment. Soit | } une suite dans E vérifiant lim = x et
xhk E‘k xnke ﬂs 1 Knk. Pour chaque k, on a

: .
4 k '
n, & Sy, ©% on peut trouver Vn, € Sp el que ®ny = %ot Tn € Ky - Comne les K, sont contenus dens

un compact fixe, les suites {z } et {ynk} admettent respectivement des valeurs d'adhérence

n b Bxa,
z, x et y telles que z = x+y. Ona alorsy € S, x € S'L et z € K, donc x ¢ I 4+ K et 1'applicasion
. 8
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(5,K) =, Kests.c.s.
38

Sixen J;K, on a i € SJ‘ et x+ y € Kpour uny € S. Il existe donc pour chaque n un
1 .
Zy € Kh tel que lim 2, = X +y, et 2z, est de la forme Z, = X, * ¥ X, € Sn + Yp € Sn . I1 est
facile de voir que lim 2, =2 entralne lim X, =X, € Sl y lim ¥p=9, € Set z = X, + ¥, - D'apreés -

1'unicité de la décomposition orthogonale, on a X, = X et Vo= 7. Ainsi x = 1im x, avec X €T lKn,
Sy

et 1'application (S,K) - I | K est s.c.i.
s

Revenons.maintenant & la démonstration de 1a Proposition 3-5-2, et établissons la continuité

de ¢ sur C(Ho').

Désignons par wy le volume de la boule wnité dans l'espace euclidien de dimension k. Pour

tout compact K € JG' et tout S € 3&, on a i
bae (M LK) =1 u. (M, K) @ (BN S))
d-k SL- e d SL

B désignant la boule unité dans B. i1 est clair que l'application S - B N § est continue, D'a?réﬁ
1a continuité de l'addition de Minkowski (Proposition 1-5-1) et les lemmes 3-5-2 et 3—5—3; il en
résulte que la fonction (S,K) - py_ ) (m , K) est continue sur E?k x C($6'). Comme 1'espace ) est
compact, la fonction K — pg (nsl K) est continue sur C(JG') uniformément en 3 e‘ﬁi. I1 résulte

alors de la relation (3-5-1) que ¢ est continue sur C(dJG').

REMARQUE — ILa fonction ¢ de la relation (3=-5=-1) est homogéne de degré d-k, comme la mesure de Le-
besgue py_,» et par suite le réseau pbissonien est un EFA stable pour la réunion (Théordme 3-4-1).
Nous verrons au chapitre V que la C-additivité de la fonotion ¢ est équivalente & une propriété

semi-markovienne de 1'EFAID associé. Ainsi, “les réseaux poissoniens sont des EFA gtables, station-

‘naires et semi-markoviens, et nous verrons (Théoréme 5-4-2) que réciproquement un EFA stable sta-

tiomnaire et semi-markovien est équivalent & un réseau poissonien, de sorte qu'il s'agit d'une pro-

priété ocaractéristique.

Sécante aléatoire d'un compact B.-

Soit B € J& un compact tel que B(Eﬁé) = ¢(B) > 0 (ce qui suppose déja, d'aprés la relation
(3-5-1), que B ne soit pas contenu dans une variété linéaire de dimension < d-k). La probabilité
pour que B soit rencontré par une et une seule des variétés du réseau poissonien est évidemment

‘¢(B) exp {- ¢(B)}. Plagons-nous conditiomnnellement lorsque cet évinement est réalisé, et désignons
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par A' 1l'unique variété du réseau rencontrant B. A' N B est alors un EFA sur & (B), appeld sécan-
te aldatoire (du compact B pour le réseau poissonien considéré). En géométrie intégrale, on fait
grand usage dessécantes aléatoires asgsocides aux résesux poissoniens isotropes. En fait, la loi
de la sécante aléatoire A' N B ne dépend que de la mesure 2 0 G de la relation (3-5-1), et le cas
particulier considéré par la géométrie intégrale est celui ol G est 1l'unique probabilité sur -S’k

qui soit invariante pour les rotatioms.

K
Comme la probabilité pour qu’'il tombe une variété du réseau dans ?If'x et aucune dans EFB est
$(X) exp {- ¢(B)} pour K c B, on voit que la loi Ty de la sécante aléatoire A' N B (soit TB(K) =
P(A' € ?FK) pour K compact inclus dans B) est. définie par :

T(X) = ¢(X)/4(B) (K € J&(B))

La variété A' elle-m8me (et non plus son intersection avec B) admet une loi que nous noterons éga-
lement TB' définie cette fois sur JG tout entier, qui colncide évidemment avec la loi (3~5-2)
pour K ¢ B). Si K n'est pas contenu dans B, on note que 1téveénement ¢ "une variété et une seule
tombe dans gﬁB,K et aucune dans fﬂrg " admet la probabilité G(WB N G_FK) exp |- 6(‘-;4"B N GTK) -
9(57B N gﬁK)} = e(sFB n zﬁK) exp {- 6(Fp)}. La relation 8(Fy N Fy) = o(B) + $(K) - ¢(BU K)

montre donc que la loi TB de la variété A' est définie par 1@

(3-5-3) TB(K) = ¢(B) + ¢(X) - ¢(B U K) (K € J6)
¢(B)

D'autre part, en temps qu'élément de 1'espace &k des variétés de dimension k, A' est assimilable
& un couple (S,s), ol S € Efk est la direction de A' et B € st 1e pied de A' dans 1'orthogonal st
du sous-espace S paralldle & A', avec d'ailleurs ici p.s. s € , B (puisque A' rencontre B).
D'aprds le paragraphe 2-3, 11 existe alors une probabilité u.niqug Fp sur Efk et, pour Py-presque
tout S € Sk, un EFA conditionnel Aé qui est une variété dont la direction est p.s. égale 4 8 et
dont la fonctionnel_le Ts vérifie 3

(k) = fTS(K) Py(d8) (K € $0)
%

I1 suffit alors de comparer les relations (3-5-2) et (3-5-1), et d'utiliser 1'unicité des lois FB

et (FB—presque partout) Ty pour obtenir par identification les expressions explicites :



é pd_k~(ﬂs_L B) G(ds)

Pg(ds) = - .
E - Jracx (n_1B) 0(as)
(
(

(3-5-3 A
g [(M B N (D, K)]
14(K) = S S (K € Jo)

Autrement dit : La direction S de la variété A' obéit & la lol F, définie par la premiére relation

(3~5-3),qui n'est autre que la loi "a priori" G pondérée par la mesure du contour apperent de B

projeté sur 1l'orthogonal S‘L, et, & § fixé, le pied s de A' dans cet orthogonal S'L est uniformé-

ment distribué sur la projection WL B de B sur S (ctest-a~dire obéit a la loi
: K]
(g, 3 (8)/kgoy (M1 B] TN CE))
-8

Dans le cas ou B est une boule, la loi Fy est identique & la loi initiale G, & un facteur prés de

normalisation.

Réseaux poissoniens induits sur les variétés linéaires.-

Soit p un entier vérifient 4 - k < p < 4, et Vp € (}; une variété lindaire de dimension p dans
E et de direction Sp es’p. On identifiera V_ & 1l'espace euclidien Rp. Considérons alors l'applica-
tion a3 QF(le) ~P(RP) définie par al(F) = F N V s P €% . C'est une application s.c.s., dono
mesurable. L'image par « de la restriction a “3T d'une megure 6 g-finie sur <A (tR ) est une me-
sure- 9 a-finie sur oF'(RP), et 9 eat 1nva.ria.nt§ pour les translations de BP si 0 est déja inva~
riante pour les translations de er. A 1'EFAID A sur IR associd & la mesure o-finie 6 est ainsi
associé 1'EFAID Ap = A ﬂ Vp sur BP associé & 1a mesure o-finie ep. De plus,~si A est stationnaire
dans lR Ap est statiorma.ire dans IRP, et la loi de probabilité de Ap dépend uniquement de la di-
rection S de la variété V € ()’, et non du pied 8 = V_ N S de cette variété dans S » En parti-

p
culier, Bi A est un réseau poissonien stationnaire dens Rd Ap sera un réseau poissonien station-

naire dans (Rp, que nous appellerons réseau poissonien induit sur la varidtéd ' En effet, 6 est in-
variante par translation et concentrée sur (IR ), et 8-presque teut P e ¢~ (md) 2 son image o(F)

dans ()‘k_d+p(ﬂp) (0 £ k-d4p < k), de sorte que ep ‘est invariante par translation dens BP et concen~
trée sur"- 0'k-d+p(R ). De plus, le résean poissonien induit sur V est constitud de varidtéds lindai-
res de dimension (k+p-d). En pa.rticulier. pour p = d-k, ‘le réseau induit est simplement un processus

de Poisson ponotuei sfationnaire dans IRP, caractérisé par une densité constante. C'est ce cas par-

ticulier que nous allons examiner en premier lieu. Pour cela, nous utiliserons les"notations -COm=

d

modes suivantes : &1 S et 3' sont deux sous-espaces de E = R, de dimensiohs-éventu‘ellement dif-

férentes, on désignera par ]-S, s'| 1a valeur sbsolue du déterminant de la restriction a S du
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projecteur Mg, du sous-espace S'. Autrement dit, si S € ;; est de dimension p, |S, S'| est la cons-

tante 2 O telle gque 1l'on ait :

(3-5-4) bp (Mgr B) = |8, 87| uy(K)

pour tout compact Kc S. On a |S, §'| = 0 si la dimension de 5' est strictement inférieure a celle
de S, et |8, s'| = |5, Mg, S| si 1a dimension de S' est supérieure ou egale & celle de S. En parti-
culier |S, S'| = O équivaut & Dim (Mg, S) < Dim S. Lorsque S et S' ont méme dimension, on a mani-
festement |S, S'| = |s', S|.

Processus ponciuels induits sur les variétés de dimension d-k.

81 V est une variété de dimension d-k, et o € aﬁ—k sa diiection, le processus de Poisson ponc-
tuel induit sur V est stationnaire, et se trouve caractérisé par sa densité ¢(g), c'est-a-dire le
nombre g(c) = O tel que 1'on ait ¢(K) = ¢(o) pd_k(K) pour tout compact K contenu dans V (ou, ce
qui revient au méme, dans g). I1 convient donc de trouver l'expression de cette fonction ¢ repré-

gsentant la densité du processus ponctuel induit sur chaque o € 33_k .

Supposons d'abord que la mesure » O G de la relation (3-5-1) spit la mesure de Dirac és pour
un S 6.3& . Dans ce cas, le réseau poissonien inducteur est constitué de variétés linéaires paral-
18les et de direction S. La formule (3-5-1) se réduit alors & ¢(K) = Bd-k (HSL K). Pour o € di?d
et K ¢ o, la relation (3-5-4) donne Ma-k ny,K =g Silpd_k(K)- Par suite, le processus ponc-
tuel induit dans ¢ admet la densité |o, SJ|? Dans le cas général ol G est une mesure 2 O quelcon-

gue sur Efi y On €n déduiﬁ aussitdt que la densité ¢(o) du processus induit dans g est 3

(3-5-5) elo) = q[IU’ Sl| G(as) (c € Spd-k)
=4

Inversement, si une fonction ¢ sur ffa_k admet une représentation intégrale de cette forme pour
une mesure G positive sur ffk, ¢(0) représente la densité du processus ponctuel induit sur

g € Efa_k par le réseau poissonien associé & la mesure G selon la formule (3-5-1). Nous désigne-
rons par éQh—k la classe de ces fonctions. Il est facile de vérifier que 5@%“k constitue un cone
convexe a base compacte dans 1'espace & ( Sg_k) des fonctions continues sur Efa_k (muni de 1la

convergence uniforme). On voit se poser deux sortes de problémes :

1/ - I1 s'agit en premier lieu de caractériser le cone S%d—k’ c'est-a-dire de trouver les

conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier une fonction ¢ sur th_k rour représenter
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les densités des processus ponctuels induits sur les variétés de dimension d-k par un réseau pols-—

.sonien de variétés de dimension k.

2/ - le deuxiéme probléme est celui de 1'unicité de la représentation intégrale (3-5-5). Il
s8'agit de savoir si le processus inducteur est biunivoquement déterminé par la donnée de la fonec-
tion ¢ représehtant les densités des processus ponctuels induits, ou, en d'autres termes, de sa-
voir si le cone ‘?’d—k est un simplexe dans { (Efd_k). I1 est immédiat que %-k est un simﬁlexe
si et seulement si la famille des fonctioﬁs‘ définies par S - |o, SJ'|, o€ *fi-k est totale dans
T (P-

Nous verrons dans le chapitre suivant que cette condition d'unicité est effectivement véri-
fide pour k = 1 et k = d-1, c'est-a—-dire dans le cas des réseaux poissoniens de droites ou d'hy-
perplans, et nous donnerons §galement une ca.ractér'i‘sation compléte des simplexes L(fz'% et ‘(A)ﬁ.q .
On peut conjecturer que ce théoréme d'unicité reste vral dans le cas 1 < k < d-1 (da 2 4) et

constitue ainsi un résultat général.

Réseaux induits sur les variétds de dimension p > d-k.-

Plagons-nous maintenant dans le cas ol la variété V a une dimension >d-k de sorte ‘qﬁe le ré-
seau poissonien induit sur V est constitué de variétés de dimension k + p - 4 ; 0. Soit Sp € ffp
_la direction de la variété V. D'apreés la relation (3-5-1), le réseau induit est caractérisé par
une mesure positive Gp(. ; Sp) sur l'espace gk+p—d(sp) qu'il s'agit de déterminer., Si K est un
compact contenu dans V, les événements {A N K # @} et {A,p N K # ¢} sont identiques. Autrement dit,

la mesure Gp eat caractérisée par la relation :

(3-5-6) »(X) =f (5 )Ha-E (naJ_ K) 6,(do 5 8 ) (Kedk, Ke §)
k+p—-d p

. ' '
valable pour tout compact K contenu dans sp (la notation M 1 représente le projecteur dans Sp de
o

1'orthogonal oL (dens Sp) de 0 € ¥ (Sp). La dimension de o &tant k + p - d, celle de o+

k+p-d
est bien égale & d-k. En comparant les relations (3-5-1) et (3-5-6), nous allons obtenir une ex-

pression explicite de la mesure Gp.

Iorsque la mesure G de la relation (3-5-1) est la mesure de Dirac 65 en S, € j"k , on a af-
[+ .
faire a un réseau de varidtés paralldle a la direction fixe S, €t dans ce cas $(K) = pd_k(n 1 K

. R o
pour tout K € JG6. Le réseau induit sur Sp € ‘:Pp est évidemment constitué de variétés paralleéles a
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o, = So n Sp « S5i la dimension de 9, est strictement supériegre ak+p-4, ona p’d-k(ns-l- K)

o
= 0 pour tout compact K contenu dans Sp, et le réseau induit s'évanouit (Gp = 0). Désignons par

ol = Iy S:‘ 1'orthogonal de o, = S, N Sp dans Sp . Pour tout compact K « Sp, la relation (3-5-4)

o
domne : = pg (1']3_L K) = pg_q (M "'1 K) = IS(‘)L ' °6LI ek (H;J_ K). Hais oéL = nsp S:' entral-
ne IS:' ’ GOLI = ISZ*,SP|, avec en ;artgculier |SE)L , Spl = 0 si Dim o, >k + p - d. Ainsi, dans
tous les cas, on a py_y (ns_L K) = Ib'(‘)l‘ ’ Sp] M-k (";L K), et la mesure associée au processus in-
duit est donc isol, Spl 8 °- ¢y (étant entendu que cgtte mesure est nulle si IS(;L ’ Spl = 0).
Cette mesure Gp esat ca.ractgrisée par la relation ff(c) Gp(da) = ISOJ‘ ’

fonction continue f sur 5’k+p_d (SP)' D'aprés la relation (3-5-1), on en déduit que, dans le cas

Spl f (So A Sp) pour toute

général ol le réseau inducteur est associd & une mesure G > 0 quelcongue sur %,, le réseau induit

sur Sp € Sfp est associé a la mesure Gp(. ; Sp) sur &Fk+p-d (Sp) définie par la relation :
j f(o)G(do;S)=/|SJ‘,S|f(SﬂS)G(dS)
% (s.) P p > P P
k+p-d P k

valable pour toute fonction f continue sur yk+p-d (Sp) , avec la convention IS"‘, Sp| £(s N Sp) =
0 si |s*,sp| = 0. On note d'ailleurs que la fonction S - |S%, s,/ (8 N'S)) einsi définte sur

‘fk est continue.

Pour d - x < p < d, le réseau induit dans Sp € 5; induit & son tour dans chaque S;_, € 9’d_k(3p)
un réseau ponctuel dont la densité q;(Sd_k) vérifie la relation (3-5-5) et aussi la relation analogue

écrite avec la mesure GP(. ; Sp) au lieu de G, soit s

= 4 . S
(3-5-7) 9(S5_y) —j lo% Syl Gp(da : bp)
54 (s)

k+p-d P

. 1 5
pour chaque Sy, € :Fd-k et sp € 5’p tel que sp > 84y (o + désigne l'otthogonal de o € yk+d_p(sp)
dans 1'espace Sp). On déduit de 1a une condition nécessaire que doit vérifier une famille GP(. ;Sp)
Sp € 8% de mesures positives pour constituer la famille des mesures assocides aux réseaux induits
par un méme réseau poissonien sur E = {Rd. Pour chague Sd—k € %_k » l'intégrale qui figure au se-

cond membre de (3-5-7) ne doit pas dépendre du choix du sous-espace Sp contenant Sd_k .
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- CHAPITRE IV -

LA CONVEXITE

Dané ce chapitre consacré a la convexité, 1l'espace E gera évidemment un espace euclidien E =
m@ de dimension d > O. Le premier paragraphe introduit les fonctionnelles de Minkowski, bien con-
nuea en géométrie intégrale, a partir des résultats du chapitre 3 relatifs aux vériétés poisson=
niennes. On montre ensuite que les EFA p.s. convexes sont caractérisés_pa¥ une propriété de leur
fonctionnelle T, a savoir la C-additivifé. le troisi’me paragraphe est consacré aux grenulométries
linéaires. On montre ensuite éue 1'espace co(dé) des cémpacts convexes contenant 1'origine est
homéomorphe & un cone convexe &K & vase compacte dans l'éspace des fonctions continues sur la sphd-
re unité. Ce cone J n'est pas un simplexe, mais on montre dans le dernier paregraphe gue C(’;cgntient
un simplexe {Rﬁ associé & une classe de compacts convexes symétriques qﬁe nous appellerons classe
de Steiner. Les compacts de cette classe vérifient, en effet, une version généraliasée de la cdlé-
bre formule de Steiner. ILes résultats relatifs au simplexe (ﬁ% permettront de montrer qu'un ré-
seau poissonien de droites (oﬁ d'hyperplans) est caractérisé par la donnée des densités des pro-
cessus ponctuels induits sur les hyperplans (ou sur les droites) de l'espace. On termine par des

applications & la géométrie intégrale.

4-1__LES FONCTIONNELIES DE MINKOWSKI.

En géométrie intégrale, on attache une grande importance sux fonctions définies sur 1'
espace C(JG') des compacts conveies non vides et invariantes pour le groupe des déplacements de
1'espace euclidien E, co'est-d-dire pour les translations et les rotations dans E. On sait, d'autre
part, qu'un EFA est statidnnaire si et seulement si la fonctionnelle T sur <G qui lui est associde
selon le théordtme de Choguet est invariante par translation. De meme, nous dirons qu'un EFA est
isotrope si sa probabilité est invariante par le.groupe orthogonal 9 = Q(E), c'est-a-dire par_le
groupe des rotations de centre O dans E, et il en est manifestement ainsi si et seulement si la
fonctionnelle T associde & cet EFA est elle-m8me invariante pour le groupe orthogonal. Il y aura
donc un rapport &troit entre les EFA statiomnaires et isotropes d'une part et les fonctionnelles

invariantes de la géométrie intégrale de 1'autre.
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Examinons d'abord un procédé simple permettant de construire des fonctionnelles isotropes
sur JG. Le'groupe orthogonal Q étant compact, on sait qu'il existe sur Q une mesure de Haar [ ]
bornée, unique & un facteur prés, c'est-a-dire une mesure bornée positive invariante par rotation.

Autrement dit, il existe sur le groupe orthogonal Q une et une seule probabilité invariasnte pour

les rokations, que nous noterons m. Si K est un compact (ou un fermé) domné l'application w — wkK

de Q dans JG(ou dans K ) est manifestement continue pour la topologie naturelle sur Q. Si donc

¢ est une fonction mesurable gquelcongue sur <G, la fonction E définie par 3

3(x) =fqa(wK) e () (X ed)
Q

est une fonction isotrope sur J6, que nous appellerons moyenne de g pour les rotations. Il est

facile de voir que 1a continuité de ¢ entraine celle de y (& cause de 1'invariance de la métrigue

de Hausdorff sur JG' pour le groupe des rotations).

De méme, si S, € :j"k est un sous-espace de dimension k { o <« k < d)de 1l'espace euclidien E =
(Rd, 1'application continue w —» w So de Q sur ‘:fk permet de définir sur 3]( une probabilité in-
duite par =, manifestement invariante pour les rotations et indépendante du choix du sous-espace
particulier So € \S’k. Nous désignerons cette probabilité par ni , ou simplement par oy lorsqu'il
n'y aura pas d'ambiguité sur le nombre des dimensions de l'espace. On démontre d'ailleurs, [40 ]

que =, es8t la seule probabilité sur y, invariante pour les rotations.

Si, meintenant, ¢ : J(o(le) - R est une fonctionnelle isotrope sur l'espace Jf';(mk) ol (Rk est
l'espace euclidien & k < 4 dimensions, 1l'expression (9(1'1S K) est définie de manidre univoque pour
tout 8 ¢ 81 . nS est le projecteur de S. En effet, on peut identifier a (Rk un So € 9°k donné, et
pour tout S € S’k trouver un w(S) € Q@ tel que w(S) S = Sy 8i 1'on pose ¢(rls K) = ¢(w(8) ng K),
1l'expression obtenue ne dépend pas du choix de w(S), & cause de l'invariance de ¢ pour les rota-
tions de [Rk . ¢ étant supposde mesurable, le lemme 3-5-3 nous gerantit la mesurabilité sur ‘J’k X
S0 (E) de 1'application (S, K) - ¢(ns K), et de m8me la continuité de ¢ entralne celle de cette
application . En particulier, on peut définir la moyenne ¢d de ¢ pour les rotétions de IRd, en po-
sant pour tout K € JG 3

(84-1-1) () =f¢(ns X) =, (as) :f“’(“wso X) w(dw)
L Q

¢d est une fonction isotrope mesurable sur JG(E), et meme continue si ¢ est continue,
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Soit alors k' un entier avec k < k' < d. On peut, de la méme manidre, définir la moyenne ¢k'
de ¢ pour les rotations de mk'. C'est une fonctionnelle isotrope et mesurable sur Jﬁ(mk|). A ¢k'
nous pouvons donc & son tour associer sa moyenne ;Er pour les ;otations de Rd, qui est une fonc-
tionnelle isotrope sur Jo(E). En fait, cette nouvelle fonctionnelle est identique a q;d . Autre-
ment dit, pour 0 < k < k' < d, on a pour tout k € JO(E) :

(4-1-2) +3(x) =j o' (ng, B oy, (as") =f¢k'(w 52) w(dw)

X' : a

(S, désignant un élément d'ailleurs arbiiraire de F,).
L]
Pour démontrer la relation (4-1-2), faisons choix d'un S, € J‘i et d'un 8 € &, tel que

- N 1
8, c S; » et identifions ces deux sous-espaces de E & [Rk et a (Rk reapectivement. L'application

continue de Q dans bok x 5?{, définie par w ~ (0 S, S;) induit sur ?fk X ffk, une probabilité

G(ds, 4s') invariante pour les rotations. On a G( S"k 3 45') = »,,(dS'), et la probabilité condi-
‘tionnelle Gs,(ds) de S en S' (définie pour w1 —Presque tout S') est concentrée sur S' (i.e. S S'
p.8. pour GS,), et invariante pour le sous—groupe Q(S') des rotations de 5'. Autrement dit, si

w' € Q applique 8' sur S; , la probabilité GS' est 1'image par w' de la probabilité mf sur
gk(lﬁr)invaz;iante pour les rotations de le'- digis on peut alors écrire d'aprés la définition de

o' 3

Jotng 065,09 = [otng 1, 0 65, (a5) = [utng ng, ©) of'(a8) = ¢ (ng, ©)

I1 en résulte :

1 ]
\4‘ ("k (ns| K) Wk'(ds') =8/‘ Sf ¢(HS K) G(dsl ds') = d’d(K)
k' ' K Tkt
o'est-a-dire la relation (4-1-2). Cette relation est d'un emploi constant en géométrie intégrale.

Nous pouvons maintenant passer -a la définition des fonctionnelles de Minkowski. Il est clair

qu'un réseau poissonien stationnaire est isotrope si et seulement si la mesure G sur f/pk qui fi-
gure dans la relation (3-5-1) est 1l'unique mesure @y invariante par rotation sur yk‘ Nous dé-
finirons donc une fonctionnelle isotrope q»‘ll{ (ou ¢ 8'il n'y a pas d'ambiguité) sur 1'espace J6 (E)

a

des compacts de 1l'espace euclidien E = R~ en posant :

(4-1-3) .dﬁk(K) _=f Ba—X (n , K wk(ds)
91{ 5
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pour 0 <« k < d, et ¢O(K) = ud(K) (volume du compact K).

Les fonctionnelles de Minkowski, définies sur C(J0), colncident & un facteur prés avec les

restrictions a C(J0) de ces fonctiomnelles ¢, . Plus précisément, si 1l'on désigne par

nk/2
(4-1-4) b = T—1p

r (1+ E)
* le volume de la boule unité de 1l'espace euclidien mk, la fonctionnelle de Minkowski d'indice k
(0 = x =d), soit Wi (ou W,_s'il n'y a pas d'ambiguité sur le nombre des dimensions de 1l'espace

E) est par définitioen

( _ la (0 g ked)
= d) < <
E x T %, Yk
(4-1-5)
W, = by

Le choix des facteurs de normalisation est tel gque l'on a Wk(B) = by (k = 0, 1,...d) pour la boule

unité B de B = B,

D'aprés les résultats du chapitre précédent, et, notamment, la Proposition 3-5-2, nous pou-

vons énoncer la 3

Proposition 4-1-1.- La fonctionnelle W, de Minkowski (0 < k £ d) est croissante, continue et C-

additive sur C(J6), homogéne de degré d-k et invariante pour le groupe des déplacements.

Si nous appliquons la relation (4-1-2) aux fonctionnelles ¢i , nous obtenons la relation sui-
vante :
L}
45 (K) =f v (Mg 1) =, (as)
%

(d >d' > d-k, k' =d' - & + X). Par suite :

Proposition 4~-1-2.- Pour 4@ > d4' > d-k, et en posant k' =d' -~ d + k, la fonctionnelle wi d'indice

k sur B est proportionnelle a la "moyenne de rotation" de la fonctionnelle Wy, d'indice k'

]
sur Rd , conformément a la formule :

b '
(4-1-6) wi (®) = £ j[ Wi. (Ng X) wy,(ds)
da' tg-
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les fonctionnelles les plus couramment utilisées sont Wo, W1, W2 et wd-1 (Wd est constante).
On a déja vu que W  est le volume, soit WO(K) = pd(K), py désignant la mesure de Iebesgue dans .
W1 est proportiomnelle & la surface. Si 1'on désigne par F(K) la surface d'un compact convexe K,

on trouve exactement :

w(x) = 3 *K) .

La relation de définition (4-1-3) donne, en effet :

¢1(K) =fud_1 (nSl K) wg(ds)

%

¢1(K) est la moyenne des (d-1)-volumes des projections de K sur les différentes directions d'hyper-
plans. Dans le cas ol K est un polyddre convexe, dont la surface F(K) est définie de manidre 14—
mentaire, on trouve sans difficulté :
b
- -1
¢, (K) = 7% B F(A)
Si 1'on définit ensuite la surface de K € C(J() comme la limite supérieure de la surface des poly-

tdres convexes contenus dans X, la formule ci-dessus (due & Cauchy) subsiste du fait que ¢1 eat

croissante et continue sur C(JG). On en déduit Al'expression de W‘}(K). .

Lorsque la frontidre de K € C(J0) est suffisamment régulidre pour que 1'on puisse définir en
chague point de 9K les (d-1) courbures principales, les fonctiommelles de Minkowski se représen-
tent a4 l'aide d'intégrales de surface faisant intervenir des fonctions symétriques simpies de ces

(d-1) courbures. En particulier, w2 eat lide a l'intégrale M de la courbure moyenne per la rela-

tion W, = M/d.

Enfin, on appelle norme de K € C(J6) la quantité N(K) = d vid__1(K). Dans la formule de défini-

tion (4-1-3), p1(" 1 K) est la largeur du compact K dans la direction S‘L € 3‘1’, c'est-a-dire la dis-
S

tance entre les deux hyperplans 4'appui paralldle a S. Ainsi, la norme N(K) e€st proportionnelle &

b .
la largeur moyemne ¢ (K). On trouve, en effet N(K) = ——2—2 Z (K).

En plus des propriétés générales énoncées dans la Proposition 4-1~1, la norme N et la fonction-

nelle de Minkowski wd-1 présentent la particularité d'8tre linédaires au sens de Minkowski, clest-a-
dire de vérifier : ) '
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(4-1-7) N(¢ K@ B K') = « N(X) + 8 N(K'") (ay B 2 0)

On ddmontre sans difficulté cette relation en remarquant que la largeur p1(nSL K) dans la direc-

tion S € Sﬁ est déja elle—méme une fonciionnelle linéaire. Cette propriété est d'ailleurs carac-
téristique. On démontre, en effet, qu'une fonctionnelle ¢ invariante pour les déplacements, conti-
nue sur C(JG) et linéaire au sens de Minskowski est obligatoirement de la forme ¢ = a N + b pour

deux constantes a et b.

Si le nombre d des dimensions de E est s 3, on retrouve des notions usuelles :

Pour d = 1, w0 = N colncide avec la longueur, W1 =F = G1 = 2 est constante. Pour 4 = 2, Wb est

le volume & deux dimensions (ou surface), N = 2 w1 est le périmeétre, enfin M = 2 W2 2n.

Pour d = 3, enfin, wo est le volume, 3 W1 = P est la surface, et la norme : 3 W2 =M= Nest 1'in

tégrale de la courbure moyenne.

On trouvera dans [20] la démonstration du théorime suivant qui montre que les fonctionnelles

de Minkowski sont caractérisées par les propriétés énoncées dans la Proposition 4-1-1 1

placements est de la forme ¢ = Z . Wk pour des constantes ey convenables (== < a < o),
k=0

b/ - Toute fonction ¢ sur C(J6) croissante, C~additive et invariante pour les
déplacements est de la forme ¢ = = a, Wk pour des constantes positives convenables

k=0
(0 < a <=).

REMARQUE - Yar analogie avec ce théoréme 4-1-1, on peut se demander si toute fonction g sur Cc(S),
C-additive, continue (ou croissante) et invariante pour les translations seulement est nécessaire-
ment de la forme Z% 8y Gy ol chague by est elle-méme de la forme (3-5-1) pour une mesure G, 20
sur ifk. kn fait, il n'en est rien (voir paragraphe 5). De méme, la formule de Steiner gue nous
allons maintenant dtablir (formule (4-1-8) ci-dessous) peut &tre généralisée au cas ol l'on rem—
place la boule unité B par un compact convexe quelconque A. On obtient alors une formule du type
V(K ® pA) = Zg (i) Wk(A,K) pk, avec des fonctionnelles W, continues sur 1'espace produit c(do) x
C{(J6) invariantes par translation et C-additives relativement a chacun des deux arguments A et K.
liais K - Wk(A,K) n'est de la forme (3-5-1) que si A appartient a une classe particuliére de com—

pacts convexes que nous appellerons la classe de Steiner.
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A titre d'application du théoréme 3-i1-1, nous allons établir rapidement quelques formules

classiques en géométrie intégrale.

Formule de Steiner.- Ie volume V(X @ pB) du dilaté de K € C(I6) par la boule pB de rayon p

est donné par :

4 4 X
(4-1-8) ) V(Ke pB) = T () W(K) p
k=0

et plus généralement, la fonctionnelle LA vérifie :

(4-1-9) W(Kopn) = T (321w (x) o¥
4-1-9 itk eeB) = 2 7 Wy (K) e
=0 .
En effet, la fonctionnelle X - Wi(K ® pB) vérifie les conditions du théoréme 4-1~1. Cela est
immédiat pour la continuité et 1'invariance par déplacement. On établit la C-additivité a partir
de la formule (KUK') ® 4 = (K@ A) U (K' ® A) valable pour des ensembles X, K' et A quelconques,

et de la relation :
(4-1-10) (ENK')e a=(Ke aA) N (XK' ® 4) (X, X', A et KU K' convexes)
valable seulement si A, K, K' et la réunion X | K' sont dans EOR

D'aprés le théoréme 4~1-1, on a donc Wi(K ® pB) = Z)ak(p) Wk(K), et il suifit de prendre K =

)d-i

AB pour obtenir la relation (p+a = Z)ak(p)‘hd-k et de procéder par identification pour calcu-

ler les coefficients a,(p).

La formule de Steiner admet la généralisation suivante : si on remplace la boule pB par un
compact convexe K' quelconque, et si on prend la moyenne de V(K @ w(K'))sur le groupe Q des rota-
tions, on obtient une fonctionnelle sur CW@ x C(Jo) qui vérifie les conditions du théoréme 4-1-1
4 la fois en K et en K'. En procédant par identification des coefficients, on ostient H

d-1i
(41-11) [0 (K 0 w(k")) alaw) = BT O 0wk
Q

Mentionnoms encore la formule de Crofton. Si K est compact et convexe dans E = m@, et s1 S ¢ 5;

(k < d) est un sous-espace & k dimensions, on peﬁt considérer les intersections KN (S @ 8) de X’

par les varidtés linéaires 3 @ s, 8 € st paralléles a S, et calculer 1l'intégrale de translation

k
~[Ww(xn(sesnds,
X
s
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ou ds désigne la mesure de Lebesgue sur l'espace euclidien S-L a d-k dimensions. On obtient ainsi
une fonctionnelle invariante par translation. Si 1'on prend ensuite la moyenne de rotation, on
obtient une fonctionnelle invariante pour le groupe des déplacements., Il est facile de vérifier
la monotonie et la C-additivité, de sorte que le théoréme 4-1-1 (énoncé b/) est applicable. En

identifiant les coefficients dans le cas ou K est une boule, on obtient alors la formule suivante,

valable pour 0 < k' < k< d :

k bk bd-k' d
(4-1-12) =, (a8) [ W, (KN (S es))ds = W (K)
< gt d “k-k'
k
4~-2 LES EFA P.S. CONVEXES.
Un ensemble F est convexe dans l'espaée euclidien E s1 x € F et y € F entralne AX +

(1-7) y € P pour O £ A <« 1. Plus généralement, posons la définition suivante :

Définition 4~2~1.- Soient K, K' et C trois compacts. On dit que C sépare K et K' si pour tout

x € K et tout x' € XK' il existe un nombre réel A tel que O < A < 1 et arx + (1-A) x' € C,

Notons tout de suite la propriété suivante :

Proposition 4-2-1.~ Si K et K' sont deux compacts dont la réunion K |J K' est convexe, alors X N X'

gépare K et K'.

En effet, soient x € K, x' € K' et x{a) = ax'+ (1~a)x , O < ¢ £ 1. On a x{a) € K U XK', puis-
que K |J K' est convexe. Posons «, = Sup {a, x(ax) € K}. On a x(ao) € K, puisque K est compact. Si
a, = 1, x(uo) € K' et on a bien x(ao) €XNK'.Sia <1, ona x(a°+e) € K' pour ¢ > 0, done, K!
étant compact, x(ao) € K' et x(ao) € KNK'.

I1 résulte de cette définition qu'un fermé convexe ne peut pas rencontrer K et K' sans ren-

K
est un EFA p.s. convexe, il vérifiera P(GFK K.) = 0, c'est-a-dire
$

contrer C 8i C sépare K et K'. Autrement dét, G LK eat disjoint de C(¢f). En particulier, si A

T(KUK'ycC) + T(C) = MKy C) + T(K' Y C)

En particulier, sa fonctionnelle T sera C-additive sur C{\G).
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En fait, ces propriétés sont caractéristiques :

T(K) = P(ANK) # ). Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes 1

a/ - A est p.s. convexe.

b/ - 81 K, K' et C sont trois compacts tels que C sépare K et 'K', on a s

(4=-2-1) KUK UG + 2c) = (KUY C) + B(K' Y C)

¢/ - T est C-additive sur C(JO), c'est-a-dire vérifie T(K UK') + (KN K'Y = B(K) + {(K')

8i K, K' et KU XK' sont dans C(J6).

En effet;, a/ entralne b/ d'aprds la définition 4-2-1, et b/ entralne ¢/ dtaprés la propoéi—

tion 4-2-1. Montrons que ¢/ entratne a/.

Si un fermé F n'est pas convexe, on peut trouver x € F, x' € F et A compris entre 0 et 1 tel
que y = AX + (1-A) x' £ F. Comme F est fermé, il existe une boule B, (y ) de centre ¥, et de rayon
E rationnels contenant y et diajomte de F. On peut ensuite trouver deux points X, et xo de coor-

données rationnelles tels que x, xo et y  soient alignés et que 1l'on ait x € B, (x ) et x' € By (x ).

Désignons par C l'enveloppe convexe de Be(xo) U Be(yo) et par C' celle de Be(x;) U Be(yo)' hul
est clair que C U C' est alors ‘1'enveloppe convexe de Be(xo) U Be(xé). On a donc G, C', C U C'eC(JG),
et Fe A - . Or, l'ensemble des couples (C, C*) que nous venons de construire constitue une
"classe & dénombrable. Un EFA sera donc p.s. convexe si et seulement si P( S c, C') = 0 pour tout
(C,C') € £. Mais P(Sﬁcnc ) = T(C) + B{Cc') - T(CyYC') - T{(C N C') est nul si T est C-additive,

c,C?
QED.

Si A est un EFA p.s. convexe et compact, les fonctionnelles de Minkowski Wk(A) sont des va- -
riables aléatoires (puisque Wy est continue sur C(v6)). La condition de compacité presque sflire que
nous imposons ici & A est due au fait qu'il y a plusieurs manidres de prolonger Wk sur C(&). Tou-
tefois, le volume V = W  est défini sans ambiguité sur & par la relation V(F) = p.d(F). I1 est
facile de voir qu'un fermé F est compact si et seulement si le dilaté F @ €B de F par la boule €B
de rayon € > O a un volume fini. Ainsi, un EFA A est i).s. compact si et seulement si la variable

aléatoire V(A @ €B) est p.s. finie. D'apres la formule de Steiner, on a alors

’
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d a4 X
V(A @ eB) = kZ)O Q) w(a) e

En particulier, si V(A @ £B) a une espérance finie pour un £ > O, A est p.s. compact, les
Wk(A) ont des espérances finies pour X = O, 1,..-d, 63 V(A @ pB) a une espérance finie quel que

soit p > 0. la réciproque est immédiate. D'apres le corollaire {1 du Théoréme 2-5-1, on a @
E[V(o @ B)] = /P(x € A® Bldx = jm(ax)ax
Nous pouvons donc énoncer

Proposition 4-2-2.— Soit A un EPA p.s. convexe, et T la fonctionnelle définie sur J& par T(K) =

P(ANK # @). Alors A est p.s. compact, et les variables aléatoires W, : A — Wk(A) associées
aux fonctionnelles de Minkowski vérifient E(W,) < « si et seulement si on a \/&((cB)x)dx < oo

pour une boule eB de rayon € > 0. On a alors pour tout p > O :
E[V(A @ pB)] = fm(( Bax = % (3) B(w) o
®p = pe) 4 = o 'k x/ P

Si A est un EFA non isotrope, on peut en déduire wun EFA A' isotrope par un procédé analogue
& celui qui nous a permis de consfruire des fonctionnelles invariantes par rotation. En effet, si
Q désigne le groupe orthogonal, l'application (w,F) — w(F) est continue, donc mesurable, sur Q X
&F . Soient alors w l'unique probabilité sur Q invaeriante par rotation et P la probabilité sur F

associée a A. Nous pouvons munir Q x & ge 1a probabilité produit w @ P.

La probabilité P! associée a 1':FA A' ¢ (w,F) - w(PF) est alors invariante pour les rotations
et A' est isotrope. En particulier, la fonctionnelle T' associde a4 A' se déduit de la fonctionnelle

T associde & A par la relation :

T (K) = \/&(w-1 X) w(dw) = M/E(wK) w(dw)
Q Q

Autrement dit, T' est égale a la moyenne de T pour les rotations. Nous dirons gque A' se dé-

duit de A par isotropisation.

Proposition 4-2-3.~ Il n'existe pas d'autre EFA stationnaire p.s. convéxe que les EFA p.s. égaux

4 ¢ ou & E (c'est-a-dire vérifiant P({A = @} U [A = E}) = 1).
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En effet, 8i A est un LFA stationnaire p.s. cbnvexe, 1'EFA A' déduit de A par isotropisation
est stationnaire, isotrope et p.s. convexe. Par suite, la fonctionnelle T' associée & A' vérifie
les conditions du Théor:me 4-1-1 (énoncé b/). Comme W& est la seule fonctionnelle de Minkowski bor-

née sur C(J04), on a nécessairemwent T' = CSte sur C(J6), donc aussi T(pB) = gste

quel que soit p > 0O

(B est la boule unité de E). On en déduit immédiatement gue A est vide ou égal & E p.s.
Enfin, de la formule (4-1-11), on déduit sans difficulté 1'énoncé suivant i

Proposition 4-2-4.- Si A est un EFA isotrope et p.s. convexe, on a pour tout compact K € C(J5)

4
d
viae )] = 1 T () Ew (0] W,_ (K
bd =0 k k a-X
En particulier, dans l'espace & deux dimensions, la norme N est identigue au périmétre, et on

trouve @

E(v(a © 0] = E[V(8)] + L H© BN + V(K)

De méme, dans l'espace & trois dimensions, en désignant par F la surface et par N la norme,

on trouve

E[V(a ® K).]

B[V(A)] + 11; E[F(A)] N(K) + ﬁ E[N(A)] P(K) + V(K)

4-3 I1ES GRANUIOMETRIES LINEAIRES.

Soit K un compact convexe dans E = ®d. Pour tout h € E, nous désignerons par gK(h) le

volume de l'intersection KN Ky de. K et de son tramnslaté par h. S5i % désigne 1l'indicatrice de K,

on a donc 2

(4=3-1) ggn) = wg (KN KD = [1,00 1 (x-n)ax
E

les relations suivantes se démontrent immédiatement ¢
gg(0) = V(K) = py(K)
(4-3-2) = gy(h) < gg(o) v (b € E)

gy(n)dn = (V(K))?

P e e e e e e

ML“s (=}
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L'application (K,h) — gK(h) est continue sur C(JG') x E. En effet, cette application est s.c.s.
(car la translation h - Kh est continue, l'intersection (K,h) - KN Kh 8.c.8, et la mesure de ILe-
besgue s.c.s. sur<J6). Pour montrer qu'elle est s.c.i., on remargue Que 1l'on a gK(h) = “d(i N ﬁh),
puisque KN Kh est convexe et admet i n ih comme intérieur. Or 1'application K - i est continue swr
c(J0) (lemme 3-5-1), 1l'intersection est continue sur g et 1a mesure de Lebesgue est s.c.i. sur 9;

I1 en résulte bien que (K,h) ~ gK(h) est s.c.i.

Ie compact K étant maintenant supposé fixe, nous éerirons g au lieu de 8 - I1 sera commode
de travailler en coordonnées polaires : Si So désigne la sphére unité de B, tout h € E différent
de O est caractérisé par un couple (r,u) ol r = |k| est un réel positif et u € S  est la direction
du vecteur h. Nous écriroms g(r;u) au lieu de g{(ru). D'apres ce qui précdde, pour u € S  fixd,

g(e 3 u) est une foncfion continue sur R _. En fait, cette fonction posséde des propriétéds de déri-

vabilité, que nous allons examiner, Pour cela, nous désignerons par :

y{rsu) = “d-1(”u1 (ENEKL))

le (d-1)-volume du contour apparent de 1l'intersection K N K., en projection sur 1'hyperplan per-

pendiculaire & la direction u du vecteur de translation ru.

Adues, f£ixé, y(r;u) est continue & gauche en tout r > 0. En effet, rn‘T r entraine
KN Krnu JEN K (puisque 1'intersection est s.c.s. et r[u_L (kN Krnu) ¢.qul (KN Kru) d'aprds le

lemme 3-5-2. On a donc y(r,;u) { v{r;u) d'apris la continuité monotone séquentielle.

Mais, de méme, y(rju) est continue & droite en tout r = O tel que g(rju) ne soit pas nul.
° o
En effet, X N Kru n'étant pes vide admet une projection dans ut égale &4 1l'intérieur de
nm, (Kn Kru)'(considéré comme sous—engemble de l'espace euclidien uJ' 4 d-1 dimensions),On en dé-

w
duit que y(r;u) est s.c.i. en r, et la continuité a droite.

Pour r > 0, et € tel que r > ¢ > O, les inégalités €évidentes :
e y(r-e;u) = glr-e;u) - glrsu) = e y(rsu)

entralnent alors (puisque y est continu & gauche) que la fonction g admet elle-m8me une dérivée a

gauche égale & y(r;u). De mBme, les inégalités :
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e y(rsu) = g(rsu) - g(r+e)ﬁ) > e -{(r+e;u)

‘montrent que g(r;u) admet une dérivée a droite égale & y(rju) en tout r tel que g(r;u) soit strie-

tement positif. En résumé :

Proposition 4-3-1.- Soit K € C(JG'), et u ¢ §, un vecteur unitaire de E. Pour tout réel positif

r = 0, on désigne par g(g,u) = p,d(K n Kru) le volume de 1'intersection K N .. de K et de son

translaté par le vecteur ru € B, et par y(rju) = pd_1(n L (Xn Kru)) le (d-1)~volume de la
u. .

projection de K N Kru sur l'hyperplan ut orthogonal & u. Alors 3

a/ - la fonction r - g(rju) est non croissante et continue en tout r = 0, et admet sur 1'inter-

valle ouvert défini par r > O et g(r;u) > O une dérivée continue égale & -y(r;u).

b/ - y(rju) est continue & gauche en tout r > 0, et & droite en tout r 20 tel que g{rju) ne
soit pas nul. Si K n'est pas d'intérieur vide, g(rsu) admet en r = 0 une dérivée & droite é-

gale & —y(6;u) et en tout r > O une dérivée & gauche égale & y(r;u).

Granulométrie des traverséés.- Lorsque le convexe compact K & un intérieur i non vide, la

fonction y(r;u) admet une interprétation probabiliste simple. En effet, si nous définissons sur
1'hyperplan u® orthogonal & u une probabilité admettant une densité constante 1/y(o,u) sﬁi‘ n,kK
(et 0 & l'extérieur) la longueur L(x) de l'intersection K N D, de X et de la droite I&menée plt;r
x € ut paralldlement & u est une variable aléatoire dont la loi est définie par P(L=2€) =

v( & 3u)/y(o,u) = 81'-( £ ;u)/g;(o,u)., Cette loi est celle d'une "traversée mléatoire" de direction

donnée u.

On peut aussi définir la loi d'une traversée aléatoire de direction u aléatoire. Le plus aim-
ple, pour cela, est de consj:dérer un résgeau polissonien isotrope de droites dans l'empace euclidien
E, de se placer conditionnellement dans l'hypothse ol une seule droite D du résegu isotrope ren-
contre K, et de définir la traversée aléatoire L comme la longueur de l'intersection K N D. Autre-
ment d4it, pour reprendre la terminologie du paragraphe 3-5, L est maintenant la longueur de 1§
sécante aldatoire induite sur le compact K par un réseau poissonien stationnaire et isotrope de

droites dans (Rd.

D'aprds les relations (3-5-3), la direction § € 3} de cette sécante aléatoire admet la loi s
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v(o,u) @, d by y(o,u):l
J(o,u) w1('du) bd_1 R(K)
31 '

(dans cette écriture, on a identifié u, vecteur unité de IRd, a 1 §lément de Sf1 paralldle & u 1

cela est tout-a-fait loisible du fait que la fonction u - v(o,u) est aymétrique, 1.e. r(o,u) =
v(o, -u)). De méme, conditionnellement lorsque la direction u de la sécante aléatoire D eat fixde,
le pied de D dans 1'orthogonal ul ¢ 5’d 1 eat uni:formément distribué dans 1 _L K, c'eat-a-dire admet

la loi ¢ K p,d_1(dx)/ud_1(n L K)o Au fixé, on a done Pu(L 29) =vy(¢ ,u)/Y(o u), et la probabi-
w
u
1ité a priori correspondante est ainsi 1

db
- =4 1
(4-3-3) P(Lz?) W Fm)\éﬂeﬂ)ﬂmﬂ

1

00
La relation (4-3-3) permet de calculer facilement 1'espérance E(L) —f P(L 2 £)al de la traver-
sde alédatoire L. D'aprds la proposition 4-3-1, en effei, on a (2 ;u) = - g{( ¢ ,u), donc amssi

J.' v(£,u)de = g(o,u) = V(K), volume du compact K. Par suite on peut écrive 3
°

db
Jaal” hae =—.—-§- YK
(4-3-4) BD) = 5 R

Considérons, d‘'autre part, la treoisitme relation (4-3-2), que 1l'on peut écrire

(V(K))2 =d by 4@1(du) frd-1 g(rju)dr

1 o
En effectuant une intégration par partie, compte tenu de la proposition 4-3-1, on trouve

f 271 g(r;w)ar = (1/8) frd y(r,u)dr
[+ () )

o0
En substituant ce résultat dens l'expression de l'intégrale f ed P(E 2 f)ae = (1/(d+1)) (13+)
o

obtenue & partir de (4-3-3), on trouve ainsi :

B(18*1) = 4{d+1) (V(x))?

P41 R(K)



94

44 18 cone cowexe R= ¢ (43).

Désignons par Co(clﬁ) le sous—espace fermé de C(JG) constitué des compacts convexes con-

tepa.nt l'originé 0, et par S la sphére unité dans l’espacev euclidien E = 8. Pour K € CO(J(?) fixé,

on peut assooier & chaque u € 5, la distance a4 1l'origine rK(u) de 1'hyperplan d'appui de K admet-
tant u comme normale positive. Inversement, le convexe K lui-méme peut &ire défini comme 1'inter-

section N {x 1 ¢« x,u> rK(u)} des demi~espaces fermés associés & ces hyperplans d'appul. Nous
ues - -
[¢]

dirons que la fonction rK(;) sur S, est la podaire de K € Co(d'f:) et que l'application K - Tx défi-
nie sur co(J«’o) est 1l'application podaire. Pour chague X € co(‘K’)’ la podaire Ty est une fonction

continue sur S . Nous désignerons par PRo 1'image de CO(J'G) dans 1'espace ZD(SO) des fonctions con-

tinues sur So par cette application podaire. En fait, l'applicgtion podaire est un homéomorphisme

de CO(J(;) sur J% muni de la topologie de la convergence uniforme. En effet, sl eB est la boule de

centre O et de rayon € > O, Sup |rK(u) - rK,(u)l £ € équivaut 8 Kc K' @ eB et K' ¢ K @ €B, ‘donc &
u€s

p(K, K') £ € , en désignant par p la distance de Hausdorff sur Co(d'(;).
D'autre part, les relations immédiates 3
Tygk' = Tk *FTgr 3 Tex < @ Ty (a20) 3 KEcK* ® Tp S Ty,

montrent que l'application podaire. est sussi un isomorphisme de co(dt:) muni de 1'eddition de Min-
kowski (pour laquelle il est un demi-groupe), des homothéties positives et de la relatiom d'ordre c

" sur l'espace R muni de 1'addition usuelle, de la multiplication par les constantes positives

et de la relation d'ordre habituelle = . Ainsi, C,(JG)_est identifiable & un cone convexe K> fer-

mné dens @’(§°) et admettant une base compacte.

Indiquens quelques propriétés du cone convexe R,

Proposition 4-4-1.~ Le come $> est stable pour l'opération Sup. Si Ki’ i €1 est une famille de

compacts de Co(tf(a) contenus dens un compact fixe, les podaires Ty sont uniformément bornées -
3 .
et Sup {ry , 1€ 1} est la podaire de l'enveloppe convexe fermée C (U Ki) de la famille
i ieT .
Ki, ielI.

Si Ket K' ¢ CO(JG) admettent les podaires ry, ry, € Ry 11 est immédiat que 1l'on a TRUK' =
Sup (r,, r,,). Si une famille K,, i € I est bornée dans C_(JG), la famille K. = C ( | X;) ou J par-
K’ “K i 0 d jeg
court l’ensemble des parties finies de Iconverge dans C (JG) vers K = C (TU_ X;), d'aprds le corol-
: ' iel

laire 3 du Théoréme 1-2-2, et la continuité dans JG de 1'enveloppe convexe (Proposition 1-5-4). La
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famille r; des podaires des KJ converge donc uniformément vers la podaire Ty de Ko’ d'aprés l'ho-
méomorphisme K — Ty » et comme r; est la famille croissante ry = Sup {rK , 1 € J}, on a bien ry =
i

Sup [rKi, ie I,

On peut préciser la proposition 4-4-1. Si u, et u, sont deux vecteurs unitaires, on désignera

par < u1, u, > leur produit scalaire et par < u1, u l'expression égale a < u1, u2 > pour

2 2”7+

<u,, u, > 2 0 et a 0 sinon, Pour u, € So, la fonction u - < u, u, > sur So est manifestement la

17 72
podaire du segment (A u , o= X < 1} € CO(JG). Si Ays 1 € I est une famille bornée de réels = 0,
la fonction r sur S, définie par r(u) = Sup {A\y <u, uy > , 1€ I} est done dans R> . Inversement,
tout compact convexe K étant 4gal a l'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux, foute po-
daire admet une représentation de cette forme. On peut méme supposer la famille I dénombrable, en

choisissant la famille (xi, ui) de telle manidre gue 1l'ensemble {Ai Uy, i € I} constitue une par-

tie dénombrable dense dans la frontidre de K. D'ou le :

de la forme r(u) = Sup (A; <uw, uy >, 1 € I} pour une famille (Ai, ui), i € I que l'on peut

+?
toujours supposer dénombrable dans m+ X So.

COROLIAIRE 2 — Une fonction r sur S5  est dans R si et seulement si l'ensemble F = {x:lxlr(x/|x|)§1]

est un voisinage convexe et fermé de O dans E = mg.
En effet, d'apres le corollaire 1, r € R dquivaut & r(u) = Sup Ay <w, uy > , i€ I} pour
une famille (ki, ui) dans R+ X SO vérifiant Sup Ay < o Mais cette condition équivaut & F =

iQI {x : < x, ui'>+ £ 1/ki} avec Inf (1/hi) > 0, et elle est donc réalisée si et seulement si F

est un voisinage convexe et fermé de l'origine.
On notera que le fermé F est compact si et seulement si r est strictement positive sur So ’
c'est-a-dire si et seulement si O est un point intérieur pour le compact K € Co(dﬁa dont r est la

podaire,

On vient de voir que le cone J;L est stable pour l'cpération Sup. Par contre, il n'est pas

stable pour l'opération Inf. Pour caractériser 1l'opdration Inf dans J posons d'abord un lemme.

LEMME 4~4-1.- Soient K et K' deux compacts convexes. On a K |J K' € C(J0) si et seulement sl K @ K' =
(KUK e (XN K").
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\
L'inclusion (KU K') ® (KN K') c K @ K' étant vraie pour des ensembles quelcongues, montrons

que K U K*' € C(J6) entraine K @ X' ¢ (KU K') ® (K N K'). En effet, soient x € K et x' € K'. D'a-
prés la proposition 4-2-1, il existe A€ [0,1] tel que A x + (1-A)x' € KN K'. On a donc x + x' =
y+zavee y = Ax + (1-A)x' € KN K' et z = (1-A)x + Ax' € KU KXK', puisque cette réunion est con-

vexe. L'inclusion annoncée en résulte.

Inversement, supposons (KU K') @ (KN EK') = K& K', et solent x € KEet x' ¢ K'. Ona x + x'=
y+zpouruny € KUK' et un g € KN X', done (x+x')/2 = (y+2)/2 € K U‘ K'. On en déduit aussitdt
la convexité de K U K'. -

Propoasition 4-4-2,- Soient K et K' € CO(J(a), ry et rp, letirs podaires. La podaire de K N K' est

Ty~xr = Sup {r:redf r<iInt (rK, Tii)le On a Inf (rp, rK,) ¢ R s8i et seulement si K U K!'

est convexe,’et dans ce cas rw, = Inf (rK, ’rK,).

~

La premi’re partie de 1'énoncé résulte de la proposition 4-4-1, puisque KM K' est le plus
grand compact convexe contenu dans K et dans K'. L'égalité rp + ry, = Sup (rK. rK,) + Inf (rK,rK,)
montre ensuite que 1l'on a K@ K' = (KU K') ® (KN K') 81 et seulement si rw, = Inf (rK, rK,),
et il suffit pour cela, d'aprds la premidre partie de 1'énoncé, que 1l'on ait Inf (rK, rK,) e 3.

Compte tenu du lemme 4-4-1, le second énoncé en résulte.

COROLIAIRE - Toute fonctionnelle L sur C_(-/0) véritiant L(K @ K') = L(K) + L(K') est C-additive

Cela résulte de la définition 3-5-1 et du lemme 4-4-1.

~

Au cone convexe R c C (So) est associde la relation d'ordre » dans £ (So) définie par £ » £!
gi f - £' ¢ R, En identifiant R a CO(JG), nous pouvons munir CO(JO) de la relation d'ordre indui-
te par ». On voit qile A » B dans CO(JG) &uivaut a r, - Ty € R, donc, & l'existence d'un compact
Ce CO(JG) tel que A = B @ C. Autrement dit, dans la terminologie du paragraphe 1-5, on a A 5 B si

et seulement si A est ouvert selon B.

Un peut alors se demander si le cone CO(J@) est réticulé pour son ordre propre. D'aprés un thé-
oreéme 4u a Choquet-[ 10 ]., le cone convexe Ro a base compacte dans ¢ (So) sera réticulé si et seu-
lement si il constitug un simplexe. On peut voir qu'il n'en est rien en remarquant qu'un hexagone
régulier déms (R2 est somme de Minkowski de deux t.;ciangles éguilatéraux ou, aussi bien, de trois seg-

ments de droite. Or les triangles et les segments de droites sont des éléments extrémaux dans R,
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On voit donc que la représentation de l'hexagone comme barycentre d'une mesure portée par des &lé-

ments exirémaux n'est pas unique, et K> n'est pas un simplexe. En résumé :

Proposition 4-4-3.- L'ordre propre du cone CO(JG) est défini par A > B si A est ouvert selon B

(4, B € C (JB)). Mais C (JO) n'est pas réticulé pour son ordre propre.

Dans le prochain paragraphe, nous définirons un cone \(R91 c J , associé & une classe de com—

pacts convexes appelée classe de Steiner, et qui lul sera un simplexe, donc réticulé pour son or-

dre propre. En particulier, pour d = 2, la classe de Steiner colncidera avec celle des compacts

convexes symétriques par rapport a 1l'origine.

L'espace vectoriel de Minkowski.~ Nous désignerons par y"fa(so), ou espace vectoriel de Kin-

kowski, le sous-vectoriel de & (So) engendré par le cone @, c'est-a-dire 1'ensemble des fonc-

tions ¢ de la forme ¢ = £, - f2 avec i’1, f2 € $o. Cet espace est dense dans & (So), mais ne co-

1
Incide pas avec lui. Cela résulte du lemme suivant, ou ¢2(So) désigne 1'ensemble des fonctions

deux fois continument différentiables sur la sphére unité 8,

IEMME 4-4-2 ~ Pour tout f € Z’Z(So), on peut trouver une constante C < = telle que £ + C ¢ R, et,
en particulier 4‘2(30) est contenu dans JG(SO).

les constantes C 2 O sont dans J%, comme podaires des boules de centre O, de sorte qu'il
suffit d'établir le premier énoncé. Scit f € ¢'2(So), VL sa différentielle seconde continue sur S ,
et y le tenseur métrique sur la sphére unité. Le tenseur yf + VL étant continu sur l'espace compact
So, on peut trouver une constante C » O telle que le tenseur y(£+C) + Vf soit de type positif sur
S,+ Or on sait qu'une fonction ¢ € @’2(80) est la podaire d'un convexe si et seulement si yp + Vg

est de type positif. On a donc bien £ + C ¢ R.

Prolongement d'une fonctionnelle positivement linéaire sur @.- Soit L une fonctionnelle dé-

finie sur Co(Jé) ou sur & . On dira que L est croissante si r < r' dans I entratne L(r) = L(r*),

et qu'elle est positivement linéaire si L (ar + r') = a L(r) + B L(r'), a, B réels = 0, r, r'c Jo.

S1i L est croissante et positivement linéaire sur @, on adonc I{o) = 0O et L{(r) 2 0 sur 7&. La
proposition suivante montre qu'une telle fonctionnelle peut 8tre identifide & une mesure de Radon

zOsurSo.

Proposition 4-4-4.- Toute fonetionnelle L croissante et positivement linéaire sur le cone &> admet

un et un seul prolongement linéaire et continu sur $(S°). Autrement dit, il existe une mesure
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unique A 2 O sur S, telle que l'on ait 1

L(r) =jr(u') adu) (r e R)

So

~

En effet, soit £ € @Z(So) et C 2 O telle que £ + C € & (lemme 4-4-2). Comme L est linéaire,
L(f+C) - L(C) ne dépend pas du choix de cette constante C. On peut donc définir sur $2(S°) une
fonctiomelle L, en posant Lz(f) = i(f+c) - I(C), et L, colncide avec L sur &N $2(S°). L, est
additive, vérifie Lz(af) = q Lz(f) pour a = O, L2(—f) = - 1.2(1), donc est linédaire sur mz(so).
De plus, L2 est croissante t si £ < £' dans @2(30), 80it C <« = telle que C + £ et C + £' soient
dans J%. On a alors Lz(f+c) < Lz(!'A+C), dtol Lz(i’) < Lz(f') et L est croissante. D'aprés une pro-
position de N. Bourbaki ([ 7 ], Ch. III, § 1, Prop. 9), L, se prolonge par une mesure A 2 O sur
iig (5,), d'ailleurs unique puisque $2(So) est dense dans & (S ), et la restriction a R de ce

prolongement coIncide manifestement avec L.,

4-5 1E CONE RETICULE %1 ET LES COMPACTS DE STEINER.

Dans ce paragraphe, nous considérerons'u.niquement la classe @s_des compacts convexes

non vides symétriques par rapport & l'origine. On a évidemment @s c f/?:, et % eat encore un cone

convexe & base compacte. Les podaires r € @B sont les fonctions paires de \73:, c'egst-a-~dire véri-
fiant r(—u)/ = r(u), ue S, - L'espace quotient de §  par la relation d*équivalence u = u' 8i u = u'
ou u = -u' est identifiable & 1l'espace \‘191 c F constitué des sous-espaces de dimension 1 dans E =
Ale, et les fonctions ou les mesures paires sur So 8'identifient de méme aux fonctions et aux mesu-
res sur $ Nous considérerons donc dans ce qui suit -765 comme un cone convexe & base compacte

dans 1l'espace @(31) des fonctions continues sur 8’1 (muni de la convergence uniforme).

Pour u, € S,, le segment {x = Aug, [n] = 1} est compact, convexe et symétrique, de sorte que
sa podaire u - |< u, u, >| est un 41ément pair de K>, Si L, € &, est le sous-espace {Au,, A € R}
€ fﬂ. 1'élément de @s assoc‘:ié a ce segment est la fonction L -~ |I, Lol sur EF',_ avec la notation
|L, LOI définie par la relation (3-5-4). Nous désignerons par 761 la classe des fonctions ¢ sur

ff; admettant une représentation de la forme :

(4-5-1) "o(L) =/|L, L'| G(dL')

%

pour une mesure G > O sur .%. Si 6 est une mesure & support fini dens 9;, la fonction ¢ est la
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podaire de la somme de iinkowski d'un nombre fini de segments de droite. On vérifie immédiatement
que la convergence vague Gn - @ d'une suite de mesures pogitives sur 9”1 entraine la convergence

uniforme des fonctions ¢ associées aux G vers la fonction g associée & G. Comme toute mesure sur
9’ est limite vague de mesures a supportsfinis, on en déduit @; c \//%s Nous dirons que les com-
pacts convexes symétriques dont la podaire est dans @ constituent la classe de Steiner. D"aprés

la définition (4_5_1)’02’1 est un cone convexe dans @s c £ Eﬁ). Ce cone est fermé dans ﬂ(fﬁ).

et y admet une base compacte. En effet, si une suite {g, } < '@s converge uniformément vers une li-
mite ¢ € C( Ejo ), la suite des mesures’ G > O est bornée, d'aprés la relation fqv (L) =»(L) dL =
c fGn(dL' (s est la mesure sur Q‘f invariante par rotation, et C est la consta.nteflL,L'l w(dL)
indépendante de L'). Il existe donc une suite partielle {G } admettant une limite vague G, et la
suite {’n } converge uniformément vers la limite ¢' déflnlekpa.r ¢' (L) —f‘ L,L'| G(4L'). Par suite
¢ =9' € £ . Dans ce qui suit nous nous proposons de montrer que ce cone @ est un simplexe, ou,

ce qui revient au méme d'aprés un théoréme de Choquet [ 10] qu'il est réticulé pour son ordre pro-

pre, ou encore que la représentation intégrale (4-5-1) est unique, ou enfin que 1l'application G —

¢ de l'esgpace des mesures positives sur 5701 sur le cone ‘/Qs est un homéomorphisme.

3

Notons amparavant que pour d = 2, la classe de Steiner est identique & la classe des ccmpacts

_convexes symétriques, comme on le voit en remarquant gue tout polygone symétrique est somme de
Minkowski d'un nombre fini de segments de droites, et que la classe des polygones symétriques est
dense dans CR-JB. Par contre, 1l'inclusion \7&771 c j%s est stricte pour d 2 3. En effet, si T est un
triengle équilatéral contenu dans une variété de dimension 2 ne passant pas par 1l'origire Oet =i T!
est le symétrique de T par rapport & 0 1'enveloppe convexe C(T Uy T*) est dans QJB ma's non dans{jB’,

car toute face de dimension 2 d'un polyddre de @8 est un paralleélogramme.

Ie Théordme d'Unicité.- Pour &tablir le théortme d'unicité, il nous faudra utiliser des résul-

tats classiques d'analyse harmonigue. On rappelle qu'une fonetion K réelle et symétrique sur [Rd est

dite de type positif conditionnel 4'ordre 0 si l'on a jh(dx) K(x-y) a(dy) pour toute mesure réelle

X a support fini dans le vérifiant _f)\(dx) = 0. Nous utiliserons les deux résultats classiques

suivants :

Propogition 4-5-1.- a/ — Une fonction K réelle et symétrique sur (Rd est de type positif condition-

nel d'ordre O si et seulement si la fonction C = exp (tK) est de type positif pour tout t > O.

b/ - Une fonction K réelle, symétrique et continue sur [Rd est de type positif

conditionnel si et seulement si elle admet une représentation de la forme :
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K(h) =j°°8 (2"2< g’h 2) = 1 x(du) + a + Q(h)
- 4n” u '

oll a est une constante arbitraire, Q une ferme guadratique positive et x une mesure positive symé-

triéue sur m@, nécessairement unique, sans atome & 1l'origine et vérifiant J[[1/(1+4u2[u|2)]‘x(du)

< oo,

En effet, si exp (tK) est de type positif pour tout + > 0, la fonction K, = (exp (tK) -1)/%
est de type positif conditiormel d‘'ordre O, et par suite aussi K = lim K, pour t |\ 0. Inversement,
supposons K de type positif conditionnel d'ordre O. Alors, la fonction ¢ sur m@ X Ggidéfinie par
a(x,y) = K(x-y) - K(x) - K(y) + K(o) vérifie d/p(dx).a(x,y) u(dy) = O pour toute mesure p & support
f£ini. Il existe donc une fonction aléatoire d'ordre 2 Y : e - I?(Q,CI,P) admettant la covariance
o, 80it o(x,y) = < ¥(x), Y(y) > . Donnons-nous une suite {¥, } de FA d'ordre 2 indépendantes adﬁef;

tant la méme covariance o, et désignons par N une varisble aléatoire poissonienne d'espérance éga-

le & t et indépendante des Y .

Alors l'application 2 3 B - LZ(Q,CZ,P) définie par Z{x) = 181 8N =0et 2(x) = Zﬁ'Yi(x) si
N = m est une PA d'ordre 2 et admet la covariance < 2(x), 2(y) > = exp | t(a(x,y) -1)}. On en dé-
duit que la PA ¥(x)/|| 2(x)| edmet elle-méme la covariance exp { t(K(x-y) - K(o)}. Par suite la
fonction h - exp (t K(h) est de type positif,'ée qui achéve de démontrer a/. A

L'énoncé b/ est une conséquence immédiate de a/, compte tenu des théorémes classiques sur les

lois indéfiniment divisibles.

Nous pouvons utiliser ces résultats pour étudier le comportement au voiéinage de l'origine
d'une covariance réelle C continue sur mﬁ (i.e. une fonction réelle de type poéitif). Plus préei-
sément, supposons qu'il existe un nombre a (avec nécessairement O < « s 2 comme on éait) tel que
la limite C (k) = lim [(c(un) ~ C(0))/a*] existe en tout h € B pour a |, 0. Pour A > O, on a alors
évidemment QO(Ah) =" co(h), de sorte qu'il existe une fonction paire ¢ > O sur la sphire unité
S, telle que 1'on ait o, (n) = - jn|® y(h/lhl). Nous nous limiterons au cas ou la fonction ¢ est
continue sur So .81 a = 2, on sait que Co(h) est une forme quadratique > 0, et de méme s8i a = 0
on a co(h) = 0, de sorte que le cas intéressant est celui ol 1'on & 0 < a < 1. Le théoréme sui-
vant caractérise la classe des fonctions ¢ admissibles et donne un fhéoréme d'unicité plus général

méme que celui dont nous avons besoin.

THEOREME 4-5-1 - Soit ¢ un nombre réel avec 0 < a < 2 et ¢ une fonction continue sur la sphére

unité S0 de m@ . Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes, et entralnent que
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¢ est symétrique sur S 3

a/-I11 existe une covariance réelle sur (Rd telle que l'on ait en tout h € le

lim [(¢(o) - C(ah))/a%] = |n|* ¢(h/|h|) pour & | O.

b/~La fonction h —»<h|® ¢(b/|h|) est de type positif conditionnel d'ordre O sur &2,

¢/~I1 existe sur So une mesure symétrigue et positive p nécessairement unique telle que

¢ admette la représentation :

¢(a) = j|< 8, 8' >]% u(as")
S

[+}

Montrons a/ » b/. Pour a réel > 0, la fonction Ka(h) = [¢(an) -~ C(0)]/a™ est de type positif
conditiomnel d'ordre O. Il en est donc de méme de K(h) = - |n|% ¢(b/|h|), limite simple de K (h)

pour & |, O.

L'implication b/ » ¢/ constitue la partie ddlicate de la démonstration. Si la fonetion X(n) =

- |n|® ¢(n/|h|) est de type positif conditionnel d'ordre O, elle admet la représentation

(4-5-2) K(n) = ]°°s4(2’2‘ T ‘I‘g 2= 1 y(au)
T u

pour une mesure syméi:rique x 2 0 sens atome & 1'origine, nécessairement unigque et vérifiant

/[1/(1+ 4 z2 u2)] y(du) < . Cela résulte, en effet, de la proposition 4-5-1 et des relations

K(o) = 0, 1im K(h)/|h|2 = 0 pour |h| - «. La relation K(ah) = a% K(h) (a 2 O) montre que la mesure
y de la relation (4-5-2) vérifie y(a du) = a % y(du), & ceuse de l'unicité de la meaure spectrale
de la propoaition 4-5-1. Pour tout borélien B de "SO, posons 8= {a B 0<asx 1}, et posons v(B)
= x(B)/ x(§o). I1 est facile de voir que v se prolonge par une probabilité symétrique v sur S,

que nous noterons encore v. De x(a E)/x(§)) = ™% v(B), on déduit ensuite que v vérifie la relation :

/f(u) x(du) = A/v(da)] £(pa) p1_a dp
o

So

pour toute fonction continue f & support compact dans [Rd, et avec A = (2-a) x(§o). Cette relation

entratne aussi l'unicité de la probabilité symétrique v. Un en ddduit également la relation 3

w .
(4-5-3) r® ¢(s) = A/v(do) f 1= cos %npg < 9,82 ,l-@ g4,
3, o 4" p
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Mais d'autre part on sait que la fonction h --|h}% sur m‘_ est de type positif conditionnel et

admet la représentation :

o
Ihla = B_[ 1= cgs gngh p1-a dp
p
0

avec une constante B convenable, qu'il est inutile d'expliciter. En remplagant h par r < o,s8 > et
en substituant dans (4-5-3) on obtient la relation suivante, qui est gquivalents & (4-5-3)
[d

(4-5-4) r® p(s) = A"r“‘f l< 0,8 >|% v(do)
: )

aveo une constante A' qu'il est inutile d'expliciter.

Ainsi, la fonction ¢ admet hien une représentation de la forme amnnoncée dans 1'énoncé ¢/, avec
p = A'v. L'unicité de u résulte de l'unicité de la probabilité v (c'8st-a-dire, en définitive, de
1l'unicité de la mesure spectrale x) de sorte que 1'implication b/ =» o/ est démontrée.

Inversement, 1'implication ¢/ =» b/ rdsulte de 1'équivalence des relations (4-5-3) et (4~5-4).
Enfin b/ entraine ¢/, comme on le voit en prenant €(h) = exp {- |h|% ¢(h/|h|)} et en utilisent

1'énoncé a de la proposition 4-5=1.

Compte tenu de l'homéomorphisme entre fonctions continues (resﬁ. mesures) sur Sﬁ et fonctions

continues (resp. mesures) symétriques sur So’ nous pouvons énoncer 3

. me y(L) §£}L’ L']“ G(dL'), Le 31 (avee un ¢ réel tel que O < x < 1) pour une mesure positi-

1
ve G sur .31 est un simplexe et 1l'application G - ¢ est un homéomorphisme de 1'espace des mesu-
res positives sur Sﬂ sur le cone <R%' En particulier, 1'espace vectioriel engendré par les fonc-

tioms L - |L, L'|% L' € <, est dense dans 6’(3’1).

La premidre partie de 1l'énoncé découle immédiatement de 1l'unicité de la mesure p du théorime
4-5-1. Pour montrer la seconde partie, supposons'qu'il existe une mesure u orthogonale aux fonetions
L~ |L, L'|a, et soit p = p,_ - p_lla décomposition de Jordan en deux mesures = O B, et u_ . On a
alors fp+(dL')|L,L’|a = fp_(dL')lL,I.'la y done p =p - p_ =0 d'eprds l'unicité de la représen-

tation intégrale, ce qui aché&ve la démonstration.



103

Interprétation géométrique.~ Dans le cas a = 1, le graphe dans E§+1 d'une fonction de cova-

riance h - c(h) vérifiant la condition a/ du théoreéme 4-5-1 admet un cone des tangentes en h = 0
dont la base dans 1l'espace Bl initial est la frontidre de l'ensemble F = {x : |x| o(x/|x|) = C(o)}.
D'aprds le corollaire 2 de la proposition 4-4-1, F est un voisinage convexe fermé et symétrique de
0 dans m@. Dans le cas 4 = 2, la réciprogue est vraie, puisque la classe de Steiner est alors i-

dentique & la classe des compacts convexes symétriques. Ainsi :

admettant la frontiére de F comme base de son clne des tangenteé en 0 si et seulement si P est

un voisinage fermé convexe et symétrique de O dans 82. Dans ma, d > 2, cette condition doit &tre
remplacée par : il existe un compact de la classe de Steiner dont la podaire ¢ vérifie : F =

{x + |x| ¢(x/|x]) £ 1}. Ou encore : une fonction ¢ sur la sphére unité est la podaire d'un com-
pact de Steiner si et seulement si la fonction h - exp(- |h|g(h/|h|) est une covariance continue

dana Bg.
Caractérisation des réseaux de droites ou d'hyperplans poissoniens.— Soit A le réseau poisson-

nien stationnaire d'hyperplans (resp. de droites) mssocié selon la formule (3-5-1) 4 une mesure &
positive sur Efd-1 (resp. sur Eﬂ). On a vu que A induisait sur toute droite de direction S € Eﬁ

(resp. sur tout hyperplan de direction S ¢ Efa_1) un processus de Poisson ponctuel de densité

p(8) = k/f |s, ot| &(do)
<
d-1
(resp. §£ IS, ot| &(do)). Compte tenu de 1'homéomorphisme S — st de \91 sur Sﬁd-1 et de la rela-
1 L

tion |S1. 82| = lsf 8 |» i1 résulte du corollaire 1 du théoréme (4-5-1) que les fonctions de cet-
te forme sont exactemernt les fonctions ¢ 63%1, et que le réseau poissonien est univoguement déter-
miné par la donnée de la fonction ¢ € GZ1 telle que ¢(S), S € f¥1 (resp. ¢(S‘L), S € 93_1) soit la
densité induite sur les droites de direction S (resp. les hyperplans de direction S). Domnons

1'énoncé précis dans le cas des hyperplans poissoniens :

sphére unité So’ S représentant la direction du vecteur unitaire u € So. Les quatre conditiors

suivantes sont équivalentes :

a/ - I1 existe un réseau poissonien stationnaire A nécessairement unigue d'hyperplans dans m@

tel que, pour tout S € &,, 9(S) soit la densité du processus ponctuel induit par A sur les

1)
droites de direction S.

b/ - 11 existe une mesure G > 0 sur Eﬂ nécessairement unique telle gque 1l'on ait
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o) = [Is, sl stas) ., se &

¢/ - La fonction K = h - -|h| ¢(h/|h|) est continue et de type positif conditionnel sur .

d/ - La fonction C = exp (K) est une covariance continue dans th. i
De plus, lorsque l'une de ces conditions est remplie, G est la meéure associée selon la formu-
le (3-5-1) au réseau poissonien A induisant les densit‘és 9(8), S ¢ fﬁl, et, pour tout x, ¥y € (R ,
C(x-y) est égale a la probabilité pour que les poi_nts x et y ne soient sépards par aucun hyper—
plan du réseau A. ’

K
La mesure superficielle Gd-1 .~ Avant de poursuivre l'étude de la classe de Steiner, montrons

que l'on peut associer a tout K € CO(JG) une mesure positive Gdl_{‘1 nécessai.remenf unique sur S,;i—'1

vérifiant la propriété. suivante : .

(4-5-5)  ugeq (Mg X) fo s, 51 6,5, (as") (s eSy_y)
a-1 '

Nous dirons que Gdl_(1 est la mesure superficielle agsociée a K.

L'unicité de GK résulte du théordme 4-5-1. Pour établir son existence, considérons d‘'abord le
cas ol K est un polyddre. Solent alors iii € Sc> (i =1, 2...p) les normales positives associées

sux (d-1) faces de K, et F,; les (d~1) volumes de ces faces. Posons F = 12-2 P, 6, . F est une mesu-
i . :

re positive sur la sphire unité S o’ .et son intég:fale fF(du) est ééale a d W (K), W désignant la
fonctionnelle de Minkowski d'indice 1. Cette mesure F vérifie meanifestement la relation p, 1(n LK
f|u, u'| F(du'). Si X € C (JG) n'est pas un polyddre, on peut trouver une suite de polyédres

{Kn} convergeant vers K dans CO(J'G) et associer a chaque Kh la mesure Fn possédant la propriété ci-
dessus. Comme la fonctionnelle W, est continue sur C(J6), la suite {F,} est ‘bornée et on peut en
extraire une suite partielle (B, } convergeant vers une mesure positive F sur 3’ Compte tenu des
lemmes 3-5-2 et 3-5-3, la fonction K= pg_ -1 (n 1 K) est continue, de sorte que la mesure F vérifie
encore la relation p,_, (nu"' K) = [|u, u| F(du ).

Désignons alors par G = GdE la mesure définie sur Ef’d | par la relation -j‘p(s) G(as) =

1
ff(u) P(du), ¢ € ¢’(3:i 1) et £ désignant la fonction symétrique définie sur 9{’ par f£(u) = ¢(0¢),
o désignant la direction du vecteur unitaire u. Cette mesure G vérifie bien la relation (4-5-5).

En géométrie intégrale, [ 20] , on démontre 1'existence de fonctions contimues wk, k=1,2..

d-1, sur 1'espace produit C(JG) x C(HG) vérifiant la relation suivante pour K, K' ¢ C(J6) et p 2 o
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(4-5-6) b @ pK') = ug(K) + S, p* WK, K) + o py (k')

Ces fonctions sont C-mdditives et invariantes par translation relativement & chacun des deux argu-
ments K et K'. Nous reviendrons ultérieurement sur leurs propriétés, et pour 1l'instant nous nous

intéresserons uniquement a la fonctionnelle w1 définie par

K& pK') - u,(K
V.(K, K') = 1im ng (K@ pK') - py(X)
! py0 P

Pour K € CO(JG) fix4, 1l'application K' - W1(K, K') est continue sur CO(JG), croissante, C-
additive et additive pour l'addition de Minkowski. Elle eat manifestement aussi homogéene de degré
1 et par suite positivement linéaire. Il existe donc, d'aprés la proposition 4-4-4, une mesure de

Radon Ay sur la sphire unité telle que W1(K, Kt) = j‘AK(du) rK,(u). Cette mesure A est d'allleurs
S

o
manifestement symétrique sur S , de sorte qu'il existe une mesure z= O Hy sur :j§_1 vérifiant

W1(K, K') =g£ uy (m LK') HK(dB). En prenant pour K' un segment de longueur unité et de direction
S

d-1 :
St » S, € Fy_,» on trouve W1(K, K') = ng_, (nso K) = 4 I8y s, Hg(ds).
d-1

Par suite, d'aprds le théoréme d'unicité, on a HK = Gd§1 , €t nous pouvons énoncer i

Proposition 4-5-2.- La mesure superficielle Gd§1 associde a K € C(\ﬁ%) selon la relation (4-5-5)

vérifie pour tout K' € CO(JG) :

w.(K, K') = 1im -8 (K @ pK') - uy(K)
15 '

pl0 P ) q{“’ Mg X Gany (49
-1

La formule de Steiner généralisée.- Un peut se demander dans quelle mesure les fonctiomnelles

Wk(K, K') de la relation (4-5-6) admettent pour k > { des représentations analogues & ¢elle que
donne la proposition 4-5-2, pour des mesures Gdgk convenables sur SG_k . En fait, il n'en est

rien, du moins pour d > 2, mlme si on se limite au cas ou K est un convexe compact symétrique.

Proposition 4-5-3.- Soit K un compact convexe symétrique. Il existe pour chagque k (0 < k < a-1)

une mesure positive Gdfk sur &, ) telle que l'on ait pour tout K' € Co(&G) et p >0

‘ a-1
(4-5-7) by (K@ pK') = puy(X) + T, 0" / By (nS_LK') Gdfk (@s) + ¢ ug (K*)
-k
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si et seulement si K appartient a la classe &1 de Steiner.
Montrons d'abord que cette condition est nécessaire. Il est clair, d'aprds la relation
(4-5-6), que les fonctionnelles W, sur Cé(d@) X C‘O(JG) vérifient la relé.tibn Wl‘((K.,K')‘ = W-d_k(K',K).

D'aprds la proposition 4-5-2, on a donc 3

¥, (K E') = W (K',K) -/ uy (M LK) 6oy (a8) = fud_,(n LK) 6 (a8)
%y g et

Prenons pour K' un convexe contenu dans S € of;_, et de (d-1) volume unité. On a alors Gd-l-(; =

5§, et pd_l_‘] (ns_LK') = ISO SJ'l. Par suite, la podaire ry(u) = % My (nu_‘_K) du compact convexe

)
o
symétrique vérifie ry (g) = -% fl S0 st G% (4S) pour un vecteur unitaire u  de direction S, .

Autrement dit, on a ry € 5?;1 , et K eat un compact de Steiner.

n
Inversement, considérons un compact A = @ 31 L, (21 205 I = {ruy, al = Ja-} pour des
. i= i h
vecteurs unitaires u,,...u, et montrons que A vérifie la relation (4-5-7). Nous noterons (u1, Uy

..uh) le n volume du paralldlépipéde u, & u, .. ® Uy Partons de la relation :
(4-5-8) by (Mg (Ko £1)) = p(my K) + Elu,0] py (nqu K)

valable pour tout o € S’k et tout vecteur unitaire u (identifié & sa direction dans 3; avee L =

{Au, || £ 1/2}. Pour o = B, cette relation se réduit a

4L
On en déduit que le compact £ I vérifie la relation (4-5-7) avec G, = )] 85(u) {8(u) direction de

u dans 5?1) et G, = G, = #.. = 0. Supposons par récurrence que la relation (4-5-7) soit vrale pour

2 3
n
tout A= @& ei I‘i somme de Minkowski d'au plus n segments de droite avec les mesures définies
i=1 =
comme suit

a/ -6, =2 ¢

1 i (Si € ‘f1, direction de ui)

Sy

v/ - pour k > 1, G, est 1l'image de la mesure

1, (wyhe.omy) 6,0 5,) 6,(d 5,)...6,(a 5)

sur 1l'espace produit (5"1)k par l'application (s1, 32,...sk) ~5,05,0...0 Sy de (Ea"1)k dans .
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éj; (cette application est définie presque partout sur ( Eﬂ)kﬁ puisque 5, @ ... @ Sy egt de di-

mension inférieure & k si et seulement si le volume (u1,...uk) est nul).

Montrons alors que Ae L (I = {Au, [A] = %} pour un u € S et £ > 0) vérifie encore la rela-
tion (4-5-7) avec des mesures construites selon les deux ri¥gles a/ et b/ - ce qui achdvera la dé-
monstration en ce qui concerne les sommes de Iinkowski finies de segments de droite. Pour cels,

partons de l'hypotheése de récurrence, soit :

(pﬁA@K)=V“)+§ QHP1ULLK)+'"
{ {
( ) E = 2, £ P ( ) (n K) +
4-5-9 + eee u, U, geesld u oo
( L€aeeciy, Ty 17T i 1, ' AR - e e !
( 1 k 1
+ > € oo 2y (uy ye.ouy )
i,«...<i i1 §Ld 11’ 1a
1 d
et remplagons K par K @ £L. D'apres la relation (4-5-8), on trouve
Mo (Mg (ke fn) =y, (7, K) +
11""1k 11""ik
1wy oy g b gy (T K)
1 k u i i
gy ey
4
avec o =w,tn...nuwt.or|u o = (U; yeeat; , u) et U™ o =
iyeee, TR0 ey ', i,...ikl 1000ty 1ireeedy

ui*'n ees N uii'n ul . Par conséquent, en substituant ces expressions dans (4-5-9), on retrouve la

formule (4~5-9) éerite dans le cas n+1 avec LR et en+1 = 4,

La proposition est ainsi démontrée dans le cas ou A € CQH est une somme finie de segments de
droites. Si maintenant A est quelcongue dans 521, on choisira une suite {An} convergeant vers A
dans éﬂ, et telle que chaque An soit somme finie de segments de droites. De cette suite, on extrait
une suite partielle {Ah } telle gque chacune des suites {GAnP} (0 < k < d) admette une limite Gﬁ
(3ela est possible, car ces suites sont bornées en vertu de la relation J[ i (ds) = Cy W (A,
pour une constante Ck convenable et la fonctionnelle Wk de Minkowski). La relation (4-5-7) passe

donc & la limite, et cela achéve la démonstration.

De cette proposition découlent les corollaires suivants utiles pour les applications :



108

COROLLAIRE1-PourAe@,pentier (0<p<ad), seff’ et K € C (J6), on a :

d-p / 1 A
= d
o (HS_L(AGB K) =4, (nsJ_K) + k§1 loy §7lugoiey (nsJ-noJ'K) G, (do)

%

.

et, en particulier :

. . A
(4—5-10) “a-p (m _LA) f la, s% . Ca—p (do)
J-p

Ces relations se démontrent de la méme manidre que la proposition elle-méme. En utilisant la

symétrie Wk(K, K')‘= Wd-k(K’ K') de la fonctionnelle mixte de la relation (4-5-6), on obtient le 3

COROLLAIRE 2 -~ Pour K et X' dans 32;1 et 0<k<d, ona:
J b @) = [ '
W (K, ') = ) pdm K" Gy (d8) = /oy, (M K) G (do)
:Pd k 5 k ’ :

Pour la boule unité B € @1, les GE sont proportionnelles aux mesures invariantes @y, 8VeC

un coefficient que l'on détermine en identifiant les relations (4-5-9) et (4~1-8). D'ou :

té invariante sur ffk. -

Pour A € Ry, la relation du corollalre 2 écrite avec K = A et K' = B donne bk_/G Zy (@s) =
( ) Wk(A), d'aprés 1'expression de Gy k . Dtol :

k(A = [v/ () j Gg-x (a8)

d-k

Enfin, en écrivant les relations du corollaire 4 avec A = B et K = pB;, et en procédant par

identification avec la formule se Steiner, on obtient le :

COROLLAIRE 5 - Pour S € E{i) et 0 < k s p, la moyenne de rotation de la fonction o - |g, S| sur yk

est constante sur cyp et vaut
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j (&) By Py
P |s, S] mk(da) = TL—
k (k) P Pp-i

Pour k = p, cette constante se réduit a (1/(%)) bP bd-p/bd‘

REMARQUE - D'aprés la relation (4-5-10) et le théoréme d'unicité, la mesure Gdf1 est identique
&4 la mesure de surface définie par la relation (4-5-5). Elle existe non seulement pour A € J?"l’
mais méme pour tout compact K € CO(JGQ. La mesure linéaire G? , au contraire, n'existe que si et
seulement si le compact aymétrigue A est dans \@1. puisque 1/2 p.1(ns 4), S ¢ c:f’1 est la podaire

de A. D'aprds le théordme d'unicité, cette mesure Gf

est unique. On peut conjecturer que le thé-
ordme d'unicité s'applique encore si 1 < k < d-1, autrement dit que les fonctions de la forme S -

flS, o| 6(do) ol G est une mesure positive sur ‘fk constituent un simplexe dans ﬁ(‘fk), ou en-

k .
core que les fonctions S - |S, Sol » S, € <f, forment une partie totale dans € ( gk)‘ Nous n'abor-

derons pas ce point.

A A
D'autre part, la mesure G;_, existe pour tout A € C, U0, tandis que G, n'est définie que
sur la classe de Steiner. Il serait intéressant de préciser si, pour chague k compris entre O et
d, 11 existe une classe de compacts strictement comprise entre \7?:1 et GO(J'G) sur laguelle la me-

A
sure Gk soit définissable.

A
Enfin, au cours méme de la démonstration, on a vu que Gk est la mesure sur ka dé uite de:

la mesure
1 (u, u u)GA(dS)GA(dS) GA(ds)
k! 17 T2'° Tk 1 1 1 270 k

sur l'espace produit (,‘:f1)k par l'application (S1, sz,...sk) ~5,85,®...0 S, de presque tout
. (?ﬂ)k dans & (on désigne par (u1, u2,...uk) le k volume du parallélépipide construit sur des

vecteurs unitaires u; € Si, i=1, 2y...k). L'application G, - Gk de 1l'espace des mesures 2 O sur

1
91 dans l'espace des mesures = sur C:fk n'est ni injective ni surjective. En effet, pour S € C;fk y

65 est 1'image de G, = 1/(u1,...uk) z 8, 81 les u, sont des vecteurs unitaires orthogonaux dans
i

1
S et I‘i leurs directions., De m@me si S et S5' € ‘fk, la mesure Bs + 6S' n'est 1l'image d'aucune me-
sure G‘I . On peut donc se demander quelle condition doit vérifier une mesure G, sur ff’k pour &ire

la mesure d'ordre k aessociée & un compact de Steiner A. Nous n'aborderons pas ces problémes.
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Loi des Variables Aldatoires |S, Sy| .

On rappelle que pour S € ka et 8, € ?7‘; (0 <ksp<d), la notation |S, Sp| désigne 1a va-
leur absolue du déterminant de la restriction & 35 du projecteur r[s du sous-espace Sp, de sorte
que 1'on a 0 < |S, Spl < 1. Nous nous proposons de trouver la loi e 1a variable aléatoire S -

s, s,| sur (&, ®,), = désignant la probabilité sur of, inveriante par rotation. Pour abréger
les notations, nous écrirons X'%,Y si les deux VA X et Y sont égquivalentes en loi, I.e., admettent
la méme loi de probabilité, et nous désignerons par zaiB une VA admettent la loi beta de paramétres .

(2,p) positifs définie par la demsité :

£ (=) = L(atp) = jo- (1-2)P~1 (02 s-1)
ap r(a) r(p)

ou, sussi bien, par ses moments :

(4-5-11) (2 » ) = Dlaxf) _Ilath)
orP r{a)  Tla+p+r)

Examinons d'abord le cas k = 1. Nous d4signerons par Yp la variable aléatoire |8, Spl a4 une
équivalence prés. En raison de 1l'invariance de la loi @, pour les rotations, la loil de YP ne dé-

pend pas du choix de S§_ € EFP. Ou encore, 8i S et Sp sont deux variables indépendantes sur 5"1 X

P
C;fp, avec la loi = ® Pp ou Pp egt une probabilité quelcongue sur 9;, la V.A. |8, 8 | est indépen-

dante de S .
—_ P

Cherchons la loi de Yp. Pour cela désignons par X = (x1,...xd,) un vecteur aléatoire sur le ad~-

mettant la loi de Gauss de densité

)
_ 1
8 () = =gy em (- =5

et par X' = (x1,...1&)) et X" = (po,...xd) ses projections sur les sous-espaces définis par les

p premiers et les d-p derniers axes de coordonnées. X' et X" sont indépendantes, et admettent les
lois g, et gde respectivement. D'autre part, la variable |[X'|/]|X| est équivalente & Y, et indépen-
|2 + |X"|2, les deux variables |X' |2 et |x*|% sont indépendan-
tes, et admettent les lois gamma de densité (2-p/2/1‘(p/2)) rp/‘2—1 exp (-r/2) et [2_(6‘-1))/2 .
r(da-p)/2] r(d—P)/2 ~1 exp (-r/2) respectivement. On en déduit sans peine que |)('|2_/|X|2 obdit & la

loi beta de paramdtres (:% , d—_ék ), soit



11

J 4 1/2

Y,E (z2 , m)
3 2
ou encore :
(4-5-12) By - e/ r(Gep)/2)
, P r(p/2) r((a+d)/2)

¥xaminons maintenent la variable S - |S, Sp[ sur (ffi, mk) ol Sp est un élément de 5;, p2k

> 0. Ici encore, la loi de |8, so| est indépendante du.choix de S_. Il est clair que la loi =, sur
i k )

o, est 1'image de la loiw,( d L) =,(d Ly)...=,(d L) sur (9’1) par 1'applicatidn (L,, Lys..Iy)

- L 5

1 2
obéissant 2 la meme loi ® invariante sur la sphére unité, la VA IS, Spl est équivalente au rapport-

Do Lk‘ Si donc nous désignons par Ugy Upyenelly k vecteurs unitaires indépendants

(e Wype.Jlq w)/(u s, u. ) des k-volumes des paralldlépipddes construits sur les vecteurs Ny u; et
Sp1 Spk 1 k Spi
uy respectivement. Or, on peut écrire :

u

(u1,...uk) = (u)) InuJ‘ ué| cee |, il

ER
1 u1 n...ﬂuk_1
(Mg Wyrooollg W) = [Mg uel Mg~ uyleee|lg ~pt Louyl
SP 1 Sp g4 Sp 1 SprN1 2 Sﬂﬁu? n...uk_1 k

D'aprds la remarque faite plus haut, 1'indépendance et 1'isotropie des vecteurs unitaires u, en-
traine 1'indépendance des différents facteurs qui figurent dans ces produits. Om en déduit done

les équivalences 1
. @ d

( R} )E Y
1 Y j=gj[;1 J

£ B
(Mg Wysee-Nqu)® TT Y.
Sp 1 Sp k p-k+1 3

e L e

ou les Yj désignent des VA indépendantes obéissant aux lois définies en (4-5-11) (conventionnelle-

ment Y, est la VA p.s. égale & 1).

D'un autre c8té, la VA (u1,...uk) est invariante par rotation, donc indépemiante de S = L1 ® ..

«.® L, et, au contraire, le rapport (ns Uyyes g uk)/(ui,...uk) ne dépend que de S. Ces deux VA
gsont donc indépendantes. On a ainsi 1l'équivalence en loi suivante, ou les différents facteurs dée

signent des VA indépendantes :

d &£ » [
s, s, TT Y.= TT X
T d=k+1 J p-k+1 J
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Aui;rement dit, pour tout A 2 0, on.a

’ ‘ A P E(Y.k)
(4-5-13) E([s, s | = TT —d—
P P- +1 E(Yj+d-p)

Mais, d'apreés (4-5-11) et (4-5-12), on a également

A - j+d—
B(Y,) r(d5e) p(dLd) A2
A = (2 ( +d.-2- +)\) = E(Z.al m)
E(Y,4-p) - /2 r 3—2—2 2 =3

Nous pouions donc interpréter la relation (4-5-13) par l'équivalence en loi :

s, 5,1 T

Zz
- 4 » 422
p~k+1 2’ 5

Ainsi |8, Splz est gquivalente au produit de k variables aléatoires indépendantes Zi a-

’ __2
2 2
les lois respectives sont les lois_beta de paramdtres (j/2, (d-p)/2). En termes de moments, on

dont

trouve explicitement :

) P r(4xd=p) r(dd
(4-5-14) E(|s, s |M) = T 2 2 (» 2 0)
15, 8| jep-ket  T(3/2)  p(4X9ER) :
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4-6 _CAS DU PIAN EUCLIDIEN,

A titre d'exemple, nous allons étudier le cas particulier du plan !Rz, dans lequel les
propriétés des cones convexes R et. 3%1 = @5 sont particulidrement faciles & mettre en évidence,
Nous identifierons le cercle unité S, & l'intervalle [o,2r] et désignerons par a l'angle polaire
d'un point de So' Ies fonctions continues aur So sont, aussi bien, les fonctions continues pério-

diques et de période 2m sur IR1.

Montrons d'abord qu'a tout X € Co(-fG) est associde une mesure positive unique 8y sur le cercle

unité, que nous appellerons mesure périmétrique de K. Soit rp € X, la podaire de K. Si ry € CZ(SO),

c'éat-a-dire admet une dérivée seconde continue, on sait que la frontiére de K est l'enveloppe des
droites d'équation x cos a + y 8in a = rK(a), a € So’ et que le rayon de courbure au point de con-
tact de chacune de ces droites est ds/da = rK(a) + r;(a). En particulier, une fonction r € ¢'2(S°)
est dans &> si et seulement si on ar > O et r + r" 2 0. La mesure périmétrique est alors, par

"

définition, la mesure s, de densité Tg +Tg

K
Toute fonction f € &(So) est limite uniforme pour t | O de ses régularisées £, = £ * g, ol

* désigne le produit de convolution sur S° et 8 la fonction

8 = 6@ = (1/VE) T exp - (a-2kn)2/20%]

qui est la densité du mouvement brownien et vérifie la relation des demi-groupes 8 * Byr = Bypqre

"
4 gt Ty ® 0. Pour tout

fe $2 (So), f 2 0o0n adone < Ty £+ > 2 0 (la notation < f,g > représente le produit scalaire

Ssire R, ses régularisées r,, t > O sont dans @2(80) N7, et vérifient r
ff(a) g(a) da). Si t | 0, 1la convergence uniforme ry - r dome < r, f+ f" > 2 0. Inversement, si
une fonction positive r € $(SO) vérifie < r, £4f" > 2 0 pour £ 2 O dans ¢°2(So), ses régulariades
sont positives et vérifient < r,, f+ " > =<r, + r:, t>=20, d'obr, + r; 20, et r, € RN @2(50).
Bn en déduit r € &, & cause de la convergence uniforme T, =T, D'autre part, les mesures périmé-

triques a, assooléea aux podaires r, vérifient jst(da) = 2 o‘éi(Kt), ol 2% est la fonctiomnelle

t
continue agsoclée au périmetre et Kt le compact de podaire T, Pour t J, 0, on a done
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2i(Kt) - 2£(x), périmétre du compact K de podaire r, et par suite Supft(da) < o, Il existe dono
une suite 1: L 0 telle que la suite Bt converge vaguement vers une meaure positive 8. La relation
<r, f+f">= fs (de) fla) valable pour tout f € 43 (S ) montre que l'on & encore fs(da) f(a)
= < r, f+f" > , d'olu 1l'unicité de cette limite s, et la convergence vague lim 8, = 8. Cleat cette
limite s que nous appellerons mesure périmétrique du compact K asscolé a lat;gdaire r. Le méme ar-
gument que ci-dessus montre gque l'application r - 8 de J\’?dans l'espace des mesures positives sur

So eat continu. Ainsi :

Proposition 4-6-1.- Une fonction r continue et positive sur le cercle unité est dans &> 81 et seu=-

lement 8i on a < r, f+f" > » O pour toute fonction £ » O dens ¢2(S°). A tout K € CO(JG) de
podaire r, € R est alors associée la mesure positive unigque s, définie par ff(d) s(da) =
<r, f+f" > , £ € $ (S ), appelde mesure périmétrique de K. L'intégrale ja (da) eat égale
au périmdtre 2 £(K) de K, et 1l'application K — 8y de C (J6) dans 1'espace ' des mesures

positives dans S est continu (pour la topologie vague).
La relation ff(a) a(de) = < r, f4f" > entraine, en particulier
(4-6-1) i _/cos a 8(da) = _/sin a s8(da) =

Inversement, donnons-nous une mesure s 2 0 sur S> vérifiant les conditions (4-6-1), et montrons
qu'elle est la mesure périmétrique d'un K € C, (Jo). an.minons d'abord le cas ou 8 est & support

fini, soit 8 = Z} £ 'E >0, 0<q, ... <a, £0. Pogons x -Z) €, u, , ouu, est le
j k P 33 J

1

vecteur unitaire de direction ay + /2. La suite x, est périodique, d'aprds (4-6-1), et en parti-

culier x, = 0,. et ltenveloppe convexe de [11,...xk} est un compact convexe K contenant O, spit

‘K € CO(J@). On vérifie ensuite de manidre 4lémentaire que s est bien la mesure périmétrique asso-
k

ciée & K. les points ‘xj étant extrémaux pour K, K est contenu dens la boule de rayon I, fj =
[8aa) = 22(0).

8i s est maintenant une mesure » O quelconque vérifiant (4~6-1), elle est limite vague d'une
suite {s } de mesures & supports finies vérifi.an-t. (4-6-1). Il existe donc une suite [Kn} dans
CO(JG) dont les s sont les mesures périmétriques, et cette suite est contenue dans la boule de
reyon Sup fsn(da) < o, d'aprés la remarque précédente, Par suite, il existe une suite partielle
[Knk} a.dﬁettant une limite K € CO(JG). D'aprds la continuité de 1'application K - sy (Proposition
4-6-1,8 est la mesure périmétrique de K € C_(JO).

Désignons per (946: 1'ensemble (fermé dans HG') des mesures positives vérifiant (4-6-1),
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ctest-a~dire comme on vient de le voir, l'ensemble des mesures périmétriques. L'application K -
sy de CO(JG) sur 34’(;: n'est pas injective. En effet, d'aprés la relation fs(da) fla) = < r,f+£" >
les coefficients de Fourier 85 =fs(du) exp (-ia) et a, =fr(u) exp (-ia)da de la mesure périmé-
trique et de la podaire d'un compact sont 1iés par 8, = ap( 1-‘-1)2). D'ol a, = sp/(1-p2) pour p # £ 1.
Pour p =21, on a sp = 0 d'apres (4-6-1) et a1 et a_1 sont indéterminés. Or, deux compacts K et

X' dans Co(ifp) se déduisent 1'un de 1'autre par translation si et seulement sl leurs podaires r

et r' ont mfmes coefficients de Fourier pour p # + 1, soit r - r' = a cos a + b sin « pour des
constantes a et b convenables. Désignons par t la relation d'équivalence dans C(JG) définie par
KT K' si X = XK' & une translation prés. L'image inverse de s dans CO(J@) est donc la restriction
a CO(JG) d'une classe d'équivalence de translation. Autrement dit, les mesures périmétriques sont

invariantes par translation. On peut prolonger a C(JO') entier 1'application K — 8, en désignant

par 8y la mesure périmétrigue de 1l'un guelconque des translatés de K contenus dans CO(JG).

On désignera par CT(-.K;') l'espace quotient C(§G')/t. L'application ¥ - 8x (ol K est 1'un
quelconque des éléments de CO(J{a) N ¥) est ainsi une bijection de ¢, sur 9"’6: . Montrons que c'est
en fait un homéomorphisme pour la topologie quotient de C_‘. On a d4ja vu la continuité de K — By-
Inversement, soit {s } une suite convergeamt vaguement vers {s} dans%: » et K € CO(JG) un compact
dont la mesure périmétrique est s,. La suite {Kn} étant contenue dans la boule de rayon S:pfsn(da)
<, i1 existe une suite partielle {Knk} convergeant dans Co(\%) vers une limite K. Mais 8 est alors
la mesure périmétrique de K d'apres la continuité de K - By . Par conséquent, K est unique & une
équivalence preés, et la suite {ﬁn} des classes des K converge vers la classe K de K dans CT pour

la topologie quotient. Ainsi :

Proposition 4-6-2.~ Soit%: l'espace des mesures z O sur 3 vérifiant fexp (ia) s(da) = 0, et

CT(J'G') l'espace quotient C(FG')/t, ol T est 1'éguivalence de translation. Alors, les compacis
K d'une classe K € C (f6) ont la m®me mesure périmétrique sy, et 1'spplication X - sy est wn

homéomorphisme de CT(K') muni de la topologie quotient sur 37’51 muni de la topologie vague.

I1 est clair que l'espace de Hilbert I.2(So) (ol le produit scalaire est < £,g > )induit sur
5% une topologie plus faible que celle de I , qui est définie par la convergence uniforme. kn fait,
ces deux topologiea coilncident sur le cone JL, En effet, si r € R, est la podaire de K € CO(JO) ’
posons y = Sup {r(a), « € [0,2n]}. Alors K contient au moins un segment de longueur y dont la po-
daire est y cos(a-a°)+ pour un certain a, » On a done /rz(a)da 2 n 72/2. Dtol 1l'équivalence des

deux topologies sur > . En particulier, le cone O est fortement fermé dans L2(S°).
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Sire @n @2(30), le volume V(r) du compact dont la podaire est r et la mesure périmétri-

que s(da) = (r + r")da est donnée par :

2% 27
v(r) =-12- f (r%-r'%)da =% f r(a) s(da)
[+]

[+]

Soit alors r quelcongue dans 329,' et {rn} une suite dans JoN @Z(So) convergeant uniformé-
ment vers r. Comme les mesures périmétriques s, assocides aux compacts de podaires T, convergent

vaguement vers s, et que le volume eat continu sur @, on en déduit encore :

2n ) -
V(r) =12 j r(a) s(da) .

[+]

Désignons par 8y et ap(n) les coefficients de Fourier de r et r,. Lla relation
an 2
=1 _ 12
V(rn) 2] (;:-n T n)da z 0
. °
montre que r] est dans L2(S ) et la convergence V(r ) - V(r) donne Sup "r'ﬂ < «, Comme les coef-
n .

ficients de Fourier de r vérifient 11m ip a. (n) =41p 8y la suite {r } converge faiblement dans

2(S ) vers la limite r' =X i p 8, exp (ipa) En fait, cette convergence a lieu également au sens

fort. En effet, pour f € @(S )y ona<r' f>-—lim<rn, f>=-lim<r-. > =-<r, I'> .,
Par suite, on trouve ﬂr'ﬂe‘u 1im <‘,"!'n, rt*'> = - lim < rn, rs> = - 1im js (da) r(a) + 1im < £HT >

e

= |[r"2 - fr(a) s(da), c'est-a-dire 2 V(r) = "r" - ”r'"z . Mais on a aussi 2 V(r,) = |r []2 - nrnH2

done "r'||2 = lim ”1';1"21 et la convergence a lieu au sens fort.

Autrement dit, tout r € J{,admet une dérivée généralisde r' € L?'(so) définie par < r', > =
~<r, f'> (f € @1(80)), et on a 1 ‘
' . 2x
(4-6-2) V(r) = 4 f r(a) s(da) = 3 ()22 - =12

[o]

-Nous désignerons par W le sous—-espace de L2(S) constitué des fonctions f admettant une dérivée
généralisée f£' (i.e. : un é&lément f' € Lz(so) tel que < £f', g > = - < £, g' > pour toute foﬁction
g edmettant une dérivée continue ). Cet espace W (ou espace de Sobolev) est un eapa(;e de Hilbert
pour la norme [[fuz + [tf'"z. D'aprés ce qui précéde, il est facile de voir que la topologie de Sobo-

lev et celle de la convergence uniforme coincident sur%.
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Pour £ et g dans W, nous appellerons covolume de f et de g, et nous noterons V(f,g) 1'empres-

sion

v(£,8) =32--< £,8 > --%< £, &' >

BEn particulier, pour A, B € COLXS) edmettant les podaires r,, Ty et les mesures périmétriques s, ,
» on écrira V(A,B) eu lieu de V(r,, rp). D'aprés (4-6-2), pour A réel, il vient 3

5p
(4-6-3) V(A ® AB) = V(A) + 2 A V(4,B) + V(B)

Avec les mesures périmétriques, on trouve aussi 3

(4-6-4) V(A,B) = u/;A(a) sB(da) = rB(a) BA(da)

En particulier, le covolume est invariant par translation, et peut 8tre défini sur 1l'espace

produit CTCh3) x 01(K)- On vérifie sans peine la continuité de V sur cet espace produit,

Pour A, B dans C (/O), le covolume vérifie les eélibres indgalitds de Brunn-Minkowski @

“V v(a) v(B) « V(4,B)
Vva) + Vv(B) « Vv(ae B)

(4-6-5)

81 V(A) et V(B) sont tous deux différents de O, c€s inégalités sont atrictes, sauf sl A et B
sont positivement homothétiques (& une translation prds).

En effet, soit rA(“) = Z)a:p exp (ipa) et rB(a) = Z)bp exp (ipa) les podaires de A et B (ou de

1'un de leurs translatés contenant Q). Les coefficients a_ et bo sont strictement positifs si V(A)

(]
> 0 et V(B) > 0, oar ils sont proportionnels aux périmdires de A et B. Considérone la fanction

r,+AT €W (A réel). D'aprés (4-6-4), on a
V(r, + A1) =nla +Ab )%+ 2n SS la_ + & b_|3(1< 2
A B 0 0 p=2 P P P

donc, en particulier

2
V(rA + A rB) < (ao + A bo)

avec égalité si et seulement si a, + A ¥, =0 pour p = 2. Prenons Ao = — 8/by = -Z(A)/&Z(B) < 0.

Pour cette valeur, on trouve V(rA + Ao rB) £ 0 avec égalité si et seulement 8i A = - Ao B & une
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translation prés. ILe trinome V(rA + A rB) = V(A) + 2 A V(A,B) + A2 V(B) admet donc des racines
réelles, d'ol la premidre relation (4-6-5). Si ces deux racines sont égales, V(rA + Ay rB) eat

nul, A = =) Bo et on a 1'égalité. S1 A et B ne sont pas homothétiques, les deux racines sont dis-
tinctes et 1'inégalité est stricte. Ia seconde relation (4-6-5) résulte ensuite de V(A @ B) = V(4)
+ V(B) + 2 V(4,B). ' ‘

Ies compacts_de Steiner.— On sait que le cone R ntest pas réticuld pour son ordre propre »
défdni .par £ pgself-geR, Dans C,(JB), la relation A » B sigunifie 1 A est ouvert selon B, ow
AB = A, Dans C(JG) entier, la relation ASB = A définit un préordre Pp.-, et 1l'équivalence associde
a4 ce préordre est l'équivalence de translation %, de sorte que 5 est un ordre sur 1l'espace quoiient
C_‘(‘Kp'), homéomorphe &m: . I1 est facile de voir que A ) B dans 01 dquivaut A 8, = 8 puisque
sir, et rp sont dans Ko @2(50), r,-rg€ R> équivaut a r, + rx 2rp+ r; , donc' & 8, mop
(Proposition 1). Ainsi, 1l'application A - 8, est un isomorphisme de c.‘ muni de la relation » sur
6! muni de la relation d'ordre habituel a. '

Comme la relation (4-6-1) n'est pas coﬁaervée en générel par les opérations Shp et Inf, .on
comprend pourquoi les cones 9‘%: et J?)ne sont pas réticulés. ‘Pa.rr contre, la relation (4-6-1) est.
sutomatiquement vérifide par les mesures symétiriques sur S, » et d'autre part les opérations '.Sup
et Inf conservent la symétrie des mesures sur So. Ainsi, le cone convexe @s = fﬁl)', homéomorphe
a4 1'espace 3’}’[9; des mesures symétriques est réticulé. Il en est de méme du sous-espace C, de cT

constitud des classes de compacts syméiriques & une translation prds. Autrement dit 1

Si & et B dans C(J0) sont symétriques (& une trénslation prés) il existe A v Bet A A B oa-

_ractérisés (& une translation prés) par les projriétés suivantes 3

A v B est ouvert selon A et selon B, et tout K € C(JG) ouvert selon A et selon B est ouvert
selon A v B. De m8me, A et B sont ouverts selon A A B et pour tout K € C(/O) tel que Ag = A et By

= B, A A B est ouvert selon K.

De m&me, on dira gque deux §léments A et B de C(JG) sont étrangers si leurs mesures périmétri-
- ques 8, et s, sont étrangdres (i.e., Inf(ay,8y) = 6, on Sup(s,,8p)= 8,+ 85. Adnsi, lorsque A et B
sont symétriques & ume translation prés, ils sont étrangers si et seulement si A A B = {0}, ou en-

core 81 et seulement s1 Av B= A@ B a une translation pras.

Dans le cone convexe 3%; des mesures positives syméiriques sur sb, les éléments extrémaux

:sont de la forme 1/2 (6a + 8““), et gont d'ailleurs 6ti-angers l'un & l'éutre. On retrouve facile—
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ment ainsi, par application du théoreme de Choquet sur les simplexes, l'univité de la représenta-

tion intégrale des compacts de Steiner.

4-7 LES MESURES DE MINKOWSKI.

Nous allons maintenant présenter les fonctionnelles de Minkowski Wk sous forme locale

dans m?, en assoclant & chacune d'elles une application K - W§ de C(JO) dans l'espaoe|3?b:

mesures positives & supports compacts dans Bd. On sait que 1'espace (9%% des mesures A supports
compacts est le dual exact de 1l'espace d}(m@) dea fonctions continues sur m?. Nous le munirons de
sa topologie falble définie par la convergence § By, = p dans mc 81 jp.n P -qu; pour toute fonc-
tion ¢ eentinue sur m§. On sait que 1'on & p, - p dans fﬁ{é 8i et seulement si p - p vaguement et
Supp by € K° pour un compact Ko fixe. Nous étendrons ensuite la définition de ces mesures (et dono
des fonctionnelles de Minkowski) & l'espace C(SF ') des fermds convexes. Cette fois, les mesures

W, seront des mesures de Radon sur md, c'est-a-dire des fonctionnelles linéaires et continues sur

k
1'espace dae (Rq) des fonctions continues & support compact muni de sa topologie limite inductive
habituelle. (Pour cette topologie, on a oy <9 dans 4;3 81 et seulement si les fonctions ¢ COD~-

vergent uniformément vers ¢ en conservant leurs supports contenus dans un compact Ko fixe ).
Nous aurons besoin des lemmes suivants :

LEMME, 4-7-1 - L'application support : p — Supp u est une application s.c.i. de 3+Gc dans J6 .

En effet, soit G un ouvert. Si p est dans 9%%, son support rencontre G 8i et seulement si il
existe une fonction ¢ continue & support dans G telle que |~/h(dx) 9(x)| > 0. Par suite, 1'image

inverse de JGG par l'application support est ouverte dans JH{E, et l'application support est s.c.i.

LEMME 4-7-2 - L'application frontidre K —» 3K est continue sur C(JO).

En effet, compte tenu de 0K c K et du corollaire 3 de la proposition 1-2-4, 9 est s.c.i. Soit
{Kh] une suite convergeant vers K dans C(J6), {Kn } une suite partielle, et, pour chague n,, un
point xnke bKnk avec lim xnk = X dans R . On a évidemment x € K. D'autre part, pour chague Ny, i1
existe un demi-espace ferm§ Hn contenant Knk et dont la frontidre OHn contient le point xn . la
suite {Hn ’ bﬁn } admet dans 1'espace compact F x ¢ une valeur ' adhérence (H, 0H), et on vérifie
que H est un demi—espace et 0H la frontiére de H. On & donc K c H et x € 0H. Par suite, dH est un

hyperplan limite pour le convexe K, et x € dK. D'aprés la proposition 1-2-4, il en résulte que 3
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€8t 8.c.8. sur C(JG), donc continue.

LEMME 4~7-3 - L'application (¢,K) - ‘ép(x)dx est continue sur € BL) x C(JSG).

En effet, pour a > O, les relations ¢ - a = ¢' < ¢ + a (¢ 9" € C(EY)) et Kc K' ® aB, K'
Ko aB (K, K' € C(JG), B boule unité) entralnent :

fq(x)dx sf e'(x)ax + « [l9*) V(KXK' ® oB)
K " K'eaB

fcp'(x)dx ‘s f p(x)dx + a |9l V(K ® aB)
K' KeaB

V désignant le volume, et |¢|| et [l'[l les sup de |p| et |¢'| sur K @ aB pour un a > z. On en dé-
duit - '

el (VK@ «B) - V(K) + « V(K ® oB)] = lf@(x)dx - /‘p'(x)dx | =
, X X’

(a + oll) [V(E' @ oB) - V(K') + a V(K' @ aB)] ~

Compte tenu de la formule de Steiner (4-1-8) et de lacontinuité des fonctionnelles de Minkowski,

le lemme en résulte.

Nous sommes maintenant & méme de d4finir les mesures assocides aux fonctionnelles de Minkowski

en généralisant ka formule de Steiner.

Soit X € C(0G). On sait que pour tout x € le i1 existe un point x' unique réalisant le mini-
mum de |3-y| pour y € K, appelé projection de x sur le convexe K. On posera x' = x et |z’ |
= pK(x). Ies points x de K sont caractérisés par pK(x) = 0 ou, aussi bienf, par x' = MIx. L'appli-
cation x — (nKx, pK(x)) de BY dans K x R* est continue. Désignons par W 1'image par cette applica~
tion de la mesure de Lebesgue dx. Les images de K et &e éon complémentaire. K° étant, respectivement
K x {o} et 9K x (ﬂ+\{o]), onaW= 1K(x)dx 6, + W', W' désignant une mesure positive sur 9K x
{R"\{ol). Dans le cas 01‘1‘ lé frontiére K est une variété deux fois continument différentiable, on

_sait que W' est de la forme wt(dx,dp) = Ej (i) Wi (dx) x d(pk), avec une mesure wlf égail{e (a un
facteur prés) & la mesure associée & la surface ((k-1) volume) de 0K, et des mesures W, absolument
continues par rapport a wa et dont les densités s'expriment a 1l'aide des invariants du tenseur de
courbure. En particulier, si ¢ € ¢(Rd), on a pour tout'r > 0 3

d
{Qchp(nKx)dx = {.tp(x)dg + k§1 (i) o /(p(x) wi (dx)
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Cette relation subsiste dans le cas général.

K K
W, (0 < k < d) dont la premidtre est W, (ax) = 1K(x) dx, et dont les autres, W, , k > 0,
sont concentrées sur la frontiére OK de K, et vérifiant pour tout r > 0 et tout ¢ € ¢(m§)

la relation ¢

a4y X

(4-7-1) p(mxldx = T () r fo(x) W (dx)

k=0
KerB

ol B désigne la boule unité.

Les fonctionnelles Wk de Minkowski vérifient alors :
K
(4-7-2) _/wk (ax) = W (K) (0sk<d)

e K a
Enfin, les applications (¢,K) - [e(x) Wk (dx) sont continues sur 1l'éspace produit C (R")
x C(J0).

En effet, on a déja vu que les mesures WE existent et vérifient la relation de définition
(4-7-1) lorsque la frontiére 0K est une variété deux fois continument différentiable et de dimen-
sion n-1. L'ensemble des K € C(JO) dont la frontidre vérifie cette propriété est dense dans C(JG).
Soit alors {Kn} une suite dans C(J0) convergeant vers une limite K et telle que pour chague n il
existe des mesures Wk = wi vérifiant la relation (4-7/-1). Il est facile de vérifier que l'appli-
cation ¢ = @ 0 Ny est continue sur Q:(m@), et que l'application K - K & rB est continue sur C(JG).

D'aprés le lemme 4-7-3, on a donc pour tout r > O

lim f cp(nKnx)dx = f p(mx)dx
K @rB KerB
En utilisant la relation (4-7-1) vérifiée par les Kn et en effectuant des différences finies en r;
K K
on en déduit l'existence desmesures positives Wk vérifiant (4-7-1). Pour r = 0, on trouve Wo =

K N
1K(x) dx, Pour k > 1, on a Supp Wﬁ c oKn, d'ol Supp W, < 3K d'aprés les lemmes 4-7-1 et 4-7-2. Il
suffit de comparer la relation (4-7-1) avec 1la formule de Steiner (4-1-8) pour en déduire la relea-

tion (4-7-2).

Enfin, il est facile de vérifier que 1l'application (¢,K) = ¢ o Ny de ¢(md) x C(¥G) dans ¢(EF)

est continue, Compte tenu de la continuité de 1l'addition de Liinkowski et des homothéties positives,
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i1 résulte alors du lemme 4~7-3 que 1l'application (¢,K,r) - f p(x)dx est continue sur 1l'espace
KarB

produit @((R ) x 0(J6) x ®". En procédant par différences finies en r, on en déduit la continuité

de chacune des applications (<p,K) - /cp(x) W, (dx)

K
Nous allons maintenant prolonger sur C(% ) 1‘'application K —» ¥, définie sur C(JG). Pour cela,

‘nous utiliserons deux lemmes, dont le premier souligne la signification locale dea mesures W, .

K K
‘IEMME 4-7-4 - Solent K, K' € C(J0) et G € . SL KNG =K NG onalg W =1 W, (0<k<d),

En effet, on peut trouver « > 0 tel que G © pB £ ¥, et G ©® pB G pour p , 0. Pour 0 < p < ay
on a évidemment K N (G © pB) = XK' ) (G © pB). Il en résulte : (K@ pB) ® (G © pB) = (X' ® pB) N
(G © pB). En effet, soit x un point appartenant au premier membre, c'est-a-dire vérifiant (p]B)x [
Getx=y+pbpouruny € Ket unb ¢ B. On ay = x-pb € (pB)xet ausei y e KNG = K' NG, puis-
que y n(pB)x. c G. Donc x =y +.pb € K' ® pB. Comme on a déja x € G © pB, il en résulte bien
x €K' ®pBNGO pB, et (K® pB) N (6 © pB) c (K' ® p]}) N (G © pB). L'inclusion inverse se démon-

tre de la méme maniére.

I1 est ¢lair que si un point x vérifie mx € G©pB, ona MgeX = Mpx Soit alors [q> ] une
ayite dans C(R) telle que 9, 0\ 1GepB . On a, d'aprés ce qui précdde,

J e @ o (g ax= [ g, (mp) w(mpo) ax
KepB : K'epB .

pour toute ¢ € @(lad). Compte tenu de (4-7-1) et de la continuité monotone, il en résulte

K ' K K'
160pB LA 160pB w‘i » puis 1, W, = 1, W pour p ¥ 0.

LEMME 4=7=5 « Soient G € g et Ko € JO avec G c Ko. Si une suite {Fn} converge vers F dans ZF ,
on & (lim (F, N K)) NG =FNG.

En effet, 1'intersection étant s.c.s. dans & , on a déja lim (Fn N Ko) c 1im (JI?'n N Ko) c
FN Ko . Inversement, 8i x € F N G, il existe une suite [xn} avec x € F et x = lim X, . Pour n
assez grand, x, appartient au voisinage G de x, soit x, € G N F) c K, N F). Dono x € 1im (F, N Ko)
et FN 6 c (Lim (F, N K))) N G.

K ,
Ie lemme 4-T7-4 permet de prolonger sur c(R) ltapplication K - wk par une application F -

P '
Wk ou F est une mesure de Radon positive (non bornée en général) vérifiant encore Supp er; c oF
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F_
sikz2 1, etWO = 1Fdx.

[

En effet, soit {B} une suite dans C(JE) telle que B  c B, , et B Aed. A chague F € C(F),
associens la suite n - K = PN B, dans ¢(J$6), et la suite n ~ w,k“ = 1§n W, . D'apris le lemme
4-7-4, on a Wkn' 1% ka pour m > n. I1 existe donc une mesure positive WkF o-finie sur th, daé-
finje par wk = lim 1‘ W , et 11 est facile de vérifier que cette limite ne dépend pas du choix
de la suite {Bn] En particulier, pour tout K € C(JG) et tout G € @ tel que KNG =FNG, on
F

aig W' =1, WX , et cette propriété peut servir de définition & ¥,". On en déauit W,

et Supp WkF c OF pour k 2 1.

= 11’ dx,

Proposition 4-7-1.- Pour chague F ¢ C(97) et chagus entier k (0 £ k £d), il existe une hesure de

Redon unique W,* sur @ telle que 1'om ait 1 w5 = 1, w.5F pour tout X € C(JG) et tout G €g
telque KNG =FNG.Pour k=0, on a WOF(dx) 1 (x) dx, et Supp Wk < OF pour k 2 1.
Enfin, les applications (¢,F) — f«p(x) WkF(dx) sont continues sur l'espace produit JG(ﬁd) x
o)

On a d6ja établi la premidre partie de 1l'énoncé, et il reste & montrer la continuité sur 1'es-
pace produit. Soit {q;n} une suite de fonctions & supports contenus dans un K,/ € C(JS0) fixe, et
convergeant uniformément vers ¢ € mz}G' et soit {Fn} une suite convergeant vers F dams C(€). I1
faut montrer fcp (x) Win(dx) - jq;(x) V. F(dx). Pour cela, soit G un ouvert convexe tel que K <

F
GcEGC(Jﬁ) Posonslgl=F neg, K—Fn§ d'ol 1G k =1, ¥ ?1. 1kaF= 1GWkK,d'a.préa

la défi.nition de W , et donc sussi f(p W f(pn et fq: W f(p WkK . De K T € 0(0)

Xn

et des propriétés des fonctionnelles de Minkowski résulte f W,

&

{Wk } est dominde dans JKJ: , donc aussi la suite numérique n - fq’n win .

s/WkE , de sorte que la suite

Soit donc u une valeur d'adhérence de cette suite numérique. D'aprés ce vqui précéde, on peut

trouver une suite partielle {n } telle que lim K, = K' dans CHG), et lim W, P = WkK' dans 81’(;0.
b v

D'aprés le lemme 4—'7—5, on a alors K' NG = KN & puls d'apfés le théoréme 4-7-1 et le lemme

4~T7-4 t u = ljm/,n f? wk = f, 1G k fq; 1G fq) WkK . Par suite, la valeur
d'adhérence u est unique, et on a donc lim fqpn W, = liqu;n /q; W /q; Wk , d'olt la pro-
_poaltion.

COROLLAIRE - Pour toute fonction ¢ s.c.i. positive sur ﬁ (& valeurs finies ou non), l‘application

F -~ -/Wk (ax) ¢(x) est s.c.i. sur C(F ). En particulier, on peut définir le prolongement des
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fonctiemnelles de Minkowski sur G(Z) en posant Wk(F) =fWkF(dx) < o, Alors les fonctiomnel-
les de Minkowski W, (0 = k < 4) sont s.c.i. sur C(Q)..

En effet, soit [(pn} une suite dans ¢J6 (le) telle que q;n']\ ¢, d'ol ﬁ(x) WkF(dx) =
1im 1 flp (x) Wkla(dx).' On aura jtp(x) 'WkF(dx) > a pour a réel si et seulement si F appartient a
N 1
1*ensemble U {F* : P ¢ C(H), f(pn LS a}, et cet ensemble est ouvert da.ns ¢(F) d'aprds la
proposition. Pa.r suite F - f«p Wk est s.c.i.

Soit maintenant A = (%A, Ops P) un EFA p.s. convexe. Pour chaque k (0 s k < d4), la mesure
UkF eat définie pour P-presque tout F € &, eb d'aprds la proposition 4-7-1 pour tout ¢ € a\fG (le)
11 existe donc une variable aléatoire fWkA(dx) g(x) définie P-presque partout comme l'application
F -~ fka 9. Si [(pn} converge vers ¢ dans $J6 (IRd), i1 résulte de la méme proposition que la suite

{f(pn WkA} converge p.s. vers fcp V'lkA . Autrement dit, WkA est une mesure aléatoire positive.

Pour chaque ¢ € %(a“), on a E(|f¢ kal) < o, En effet, il suffit de raisomnner dans le cas
¢ 2 0. Soit K 1le support de 9, G 6 q et K € Cc(J6) avec K, c 6 c K} . D'aprés la proposition

4-7-1, on a P-S-fv W fWk ¢ s (sup 9) (W, (K' N 1)) < (Sup cp) W, (K!) compte tenu de la

croissance de la fonctionnelle W, sur C(JG) Donc 1l'espérance E(/q; W ) est bornée.

Ainsi, l'application ¢ - E(fgp WkA) est une fonctiomnelle linéaire positive sur @J{:(B )y
donc une mesure de Radon que l'on notera E(W A) ou simplement Wk(dx) 8'il n'y a pas ambiguité. Si
¢ est une fonction positive s.c.i. sur rd (& valeurs finies ou non) on peut trouver une suite i?n}
dans @k(m ) telle que g 1 ¢, donc f(pn ’f f¢ Aop.s., et E(f(pn WkA) 4 E(fd; WkA), solt
E (fda IkA) = f¢ W . De méme, si f est une fonction mesur'able quelconque, la relation fi’ WkA
Inf {fqa WkA, ¢ se.c.i., ¢ 2 £} p.s. passe & la limite, comme on le vérifie facilement, et donne

E'(_[fwk‘)=ff'wk.nnaix : -

Proposition 4-7-2.- Si A = (g,cf, P) est un EFA p.s. convexe, pour tout ¢ € %(md), 1'intégrale

fq WkA (0 £ k s 4) est définie P-presque partout sur & et constitue une variable aléatoire.
L'application ¢ - fq; WkA est alors une mesure aléatoire positive sur cJG ((Rd), et l'applica-
tion ¢ - E(f(p WkA) est une mesure de Radon positive sur ¢J6 (8%), notée E(WkA) ou simplement
Wk et appelée mesure—espérance de la mesure gléatoire WkA . On a alors ff Wk = E(ff WkA)

pour toute fonction » 0 mesurable £,

Lorsque la mesure-espérance Wk est absolument continue pour la mesure de Iebesgue, on dira

parfois que sa densité est la densité de la fonctionnelle de Minkowski d'indice kpoﬁr le.ferm_é
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aléatoire A.

L' Anneau Convexe ég.

Désignons par © 1la classe stable pour la réunion finie engendrée par c(f6). On notera que
(& est dense dans C(JG). En géométrie intégrale, on utilise une fonction y sur & appelée ca-
ractéristique d'Euler—Poincaréd et définie comme suit : si k € & admet une représentation de la
forme K = 6 K, , pour des K1""Kp € C(JG), on pose r

i=1

B _ ke
(4-7-3) x(K) —213 x(X) 112312 X(Ki‘l N Kiz) +ouut (=1) )((K1 Ne.N Kp)

(et x(®) = 0). On démontre ([ 1) (ce qui n’est pas évident) que la valeur x(K) ainsi définie ne
déperd pas du choix de la représentation K = U K; utilisée, et on dit par défin;tion que x est la
caractéristique d'Buler-Poincaré de K € & . En particulier, x(K) = 1 si K € C(JG) et x est additi-
ve sur C(JG) d'aprés la formule de définition (4-7-3).

P
Soit alors B la boule unité, et r > 0. Pour K = U K;, K; € C(J), on a donc par définition
. i=1
pour chague x € Rd H

(KN (B)) = 2 x(K; N (rB)y) Lz, x(Ki1n =5 (B) e+ (=P y(k, NN K, N (rB) )

1% %2

z

- 1 et
K;orB 1.5, (»Ki1nK12)orB

Autrement dit, la fonction x - y(K N (rB)x) est égale & T 1
i

~1\P L : . .
(-1 1(K1ﬂ---ﬂKp)®TB . £n particulier, cette fonction est intégrable pour la mesure de Iebesgue

dx, et on trouve :

fx(xn (rB) )dx =}i,‘ V(k; erB) - T v(lc11 N Kiz) ®rB) + ... + (-1)F V[(K1 N Eyee N Kp)e rB]

i1<12

V désignant le volume. Dans cette relation, le premier membre est indépendant de la représentation
K=y Ki utilisée. D'aprés la formule de Steiner, le second membre est un polynome en r. Sous for=

" me explicite, on trouve :

a
(fx(x N (r8)Jax = 2 &) W, (%)
=0

%
(4=7-4) g W, (K) =D W(K) - i1§12 W, (Ki1 n Kiz) + e

+ (=1)P1 (K N Ey N eee NK)
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et les valeurs de Wk(K) (0 £ k £ d) ne dépendent pas de la représentation utilisée. lLes applica-
tions K - Wk(K) constituent donc des prolongements sur & des fonctiomnelles de Minkowski Wk dé-
finies sur C(J©). En particulier, \-Vo est le volume, d w1 la surface et (1/bd) Wd = y la caracté-
ristique d'Euler-Poincard. On note que ces fonctionnelles "71; sont additives sur 1'anneau convexe

& , c'est-d-dire vérifient W_ (KU K') + W (X N k') = Vk(i) + le(i(') pour K, K' § . Cola ré=

-sulte de la formule (4-7-4) elle-mlme. On remarque aussi que ls formule de Crofton (4-1-12) rests
vaiable sur ’ puisqu'elle est w;alablé pour chacune des intersections Ki1 Ne...N Klnt ¢( ‘)
qui figurent dens 1l'expression explicite de la formule (4-7-4). En particulier, pour k' = k, on
a dans (4-1-12) WI: (EN(ses)) = by EN (3@ s8)), et la formule de Crofion se réduit a la

relation sﬁiientn, qui peut également servir de dérinition 1

b
da
o (K) = ﬁ; ék(ds) ‘!LX(KH (s ®a8)) as

Ie _Nombre de Convexité.

~ Ce procédé permet de prolonger sur @ les fonctionnelles de Minkowski, mais non les mesures
'kK qui leur sont assocides et qui représentent, sous forme locale, les propriétés de courbure de

la frontidre 3K d'un compact K. Nous allons maintenant prolonger sur (> 1les applications K - WkK

elles-mbmesa, c'est-d~dire définir pour chague K € & des mesures W, K dont 1a premidre sera W Ka
k °

1K(x)dx, et dont les autres représenteront les propriétés de courbure de la frontidre de K ¢ S,

Ie but de ce prolongement est de rattacher a4 des propriétés locales le nombre de convexité

v(K) d'un compact K € & , dont la définition est la suivante : soit s € So un vecteur unitaire
de nd_, et H(as,r) 1'hyperplan orthogonal & 8 et passant par le point x = rs (r réel). Considérons
sur la droite réelle la fonction f définie comme suit : soient Ci, i=1, 2,...p les composantes
connexes non vides de 1'intersection K N H(s,r) (p est fini .puisque K € & ). Nous dirons q'une
composante connexe cio est un ensemble d'impact pour H(s,r) 8'il existe un ouvert connexe G con-
tenant Gio, disjoints de C; pour i # i,, et tel que 1l'intersection 6 N KN H(s,r-¢) soit vide pour
tout € > O assez petit. Par définition, f(r) est le nombre des ensembles d'impacts distincts de
H(s,r). Du fait que K est dans & , f£(r) n'est différent de 0 que pour un nombre fini de valeurs
Tys Tpyeeo distinctes. Nous pouvons donc poser v(K,s) = £ £(r) et dire que v(r,s) est le nombre de

r .
convexité de K dans la direction s € 8 . Par définition, pn posera v(K) = _/v(K,a) w(ds), » dé-
S

o
signent la probabilité invariante pour les rotations sur la sphdre unité, et on dira que v(K) est

le nombre de convexité moyen de K € &,
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En vue de rattacher v(K) & des propriétés locales de K € ©, introduisons quelques définitions.
Si x eat un point de m@, on dira qu'un point x' (nécessairement dans K) est une projection de x sur
K 8'il existe un voisinage ouvert G de x' avec |x~-y| > |x-x'| pour tout y € KX N ¢ distinct de x',

et on désignera par nx(x) l'ensemble des projections de x sur K.

Pour K € &, cet ensemble nx(x) est fini, et, 8i X = U1 K, est une représentation de K avec
io
K1,...Kh € C(46), chaque x' € nK(x) est la projection My x de x sur K, pour un indice i au moina.
i

En effet, on a x' € Ki pour un indice io au moins, puisque x' € K. Supposons x' # xi = nKi x

le segment [x1 » X'] est contenu dans Ki » et pour tout ouvert G o x' ce segment contient un point
Yy € G distinct de x' vérifiant |x-y| = |x-x'| Mais cela contredit x' € My(x). Donc x' = x, .
o
En sens inverse, le point x; = nK x est dans nK(x) 8l x = o ctegt-a~dire x ¢ Ki’ ou bien
i
8i 1'hyperplan H passant par x; et orthogonal au segment [x,xi] est un hyperplan limite pour K au
sens local (i.e., 11 existe un voisinage ouvert G de x; avec |x-y| > Ix-xi| pour tout y €K N G

distinct de xi).

Désignons par x;, x;,...x; (0 <« p s n) les points diatincts constituant nK(x), et posons
X, =M, X, X =1 x. On désignera par F.(x) la fonction égale a 1 8i x, £ K
17 M PN B A 'S 1 1 £ %

et a 0 sinon., De méme, pour 11,...1k entiers distincts compris entre 1 et n, on posera Fi i (x)
1,.00 k

=18ix, x ,...xik sont dans EN...NE NGy , 10 ol 6y , i est le complémentaire de
1 2 Tk 17"k
la réunion des Kj' i # 11""ik et F, i, (x) = 0 dans tous les autres cas, Il est clair que

Tireee

F i (x) = { entralne Xy o= c..=x

= x
11.... X 1 k i

1,...ik
Alors X = N, x appartient &4 1'ensemble nK(x) des projections de x sur K si et seulement si

onaP(x)=10ucbl (x) = 1 pour une suite d'indices distincts i, 1,,...i,. S1 x € K
i 1,11,-..1 1 k

cela eat évident., Pour x £ K, si Fi(x) = 1, le plan limite H; orthogonal en x; au segment [x, xi]

est localement limite pour K (puisque x; £ Kj pour j # i); d'ou x; € nK(x) Si Fyy 1, (x) = ¢,
greeety

de méme, on a xi = 111 = xik = i, 11

est aussi limite pour Ki’ Ki ,...K1 . Comme Xy est disjoint des KJ pour j # 1, 1,...ik, cet hyper-

""ik et le plan H; limite en X; pour Ki1 N ... Kik N Ki
plan est localement limite pour X, et xy € nk(x)

En sens inverse, soit x; € nK(x), x €K N Ki1 Ne..N Kik et x; £ KJ pour j # i, ETRPRS S
Il existe un hyperplan limite Hi 3 xy pour K, qui est donc aussi ' limite pour Ki, K

11,..;Kik. Par
suite, ona x; =x; = ...=x =X 4 et P, (x) =

i 1 X 1’11""ik i, 11,...1
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11 en résulte que 1'indicatrice de 1'ensemble nK(x) est la fonction

1nK(x) =§ Fi(x) 1[113 + 12 Fi 12(1) 1{11 ! + aee

14
1<ty T 11z

En particulier, le nombre n(K;x) des points distincts contenus dans nK(x) est 1
n(Kx) = K(x)+ Z By
i i,«<1i

(x) + o0
i
1<12 2

1’

Parmi les points x' € nK(x), intéressons-nous a ceux qul vérifient |x-x'| = r (r réel z 0), et dé-

signons par HK(X;I‘) l1'ensemble de ces points, dont 1'indicat®ice est 1(1_3) 1n (x)* En particuliep
x K

le nombre n(Kjr;x) des points de cet ensemble est @

(4-7-5) a(Krsx) =5 B(x) g (x)+ T B o4 (x) (X, 4 ) * ann
" i 1 N T (rB)y Tiy0d,
On déduit de ce qui précéde que pour tout ¢ € ¢ (®Y) 1a fonction x - z g(x') est mesurable,
. x'eng(x;r)

comme 1l résulte de la formule explicite suivante

(4-7-6) z g(x') =
. x'€My(x,r)

= b 1 ) Z P cee
zi; 5 (x) &-B)x(xi) ¢(x;) + B 11'12(::) 1(1,3);(:11’12) ‘?(111,12) *

En particluier, pour ¢ = 1, oh obtient le nombre n(K,r,x) et la relation (4-7-5). En intégrant

cette fonction dans l'espace le, on trouve alors

fe,.B,  exNax=3 [ B elngx) ax+

x'€ Mylx;r) i X orB
+ T ' F, ;.(x) o(n x) dx + ...
1,<1, (f i PR gy
Ki1nK12)erB A e B

Le premier membre de cette relation ne dépend que de ¢, r et K € &, et non de la représentation

particulidre K = Ki utilisée. D'aprds la formule (4-7-1), le second membre est un polynome en r,

et on trouve explicitement :
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( d a, x K
Al = d
EJﬁx'e ﬁx(x,r) plx))ix kEL G d/rwk'( x) o(x)

X. K.1ﬂK.
1

wk = Z Fl wk + E. F. . Wk

( i . i1<12

(4-7-7)

Les mesures WFK ainsi définies ne dépendent pas du choix de la représentation utilisée K = K;
puisque le premier membre de la premidre relation n'en dépend pas. En particulier, pour 9 =1, la
fonction a intégrer est le nombre n(K;r;x) des éléments distincts dans "K(X)‘ En posant Wk(K) =

fWkK(dx), la formule générale se réduit dans ce cas a :

. d 4, x
(4-7-8) /n(ﬁ;r;x)dx = Z () w(x (Ke3)

k=0

I1 s'agit donc du prolongement sur & de la formule de Steiner. Si K € C(J6), 1le premier mem-—
bre de (4-7-7) se réduit a v/a Q(nKx) dx, et les mesures de ka g'identifient donc aux mesures de
Minkowski telles que nous legerivons définies antérieurement (Théoréme 4-7-1). Autrement dit, 1'ap-
plication K - ka définies par (4-7-7) prolonge sur & l'application déja définie sur C(JG). En
particulier, 1'application K — Wk(K) = JfWkK(dx) prolonge sur & la fonctiomnelle de Minkowski d'in-
dice k définie sur C{6). On prendra garde, toutefois, que pour k = 2, ce prolongement n'est pas i-
dentique a celui que nous avons construit a partir de la caractéristique d'Euler-Poincaré (relation

(4~7-4)), et que 1l'on a en général Wk(K) £ Wk(K) pour XK € & non convexe.

Pour k = 0, on a encore WOK(dx) = 1K(x) dx, et eette mesure est associée au volume. De méme,

pour k = 1, la mesure W K est (& un facteur prés) la mesure associée a la surface de K. Pour k = d,

1
nous allons voir maintenant que la mesure waK généralise la notion de courbure totale, et se trou-

ve en relation avec le nombre de convexité v(K) défini plus haut, soit explicitement :

(4-7-9) v(K) = (1/bg) W(K)

Pour établir cette relation, considérons d'abord le cas ou K ¢ C(J®) a une frontidre suffisam—
ment réguliére. Dans ce cas, waK est absolument continu vis-a-vis de la mesure superficielle, et ,
2 un facteur pres, la densité correspondante est égale a la courbure totale sur K. Ainsi, pour
tout borélien B c 3K, 1l'expression (1/bd) WdK(B) est la mesure (ﬁour la probabilité = invariante
sur la sphére unité So) de l'ensemble des normales extérieures menées par les points de B < 9K -
ou encore est égale a la probabilité pour que la famille H(r,-s) (== < r < w) des hyperplans dont
la direction -s est aléatoire et admet la loi w ait son point d'impact sur K dans 1'ensemble B,

Cette interprétation subsiste tant que la normale en chague point de 8K est univoquement définie,
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don¢ en particulier tant que K est de la forme K = K @ €B, K € c(d6), € > 0.

n
Supposons maintenant que K € & admette une représentation X = iU (x; ® €B) = (U Ki) ® €B
=9 ;

pour des K, € C¢(JG). Le point d'impact x sur (Ki1 ®eB)N...N (Kik ® €B) d'une famille d'hyper-
plans de direction domnée est également poimt d'impact sur K si et seulement si Fi1""ik(X) = 1.
Autrement dit, la mesure sur So des directions des familles d'hyperplans dont 1'impact sur

(Ki1® eEB) N .. N (Kikea €B) est également un impact sur K et est égale a

(K, ®€B)N. ..NK, @cB)
(1/54) J[Fi1,...'k(X) v, ' (ax) k

Compte tenu de (4-7-6), on a donc LA v(K) = deK(x) = Wd(K).

. ] n
I1 reste a montrer aur ce résultat subsiste pour K € S quelconque. Soit K = Ki ,
. . i=
Ki € C(JG) une représentation de XK. Pour € > 0, posons K_ = K ® ¢B, Ki(e) = K; @ €B. D'apris ce
qui précede, on a

(4-7-10) by v(KE) = wa(Kt) (e > 0)

Pour € | O, on a "(Ks) 1 v(X). En effet, pour une direction 8 € §, donnée, on vérifie que K
- v(X,8) est une -application s.c.i. sur & . D'autre part, il est facile de voir que ¢ — v(Ks,a)
est une fonction déeroissante sur RT. Par suite, v(Ks,s) 1 v(%,s) pour ¢ | 0, et par conti.nuﬂ_:é
monotone on a .bien V(Ks) = fv(Ke,s) w(ds) 1 [v(K,9) =(ds) = v(K). .

I1 reste & montrer que 1l'on a également wd(Ke) 0 Wd(K). D'apres la relation (4-7-10), cela
achdvera en effet la démonstration de la formule (4-7-9). Or, si x' € 0K est une projection sur
K x # x*, il est facile de voir que x' + e(x-x')/|x-x'| est une projection de x sur K @ €B, et
inversement, et d'en déduire n(Ke, r-e;x) 1 n(K,r;x) pour € |, O. Compte tenu de la formule (4-7-8),
on en déduit la convergence Wk(Ke) --Wk(K) de chacune des fonctionnelles de Minkowski, et en parti-

culier wd(Ke) - Wd(K), ce qui achdéve la démonstration.

Les mesures aléatoires généralisdes de BMinkowski.

Nous allons maintenant passer & la version aléatoire de la théorie, et pour cela établir les
résultats préliminaires suivants dans lesquels 1'anneau convexe (> est muni de la topologie in-
duite par la topologie myope. Pour x € B et K € & , l'ensemble nK(x) des projections (au sens

local défini plus haut) de x dans K est fini, donc compact dans (Rd. Plus .précisément @
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LEMME 4-7-6 - L'application (x,K) ~ mg(x) de &l x © dans JG est s.c.i. De méme, l'application
(x,K,r) — nK(x) N ir(x) de th x & x (ﬁ+\[o}) dans JG est s.c.i. (51,(1) est la boule ouverte

de centre x et de rayon r > O, ﬁ+ est la demi-droite achevée [0,»]).

Montrons d'abord le premier énoncé. Solent {x } c g et {K < & deux suites telles que
lim x = x et lim XK = K¢ S dans YO . D'aprés 1'inclusion n&(xn) c K, et la proposition 1-2-4,
nous devons montrer nK(x) c lim n&(xn).. Soit donc x' € nK(x), et vérifions qu'il existe une sui-

te {x!} c & avec x' = lim xpetxi em (xn) pour n assez grand.

K®
a/ - Si x' = x, on a x € K. Pour chaque n > 0, désignona par x;l 1'un des points minimisant
|xn-y|, y € K. On vérifie sans peine lim x! = x = x'. Comme x} € nKn(xn)’ le résultat soubaité

est prouvéd,

b/ - Supposons maintenant x' ¥ x. Il existe donc un voisinage ouvert G de x' tel que :
(®) |x=y| > |x-x'| pour tout y € G N K distinct de x',

5i x* f lim m, (x), il existe une suite partielle n, ~ I (xn ) et une boule fermée B_(x')
iim K, X 3

X

que l'on peut supposer contenue dans G telle gque 3 Bc(x') n nKn (xn ) = @ pour tout k > 0. Pour
k

k essez grand, on a x, € B, (x'), de sorte que K, NB (x') € © n'est pas vide. Soit yx'1k 1'un des
points réalisant le minimim de |xn -y|l, ¥ € Kn N B, (x'). Ce point y est une projection de xnk

sur ISI N B, (x') € &. On ne peut pas avoir ynke B (x'), car alors y, n, serait aussi une projection
de 5 dana &k’ ce qui contredirait B, (x') n nlglk(xn ) = ¢. On a done y € éBs(x') et |xnk— ynkl

Irjl - x'|. S1 y, est une valeur d'adhérence de la suite {y, }» on trouve alors : y € c)i (x*)NK
By

c ‘est-a—dire y_# x', et |x-y°| = lx—x']. Mais cela contredit (b), car B (x') c G. Donec

x' € lin nKn(rh).

¢/ - Prouvons maintenant le second énoncé. Soit {xn, K» rn} une suite convergeant vers
o
{x,K,r} dans & x S x (E_\{o}), et x' € nK(x) a Br(x). D'aprds le premier énoncé, il existe une
suite |xx'1} avec x' = lim x! et x} €N (xn) pour n assez grand. Comme la suite {rn} converge vers
r dans §+\[o}, la relation |x-x'| < r entralne |xn-x;1| < r, pour n assez grand, et par suite

(xn) N ﬁr (x), d'ou la proposition,
n

~ Pour tout K € & , toute fonction ¢ positive sur 8 et tout r € ﬁ+\{o}, nous poserons pour

tout x € IRd
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S(K! ?y.r; x) = b2 Q(x')
: x' €M (x) B (x)

S(K, 9, 73 x) = Z L ex")
x' €M (x) NBL(x)

Proposition 4-7-3.- Pour toute fonction ¢ s.c.i. et positive sur [Rd, 1'application (K,r) -

fS(K, ¢, rj x)dx est s.c.i. sur & x (ﬁ+\{o});

Pour tout X € & et tout r > O, l'ensemble des points x tels que nK(x) N éir(x) # @ est

négligeable pour la mesure de Lebesgue, de sorte gue l'on a't

fS(K, 9, T; x) dx =f°S(K, ¢, r; x) dx

Mais le lemme 4-7-6 entralne que 1'application (EK,r) - §(K, ¢, r; x) est s.c.i. sur S x
(R \{o}) pour x fixé. §i {K, r } est une suite convergeant vers {K, r} dans & x {B\fo}), 11

en résulte :

lc R [-d
S(K, 9, r; x) < lim S(K, ¢, T, 3x)

n
et, d'aprés le lemme de Fatou-ILebesgue 3
-] o
JS(K, ¢, r; x) dx < lim fS(]S,l, Pr T3 x) dx

D'ol la proposition.

COROLLAIRE ~ Pour toute fonction ¢ continue sur B, et tout k = O, 1,...d, 1'application X -

fq)(x) WkK(dx) est mesurable sur & pour la g-algdbre induite par Ope
En effet, d'apris la proposition et la formule (4-7-7), 1'application (K,r) =2 (§) rqup w5

est mesurable sur & x (R\{o}). Il suffit de prendre des différences finies en r pour en déduire
le corollaire. B

Nous pouvons maintenant définir les mesures de Minkowski associées & un fermé F.

Définition 4-7-1.- On désigne par éf la classe des fermés F € S -qui sont réunion localement

finie d'une famille {F,, i € I} c C(K) de fermés convexes (c'est-a~dire telle que tout com=

pact K est disjoint de tous 1les Fi, i € I, sauf au plus un nombre fini).
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I1 n'y a gucune difficulté A définir 1l'ensemble nP(x) des projections d'un point x sur um
fermé F € éf. En particulier, nF(x) est localement fini, donc fermé dans (Hd, et "F(x) N ;Br(x)
(0 « r <« =) est méme fini. Pour toute fonction ¢ continue & support compact, 1'intdégrale
fS(F, ¢, r; x)dx est donc finie, et la formule (4-7-9) reste valable, & ceci prés que maintenant
les WkP(dx) sont des mesures de Radon 2 O non nécessairement bornées. ILe lemme 4-7-6 et la propo-
sition 4-7-3 restent également valables, ce qui nous garantit la mesurabilité sur éf de 1'appli~
cation F »]q Wk?. Par ailleurs

LEMME 4-7-7 - (:'5f est un sous-ensemble mesurable de 2 o

En effet, désignons par B, la boule fermée de rayon n, et par Gm’n la classe des fermés F

tels que F N B, 80it réunion d'au plus m compacts comnvexes. & est mesurable comme image inver-

m,n
ge d'un sous-espace fermé de J6(Bn) par l'application s.c.s. F —~ P N B,. Par suite &

(=3 € Tp.
Qg m,n b 4

4

De ce qui précdéde résulte alors le théoréme suivant :

THEOREME 4-7-2 - Pour tout P € Gp ot k = 0, 1,...d, 11 existe une mesure de Radon W,¥ » 0 telle
que 1l'on ait pour tout ¢ € z:}(,(md) et tout r > O

d
fs(r, 9, r; x)dx = k)go (i) £k fwkr(dx) e(x)

F_ 1, dx, et Supp W L) pour k = 1,...d. Pour tout 9 € ¢ (md), chacune des
F k P?E Cp

applications P -fy WkF

Ona.W0

(k =0, 1y...d) est mesurable sur éf.

- S i e

toire WkA 2 0 définie pour presque tout F € 9 et tout ¢ € mJé(md) par 1l'application F -

fQWkF.

BEMARQUE - S1 pour tout ¢ € €y (&) on a E( [y %% <=, 1'application ¢ — E(['¢ %) aéfinit une
fonctionnelle linéaire positive sur Q/e(ﬁd), et il existe donc une mesure de Radon’ positive E(W,),
appelée mesure-espérance, telle que E(fcp WkA) =_/q; B(W,). Mais il peut arriver que la condition
E(_/q; WkA) < = ne soit pas remplie.

Si 1'EPA A est stationnaire, et si la condition précédente est remplie, la mesure-espérance
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B(W, ) est elle-m@me invariante par translation, donc proportionnelle a la mesure de Iebesgue. Il

existe alors pour k = 0, 1,...kun nombre W, 2 O appelé denslté de la fonctionnelle de Minkowski

telle que 1l'on ait E(W (ax)) = w, ‘dx. Si cette condltlon n'est pas remplie, il est facile de
voir que l‘on A E(J[Wk @) = w pour toute fonction ¢ 2 "0 non identiquement nulle dans dbb , et

on peut donc poser conventionnellement Wy = %

Complements.

Si P est un fermé gquelconque, non nécessairement dans GZi , il est encore possible de lui
associer des applications linédaires et positives ¢ — W (¢) (k= 0, 1y+..d) de d&é dans m qui
prolongent les mesures de Minkowski. Toutefois, WkF(y) peut &tre infini,'et il ne s'agit donc plus

de mesures de Radon. Posons d'abord un lemme .

LEMVE 4-7-8 - Soient Q@ un espace 1CD, et f une application de Q dans ®. On pose y =
f(w,x) t weQ x€®, x<flw}etrl= {(yx) t weQ x€®, xs fw}]. Alors :

a/ - £ est s.c.i. (resp. s.c.s.) si et seulement si y (resp. T) est ouvert (resp. fermé)

dans @ x R.
b/ - £ admet une plus petite majorante s.c.s. et une plus grande minorante s.c.i.

¢/ - Soit £' une fonction s.c.i. (resp. s.c.s.) définie sur un sous-espace Q' dense dans Q.
Alors f' admet un plus grand prolongement s.c.i. (resp. un plus petit prolongement s.c.s. ) sur Q,

et, pour tout w € Q, & £ Q, il existe une suite fw} € Q telle que w = lim w et f(m) 1lim f'(mn).

I1 suffit d'établir les énoncés relatifs aux fonctions s.c.s., puisqu'en changeant f en -f on

en déduit les énoncés correspondant au cas s.c.i.

a/ - Supposons f s.c.s. Pour toute suite {w,, x } convergeant vers {w,x} dens @ x B , en vé-
rifiant (w,, X,) € Ty ctest—a-dire x = f(dn) pour tout n > 0, on & x = lim x, < lim flw)) =

T f(wn) < f(w), done (w,x) € T et [ est fermé.

Inversement, supposons ' fermé dans Q x m, et soit w, une suite convergeant vers w dans Q.
On a (wn f(w y) €T, donc (w, Iim f(w )) € T, puisque T est fermé. FPar suite f(w) 2 Tim f(wy), et

f est s.c.s.

b/ - Une fonction f est biunivoguement déterminée par l'ensemble e qui lui est associé dans

2 xR, et f<g équivaut a Te © rg. Par suite, la plus petite majorante s.c.s. de f est la fonetion
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associée a 1'adhérence 'fr de f.

¢/ - Soit ' = {(w',x), w' € @', x € ®, x s f(w')} 1le sous—graphe d'une fonction f' s.c.s.
sur Q'. I'* est fermé dans Q' x |, de sorte qu'il existe un plus petit fermé I dans Q x R tel que
rn(e* x® =r', c'est-a~dire la fermeture I = T' de T' dans Q@ x R. Pour w € Q, 1l'ensemble
{x : (w,x) € T'} n'est pas vide, car Q' est dense dans Q. Posons alors f(w) = Sup {x : (w,%) € T'}.
I1 est clair qtie f est le plus petit prolongement s.c.s. de f'. Si w € Q n'est pas dans Q°', il exia-
te une suite {wn,xn} c T* telle que (w, f(w)) = lim (mn, Js,l), puisque T' est la fermeture de I' ,

et a fortiori on a f(w) = lim f(wn).

La classe @f contient la classe J des parties finies, et elle est dense dans SA d'apris

le Théordme 1-2-2, corollaire 2. Pour f s.c.i. = 0, l'application @

d
(B, r) -fS(F, £, r; x)dx = k>=3° & ¥ W F(e)

de @f X (R+\{o}) dans ITI+ est s.c.i. et admet donc d'aprds le lemme un plus grand prolongement

s.c.i. sur ¥ x (R,N\[o}). Par suite :

Proposition 4-7-4.— Pour tout k = 0, 1,...d, il existe une application (F, ¢) — WkF((p) de %(md)

dans §+ vérifiant les propriétés suivantes :

a/ - Pour tout F e <A , ¢ ~ WkF(¢) est positivement liméaire. On a WOF(qz) =[q)(x)dx, et
¥, F(¢) = 0 pour k=1, 2,...d si Supp ¢ N OF = O.

v/ - (% ¢) - WkF(q;) prolonge 1l'application (P, ¢) ~jWkF(dx) 9(x) définie sur éf x@é
et pour tout ¢ € ¢J6’ 1'application :

(7 )~ = " wle

est 1'unique prolongement s.c.i, sur F x (lR+\[o}) de 1l'application (F, r) = Z (i) r f:p WkF .
De plus, pour F € SF et ¢ € GJZ’ i1 existe une suite {F } c & telle que F = 1lim B, et !kF(y) =
lim W ™M(g)  (k =0, 1,...d).

Ce résultat permet en particulier de définir la surface d'un fermé F quelcongue. Mais ce n'est

pas, et de loin, la seule définition possible (voir, par exemple, le traité de Federer, [ 17]).








