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~ CHAPITRE 5 -

LES EPA SEMI-MARKOVIENS DANS B

Ce chapitre est consacré & la propriété semi-markoviemme, dont on verra le lien &troit avec
les propriétés liées a la convexité. Bien qu'il existe des EFA semi-markoviens (EFASM) qui ne
gsoient pas indéfiniment divieiblea pour la réunion, nous §tudierons surtout les EPASM indéfiniment
divisibles (EPASMID). Ie premier paragraphe donne les définitioms et propriétés générales, et ca-
rastérise les EFPASMID en termes de pr'ocouus‘ de Poisson sur C(& '), ou de C-additivité de la fonc-
tionnelle . On traite ensuite en détail le oas des EFASM stationnaires sur la droite |R1, qui s*
identifient & une classe simple de processus de renouvellement & deux états. le troisiéme paragra-
phe est consacré i un exemple un peu plus général, celui des schémas booléens & grains primaires
convexes, c'est-a—-dire aux processus de Poisson concentrés sur C(JG'). On s'attache, en particulier,
a l'interprétation des paramdtres dens le cas stationnaire. ILe paragra,fhe suivant donne la caracté-
risation générale des EFASMID stationnaires. Il apparalt que tout EFASMID stationnaire est réunion
de cylindres dont les basea sont des achémas booldenas a grains convexes dans des sous—espaces con-
venables, de sorte que les schémas booléens et les variétés lindaires poisaoniennes constituent les
deux prototypes & partir desquels est construit 1'EFASMID le plus général. On montre, en particu-
lier, qu'un EFA est un réseau poissonien si et seulement si il est etab;e, atationnaire et semi-
markovien, On étudie également certains paramdtres de ces EFPASMID, et notamment lea granulométiries

linéaires et les covariances. Il apparalt, en particulier, que le moment Q(h) est toujours de type
positif dans (Rd.

5—1 LA PROPRIETE SEMI-MARKOVIENNE.

Lorsque C, K et K' sont trois compacts de Rd, on dit que C gdpare K et K' si pour tout
x € K et tout x' € K' le segment [x, x'] = {[(1-A)x + Ax', O £ A = 1} rencontre le compact C (défi-
nition 4-2-1). En particulier, si K ou K' est vide, tout compact C 'sépare K et K'. Si au contraire

C=¢, C ne sépare K et K' que si 1'un de ces deux compacts est vide. Dans ces conditions, posons
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la définition suivante @

Définition S—1—1.— Soit A un EFA et Q la fonctionnelle sur JG définie par Q(K) = P(‘{FK). On dit

que A est semi-markovien si 1l'on a 3
(5-1-1) QKU K' U ©) Q(c) = q(ky ¢) a(K' U ©)

pour K, k', C € S6 tels que C sépare K el K'.

Examinons la signification de la relation (5-1-1). Si Q(C) = 0, elle eat auntomatiquement vé-
rifide. Si Q(C) # 0, elle signifie que les fermés aléatoires AN K et A N K' sont conditionnelle-

ment ind §pendsnts lorsque & © est réalisée (c'est-a-dire lorsque A est disjoint de €) d'old la
terminologie.

En effet, désignons par A' l'EFL A pris conditionnellement en 97°, et par P' la probabilité
qui lui est associde sur o,, soit P'({*) = PN &%) /lc), Pe Gp. En particulier, la fonction-
nelle Q' associée & A' est définie par Q'(K,) = P'(F ') = Q(X, U €)/a(C). La relation (5-1-1)
stéerit done Q'(K U K') = Q'(K) Q'(K'). Soient K, et K; deux autres compacta tels que K, cK et
Ky © K. A fortiori, C sépare K, et K, , et la relation (5-1-1) donne Q'(E, U K,) = Q'(K,) Q' (K)),
ce qui s'derit aussi

K K, K K,
PUANEeF JNNE eF D=L NKEF ) B NEK eF ']

D'aprds la relation (2-3-5), il en résulte bien que les EFA A' N K et A' N K' sont indépendants.

Dans ce gqui suit, nous derirons EFASM au lieu d'ensemble fermé aléatoire semi-markovien. No-

tons une propriété simple, qui sera utile ultérieurement :

v
Proposition 5-1-1.~ Si A est un EFASK et Ko un compact convexe, le dilaté A @ Ko est encore un

EFASM.

En effet, si C sépare K et K' et si K, est convexe, on vérifie sans peine que CoK, aépare
Ke K et K' ® K. La fonctionnelle QK associde a4 A ® 1( est définie par QK (K) = Q(k & K, ).
D'aprds la relation (5-1-1), on a done QK (KUK U O Qg (© =q (KUK JO) o K) Q(ce K) =
(ke k) U (K @ K)) U (cok)) alCe Ko) QK (KU C) QK (K* U C), et A @ K est semi~marko-

vien.
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Dans toute la suite, ilssera commode de poser ¢ = - log Q. La propriété semi-markovienne est

donc, d'aprds (5-1-1) caractérisée par la relation 3

(5-1-2) $(EUK U +4(C) =¢ (KYC)+ & (XK' U OC)

D'aprds la Proposition 4-5-1, K N K' sépare K et K' si K, K' et K{J K' sont dans C(JS6), et la
relation (5-1-2) donne alors (KU K)+ ¢(K N K') = ¢(K) + ¢(K*). Autrement dit, la fonctionnelle

¢ = - log Q associée & un EFASK est C-additive sur C(J0).

En particulier, si un EFASM est stationmnaire et isotrope, sa fonctionnelle ¢ eat invariante
pour les déplacements de l'espace euclidien th. D'apr2s le Théordme 4-1-1, il existe donc dea cons-

tantes By = 0, 1=1,2,..4 telles que 1lton alt 3

d
(5-1-3) #(K) = - log Q(K) = 121 By W,(K) (K € c(J6))

.

les wi désignant les fonctionmnelles de Minkowaki.

Un EPASM n'est pas nécessairement indéfiniment divisible pour la réunion. On verra un contre-
exémple simple dans le paragraphe 5-2. Mais dans ce qul suit nous allons surtout nous attacher a

1'étude des EFASM indéfiniment divisibles, solt en abrégé EFASMID. Dans ce cas, la C~additivité

de la fonctionnelle ¢ eat caractéristique de la propridté semi-markovienne. Plus précisément 3

THEOREME 5-1-1 - Soit A un EPFA indéfiniment divisible et sans points fixes, et ¢ = — log Q la fonc-
tionnelle définie sur J6 par ¢(K) = - log P(?FK). Alors, les trois conditions suivantes

sont équivalentes :
a/— A est semi-markovien.
b/~ La fonctionnelle ¢ est C—additive sur C(JG).

¢/~ A est la réunion d'un processus de Poisson sur C(¥H').

On a déja vu que a/ entraine b/. Supposons b/ vérifide. D'aprés la Proposition 3-2-1, 1'EFAID
A est réunion des fermés d'un processus de Poisaon sur @ ' agsocide 4 la mesure o-finle 6 véri-
fiant 8(Fy) = ¢(K). Soit {Bn} une su_ite de compacts tels que B < §n+1' B, 4+ E= g}, Pour n assez
grand, on & ¢(Bn) > 0 (sinon A = @ p.s., et ¢/ est vrai), et K — ¢(K n'Bn)/¢(Bn) est une capacité

de Choquet associde & une probabilité P, sur Gp. Comme ¢ est C-additive, il en est de méme de
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K-¢(ENB )/¢(B ), et par suite, d'aprds le théordme 4-2-1, la probabilité P, est concentrée sur
(). I1 en est donc de méme de la mesure 6, limite inductive des mesures ¢(B ) B,. Par suite,

c/ eat vrai.

Enfin, si ¢/ est vrai, avec les mémes notations que ci-dessus, le théoréme 4-2-1 donne
(KUK UC NBY +&(CNB) =&((EYC) B + (K" UC) NBy) dda que © sépare K et K'. Par
suite, en faisant n 1‘ «, la relation (5-1-2) est vérifiée et A est un EFASMID. .

D'aprds ce théordme, les rdseanx poissoniens §tudids au paragraphe 3-5 sont des EFASMID. Nous
allons domner d'asutres exemples plus généraux, et pour cela commencer par étudier complatement le
cas de l'espace A une seule dimension. On notera que si A est un EFASM (reap. un EFASMID) et V ume
variété lindaire de dimension k < d, identifide & 1'espace euolidien ®%, alors ANV est un EFASM
(resp. un EFASMID) dans mk, appelé EFASM (EFASMID) induit par A sur la variété V. 11 est clair, en
effet, que A N V vérifie encore la relation (5-1=1) pour K, K' et C contenus dans V. En particu-
lier, 1'4tude du cas unidimensionnel & laquelle nous allons maintenant procéder est applicable aux
EFASM induits sur les droitea de md par un EFASM astationnaire queleconque dans !Rd. A

5-2 EFPASM STATIONNAIRES SUR LA DROITE REELLE.

Soit A un EFASM stationnaire sur (R‘. La probabilité Q([x,x+h]) pour gque le segment
[x,x+h] soit disjoint de A ne dépend donc pas du point d'appui x, el sera noté simplement Q(n). 11
est clair que la propriété semi-markovienne eniralne 1'équation fonctionnelle Q(h1+h2) = Q(h1)Q(h2)
(h1, h, x 0). En effet, le point l.'x1 sépare les compacts [o.h1] et [h1,h1+h2], et il suffit d'appli-
quer (5-1-1). Comme h — Q(h) eat non croissante sur ®,, i1 en résulte, comme on sait, que Q(h) est

de la forme 3
(5-2-2) Qn) = q e

pour deux constantes q et 8 » O. D'ailleurs, q = Q(o) = P(x £ 4) (x € IR1) vérifie méme O < q < 1.
cste ,
et on a P(A = @) = q, P(A = (R1_) = p = {~q. Nous supposerons donc 6 > O, S1 q = 1, soit p = 0, il

Siqg=0, Aest p.s. égal & (R'_, et nous supposerons donc q > O. S1 8 =0, on a Q(h) = a

est facile de voir, d'aprés la propriété semi-markovienne, ‘que A est alors un pz;oceaaua de Poisson

ponctuel de densité & sur CR’_. Suppoaons donc O < q < { strictement.
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Conformément aux notations du paragraphe 2-7, nous désignerons par P(h) la probabilité pour
qu'un segment [x,x+h] soit contenu dans A, par ‘¢(h) la covariance, c'eat-a-dire C(h) = P(x € A et
x+h € A), et par p - F{h) la probabilité pour qu'il existe un segment de longueur 2 h contenu dans
A et contenant un point x donné, soit p - F(h) = P(x € A[o,h])’ A[o,h] déaignant 1l'ouverture de A
selon le segment [o,h]. On a vu au paragraphe 2-7 que P(h) admet une dérivée P'(h) en tout h > O

et que l'on a 1@

(5-2-3) p - F(n) = P(h) - b P*(h) (h > 0)

Par contre, l'existence de la dérivée & droite P'(o) en h = O n'est pas évidente. Mais

(1/p) P(h) est la probabilité pour que O soit l'origine d‘'un segment de longueur aléatoire L2 h
contenu dans A (conditionnellement pour O € A). La loi de L est donc la mesure -(1/p) 4 B(h).
Cette loi ne peut pas admettre d'atome en 0. En effet, si la loi de L admet un atoie a>0en 0,
pa est la probabilité pour que le point O appartiemme & la frontidre A de A, et 1'espérance du
nombre N de points frontidres tombant dans le segment [0,1] est alors E(N) = . Mais, d'apris
(5-2-2) et la propriété semi- markovienne, E(N) est inférieur A 1'espérance du nombre de pointa
d'un processus de Poisson ponctuel de densité 6 tombant dans le m8me asegment, solt B(N) £ 0. Or @
= oo entratne Q(h) = O pour h > 0, et aussi pour h = 0, puisque h |, 0 » Q(h) 4 Q(0) = q, et nous

avons supposé q > O. Autrement dit, il existe une fonction mesurable = 2 O telle que 1l'on ait :

(5-2-4) : (1/) 2(0) = [ a(x) ax
- h

Conditionnellement lorsque O £ A, nous pouvons considdrer les deux variables aléatoires L, et
L1 telles que I‘o 80oit l'abscisse du premier point de A situd & droite de O et I‘o + 12.1 l'abacisse
du point le plus 4 droite de la composante connexe de A commengant en I‘d (done li.1 = 0 81 cette com—
posante est réduite & un point). Ces deux variables sont d'ailieurs indépendantes, d'aprés la pro-
priété semivmarkovienne, La premisre, Ly» admet; d'aprds (5~-2-2), la loi exponentielle de densité
] 'eh, h > 0. Posons F1(x) = l'(L1 < x). Pous déterminer cette loi 1‘1, considérons 1'évinement
suivant : {x £ A, x+h € A et il y a un seul point frontidre sur le segment ouvert }x,x+h{}. Ia

probabilité de cet 4vinement est g P(I.o + L1 2 h). En renversant le sens de parcours de l'axe des
L

x, on voit que cet évinement a aussi la probabilité p P(I.0 + L1 2 h), I.; déasignant cette fois la

VA de densité ={x). On en déduit la relation 3

h

- h
q @ J [1- F1(x)] e—e(h-x)dx =p J w(x) e—e(h—x)dx
° °

et par suite 13
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(5-2-5) 1 - P (x) = (p/q0) =(x)
En particulier, la VA I.1 admet une espérance finie, que nous désignerons par m, 3

o
m = [ 1= 2(0] ax = 2/(a0)
[+] ’ .

En posant m, = 1/0‘ = E(L ), on voit que cette relation entraine p = u /(m +m, ) et q =
mo/(m +m ), et susai Oq = 1/(m v, ). Autrement dit, 1'espérance eq du nombre d'entrées dans A par

unité de longueur est égal a 1l'inverse de 1'eapérance d'une séguence compléte L + I.1 .

Si nous faisons x | O dana (5-2-5), nous obtenons & gauche la probabilité 1-p = P(I.1 > 0),
B = P(I.1 = 0) désignant 1'atome §ventuel en O de 1a loi F. D'aprds (5-2-4), on a aussi ¢

h
p=R(h) _ 8 [ 4. p(x)]ax
h B : 1

Comme (1 - F1(x) 4 (1-) pour x |, 0, on en déduit que P(h) admet une dérivée & droite en h = 0,

soit

P,(0) = - @ q(1-B) = - 8q B(L, > 0)

On note, en particulier, que les dérivées a droilte en O de P(h) et Q(h) ne sont égales que si

la loi P1 ne comporte pas d'atome g > 0 a 1'origine.
L'EFASM stationnaire A eat entidrement défini par le paramdtre 6 et la loi F1. En effet, d'a-
pres la propriété semi-markovienne, ce processus repart & O chague fois que le point courant x sort

de A. Il s'agit d'un processus de renouvellement ou 1l'on voit se succéder sur la droite réelle des

segments de longueurs I‘o’ L L;, L;... indépendantes obdissant les unes a4 la lol exponentielle
e —6h

, lea autres a la loi P1 .

Inversement, d'ailleurs, on sait ([ ]) qu'un processus de renouvellement ainsi construit est
ergodigue et peut 8tre remdu stationnaire par un choix convenable de la loi initiale (et donc défi-
nir un EPASM) si et seulement si la loi P1 admet une espérance finie m, f[| - F, (x) Jdx < %, On

a alors m_ = 1/8, p = m/(m +a ).q = m/(m o, ), Q(h) = q exp (-eh) et P(h) = g0 { [1 -F (x)]dx.

La loi F‘I représente la granulométirie en nombre des traversdes de 1'EFASM A. La probabilité

p - F(h) pour qu'un point x donné appartienne a un segment de A de longueur supérieure & h (c'eat-

a-dire a l'ouverture de A selon le segment [o,h]) est donnée par la relation (5-2-3). Compte tenu
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de (5-2-5), on trouve F(dh) = h 8q 11(dh) = p(h/n1) F1(dh), et cette relation montre bien que la

loi F/p représente la grapnulométrie “en longueur®, c'edt-a-dire une granuloméirie dans lagquelle
“chacune" des traversées lindaires est comptée pour un poids proportionnel a4 sa longueur.

Exsminons maintenant la covariance C(h) = P(x € A et x+h € A). Elle eat relide a la fonction
P(h) par une équation de convolution. En effet, on a P(O € A et h £ A) = p - C(h). iais cet évine-
1
ment s'exprime sussi en disant que 0 est 1'origine d'un segment de longueur I.1 <h et que h £ A,

D'apris la propriété semi-markovienne, on en déduit

h
(5-2-6) - pe-¢(n) =~ é‘l P'(x) [1 - 2p + O(h~x)] dx

ou, sous forme égquivalente 1

h
p - C(n) = 91[ [1- 2] [1-2 +c(a-n)] ax

! ] ]
Montrons que la covariance admet en h = O une dérivde a droite C+(o) = P+(o) a - 9q(1-g).

En effet, les inégalitds évidentes p 2 C(h) = P(h) domment O £ p - C(h) < p -~ P(h), puis, en por-
tant dans (5-2-6) :
'h
E -hP(h) 2 B 'hc(h) z% J (1 - 2(x)] [1- 2p + P(b-x)]
o

I1 eat facile de vérifier que les deux termes extr8mes de ces inégalités ont la m8me limite
q 8(1-g) = - P:_(o), d'ol le résultat.

Il reste enfin a examiner le cas ou A est un EFASMID. Remarquons d'ailleurs que A n'est pas

nécessairement indéfiniment divieible, Par exemple, si 1a loi F, des traveraées de A est la loi

1
de la variable L1 pP.s. égale a une constante 4 donnéde, il est facile de voir que 1' EFASM cor-

respondant n'est pas indéfiniment divisible. Nous verrons dans les paragraphes qui suivent (mais

cela est 4 peu pras 4vident dans le cas de l'espace a une seule dimension) que tout EFASMID sur R
eat réunion de segmenta fermdés dont les longueurs aldatoires sont indépendantes et obéisaent a une
méme loi G, et dont les extrémités gauches (par exempls) constituent un processus de Poisson ponc-

tuel de densitd 6. On vérifie sans difficultd la relation @

q = exp (-8 u)

00
ou u =f [1 - 6(x)]dx est 1'espérance de la loi G des segments "primaires™. En particulier, A = B
o
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p.s. 8i p = =, Nous supposerons donc p < =, Il est également facile de vérifier la relation @

a(n) = q ™8
En comparant avec (5-2-2), on voit que le paramétre @ de cette relation eat bien identique a la
densité des germes primaires, que nous avons également désignée par 6. En ce qui concerne la cova-

rience, on trouve de mfme sans difficulté
h
(5-2-T) 1 - 2p +(h) = q exp {- el [1 - 6(x)] dx}

La comparaison des relations (5-2-7) et (5-2-6) montre que la granulométirie en nombre F, de
1'EFASMID A se déduit de la gramulométrie G des grains primaires par une équation intégrale que
1'on peut, en principe, toujours résoudre au moyen d'une trensformation de Laplace. En particulier,
on peut par ce procédé calculer la probabilité P(L) pour qu'un segment de longueur € donné soit
entidrement recouvert par la réunion A des segments primairea aléatoires (probléme dit du recou-
vrement). En sens inverse, on peut, en résolvant (5—2—6) trouver la covariance C(h) associée & une
granulométrie F, donnée. Mais en général, pour une loi P, quelconque, - C'(h)/C(h) ne sera pas une
fonction décroissante, et on ne pourra pas trouver de loi primaire @ telle que la granulométrie de
A soit F1. C'est ce qui se produit, en particulier, comme on 1'a vu, si F1 ‘est la loi de la V.A.
p.s. égale & une constante domnée. Il gseralt intéressant de trouver une copdition nécessaire et
suffisante que F1 doive vérifier pour que ce probldme soit soluble, mais nous n'aborderons pas

cette question.

5-3 LES SCHEMAS BOOLEENS.

Lorsque 1'EFASMID A du théoréme 5-1-1 est réunion du processus de Poisson associé a
une mesure o-finie 8 concentrée sur C(JG') « C(F'), nous dirons, quivant une terminologie qui se
comprend d'elle-mfme, que A eat un schéma booléen a4 grains primaires convexes et compacts. En effet,
la mesure © étant o-finie, A est p.s. réunion localemeit finie de convexes compacts (*les grains
primaires") i.e. avec une probabilité unité un compact K donné ne rencontre qu'un nombre fini de
ces grains primaires. C'est a cette classe d'EFASMID que nous allons consacrer ce paragraphe, en

attachant une attention particulidre au cas stationnaire (déja envisagé au paragraphe 3-2).

Plus généralement d_'ailleurs, nous appellerons schéma booléen & grains primaires compacts

(non nécessairement convexes) un EFAID A équivalent & la réunion des compacts d‘'un processus de
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Poisson sur JG'. (Proposition 3-2-1). Désignons par 8 la mesure o-finie concentrée sur SO asso-
cide & ce processus de Poisson, et posons ¢(K) = O(Q?'KI s K eJé. Nous allons utiliser les résul-
tats de la Proposition 3-2-3 pour caractériser cette classe d'EFATD comme la réunion d‘'une famille
de fermés aléatoires p.s. compacte indépendants &i ol les x; € L“i que 1l'on peut appeler les ger-
mes des grains primaires in constituent un processus de Poisson ponctuel sur 1l'espace E = Rd.
Pour appliquer la Proposition 3-2-1 nous avons besoin de définir sur dGune application mesurable
K - x(K) permettant d'identifier un point particulier de chaque K € 6. Pour cela, nous utilise-

rons la relation d'ordre lexicographique entre points x = (x1,...,xd) de le. les x4, 1 = 1,2,..d
désignant les coordonndes de x, relation définie par x £ y ai X3 <¥q 0 00 id =¥y et X34 < Ya_q°

OU ...y OU X3 = F4s X3_q = Fg_qre-e X5 = ¥, et X, £Y,. I1 eat facile de voir que pour tout K € 46
il existe un point unique x(X) € K vérifiant x(K) = Inf {x, x € K} pour cette relation d'ordre, et
que l'application K — x(X) ainei définie est continue sur</6.

En effet, notons d'abord que ai deux suites {x } et {y, ] convergeant dans 8% en vérifiant
X, £ ¥y il en résulte lim x, £ lim yn"(autrement dit la'relation d'ordre lexicographique est
fermée dans ). Soient alors {K,} une suite convergeant vers K dans 6 , et montrons lim x(K ) =
x(K) . Lea K, sont contenus dans un compact fixe K, (Théordme 1-4-1), et il existe donc une suite
partielle ”Slkl telle gque ix(Knk)l admetie une limite y dens @), Soit x un point de K, et {x ] une

suite convergeant vers x dans md en vérifiant x, € K. Par définition, on a x(Kn) s x,, donc, la
relation < 4tant fermée, y £ x pour tout x € K, et y = x(K). Par suite, la suite {x(Kn)} elle-

méme converge vers x(K).

Nous pouvons prolonger sur % ' cette application K- x(X), en posant par exemple x(F) = 0
pour P € *'\J¢'. Comme la mesure o-finie & est concentrés sur JG', l'application P - x(P) est
continue 6 presque partout sur ¥', donc mesurable. D'autre part, si B ést unncompact quelconque,
on a 9(1_1(3)) < G(EH'B) < o, puisque § est oc—-finie et x(F) € P 6-presgue partout. La condition
de la Proposition 3-2-3 est donc remplie. Par suite, il existe une mesure p o-finie sur le et,

pour p-presque tout x € (Rd, un EFA A(x) dont la probabilité Px sur g, est mesurable en x et véri-
fie pour tout (*¢ % et tout borélien B dans Gd 3

(5-3-1) 000 ' (@) = [2,(0) wiax)
B

D'aprés le corollaire 1 de la Proposition 3-2-3, on a d'ailleurs pour u—presque tout x :

Alx) € U et x(Ax) € A(x) presque surement pour P,.
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Considérons 1l'image dans w des processus de Poisson sur J(' per l'application F - x(F).
Cette image est un processus de Poisson ponctuel sur B associé & la mesure o-finie p de la rela-
tion (5-3-1). En effet, le nombre K(B) des points de ce processus image contenu dans un borélien
domné B c m‘ est égal au nombre des fexmés du processus de Poisson sur &4 ' contenu dans x 1(B).
C'est donc une variable poissonienne d‘'espérance finie B(N(B)) = o(x"'(B)) = n(B), da'aprda (5-3-1).
Si B, et B

1 2
pendants, ce qui Justifie notre affirmation.

sont deux boréliens disjoints, on a 1-1(31) n 1_1‘(32) = ¢ et .N(B1) ot N(Bz) sont indé-

Inversement, donnons-nous une mesure p o-finie sur Iﬂi et, pour p presciue tout x € th, une

probabilité P, sur op concentré sur J6' telle que pour tout ¢¥€ o, 1'application x — ) (¢*) soit
mesurable pour p. La formule 8((*) -fP (¢*) p(dax) définit sur & ' une mesure 6 o-finie concen~—
trée sur J' si et seulement si on a fo(zJ:k) p(dx) < e pour tout K € JG. Il n'est pas néces-
saire de supposer x(A(x)) € A(x) p.s. pour P (1'application particulidre K - x(K) utilisée plus
heut n'avait d'autre raison d'8tre que d'associer un point déterminé de md 4 ohagque compact K € JG'
et peut 8tre remplacée par n'importe quelle autre application mesurable de JG dens md). La réunion

des fermés du processus de Polsson sur &7 ' associé a cette mesure O concentrée sur JG' est alors

par définition un schéma boolean & graina primaires convexes. Nous pouvons donc énoncer

Proposition 4-3-1.- Soit A un EFA, et ¢ la fonctionnelle sur JG définie_'par $(K) = - log Q(K) =

= - log P(AN K = @¢). Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes @
a/ A est un schéma booléen a grains primaires compacts.
b/ Il existe une famille x — A(x) d'EFA p.s. compacts mesurables en x {(ctest-a-dire telle que
1l'application x - Tx(K) ol on pose Tx(l() = P(A(x) GSKK), soit mesurable pour chague K € J0G)
et un processus de Poisson ponctuel sur Rd associé & une mesure p o-finie possédant les pro-

priétés suivantes 1 fT (K) p(dx) < = pour tout K € J6, et A est équivalent & la réunion
¥ {A(xi)}, les x, désignant les points du processus de Poisson sur .

o/ La fonctionnelle ¢ est < o« gur JG et admet une représentation de la forme : -
(5-3-2) o(® = [1,(0 uax) (X € .50)
p désignant une mesure o-finie sur (Rd, et K -~ T (K), x € @ une famille de capacités vérifiant

les conditions du théoréme de Choquet, telle que x — Tx(K) 8oit p-mesurable pour tout K € G,
et que 1'on ait lim | Tx(r B®) = 0 pour r 4 « (B, boule unité de Rd).
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Compte tenu des théordmes 4-2-1 et 5-1-1, le corollalre suivant est 4vident

grains primaires convexes 8i et seulement si, pour p~presque tout x, A(x) est p.s. convexe,

ou encore si et seulement si, pour p-presque tout x, la fonctionnelle Tx est C-additive.

Examinons maintenant le cas ol A est stationnaire, c'est-a-dire le cas ou la fonctionmelle
¢ est invariante par transletion. Dans ce cas, comme on 1'a d'ailleurs déja vu au paragraphe 3-3,
il résulte du corollaire 3 de la Proposition 3~2-3 que la mesure p est invariante par translation,
donc est proportionnelle & la mesure de Lebesgue sur m?, de sorte que le processus de Poisson
ponctuel associé & u est stationnaire. De plus, pour p-presque tout x et x', les EFA A(x') et
A(x) ® [x'-x} sont équivalents. Autrement dit, chaque A(x) peut 8tre remplacé par le translaté
A; d'un EFA équivelent su translaté par x d'un méme EPA A' = A . Bn particuller (formule (3-3-1)),
la fonctionnelle ¢ est de la forme :

‘

(5-3-3) #(K) = a V(X @ K)) = a E(V(a, ® K))
ol V est le volume et o une constante 2 0.

En particulier, A est un schéma booléen stationnaire & grains convexes et compacts s8i et

geulement si la fonctionnelle ¢ qui lul est associée est de la forme (5-3~3) pour un EFA p.s. con-

yexe A, vérifiant E(V(Ab ® K)) <, K € J6. Jusqu'a la fin de ce paragraphe, nous allons supposer
que ¢ vérifie cette condition, et examiner les particularités qui en résultent.

Schémas induits sur les droites.

J1 est clair que A induilt sur une droite de md identifide & m1 un aschéma booléen stationnaire
A(8) & grains primaires convexes et compacts dont la probabilité ne dépemnd que de la direction s
de cette droite. Pour plus de commodité, nous conéidéreroné s comme un point de la sphére unité
S, aussi bien que comme un vecteur unité de ﬂd. I1 est clair que A(s) et A(-s) sont équivalents.
D'aprds le paragraphe 5-2, la lol de A(a) est entidrement déterminée par la donnée de la denaité

9(s) des germes ponctuels sur la droite et de la granulométrie Gs des grains convexes primaires

(qui sont des segments de droite).

Déterminons d'abord 6(s). Si h est un vecteur de m#, la probabilité Q(h) pour qu'un segment

{x+Ah, O £ A £ 1} (x quelcongue dans Gg) s8oit disjoint de A est égale, d'aprds (5-3-3) &
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Q(n) = exp (- a V(4 @ B)} (E={rh, 0gA<1})

Si s est la direction de h (s = n/|n], b # 0), on a pour tout K € c($6) : V(Ko h) =
in| pd_1(n 1 By uy_, désignant la mesure de Lebesgue dans w1, et aussi, a° aprds la proposition
8

|n
4-5-2, V(K@ §) = l ‘/ 1s%, 51 65, (as), 6,5, (a8) aésignant la mesure superficielle de

%1

. . A
K € ¢(JG). Iorsque K est remplacée par 1'EFA A, p.sS. compact et convexe, u, , (m, Ao) et Gd_?
8

deviennent une variable et une mesure aléatoire. Autrement dit, on a Q(h) = q exp{-8(s) |h|},avec 3

(5-3-4) 8(s) = a E[py., nai_ A) = af |st, 5] Gy, (a8)
54

d-1
Ao
Gd-1 désignant la mesure positive égale a l'espérance de la mesure superficielle aléatolre Gd—1

(formule (4-5-5)). D'aprés le théordme 4-5-1, il en résulte notamment que la fonction h - Q(h) =
q oxp {-|n| 8(n/|n|)} est de type positif dans @.

Examinons maintenant la covariance h — C(h) de A dans . onaP(xg£A x+th f£4) =
= exp {~4({x,x+h}) = 1 = 2p + C(h). D'aprds (5-3-3), #({x,x+h}) = a [2 B(V(A,)) - E(V(4, N A@(n}))].
On a vu au paragraphe 4-3 qu'a tout compact K € (3¢ eat associée la fonction h -o_gx(h) =

JHK(I) 1K(x+h) dx. Iorsque K est remplacée par A , on obtient une fonction aléatoire h - 8, (b).
)

Nous désignerons par g l'espérance de cette fonction aléatoire 8 » soit, d'aprads (4-3-1) 3
: o
g(n) = B(g, (b)) = B{V(a, N 4, ® {a])]
()

En posant q = exp {-a E(V(Ao))i = P(x £ A), on voit donc que la covariance C(h) est donnde

par la formule
(5-3-5) C(h) = p-q + q exp {-a [g(o) - g(n)]}

8i nous identifions avec la relation (5-2—7), nous voyons que la granulométrie Ga des grains

primaires induits sur lea droites de direction s esat définie par 3

r

(5-3-6) o@) [ [1 - 6,(8)] 4t = a [g(o) - a(rs)] (r 2 0)
[+

Reportons-nous & la Proposition 4-3-{1 pour interpréter ce résultat. Si le convexe aléatoire

A, est p.s. d'intérieur non vide, la fonction [gA (o) - 8, (rs)]/r admet p.s. la limite y, (038) =
) 0 )

= Ugmy (nﬂl A,) pour r  O. D'aprds (5-3-4) et (5-3-6) on a alors lim(i- 6,(&)) = 1 pour £ | 0,



148

autrement dit, la loi G, est sans atome & 1'origine, et, en particulier, la covariance C et la
fonction Q(h) asdmettent, pour chague s, la méme dérivée a droite dans la direction s, soit @

1 Yol = Olre) . gy (o) = (re) . 4 o(a)
rlo r}o

Au contraire, supposons qu'il y ait une probabilité « > O pour que A, alt son intérieur 10
vide. Désignons alors par A; et A; 1'EFA A, pris conditionnellement pour 30 = ¢ et 10 # ¢ respec-
tivement. Pour r 2 O, on a g(ra) = (1-a) E(gA.1(rs)) et, pour r |, 0, on trou‘fe [&(o) - g(rs)]/r-:
(1~a) E[pd_1 nsJ_A;]. De la mOme manidre, 8(s) = « eo(s) + (1-a) 61(5), a:vec'oo(s) = &E["’dqns-LAo]
et 0,(s) = aE[uy_, nslA;]. En passant & la limite pour r O dans (5-3-6), on voit que la loi G,
admet un atome g(s) > O & 1l'origine défini par @

(5-3-7) 1 - 8(s) = (1-a) 0,(8)/8(s) = (1-a) 8,(8)/[a 8,(8) + (1-a) 0 (s)]

Dens ce cas, les dérivées a droite dans la direction s de la covariance ¢(h) et de la fonction

Q(h) sont respectivement (1-g(s)) q 8(s) et q 6(s).

En résumé :

Proposition 4-3-2.- Si A eat un schéma boolden stationnaire & grains primaires convexes et compacts,

les schémss induits par A sur lea droites de direction s sont caractérisés par les relations
(5-3-4) et (5-3-6). En particulier, la fonction h - Q(h) est de type positif dans g. Pour que
Q{h) et ¢(h) admettent le m@me cOne des tangentes & 1l'origine, il faut et il suffit que le
compact aléatoire convexe A, goit p.s. d'intérieur non vide, et il en est ainsi si et seulement
8l les granulomdétries primaires Gs induites sur lea directions s € So gont sans atomes a l'ori-
gine. Dans le cas général, si a = P(zo £ @) et 81 eo(a) et 91(5) désignent les densités in-
duites par lea schémas booléens associds & 1'EFA A, pris conditionnellement pour ‘-’Ao = ¢ et

vo # @ respectivement, la granulométrie primaire G, possdde a l'origine un atome g(s) donné
par (5-3-7).

Notonas que la connaissance des schémas induits sur les droitea (c'est-a-dire la connaissance
de la densité 0(s) et de la granulométrie primaire G, pour toute direction s € So) ne suffit pas
pour déterminer la loi de probabilité d'un schéma boolden stationnaire & grains primaires p.s.

convexes et compacts dans (Rd y d > 1.
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Le nombre de convexité spédcifique.

Iorsque le compact K eat un homothétique de la boule unit B, la formule de Steiner et la re-
lation (5-3-3) domnnent @

& 4 x
(5-3-8) ¢(rB) = a 150 () © B(W(a))

Ainsi, les espérances des valeu;.'a des fonctionnelles de Minkowski pour le convexe primaire
A constituent d4'importants paramdtres du schéma booléen A lui-mﬁme. Dans le oas particulier ol A
est isotrope, on peut supposer que A, Jui-méme oat notropo,(quitte a le remplacor par son isotro-
pisé, voir paragraphe 5-3) et la formule (5-3-8) se généralise & tout K e ¢(JG)+ D'aprds la propo-
sition 4-2-4, on trouve, en effet :

d
o) = (a/ny) 2 () B[w (a,)] W_,(R) (K € ¢(J6))

de sorte que les B[wk(Ao)] déterminent entidrement la restriction de ¢ A C(J6) (mais non ¢ sur J6

tout entier).

Montrons que les megures—espérances E(Wio(dx)) = Wk(dx) sont en relation avec les nombres de
convexité spécifiques de A lui-m8me et des schémas induits sur les aoua-espénea de (Rd. A dire vrai,
A lui-m@me n'a pas ‘de nombre de convexité, au sens du paragraphe 4-T7, ou; al 1'on veut, on a v(A) =
= o p.a. 81 A n'est pas vide. D'ailleurs, A n'appartienf pas & l'amneau convexe S « Toutefois,
toute intersection de A par un compact convexe est p.s. dans S , ou, ce qui revient au méme, A
est p.s. réunion localement finie de compacts A'(xi) € C(J6), de sorte que la formule (4-7=7) est
p.s. applicable & A N rB). On en déduit l'existence des mesures aléatoires o-~finies W, A(dx).véri--
fiant p.s. (4-7-7) pour tout ¢ € a%(m ). Comme 1'application ¢ - E[fq(x) L% (dx)] définit une
fonctionnelle linéaire, positive sur %6((& ), donc une mesure positive, nous sommes assurés de

l'existence des mesures-espérances E[WkA(dx)] vérifiant 1

| d
(5-3-9) E[j(x'e z ?(x'))dx'] = k:-Eo (i rka(WkA(dX)] ?(x)

nA(x.r)

pour toute fonction continue ¢ a support compact. Maié A est statiqnnaire. Les mesures-espérances
E[WkA(dx)] sont donc invariantes par translation, c'est-a-dire proportionneiles a la mesure de

Lebeague dx sur le. Autrement dit, il existe (d+1) constantes Wor WopeouWy telles que E[WkA(dx)] =
= w) dx. Nous dirons que les nombres w, sont les densités des fonctionnelles de Minkowski pour le

schéma booléen A. Du point de vue dimensionnel, w, est homogéne, a l'inverse d'un k-volume., Il est
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clair que w, = E(1A(x) = P(x € A). De mbme, d w, = E(W‘|A(1':]3))/(b‘1 rd) pour r > O montre que d w,
eat 1'espérance deb la surface spdcifique de A. Nous allons voir que “'d/bd. a la signification d'umn
nombre de convexité spéoifique, et vérifie la relation

(5-3-10) "’d/bd =ag

En effet, solit a € so un vecteur unitaire et S = st € :%_1. Moyennant un choix convenable des
axes de coordomnnées, l'application K ~ x(K) que nous avons construite au début de ce paragraphe a
1'aide de la relation d'ordre lexicographique est telle que l'hyperplan sx(i{) paralléle a S et pas—
sant per x(K) soit un hyperplan limite pour K, et que K soit contenu dans le demi-espace contenant
le vecteur 82(K)* Pour = preague tout s € So, 1'ensemble d'impa&t des hyperplans de direction S
sur le convexe aldatoire Ao est p.s. ponctuel, et les points d'impact de ces hyperplans sur les
convexes primaires A'(xj_) sont alors identiques aux germes poissoniens Xy Si donc B est un boré-
lien, l'espérance du nombre des points d'impact de S sur les A'(xi) contenus dans B est égale A
a V(B). D'autre part, conditionnellement lorsque x, est un germe poissonien, la probabilité pour
que x, ne soit contenu dans aucun autre convexe primaire (et donoc pour que x, goit un point 4'im-
pact de S sur A lui-méme) est égale & q. Ainsi, 1'espérance du nombre des po:l.ntvs d'impact de S sur
A contenus dans B est (pour w presque tout a) a q V(B). La moyenne en s (pour m) de ce nombre Stant
égale a (1/bd) E(VldA(B)) = (”d/bd) V(B), la relation (5-2-10) en résulte, ét montre que w;/b; eat
1'espérance du nombre des points d'impact par unité de volume des hyperplaﬁa de direction aléatoi-
re s. Ainsi, "’d/bd a bien la signification d'un nombre spécifique de convexité. Plus généralement,
pour k = 1,2,...4, on pourrailt montrer gque la densité w, pour A de la fonctionnelle de Minkowski
d'indice k se déduilt de 1'espérance E(Wk(Ao)) de la m8me fonctionnelle pour le convexe primaire A
par la relation simple @

w, = aq E(W(4))

Schémas induits sur les varidtée lindaires.

Considérons maintenent le cas ol le compact K de la formule (5-3-3) est un compact de Steiner
v .
(d'ol, en particulier, K = K). D'aprds la Proposition 4-5-3, il existe d-1 mesures GkK (k = 1,2...
k=-1) vérifiant la formule (4-5-7) pour tout compact X' e-C(.Ko'). Par conséquent, d'aprés (5-5-—3),

nous trouvons pour tout r = 0 1@

=1 K
-5 = afcd d~k
(5-5-11)  ¢(rK) = a[r® 3(K) + 1331 r E{l/,;kE[uk(nsJ_ A )] Gy_y (a8) + E(py(a)))]
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Cette relation va nous permettre de déterminer les espérances dea fonctionnelles de Minkowski
pour les schémas induits sur les variétés 1inéaires de Rd. En effet, soit Sp € :fp la direction

d'une variété de dimension p. Prenons K= B N sp, c'est-a~dire la boule unité de Sp. Ia mesure

Gy P est concentrée sur 1'espace Ef’k(sp) des sous-espaces de dimension k de Sp (k = p), eg elle
eat invariante pour les rotations de Sp. Elle est donc proportiomnelle a la probabilité ey D jnva-

riante sur :fk(s p)’ En utilisant les corollaires de la Proposition 4-5-3, on trouve explicitement 3
s &)
o 2= (D) oo ) m?

(et 0 pour k > p). En portant dans (5-311), il vient ainsi :

S
W(r(B N sy)) = a[E(uy 4,) + ké CANCIVL I e jf Elpg (M 4)] =P (a8)]

(s,

Mais d'autre part, dans Sp identifié & 1l'espace euclidien, le schéma % = AN Sp induit par A
est encore un schéma booléen statiomnaire & grains primaires convexes. Par conséquent, il existe

un compact AO(SP) p.s. convexe dans BP et tel que 1'on ait @
®(K) = E[a(8)) V(a,(3)) @ K]

pour tout compact K c Sp- En prenant K = r(B N Sp) et en procédant par identification avec l'ex-
pression ci-dessus de ¢(r(B N Sp)), on obtient donc : ‘

N4

' s
a(s,) B{wP(Ao(5p))] = & (by/by ) f(s )E["a-k(“s.u. A)] P (as)
k*"p

(p < k). L'indice p dans Wkp rappelle qu'il s'agit de la fonctionnelle de Minkowski d'indice k dans
1l'espace euclidien ®P. En particulier, pour k = p, cette formule se réduit a a(Sp) =
= ) . P = =

a J:.[p,d_p(ns_l_ A )]. Pour k = 0, on trouve a(sp) E[pp(Ao(Sp))] a E(uy(A))). En résumé, la densité

a( Sp) du processus de Poisson constitué par les germes primaires et les espérances des fonction-
nelles Wkp(Ao(Sp)) du schéma induit sur les variétés paralldles a Sp € ffl’) sont donnés par les for-

mules suivantes :

-~

(5-3-12) a(Sy) = o E[“d-p(nsﬁL o]
B2 (5p))] = g S i a)1 o @
bk E[“d-p(ns R i(sp) s
P




152

avec, en particulier, pour k = 0

Elu,(4,(8,))] = Elug(a,) ]/E[p.d_p(nsl_:_ Ayl

D'autre part, le schéma boolden A et le schéma induit Lp = AN S induisent 4videmment le méme
sohéma unidimensionnel sur une droite contenue dans s . Pour tout 8 €58,N s , dtapr3s (5-3-6),
on a donc a g(rs) = a.(S ) 5(8 jrs), en désignant par g(S sr8) l'espérance de 1'i.ntégrale

f1A (S )(x) 1 (S )(x+rs) Mp (dx) Compte tenu de la relation fg(S 3k) Mp (ax) = E[(up(A (S N

P P
on voit que le moment d'ordre deux du p-volume du grain primaire Ao(Sp) du schéma induit est donné

par :
b F S
E[(up(Ao(Sp)))z] = 2 ' ! ar f g(r,s) ﬂ,p(ds)
E["‘d-p(ﬂs.l. AJ1 5 j‘l’(sp)
P

Degns le cas d'un schéma boolden isotrope, cea diversea formules se simplifient beaucoup. En
effet, comme on 1l'a déja remarqué, on peut alors supposer que les grains primaires A, et AO(SP)
sont eux-mémes isotropes dans (Bd et B? respectivement, et, de plus, les paramdtres de AO(SP) sont
alors des conatantes indépendantes de Sp € d’p. En posant a8y = a.(Sp), W = E[Wk(AO)], Wkp =
E[wkp(Ao(Sp)] et en tenant compte de E[ud_k(nsJ_ Ao)] = (bd_k/bd) E(wk(Ao)), les formules (5-3-12)

deviennent donc dans le cas isotrope !

( ap: a (bd-P/bd) wp

b b
P_._p d-k
(wk/wp)

®p-k “a-p

En ce qui concerne les deux premiers moments du grain primaire AO(SP) du schéma induit, 11 vient

de méme :

( b
Bluy (4 (5))] = —4—=2

d-p 'p

B[ (ny(4,(8,)))%] =

O‘ii

b
frl” g(r) dr
d-ppo
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5-4 CARACTERISATION DES EPASMID STATIONNAIRES.

81 un EFASMID stationnaire admet des points fixes, il est p.s. égal A Bd. Ctest donc aux
EFASMID stationnaires et sans points fimes que nous allons nous intéresser. Soit domc A un tel
EFASMID. D'aprds le Théordme S5-1-1, A est la réunion du processus de Poisson sur %' associé & une
mesure 6 o-finie, concentrée sur C(¢"!) et invariante per iranslation. En particulier, on a ¢(K) =
e(@'K) pour K € JG. Etudiona donc la structure d'une telle mesure ©. '

a/ - la restriction de 6 & C(J6') vérifie 8(Fg N c(J6')) =8 E[V(Ao ® K)] pour un EFA
A, P.8. compact et convexe, et on peut lui assocler un schéma booléen stationnhaire a grains pri-

mairesconvexe, qui conatitﬁe une premidre composante de A. Il reste a étudier la restriction de ¢
a C(gr')Nc(J6').

v/ - Supposons donc la mesure © concentrée sur l'eapace des fermés convexes non compactis.
Désignons par ©1l'engemble des cones convexes fermds de gommet 0. T est un sous-espace compact de
C(%'). Munissons k de sa tribu borélignne o, induite par g,. Convenons de dire qu'un fermé
F € C(5<') domine un cone T € B 8'il existe un trenslaté de T oontenu dans F. 51 F domine T, on
al = T ® {x] c P pour tout x € P, comme on le vérifie sans peine, d'ol T @ P c F et par suite

1t'égalité P = T @ F. Inversement, cette 6g_alité caractérise les cones T € '6 dominés par F.

Pour qu'il existe un T € % tel que F = T @ F, il faut et il suffit que le fermé convexe F
ne soit pas compact, soit P € C(F')NC(46'). La réunion MP) =U {2 :1 T €G, T® F = P} des cones
de % vérifiant cette propriété eat elle-mBme un cone convexe fermé de sommet O, comme on le voit
facilement, et on a encore T(P) @ F = P. Autrement dit, T(P) est le plus grand oone convexe dominé
par P. Complétons la définition de 1'application F - T(P) en posent T(®) = @ si F € Cc(Jé'). L'ap-
plication T : C(&') - BU {®} est s.c.s., donc mesurable, et, de plus, menifestement invariante
par translation. Comme la megure 6 est concentrée sur C(EF')\C(%'), et invariante par translation,
nous pouvons appliquer la Proposition 3-2-2 : il existe une probabilité <t sur ¥ et, pour t-pres-
que tout T/ € G, une mesure OT g-finie, invariante par translation et concentrée sur C(TF'),

vérifiant 64 ({M(F) # TO]) = 0 oet telle que l'on ait 1
)
(5-4-1) () = feT((}) <(4T) (0 € op)
S

- ¢/ - HNontrons maintensnt que cette probabilité t sur G est en fait concentrée sur l'en-

d
semble L= U gi des sous—eapaces de IR__d. Pour cela, considérons un ouvert G € 9 » un cone con=-

vexe H € % et un point h € H. Comme P @ H € ‘EFG dquivaut & F € ":-F‘Gei , la relation OH([F # F ® H})

= 0 entratne T, = g‘GeIY

s BH presque partout. Pour h € H, on a done, toujours & des ensembles BH
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négligeables prés 1

Totn) = Toetoin) > Foelt = o

(car il est clair que h € H entraine G & Hcoole {h}). Mais on a aussi 6( Ge!hl) = o(F,;),

puisque 8 est invariante par translation. On en déduit Ge{h} = Fae -} gpresque partout, puis

Fs

de la topologie de [Rd, on en déduit que h € H (b # 0) entraine que le sous-espace D, & une dimen-

= lim 1 {nhl pour n 4 o, Ceci ayant lieu pour tous les ouverts G d'une base dénombrable

sion contenant h est contenu dans H, soit D, < H. Il en résulte augsitdt que le cbne convexe H est
en fait un sous-espace de lid, asoit H € ¥ . Autrement dit, la probabilité t est bien concentrde amr

< =U ), coume nous 1'avions annoncé.

d/ - Désignons par Ty la restriction de T & ‘:f;‘ (k = 1,2,...d). Pour Ty -presque tout
S € :-f’k, il existe donc une mesure es o-finie, concentrée sur C(% '), invariante par translation et
vérifiant es({T(F) # 8}) = 0. Autrement dit, 8y est concentrée sur 1'ensemble des cylindres 4 base
compacte et convexe et & génératrices paralldles & S, co'eat-a-dire sur 1'ensemble des ferméa dé la
forme K @ S, ou K est un compact convexe contenu dans l'orthogonal S+ de 8. Les résultats du para-
graphe 5-3 s'appliguent donc a es t i1 existe une constante ak(s) et un compact aléatoire Ag pes.

convexe dans SJ' identifié a Rd-k tel que i'on alt pour tout K € JG1
. v
(5-4-2) 8g(F,) = e, (8) B[,y (A @ L K]

D'aprds (5-4-1), d'autre part, la mesure o-finie @ concentrée sur C(F')NC(J6') vérifie la relation
d

¢(K) =2 0.(%.) 1,(dS). En prenant K = B, boule unité, et en utilisant la formule de Steiner
! S K g Je=1 d-k
- T (4-k - k
bg—xlAs @ T ns_L B) =T, Gy r? W, (4g) + by, T, on voit que la mesurabilité de S -~ 05(F)
= a‘,k(s) E["‘d-k(As er nsJ_ B)] pour tout r ] 0 entraine celle de S - ak(s). I1 existe donc une mesu-

re positive Gk = a, T, sur .‘:fk, et la fonctionnelle ¢ de A eat de la forme 1@
d
(k) = T Elug_ (a5 @ 1 , K)] 6, (ds)
=1 ¢ s
k

Pour k = d, 3;1 = {le} est ponctuel, et l'orthogonal de &? est {o}, de sorte gque

fE[ud_k(AS en , kK] a.(ds)
_c/]" S

se rédult a une constante a; = 9({le}). et on a P(A # B?) = exp (- a‘d)‘
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Résumons ces résultats, en tenant compte d'une composante éventuelle de 8 sur c(s6')-

- log Q qui lui est associée admet une représentatidn de la forme

d‘1 k
(5-4-3) #(K) = a, ¢,(K) + L. f@s (E) 6,(ds) + ay
=1 5%

o

pour des constantes a_, 8 = 0, dea mesurea positives Gk sur yk (k = 1,2,d-1) des fonc-
tions (8,K) = ¢ (K) telles que 1 '

a/ - Pour tout K € S5, 8 —~ dag (K) est mesurable pour G.
b/ - Pour G, presque tout §, on a 4;1; (K) < o pour tout K €JG

o/ - Pour G, presque tout S, il existe un EFA As p.8. convexe dans s+ tel que :

(5-4-4) & (8) = Blpy_, (a5 @ Mg1 D))

et, enfin, une fonction ¢° de la forme
' (2, ® K
(5-4-4") i b (K) = Eluy(a; ® K)]
pour un EFA Ao p.s. compact et convexe.

On peut encore interpréter ces résultats en disant que A est équivalent & la réun:'l.on (Lij A’k
de d+{ EPASMID stationnaires possédant les caractdres suivants 1 Ao est un schéma booléen s;:tion-
naire a4 grains primaires p.s. compacts et convexes, Ad est égal &4 @ ou & md avec une probabilité
unité, enfin, pour chague k = 1,2,...d-1, 1'EFASMID Ak est p.s. réunion de cylindres a bases com-
pactes convexes dont les géndratrices sont des variétés lindaires de dimension k. La formule (5-4-3)

n

exprime que A, est limite d'EFA de la forme iU A; ® 8,, ou les A; sont des schémas booléens &
=1 .

grains primaires p.s. compacts et convexes et les S1 des VA sur %fk. S1 les AS de la formule (5-4~-3)
sont p.s. ponctuels, A, est un réseau poissonien de variétés lindaires de dimension k. En ce séns,
on peut dire que les schémas booldens stationnaires et les réseaux poissoniens constituent les deux

prototypes & partir desquels sont construits tous les EFASMID statiomnaires,
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Q_EE_OREIE 5-4-2 - Un EFA A est dquivalent & un réseau poissonien de variétés linéaires si et seu~
lement ai A est stable, stationnaire et semi-markovien.

On a déja vu (paragraphe 3-5) que oette condition est nécessaire. Inversement, soit A un EFA
stable (donc indéfiniment divisible) atationnaire et semi~markovien, c'est-a-dire un EFASMID sta-
ble et stationnaire. La fonctionnelle ¢ de A eat de la forme (5-4-3). Prenons K = rB. D'aprds
(5~4-4') et 1la formule de Steiner, on va trouver : '

d
+o(B) = T ) @ 2w ’(a,)]

De m8me, pour S € Sf;‘i_k, ona Ag@®@rB=As@ r(BN 8), et d'aprés (5-4-4) et la formule de Steiner
appliquée dans 1'espace st identifié a Rk t

d-k
45 (z) = T (45 2P B{WF (ag)]

p=o0

Autrement dit, ¢(rB) est un polynome emn r, soit

d
#(rB) = & B_rP?
p=o P

avec des coefficients Bp donnés par :

-]
[

d‘1 wd_k
, = 8y Elug(a)] + k§1 :FE[ b (As)] @, (d8) + a,

w

(5-4-5)

o
4

d-p ‘jp
d d-k -k
p = % (p) BOG(A) « T (10 /B E)] 6 (as)
"
D'autre part, A étant stable, on & ¢(rB) = r* ¢(B) (Théordme 3-4-1) si a = 0, on a ¢(rB) = cste
et A est p.s. égal a4 @ ou a md, et il s'agit d'un réseau poissonien de variétés de dimension d. Si
a > 0, les relations (5-4-5) montrent que o est un entier p compris entre O et d (0O < p £ d). On

doit alors avoir Bp. = O pour p' ¥ p; donc E(wp.(Ao)) =0 et f E(w§: (As)) Gd_p,(dS) =
d-p*

bp,ﬁd_p,(ds) = 0. Ddonec, 8i p = 4, toutes les mesures G et a; sont nulles, et E(W,(A))) = O pour

k < d montre que A est un processus de Poisson ponctuel sur (Rd. 5i p«d, a, = 8 = 0, et toutes

les mesures Gd—k’ k # p sont égales & O, D'aprds la Proposition 3-5-1, A est alors un réseau pois~

sonien de variétés de dimension d-p.



157

COROLLAIRE - Un EFASMID A est un réseau poissonien de variétés linédaires si et seulement 3i on a
¢(rB) = r* ¢(B) pour un ¢ 2 0 nécessairement entier < d, et d-a est alors la dimension des

variétdés du réseun.

I1 nous reste maintenant a 4tudier dans le cas général des EPASMID stationnaires les paramd-

tres remarquables que nous avons déja rencontrés a propos des schémas booldens.

Schémas induits sur les droites.

D'aprds le paragraphe 5-2, les schémas induits sur les droites sont entidrement déterminés
par la donnée des fonotions Q(h) et C(h). Avec les notations du théordme 5-4-1, on trouve d'abord
pour q = Q(o) :

a-1
q = exp [-ao - 1331 fE[pd_k(AS)] Gk(ds) - ad]
. = gk

Pour h € (Rd, h # 0, nous désignerons par u = h/|h| € S, le vecteur unité associé & h, par r =
in| son module et par s = {Au, A € B} € 5‘1’ le sous-espace de dimension 1 engendré par h ou u. On
sait que Q(h) est alors de la forme Q(h) = a exp{- |h| @(b/|h|)}, pour une fonction symétrique ©
sur la sphére unité que nous identifierons & une fonction s - 8(s) sur 9?1, bésignons par u le

segment [Au, a £ A < 1}. D'aprés le Théoréme 5-4-1, on a
- ’ ~., 4= f -
#(ru) = a; Elug(a, @ ru)] + k§1 &’oE["d-k(AS ® r gLy 6,(d5) + a4]
k

Evaluons le terme u;_,(Ag & r MgL u) pour un 8 €S} . Si v est le vecteur unitaire du segment
Mg U onar Mgt = rle,SJ‘lv-. 51 G4, désigne la mesure superficielle (aléatoire) sur in_k_1(s )

associde a AS c S'L s, on peut donc écrire :

A
- 1
(A ® T Mgr W) = wa-xldg) + rls,s7] f Iclv"‘l Gd__i_1 (do)

Koy (8
On note ensuite |o,vi| = o+ N 8% v{, d'od le,sH loyvt| = |8,0*N SJ'I = |st,0 ® S|. Soit alors

o8

4y 1'image de la mesure Gy , , par l'application ¢ -~ o & S de Sfd_kq(s*) dans sPd_1. On trouve
ainsi :

As

ud—k(AS er ns.Ll—l) = "d—k(AS) + rf |st, ol 691 (do)
a-1



158

Désignons par P 51 (S3de) = E[G _A_? (d6)] la mesure-espérance associée i la mesure aléatoire

. A
1'espérance de la mesure superficielle G, o

d-1° En explicitant

A5 0
647 sur & _,, et de méme par Fy_,
¢{ru), on trouve donc 3 :

d-1
$(rd) = - log q + &, T f |8ty ol F3_1(du) +r I ka(dS) f CaXd 1':_1(33‘10)
%1 A

d'ol 1'expression cherchée de la fonction 8(a) 1

(5-4-6) o) = [ ls%al B, (d0)
' -1

avec une mesure P, . > 0 sur 4 , définie par :

d-1

a-1
By () = &y 13_1 () + k§1 4!}1‘_1 (s3.) @, (as)
k

'

Comme dans le cas des schémas booldens, on déduit de cette représentation que h - Q(h) est

une fonction de type positif sur md . On notera que l'on peut avoir e(so) = 0 a1 la mesure F; ,

est concentrée sur s: y Clest-a-dire : a, = 0, et Gk oconcentrde sur l'ensemble des k-sous espaces

paralldles & 8,.
Examinons maintenant la covariance C(h), ou plutdt la fonction h - 1 - 2p + C(h) =

P(x £ A, x+h £ A) = exp {- ¢(|o,h})} . Ie calcul est analogue & celul que nous avons ddja fait

dans le cas des schémas booléens., On trouve 3

45(fo,n}) = Eluy_y (Ag U Ag ® (Mgen])] = 2 Bluy 1 (a3)] - ggln)

avec @ )
(h) =
&g B[ «{.\.1As(x) 1As(x + ﬂs.l.h) dx]
et
¢°({o,h}) = &, [2 Elug(ag)] - go(n)]
g,(h) = E[f1_ﬁo(x) 1Ao(x+h) dax]
D'ou : N

1-2p+Ch) =q exp {- (g(0) - &(n))}
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a-1
g(n) = a, g,(b) + 21 gg(n) G, (as)

En particulier, on vérifie, comme dans le caa des schémas booléens, que les fonctions C et Q
ont le méme cbne des tangentes & 1'origine 8l et seulement si "Ao est p.s. d'intérieur non vide,
et, pour .chaque kK= 1,2ye0.4-1, AS est p.s. d'intérieur non vide dans § pour Gk presque tout
S € Fye ' '

ies densités des fonctionnelles de Minkowski,

Ies densiteés des Zomc L O e o —————

Prencns X = rB dans la formule (5-4-3), B désignant la boule unité, et utilisons la formule
de Steiner, soit pour S € Yy

d-k
ElugalAg @ T !_75;3) = pi=3° (d;k) r® E(W‘;'k(As))

¢

11 vient ainsi 1@
. da
¢(rB) = T B, r?

p=0

avec les coefficients Bp déja écrits en (5-4-5). On peut alors montrer que ces coefficients Bp sont
1iés aux densités wp des fonctionnelles de Minkowskl pour 1'EFASMID A, exactement comme dans le cas

du schéma booléen, par les relations 3

wk=qu/(i) (kX = 1,2,...d)

En particulier, pour k =d, on a Bd = a, bd‘ Ainsi, seule la composante booléenne de 1*EFASMID
contribue au nombre spécifique de convexité, qui est égal a a, q.

Les EFASMID induits sur les varidtds lindaires.

Supposons maintenant que le compact K qui figure dens la formule (5-4-3) soit un compact de
Steiner (donc en particulier K = i), et soient ka (k= 1,2y...d=1) les mesures qui lui sont asaso-
cides selon la Proposition 4-5-3. Calculons ¢(rK). Compté tenu du Corollaire 1 de la Proposition
4-5-3, nous trouvons d'abord pour S € ':fk 3 ' |
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-k
bgy(Ag @ T Mgt K) = wy (A + p§1 P !la,sll. pd_k_p(nah;?..) ¢, “(do)
P

d-1 .
balho © 7O = ulhy) + B ? jf baop(My s &) 65(d) + ¥ uy(K)
P

En substituant ces expressions dans (5-4-3), on peut obtenir 1l'expression de ¢(K), mais il ne
sera pas utile de l'éxpliciter ici. Supposons que le compact de Steiner soit contenu dans un sous-

espace S;l € :fj a4 j dimensions, et prenons K = B N S;' boule unité de Sj‘ On a vu que l'on a, dans

ce cas ij = (3) (b, /b, ) usj ou wsj est la probabilité sur £ (S,) invariante pour les rota-
p P ¥Y'i-p® "o’ ? P 3

tions (p £ ). Par identification avec le développement e(r(B N Sj)) = g} Bp(sj) rP, on en dé4duit
p=0
les densités des fonctionnelles de Minkowski du schéma induit A N Sj. Donnons seulement la formule

relative au nombre spéoifique de convexitd (1/bj)'j(sd) du schéma induit :

(1/0,)w.(8,) = (8,) = q[a, B[ (n A)]+df}jfls st E ( J.AS]G(dS)
1/050mi5g) = 4 851857 = AUlRe. Plég-y 8yl =1 % 3 Ha-k-~j "s;1 A stiGe
k

Cas Isotrope.

Dans le cas ou 1'EPASMID A est stationnaire et isotrope, les résultats précédents se simpli-
fient grandement. En effet, lea mesures Gk du Théoréme 5-4-3 sont alors invariantea pour les rota-

tions, et on peut supposer Ag isotrope dans gt pour chaque 8 € f,- Pour K € C(J6), la proposition
4~2-4 donne alors

d
a
0o (0) = (1/5) T () B(W a) W (0
- X a-ky gk a-k
bg(K) = (/pg_y) T 07 EOT a) ¥y o (M1 K)

p=0

(Ak désigne le compact convexe aldatoire de gd-k équivalent & Ag pour tout S € S?k). Mais la mesure

Gk est de la forme Gk = 8y By, ol oy eat la probabilité invariante sur EPk et 8y une constante 2 0
et d'aprds la formule (4-1-6), on a ¢t

deiifp (ng LX) w (d8) = (by_,/v;) "dip(K)
k

Par conaéquent, dans le cas isotrope, on a pour tout K € c(Jo)
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(x)

d
- z
#m = (1/0) T 8 aep

(5-4~T

a4 d-k -k
Coy = 2 oy (358 ROG™ ()

En particulier, By = a, bd’ de sorte que q(pd/ b,) est le nombre spécifique de convexité, aveo
q = exp {- ¢({o})} = exp (-B,)

Pour calculer commodément les paramdtres du schéma induit, on peut utiliser le lemme suivant

de géométrie intégrale :

LEMME 5-4-1 - Soient . d, d*, k des entlers aveo 0 <k g d*' < d, et K € C(JG) un compact convexe de
Rd contenu dens un sous—espace 8, € ?a. de dimension d'. Alors, on a ¢
b, b b
d d d-d' k d
R T
d+k-d d

En effet, on a d'abord wd‘fk(x) = (by/by) f py(fg K) =, (dS). Posons o = M3, S, da'ob u,(m_ K).

A X
S1 S admet la probabilité w, sur &, la loi de (s,5) est wy (d0) wP®% 11(a8) sur S (850) x Sy

ar
k

Ef;((a ® Sd,). La dimension de ¢ & S, est k+d-d', et d'aprds le corollaire 5 de la Proposition

désignent la probsbilité invariante sur F(8,,), et wpod' 1a probabilité invariente sur

4-5-3, on a donc :

d k d-d'
ﬁo‘,Sl %k (as) = (d+k-d') b
Td4k-d?

Par suite, il vient :

b, b b, b, ., b ar
d (p - a Pa-qt ar a Pa-ar Px
(B = @ _/“k(“a K) =y (a0) = T arx (0

O+ k-t 44k-d" Par

Compte tenu de ce lemme et des relations (5-4-7), on determine facilement les paramdtres des

schémas induits. En effet, si K € C(JB) eat de dimension d' < d, on trouvera :

b.d, ., b ar
p Walp(®) = (1/8y) ) B (d+k_§)dbd £ Wy sy (E)

p=o d+k-d! Pg

d!
WK = (1/5) T B
p=0

! 1
En désignant par ﬁp les paramdtres du schéma induit sur Sd. y on a aussi
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dl
- A} dl
¢(§) (1/4,) ;go Bp Marop (K)

et par identification 3
' b. b

- e o
pp (d+g—d') ® B

d+p-d'

1
Pour p = d', en particulier, on trouve f,, = LAY ad,/(%). Ainsi, le nombre spdcifique de
]
a
convexité du schéma induit dams Sy, st q (Bgi/By.) = a [Py gq4/0g:()] B4e
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- CHAPITRE 6 ~

HYPERPLANS ET POIYEDRES POISSONIENS

Dans ce chapitre, nous utiliserons lea résultats préocéddents pour 4tudier de manidre assez dé-
d
taillée les réseaux d'hyperplans poissoniens et les:polyddres convexes qu'ils définissent dans R .

Nous montrons, tout d'abord, qu'un réaseau d'hyperplans poisaoniens eat caractérisé par ls donnée

d'un compact de Steiner A. Le résesm induit sur une variété Sp de dimension p < d est alors asso-

'

oide au compact ng A, projection de A ‘sur la variété Sp. Ies mesures positives Gﬁ assocides & A
P

permettent de présenter sous forme simple les réseaux (mon poisaoniens) constituds des intersec-
tiona d'ordre 2,3...4 des hyperplans du réseau initial. Au réseau d'ordre k, on associe la mesure
aldatoire Nk(dx) telle que Nk(K) solt le ci-k volume de 1'intersection de ce réseau avec un compact
K donné. On caloule 1l'sespérance de la mesure aléatoire Nk, et aussi (meis seulement dans le cas
isotrope) sa mesure—covariance. Ie second paragraphe introduit les polyddres poissoniens et leas
caractérise par une propriété d'invariance conditionnelle qui généralise exactement la propriété
caractéristique bien connue des lois exponentiellea. On introduit ensuite la distinction capitale
entre les lois en nombre et les lols en mesure. A titre d'application, on calcule ensuite certaines
caractéristiquea (en nombre ou en mesure) des polyddres poissoniens : espérance des fonctionnelles
de Minkowsld, grenuloméiries selon les boules, premiers moments du volume, de la surface et du
contour apparent, etc... On ne sait pas calsuler exactement les lois du volume, de la surface et
du nombre des faces. Néanmoins, il existe une relation simple entre la loi du volume V et 1'espé-
rance conditionnelle en V de la surface et, dans le cas isotrope, emtre la loi du nombre des faces
et celle de la norme du polyddre. On examine en dernier lieu quelquea propriétés particulidres des

polygones poissoniens isotropea.
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6—1 LES BESEAUX STATIONNAIRS B i e e e ——

6~1 LES RESEAUX STATIONNATIRES D'HYPERPLANS POISSONIENS.

Dans ce paragraphe, on désignera par A un réseaun stationnaire d'hyperplans poissoniens,
c'est-a-dire, d'aprds le paragraphe 3-5, un EFASMID dont la fonctionnelle ¢ est de la forme :

(6-1-1) ¢(K) = j py(Ng LK) A(as) (X € $6)
-1

pour une megure A x 0 sur 5:1_1 (p1 est la mesure de Isbesgue sur R, et nS,LK la projection de K
sur S'e SR '

Désignons par G1 la mesure positive sur ‘:f; déduite de A par 1l'application S - s'l' de %_1
sur ff; , de sorte que la relation (6-1-1) s'écrit aussi bien ¢(K) Ju1(ns K) G1(d8). A cette me-
sure 61 est associé le compact de Steiner A dont la podaire r, est définie (pour u € 8, sphare
unit4) par la relation 3

r,(u) =4 f lut,s] A(as) =%f|u, s'| e,(as")
i

A

Inversement, la dénnée de A ou de sa podaire Ty guffit pour déterminer la mesure A (Théordme
4-5-1). Autrement dit, il y a correspondance bijective entre les compacts de Steiner et les réseaux

d'hyperplans poissoniens,

L'intér8t de ce compect de Steiner A associé su réseau est qu'il permet une caractérisation
facile des réseaux :mdu\.ts sur les variétés lindalres. En effet, si sp € S"p est un sous-espace de
dimension p < d, on a vu au paragraphe 3-5 que le réseau d'hyperplans induit sur une variété paral-

l2le & sp est caractérisé par une mesure )‘S 2 0 sur sop-l(sp) définie par la relation :
P

(6-1-2) f £(0) Ag (do) = f |s4, spl (s N sp) r(as)
3;—1(31)) ’ 8;—1

pour toute fonction f continue sur 5‘°p_1(sp). D'aprds le théordme 4-5-1, on sait d'ailleurs qu'il

suffit de se limiter aux fonctions de la forme o - |o, ool y 0, € g’p_1(Sp). Ainsi, la podaire r

%

du compact de Steiner A(Sp) associde su réseau induit est définie pour un vecteur unitaire dans Sp

par
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rs (u) =-]2- j |u‘L, UI ks (do)
P
P SANCH)

Appliquons la formule (6-1-2) & la fonction £ : ¢ — |u*, o|, en remarquant lut, sn Spl =

= |u, ng s|, dtou : |s%, SpHu, ng s*| = 8%, u|. Il vient dono, pour u vecteur unitaire de Sp :
P P

rsp(u) =-% _/ |st, u| A(ds) = r,(u)
yd-1

Auntrement dit, le compact de Steiner associé au rdsean induit dans sp eat la projection de A
sur Sp, solt A(Sp) = ns A. Par suite, chaque fois que l'on aura exprimé une caractéristique du ré-
P

geau au moyen d'une formule ol intervient A, on obtiendra du méme coup l'expression de la caracté—
ristique correspondante du réaew.i induit dans Sp en remplagant d par p et A par Mg A.
. P
Considérons, en particulier, le cas d'un réseau isotrope. La mesure A est alors proportion-
nelle & la mesure invariante sur 'i'fd__1, soit A = )‘d =, avec une constante "d = fh(ds). Le com-

pact de Steiner A est alors la boule de rayon a = (1/2)_fx(d-s)|sa S|, soit, d'aprds le corollaire

5 de la Proposition 4-5-3 :
(6-1-3) - a = (by_,/d bd)fk(ds)

Ie schéma induit sur Sp € ffp eat alors caractérisé par A(SP) = Ng A, qui est la boule de méme
rayon a dans Sp. Ainsi, a apparalt comme un paramdtre indépendant de la dimension de 1'espace eu-

clidien, qui suffit d'ailleurs a Xara.ctériser le résean isotrope.

Dans ce qui suit, nous exprimerons donc toujours les caractéristiques du réseau isotrope en
fonction de ce paramdtre unique a t les formules que nous obtiendrons s'appliqueront indifféremment
au réseau initial ou au réseau induit sur E)OP (sous réserve de remplacer partout d par p). En par-

tioulier, dans le cas isotrope, la formule (6-1-1) se met sous la forme 1
(6-1-4) ¢(K) = a(2a/by_,) Wy_,(K) = (2a/by_,) N(K)

(N=4d Wy_, est la norme dans (Rd). Ie schéma induit sur Sp est donc associd & la fonctionnelle

(3

¢p K - (ra./bp_1) N'(K) ou N' est la norme calculde dans 1l'espace euclidien (RP. Lorsque K est la
boule unité B, on déduit de (6-1-4) la formule utile suivante :

(6~1=5) ¢(B) = (2 by/v;_,)a
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Ies densités de (d-k)=volume.

Toute variété linédaire Vp de dimension p étant identifiable a rP , on peut lui associer la me-

v
sure P gur IRd définie par 1
P

v
fp. Plax) f£(x) = fu (ax*) £(x')
q P P
R Vp

v
(p,p, mesure de Lebesgue sur tRp), et il est clair que la mesure p.pp suffit pour caractériser Vp.
Comme le résean d'hyperplans poissoniens est localement fini, on peut de m8me lul associer la me-

sure aléatoire v, définie par @
j v1(dx) £(x) =2 fpd_1(dx') £(x*)
(' o 4

(£ e t“é(md)), les }11 ddsignant les hyperplans du réseau. En particulier, pour K € 6 , la varia-
ble aléatoire v1(K) repréasente le (d-1)~volume de 1'intersection AN K.

Plus généralement, pour | < k < d, on peut associer au réseau A (ou réseau d'ordre 1) le ré-

seau d'ordre k constitué des intersections H N--.NH; , les H; désignant les hyperplans du ré-
—= — 1 k b]
seau. Du fait que le réseau d'ordre k est localement fini, la formule :

fd vk(dx) £(x) = . <.?.< N f £(x") pd_k(x')
123 1 k Hi N. .ﬂHi

(f € ﬁ(,(md)) définit alors une mesure aléatoire sur IRd, dont la connaissance équivaut évidemment A
celle du résean d'ordre k. En particulier, pour K ¢ SG, vk(K) eat le (d;k)-volume de 1l'intersection

de K et du réseau d'ordre k.

Ie réseau d'ordre k > { n'est pas un réseau poissonien. C'est un EFA stationnaire (meis non
un EPASNID). four le caractériser en partie, nous allons donner 1l'expression explicite de la mesure

espérance E(vk(dx)), qui est (& cause de la statiommarité) de la forme vy dx pour une constante

vy = O appelée dengité de (d-k)-volume du réseau, et caractérisée par la relation E[v,(K)] =
= vy ud(l{), K €56 . A la mesure aléatoire stationnaire vk(dx) est 4galement associde une mesure-
covariance ck 2 0 sur le, telle que l'on ait pour tout K € G @

Jextan) agn) = B(v,()?]
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(K € 56, gy (h) =f1K(x) 1K(x+h)dx)

Dans le cas isotrope, la mesure-covariance ck est elle-méme invariante par rotation, et nous

en donnerons l'expression explicite,

Calcul des Ve

Pour calculer v,, nous allons nous placer conditiommellement dans l'hypothbse ol k hyperplans
du réseau rencontrent la boule RB de rayon R 2 0, calculer sousv dette hypothdse la probabilité
pour que 1l'intersection H{n...n th de ces k hypéfplans'renoénfre ‘RB.' et évaluer l'esp&ﬁoo mathé-
matique de yp,_(H, Ne..N H N RB). Il sera alors facile d'en 'd&duir'e&k.

a/ Soient H1...Hk les k hyperplans rencontrant RB. Pour {1 <1 < k, on désignera par S:L € 3’_1
la direction de Hy, et par Ry le rayon de la (d-i)-boule RB N 8, NeeN 8. '

Is loi de la direction S, de H, est la probabilité A(d3,)/%, (g =fx(as)) sur % _,. 4 S,
fixé, le point H1 8] S1 eat uniformément distribuéd sur RB N Si". On a donc R1 = p1R, ou Py ‘est une
V.A. indépendante de S1, de la forme Py = \/1:-1—2. X désignant une V.A. uniformément répartie sur
(0,1). ’

La direction S, de H, est indépendante de S, et p,, et admet la loi AdS,)/Ag. A S, S, et p,

2 2 1 1
fixés, H, rencontre H, N RB avec la probabilité p, |Sé‘; s, |, et le rayon de RB N H, N H, est alors

Py 31 =p, Py R, Py désignant une V.A. équivalente & Pye

Par itération, on voit qu'a S1, 82,..Sk_1, R1 =Py R, R2 =P, R1’," Rk_—1 = Py—q Bk—z =
= PPy e Py R fixés, la direction S, admet la méme loi G(dSk)/kd, et Hy rencontre rBNH, N..H

1
avec la probabilité p.p, Py _, lSk, 8 N-..N Sk—1|' Le rayon B de la §ou1e RB N H, N...N By est
alors R, = PyPoe =Py R, Py désignaent toujours ume V.A. equivalente & p = \/1-1(2 pour X uniformément
réparti sur (0,1).

La probabilité Py pour que les k hyperplans se rencontrent dans rB est donc donnée par :
_ k-1 k-2 4 L1 L
o = oy ! o5 2 .eopy ] EL(S S5h..50)]

N Ey R 1 A 1
oh (8}) 85..8) = [s5 8,1 [855 8, NSyl ... [Sjp 8, N ..N S| est le volume du paralldlépipdde

constrult sur k vecteurs unitaires de direction S:,..’S; respectivement dans le, et les Pys i=1,..
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sont des V.A. indépendantes équivalentes d p = Vi --x2 X uniforme sur (0,1) Bien que l'expreasion
exacte de p) ne soit pas utile pour la suite du calcul. elle est facile a former. On trouve en

effet d'abord :

1 -k
E(py " "2 "‘Pk-1)‘? by

Pour calculer l'espérance de (31. 82,...8:) nous allons utiliser la mesure Gk G]A‘ sur ‘:f’
associde au compact de Steiner A (Proposition 4-5~3). On a vu, ‘en effet, que Gk eat l'image de la
mesure (1/1:1)(3 32'"31:) G, (as] D G, (dsl)...c (ds*) sur (3) par 1'spplication (Lys Ipseely) =
I. ® L, ®. . .0 L, de ( Ef ) dans 3 (applioation dé:tinie preésque partout pour la mesure ‘considérée).

Autrement dit, on a 3

E[(S}) Sp0--5)] = (xt/(3)5) 4ek(ds)
. . -

Bn utilisant le corollaire 4 de la Proposition 4~5-3, on note que 1l'intégrale de la mesure Gk
ge relie de manidre simple A la fonctiommelle de Minkowski Wd_k(A). On trouve ainsi @

(6-1-6) | B(S) $).-8)] = T—'E ¥k(8)

On en déduit les valeurs de py, soit

s Eay by ¥y (M)

(d‘k) ! ]_)d-k (ld)

Py

Dans le cas isotrope, ces formules ase rédpiqent respectivement & 3

L4 b b k
(6-1-6") E(S); 32,..3;) = 4! 4 (—“—'l)

(a-i)1 by, \d by

. 2Z¥a1 P3P (bd—l)
Py . - :

(a-K)1 by a by

et a
k

Calculons maintenant 1'espérance de p,_ (H NN Hk N RB). Conditionnellement lorsque cette
intersection est non vide, ce (d-k) volume est bd X - (p1, 92...pk) ~X_ 0On trouve donc :

d-k

Elugoy(Hy Moo Hy N RB)] = By_, B E[p T pd 2 0%7M] x BI(8,, S,..5))]
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On trouve sans peine E(p(:". p%’z_...pifk) =k bd/bd-k' d'od, compte tenu de (6-1-6) :

-X b W, _.(4)
i . 2 4l @ dok o gk
(6—1. 7) F[pd_k (31 Ne..NH N RB)] (d-x) 1 by (kd)

et, dans le cas du réseam isotrope :

~X ()2 /b, NE
-7t e es - 24! a’ d=1 gi-x
(6-1, T) - n[l‘d—k (31. N...N BB)] (4-x) 1 b"d-k' (d bd |

Telle est 1l'espérance du (d-k) volume conditionnellement lorsque k hyperplans frappent la
boule RB. Si n » k hyperplans rencontrent B — ce qui a lieu avec la probabilité [(2p(B))%/n1] x
exp {~R ¢(B)}, on obtient une espérance (;) fois plus élevée. Compte tenu de la relation

5 (£*/(n~-k)1) exp {-x) = xk, on en déduit 1l'espérance de vk(RB), soit s
n=k :

‘ ® v, . (4)
v (28) = 275D —& X (o))" &
: by (K

Mais d'aprds (6-1-1), on a ¢(B) = 2fx(da) =2 xd.'mu- suite 3

b
vy (em) = () =L W () o
a-k

Il reste & diviser par b, = pd(RB) pour en déduire l'expreeaion' de la densité vy du (d~k)-vol
soit 1

- (4
(6~1-8) v = G (/0 ) Wy (8)
Dans le cas isotrope, cette formule devient :

(6-1-8") Vg = (g) (pdﬁd-k) X

Pour k = d, le réseau d'ordre d est constitué des points d'intersectiona des hyperplans du

seau pris d & 4, que nous appellerons les sommeta du réseau A. Ainsi, l'espérance va du nombre «

sommets par unité de volume est @

(6-1-9) vg = Wy (4)
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et, dans le cas isotrope

(6-1-9") va = b o

Pour k < d, on peut aussi s'intéresser aux directions des variétés du réseau d'ordre k, et
définir la desure aléatoire vk(d.x;ds) sur & x <f, telle que v(K x &) soit le (d-k) volume de
1tintersection avec K € SG des variétés du résean d'ordre k dont la direction appartient & SLe k’
I1 est facile de voir, d'aprds ce qui précdde, que la mesure espérance correspondante est
E(v,(ax;a8)) = vy dx x Gk(ds)/juk(ds) Autrement dit, la mesure d'ordre k aasociée au compact de
Steiner A détermine la répartition des directions des variétés du réseau d'ordre k.

,“

Ies mesures-covariances (cas isotrope)

I1 nous reste maintenant & trouver l'expréssion de la mesure covabliance Ok(dh) de la mesure
aléatoire atationnaire v, (dx). Nous ne!crm le calcul gue dans le cas ou le réseau A est ilsotrope.
la wesure Oy est alors elle-méme im&imte par rotation. Si 1l'on désigne par &p la fonction sur .
md définie par : ‘ .

gg(n) = j‘ma(‘) 1.u(x+h)dx =g g, (%)

11 est facile de voir qu'une mesure isotrope C, est entidrement déterminde par la donnée de la
fonetion R ~ jck(d.h) sR(h)' Or cette expression n'est eutre que le moment d'ordre 2 E[vk(RB)) 1.
D'ot la marche du calcul : en premier lieu, nous caloulerons E[(v,(EB)) 2], et nous en déduirons

ensuite par identification 1l'expression de la covariance isotrope ck(dh).

a/ Pour calculer E[ (vk(RB))a], plagons-nous d'abord conditionnellement dans 1'hypothdse ol

un nombre n d'hyperplans Hi’ Ea,..Hn du réseau rencontrent la boule rB (n » k). Posons
=, (B, N...n H N RB)
T N T B N BB

.

On a déja calculé l'espérance de cette variable alédatoire. A n f£ixé toujours, on a :

(v(rB)2 = T z X
T A " Tty Myeeedy

Il s'agit donc de calculer 1'eapérance E(ll "’ik xj , J].:) pour tous les choix possibles
1 LN ]

des suites d'indices [11,..ik} et {31,..jkl dans {1,2,..n}. Soit p le nombre des indices coxﬁmuna
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L] *
a ces deux sultes. Il existe donc 2.1.:-p hyperplans H1,...Iipf l_1p+1"'#k’ %H' Hk tels que l'on ait 3

.111'“1]( = pgoy (Hy N B NH,, NN gkn RB)

' (]
Ij1poojk = ud—k (H1 n"'n Hp n EP+1 n-con Hkn RB)

On va, comme précédemment,,introduire les directions 31"'31:’ S;‘_‘,..S; de ces hyperplans, et
L . .
les variables aléatoires indépendantes Pyre-Pyr Pp+1"‘Pk dquivalentes & p = V1-12 » pour X uni-
formément réparti sur (0,1). On posera o = S1 Ne N 'sp € Efd-p' Ie calcul eat tris analogue & celui

que 1l'on a déja fait pour trouver 1' expression de A On trouve d'abord que les deux intersections

H1 Ne «:N Hk N RB et H1 ﬂ---O H'k N BB sont toutea deux non vides avec la probabilité conditionnelle :

2(k-p) o+ k-p-i ' k-p-1

i E S
(p1 pzoopp) pp+1 --c.pk_1 Pp+1 --.opk_1 X |"G 3p+1| X |n°, sp+2. g n Sp+1| X eoe

" b oL '
cee X |n° Sy » 9N Sy, Ne oo sk_1| x l“a spﬂ| x |n‘ sp+2, o N spﬂl X eue

' TS ' ]
ceux W, 8y, 0N Sppq NeeoN Sy

loraque H1 Ne =N Hp n'est pas vide et que les Pyr les p; et les Si’ S; sont fixés sauf Py p;‘ . Im

probabilité pour que H1 NN Hp ne soit pas vide est elle-mfme 3

-1 p-2 4 L
Py P seePpy |s2, s1| lsp. 8y N...N sp_,l

Conditionnellement pour H1 Ne o N Hk M BB et H1 Neea N H;: BRB # ¢, on a ensuite 1t

2(a-x) , , d=k d-k

2
d-k
R ). (p1 pa...pp) (pp+1...pk) (pp+1...pk)

x11'o.1k xj1,oojk = (bd"k

Au total, donc, nous devons prendre l'espérance mathématique de l'expression

4ok 2 24-p=1 2d-p-2  2d-2p ,  d=p-1 . d-k
) ey Py ce ey (P41 °p+1‘) eee (Py Py) x

(by_x B

4 s '
IS, s1| X aes X |sp. Sy Ne.n sp_1| x |m sle x |m, sp+1| X aas

L
ese X Ino, Sk, Un

S ., Mens]xlmsyans, ‘I
pey NeeeN Sy g Spr 9N o+ 1 Neeon Sy
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En ge reportant & la fin du paragraphe 4-5, on a constaté que ces différentes variables sont
indépendantes. Avec les notationa de ce para grq:he (formule (4—5—-12) notment, l'expresa:l.on pré-
cédente est équivalente & 3 '

d_k)z 2d’p"1 d-2p ' d"P-1 . d-k d-

‘e e Y
Py eeePy (pp+1 pﬂ) (py ) X '_[;1;1 g% U T Ij

Ba utilisant les relations

b b b
) o <, - 4 &=
B(p%) 2, B(Yj) 1 1:1 1,;37

on obtient finalement &

E = B(p,k) p2(4-K)
(111,..1 p+1,..1k x11,..1 . -"p+1'°‘3k Py

2k-p

by (b
_ ,~2kép al(d-p)! gg_ P 2 )
B(p,X) = 2 ((a-k) 1) ( by

25-21)

b/ lorsque n hyperplans rencontirent RB, on peut trouver parmi les (;) variétés du réseau d'or-
dre k associées & ces n hyperplans exactement (n) (k-p) (i::) = n1/[ (k-p) 12 p!(n-2k+p) 1] couples
de varidétés du type H1 Neo N Hp NH o+ MNe o N Hk’ K Nes N HP n %ﬂ Ne N Hk conaidérés ci~dessus,

c'est-a-dire associds & p hyperplamns communs emtomn’c. On en déduit

E[(yk(RB))z]= § = __H! B(p,k) B®"2%  (m(B)" . -Be(B)
p=o n=2k-p p! [(k-p)! (n-2k+p)!] n! .

k
= 5 —Bel o (y(5))2P g2P

p=o p! [(x-p)!]

Soit, compte tenu de ¢(B) = (24 bd/bd-1)d :

k b 3
(6-1-10) B[(v,(RB) )?] = 3 d! (d-p)! 24~ ba(hd- )” a2kp p2d-p

o/ Il reste & identifier la mesure isotrope ck vérifiant
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£ (v, (8B)?] = f ¢,(an) gy(n)
(gg(n) = f1RB(x) 15p(x+h)ax)

Pour cela, notons d'abord que la mesure de Dirac § vérifie :

jsn(h) 8(ah) = gp(o) = t)d o

Calculons de méme l'intégralefgn(h)dh/lhlp. (0 £p sd). En posant |h| = r, et en écrivant
gp(r) au lieu de gn( |n|), on trouve 1

“{;Sn(h) Qr% = db, f gg(r) rd_p-’ dr = - -dTpg- f gg(r) r3P ¢r
o )

' 2 r Q'EJ'
Compte tenu de gp(r) = - bd_1(R -,T) ", on irouve 1.
dh _ 1+d-p d Py Pog.. 2d-p
gy(n) 3 2 =P g
Ry (a-p)(1+d-p) b d-p

En procédant par identification dans (6-1-10), on en déduit 1'expression explicite de la mesu-
re-covariance Gk, soit pour k < 4 @
k

2
d-p) (d-1)1 (d-p)1 (bd-g) 2k-p dh
QEL p! [(a-k)! (k-p)!] - : ?

(6-1-11) Cy (dh)

et pour k = 4

i
o

- - d-1 2 2d-p dh d
(6-1-12) Cy(dn) (G ) (bd_p) a > + by a8
Il résulte, en particulier, de ces expressions que les réseaux d'ordre k > 1 ne sont pas polssoniens
Par exemple, si le réseau d'ordre d 4bait un processus de Poisson ponctuel dans md, sa covariance
se réduirait aux seuls termes b, ad s+ (bd a.d)? dh.
L

A titre de comparaison, indiquons l'espérance et la covariance de la mesure aléatoire v =

A
=X “d}k associée & un résean poissonien de variétés lindaires A, de dimension d-k. Si la fonction-
nelle ¢ est de 1la forme ¢(K) = y .f "‘k("s‘ K) wd__k(ds) = Y(Pkﬁ_’d) Wd_k(K), on trouve par un cal-

cul asnalogue & celul que nous u;vonsd_k effectud (mais plus simple) :
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b

' ' 2 d-k _d-k dh
v, =y dx .= dh...Y P
x =Y B S a 5,& =

(k< d)

etc;=12dh+1651k=d.

P A R

6-2 LES POLYEDHRES POISSONIENS ET L'INVARIANCE CONDITIONNELLE.

Pour obtenir la classe la plus générale de polyddres poissoniens, nous allons changer
1légdrement la définitien des réssaux poisasoniens d‘'hyperplans, en partant d'un proceasus de Polasson
ponctuel sur 1l'espace produit So xR, ol So est la sphdre unité, plotdt que sur l'espane\ﬁ" x R
comme nous l'avons failt ci-dessus. A tout point (u,r) € 8, xR, asaociona 1'hyperplan H(u,r) =
{x ¢+ <u,x > =r} dans 1'éspace euclidien e, L'application H : (u,r) - H(u,r) de 8, x ® dans &
est msnifestement continue., Donnons-nous alors gur so x®, le proéouun de Poisson ponctuel asso-
cié & une mesure A(dx) @ dr, od A est une mesure positive sur S et dr la mesure de Iebesgue sur B .
L'image par H de. ce processus ponotuel constitue un réseau d*hyperplans aléatoires dans Rd, que nous
appellerons résesu poissonien. Désignons par A la réunion des hyperplans de ce réaseau., A est un
E.P.A. En effet, le nombre a(K) des hyperplans du résean rencontrant un compact K € JG, égal an
nombre des points du processus sur S, X B qui tombent dans H“_(QK), est une variable de Poisson

d'espérance t

(6-2-1) ¢(K) = f A(dun) ar
T (@)

Or K”(@K) est compact dens 3, xR, d'od $(K) < o, Ie réseau A est donc localement fini, et
A est p.s. fe.rné. 1'EFA A est manifestement indéfiniment divisible et semi-markovien, en tant que
réunion d'un processus de Poisson sur C(&F'). Mais il n'est stationnaire que si la mesure A est

symétriqus sur la sphire unité S .

Ie complémentaire A% de A est p.s. constitué de polyddres ouverts convexes et disjoints dans md,
et on a aussi P(0 € A°) = 1. Parmi ces polyddres, nous allons nous intéresser A celui qui contient
le point 0, dont l'oxistenée presque sure est ainei établie. Nous le déaignerons par no' et nous
dirons que [I, est un polyddre poissonien. Ii, est donc un ouvert aléatoire et contenent p.s. 1'ori-
gine 0. Son adhérence 'ﬁo est un EFA p.s. convexe dont 1'intérieur colncide p.s. aveo n, lui-mbme.

Si K est un compact, on a Kc i, (soit n, € @x avec les notations du premier chapitre) si et .aeule-
ment s8i l'enveloppe convexe C({o} U K) est disjointe du réseam poissonien A, i.e. A € gC({olLJK)’
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et ceci a lieu avec la probabilité Q(C([o} U K)).

Ainsi la probabilité P sur (6;’7 “f) définie par le polyddre poissonien I, est parfaitement dé-
terminée par la domée de la fonotionnelle K — P(gx) = MK c B,) sur 1l'espace C, (JG) des oompacts
convexes contenant O, fonctionnelle mentiquo sur C (56) a la fonctionnelle Q du réseau poissonien
A lui-m8ie. Explicitens eette fonctionnelle. 8i ry est la podaire de K € C (.K:), 1'ensemble H l(9’1’K)
dens S, X B _eat {(u,r) t r £ rK(u)}, et la formule (6-2-1) domne 1

Q(K) = exp {~ #(K)}

(6-2-2) - (K € C,(W6))
#(0) = [rg) aaw)

(4

D'aprds ce qui préodde, cette relation (6-2-2), prolongée sur entier en poasent t

(6-2-3) o(B) = a(c({o} U K)) (X €J0)

pour servir A définir la notion de polyddre poissonien Ny - En particulier, il y a correspondance
bijective entre les polyd¥dres poiasoniens'et Zes mesures de Radon positives sur la sphdre unité.
Iorsque la mesure A sur S, est gymétrique par rapport & 0, le polyddre [I, correspondant peut $ire
associé & un réseau stationnaire A d'hyperplans poissoniens dans Rd. Lorsque A eat proportionnelle

a4 1'unigue probabilité invariante par rotations sur So, le polyddre poissonien “o est dit ilsotrop:
(A est alors obligatoirement isotrope et stationnaire).

L'Invariance Conditionnelle.

On a vu su paragraphe 4-4 que 1l'application podaire est un homéomorphisme de co(%) sur le
ctne R @(So). Comme A eat une mesure de Radon, il en résulte ue ¢ et Q sont continues sur co(J
d'aprds (6-2-2), et aussi sur JO tout entier, d'aprds (6-2-3). La relation Tgekt = Tg * Ty dens
CO(J(-;) donne ensuite $(XK @ K') = ¢(K) + &(K') et, compte tenu de la continuité, ¢(ak) = a #(K),
a2 0, pour K et K' € CO(JG). Ces réuu.ltaté subsistent lorsque K et K' sont des compacts quelcon-

ques contenant 1'origine. Ainsi, en désignant par JG, 1l'ensemble des compacts contenant 1'origine O

la fonctionnelle QO(K) = P(K c "o) vérifie :

qQ,(ak) = [q,(K)]® (a0, K K €4).

Q (E® K') = Qu(K) q (K")
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la seconde de ces relations est la relation des demi-groupes.Blle exprime une propriété de type
markovien que nous allons expliciter, et nous verrons ensuite qu'elle suffit pour caractériser les
polyddres poiasoniens. Pour dégager cette :Lnterpréta.tion, notons d'abord que Kc I, équivait &
0e€m, e K. De neme, KeK'ch, équivaut & X' c I, -] K. A:lnai, la relation des demi-groupes
Q(E @ K') = Q(K) Q(K') s'éorit :

R(K' c m, © k') = XK' c Ip) B(Ec my)

Oor, K et K' contenant 1l'origine, XK' e no © K implique K c “o' et P(Kc ne) n'est jamais nul. On
peut donc ecrive la relation des demi-groupes en termes de probabilités oonditionnelles

CP(K cnoe,i’i loem,e B =& cmp)
L L
Ainsi, conditionnellement dans 1'hypéthése ol O appartient & 1'drodé n, - i, get érodé n, 1] f est
E_pgywéissonien admettant la méme loi de probabilité que le polyddre N, initial. Nous expri-
merons cette propriété em disant que le_a_p.o_]gbdres p- oinsoniens sont cenditionnellement invariants
pour les érosions par des compacts contenant 1'origine. On trouvera ci-dessous une interprétation

légtrement différente de ceite invariance conditionnelle envisagée du point de vue de la loi en

nombre.

Montrons maintenant que cette invariance conditiomnelle est une propriété caractéristique des
polyddres poissoniens. Plus précisément, démontrons 1'énoncé suivant, ol 1'on pose Q(K) = P(K c “o)‘

THEOREME 6-2-1 - Pour gqu'un ouvert aléatoire IJ, conmtenant p.s. le point O vérifie la relation

Q(K® X') = Q(K) Q(K*) pour X, K' compaotu contenant 0, il faut et 11 suffit que I, soit
un_polyddre poissonien. V

On vient de voir que cejte condition est suffisante., Inversement, soit "o un ouvert alédatoire
vérifiant P(O € ) = 1 et 1 ‘ o

(6-2-4) (K @ X') = Q(K) Q(x*) (K, X' € 56,)
avec Q(K) = P(K c r[o). Dans tout oe qui suit, B_ désigne la boule de centre 0 et de rayon r. Procé-
dons par étapes. * '

a/ n a Q(Be) 1 1 pour € |, 0. En effet, la fonctionnelle Q est toujours s.c.i. sur 4G, et
Be-o{o}dans%sié-.o. '
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b/ Q est continue sur FG. Comme Q(K) = Q(KU {0}), et que la réunion est continue, 1l suffit
de vérifier que Q est contimume sur ‘Kb‘ Soit dane & une suite .convergeant vers K dans J’Go. Pour
€>0domé, ona KcK @B, ot K cKe@ B, dds que n est assez grand. La relation (6-2-4) donne

alors 3

a(K) 2 q(B,) Ti= Q(K,) , 1im Q(K,) = Q(K) Q(B;)

Compte tenu de a/, on en déduit lim Q(&) = Q(K). et Q est continue.

o/ Si K € JG, et si O, est 1'enveloppe convexe de {0} UK, on a a(R) = aQ(c, )

Comnme O € M, P.s., il suffit de montrer Q(K) = Q(C), C déeignant l'enveloppe convexe de K.
Soit € > 0. D'aprds la Proposition 1-5-7, on peut trouver r > O tel que C® B, & B, d'od Q(K)Q(Be)
< Q(C) d'aprds la relation (6-2-4), puis Q(K) < Q(C) d'aprds a/. L'inégalité inverse étant évidente,
on a bien Q(K) = Q(C). . '

4/ De la relation (6-2-4) et de la continuité de Q résulte aussitdt :

Q(ek) = [(K)]® , «20 , Ke€sS6

Notons d'ailleurs que Q ne peut pas s'ammuler au.r JGo, Bn effet, ai Q(K ) = 0 pour un compact Ky

prenons une boule B, > K. On a Q(B ) = [Q(B )] Po . 0. Par suite, (Bp) = 0 pour tout p > 0,
°

mais cela contredit a/. Domc Q ne s'annule pas, et par suite ¢ = — log Q est continue sur JG.

e/ La fonctionnelle ¢ est donc continue, oroissante et positivement lindaire sur @, et a
fortiori sur CO(JG). D'aprés la Proposition 4-4-4. il existe donc une mesure de Radon A positive
sur la sphdre unité telle que 1l'on ailt @

$(K) =frx(u) A(du) K € C (6)

%

Compte tenu de ¢/, et de la définition (6<2-2)-(6~2-3) des polyddres poissoniens, n, est donc le

polyddre poissonien associé A& la mesure A.

Point de vue de la lol en nombre.

Soit maintenant \ une mesure positive symétrique sur So' et A le réseau gtationnaire d'hyper-
_ plans polssoniens de B associé au processus de Poisson de densité A(du)dx dans so X B+. Ie complé-
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mentaire A° de A est réunion de polyddres ouverts convexes disjoints IL dont 1'un, soit Dy contient
ltorigine O. Dans un langage mtuifif, on péut envisager la 'population' constituée par les polyd-
dres considérés comme des individus, en attribuant & chacun d'eux le mbme poids, et définir

ainsi la loi en nombre du polyddre poissonien n(on trouvera dans les travaux de MIIES [10], [12],
[13] ume juatification rigoureuse. de ce point de wvue). On peut, an contra.ire, attribuer A chacun
des M un poids proportionnel & son volume V(ni) dans & et considéror la lo:l. en volume de ce mﬁm

polyddre poissonien. Le polyddre polssonien M, tel que nous l'avons défini oi—dessua doit corres-
pondre au point de vue de la loi en volume, car (dans un langage intuitit), l'origi.ne 0 a plus de
chances de tomber dans un grand polyddre qﬁe dens un petit. De fait, Miles, .'ﬁppuyant sur un thée—
rime ergodique, a établi le résultat suivant 3 soient X une caractéristique d'un polyédre fI, V son
volume, Po(dx,dv) la loi de (X,V) pour le polyddre poissonien fI, tel que nous 1'avons défini,

P(dX,av) la loi de (X,V) pour le polyddre poissonien considéré du point de vue de la loi en nombre,
E, et E enfin, les espérances attachées & ces lois. On a alors 3

aX,dV) = —Y— B(dx,dv
P, (dx,av) N (ax,4V)

Examinons ce que devient l'invariance conditiommelle lorsque 1l'on paaﬁe du point de wvue d_es
lois en mesire a celui des lois en nombre. Soit K un compact convexe oontenant 1l'origine. la pro-
babilité du polyddre érodé n, e K pria conditionnellement pour O € n, -] i est la loi en mesure as-
socide selon le théordme ergodigue A la loi en nombre qui est celle de 1'érodé no i pris condition-
nellement pour NO X # @. On en déduit 1'é4noncé euivant, od la restriotion O € K est inutile (car
éroder un translaté de IT équivaut a transléter 1'4rodé de 1) -

Sinestun polyhdre poisasonien (envisagé du point de vue de la loi en nombre) et K un compact
non vide quelconque, conditionnellement dans 1'hypothdse ol 1'érodé JI © fn ‘eat paa vide, get érodéd
est dquivalent en probabilité au polyddre initial [I.

Si donc N1 -~ X(n) est une caractéristique du polyddre 11 (i.e. une fonotion mesurable sur 1'es-
pace des ouverts convexea) vérifiant X(@) = 0, on peut 4orire :

E(x(me )] = B(x(m) B(ne ¥ ¥ ¢)

Montrons que 1'on a en fait 3

(6-2-5) Pne X # ¢ = q(K)
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d'ol résultera la relation suivante, particulidrement utile pour les applications 3

(6-2-6) . E(x(ne 0] = o(X) E(x(m)

En effet, d'aprds 1'énoncé de 1'invariance conditionnelle, on a déja P(p © i £9) =
= E[v(n e i(')]/x(v(n)). ob V désigne le volume. D'autre part, d-ésignons par A le réseau poissonien,
et par fg 1'indicatrice de 1l'ensemble aléatoire e i qui est la réunion des érodés par K des
polyddres du réseau., Pour tout x € Rd, on a Q(K) = E(fx(x)). S1 B, est la boule de rayon r > O,

on en déduit aussi :

QAUK) = & ( W%_T ffx(x)dx)
r

By

Iorsque r tend vers 1'infini, le théordme ergodique monyre que la VA (1/V(Br)) { fK(x)dx con-

v r
verge vers E(V(f1 © ‘K,))/E(V(n)), o'eat-a—dire vers P(IT© K ¥ ¢). La relation (6-2-5) en résulte bdien.

Nous allons consacrer le reste de ce chapitre i quelques applications, en essayant d'utiliser
les résultats précédents pour calouler certaines caractéristiques des polyddres poissoniens en me-

sure ou en nombre.

6-3 APPLICATIONS.

Dans ce parsgraphe, nous nous intéressons aux polyddres poissoniens (en nombre ou en me-

sure) associés & un réseau stationnaire A d'hyperplans poissoniens. Aufrement dit, la mesure A qui

figure dans la relation (6-2-2) est syméirique sur la sphdre unité S . Nous supposerons que les
polyédres poissoniens sont p.s. bornés, eutrement dit que le support de la mesure A sur So n'est
pas contenu dans un scua-vectoriel stirict de Rd, ou encore que le compact de Steiner A assoclé au

réseau A a un volume wo(A) > 0 strictement. D'aprds la relation (6-1-9), ceci équivaut & v, > O.

Espérance des fonctionnelles de Minkowski W, (mm).

Désignons par K les adhérences des polyddres associés au réseau A et par Hj les hyperplana
de A (le réseau étent localement fini, cette indexation a un sens). Si x est un point de Iid et

nKj.x = x, sa projection sur Ki’ x est également la projection de x sur une et p.s. une seulement
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des variétés des réseaux d'onlre 1, 2,...ou d. Inversement, 81 Vv = Kjln.“n Ejz eat une variété

du réseau d'ordre K, Nyx est la projection de x sur un et p.s. un seulement polyddre poissonien.
Compte temn de la stationnarité de A, on en déduit que pour tout x € Bd, sauf peut-ftre sur un emn-
semble négligeable pour la mesure de Isbesgue, les ensembles [l‘[xix} et "‘n x} U (na NE U ...

32
sont bijectivement identifiables. Par suite, pour toute fonction ¢ € %émd) on & p.8s.

23 f q(nxix)dx = E f Q(I'IH x)dx +
KjerB J

+ I op(l'lH g, XX + ...
< 3y “([B:'nn yers 31 1,

Autrement dit, pour O £ k < d, les mesures aléatoires associées aux fonctionnelles de Minkowski
des poly2dres et des variétés vérifient p.s. :

Bi N HJZ

. H '
(6-3-1) z 'xi =2 wkj + wk + eee

1 x93 RN

Or il est facile de voir que sl V eat une variété linédaire de dimension d-k, on a 'V

a(bk/( )) "‘d x w{. = 0 pour k' ¥ k. Par conséquent, en prenant 1'espérance mathématique des
mesures aléatoires qui figurent dans la relation (6-3~1), on trouve :

K | 4
E(? W (dax)) = (bk/(k)) v, dx

et, compte temu de (6-1-8) :

K :zlz 'ii(dx)) = (by/by_y) Wy_y(4) ax

En particulier, pour la boule rB de rayon r > 0, on troutc H

Z i(1-13) b
B{ = X g (A)
| 5 _

i - da-k
‘lfd r d-k

Soient, d'autre part, n(r) et n'(r) respectivement les nombres de polyddres poissoniens conte-~
nus dans rB et rencontrant rB, donc vérifient

n(r) < (Vbd) E Wxi (rB) = vd(rB) < n'(r)
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BEn utilisant le théordme crgodiquo [ ], on peut lontrer que les variables n(r)/(b T ),
d(rB)/b“1 d) et n'(r)/(vy x d‘) admettent la n‘mo limite p.s., qui est néoosaairenont va = % (a),
et de mlme que (E W (rB))/(b T ) converge p.s. Vers vy E(Wk(n)), i désignant le polyddre pois-

sonien pris en nonbre. On en ddduit :

b W, . (4) ® W, .(A)
= k d-Xk = ) 4 d-k
(6-3-2) K 'k(m) Sd-k Ya Ea-k LS

En partioculier, dans le cas iaotrops, le compact de Steiner A est nne_boule de rayon a, et on

trouve

(6-3-2') BN (M) = (/o ) &2

Granulométrie selon les bo\ilo-..

la granulométrie de 1'ouvert aléatoire A% selon les boules eat par définition (of paragraphes
1-5 et 2-7) la fonction r - GB(r), avec t

1 - Gp(r) = B(x € A3p) (x e &)

ArB désignant 1'ouverture de A° selon la boule de rayon r. Cette probabilité ne dépend pas du point
x, A cause de la stationnarité. D'autre part, en utilisant le théoréme ergodique, on voit que la

fonstion GB se déduit de la loi en nombre du polyddre poisaonien I selon la relation

Elw (m.5)]

1= 6y(r) = Si¥piyp]
B(w,(m]

D'apras (6~3-2), on a déja E[Wo(n)] = 1/pd. I1 reste & calculer E[Wo(ntn)], avec M g = (ne rB)e rB

Mais, d'aprds l'invariance cenditionnelle, 1'érodé 11 © rB a méme loi que II lui-méme s'il n'est pas

vide, ce qui a lieu avec la probabilité Q(rB) = exp (-~ r¢(B)). On en déduit aussitdt :

E )
1 = Gy(r) = -—-———-——-['°(n s e ~T¢(B)

E(w (m]

11 reate & appliquer la formule de Steiner pour obtenir, compte Benu de (6~3-2) et de ¢(B) =
= d/b A
(20/b, ) ¥, (4) s

d
(6-3-3) 1-Gg(r) =(kz_:o (‘i)(t_»k/bd_k) Wy (8) rk) exp {- 2(a/vy_,) Wy_,(A) r}
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En particulier, dens le cas isotrope, on trouve t
. 4 4 X k
(6"3-3') 1 - Gn(rl = bd (go (k) (bk/bd"k) a T exXp i- Z(d bd/bd—1) a r}

Ces lois sont donc des exponentielles polynomss dont le dggré est égal & la dimension 4 de
1'espace euclidien, Pour 4 = 1, on trouve pour la gramulométrie une loi gamma de densité C e
avec 8 = 2 W, (A) (0 = 4a dans le cas isotrope). La boule de rayon r dans m étant un segnent de
longueur 2¥, les traversées linéaires ont donc une loi gamma de densité 8 2 r e?'T, o = w (%)
( = 2a dans le cas 1sotropo) I1 s'agit évidenment de la lol “en mesure*. Ila loi en nonbre des

traversées linéaires admet la demsité exponentiello o e -8'r,

Relation entre les lois du volume V et de la gsurface 3.

Relation entre les loies du volume V et de 1@ Sur2ass o
Déaignens par V = V(N) le volume du polyddre I (en nombdre) et par V(r) = V(I1 © rB) le volume

de 1'6rodé M © rB. Les évdnements (V(r) = O} et {M © rB # ¢i sont p.s. égaux et ont ls probabilité
Q(rB) = exp (- 4 r), avec a = #(B). »

Si ¢ est une fonotion < O mesurable sur B et telle que ¢(o) = 0, il résulte de l'expreéaion
(6-2-6) de lt'invariance conditionnelle que l'on a 13

Blg(V(r))] = €™ E[ep(V)]

Aved ¢(x) =e"#* - 1(u 2 0), on voit que les transformées de Laplace o(p) et @ (p) de V et v(r)
vérifient la relation i

o (u) =1~ + e 3(pn)

Or V(r) est p.s. dérivable & droite, et cette dérivée V'(r) vérifie p.s. Vt{o0) = - 8 puisque [y est
p.s. convexe (8 =4 W1(n) désigne la surface de M). La relation précédente entralne donc 13

(6~3-4) B(s W) = o L=fu)
Désignons alors par h(V) = E(S|V) l'espérance conditionnelle de S relativement & V, et par P(dv)
la loi du volume. Dans 1a relation (6-3-4), figure A gauche la transformée de la mesure h(V) P(aV),

& droite celle de la fonction aft1 - F{(V)]. Par suite, la loi du volume admet une densité £(¥) qut
vérifie la relation 1
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£(V) n(v) = a1t - (V)]

On en tire anssitdt l'expression de la loi du volume V en fonction de 1'espérance conditionnelle
n(V) de la surface. '

dv
4 (V)

(6-3-5) 1-RV) =exp {-a
(n(v) = E(8|V) , a = (B))

Ainsi, a/h(V) = o«/E(SBV) est la “densité de mort" associde & la loi du volume, autrement dit
« dx/h(x) est la probabilité conditiommelle d'avoidr V € (x, x+dx) lorasque V 2 x.

Relation entre t(no) ot la loi du nombre des faces.

i

On ne sait pes former 1'expression explicite de la loi du nombre dea (d-1)-faces du polyddre
n, (en mesure), mais nous allons voir que cette loi est lide Stroitement a celle de la VA +(n, )
égale A la valeur de la fonctionnelle ¢ pour le polyddre poissonien n lui-m6me. En particulier,
dens le cas isotrope, ¢(1'|°) est égale & un facteur prés A& la norme de "o' et, #l de plus d = 2, on
a¢(nm) = a 2&(m,), 24 (n,) désignant le périmdire de .

Soit N le nombre des d-1 faces de ﬁo’ et P, = P(K = n) (pour la loi en mesure). P,, nombre
gans dimension, n'est pas modifié§ si 1l'on remplace ¢ par (1+A)é¢ (A > 0). Or, le réseau d'hyper-
plans poissoniens associé a la fonctionnelle (1+A)¢ est équivalent & la réunion de deux réseaux
indépendants de fonctionnelles ¢ et A¢ respectivement. la probabilité pour gque le polyddre du rése:
(14)\)¢ contenant 1l'origine O ait n faces appartenant toutes au réseau dont la fonctionnelle est ¢
est alors P, 1/(142)™. On peut aussi évaluer différemment cette probabilité, en écrivant d'abord
que le polyddre du résean ¢ contenant 0 admst n fancs (probabilité P ) puis que ce polyddre est
disjoint du second résean (probabilité E( e +(n,) In). On en déduit :

-ap(m)

(6-3-6) lo( ° |m) —l—!

(140)

(L'indice o dans E° rappelle qu'il s'agit de l'espérance selon la loi en mesure). La loi condition-

nelle en N de la fonotionnelle ¢ est donc la loi gemma de densitd (x -1_/(11—1)!) exp (-x). La rela-
tion

- o0 P
(6~3-6") E (e ¢("°)) = 3 n

° n=d (1+a)%
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montre alors que 1a loi du nombre des faces et celle de la VA ¢(n°) se déduisent 1'une de 1l'autre,

Si X est une caractéristique sans dimension (i.e. X(A M) = x(no), A 2 0), le mlme raisonne-
ment que ci-dessus donne B (exp [~ A¢(m, )|§,X) = 1/C140)¥. Par oonnéquent, AN fixé, M

#(m,) est conditionnellement inddpendante de toutes les carastéristiques sans dimension du polyddre
n o

Les premiers moments du volume V, de la surface 3 et du contour apparent V.".

Nous supposons maintensnt que le réseau A d'hyperplens poissoniens est isotrope, et nous dé-
signons par a le rayon de la boule qui constitue le compact de Steiner associé & A. Ia probabilité

d'avoir x et x+h dans NI, (point de vue de la loi en volume) est alors 2-238 od 255 = |x| + |x+n|
+ |n| est le périmdtre du triangle défini par les trois points 0, x et x+h, soit A

(6~3~7) Q(x, x+h) = e -8lx|-ajx+n|-a|n)
Mais, si 1'on désigne par k(x) 1'indicatrice (aléatoire) de N,» on a aussi @
" Q(x,x+h) = E[X(x) k(x+h)]

Désignons par g(h) 1'intégrale demns ®® de cette expression 3

g(h) =]d(x,x+h)dx
md

g(h) est 1l'espérance (pour la loi en volume) du volume de 1l'intersection de m, et de son translaté
par h. Or cette intégrale représente, an facteur e alhl prés, le produit de convolution de la
fonction € aIxI par elle-méme, Coette fonction exponentielle admet dans (nd la trensformée de Fourier

a-1
% ety & LT ()

(p = Vuz +ooat u désigne le rayon vecteur de l'espace d

3 R conjugué) Le produit de convolution
€e~8T , g~8T g4met donc la transformée : ° S '

2 !
Fa ™ = 231 il (r(d+§)> 2 PRk S
(1+ = o,
a
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I1 suffit d'effectuer la transformation inverse pour obtenir @

2

4 4 sl a

L T 1+ &

e"'ar - e-—ar = ld 2? 12 i g.._(_.z_i (ar) * 2 K d (ar)
a ' r{1+d) e 3

Dans cette expresaion, K . représente la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce d'indice

1+ 5
1+<-12- , 8t r = |n| représente le rayon vecteur de @2. On en adduit :
d
3 3" 2 + <
(6-3-8) 8(r) =4, 22— (r(%—l)) € (ar) 2 K 4 (ar)
a.d al 4

1+ 3
Pour r = O, on obtient l'espérance (en volume) de V(no). En intégrant en h (dans E"), on obtient
de m8me 1'espérance du carré de ce volume. L'intégrale de g(h) dans md est d'ailleurs égale A la
valeur en O du produit de convolution e—alxl * e-alxl * e_-a|x|' et se caloule de manidre analo-
gue & l'aide d‘'une trans:tormatioh de Pourier. On trouve ainsi :

-4 -
B (V) = 27 b dt &

(6-3-9) 5
-3 rlar 3 (E5D)

2, _ 24 5
(V) = 2% = r(% (d+1))

L'indice o dans Eo rappelle qu'il s'agit d'espérances relatives a& la loi en wolume. D'apris le

a2

théordme ergodique, ces espérances E  se déduisent des espérances E relatives & la loi en nombre

selon la régle

B, (V) = (V) /8(v)

On a déja calculé E(V) = E('o) = 1/(bd ad). Les formules (6-3-9) donnent donc les irois premiers

moments de la loi (en nombre) du volume V. On trouve ainai dans Bd'

E(V) = 1/(b, &%)

E(V2) = a1/(20%)? |
4= a 2 d+1y1°0
) r(a
N n—al r(1+3) r(a+ §) [(—24)] a;};

rl £ (a+¢1)]

Ies expressions des moments d'ordre {1 et 2 §taient déja connues (R.E. MILES, [10], [12], mais nonm,

semble-t-il, celle du moment d'ordre .3 pour n > 4. Dans 1'espace & deux dimensions, ces formules
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donnent @

= _LE 2y = e =4 =
V) = y E(VE) = y B(V) =
BV xa R 2 'a.f % a®

et dans IR3

= y_23 1 3y=21 =
URE S-S ARES S IR d

Désignons maintenant par V*(m) = V' le volume (& n-1 dimensions) du gontour apparent du poly-
adre I, c'ést-a-dire de la projection de 11 sur un hyperplan de md. Le point de vue est iel, obliga-
toirement, celui de la loi en nombre. Nous allonas calculer les deux premiers moments de la loi (en

nombre) de V!, en nous eppuyant sur 1'invariance conditionnelle de 1 .
Du point de vue de la loi en nombre, le g(r) ealould en (6-3-8) représente la quentité 1

g(x) = B(V v(z))/B(V)

ou V() = V(I N "r) désigne le volume de 1'intersection du polyddre I par son translaté [, dans un§
translation de module r et de direction Wye Comme [T eat oonvexe, NN “r eat aussl 1'érodé de 1 par
le vecteur r u. Soit p un réel 2 0, ot “r+p le translaté de 11 dans la translation de module r + p
et de méme direotion u, .  L'expression (6-2-~6) de 1l'invariance conditionnelle de [y pour les é4rosions

montre éue 1'on a ici, avec Q(K) = exp (-2 ar)
(6=3~10) E[V(r) V(r+p)] = €728 E[y v(p)] = ™2 E(V) g(p)

Comme [1 est p.s. ouvert et convexe, V(r) est dérivable & droite, et la valeur en r = O de cette d4-

rivée V'(r) est V'(o) = - V', V' désignant le d—-1;volpme du contour apparent dans la direction u .
Dérivons (6-3-10) une fois en r et une fois en p ‘avent de faire p = 0. I1 vient :

(6=3-11) E(v'2) + B[V ¥"(0)] = - 2a E[V V'(0)]
Or, de 1l'expreesion (6-3-8) de g(r), on déduit(pour d > 1) 1
E[v v(r)] = E(V2) [1-ar+ d—;_& a? r? - ees]

On a déja caloulé E(Vz) = d!/(zd azd).- On dédult ainsi de cette relation :
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E[VV'(c) =-a E(v?) = - .11/(2_‘1 a?‘".)

v v(o)] = &t ? BV = L‘l:-lli%:ﬂ-‘ 'ﬁfi
puis, en portant ces résultats dans (6—3—1_1.) t
(6~3=12) E(V'3) = ‘{%‘ a2 E(V?) =.(mi.§.cl;l)_’ ._2'&75

Le calcul de E(V') s'effectue de méme A partir de E[V(r)] = e“"’_‘r E(V), relation qui découle encore
de 1'expresaion (6-2-6) de 1'invariance conditionnelle, et donne :

5(v) =2a 8V =§ 3

Tels sont les deux premiers moments (en nombre) de la loi du contour apparent. Dans le plan (Rz, on

t$rouve explicitement :

Ev) =% , B =2 1, , xvyv) = iy

o a 2 a
et dans R

vy =% 1, , Be? =L L wmvv) =3 1

a a a

Désignons maintenant par 8§, la surface du polyddre poissonien de (Rd, c'est-a-dire le (d-1) vo-

lume de sa frontidre. D'aprés la géométrie intégrale, sd de relie & 1'intégrale du contour apparent
V'(u) dans la direction u selon la formile suivante, &l 1'intégration est étendue A& la sphdre unité :

d b, '
(6-3-13) Sd = BI-T V'(u) w(du)

On en déduit aussitdt l'eapérance de Sy pour la loi en nombre :

db
d 2d
E(S,) = — B(V') = ==
at o by ! Pg-1 ag"“

et pour la loi en mesure :

db db (v,)2
a2 g _ 2% EB(wy) _ agdr \%a 1
FolSa) Pa-1 FolV1) = by BB T By T
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Mais 11 existe une relation emtire Eo(Sd) et E(Sﬁ), gque nous nous contenterons d'4tablir d'une
manidre heuristique. Plagons-nous conditiomnnellement dans 1'hypothdse ol un hyperplan du réseau
poissonien passe par 1'origine 0. Ies deux polyddres n1 et nz dont la frontidre contient le point
0 sont soumis A une loi de probabllité qui se déduit de la lol en nombre en pondérant leas fréquences
par la variable Sd‘ si S1 et 32 désignent les surfaces de n1 et r[2 reépectivement, on a done E(S1) =
E(sz) = E(sg)/E(Sd). Maig ai 1'on supprime l'hyperplan passant par le point O, on obtient le poly2dre
n, = m, un, dont la loi est cette foils la loi en mesure. Or, la surface 3 de n, est 8, = s1 + 82
- 2 P, P désignant la mesure de la face commune A n, et n,. Mais P est un polyddre quelconque du
schéma induit dans ad! (envisagé du point de vue de la loi en mesure), ‘d'od E(P) = Bo(vd—1)' Ainsi,
11 vient @

(s
E (S;) = B(8,) = B(S,) + B(S,) - 2 B(P) = 2 ) 2 B,(V5,)

Compte temu des résultats précédents; on obtient finalement 3

E(Sd) =

‘ 2+ b
E(Bf)- 2'“ 1+%- (rdd1) =

=.~"ie:
j‘j‘

(6~3-14)

;.:i

En particulier, pour d = 3, la surface 3 durnpolyddre admet les deux moments en nombre ¢

E(8) = .

6 2 _
= E(s)--l%

et pour d = 2, le périmdtre S du polygone poissonien vérifie :

2
Bs) =2 , ) =(% +2 &,
- -3

Cas des Polygones Poissoniens Isotropes.

Pour terminer ce chapitre, nous allons considérer le cas d = 2, c'est-a-dire le cas des poly~
gones poissoniens isotropes de mZ' et tout d'abord calculer explicitement la loi de probabilitéd du
contour apparent du polygone poissonien (en nombre) c'est-a-dire, puisque nous commes déns IRZ, la

loi du diamdtre apperent de ce polygone. Cette loi admet la densibé @
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(6-3-15) £(x) = '#;5 (2 ax) ;_1 (? ax)
ol K 1 désigne la fonction de Bessel modifiée de seconde espdce d'indice -1, et les wmomenta d'ordre

n > O (entier ou non) 1

;(n+g) P(J%) 1
x r(1+ %) (2a)®

Ty

Pour établir (6-3-15)j donnons-nous un mode de construction explicikte du polygone poissonien
T (en nombre). Pour cala, considérons la partition du plan en polygones poissoniens réalisée par
un réseau de droites poissoniemmes, et plagons-nous- conditionnellement dans 1'hypothése ol 1l'origine
0 est un sommet du réseau (ce ciui néoceassiterait, pour 8tre rigonreux; un passage A la limite & par-
tir de disques de rayon tendant vers O et centréa au po-:lnt 0, mais nous nous contenteroms 1ol d‘'une
démarche heuristique). Le plam étant rapporté & deux axes de soordomnées ox et oy, un (et p.s. un
ssulement) des 4 polygones admettant le point O comme sommet eat coniemu dans le demi-plan x 2 O.
On peut alors déduire du théordme erg'cd:ique que ce polygone TT est équivalent au polygone poissomien
pris en nombre. Sans insister sur ce point, indigquons seulement d‘'une manidre heuristique que cela
résulte du fait que le réseau polsasenien contient “"en moyemme", autent de sommets que de polygomes.
Désignons par g et 31(-— % £ B, $By = %) les angles polaires des deux ardtes du polygone |1 ismues
du point 0. Il eat facile de voir que la loi de ces deux variables admet la densité :

6(30.31) = -‘t sin (ﬁ,-ﬂo) (- % £ B, sBy s %)

Désignons maintenant par M le asommet (p.s. unique) de IT de coordonndes (xo,yo) telles que
soit contenu dans le demi-plan x < > 11 eat clair que x, est le diamdbre apparent de T (dans 1la

direction de l'axe des y). Nous allons former la loi de x_. FPour cela, considérons 1'évinement

o.
{x, = r}, équivalent & : {la droite x = r renmcentre TT}. Plagons-nous d'abord a By ©% B, fixés.

Notre évinement se réalise de l'une ou l'autre des deux manidres incompatibles suivantes :

~ ou bien le point l[1 = (r, r tg 31) appartient & H, et cela a lieu avec la probabilité
g . .
°oxp {- 2 555!

~ ou bien il existe sur la dreite x = r un point M d'ordonnée y(r tg B, s T <T tg 31) apparte-

nant a JT tel que le point (r, y+dy) n'appartienne pas & TT, et cela a lieu avec la probabilité 3

Par conséquent, nous trouvons 1
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iR

P(xoar)=-l-J.

Aprds quelques oalculs é§lémenyaires, on obtient 3

- 28r B,
e cos B, dp1J

sin (B,-B,) 48, +

Nl
nin .

[N} ]

ar

B - co8 a da
sin (31-50) g, f . e (1 + 8in a)

8o 00s”

+
. =ln
—

i
mlﬂ
[SIE]

3 _2ar _-28
f(xo > r) = ilir- Jz e co8 a J_ + .ZF e co8 a i«
o

co8 a
(-]

I1 suffit de dériver en r pour en déduire la densité de probabilité £(x) du diamdtre apparent x
soit 3

%
- 2 ax

20(x) = & :2 ::-J'-5 e ©co8 a daz
o cos” «

Cette intégrale s'exprime & 1'aide de la fonction de Bessel K_ (2 ax), et 1l'on obtient la relation
(6-3-15) éorite ci-dessus ainsi que 1l'expression des moments m .

Intéressons-nous maintenant & la loil du nombre N des c8tés du polygone poissonien no en megure.
Désignons par S le périmdtre du polygone M,. De (6-3-6') éorit avec ¢(n°) = a8 réaulte : a Ec(s) =
=%3n P, . Mals on a déja caloulé EO(S) = 12/(25). I1 vient donc 13

E,(§) = x2/2

Considérons maintenant le point de vue de la loi en nombre, et posons Py = P(8(m)) = n. Intro-
duisons la variable sans dimension V/S2 = %, Conditionnellement, & N fixé, Z(n ) et S(n ) sont in-
dépendants pous la loi en mesure, comme on 1l'a vu loras de l'étude de la variable ¢(l‘! )=a s(n ).

81 1'on désigne par £, (2) la densité de la VA z(n ) oconditionnelle en N = n, ot par gn(z,s) celle

de la VA vectorielle (Z(m), S(Im)) toujours conditionnelle en N = n, on peut donc éerire d'aprés le
théordme ergodique ¢

La relation aZ B f (3) (as)n—1‘/(n-1)l = (1/B(V)) & P, & g2 8,(2,8) e® entraine alors pour che-
que n = 3,4... : a P, fn(z) (as)n'1‘/(n-1)! =p, ¢ g2 %(z,s) e ®/E(V), denc 3



191

(2.5) (1/2) £,(2) a(a3)?3 _-ea
Zy = g
% T(/m) tmas (a3

2 00
=_J____1>E(v)f(1)f()d
pn (n—1)(n-2) n | '/z n z Zz

En particulier, & n fixé, S(m) admet la loi gamma de densité [a(as)n'3/(n-3) 1] exp (-as), d'ol

1és relations
B(s(m) =1 Z (=-2) p,

2(s2(m) = -lz T (a-1)(n-2) p,

Compte tenu de E(S) = 2/a et E(SZ) = (1:2:2 + 2)/;2, on en déduit les deux premiers moments en nom-
kre de 1a loi du nombre N des obtés du polygone TT, soit 3

E(§) =4 , E@® =§2 + 12
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-~ CHAPITRE 7 -

1ES GRANULOMETRIES

Dans ce chapitre, nous donnons un concept de granulométrie qui généralise les propriétés des
granulométries usuelles telles qu'on peut les définir & partir de tamisages et autres opérations
analogues. De plus, ce concept général contient comme oas particulier la granulométrie A - A,y de
A selon les homothétiques d'un compact convexe K, telle gu'ells a ¢té définie dans les chapitres
1 et 2, la définition et lea propriétés algébriques des gramulométries ne souldvent pas de diffi-
cultés particulidres. Mais 1'application de éette potion & un EFA et & son complémentaire suppose
que l'on ait établi la mesurabilité de l'application granulométrique utilisée. Ia manidre la plus
simple de garantir cette mesurabilité est de ntutiliser que des applications s.c.s. sur H et s.0.i.
sur 9 . D'autre part, dans les applications expérimentales, on ne peut a§erder 1tétude d'un ensem—
ble fermé que par 1'intermédiaire de ses propriétés locales, ce qui justifie la définition des ou~-
vertures compactes (Définition 7-1-1) et dea granulométries s.c.s. et compactes (Définition T7-2-3).
La caractérisation de cea ouvertures et de ces granulométries ébant asses délicate dans le cas gé-
néral, et la plupart des applications pratiques ne mettant en jeu que des ouvertures compatibles
avec les translations et des granulométries euclidiennes, il nous a paru préférable de traiter
d'abord ces deux cas particuliers simples qui suffisent dane la plupart des cas. Tel eat 1l'objet
des deux premiers paragraphes. le paragraphe 3 transpose ses résultats em termes d'ensemblealter-
més aléatoires. Ies deux paragraphes suivants (indépendants du reste de 1'ouvrage) sont consaorés
a 1'étude des propridtés topologigues des ouvertures et des granulométries sur un espace ICD quel-

congue.
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.1 OUVERTURES ET FERMETURES ALGEERIQUES.

Dans tout ce chapitre, E désignera un eapace ICD, et P= P(E) 1l'ensemble des parties de
E. Soit e & une famille de parties de E et ¢ une application de (X dans &P . On dira que ¢
est croissante si A, B€ (A et Ac B entrainent ¢(A) c ¢(B). Sauf mention explicite du contraire,
dans ce chapitre, le mot application signifiera toujours application croissante. De méme, on dira

aue ¢ est extensive (respectivement anti-extensive) si l'on a A c #(A) (respestivement ¢(A) c A)

pour tout A € €. On dira que ¢ eatl idempotente si 1'ensemble image () est contenu dans (X et

si 1'on a ¢ = ¢ o ¢. Dans ces conditiona, on appelle fermeture (respectivement ouverture) au sens

algébrique une application ¢ oroiasante, extensive (resp. anti-exfenaive) et idempotente. La notion
de granulométrie sera rattachée a celle d'ouverture algdbrigue.

Désignons par Ci* = {A: 2% e A} la famille des complémentaires des ensembles de (X . L'appli-
cation ¢' : A" - P définie en posant ¢*(A) = B¢(A°) pour A € 6(*, soit en abrégé ¢' =Bo¢ og
est appelde duale de 1ltapplication ¢. Elle est croissante si et seulement sl ¢ est croissante. On
a évidemment ¢" = ¢, et ¢* est une ouverture (resp. une fermeture) sl et seulement sl ¢ est ume

fermeture (resp. une ouverture).

Prolongements d'une application.

Pour Al BB = &, une application ¢' de (R dans %P prolonge une application ¢ de (X dans P
ai 1'on a ¢'(Ad = ¢(A) pour A € ¢¥. Etant entendu qu'il s'agit toujours d'applications croissantes,

toute application ¢ : & ~ J? admet un_plus petit prolongement ¢ et un plus grand prolongement z
définis sur J° tout entier par les relations

( $(B) =U {#(a) ; A€ O, Ac B}

(7=1-1) (B eSP)
¥(B) =N {#(n) ; A€, A> B}

On note ¢(B) = ¢ 8'il n'existe aucun A € CX tel que Ac B ; de méme ¢(A) = E 8'il n'existe aucun

A € (AL tel que A > B. Il eat clair que § et ; prolongent ¢, et que tout autre prolongement de ¢ par
une application croissante ¢' vérifie g c ¢' c a. Les formules de définition entrainent les rela-
tionas de dualité :

@ =) ., @ =5

~
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Soit ¢ une ouverture définie sur une partie (A de I9° . Alors le plus petit prolongement ¢ de
¢ est une ouverture sur J?. Bn effet, on vérifie immédiatement que § est croissante et anti-exten-
give. Il reste & montrer que j est idempotente. 5i B € P, onap $(B) = $(U (¢(a) ; A€ O, A B})
Comme ¢ est croissante, on en déduit ¢ e(B)oU g e(A) s AeA, Ac B} =U {¢(A) s A€cX, Ac B}
= ¢(B), puisque g prolonge 1'application idempotente ¢. iMais § est anti-extensive, et par suite

¢ $(B) = ¢(B), et ¢ esat idempotente.

Désignons par J3 la famille des engembles de (I invariants par 1'ouverture ¢ (i.e. 4(B) = B e

B €73 ). La restriction de ¢ & B est donc 1'application identique sur 3 . Inversement, ¢ est le

plus petit prolongement sur (1 de 1'identité sur J3 . En effet, si A € ¢ et B €D, B c A entraine
B = ¢(B) c #(A), done ¢(A) DU (B3 BER, Bc A}. Mais (A) € 53, pulsque ¢ est idempotente, et
#(A) ¢ A, puisque ¢ est anti-extensive, d'ol 1'inclusion inverse et 1'égalité.

I1 en résulte que § est le plus petit prolongement sur P de 1'identité sur D , soit pour
tout D € R ‘

#(P) =U {¢(4) ; A€, AcD} =U |B; BeRB, Bc D}

I1 est clair alors que la famille @ des invariants de ¢ est la famille stable pour la réunion in-

finie engendrée par I3 (avec edjonction de l'ensemble vide ¢ si celui-ci ne faisait pas déja partie
de €1). .

Inversement, si (B c P est une famille quelcongue d'ensembles de E, et B la réunion de {P}
et de la famille stable pour |J engendrée par 430, le plus petit prolongement de 1l'identité sur B °
est une ouverture ¢ sur R, et la famille des invariants de ¢ est identique & 3.

Par dualité, on a des résultats analogues si ¢ est une fermeture (11 suffit de remplacer U
par N et le plus petit prolongement par le plus grand prolongement). Toute ouverture ou fermeture
pouvant 8tre prolongée sur JP , nous ne coxsidérerons donc dans ce qui suit que des ouvertures et

des fermetures définies sur J® tout entier. En résumé :

Proposition 7-1-1.- Si ¢ est une ouverture (resp. une fermeture) sur P et Dc P 1a famille de

ses invariants, J3 est stable pour la réunion (1'intersection) infinie et contient ¢ (resp. E).
¢ est alors le plus petit (le plus grand) prolengement de 1l'identité sur 3. Inversement, si
leo est une famille quelconque de parties de E, le plus petit (le plus grand) prolongement de
1'identité sur J3° est une ouverture (une fermeture) ¢, et la famille J3 des invariants de ¢

est alors la classe stable pour J (pour N) engendrée par Jao, avec asdjonction éventielle de ¢
(de E).
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Si ¢ est une ouverture ou une fermeture (sur & ) sa restriction & une partie (I quelcongue
de O ntest une ouverturs ou une fermeture sur ¢ que si A € (X entraine ¢(A) € ¢, autrement dit
si (¥ est stable pour ¢. Il y a donc bien lieu de chercher A quelle condition les espaces &, g ’

JG sont stables pour é¢.

Proposition 7-1-2.~ Soit ¢ une ouverture sur & , et A la famille de ses invariants. Alors @

a/ - <F ent stable pour ¢ si et seulement B est stable pour la fermeture topologique, i.e.
B¢ 53 entraine BeJB .

b/ - Foest stable pour ¢ si et seulement ei on a B € 3 pour tout invarient B € (B relative-

ment compact dans E.

e/ - 9 est stable pour ¢ a8i et seulement si (& contient un systdme fondamental de voisinages
ouverts de chague B € 7 .

En effet, si & est stable pour ¢] B € B entraine B = ¢(B) c B, d'od B c ¢(B) et par suite
B c ¢(B), c'est-a-dire B= ¢(B) ¢ B . Inverée:pent, si B est stable pour la fermeture topologique,
on a ${P) < $(F) c F pour tout P € I , done (¥ = ¢(¥), puisque ¢(¥) € @, et F est stable
pour ¢. L'énoncé a/ en résulte. On démontre b/ de la méme manidre.

Si g est stable pour ¢, soit G € & . Comme ¢(G) est ouvert, tout x € ¢(G) admet un voisinage
L}
ouvert G < $(G), et pour tout y € G, il existe By €B tel quey e By c G. Posons B, =
t L]
=y {By 3y €6,}. onaB €SB, pulsque 8 est atable pour |J et G c B ‘c G. Soit slors B €
1 4

et Bc G. I1 suffit de poser G, =U (G, ; x € B}, B, =U {B, 3 x € B} pour avoir G, Eg » By eB
et Bec Go c Bo c G. Donc B contient un systdme fondamental de voisinages ouverts de B. La récipro-
que est immédiate.

al/- g est stable pour ¢' si et seulement 81 J3 ' eat stable pour 1l'ouverture topologigue.

b'/~ JG eat stable pour ¢' si et seulement si pour tout B € J3' et tout K € JG tel que Kc B
on peut trouver B' € Jg N J3" aves K< B! ¢ B.

e/~ H est stable pour ¢' si et seulement 8i pour tout B ¢ @B et tout F e tel que Bc P
on peut trouver B' € F N J3*' tel que Fc B*' c B.
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Définition 7-i-j.- Nous dirons qu'une ouverture ¢ sur &P est une ouverture compacte si elle véri-
fie les co'mi'itvions suivantes 3

a/ - ¢ laisse stables les espaces &%, Cg , et JG .
b/ - ¢ est s.c.s. sur P , s.c.s. sur JGet s.c.i. sur 9 .

¢/ - ¢ eat le plus petit prolongement de sa restriction a K.

D'aprés cette définition, on aura dono ¢(A) =U {¢(K), Kc A, K € JB] pour tout A 6\@ Nous
remettons & un paragraphe ultérieur la caractérisation des ouvertures oompactee, et nous allons
nous contenter pour l'instent d'étudier le cas particulier des ouvertures sur l'espaee ‘euclidien

(Rd compatibles avec les translations.

Quvertures et fermetures compatibles avec les tramslations dens &,

D'\me manidre générale, si C1 eat une partie de @(ﬂd) stable pour lea translations, on dit
qu'une application ¢ de (A dans (P est compatible aves les translationa, ou est une t-application

ei 1'on a ¢(A @ [h}) = $(A) @ {h} pour tout A € X et tout h € ®). De méme, nous diroms qu'une ou-

verture (une fermeture) compatible avec les translations est une z-ouverture (une t-fermeture).

I1 est clair qu'une ouverture (resp. une fermeture) sur (P(EQ) est une t-ouverture (resp.
une t-fermeture) si et seulement si la famille J3 de ses invariants est stable pour les transla-

tions.

Examinons par exemple le cas d'une t-ouverture ¢, et soit (3 la famille des invariants de ¢,
stable pour les translations. Désignons par 430 c 7 un sous-ensemble de @B tel que la classe sta-
ble pour les translations et les réunions infinies eng_emlrée par 030 soit ldentique a U3. Nous
dirons que J3 est une base de d3 . Pour tout A € (¥, on peut alors dorire

or) =u{Bo(x} s xer ,Be B, Bo ix}cA
(<]

Or, 1l'ouverture Ay de A selon B est, par définition, (A © i) ® B, c'est-a-dire Ay = U {.B o {x} 3

x € (ad, Be {x} c A}. On en conclut ¢(A) =y {Ag 3 B 6030}. La fermeture 4,' associée 4 ¢ par dua~

1ité selon la formule da’(A) = B¢(A°) est par suite elle-méme de la forme ¢(A) = N (AB s Be CBol ’
=(A® 5) © B désignent la fermeture de l'ensemble A selon l'ensemble B. Par suite

*
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Proposition 7-1-3.- Toute t-ouverture ¢ sur @) est de 1a forme ¢(A) = U {Ag s B o} pour une

famille 9B c &P qui constitue une base de la famille d> des invarinats de ¢. La fermeture
¢ associde & ¢ par dualité admet alors la repréaentation ¢ (A) =N [A ,BeR }

Ainsi, 1l'ouverture et la fermeture selon un ensemble B, telles que nous les avons détinies
dans le premier chapitre, constituent les prototypes de toutes les t-ouvertures et t-fermstures.
Examinons maintenant quelles conditions doit vérifier la famille @o pour que ¢ soit une ouver-
ture compacte, au sens de la définition 7-1-1. Noua savons dtailleurs déjad que si dso = {K} pour

un compact unique, la t-ouverture $(A) = Ay vérifie les conditions voulues.

Proposition 7-1-4.- Soit ¢ une t-ouverture sur ad. Alors & est stable pour ¢ et ¢ est s.c.s. sur

¥ gi et seulement si il exiaste une famille 03° fermée dans F , contenue dans @'{O} (i.e.
B¢ J&o = 0 € B) et vérifiant les deux conditions sulvantes :

a/-BEJBoetxeB entraine B @ {~x} € J3,.

b/ - ¢(F) =U [Py B € ~73°l pour tout P € K.

En effet, si & est atable pour ¢, la famille 8 de ses invariants est stable pour la ferme-
ture topologique (Proposition 7-i-2). Posons J3' =BNF , d'od ¢(F) =y {B' + B' € B', B' cF }
pour F € GF . 31 ¢ eat s.c.5., J3' est fermée dans ¥ . En effet, si une suite [B;l c J3' converge
vers B dans I, on a B = lim B; = lim 4.(3;) c ¢(B), d'ois B = ¢(B) ¢ J3'. La famille 096 = Ce'n'-:flo'
vérifie alors lea conditions de 1'énoncé.

Inversement, supposons qu'une famille -.@ vérifie ces conditions., Montrons ¢(F) €&~ pour F € ¥
Soit {x } c ¢(P) une suite comvergeant vers x dans 8. Pour chaque n, il existe un B, € 03 et un
ynem‘ avec x, € By @ {y,} c P. Mais B; B o fyp=x,! € @ , d'apras a/, d'oh O € Bncre {=x,1.
Soit B € ‘Eo une valeur 4'adhérence de [%}. I1 vient 0 € Bc P @ {-x}, c'est-d-dire x € Py C (¥,
et ¢(F) est fermé. Montrons maintenant que ¢ est s.c.s. Soit [Pn} une suite convergeant vers F dans

F, et {B, } une suite partielle. Si une suite n, -~ x, € P converge vers x dans B.d, on a pour
k k  °k
*
chaque n, un Bnk € B, avec comme oi-dessus O € Bnk c Fnk @ !—ﬁkl. S1 donc B € J3 est une valeur

d'adhérence de (B }, 11 vient 0 € Bc P & |-x}, d'o0 x € Py C ¢(F), et ¢ eat s.c.s.
k

Si ¢ eat une t-ouverture s.c.s. sur H , sa restriction a fGest s.c.s. sur JG . En effet, pour
K € J6, on a alors ¢(X) c K, donc ¢(K) € /6, de sorte que ¢ applique JG dans 4G . De plus, ¢ est
s.c.s8. sur -fG pour la topologie myope, car K J K dans fG entraine que les K , donc aussi les q;(Kn),

sont contenus dans un compact fixe. La convergence dans F ¢(l£n) J #(K) a donc lieu aussi pour la
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topologie de JG. Nous allons maintenent chercher & quelle condition une t-ouverture ¢ s.c.s. sur

& est le plus petit prolongement de sa restriction 2 JG.

Pour cela, remarquons que la famille J3, fermée dens T de la Proposition 7~1-4 admet des
¢léments minimeux. Plus précisément, pour tout B € 73, il existe M € 33, tel que 0 € Mc B et
Pg “@o pour tout fermé P contenant O et strictement contemm dams B. Cela résulte, en effet, d'une
application immédiate du théordme de Zorn. La famille a‘(qo des $léments minimaux constitue évidem-
ment une base de D , de sorte que 1'on a ¢(F) = U {Py 3 M€ d(%}, ou encore, en désignant par 0
la classeitable pour les translations engendrée par Aoy (P) =y [N, M€ Jb, M c P}. On en déduit
aussitdt que 1'on aura ¢(P) = U {¢(K), K €6, Kc P} ai et seulement si les 4léments minimaux
M € b sont compaots, soit M Jo , ou M c Sb. ‘ ’

Désignons par ¢' le plus petit prolongement de la restriction de ¢ & V6 . St M J6, on a
¢' = ¢ sur 9, ot ¢' est s.0.8. sur & . Montrons que ¢' est également s.c.i. sur g . En effet,
pour tout compact M et tout ouvert G, Gl' est ouvert, donc aussi ¢'(6) =U {GI' M 60'6}. Ensuite, sl
LV :
¢ % G dans on trouve U #(6.) =U U (¢ oM oM= U G = ¢$(G), puisque G = G, est s.c.i.
n g A % n M4 ® Y ! M

sur 9 pour M compact. Donc ¢ east s.c.i. sur g . En résumé :

Proposition 7-=1-5.- Une 1—0uv§rturo ¢ sur lﬂi est une ouverture compacte au sens de la définition

7-1-1 si et seulement si 1l existe une famille B ° fermée dans & contenue dans 97{ o} et véri-
fiant les conditions suivantes :

a/-neﬁao et x € B entraine B @ {-x} 5030
v/ ~ la famille cAG, des éléments minimaux de A, est contenue dans J6.

o/ - 0n & 4(A) = U [Ay M € b} pour tout 4 € P@).

EXEMPIE - Soit K un compact, et 330 ltensemble des translatés de K contenant O. La famille \ﬁo véri~-
fie les conditions de la Proposition avec "“o = @o. On retrouve ainsi les propriétés de 1'ouver-

ture A - A’K selon un compact K.

Plus généralement, soit {* une famille compacte dans Jé, et ~73° l'ensemble des translatés
des éléments de : - contenant O. Il est clair que 330 est conpax;te dans G, doﬁc en particulier
fermée dans F , contenue dans glﬂ et que ses éléments minimaux sont compacts. De plus, @o véri-
fie 4videmment a/ et b/. Par suite, en posant 3

#(4) =U {ap K€t} (e )
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on définit une ouverture compaote sur @(md).

-2 LES GRANUIOMET .

Ies Axiomes des Granulométries.

Analysons d'abord la notion usuelle de granulométrie. On se donne des tamis dont les
mailles sont définies par leurs dimensions, caractérisdes par un nombre A > 0. Lorsqu'on applique
le tamis de dimension A A un ensemble A, son refus est un soug-engsemble de A, aue 1l'on peut dési-
gner par cbk(A). Ainsi ¢1(A) c A. Si A = u, le refus de la plus grandé maille A est plus petit gque
celui de¢ la maille plus petite u, soit *A(A) cé p_(A). Si un ensemble B contient un ensemble A,
son refus pour une maille A donnée est plus grand que celui de A, soit B A = dpk(A). 8i 1'on ap~
plique au refus ¢(A) de A pour une maille donnde A un tamis de maille p plus petite, 1le refus est
¢A(A) lui-méme, soit ¢u o ¢, =& i A = p. Az contraire, sl p x A, le refus de *k(” pour le tamis
p est identique an refus de A lui-m@me pour ce mBme tamis, solt ¢p o, = ¢u 8l p 2 A, PFErigeons
donc en axiomes constitutifs ces propriétés des granulométries usuelles, et posons la définition

suivante, olu E eat en principe un ensemble quelconque.

Définition 7-2-1.- Soit E un ensemble, et ({c P () une famille de parties de E. On appelle gra-
nulométrie sur (1 ume famille ¢, A > 0 & un paramdtre A positif d'applications de (¥ dans lui-
mlme vérifiant les 4 axiomes suivants @

1. ¢X(A)CA s, A>0, A€,
2. A, BEA, Ac B= ¢,(a) c ¢,(B) YA>0

3.Azp>o-¢l(A)cxu(A) (Ae)

4o by 0 by =k 0% = beup(a,u)

On peut, conventionnellement, compléter la famille ¢)‘, A > O pour A = 0 en posant ¢°(A) = A
pour A € X.

Proposition 7-2-1.- Soit E un ensemble et &X c {P(E) une famille de parties de E. Une famille ¥,
A > O & un paramdtre positif d'applications de (X dans J*(E) est une granulométrie sur o -3

et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifides 1
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1. Pour tout A > 0, ¢, est une ouverture sur (XA .

2. 8103)‘ est la famille des éléments de Ol invariants par ¢1, A>0O,onaztp=A >0 =

;3“ c @x.

Anttement dit, une famille *k’ A > 0 est une granulométrie sur (A 8i et seulement si c'est
une famill§ d'ouvertures sur (d dont les familles @1 d'éléments invariants sont déoroissants

en A.

Ies conditions de la proposition sont suffisantes : les axiomes | et 2 sont vérifiés par toute
ouverture ¢A sur & a1 Q“ c Ql’ le plus petit prolongement de 1'1dexitité sur sﬂn ests ¢ dans le
plus petit prolongement de 1'identité sur 03)‘, et 1l'axiome 3 est vérifié., Enfin, si 3“ [ ﬁ). N
on en déduit t tout B € @“ inclus dans A est inclus dans ¢X(A) et réciproquement, d'ol ¢-(L) =
= ¢" "A(AL D'autre part, pour tout A € X, cb“(A) est invariewt par ¢“, donc appartient a \ﬁx pour
A £ p, s0it &) ¢u(A) = ¢P»(A)’ et 1l'axiome 4 est vérifié.

Montrons maintenant que les conditions de la proposition sont nécessaires. Soit L2C A > O une
granulométrie sur @ . D'aprds les axiomes 1 et 2, *). est oroissante et anti-extensive poﬁr chagque
A > 0, et 1l'axiome 4 montre pour u = A que &, est idempotente. Il s'agit donc bien d'une famille
d'ouvertures sur ({ . Désignons par ‘Bk la famille des inva.;riants de l'auverfure ¢1. L*'inclusion

37\ -} @“ pour p 2 A, qui ach¥ve la démonstration, résulte alors du lemme ci-dessous et de 1l'a~

xiome 4.

LEMME 7-2-1 - Soit E un ensemble, ¢l e partie de P (E), ¢ ot ¢' deux ouvertures sur 2, J3 et
J31 1es familles d'ensembles de (€ invarients reapectivement par ¢ et ¢'. On a les équiva-

lences :

bod' =¢mo'0ob=¢e Rc B

Montrons ¢' o ¢ = ¢ @ B I3t & en effet, pour A € A, ¢' $(A) = ¢(A) équivaut & ¥(a) € 7B".
Montrons ¢ o ¢' = ¢ o Bc B, En effet, si A = ¢(A) €B, 1a ‘relation ¢ o ¢' = ¢ entraine ¢ ¢'(4A)
= A, et les inclusions ¢ ¢'(A) c ¢'(A) c A montrent que 1l'on a A = %'(A), soit A € B'. Donc ¢ o &'
= ¢ entraine B c $B'. Inversement, supposons J3 c J3'. Tout B € J3 est invarient pour ¢', et la
réunion des B c A, soit & c &' et, ¢ et ¢' étant idempotentes ¢ c ¢ 0 ¢', et ¢ 0 &' c &, d'od
1'égalité. |
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COROLLAIRE - Toute granulométrie *L’ A > O sur une famille A ae parties d'un ensemble E se pro-
longe sur J°(E).

L
Il suffit, en effet, de considérer la famille ¢, des plus petite prolongements sur JP(E) des
. L
®,» A > O. Ce sont des ouvertures (Proposition 7-1-1). La famille J&h des invariants de ¢, est
engendrée par réunion infinie des éléments de ﬂk’ et les conditions de la proposition sont véri-
fides.

Régularisées d'une granuloméirie.

Soit alors ¢,, A > 0 une granulométrie sur F(E) (ou le prolongement sur P(E) d'une granu-
lométrie primitivement donnée sur €1l), et J3 la famille des invariants de ¢,. On a @A c ‘73'l pour
A 2 u. Posons pour tout A > 0 @

v

A
(7-2-1 B, = B, = 7B
) v Y B R 0 B

Bed B 5 )
(\)’nagono ) © 9B c I3, pour tout A > 0, et aussi pour tout € > 0 xxﬁxc ?M'e et\/kcaﬂ:'
~n
Ies $)‘ (@k) sont, en particulier, décroissentes en A. 3i 1l'on désigne donc par ¢)‘ et 4’)‘ les plus
A
petits prolongements sur OP(E) de 1l'identité sur éx et \81 respectivement, ;k et 3)‘ sont encore

des granulométries sur JP(B) que nous appellerons, respectivement, régularisées supérieure et in-

férieure de la granulométrie ¢k' Lrapr2s ce qui précdde, pour tout € > O et tout A > o tel que

A~€ > 0, on a ¢
"N v
(7‘2‘2) tk-& (= ¢k (= ¢k c ¢k [~ ¢k+5

Nous dirons qu'une granulométrie ¢)‘ est régulidre supérieurement (inférieurement) si ¢A =
v A
=&, (d’k = ¢k)' I1 n'est pas difficile de vérifier que la régularisée supérieure (inférieure) d'une

granulométrie donnée est effectivement régulidre supérieurement (inférieurement).
Si ¢, est une granulométrie sur J(E), on a pour tout Ac E @
~ A
#(0) =U(B; Be B,, Bc A}l = u u (B3 BedB, Bc Al
u>

c'est-A-dire :

A
(1-2-3) b, (4) = pL>Jh ¢, (4)
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Par contre, 1'égalité z)\(“ = nk ¢u(1) n'est pas vraie en général.
pne

Eléments critiques d'une anulométrie.

Soit E un ensemble et ¢,, A > 0 une granulométrie sur G (E) (ou le plus petit prolongement
sur J°(E) d'une granulométrie primitivement sonnée sur une partie &l de 9P(E), ce prolongement
étant lui-m@me une granulométrie conformément au oorollaire de la Proposition 7-2-1. Nous dirons
qu'un ensemble M € SP(E) est oritique pour la granulométirie ¢, em A = A  8i i'on a 3 '

(7-2-4) Me "‘éx . $k°(x) =@ , MFAG
[+

ou, ce qui revient au méme d'aprés les définitions précéddentes 't

(7-2-4") ¢k(u) =¢8iA>h et ¢x(u) =MslA<A, , M#Q

Nous dirons qu'il est critique au sens gtrioct si M € Jslo, 3)‘0(!) =@, et M # @¢. 11 est clair
que tout ensemble strictement critique en A, est critique en A , la réoiproque n'étant évidemment
pas vraie (uneAgéométrie régulidre inféricurement ne peut pas avoir d'éléments strictement criti-
ques, mais peut trds bien admettre des §léments oritiques). Cependant, si N est une granulométrie
réguliére supérieurement, tout 4lément critique est strictement critique (puisqu'alors on a ¢)‘ =
ENE

I1 n'est sans doute pas vrai que toute granulométrie (méme régulidre supérieurement) admette
des éléments critiques, mais les "bonnes®™ granulométries devront en admettre, et, plus précisémert ,

les familles 031 devront &tre engendrées par ces §léments critiques.

Pour analyser le probléme de l'existence des éléments critiques, partons d'un ensemble non

vide A € SP(E), et posons 1

Ay = Inf [A 2 ¢, (A) = 9}

(avee Ay = +wosi 4’A(A) # ¢ pour tout A > 0). Autrement dit, A, est caractérisé par la propriété :

i
6

A<k, = d,(a) =
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ou encore 3

e W=09
8, -
l<lA-¢A(A)7‘¢

S'il existe un élément strictement critique dans la famille @k(A), A > 0, ce ne peut 8tre que
d’)‘A(A)’ ot cet élément sera effectivement strictement oritigue pour A = A, si et seulement si 11
n'est pas vide. En effet, pour A > A, ¢>‘(A) est vide, donc n'est pas oritique. Pour A < A,, on
peut trouver p avec A < u <A, , ot ¢p(1) ntest pas vide, donoc QA(A) n'est pas oritique. Mais, 8l
"AA(“ n'est pas vide, 11 vérifie bien les conditions de la définitiom, et c'est un 6lément stric-

tement critique.

Do la mfme manidre, on vérifie que le geul §lément (simplement) critique de la famille z (a),
A > 0 est 1'élément z (4), et 1l est effectivement critique em A = k 81 et seulement si il n'est
A

pas vide. Autrement dit, les §léments critiques d'une granulométrie sont les ¢)\ (A) non vides, A
parcourant J°(E). ¢

EXEMPLE ~ Soit E = le, et la gremulométrie définie par les familles

B, - '
AT ey A

v
ou B)\ est la boule fermée de rayon A et de centre O. On a 03)‘ = @l’ autrement dit, cette granulo-
métrie est régulidre supérieurement, et 4’A(A) = A©® A B) @ A B. Si A est la boule ouverte de rayon

Ag» OB B A, = )‘o’ mais 0)‘ (A) = ¢, et A n'est pas oritique. Par contre, si A est la boule fermée

A

de rayon A, d’h (4) = A et A est critique em A = A .

Granulométries euclidiennes.

Plagons-nous maintenant dans le cas ol l'espace E de départ eat 1l'eapace euélidien Rd. Ies
granulométries usuelles sur EP(ad) sont compatibles avec les translations, en ce sens que le refus
du translaté Ax d'un ensemble A c md pour le tamis de maille A est le translaté par x du refus de A,
goit ¢X(Ax) = ¢)‘(A) ® {x}. De plus, les tamis que 1l'on utilise sont en général homothétigues, le
module A d'homothétie entre chaque tamis et un tamis de référence pouvant servir a indexer les tamis
eux-mémes. Avec cette définition du paramdtre A, on a alors ¢X(AA) = M;KA). Ces deux propriétés,

érigées en exiomes, conduisent A poser la définition suivante :
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Définition 7-2-2.- Omndit qu'une granulométrie 4’1' A > 0 sur une partie (1 de J° (!B.d) stable
pour les translations et les homothéties positives eat une ganulométrio euclidienne si elle

vérifie les deux axiomes sulvents 3
5 = Pour tout A > O, dp)‘ est compatible avec les translations.

6 - Pour tout A > 0, ot tout A€ (¥ , on &t 4,(a) = A ¢, .

L'axiome 5 est équivalent a la condition l\ﬁl invarisnt par translation pour tout A > 0. L'a-
xiome 6 exprime que ¢, est comnue pour tout A dds que l'on oonnait ¢1 (ou, plus généralement, 4’)‘
pour un A, > 0). En fait, l'axiome 6 équivaut a \73 = A @ pour tout A >0. BEn effet, si 6 est
vérifiée, A € B,, soit ¢A(A) = A entraine A =4, (é) , Boit A € -531, ou A €A $1, dtod \3 c Mﬂ

Inversement, si A € A By, soit A =1 A, pour un A, € \31 ,ona "L(A) = A 4»1‘(%) =\ ¢1(A1) =
=\ A, = 4, done A€, et A By c @B, . Ainsi 1'axioms 6 entraine B, =

A @1.‘ Réoiproquement,
81 A, = <B1, pour tout A € CX on peut trouver B, € \ﬁ tel que ¢,(4) = A

B1.' On a done B1 =

4.)‘(;) cdet B € B, aod B = ¢ ({-¢A(A)) c 4, (4) » ot 4, (8) =2 31 e b, (A) Mais inver—
sement, on peut trouver B, € J3, tel que A ¢1(-%) = B,. L'inclusion A ¢, (—) < A donne alors B,

= o, (x #,(8) c ¢, (8), dono A &, (§) € 4, (W). L'éza.lité 4, (4) = 2 ¢,(§) en résulte.

Cette famille -03 ne peut pas 8tre tout~a-fait quelcongue. En effet, ¢, doit &tre une granu-
lométrie, donc A 2 p doit entrainmer B, c ﬂ%p. Comme 3, =\ Qi, ceci équivaut & la condition
suivante : A 2 1 et B € 031 »ABeT 1 autrement dit &1 doit 8tre gtable pour les homothéties

de module > 1. Inversement, 1l est clair que si J8 = 931 possdde cette propriété, les B, = A B
constituent les familles d'invariants d'une granuloméirie euclidienne sur ¢ . Enongons 3

Proposition_7-2-2.- Pour qu'une famille ¢,, A > O d'ouvertures sur une partie CX de 0°(¢Rd) stable
pour les translations et les homothéties positives constitue une granulométrie euclidienno.su.r
A, il faut et il suffit qu'il existe une famille J3 c €L stable pour les transactions et in-
variante pour les homothéties du module 2> 1 telle que, pour tout A > O, ‘73)‘ = AB soit la fa-
mille des invariants de "A‘ On a alors pouf tout A € OL et tout A > 0 3

4 (8) =U {4y BEB]

Nous avons déjh établi la premidre partie de 1'énoncé. Pour A € (X et A > 0, on a alors,
d'aprés la Proposition 7-1-3 @
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O)‘(A)= nLeJq Ag =

Générateur d'une granulomfirie euclidienne.

Soit ¢)‘ une granulométrie euclidienne et J3 la famille des invarianta de 4-1. On dit que ~73c@
engendre J3 81 A est la famille stable pour les translations, les homothéties de module 2 1 et
les réunions infinies engendrde par 6‘8 o La famille ‘ﬁ l% A Ja’ engendre U5 loraqu'on 1a
stabilise pour les translations et les réunions. D'aprds la Proposition 7-1-3, on a alors :

4’)‘(A) = BleJﬁ' ALp = A3

U
Be B, Azl
Par suite @
COROLLAIRE - S5i (Bo est un générateur de (B, on a 3

(a) =
kS BléJJBO B

EXEMPLE - Soit J3 1a famille engendrée par un ensemble B unique (B, = {B}). La formule :

$, (A) = U
A o, s
définit une granulométrie euclidienne que 1'on appelle granulométrie selon B. Il n'est pas néces-

saire que 1'ensemble B soit convexs,

Si B est un compact convexe, A = p entraine (x B)pB = A B, et par suite AXB c Ap.B‘ La gramm- -
lométrie selon B se réduit alors A AxB‘ Inversement, si B est compact, et si la granulométrie selon
B se réduit a "A(“‘) =ALp,ona ¢1(k B) = (A B)g=ABddsque A 2 1, et la proposition suivante

montre que ceci entraine la convexité de B.

Proposition 7-2-3.-~ Soit B un ensemble compact dans m". Pour que l'homothétique A B soit ouvert se-

lon B pour tout A = 1, il faut et il suffit que B soit convexe.

Si B est convexe, la propriété est vérifiée. Inversement, supposons que pour tout a > O i1

.existe un ensemble Da tel que :
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(a) (14a)B=B® a D,

v .
Quitte & remplacer a Da par (1+a) B © B, on peut toujours supposer Da compact. Prenons l‘envelope

convexe des deux membres de (d.). Il vient 3
(a") © (1+a) C(B) = 6(B) ® a C(D,)

Mais (1+a) C(B) = C(B) @ « C(B), puisqu'il s'agit de convexes, et la rdgle de simplifiocation s'ap-
plique dans C(J6). Par oconséquent, (a') entraine @ '

(v) G'Da) = C(B)

et par suite aussi 13

(v*) D, = ¢(B)

Ies Da ,» @ > 0, sont contenus dans le compact fixe ¢(B). Ce point 4tabli, revenons & la relation

(a). Par réitération, elle donne, pour n entier > 0 :

(14a)™ B = Bead @ a(14a) D @ ... ® ,(';..,a)n"‘ D,
c'est-a-dire :
(e) B=—1— Be (; —& . n)
. (1+a)® =1 (14a)c &

D'apres (b'), on a la majoration

® —£&x D c (1231 4—;) ¢(d,) c(pa) = ¢(B)

k=1 (t+a) (1+a)

o0
d'ol 1'on déduit facilement la convergence de @ '_L'E D, . la relation (c), compte tenu de la

k=1 (1+a)
continuité de ® , donne alors t : :
o0 ) a )
(@ (a) B= @& D = —= ® —11 D
1 (1+a)° ¢ 1+ k=0 (1+a)° *

Montrons alors que B eat indéfiniment divisible, ce qui entrainera qu'il est convexe, d'aprés le
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Théordme 1-5-1, et achdvera la démonstration. Soit N un entier > O, Pour 0 £ 1 < N, posons @

- 2 @ D
By (a) @ m")-ﬁ,m «

1+a k=0

On a évidemment 3

( B=3B(c) ® B(a) ® .. ® By_,(a)

Bi(“) = '(71_1' Bo(a)

+a)

(e)

Dtaprds (b'), D, edmet une valeur d'adhérence D pour « 4 0. Soit a { O une suite telle que D

converge vers D dans JG . La relation (b') montre que lea Bo(qn) sont eux aussl contenus dans un

compact fixe, et admettent une valeur d'adhérence Bo. Soit donc ®, une suite partielle telle que
k
B,(a, ) converge vers B,. la seconde relation (e) montre que les B, (a,) admettent dans JO cette
k

méme limite B,. En vertu de la continuité de @ , la premidre relation (e) passe i la limite, et
donne B = Bo (somme de Minkowski de ¥ termes égaux a Bo). Donc B est infiniment divisible, et par

suite B est convexe,

COROLLAIRE - Solt B un compact de 8. Pour que la granuloméirie selon l'ensemble B se réduise a
4, (4) = MhprLe P (@), il faut et il sufeit que le compact B soit convexe.

Granulométries euclidiennes s.c.s. et compactes.

Définition 7-2-3.- Nous dirons qu'une granulométrie ¢, (euclidienre ou nom) est s.c.s. sur V6
(resp. sur & ) si l'application (A,A) —~ b, (4) est s.c.s. de B, x JG (resp. B, X ¥ ) dans G
(resp. dans Th). Nous dirons qu'elle est compacte si pour chaque A > 0 1l'ouverture "’k est com-

pacte au sens de la définition 7-1-1.

Nous allons caractériser les granulométries euclidiennes compactes et s.c.s. En ce qui concer—
ne les granulométries euclidiennes compactes, la Proposition 7~1-5 fournit um critére immédiat,

puisqu'il suffit que q;}‘ soit compact pour une valeur pa.rticuliéfe de A, par exemple pour A = {.
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Proposition 7-2-3.— Soit ¢, une granulométrie euclidienne sur {P(md) et, pour chague A > 0, A
la famille des invariants de q'h' Alors, les conditions suivantes sont égquivalentes

a/ - ¢, o8t 8.0.8. sur SF au sens de la définition 2-7-3-
b/ - Pour chaque A > O, 1l'ouverture ¥y est s.c.a3. sur .

¢/ - lLa famille ¢B est stable pour la fermeture topologique et B NF est fermée dans J6 .

11 est immédiat que a/ entraine b/. L'équivalence b/ @ o/ résulte des propositions 7-1-2 et
7-1-4. Si b/ est vrai, soit (Am, An) une suite convergeant vers (A,A) dans R, x & . On a T ¢m(ln)
= TIm A, ¢(an/An) € & $(MR) = &, (4), ot a/ est vraie.

COROLLAIRE - Si ¢, est une granulomérrie euclidienne s.c.s. sur ¢F distincte de 1'identitd, amcum
invariant fermé de ¢ = ¢1 n'admet de point isolé. )

En effet, solt B' € J un invariant 4ferm6 de ¢ et x € B'. Compte tenu de 1'invariance de
pour les translations, on peut supposer x = 0. Si 0 est un point isolé de B', il existe une boule
ouverte Ba de rayon € > 0 et de centre O disjointe de B'. Pour A - o, A Be tend vers ad dans 9 ’
{o} reste invariant, A(B\{o}) comverge vers ¢ dans &, dono AB converge vers {o} dans & . Ainsi
{o} € B , pulsque & est fermé, et on a dono ,(A) = A pour tout A € *F .

EXEMPIE | - La granulométrie selon 1'ensemble & deux 4léments {xo,jr;ai est bien une granulométrie
sur % (elle appligue I sur & ). Mais elle n'est pas s.0.8. d'aprds le corollaire.

EXEMPLE 2 -~ Prenons dans e2 la granulométrie selon le cercle C (circonférence) unité. B est cons-
titué des AC, A 2 1, de leurs tranalatés et des réunions infinies de ces éléments. Mais les droites
du plan appartiennent a 1'adhérence de B et ne sont pas réunion de cercles de rayons finis. Il ne

s'agit donc pas d'une granulométrie compacte.

EXEMPLE 3 ~ Soit ¢* une famille de compacts convexes compacte dans C($6), i.e. ¥ eat fermée dans JO

et les B ¢ ¢& sont contenus dans un compact fixe. Prenons comme famille BB la famille atable pour
les réunions, les translations et les homothéties de module > { engendrée par Z¥ ., La granulométrie

euclidienne assooide & /B , ou granuloméirie selon la famille 4 , 88t 8.0.8. et compacte. Elle eat
définie par la formule t

$,(A) =y (o5, Be U} (AeP)

En particulier, toute granulométrie selon une famille finie de compacts convexes est s.c.s. et
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compacte.

Cela se déduit sans trop de difficulté des Propositions 7-1=-5 et T-2-3.

Propoaition 7-2-4.~ Soit ¢x une gramulométrie s.c.s. sur un espace S6 ou SR . Pour chaque K € JG»
poaons Ay = Inf {A 2 ¢h(x) = ¢}. La famille des §léments compacts critiques pou.r N est consti-
tude des ¢A (X) , K parcourant l'ensemble des compacis tels que )'l # 0 et Ag # .,

Bn effet, pour A > O on & QA(K) = “QA ¢ (K) pour tout K € 46 , car u 4 A entraine 0 (K) J ¢1(K)
a cause de la semi-continuité supérieure. En pu-ticulier, 81 Ay > 0, on en déduit "k (K) =
=N {#k(l{) 3 A <Ay} . Comme "k (K) est compact, "h (K) = ¢ entrainerait ¢1(K) =@ pour un A € Ag
contrairement & la définition do Mg- Denc ¢xx(x) # ¢. I1 résulte blen que 4;1 (K) est un §lément
critigue. Inversement, 1'idempotence des "L’ A > O montre que tout ocompact critiqus est de cette

forme.

Filtres morpholo ues.

Considérons & nouveau l'exemple 3 ci-dessus, ol ¢* est une famille de convexes compacts com—

pacte dans JG et ol on pose

¢,(0) =U {4y, Be} (AeP, A >0)

Comme cette granulométrie est s.c.s., il résulte inmédiatement de la Proposition 7-2-4 que tous les

compacta convexes B € ¢ sont critigues pour une valeur de A £ 1, pourvu seulement que QL(B) {, ]
pour A P . On note qu'ici la valeur critique Ag = Inf {A 3 *k(B) = @} du paramdtre A est 1'Inf des

A tels que -{- B ne contienne aucun translaté d'aucun ensemble de V*(d'od Ag = 1).
Supposons que (Y possdde la propriété supplémentaire guivante 1

(7-2-5) Bsu-.m>1.n'c-,}n.n-gz)

les éléments de .* sont alors tous critiques pour A = { , et on a pour tout p B, Betr, u>0:

BeaiAsy

¢, (p B) =
@aik>ap
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D'autre part, les éléments de ¢+ sont convexes dans Rd, donc connexes. la proposition suivante

montre que si les Ay, i ¢ I sont les composantea connexes d'un enseublc A, on a pour tout A > 0 3

,(4) = Y 4 (4)

Proposition 7-2=-5.- Soit ¢ une ouverture sur une partie A de IP(E), E désignant un espace topo-

logique. Si la famille 7 des invariants de ¢ admet une ba.se 3 (1.0, @ 33 c B , 6t la
restriction & (Y de la famille atable pour |J engendrée par \ﬁ eat B ou B\{o})composde de
parties connexes dans E, 1'ouverture de tout A € ¢Y est réunion des ouvertures des compoaam-

tes connexes de A.

En effet, 1'inclusion ¢(4) U $(A;) est vraie dda que A = U A;. 81 les A, sont les com
posantes connexes de A, 1'inoclusion :aners- est également vérifide. En etfot. goit x € ¢(A), et
B € ‘730 avec x € Bc A. Comme B est connexe par hypothtee, il ex:l.ote i e I avec x € Bc Li’ d'ol
x € #(ay), ot ¢(a) Y $(ay).

Revenons a la granulométrie selen la famille ¢* compacte dans C(S6). 51 A est un fermé dont

les composantes connexes Ai’ i € I sont des homothétiques d'momblea de 0' goit 3

A=A B , B €R,
la granulométrie 4’1 éteindra les composantes telles que xi < A, ot laissera les autres invariantes :
(7-2-6) @ (A) =U [Ay 11 €I, 2 2A}

Supposons alors qu'un ensemble B € ¢ possdde la propriété suivante (plus forte que celle qui
découle de (7-2-5)), qui exprime que B, est "bien séparé” des autrea B € (¥ 3

I1 existe deux réels positifs « et p avec « < { < B tels que 3
1/-x>a,n;énoetne()-xno¢n
2/-p<p, B #B et B' € U= B' Fu3B,

Alors les deux familles 3
G = (UNBy) U (e B}

U‘p = (U\B,) U {B By}



21

obtenues en remplagant Bo par a Bo ou B Bo vérifient encore la relation (7-2-5). Soit ¢; et q,g les

granulomdtries euclidiennes assooide A 0& et (& , et A un fermé dont les 'compoaantes connexes

B
sont des A Bi’ B:L € ¥ comme ci-deasus. Soit Io 1'ensemble des indices :I.o tel que Bi = Bo. On a,
: (]
pour io € Io ]

Aio kio
L.lo:)‘ioBo’a «B, = B%
Désignons par Ao et A1 les ensembles
A= U A= U
° 1€, g! LERETS N g

Ie premier contient les composantes de A qui sont homothétiques de B, (du type Bo)' le second con-

tient les autres composentes. On a 3

( 9, (8) = 4, (8)) U ¢ (a)

[}

o5(0) = 4f(a)) U ¢, ()

B =f) uea)

D'aprés (7-2-6), de plus :
¢).(A0) =U tL’_ y 1 € IO [} Ai'Z k‘
OA) =U (A, L €T, Ay 2 Aa]

WB(a) =U {4y + 1 €I, Ay 228

Par suite :

WXA) N 4 (8) =U {A 5 L €I, ak s Ay <A}

(D N o) =U fay , 1 €T, , A 52y < B

Le premier ensemble est constitué des homothétiques A; B, contenus dans A et vérifiant ak = Ay

< A, le second des A\; B tels que A < A, < BA. Autrement dit, on a bien réalisé un filtre morpholo-

gigue permettant d'obtenir la granulométrie des seules composantes du type B .
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Autres exemples de g_-anulométriou suclidiemnes.

{ - ILa granulomébrie universelle 3 ‘BL est la famille dea onsembles meaurablu dont la mesure

de Lebesgue est = A. Tous les ensembles de mesure A, sont critiques pour A= A, (mais il n'y a paa
de filtre morphologique possible). On a 4')\(“ = ¢ ou A selon que Mes A < A ou Mes A 2 A,

2 - La granulométrie gonnexe universelle 3 Qk est la famille des emsembles connexes mesura-
bles et de mesure 2= A. ¢R(A) est la réunion des composantes connexes de A de mesure > A. Tout en-

gemble connexe est critique pour A = Mes A, mais il n'y a pas de filtre,

3 - Tamisage selon un coxvexe B (par exemple, B sera un oylindre convexe, ce qui correspond
A peu pris aux tamisages uaueis). $). est la famille des ensembles commexes non contenus dans un
tpranslaté de A B. Plus généralement, on peut prendre B dans un sous-espace ak<n dimension, et
pour ‘Q). la famille des ensembles dont la projeotion sur ce sous-espace n'est pas contenus dans un

translaté de A B.

7-3__GRANUIOMETRIE D'UN EFA ET DE SON COMPLEMENTAIRE.

Soit E un espace ICD quelconque, et A un EPA défini par une probabilit‘ P sur (%, cf).
Si ¢, est une granulométrie s.c.s. sur & ,au sens de la définition 7-2-3, l'application A~ ¢L(A)
de % dens F est mesurable pour chaque A > 0, et *k(“ est donc un EFA. Plus préoisément, 1l'appli-
cation (A,A) - q:k(A) est s.c.a. sur R _ X @ , dono meaurable. On en déduit que 1l'application k de
Ex® x%F sur {0,1} définie en posant k(x,As4) = 1 81 x € 4’7\“‘) et 08l x £ ¢k(A) est mesurable.
En effet, 1l'ensemble (1) = {(x,As4) : X € ¢k(A)} est ferm4, comme on le vérifie a partir de4la
semi-continuité supérieure.

Si donc nous posons pour tout x € E 3
A(x) = Sup {A * k(x,A,A) =1} = Sup {A st x € q;}‘(n)}

la famille A(x), x € @ est une fonction aléatoire mesurable. Désignons par F_ (A) la fonction de
répartition de la VA A(x) pour un x € IRa On a alors 3

(7-3-1) P (A) = P(a(x) < ) = P(x £ ¢,(4)

En effet, A{x) < A implique x & *k(A)’ et, plus précisément [A(x) < A} =U [x £ q"}.—e(A)l’
e>0
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ou encore {A(x) 2 A} = {x € n LW ()}, lais ce dernier ensemble eat p.s. égal & {x € q’k(A)} a
cause de la semi-continulté snpérieuro de 1a franulométrie by D'oﬁ la relation (7—3—1)

On appelle alors mesure granulométrique du point x (associde & la granulométrie 4:1) de 1'EFA
A, ou, plus bridvement, anulométrie de A, la fonction A - 1 - Fx(x), ctest-a-dire 1

1 - F,(0) = P(A(x) 2 1) = B(x € 4,(4))

Bnongons @

Proposition 7-3-1.- Soit E un espace LCD et ¢, une granulométrie s.c.s. sur % (E) (ou sur JG(E)

et A le fermé (le compact) aléatoire canonique. Alors ka(A) east un fermé (un compact) aléatoire
mesurable sur B' x *w«, (B x JG ). S1 1'on pose A(x) = Sup {A : x € E est une fonction aléatoire
mesurable sur 9 (ou $6) muni de ses boréliens et vérifie la relation {A(x) 2 A} = [x € ¢X(A)}.

Définition.— Dans les mémes conditicns, si P-est une probabilité sur 9K (sur JG ), on appelle me-

sure granulométrique associde a L la fonction :

1 - 2, (A) = P(A(x) 2 1) = B(x € ¢,(4))

REMARQUE ~ Les réalisations de A(x) sont s.c.s. sur E. En effet, soit x une suite convergeant

vers x dans E, et A une valeur d'adhérence (dans le compactifié de (R+) de A(xn). Soit b.(xn ) une
k
suite partielle convergeant vers A  , et Knk < A(xnk) avec xnk-o Aye Om & xnke 4')‘11 (A) d'aprds la

k
définition de A(x). Comme ¢, est s.c.s. en A, on en déduit x € Tim 4‘)&1 (4) e by (), ctest-a—-dire
o

A(x) = Ay Donc A est p.s. s.c.s, sur E. x

Granulométrie des pores.

Soit ¢, une granulométrie euclidienme s.c.s. sur J6(B*), BcJ 1la famille des invariants de
by Posons pour tout & Gg

4 (6) =U [4,(K) , Kc 6, K €56}

\ .
On vérifie sans peine que ¢A est une ouverture s.c.k. sur 9 pour chaque A > 0, et que les q,; ,

A > 0 constituent une granulométirie euclidigme sur 9 . Montrons que cette granulométrie est s.c.i.,
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c'eat-a-dire que l'application (A,G) — q.;(e) est s.0.i. de B' x g dans Q « Pour cela, il faut
établir 1'énoncé suivant : pour A > 0, K €56 et G € 9 , si K q.;(e), on peut trouver A, > A ot
K,c @G K € JG tel que y < A et G' o K entraine Kc 6;((}'). Or, si le compact K east contenu
dans 1l'ouvert "’A(G)’ on peut trouver un B € A invariant pour LN et un € > 0 tel que la boule
fermée is vérifie :

KcKQiechBo'ﬁecG
Mais l'homothétie est continue sur J& . On peut dons trouver a > 1 avec @ i Ke Keﬁt et a Bc
Beﬁe,d'oﬁ: ' '
KcchBo'iecG
L
Mais B € AJ domne « B € a A®B , et a B est invariant pour ¢ . On a donec KcaB:d;d(G') pour

- 1
tout ouvert G' vérifient G' > B@ B,. A4insi, G'>Be ie et p £ « A entraine K¢ ¢u(<}'), et (A,G)
- ¢;(G) est s.c.i.

Proposition 7-3-2.- 81 ¢, , A >0 est une granulométrie s.c.s. euclidienne sur J6 (®%), la formule
4(8) = U ((K , Xce, Keso | (ceg)

définit une granulométrie euclidiemnne s.c.i. sur g (ctest-a-dire : 1l'application (A,G) —
\ + % i
d:)‘(G) de B® X 9 dens Q est s.c.i.).

Si la granulométrie d'k sur & (le) eat compacte (pour tout A > 0, q’k eat le plus petit prolon-

gement s.c.s8. sur % de sa restricti.on a JO), on a méme t
, .
4, (6) = K) = F G e
N N ¥, ( u (P (¢eg)
KeJo Few

de sorte que le plus petit prolongement sur 9 de Q’k constitue encore une granulométrie s.c.i. C'eat
évidemment 4;): qui va servir & définir la gramulométrie des pores, c'eat-a-dire la granulométrie du
complémentaire d'un ensemble fermé aléatoire.

Soit donc A le fermé aldatoire canonique. Bomme 1l'application 1«; est s.c.i. sur 3, ¢;(A°) est

un ouvert aléatoire mesurable, Pour x € md, posons :

A(x) = Sup (A : x € 4, (A%)}
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Comme 0;‘ est s.c.i., pour tout G € g f£ixé, et tout A > O, on a
o (&) . U 4.(®
A ey s

1
la convergence de la famille filtrante ¢;(G) s p > A ayant lieu aussi vers ¢)‘(G) dans 9 « Par
suite, x £ ¢;(x)(A°) , et A(x) £ A équivaut 2 x £ *A(A°)° Aingi A(x) est une fonotion aléatoire sur
¢, et on peut méme vérifier sa mesurabilité. Par suite 1

Propoaition 7-3-3.~ Soit ¢)‘. A > O wne granulométrie euclidienne 8.c.8, et compacte sur & ((Rd), A
le fermé aléatoire camonique, et P une probabilité sur & . Alors d’k(‘c) est un ouvert aléa—

toire mesurable. Pour toute mesure positive p sur m“, 1tintégrale ‘{( c)p.((l.x) existe et véri-
A

fie t A

(4]
2 [ wax) = ex) Bx € ,(00)
*k(‘ )

la fonction A'(x,A) = Sup {A t x € ¢)‘(A°)'} y X € @& est une fonction aléatoire mesurable, et
vérifie 1'égalité :
(A'(x) A} = [x £ ()]

Définition.~ Dans les mémes conditions, on appelle mesure granulométrique des pores associde a N
la fonction définie par @

1=~ r;(x) = P(A'(x) > 1) = P(x € ¢,"(A°))

REMARQUE - On notera qu'ici les réalisations de A'(x) sont s.c.i. sur e ost x, = X, 80it A une
valeur d'adhérence de A, = A'(xn) » X, ume suite partielle avec x, - A . On a X, £ ¢;‘n 4%,
k k k
k

done 4;; étant s.c.i., x £ ¥y (4%), o'eat-a-dire A'(x) < Agr oF A' eat s.c.i.
o v

-4 OUVERTURES ET GRANULOMETRIES S.C.S. ET COMPACTES.

Dans le paragraphe précédent, nous avons traité en détail les v-ouvertures et les granu-
lométries euclidiennes sur un espace euclidien Bd, qui sont pratiquement les seules utilisées dans

les applications. Pour 8tre complet, nous allons maintenant donner la caractérisation des ouvertures
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compactes et des granulométries a.c.s. et compactes sur un espace E localement compact & base aé-
nombrable. Les résultats que nous obtiendrons ne gseront pas utilisés dans la suite, de sorte que

ce paragraphe et le suivant peuvent 8tre omis sans inconvénient,

Nous allons commencer par tralter le cas des ouvertures e;t des fermstures ¢ sur E. Nous avons
déja donné dans la Proposition 7-1-2 les conditions nécessaires et suffisamtes que doit vérifier la
famille B des invariants de ¢ pour que ¢ laisse stables les espaces 9’, 9 ou J6 « D'une ma~
nidre générale, si une partie @A de 2P est stahle pour ¢, nous dirons pour abréger que ¢ gat une
ouverture ou une fermeture sur (X , méme si en fait ¢ est déf:l.ni'sur G entier. D'ai_lleu.rs, al ¢
n'est dé4fini que sur &, on peut toujours la prolonger sur S entier, comme on l'a vu au pare-
graphe 7-1. Dans les énoncés qui suivent, une phrase telle que : ¢ est une ouverture s.c.s. sur

impliquera donc que Z4 est stable pour ¢.

Ouvertures et fermetures 8.c.s. sur F ou JG .

Commengona par caractériser les ouvertures s.c.s.

Proposition 7-4-1.— Soit ¢ une ouverture sur P et J3 la famille de ses invarianis dans P .

Alors ¢ eat une ouverture s.c.s. sur JO (resp. sur & ) si et seulement si B vérifie les

deux conditions suivantes 13
a/ - Pour tout B € J3 relativement compact (resp. tout Be B ) onaBedB.

b/ - FBN F& est fermée dans So (resp. JBB N F est fermée dans F ).

I1 suffit de donner la démonstration dans le cas de l'espace JG . D'aprds la Proposition
7-1-2, ¢ est une ouverture sur JG 8i et seulement si la condition a/ eat vérifide. Il reste donc

a montrer qu'une ouverture ¢ sur AGest s.c.s. si et seulement si I3 N J6 eat fermée dans S5 .

Soit “‘nl c J6NF une suite convergeant vers A dana JG . Si ¢ est s.c.8.,, on a A = 1lim An

= lim ¢(a) € ¢(A), donc A B &(A), puisque ¢ est anti-extensive, donc A € BN JG , et J3 N JG est
fermée dans JG .

Inversement, soit {K } une suite convergeant vers K dans J6, (K, } une suite partielle, et,
. k
pour chague n, , un point xnk € ¢(Knk) telle que la suite {xnk} converge vers x dans E. Pour chaque
k, on peut trouver un invariant € BN tel que € c . Comme les dont aussi
’ g %o, € Py © Yoy o o a0m 3

les Bnk, sont contenus dans un compact fixe, la suite [Bn } admet une valeur d‘'adhérence B € SG .
k
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SiBNJG est fermée dans JG, 1l en résulte B € BRBNSGet x€ Bck, done x € ¢(K). Par suite,
on a 1lim #(K)) e #(K), et ¢ est s.c.s. sur JG .

COROLLAIRE { - Si -.8 est une partie fermée de <SG (resp. de & ) stable pour la réunion finie, le
plus petit prolongement ¢ de 1l'identité sur JB, est une ouverture s.c.s. sur J6 (resp. sur F).

Bn effet, si @ east fermée dans &5 et stable pour la réunion finie, toute famille Bi’ 1iel
dans J3 dont la réunion est relativement compacte vérifie UTB_TTTl € JG . Ainsi, la famille
J3 atable pour la réunion engendrée par \?3 vérifie la condition b/ de la Proposition 7-1-2, et
¢ est une ouverture sur J6. kaks JSBNJSG = \-‘Bo est fermée dans <JG par hypothdse, donc ¢ est
8.¢.8. sur J6 d'aprés la proposition.

COROLLAIRE 2 - Une fermeture ¢' sur g e8t s.c.i. sl et seulement si la famille BN g de ses
invarismts ouverts est fermde dans 9 °

Proposition 7-4-2.-~ Une fermeture ¢ sur JG est s.c.s. sl et seulement sl la famille /8 0 = JBNS6
de ses invariants compacts contient un systdme fondamental de voislnages de chague invariant
B € JBg.

En effet, supposons que(f:"o = 33 NJG possdde cette propriété, et soit K €46, G € 9 aveo
¢(K) ¢ G. On peut donc trouver G, € & et B, € 050 aves $(K) c G,c By c G. On & aussi K c G,
puisque ¢ est extensive, et pour tout compact K' ¢ G,, K' c B, entraine ¢(K') ¢ B, c G. Donc ¢ eat

B8.C.B.

Inversement, supposons ¢ s.c.s. sur JG , et solent G eg s BE€ \750 avec Bc G. On a B = ¢(B)
c G, et, ¢ étant s.c.s8., i1l existe G' ¢ 9 , G' o B tel que #(K') ¢ ¢ pour tout compact K' c G' .
Le compact B étant contenu dans 1'ouverture G', on peut trouver G° € 9 » K € J6 avec Bc Go c K,
c @'. Mais K, c G' entraine ¢(K°) c G, donc Bc G, < Q(Ko) c G. Comme ¢(K°) est un invariant com-
pact, J3° contient bien un systdme fondamental de volsinages de B.

Ia caractérisation des fermetures s.c.s. sur O est plus facile & énoncer sous la forme duale

suivante :

Proposition 7-4-3.- Soit ¢ une ouverture sur g , J3 la tamille de ses invariants, et -J3o =73 ng .

Alors ¢ est s.c.i. sur 9 3i et seulement si pour tout B € (30 et tout compact X ¢ B on peut
trouver B pelativement compact dans ;ﬁo tel que Kc B c B, c B.
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En effet, supposons ¢ 8.c.¥., et soit K un compact aves Kc B € dbo. On a domo K c ¢(B) set,
¢ 4tant s.c.i., il exiaste un compast K  c B = (B) tel que 6(6) > K pour tout ouvert G > K . Comme
B est ouvert, on peut trouver um ouvert Go relativement compact avec Ko c Go c 'Go < B. On en déduit
K c U(G,) c T, c B, ot ¢(¢)) € T3, vérifie l1a conditisn de 1'énoncé.

Inversement, supposons cette condition remplie, et goient @ un ouvert, K un compact avesc K <
¢(G) « I1 existe donc un Bo € 330 relativement compact aves K c Bo c '50 c 4(G) c 6. Par suite, pour
tout G' € 9 y 6' > B, entraine ¢(@') o 4(B)) = B, o K, ot ¢ est s.0.1.

Plus petite majorante s.c.a. d'une ouverture ou d'une fermeture sur JG .

O L O 6 o e e e e e ettt o ettt et

D'apras la Proposition 7-4-1, si $ est une ouverture sur JG, i1 exiate une plus petite ouver-
ture s.c.s. et majorant ¢ sur G, a savolr le plus pet:lt prolongenout de 1'identité sur 1l'adhé-
rence BNIG de B3NS dans J6 . La recherche des ouvertures possédant de bonnes propriétés con—

duit au critdre suivent : .

Propoaition J-4-4.~ Soit ¢ une ouverture sur J6 ot @.' la famille de ses invariants compacts. On
pose ¢,(@) = U {¢(K), K €J6, K c 6} pour G € @, ot $(K) = N {4,(6), ¢ € B, &> K} pour
K € JG . Alors *8 est une ouverture sur gsi et seulement si \730 contient un systdme fondamen-
tal de voisinages de chaque B € &o. Iorsqu'il en est ainsi, "g est une ouverture s.c.i. sur
9 et q’k une ouverture s.c.s. sur J6. Plus précisément, L2 est la plus petite majorante s.c.s.
de ¢ sur G . En pavticulier, on a ¢k = ¢ sl et seulement sl ¢ eat s.c.s. sur J5 . Enfin, on a
44(0) = U {4, (K), K € G, K c 6] pour tout G €.

En effet, ¢8 est la restriction a g du plus petit prolongement ¢ de la restriction de ¢ aJe
qui est une ouverture sur P . On déduit facilement de la condition o/ de la Proposition 7-1-2 gue
b g est une ouverture sur g sl et seulement si J8 ° possdde la propriété indiquée. Cette propriété
étant suppoade vérifide, ¢ eat s.c.i. sur Q . En effet, appliquons le oritdre de la Proposition
7-4=3. Soit B un invariant ouvert de ¢ y i.e. B € 9 et B = U B, pour une famille {Byy 1 € I}

c (B, Pour chaque i € I, il existe G, € g et B;_ € J3, avec Bi c G:L c B:L c B, d'aprds la propriété
de B, . 51 K € JO vérifie Kc B, onadonc KcUB cU GicUBicB. Pour chaque 1 € I, on a

¢ (Gi) =) Bi' donc auasi KcU#¢ (“:[)’ Par suite, il existe un nombre £ini d'indices 11,...1 tels
que K ¢ kL__J1 ¢ (Gi) c kL__J b (Gi) c u T('G') c u Bic B. L'invariant ouvert B =’ u ¢, (Gi)

vérifie donc le oritdre de la Proposition T-4-3, et ¢s est 8.c.1i.
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Montrons maintensmt tk(K) € #s pour K € JG . En effet, pour tout ouvert G o K, on peut trouver
un ouvert G' relativement compact avec G > ¥' > K. On en déduit tg(G) > ¢(8") o ok(x), et par suite
#(K) =N {6(T"), 6* € gl, , G' D K} est compact comme interseotion de compact.

by est alors s.c.s. sur J(». En effet, d'aprds la propriété de 1'intersection finie, 681 ¢, =
r {6(3), 6' o K, G* relativement compact dens 9] ent disjoint de P €%, il exiate G' o K tel que
$(G*) et a fortiori ¢8(G') soit disjoint de P. On a alors ¢k(K') N P = ¢ pour tout compact K' c &',

et ¢ est s.c.8.

"k est manifestement croissante, anti-extensive et majore ¢ sur JG . Montrons que ¢k est idem-
potente sur JG, d'ol résultera que ¢, est une ouverture s.c.s. sur JSG. Soit K € JG. Gn & &, q.k(x)
=N {4'8((}). 6 o ¢ (K), GE€ 9}. Mais G > ¢,(K) entraine ¢g(e) > ¢, (K). Car, ¢, étant s.c.s., on
peut trouver G' € gl, G* > K avec ¢k(K') c 6 pour tout compact K' ¢ G*, dono aussi ¢6(G') < G puis-
que ¢, majore ¢ sur 56 . "a.r suite, on a ¢B(G') c ¢8(G), puisque ¢, est une ouverture. Mais G' o K
entraine par définition tbk(K) c ¢E(G'), doncnon a bien q.k(x) c ¢s((}). On peut alars écrire 1

o 6 (K) =N {6,(6), G €&, (6) > ¥ (B} > ¥, (K)

D'ou by ¢k(K) = ¢k(K), puisque ¢, est anti-extensive, et par suite ¢, est idempotente, donc est une

ouverture 8.0.8. sur JG .

On a *k D ¢ sur JG. S:IZ ¢ est s.0.s., cette inclusion devient une égelité. En effet, solent
Kesoet G€ 9 avec ¢$(K) ¢ G . Si ¢ est s.c.s., il existe un ouvert G' 5 K aveo #(K') c G pour
tout compact K' c G', d'ol ¢G(G') e G et ¢k(x) c G. Ainsi q,k(x) =N {G&: 6 eg , G > %(K)} est con-
tenue dans ¢(K), d'od 1'égalité. Si ¢ n'est pas s.c.s. sur JG, toute majorante ¢' de ¢ s.c.s. sur
G vérifie ¢, c ¢l'( = ¢', et ¢, est la plus petite majorante s.c.s. de ¢ sur JG . Enfin, (K) c
q,k( X) c ¢g(G) pour tout ouvert G o K entraine la dernidre affirmation de 1'énoncd.

Proposition 7-4-5.- Soit ¢ une ouverture sur g , et 050 la famille de ses invariants ouverts. On
pose ¢, (K) = (#(6), G € 9. G > K} pour K eJG, ot q.‘(c) = U {#,(K), K €46, Kc G} pour
-3 3 g’f . Alors ¢, spplique JG6 dans JG 8i et seulement si ..30 contient un systéme fondamental
de voisinages de B pour tout B relativement compact dans B . Lopsqu'il en eat ainsi, by o8t
une ouverture s.c.s. sur JG et cbg une ouverture s.c.i. sur 9 . d;g est méme la plus grande mi-

norante s.c.i. de ¢ sur 9 , et, en particulier, on a ¢ = ¢8 9i et seulement si ¢ est s.c.i. sur

g.
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Bn effet, supposons que ¢, applique 56 dans JO, soit B € ‘730 relativement compact, et G un
ouvert tel que 3 c G. De B c B résulte B € fbk('i) c '3, danc ¢,(B) = B, puisque 4, (B) est. compaot.
B c G dorme ensuite B = _otk('ﬁ) ~ $(G) c G. Comme ¢(G) ¢ \ﬂ,, on voit que @° contient wn aystdme
fondamental de voisinages ouverts de B. Inversemsnt, supposons que @o possdde cette propriété.
Soit K € JG, et x £ ¢k(K), done x £ ¢(G) pour un ouvert G o K. Alors, pour tout ouvert relative-
ment compact G' tel que Kc G' ¢ B'c G, on a x £ $(G'). En effet, si x € #(G'), on peut trouver
Be®B  avec x € F@ T c Bc G, d'aprds la propriété de J3,, d'od x € ¢(B) #(G) contrairement &
1'hypothdse. On en conclut x £ N {$(G') , G' o K, G' € 3}, donec x £ m. Par suite ¢, (K) est
fermé, donc compact puisque ¢k(K) c K

On vérifie sams difficulté que ¢, est ocroissante et anti-extensive sur J6. (n a ¥y ¢k(x) =
N {#(6), G 59 , @D ¢k(x); pour tout K € 6. Mais G > ¢k(K) entraine ¢(G) o q.k(x) En effet, dla~—
prés ce qui préodde, on a ¢, (K) =N {¢{é"y , a* 63 @' 5 K} et 11 existe done un ouvert relative-
ment compact G' > K tel que ¢ —(_‘T « G. Ceci entraine bien ¢$(G') c #(G) et ¢k(K) c ¢(G). On en dé-
duit ¢y ¢k(x) > Qk(K); d'od 1'égalité. Ainsi ¢, est une ouverture s.c.s. sur JG . Ie reste de la

démonstration se conduit comme dans le oas de la Proposition 7-1-6.

En oe qui concernme les fermetures, on a des résultats analogues que nous nous contenterons de

citer dans reproduire la démonstration.

Proposition 7~4-6.- Soit ¢ une fermeture sur 56, et "Bo la famille de ses invariantes compacts. Alors

qps appligue 3 dans g si et geulement si pour tout K € 46 , tout G e(? et tout B € Jse tels
que Kc G ¢ B on peut trouver B! EJBO et G' € 9 avec K c B' ¢ @' c B. Iorsqu'il en est ainsi,

g
plus petite majorante s.c.s. de ¢ sur 6, et ona ¢ = q’k 8i et seulement si ¢ est s.c.s. sur JG.

¢_ est une fermeture s.c.i. surg » et ¢, une fermeture s.c.s. sur > . De plus, ¢y est la

Proposition 7-4~7.~ Soit ¢ une fermeture sur 9 , ot @o la famille de ses invariants ouverts. Alors
%, applique JG dans JG si et seulement ai pour tout G € 9 , tout K € JG et tout B €J3 tels
que G ¢ K c B il existe B' ¢ J.So te K' € JG aves @ c B' ¢ K' ¢ B. 8'il en est ainsin ¢, est une
fermeture s.c.s. sur JG et 4’8 une fermsture s.c.i. sur g; De plus, "g est la plus grande mino-
rante s.c.i. de ¢ sur 9 s 6t on & ¢ = *8 8l et geulement 8i ¢ est s.c.i. sur 9 .

Dans ces énoneda, by et q.og sont d4finis exactement comme dans les Propositions 7-1-6 et 7-1-T.
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les ouvertures compactes.

Nous diroms qu'une ouverture ¢ sur P eat une ouverture compaote si elle vérifie les oondi-

tions suivantes @
a/ - ¢ est le plus petit prolongement de sa restriction 2 Jo.

b/ - ¢ est une ouverture s.c.s. sur G, 8.0.8. sur & et s.c.i., sur 9

Cherchons les oonditione que doit vérifier ¢ pour 8tre une bonne ouverture. Pour cela, notons

quelques remarques préliminaires

Tout d'abord, si ¢ est une ouverture sur N » déaignons par\ﬁ la famille de ses invariants
et posons %3, = $BNJSG . D'aprés la Proposition 7-1-2, on a B € J3, pour tout B € &3 relativement
compact. 5'il existe une ouverture ¢' sur TH prolongesnt la restriction de ¢ & \FG le famille de
ses invarisnts J3' contiant la famille CB stable pour la réunion fermée engendrée par $ =B NSG.
Désignona alors par ¢ le plus petit prolongement de 1l'identité sur ..'B « D'aprds la Propoaition
T-1-2, d; est uns ouverture sur U , et majore mgmifestement ¢ sur 5. En fait, on a ¢ = ¢ sur J6.
En effet, pour K € S5, % '(K) est la réunion fermée B' des B € 03 contenus dana K, Mais B (:B en~
traine B'= _e_—l_ pour me famille {B,, i € I} c 3&,. BT c K entraine ensuite B ¢ 3  , d'aprds la
propriété de (.B » et par suite ¢, (K) = ¢(K). Mais on remarquera que ce prolongement q. sur % n'est

pas nécessairement s.c.s. sur & , m8me ai ¢ est s.c.s. sur SO. Enongons 3

Proposition 7-4~8.- Soit ¢ une ouverture sur JG et ~73° la famille de ses invariants compacts. Il

existe une plus petite ouverture ¢' sur S prolongeant la restriction de ¢ & JG, et la famille
’
@o des invariants fermés de %' est la famille stable pour la réunion fermée engendrée par (B .

Cherchons maintenant & quelle condition une ouverture ¢ sur J5 admet un prolongement par une
ouverture ¢' s.c.s. sur & . St 45 est la famille des invariants compaots de ¢ et \ﬂ' celle dea
invariants fermés de ¢*, 3 est fermée dans ?F\'d'aprés la Proposition 7-4-2, et on a @ = @ nNJe
puisque ¢' prolonge ¢. Par suite ‘Bo e_st fermé dans JG pour la topolegie induite sur JG par celle
de F . Cela implique d'ailleurs que \Bo eat ferm§ dans JG6 pour la topologie myope, donc que ¢ est
une ouverture s.c.s. sur J6 . Inversement, supposons ‘ﬁo fermée dans JG pour la topologie induite
par &, et posons \9; = 5’0 (adhérence de @o dans & ). On a alors J3; NG = @o' et le plus
petit prolongement ¢' de 1l'identitéd sur \B; est donc une ouverture s.c.s. sur ¥ prolongeant ¢. On

note d'ailleurs que ¢' est la plus petite ouverture s.c.s. sur % prolongeant ¢. Par suite :
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roposition 7-4- 9.~ Soit ¢ une ouverture sur JSG et J'Bo la famille de ses invgriants compacts. ¢
admet un prolongement par ume ouverture s.c.s. sur I si et seulement 8l -.73 est fermée dams
JG pour la topologie induite par celle de T , et 4 est alors s.c.s. sur 4G . La plus petite

ouverture ¢' s.c.s. sur 9 prolongeant ¢ admet la famille d'inveriants fermés ~.73 JB N
rence de J% dans F .

L
COROLLAIRE -~ Soit ¢ une ouverture s.c.s, sur & , et @o 1a famille de ges invariants fermés. ¢
colncide avec le plus petit prolongement s.c.s. sur @ de sa restriction & JGsi et seu;exnent
o1 ona B, = B, N6, autrenent dit sl tout invarient ferms est limite dans % 4'invariants

compacts.

Passons maintenant & la caractérisation des ouvertures compactes. Soit "Eo la famille dee in-
variants compacts d'une ouverture ¢ s.c.s. sur JG colncidant sur J? avec le plus petit prolonge-
ment de sa restriction & <6, Comme ¢ eat s.c.s., @o est nécessairement fermde dans G (Proposi-
tion 7-4-1). D'aprds la Propoasition 7-1-10, ¢ eat s.c.s. sur & seulement si (Bo est fermée dans

JoNGH pour la topologie induite par % , mals cette condition n'est pas suffisante (car le plus
petit prolongement de ¢ sur @ ntest pas en général identique a son plus petit prolongement 8.C.8.).
Désignons par \’B' = Go 1'adhérence de \3 dans SF, et par ¢! l'ouverture s.c.s. sur % associde
A la famille 53 Conme JS est fermée dans SR , on déduit du théordme de Zorn qu'il existe des
éléments minimeux dans 03 . Plus préoisément, pour tout B € 5‘3 et tout x € B, i1 existe M € \%
avec x € M c B tel qu’aucun fermé contenant x et gtrictement inclus dans B ne soit dans @ « Dési~
gnons par ¢#p la famille des éléments minimaux de ‘80' Si 1'on a ¢'(F) = U {#(K), Kc F, K €JG}
pour tout F € 9, les éléments minimaux sont compacts, soit Mo JG . Bn effet, pour x € $*(F), 11
existe K ¢ J& et M € c#o avec x € M c ¢(K), donc M € S6 . Inversement, on & toujours ¢'(¥) =
U {6(M), Mc F, M € H |, et par suite ¢/bc G entraine ¢' = ¢ sur F .

Supposons ces conditions vérifides, et cherchons maintenant moyennant quelles conditions sup-
plémentaires ¢ est de plus s.c.i. sur 9 . D'aprds la Proposition 7-4-4, il en sera ainsi sl et seu-
lement si ‘Bo contient un systime fondamental de voisinages de chague B € J3 . En résumé :

Proposition 7-4-10.- Une ouverture ¢ est compacte si et seulement si elle esi de la forme A - ¢(A) =

U{B; Bc A, Be Jg‘ol pour une famille \Bo de compacts possédant les propriétés suivantes :
a/ - %o est fermée dans SG N @ pour la topologie induite par & .
v/ - 530 contient un systdme fondamental de voisinages de chaque B € @o'

t
¢/ - Ies éléments minimaux de 1'adhérence ‘730 de 050 dans 9/ sont compacts.
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lLes Granulométries s.c.s. et compaotes.

On rappelle qu'une granulométrie ¢, est s.c.s. sur 9 a1 1'application (A,P) - q’l(r), est une
application s.c.s. de R X & dana F , et qu'elle est compacte si 1'ouverture A - *k(A) est com-
pacte pour tout A > O. Iorsqu'une granulométrie ‘k possdde ces deux propriétés, on peut définir les
granulométries ¢A(A) et ¢A(A°) d'un EPA A et de son complémentaire A° dans les mlmes termes et avec
les mémes propriétés que dans le cas des granulométries euclidiennes (Paragraphe 3). ILa proposi-
tion 7-4-10 suffit pour caractériser les granulométries compactes. Il reste & domner le critdre que
doit vérifier une granulométrie Qx pour 8tre s.c.s. Notons d'abors que cette propriété implique que
P q,k(r) solt une ocuverture s.c.s. sur @& pour cheg ¢ A > 0, dono, d'aprda la Proposition T-4~1,

que la famille -73)‘ des invariants de &, soit gtable pour la fermeture topologique et que B, NF
soit fermée dans @, Dans oe qui suit, nous supposerons cette condition vérifiée et nous éorirons

JBN su lieu de J3, N & - Notons un premier résultat

Proposition 7-4-11.- Soit ¢, une granulométrie sur J6 (resp. sur % ) telle que pour tomt A > O

1'ouverture ¢, soit s.c.s. sur JG (resp. sur &7 ). Alors la restriction & \/6 (resp. & 3 ) de
la régularisde supérieure xx est enocore s.0.s. sur JG (resp. sur J ) et on a pour tout A €SG
(resp. € % ) et tout A, > 0 la relation 3
o W= n ¢@= n ¢
o pr, M per, M
En effet, d4signons par \@)\ la famille des invariants compacta (resp. fermés) de l'ouverture
,. D'aprés ce qui préodde, CBA eat fermde dans JO (resp. dans ¥ ).

Pour A, > O et A € JO (resp. € &< ), posons

= N 4(4)
A)‘o k<k° A

On a déja noté l'inclusion A"o: ;)‘o(“. Montrons 1'inclusion inverse, et pour cela montrons d‘'abord
A"oe \éko' c'est-a-dire, puisque A)\o est compact (resp. fermé) A,\ € 03 pour tout p < A_. Pour A 'T L9
on a d’k(A) A,\ dans JO (repp. dans & ). Comme 0 est s.0.8., on en déduit Tim ¢ ¢)‘(A) cé (Ak )
pour A 1 Ag 0% p < A Mais u < A < A, entraine 4» d‘A(A) = h(A), d'aprds l'axiome 4 des granulomé-
tries, done Ax = lim "k(A) cé “7\ ). Comme ¢ eat une ouverture, il en résulte A, = ¢ (A)‘ ), soit
A)\ € \73 pour tout b <Ay donc ‘k € -.% ot ¢)‘ (AX ) = A)‘o Ce point 4tabli, il :n résulte ¢)‘ (&)
A,‘o m effet, A,hoc A donne A,‘ “’x (A,‘ ) c ¢)‘ (A) c A)‘ , d'ol 1'4galité. En particulier, ¢)\

est une ouverture sur JO (resp. surEF’ ). Les invarieptes compaots (fermds) de cette ouverture sont
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alors les A.k “’u (A), A € $6(€ 95 ) clest-a-dire les éléments de Q A&, . Mais cette famille
oA
est ferméde dana JG (dans % ) comme intersection de fermés. Donc 4»)‘ %eat s.c.s. d'aprds la Pro-

position 4~T7=1.

Proposition 7—4-~12.- Pour une gramlométeie ¢).' A > O sur JGou TK telle que ¢k soit une ouverture
(]

8.c;8. pour chaque A, > 0, 1les quatre propriétés suivantes sont équivalenf:es s

1/ - Ia granulométeie ¢, est s.c.s. sur J6 (ou & ).

2/ - Pour tout A € S&(ou ¥ ), 1l'application A ~ ¢A(A) de B_dans 4G (ou & ) est s.c.s.
3/ - 0a = o 4, () pour tout A > O et tout A € J6 (ou & ). - "

n
4/ - La granulomftrie ¢, est régulidre supérieurement.

I1 est clair que 1/ entraine 2/. L'implication 2 = 3 est évidente : a1 A A L ¢A(A) converge
vers AQA ¢k(n) = A)‘o' dtou A). c dvk (4) puisque &, est s.c.s. en A, et A)‘ = %‘o(“ puisque 1'inclu-
sion inverse eat toujours vraie. De nsme 3 = 4, puisque 4, > ¢, (4) 2 dvl(A). dtol & = ¢,(4) = ¢,(A)

d3s que 3 est vraile.

BEn sens inverse, 4 entraine 3, d'aprds la Proposition 7-4-11. Montrons que 3 entraine 2. Si
~+A. >0, soit p < A_. Pour n assez grand, on a p < et, pour tout A dans JG (ou W ), '4» (A)
0 B o u

=¢An

(A), donc Iim ¥y () c ¢u(A). et par suite :
n
Tne¢, (e N ¢,(a)
A u<h, p.
d'oll la semi-continuité en A dds que 3 est vérifide.

Montrons enfin 2 = 1. Supposons 2 vérifide. Soit L A et A, ~ A dans 6 (ou 9 ). Prenons
p € Agy donc A, > p pour n assez grand. On a ¢ (q.v;h(%)) = %‘n(%) d'aprdes l'axiome 4. Mals Q est

8.c.8. par hypothése. Si 4, est une valeur d'adhérence de la suite ¢ (An), et 8l ¢x (5-1 ) converge
JLn Ty k

vers Ao' on a donc

A, = lin %‘nk(Ank) c ¢u(Ao) c A,

d'ol 1'égalité A = ¢p(Ao) pour tout p € A.. Comme by est réguliere supérieurement (puisque 2 » 3),
on a aussi A, = tl»)\o(Ao) € \75)\0. Mais qa)\n(%) c A, entraine A  c A, d'od A, = q'ko(Ao) c 'bko(A). Comme
ceci est vrai pour toute valeur d'adhérence A, de la suite ¢, (A ), il en résulte Tim ¢ (An’ c ¢, (4)

n *n Ao
et | eat vérifid.
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REMARQUE ~ si “’x est une granulométrie quelcongque sur JO ou $h, on peut en déduire une granulo-
métrie s.c.8. ¢ 3'3 désignant la famille des invariants de ¢k’ on forme d'abord la fermeture Gk
de -94" dans JGou & . (n vérifie sans peine que G)‘ eat stable pour |J et vérifie la condition
ASpw= 5 c \ﬁ La famille ;l des ouvertures associfes aux :5)‘ est donc une gra.nulonétrie, et
EA est s.c.8. & A fixé. I1 suffit ensuite de prendre la régularisée supérieure W)‘ pour obienir ume
gremulométrie s.c.s. Plus précisément, "). est la plus petite granulométrie s.c.s. majorant "k

JG (ou sur F ).

7-5__OUVERTURES ET FERMETURES S.C.I.

Ies applications s.c.i. de % dans ¥ ou de JO dans YO sont moins intéressantes que les
applications s.c.s. Il convient pourtant d'en dire un mot, ne serait-ce que pour aborder le cas

des applications continues.

:

Proposition 7-5-1.-~ Une fermeture ¢ sur & (resp. sur J6 ) est s.c.i. si et seulement si la fa-

nille B des invariants fermds (reap. compacts) de ¢ est fermée dana & (dans 6 ).

Supposons ¢ s.c.i. de % dans € . Si R, € R et P, ~ P dans & , on a ¢(PF) c 1im ¢(Fn) =
lim Fn = P, et 1'égalité puisque ¢ est isotone, donc @ est fermd., MBme démonstration pour ¢ s.c.i.
de J& dans S5 .

Inversement, supposons B fermée dans T . Soit Fn EFH, Fn — P dans ©F avec une suite par-
tielle {¢(F, )l convergeant vers F,. De F, cC (B, ) résulte Fc F . Mais P, € 8 puisque (B est
ny
fermée, donc on a aussi ¢(P) c R, ot $(F) c 1im ¢(F ) t+ ¢ est bien s.c.i. Démonstration analogue

pour B fermée dans J6.

BEMARQUE - D'aprds les propositions 7-4-2 et 7-5-1, une fermeture ¢ sur JG eat continue si et seu-
lement si JP est fermée dans J6 et contient un systéme fondamental de voisinages de chaque B € RB.

EXEMPLE - Dans J'G(md), la fermeture convexe est continue. Ou encore, dans Jo (mz), 1'application
associant & chague K € J6 le plus petit triangle équilatéral, ou le plus petit rectangle ete...
qui le contient (vérification immédiate & partir de la famille {3 des invariants).

Passons maintenant aux ouvertures s.c.i., et pour celd posons d'abord un lemme.
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IME —6-1 - Soit J 1la famille des parties finies d'un espace ICD E. Toute application ¢ crois-
sante s.0.i. de JG dans & admet un prolongement unique s.c.i. ¢"de & dans W& défini par 3

¢ (F) = 3 B € y Bc (F e oF)

Si le prolongement s.c.i. existe, 11 est obligatoirement de cette forme, car la famille fil-
trante croissante des Bc P, B € J converge vers F dans & , d'ed $*(F) c lim ¢(B). Mais la fa-
mille filtrante des $(B) converge vers {J &(B), et cette limite est ¢ ¢'(P), puisque B c F donne
¢(B) c ¢*(P). D'ou 1'égalité.

Inversement, supposons ¢ 8.0.1. de SG dans & . L'application ¢' définie par la formule du
lemme prolonge ¢ de 5F dans 9 . (n le voit en reprenant le raisonnement précédent dans le cas
d'un compact. Soit alors li'n une suite convergeant vers ¥ dﬁns & , et x un point de
Uie(B) 3 BeIJ, Bc Fj. On a donc une partie finie Be< aveec Bc P et x € ¢(B), soit B =
lx1,..x.k}. Pour chaque 1 € [1,k], on péut trouver une suite y: € Pn avec y:'l - Xy puisque Fn - P,
Posons lx:', i=1,...K} = Bn €J .0na Bn c Fn. et Bn converge vers B dans J6 . Comme ¢ est s.c.i.
sur JG il en résulte ¢(B) c lim ¢(%) c lim #'(Pn) et par suite x € lim ¢'(Pn). Ainsi, on a @

U (¢(B) } B€ I, Bc P} c im ¢'(F))

Comme lim ¢’(Pn) est un ensemble fermé, il en résulte ¢'(F) c lim ¢'(Fn), et ¢ eat bien
s.c.i. de ¢f dans F .

Proposition 7-5-2.- Une ouverture ¢ de JGdans JG (ou de & dans F ) est s.c.il. sl et seulement
8i la famille J3 des invariants oompects (ou fermés) est engendrée (par réunion infinie fer-
mée) par une famille \75 d'ensembles finis possédant la propriété suivante : pour tout B
{11,..xk} € \730, on peut trouver des voisinages G1,..Gk des points 11,..xk avec [y1,..yk} € ﬁ
dds que y, € Gy, 1 = 1,2,..k

En effet, toute partie finie B € J a son image ¢(B) c B dans J et le lemme 3-5-1 montre que
7 admet bien un systdme de générateurs finis \730 sl ¢ est s.c.i. Soit B, = [x,l,..xk} € ABy » et
G;,..G; des voisinages d'isjoints des x;. Comme 4;(30) = B, rencontre les Gi, on peut trouver des
ouverts G; en nombre fini n rencontrant Bj tels que A N Gj # o= ¢(a) N .G;_ # @. Comme ¢(A) comporte
au moins Xk points, il en est de m8me de A, et n > k. Comme B comporte k points et rencontre les
G (que 1l'on peut toujours supposer disjoints)on an £ k, d'ot n = k, Ies GJ, j = 1,..k peuvent

atre ordonnées de manidre & ce gque xy € Gy. pour tout A = {y1,..yk] avec y; € Gy, on a ¢(A)nGi #
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pour chague i, donc ¢(A) comporte au moins k points distinots. Mais ¢(A) c A entralne alors A =
#(A) € B , et la condition de 1'énoncé est vérifide.

Inveraement, supposons cette condition vérifiée, et montrons que ¢ est e.c.i. Pour tout P €

on a per hypothise

(P) =U (B3 Bc F, Be B (B, c9)

Soit F, une suite convergeant vers F dans T , et x € ¢(F) tel que 1'on ait x € B, pour un
B, = [11...xk} € @o. On peut trouver des suites {yy | € ¥ » ¥y = Xy (£ = 1,2,..k). D'aprds la
condition de 1l'énoncé, on a Bn = [y1,n "yk,n' 6'730 pour n assez grand, Bn c Fn’ et, conme x est
1ltun des points de Bo’ il existe X, € Bn [ Pn avec x - X. (n a donc X, € ¢(Pn), puiaque Bn € 630,
et x - x, clest-a~dire x € lim ¢(Pn).

Ainsi 1'union non fermée des Bc P, B € Q est contenue dans le fermé lim ¢(Fn). Il en résulte
bien ¢(P) c lim ¢(rn), ot ¢ eat s.c.1. ,

COROLLAIRE - Si E est connexe, les seules ouvertures continues de J6 dans 46 (ou de F dans &)
sont 1'identité ou l'application triviale A — (A) = @.

Soit ¢ une ouverture non triviale de ¢ dans @ . Sa reatriotion a JGest une ouverture de 6
dens JG , puisque ¢(K) c K, et elle est contimie sur G pour la topologie de JGdis que ¢ est
continue sur 9 . On peut donc se limiter & une ouverture ¢ continue de JGdans JG . Ia famille
R des invarisnts compacts est fermée dans JG , d'aprés la proposition 7-4-1, et sngendrée par un
systdme 030 de parties finies possédant la propriété de la proposition 7-5-2.

Soit [x1, xz,..xk} € 430. D'aprds la proposition 7-5-2, il existe un ouvert G 3 x tel que
{::1,..11(_1 vy} € @o pour tout y € G. Soit G 1'ouvert maximal tel que cette propriété soit vraie,
c'est-a-dire 1l'union de tous les G € 9 qui conviennent, et soit g un point de la frontidre de Gk.
Comme J3 est fermé et que lxi”'xkﬂ 'z} est limite d‘'une suite _(‘1'"11“1' zn}, z, € Gk' on a en-

core {x,y..xy ;) 3} € B NI = By

On peut done trouver un voisinage ouvert G' de z avec [11 oo Ty g ¥} € 090 pour y € G', Mais
on a alors G' c Gy, d'aprds la maximalité de Gk' et ceci contredit z € dG. Donc Gy n'a pas de point
frontidre, et, si E eat connexe, Gk = E, Par conséquent, on peut prendre y = S ST et l'ensemble

a k-1 4léments distincts {x1,..xk_1} est dans Jgo. De proche en proche, on montre de méme {11} e@,
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et le voisinage maximal G de x, tel que [y} € .SB pour y € G n'a pas de point frontidre et co-

tncide avec E. Comme f{x} est invariant pour tout x € E, on a US = J6(E), et ¢ est 1'identité sur
JG . 1e seul prolongement continu possible de ¢ sur & est alors 1'identité sur ¥ , ce qui '

achdve la démonstiation.

Indigquons quelques résultats complémentaires relatifs & Ed.

Proposition J=5=3.- 31 X est une partie de JO ((Rd) stable pour 1l'addition de Minkowski, les
geules ouvertureas sur a compatibles avec l'addition de Minkowski @ sont l'identité et 1l'ep-
plication triviale ¢(K) = ¢ sur & .

Soit, en effet, ¢ une ouverture sur JG vérifisnt (K@ K') = ¢(K) @ ¢(K'). En particulier,
#({o}) = #({0}) @ &({0}), a‘od ¢({0}) = {O} ou ¢ puisque #({0}) est compact. Si #({0}) =@, on a
¢(K® {0}) = ¢(K) ® @ = ¢ pour tout compact K, et ¢ est 1'application triviale. Supposons donc
{0} = {U}. Il en résulte, pour tout x E,le ¥((x}) @ ¢({-x}) = é({x+(~-x)}) = {O}. Donec o(ix})
n'est pas'vide et est réduit A& un seul élément. Comme ¢{x} c {x}, puisque ¢ est une ouverture,

o(f{x}) = {x} e_t ¢ est 1'identité.

Proposition 7-5-4.- Sur J6 (), toute fermeture ¢ compatible avec 1l'addition de Minkowski est

comtinue, compatible avec les tramslations, compatible sur C(JS6) avec les homothéties de mo-
dule positif, laisse invarianta les ensembles réduits & un point, et applique 1'espace c(Jo)
des convexes compacts dans lui-m8me. Une fermeture ¢ sur JG(Rd) est compatible avec @ asi et
geulement si la famille @3 des invariants est stable pour les translations, 1l'addition de
Minkowski et 1'intermection infinie, et contient une suite croissante Bk dont la réunion est
®e.

Soit ¢ une fermeture sur JO (8*) vérifiant (K ® k') = ¢(K) @ ¢(K').

a/ - On a ¢$({x}) = {x] pour tout x € Iid, et ¢ est compatible avec les translations. En effet,
{0} = {0} ® {0} donne tout d'abord ¢({0}) = ¢({0}) @ ¢({o}). Comme #({0}) eat compact et contient
(O}, il en résulte $({0}) = [O}. On en déduit {0} = ¢({x} @ {~x}) = #({x}) ® #({-x}) pour x € al.
Done ¢({x}) est réduit & un point, et {x} c ¢({x}) domne #(i{x}) = [xl.APour tout compact K, on a
alors ¢(X @ [x}) = {x} ® ¢(K), et ¢ est compatible avec les tramslations.

b/ - Pour A € C(J6), ¥(4) est copvexe, et ¢(ra) = r¢(A) pour r rationnel > 0. En effet, si
A€C[UO), onaa=14%, daol ¢(a) = ¢(2)®, Par suite ¢(A) est indéfiniment divisible. 4(4) est
donc convexe (Théorzme 1-5-1). On a alors ¢(A) = 4;(—)en = n ¢(-), puis, en changeant A en nA :
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$(nA) = n ¢(A). Enfin, en changeant A en Ak, k entier poaitif 1

oG A =0 o) = )

¢/ - & est continu sur $G.

Désignons par B1/n la boule de centre O et de rayon 1/n. D'aprds §/, on a ¢(B1/n) = (1/n)¢(B1).
Comme ¢(B1) eat compact, pour tout n donné > 0, on peut trouver N  avec ¢(B1/n) = ('1/n)4.(B1) c Bn.

pour n > N ..

Soit alors A, une suite convergeant vers A dans JG . Pour n assez grand, on a % cA® B‘l/no

et AcAneBVn.d'oﬁaussi 1
o

#(n) ce(r) @ "(B‘/‘o) c ¢(A) @ B , ot ¢(A) c ¢(4,) ® ¢(B,/No) c ¢(A) ® B

g

Donc ¢(&) converge dans JG vers ¢(A) et ¢ est continue.

4/ - Pour A =2 O et A € C(JG), on a ¢(AA) = A¢p(A).

Si A est convex et compact, d'aprds n/, la relation eat vérifide pour A rationnel = O. Mais,

d'aprzs ¢/, ¢ est continue et la relation est donc vérifide pour tout A 2 O.

e/ - Passons alors & la deuxidme partie de l'énoncé. D'aprds ce qui précéde, si ¢ est compa-
tible avec ® 2 est stable pour les translations, l1'addition @ et 1'intersection. Inversement,
soit I3 ¢ G une famille stable pour N, ® et les translations. Le plus grand prolongement sur JG
de 1'identité sur J3 est une fermeture sur K> définie par @

(e) $(K) =N {B, Be B , B> K}

I1 faut montrer que ¢ est compatible avec l'addition de Minkowski. La relation (e) entraine
que ¢ est compatible aveo les translations (puisque P est invariant pour les translations). Pour
K et K' dans S0 , il en résulte :

koK) =¢(U K@i{x})> U ®Xe(x})= U [x}®¢(K) =Ko (K
x€K! K’ x€K?

x€

goit : ©
¢(E® K') oK' @ ¢(K)
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Comme ¢ eat idempotente et croissante, on en déduit :

oo (K@ K') = ¢(K@ K') o ¢(K' @ #(K)) > 4(K') ® ¢(K)

Finalement donc on a :

(£) Ko K') o ¢(K) ® #(K')

et il reste a démontrer l'inclusion inverse. Or #(K) o K et ¢(X') > K' entraine ¢(K) & ¢(K') > Ko K'.
Mais ¢(K) @ ¢(X') € B par hypothdse, donc $(K) ® ¢(K') > ¢(K @ K'). D'ol 1'égalité, ce qui achdve

la démonstration.
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—~ CHAPITRE 8 -

APPLICATIONS CROISSANTES

Ce chapitre est un peu & part du reste de 1'ouvrage, et peut 8tre omis sans inconvénient. Il
est consacré aux applications croissantes, c'est-d-dire aux applications ¢ P (B) - P(B') tel-
les que A c B dans E entraine 4(A) c ¢(B) dans E'. Son but est de généraliser certaines propriétés
rencontrées lors de 1'étude des ouvertures et des fermetures. L'étude algébrigque de ces applica-
tions reldve d'un formalisme facile, mais il n'en est pas de méme de leur &tude topologique. C'est
pourquoi, ici encore, et contrairement & 1'ordre logique, nous exposona en premier lieu le cas par-
ticulier plus simple des applications croissantes et compatibles avec les translations de @(Rd)
dans lui-mfme, avant d'aborder le cas général dsx'm les deux derniers paragraphes. Dans ce chapitre,
le mot application signifie toujours (sauf mention explicite du contraire), application croissante,

et, de méme, t-application signifie application croissante compatible avec les translations.

8-1 PROPRIETES ALGEBRIQUES DES 3-APPLICATIONS CROISSANTES.

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans l'espace Bd et nous ne considérons dans ce pa—
ragraphe et le suivant (sauf mention explicite du contraire) que des t-applications, c'est-a-dire
des applications ¢ de (X dana {° @), (od R e O (@) est stable pour les translations) compa-

tibles avec les translations. En écrivant Ax au lieu de A ® {x}, on a donc toujours el
$(4)) = ¢(a), (Ae)

De m8me, nous désignerons par $x la famille [Bx » B e 3] des translatés B, par un x € &
donné des ensembles B d'une famille S3c P (RY).

Désignons par (> le noyau d'une application ¢ : (X - J’(Rd) défini par

U =fArae@, 0€d(r)}
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Si ¢ est compatible avec les translations, on a x € ¢(A) 8i et seulement si A € ux . Inverse-

ment, si {* est une famille quelconque contenue dans A, l'application ¢ définie sur @ par :
®(a) = (x, x € &, A ek
est compatible avec les translationas, car @
VEW(h) @by €Oy whe Uy y »Th € ¥(8) wy € ¢(a)y

et son noyam est manifeatement {* . Il y a donc correaspondance bijective entre les familles e X
et les applications ¢ compatibles sur A avec les translations.

v
EXEMPLIES - La dilatation 4 - A @ B (B quelcongue dans P ("), admet le noyau

(8-1-1) =vynea (V= (B, B € P@), B' NBF 0}

L'éroaion A - A © § admet le noyau @

(8-2-2) o=4na (W = (B, B € @), B > B})
L'ouverture de A selon B, soit;A - AB =(A® §) ®@ Ba poﬁr noyau :
(8~2-3) C= U, (g N
yeB By

v
La fermeture A ~ AP = (A @ B) @ B de A selon B a pour noyau @

(8-2-4) O=nv (V; NA)
y€B By

L'identité sur (X a le noyau ¢*= J’o noL, ou .‘:Po désigne l'ensemble des parties de e
contenant 1'origine ( (Po est un ultrafiltre).

La translation par x € Rd, goit A -~ Ax & pour noyau J’x NnNol, ou 0°x désigne la famille
des parties de (Rd contenant le point x,

On note que @ et (Rd sont les seuls éléments de 0"’(le) stables pour les translations. Si donc
@ et le sont dans (2 s, leurs images seront soilt @, soit le. I1 est clair que l'on a :
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WP) =P g () =6 w e
v@) =pew? g0 o) =& vl c0r

Pour les applications ¢ croissantes non friviales, les seules que nous considdrerons dans ce

qui suit, on a nécessairement ¢(@) = @ et ¢(!Rd) = md, c'est-a~-dire 3
ph et B e

Notons encore quelques .propriétés élémentaires pour A, B € (X

(Ac4(h) w3 c0

(8-1~5)

(A) c A w Ue SPO

Plus généralement, si deux applications vérifient ¢ c ¢', leurs noyaux (Fet (Mvérifient
Ue U -

(8-1-6) Uc O w 4!

De méme, si by i € I est une famille d'applications sur (I, et si 0’1 est le noyau de ¢y, le
noyau de N ¢, est N U{, celul de U ¢, est U ()i.

Une application ¢ est croissante si et seulement si A ¢ (X, Be(* et A> Bentralne A € ¢¥.
Nous énoncerons cette propriété en disant que (* est permis dans (X pour la réunion |J . Analytique-

ment, cela donne :
(8-1-7) ¢ croissante « O = U (¥53NQA)
Be
Compte tenu de (8-1-2), on voit que toute application croissante est de la forme :
(8-1-7") “(aA) = y (ae B
Bes .
c'est-a~-dire est la réunion des érodés de A selon les B € (¥
Lorsque (X est stable pour la réunion finie, on a :
(8-1-8) (¥ stable pour la réunion finie o ¢${A) N ¢(B) c ¢(A | B)

Si (X est stable pour 1l'intersection finie, de méme :



234

(8-1-8") {# stable pour 1'intersection finie » ¢(A N B) o ¢(4) N ¢(B)

Démontrona, par exemple, (8-1~8'). x € ¢(4) N ¢(B), équivaut & A € ), et B ¢ ux, et x € $(ANB)
aANnNBe U"x. L'inclusion de (8—1'-8') est donc vérifide si et seulement sl A € ¢ et B € ¢* en-
tratne AN B € ¢*. '

I1 est clair que, si CI est stable pour N, ¢ est croissante si et seulement ai ¢(ANB)c
#(A) N ¥(B). De (B-1-7) et (8-1-8') on déduit donc :

(8-1-9) {# permis dans (X pour J et stable pour N e« $(A N B) = ¢(A) N ¢(B)

Nous énoncerons cette propriété de {* en disant que _(est un filtre dans C(I. Ainsi, une appli-

cation ¢ est compatible avec 1'intersection finie si et seulement ai son noyau ¢ est un filtre
dans (1. On en déduit simplement une propriété intéressante :

Proposition 8-1-1.~ L'identité est la seule application de ﬁ(md) dans lui-mfme qui soit extensive

et compatible avec 1'intersection et les translations.

En effet, sl ¢ eat une telle application, son noyam est un filtre, d‘'aprds (8-1-9), et vérifie
530 c (¢, d'aprés (8-1~5). Or J°° est un ultra-filtre sur :P(Bd). On a donc nécessairement ‘90 =,
et ¢ est l'application identique.

Examinons aussi la dualit§. Soit ¢ définie sur et (> son noyau. ¢* est définie sur (1%, et

son noyau U* est :

(8-1-10) v*=(a:s % eex, A° L5}

¢* eat croissante si et seulement si ¢ est croissante. Donc (** est permis pour {J dans & si
et seulement si (> est permis pour {J dans (I . De méme, (#* est stable pour ) si et seulement si
{ & eat stable pour U . Il en résulte, d'aprés (6-1-8") :

(8-1-11) f ¢ stable pour U « ¢(A U B) > ¢(A) U ¢(B)
et, d'aprés (8-1-9) :
(8-1-12) O permis dans (Apour U et f (* stable pour U » ¢(A U B) = ¢(4) U #(B)

Nous énoncerons cette propriété de (* en disant que (* est un antifiltre dans (X. Ainsi, ¢ est

compatible avec la rdunion finie si et seulewent si son noyam & est un antifiltre.
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Dans &(Rd), (» est un ultrafiltre si et seulement ai (feat & la fois un filtre et un anti-

filtre. En effet, on sait qu'un filtre (#eat un ultrafiltre si et seulement si pour tout A e@(m‘)
on & soit A € (+ soit A® € ¢* (on rappelle que ¢ £ ). 81 O est un ultrafilire, A £ et BEY
entraine AC € ¢* et B® ¢ ¢+ , done A° N E® € ¢r et par suite B(Ac NB®) =AUBE: U est sta-
ble pour {J . Inversement, si ¢’ n'ést pas un ultrafiltre, on a un A £ (> avec A° £, Mais \Rd =
Ay a® e, done § O n'est pas stable pour U .

On déduit alora de (8-1-12) et de (8-1-9) qufune application de ®(E") dans lui-mBme compati-
ble avec les translations est compatible & la fois avec la réunion et 1'interseotion si et seule-
ment si son noyau _¢* est un ultrgilfm- On sait que les seuls ultrafilires que l'on sache cons-
truire effectivement (bien que 1l'axiome de Zorn permette d'établir qu'il en existe beaucoup d‘'au-
tres) sont les ultrafiltres triviaux P = [A: A€ ﬂ-"(md), x.G A} pour x € @. on avu que ces

ultrafiltres sont les noysux des translations de (Rd. On peut donc conclure que les translations

sont les seules applications de J”(ﬁ) dans lui-m8me compatibles avec la réunion, 1'intersection

et les translations que 1l'on sera capable de construire effectivement (bien qu'il en existe théo-
riquement beaucoup d‘'autres, infiniment plus compliquéea).

Par dualité, la Proposition 8-1-1 donne :

Proposition B8-1-2.- L'identité est la seule application de {?(nd) dans lui-méme qui soit anti-

extensive et compatible avec lea translations et les réunions.
COROLLAIRE — Sur ®@), 11 n'y a pas d'ouverture compatible avec les translations et les réunions,

ni de fermeture compatible avec les translations et les intersections, qui soit distincte de
1'identité.

81 ¢ est une application croissante de (Oldans @(Bd), son noyau et le noyau (** de 1l'appli-
cation duale sont 1iés par (8-1-10), qui, compte tenu de (8-1-7), s'écrit aussi :

U.‘I

~—~—

n (v € @)
Beo _
(8-1-13)

v

n (pna
Beo

(1la deuxidme formule s'obtient en échangeant lez r8les de ¢ et ¢*). On en déduit :
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Proposition 8-1-3.- Toute tv-application ¢ croissante de (I dans P (md) adpet deux représentations,
1'une sous forme de réunion d'érosions, 1l'autre sous forme d'intersection de dilatations. Expli-
citement, en désignant par (b et (5% les noyaux de ¢ et de ¢¥, on a pour A € s

b4 v
¢(A) = U A@B= N A® 3B
Be O Be U+

Ia premidre relation a déja été établie en (8-1-7'). La seconde rdsulte de (8-1-13) et de (8-1-1).

En ce qui concerne le plus petit prolongement ¢ et le plus grand E; de l'application ¢ de ¥4
dans le, leurs noyaux Q‘ et ¥ se déduisent du noyau (Fde ¢ par les formules :

(8-1;14) =y W, , F=n ¥

s A acor A

et vérifient les relations de dualité :

a4
»
(8-1-14") @* = , (B =
e
Voici maintenant un résultat qui nous sera utile par la suite. Soient (A et (B deux parties
de @(lnd) stables pour les translations, ¢ une t-application croissante sur @, O son noyau, ¢,

la restriction a B au plus petit prolongement ¢ de ¢, U‘b le noyau de ¢b' ¢a la restriction & (A
du plus grand prolongement E;'b de d’b et (}a le noyau de 4’3‘ On a donc :

0b=gnﬁl 0a=l;bna
avec 0-33(} y c'est-a~dire ¢, > ¢ sur .

Cherchons a quelle condition on a ¢ > daa, clést-a-dire ¢ = tba sur (X, D'aprds les définitions,
on a;pour A € (A :

4a(8) =N {4(B), B> 4, BERB}= N U &a)
BoA A'cB .
BeB A'edd
On aura donc ¢a(A) c ¢(A) si et seuleme,t si 1'implication x € cbb(B) pour tout B € B tel que
B o A entraine x € ¢(A) est vérifide. Or cette implication équivaut a : x g ¢(A) entraine qu'il
existe BE€ 3 avee B e J3, Bo Aet x g ¢b(B), ou encore sous forme explicite & : x £ ¢(4) entrai-
ne qu'il existe B € 3 avec B o A tel que 1'on ait x ¢ ¢(A') pour tout A' c B dans (1.
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Antrement dit, en désignant par SB la famille des ensembles contenus dans B, soit SB =

= H:HeP, BHc B}, on a ¢, = ¢ sur & sl et geulement si pour tout'xt ¢(A), on peut. trouver
Bedd tel que Ac Bet x £ &(A') pour tout A' € s2n .

Fn termes de noyau, ceci dquivaut & : pour tout x € lﬂd et tout A € o‘x. on peut trouver B € B
tel que Ac Bet A' £ ()x pour tout A' € ON SB. Comme (T et B sont stables pour les translations,

‘on a un énoncé égquivalent en se limitant au seul point x = O,

Proposition 8~i-4.- Soit ¢ une t-application croissante sur Ae P @), Aet J3 deux parties de

ﬂii compatibles avec les translations, ¢y la restriction & 3 du plus petit prolongement de ¢
et * 1a restriotien & (I du plus grand prolongement de L Alors les trois conditions suivan-
tes sont équivalentes : '

1/ -Unag=g,sur .

27 ~ pPour tout A € @O et tout x £ ¢(A), on peut trouver B € Jd avec Bo A et x £ ¢(A') pour
tout A' € (I contenu dane B.

i

3/ - 5i (# est le noyau de ¢, pour tout A € an 8()', on peut trouver B € 73 avec B> A et
A' € (* pour tout A' € ¢X contenu dans B.

On remarque que l'équivalence des conditions 1/ et 2/ ne fait pas intervenir la structure
euclidienne de l'espace (Rd , ni le fait que ¢ est une v-application, et reste donc valable pour toute

application ¢ croissante définie sur les familles de parties d'un ensemble E quelcongue.

L'application la plus intéressante de cette proposition correspond au cas ol E est un eapace
ICD, et (A = SO(E), B = g(E). Si ¢ est une application croissante définie sur K>, on pose
45(6) = U {#(K), K& G, K €S0, GE€GH ot () =N (,(G), 62K, G €G] powr K €/6 . (m aura
alors ¢ = ¢, sur J6 sl et seulement sl pour tout K € JOG et tout x £ ¢(K) on peut trouver un ouvert

¢ > Kavec x £ ¢(K') pour tout compact K' c G. En particulier, cette condition est remplie dds que
¢ est une application s.c.s. de JGdans JO ou dans SA .

Par dualité, on en déduit un résultat analogue : si ¢' est une application de g dans % , on
L} L -
pose ¢, (K) =N {¢'(6¢), 6 € &, G > K} pour K €JSo ot ¢E(G) =U [¢;‘(K), K €J6, Kc G} pour K €6 .
] . s . . R
Alors, on a ¢' = ¢8 sur g 81 et seulement si pour tout G € get tout x € ¢'(G) on peut trouver un

compact K ¢ G tel que x € ¢'(G') pour tout ouvert G' > K. En particulier, cette condition est rem—

plie dds que ¢_est une application s.c.i. de g dans g .
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8-2 PROPRIETES TOPOIDGQUES DES_7v-APPLICATIONS CROISSANTES

Examinons d'abord 128 t-applications 8.c.s. sur G ou T .

Proposition 8~2-1.- Une v-application ¢ de J6 (ou & ) dans O‘((Rd) est une application s.c.s. de
JG (ou 9 ) dans & si et seulement si son noyau est fermé dans % (dans J6 ). De m@me, une
t-application ¢' de g dans J° (H) est une application s.c.i. de Qudsna g ai et seulement

sl son noyau ¢+*' est ouvert dans 9 .

Notons d'abord que si (* est fermé, ¢ applique JO (ou I ) dans S . En effet, 5‘ € ¢(4a)
équivaut a A_xne ¢ et, 8l x, =X, A =~ A dans JO (ou & ), donc A_, € ¢* , 80it x € ¢(A) s$(A)

n

est fermé.

Ensuite, on note pour K compact t

b 4

(a) I = aa A NEFG = Y O
. : x€K

Cet ensemble est fermé dans JG(ou F ), et par suite ¢ est s.c.s., si (*est fermé dans JO
(ou ). En effet, si une suite A,=B @ l’h}' .a;v_ec B, € ¢~ et x € K converge vers A dans J6
(ou F ), on peut trouver une suite partielle x"k convergeant vers x € K telle que Bn converge
vers B € ¢+ (si l'espace de d4finition est J6 , cette possibilité résulte du fait que B,
% ® [—x } est contenu dans un compact fixe, puisque An - A dans JG). Mais alors %k [} (51 ) =
Ank converge vers B® {x] = A, et on abien A€ (, , et A € U Oy Done ¢ 1(?I"K) est fermé
dans JG(dans F ), et cela signifie justement que ¢ est a.c.s.

Inversement, si ¢ est s.c.s., cl;-'(gx) est fermé pour tout compact K. En particulier, pour K =
{0}, ¢'1(V[0‘) = (* d'aprés (a), et ¢ est fermé dans J( (dams F ).

L'énoncé relatif & 1'application s.c.i. de 9 dans Q 8'obtient enfin par dualité.

Soit alors ¢ une application de JG dans T¢ , et (* son noyau, 0 et (% les noyaux des
applications ¢ de g dans (P(md) et ¢, de JG dans J’(de), construitea comme indiqué & la fin
du paragraphe 8-1. Alors, ¢ appligue 9 dans g et applique Jodans F . On a, en effet :

=y wn6 , L=U wN
K xwxg

KEV g = Kg,}(f#
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Par suite, 0 est réunion de QK ouverts dans g , €t la proposition 8-2-1 montre que 4»
eat une application s.c.i, de Q dans" 3 Quant & %, d'aprés (8—1 14), 11 est donné par :

o, = &gn\fé=£0‘; vV,NS6 = 20; I

Mais () , dual de 0‘ est contenu dans ¥ , car ¢ est s.c.a. de TF dans T et de plus
U'; est fermé dans 6. Pou.r AEF JGA =V, N S¢ est fermé dans $G6, donc U‘ est fermé dans
§Cs, et, d'aprds la proposition 8-2-1, ¢, est une application s.c.s. de fGdans 9"

On vérifie de la mlme manidre que ¢, est une application s.c.s. de JG dans lui-mfme si ¢ est
une application de JG dans JG .

by majore ¢ sur $G . D'aprés le Proposition 8-1-4, on a ¢, = ¢ si et seulement si pour tout
K £ ¢(* on peut trouver G € (5 avec K c G et K' £ s pour tout compact K' ¢ G. Mais cette condi-
tion exprime exactement que (¥ eat formé dans JG . Ainsi, compte tenu de la proposition 8-1-5, on
a 4’1: = ¢ 81 et seulement sl ¢ est elle-méme ume application s.c.s. de JG dans F . Par auife, si
¢1 est une majorante s.c.s. de ¢, les opérations ci-dessus appliguées ag¢geta ¢, conduisent & la
relation "’k c ¢1, de sorte que *k eat la plus petite majorante s.c.s. de ¢ (ou, ce aul revienh au

méme, U'k est la fermeture de (* dans JO).

On aura des résultats analogues en partant d'une application ¢' de 9 dans g et en formant
] [} “ .
¥y et ‘bg.

An lieu de 4; ou ¢ , on peut considérer leurs duales ¢ et 4‘8 que nous désignerons par. ¢f et
1]
q,f : ce sont des applications de % dans % si et seulement sl leurs duales sont s.c.i. de g dans
(g - Nous désignerons par O‘r ot ()'f leura noyaux 3

% ? %
(}I=(}s ,y (# = (}8

Réaumons :

Proposition 8-2-2.- Soit ¢ une application de J6 dans F (dans JG), ¢* son noyau, bp = ¢; et Ui
son noyau, d;k et U'k son noyau construits comme ci-dessus. ¢f est une ap_plication s.c.8. de F
dans & , et (5, est fermé dans F. ¢, est une application s.c.s. de Jo dans F (resp. dans
JO) et 0‘— est fermé dans $< ., Plus précisément, 0' est la fermeture de (& dans JG v et ¢y

la plus petite majorante s.c.s. de ¢. On a ¢ = ¢k 91 et seulement si ¢ est elle-méme s.c.s.
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1e noyau de ¢ est :

(8~2-1) b=n % , %&=n F

De mBme, si ¢' est une application de % dana T et ¢+' son noyau, on forme successivement
¢k, de noyau 0' a PQ(} Jﬁf et "t dont le noyau est 0 = nl) 9’ . ¢k eat une application
s.c.8. de JO dans F , ¢; est la plus petite application a.cks de F dans F majorant ¢'.
particulier, ¢£ = ¢' 81 et geulement si ¢*' est s.c.s. Enfin les relatlons de dualité (8—2—1)
sont valables pour 0' et 0'

COROLLATEE.- Toute application ¢ 8.c.s. de JO dans % est de la forme :
4(®) = N EKoF (k €50)
T res

ot P eat une partie fermde de F s et toute application d’t 8.c.8, de F dans TF est de
la forme .

4P =n  Pek (FeF)
K€ A"

ou J3' est une partie fermée de JG. Inversement, toute application de ce type est s.c.s.

Prolongement d‘une application s.c.s. sur J& .

On voit ici se poser deux questions -~ d'allleurs liédes. A quelle condition une application 4y
g.c.s. de §6 dans T applique~-t-elle en fait JG dans JG , et est-elle s.c.s. pour la topologie
de G ; a4 quelle condition cette application admet-elle un prolongement s.c.s. de F dans T ?

Supposons que ¢, admette un prolongement s.c.s. de F dans F , soit q,;. D'apr2s (8-2-1), ou
le corollaire de la proposition, cela implique que 4’k soit bornde, en ce sens qti'il existe .un' com-
pact K, tel que : ’ ‘

¢x(K) c K ® K (K €46)

En particulier, ¢, applique en fait 4@ d¢ans JO et (comme on le vérifie sans peine) eat s.c.s.
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de JG dans JG. Ce prolongement, s'il existe, n'eat pas nécessairement unigue, mais il existe
toujours une plus petite application rb;_. s.c.8. d¢ F dans F dont la restriction & JG majore
L} . .
bye Elle est définie comme 1'application dont le noyau &"r est la fermeture dans ¥ de Uk nsﬁ,
~
goit

(8-2-2) 0’; = U’k nNF

L'application 4»; ainsi définie est effectivememnt un prolongement de JG 8i et seulement si on

a:
A
Par suite "'k admet des prolongements s.c.s. de R dans %% s8i et seulement s8i on a :
(8-2-2') & =B nFINK = Uk
[

. 1
et dans ce cas le plus petit prolongement ¢, 8.c.s. de o dans % est défini par son noyau (8-2-2).
La condition (8-2-2') exprime exactement ceci : si une suilte de fermés F, telle que chague F, con-
tienne un K € (%, converge (au sens de la topologie de F ) vera un compact K, on a K € ¢*.
[ 4

Pour caractériser de manidre plus précise la efructure de 1'ensemble U'f, notons que l'on a :

U=y W O
kK géem F‘%

puls :
Une =y WwNF
~ Ry
Mais pour tout XK € G, le fermé N F de % est menifestement la fermeture dans H  de

N JG (si une suite de compacts K oK converge dans 9F vers F € F ', on a eneore F 5 K). Par

conséquent :

U= U wNF = U V. N6
T geop K RECy, ©

et, d'apr®s la propriété bien connue des fermetures topologiques :

(8-2-3) oL ="U N6 = O
£ K€0‘k K k
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0" est simplement la fermeture dans 9 de (” considéré comme sous-ensemble de & . En consé-
? p Ao e — Xk . .
quence, la condition (8-2-3) équivent a :

(8-2-3') ‘ ¢ = 0N

et signifie : si ume sulte Kn € U" converge au sens de la topologie de ke (et non de celle de G,

c'egt~a-dire sans vérifier nécessairement la condition Kn c K pour un compact K fixe) vers un
compact K, on a K € . '

. —
D'aprds sa définition (8-2-3), Of = &‘]f‘ vérifie toujours la relation 3

(8-2-4) oy= Oynse = Gnse

En effet, ()} > ¢ donne 0; Nde > & et 0;: Nnss o 0]: = 0; . Mais, 0; étant fermd,
1'inclusion inverse eat toujours vérifide.

Dans le cas géméral, il peut arriver que 1l'on ait 0; =% , 6t que par suite da; soit 1l'appli-
cation triviale ¢y(P) = Bl. Il en est ainsi si et seulement s'il existe dens (% une. suite K de
compacts convergeant vers @ dans SH (cette suite K, ne converge pas dans J6 ,car JSGN\{@} est fer—
mé dans G ). Pour que 1l'on ntait pas @ € U; = vk s 11 fant et 11 suffit qu'il existe un voisi-
nage de @ dans <F , c'est-a-dire un QTK(’, K, € S0 disjoint de O‘ic’ autrement dit :

(8-2-5) £ &‘; - UkcEFKOnJ(o pour un K, €JG

A son tour, cette condition édquivaut & dire que ¢, est bornée dans le sens déja citd : il

existe un compact K, tel que :
’ v
(8-2-6) ¢ (K) c K@K, (K€ %)

Inversement, supposons que ¢, vérifie (8-2-6). On a alors 0‘ c iﬁ' ny = ‘.‘7’( , et ¢; véri-
fie la mBme relation (8-2-6). Désignons alors par dof sa restriction & JG , dont le noyau est :

(8-2-7) Op= Opnd6 = O, N0

" . n
4’k majore ‘bk' et 1'on a q’k = q,']j‘ 8i et seulement si (8-2-3') est vérifide (c'est-a-dire si et

seulement si ¢k admet des prolongements s.c.s. sur F ). Cefte majorante d;; admet toujours des
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prolongements s.c.8. eur & , et, plus précisémznt; ¢'ést la plus petite majorante de ¢ qui pos-
sdde cette propriété. Bm effef, d'aprds (8-2-4), on a toujours 5; = ; , ot par suite v‘o_“; nJo
= ”; NJSo = ; . Il eat clair que 1;; est la plus petite majorante de ¢, vérifiant cette propri-
ét4, puisque 0; = é_“; et que ¢; est la plus petite application s.c.s. sur F majorant ¢, sur S6.

Remarquons, pour terminer, que la condition (8-2-3") équivaut a dire que ¢, est une applica-

tion s.c.s., de JG dans JO poui la topologie induite par celle de T (aussi bien que pour la to-
pologie myope). En effet, cette dermidre condition exprime que 0} est la restriction & JG6 d'un
fermé de i, soit (* = O N SG pour un ¢ fermé dans F , d'od b"k= aindé. )

Boongons ces résultats :

Proposition 8-2-3.~ Pour qu'une t-application s.c.s. de JG dans % admette un prolongement sur

s.c.8. d8 F dans TF, 11 faut et il suffit que l'une des deux condiftions équivalentes sui-
vantes soit vérifide :

1/ - ¢, est une application de J6 dans lui-lmﬂme s.c.8. pour la topologie induite sur JO par
la topologle de *F .,

2/ - le noyau de Oi vérifie la relation 0]" = 'Jl': NJSG, L—Vk désignant la fermeture de 01(
dans JG. . .

Iorsqu'il en est ainsi, le plus petit prolongement s.c.s. de ¢, sur 8K est 1l'application ¢;

dont le noyau est 0; = Uk'

Pour qu'il existe une application non triviale s.c.s. de F dans F majorant ¢, sur JG, il
faut et il suffit que ¢, soit bornée, c'est-a-dire qu'il existe un compact K, tel que 1l'on ait

o

¢ (K) c K@ K (K € $0)

L
La plus petite application 4.1 s.c.s. de H dans F majorant ¢y sur JG est alors définie par
|°on noysau )
1 ]

0}.—: 0‘k

n L]
La restriction ¢, de ¢, & 46 , définie par son noyam 0; = ai: NJG est alors la plus petite
majorante s.c.s. sur JO de ¢ admettant un prolongement s.c.s. de F dans H , et le plus
- K . n .
petit prolongement s.c.s. de F dans F de cette application q,k colncide avec q,;, autrement

dit, on a :

" —
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Examinons ces résultats du point de vue de la dualité exprimée par les formules (8-2-1), et
soit ¢, 1'application s.c.s. de F dans EF associde a s dont le noyan & est défini. en (3-2—1).
Supposons que d’k admette un plus petit prolongement ¢f 8.0.8. sur & , et soit 0’ 0’ son

noyau. A ¢f, les formules de dualité (8-2-1) permettent d'associer une application 4’k de Jé dans
o , définie par son noyau :

Autrement dit, on a &% = KQ()' EFK et 0; = PQF' J6, « U3 N J6 . MNontrons qu'on a en fait
k -

0‘1': = (/‘f N Y6 . Bn effet, soit K € 0} N J6 et, pour chague P ¢ Uk, soit [%} une suite de com-

pacts dans 0'1: convergeant vers Pdams . On a KnnK;fqb, d'od PN K # ¢, donc Keé’, et

0fnJ6<: 0;(. On en déduit :

]
0k=0‘fn\f6

et ¢k est la restriction de ¢, 2 J6 . De meme, Oy > 0 entralne O, > 2. . Montroms qu'on &
aussi 0 c 0‘ » d'ob résultera ¢} = 01: . Pour cela, soit un fermé ? £ O, . I1 exiate donc un

vofaihage gG:,..Gn de P disjoint de Uk (Ko €56, GireoGy € 9). Comme U'k est permis pour la ré-

K
union, ¥ 0 eat également un voisinage de P disjoint de 0';: . Ainsi, le compact Ko’ disjoint de P,
rencontre tous les compacts K € (f; . Ona donc K, €N {‘.FK ;s Ke 0';:] = 0; » 801t K, eﬁ;{n.rﬁ=
- N —y
= O.. Autrement dit, P £ (%, entraine F £ N [zﬁxo » K €y} = U, 80it Opc Oy, ot :

-t
vi= "

Résumons ces résultats.

Proposition 8-2-4.~ Soit ¢, une application s.c.s. de JGdans JO vérifiant la condition &k =

= Z;k N JG, et soit ¢; son plus petit prolongement s.c.s. sur % , avec le noyam 0‘} = C‘it
L
Ies applications ¢ et q;f asgocides aux noyaux

bl | L]
vérifient les conditions (%, = (}k et O = Ué N 6, et ¢, est le plus petit prolongement de q,;:

s.c.8. sur F . Par dualité, on a également :
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0'=n 0’=n w
k reofjﬁl' 't ey,

Dans le mfme ordre d'idées, notons aussi le résultat suivant :

Proposition 8-2-5.- Soit ¢ une tv-application de $6dans T et (” son noyau. On désigne par ¢,

1'application dont le noyau est U‘ =N {%F,, Ke},par “'1.: la restriction de ¢, & J6, dont
le noyau est 0 n-.% et par q,f l'application duale de "k dont le noyau est 0

=N {':f , K€ Ukl Alors O'f est 1l'adhérence de (> dans F , soit U 5-, et q;f est 1la
plus petite t-application s.c.s. sur % majorant ¢ sur S6.,

BEn effet, si K € ¢, K rencontre tous les F € 0‘ donc appartient & o, £ dtod Yc (/" « D'ail-
leurs 0! est fermé dans P , comme intersection des fermés F I’y 01: . Done CFe 0‘ . Si mainte-
nant P est un fermé avec P £ 7", 11 existe un compact K, tel que 9" contienne P et soit disjoint
de (*. On a donc K, € J&E et SFx'o N =@, clest-a-dire c g’xo. Mais Cc gfxo équivaut &

K, € U'f Nns, e PNEK, = ¢ entratne P £ ¢, . Par suite &> 0;_. , d'ol 1'4galité.

s-applications compatibles avec la réunion ou l'intersection.

Examinons sous quelles conditions une t-application ¢ est compatible avec la réunion (i.e.

(AU A") = ¢(a) U ¢(A')) ou avec 1l'intersection (i.e. (AN A') = ¢(A5 N e(Aar)).

Proposition 8-2-6.- Une t-application ¢ s.c.s. de JO (reep. de % ) dans F est compatible avec

1'intersection si et seulement sl elle est de la forme A ~ ¢(A) = AO F, pour un fermé P, fixe.

D'aprés la Proposition 8-2-1 et la relation (8-1-9), une t-application ¢ sur JG(sur K ) est
s.c.s. et compatible avec | sl et seulement sl son noyau (> est un filtre fermé dans 6 (dens F ),

Etant atable pour N et fermd, (> contient son intersection F, =N {F, P€e S}, Onadonc Cc Wy .
o
Mais comme (" ezt permis pour U tout compact (tout fermé) A o P, est dans ¢, d'od &= ¥ N Jo

o

(resp. & =1¥W; N F), et ¢(A) = A O B . Il est lmmédiat que cette condition est suffisante.
o .

Pour caractériser les applications compatibles avec la réunion, nous aurons besoin des lemmes

suivants (qui nous seront utiles ultérieurement).
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LEVMME 8§-2-1 - Soit E un espace ICD. Pour G1. (‘.2 ouverts et K compact dans E, on a K ¢ G1 U G2 8l
et seulement si 11 existe deux compacts 11 et 1(2 tels que K‘ c (}1, K2 < GZ et K = K1 U'Kz.

Cette condition est manifeatement suffisante. Considérons deux suites croissantes [Bnl et
{B } d'ouverts relativement compacts vérifiant B c B C By B c Bn Bn+1 pour tout n, et Gy =
=U Bn’ =UBn , Si KcG UG2 sonakKecly (BnUI&). COmme K est compact, i1 éxiste un en-

tier n, tel que K ¢ B, U ]3n . Ia condition de 1'énoncé est alors vérifide avec K1 =KnN Bn et
o ° o
-t
= KN
Bn<>

LEMME 8-2-2 ~ Soient G amvert, x et x2 compacts dans un espace ICD.E. On a G o K N Kz 8l et seu-

lement 8i il existe deux ouverts G1 et G avec G o K1, Gz > l{2 et G = G N G

Ia condition est manifestement suffisante., Inversement, eupposgons G > K N K2 . COnaidérons
deux suites décrolssantes d'ouverts relativement compacts [Bn} ot [ﬁi} avec B, o Bn+1 ’ Bn :p +1 ’
B\in,B J,Kz on a G° n(n(Bnnnn))—¢,doncilexiateunentiern telqueG:B nnn

Ies ouverts G1 Gy Bn et G =6y Bn vérifient la condition de 1'énoncé.

LEMME 8-2-3 - Soit E un espace LCD. Une partie (*de S(»(E) ne contenant pas @ est un antifiltre
fermé dans JO si et geulement si ona ¢+ = JGy pour un F, € & .
s >

On rappelle qu'un antifiltre (% dana Y0 est une pariie de JG permise pour la réunion et
dont le complémentaire 80 est stable pour ia réunion finie. Pour F, € &, il est clair que J»GF
est un antifiltre fermé. Inversement, soit {* un antifiltre fermé dans JG . Si un compact K n'est
pas dans ¢* , il admet un voisinage ouvert disjoint de ¢* , et, 8 ¢ étant permis pour N (puisque
U est permis pour | ), on peut supposer ce volsinage de la forme 6T pour un F € SF. (n a alors
K € 567 ot Uc JGp. Soit P, ¢ F 1la famille des fermés ¥ tels que CFc fGp » clest-a-dire (%,
=N {(f; + K€}, Il est clair que 1'ona & = [Jé»E s P e &5 ¢le la famille 0“ egt fermée dars
%, comme intersection de fermés TF K Montrons qu'elle est stable pour 1'intersection. En effet,
solent P, = G1 ot F, = G2 deux fermés dans 0“f. G, et G, leurs complémentaires. 81 K € ¢*, K n'est
contenu ni dans G1 ni dans Ga. Supposons K c G U G D'dprds le lemme B-1-{, il existe deux com-
pacts K, et K, aveo K, G, » E,© G, et K= K, UK, Bb’étant stable pour la réunion finie, 1l'un
des compacts K, et K,, par exemple K, est dans ' (% (sinon K = K, u K, (6?) De K, N (}1 = ¢ ré-
sulte G = ? t ¢» contrairement a 1'hypothdse. Donc, K n'est ‘pas contenu dans C-1 U 62 , et

F,NF, € Uy . Etant fermée et stable pour 1'intersection finie, (%, contient son intersection
=N {F Fe U'f}. SiF,=¢,ona U=¢-= JF6¢. Si FO;‘¢, Fe o‘-f équivauthF:Fo » et par
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suite U= JG? .

o

LEMME 8-2-4 - Soit E un espace ICD. Une partie non vide ¢ ae P (E) ne contenant pas ¢ est un an-
tifiltre fermé dans @ g1 et seulement si = EFK pour un compact Ko non vide. Une partie

o
Wie 9 ne contenant pas @ est un filtre ouvert dans g si et seulement si &= gxo pour

un compact Ko non vide.

les deux énoncés étant équivalents par dualitd, i1 suffit de démontrer le premier. Si K, est
un compact et non vide, 1l est clair que ?FK est un antifiltre fermé dans % . Inversement, soit
(% un antifiltre fermé dans F ne contemmtopaa ¢. SL P £ ¢», P admet un voisinage dis'joint de &*
et, B(} étant permis pour ) , on peut supposer ce voisinage de la forme ‘J‘K pour un compact K dis-
joint de F. On a alors Uc .?'K. L'ensemble U“k des compacts non vides tels que 97‘ o (¥ est
G =N{fp, Fer], et ona o = n.{?"K, K € ). Py est fermé dane JG, Montrons qu‘il est
stable pour 1'intersection. Soient donc K1 et KZ € 01: et P ¢ ¢, 81 1'on pose G = ) , ni K‘I , ni
K2 ne sont contenus dans G. Si K1 N Kz c G, d'aprds le lemme {1, il existe deux ouverts (}1 et '62
avec K, € G, Ky Gy et G =G NG, . On adono ¢oe° =7 woit 6] € ¢*, puisque (% est permis
pour |J , et 'K1 n G‘: = @, ce qui contredit K1 € ”‘k . Done 11 N Kz rencontre P, et Dk east stable
pour 1l'intersection. Etant fermée et stable pour N , 0]: contient son intersection K, = {K, K € Uil,
et ona W = Eﬁxo. ' ’

Nous sommes maintenant & méme de caractériser les <-applications compatibles avec la réunion.

Proposition 8—2-7.- Une t-application ¢ s.c.s. de JG (resp. de F) dans F est compatible avee la

réunion si et seulement si elle eat de la forme K - ¢(K) =K @ fo pour un fermé P, (reaspecti-

v
vement P ~ ¢(F) = F @& Ko pour un compact Ko). ¢ eat alors continue.

En effet, d'aprés la Propoasition 8-2-1 et la relation (8-1-12), ¢ est s.c.s. 8l et seulement
sl son noyau (* est un antifiltre fermé dans H(resp. dans F ).' D'aprds le Lemme 8-1-3 (resp.
8-1-4), on a done (* = JGF pour un fermé F, (resp. & = ‘EFK poui- un compact Ko), d'ol 1a pro-

[

0
poaition,



248

8-3 COMPIEMENTS TOPOLOGIQUES,

On a vu qu'il y avait correspondance bijective entre les t-applications croiasahtea 8.C.8.
sur J6(B}) ou o (@) et les familles Upermiées pour la réunion et fermées dans G ou dans F .
Si 1'on munit 1l'ensemble de ces familles (¥ de la topologie induite par celle de TF($G) ou de
9"(@'), on obtient donc une topologie sur l'espace des t-applications croissantes et s.c.8. Nous
allons expliciter la convergence dans cette topologie. Pour cela, §tablissons quelques résultats

préalables.

Proposition_8-3-1.~ Soit E un espace ICD, et 0‘; une partie qu: lconque de JO(E). Si 1'on pose
¢ = N lng’ K¢ (¥} et =N (Sp FE O, ¥ est 1'adhérence dans SG de la partie per-
mise pour la réunion engendrée par 6: dans O, De méme, si 0'; est une partie quelcongue de
et ai 1l'on pose &= IJGF y P 50’;] et 0' = n {SFK , K € ¢}, (' est 1l'adhérence dans H

L
de la partie stable pour |) engendrée par 0‘0 dans ¥ .

Démontrons par exemple le premier énoncéd. Il est clalr que (? est fermée dans JG, comme in-
tersection des fermés JGP. P € (', (¥ contient la partie permise pour | , soit U’ » engendrée
par (#, dans JG6, Bn effet, ai K € U“o » K rencontre tous les fermés de 0', donc K € vet 5 c o,
Comme (est permis pour | et fermde dans JG, on en déduit_; 6"1 c (", puis Z“'i c (. Montrons 1'in-
clusion inverse. Pour cela, soit K un compact avec K ‘.Ei' Il existe donc un voisinage ouvert de K
disjoint de 0; , et, 01 étant permis pour la réunion, on peut supposer ce voisinage de la forme
Jo¥ pour un P € . Onadone FNK=get ¢ c O c JG.P . Corme P rencontre tous les compacts
de (/; ,onaPeg O'et K(&Fentram alors K £ (¥#. Dono -Z;‘::()‘, et par suite -5:‘ = U,

Désignons par @Fu(}fp) le sous-espace de FF($G) constituéd des parties (% permises pour U
fermées dans G et ne contenant pas 1'ensemble vide @. De méme, désignons par 6\'y"'u("é??) le sous-espace
de F(F) constitué des parties s permiéea pour U , ferﬁées dans T et non vides. On note que
la famille vide (* = ¢ eat dans 97“(,('6) (mais.non danas W‘u(gr)). De mfme, 0' = F et le seul
élément de 9"“(&') qui contienne 1'ensemble vide % (mais SG n'est pas dans ‘IFu(JG)). De la propo-
sition précédente découle le :

COROLLAIRE - Les formules réciproques :

définissent une bijection "= U gde F U9 sur F,(F). En particulier, 1l'image de la
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femille vide @ € sfu(Jé) est T € %u(s-'), clest-h-dire le seul élément ' de s“u(g) tel
que ¢ € . ' ‘

Nous allons montrer que les espaces ‘ZF ($6) et . ("J') sont fermés (donc compacts) dans
F (S6) et T (F) respectivement, et que 1l'application (%~ ¢ définie dans le corollaire ‘o8t
en fait un homéomorphisme. Pour cela, nous allons d'abord établir guelques résultats préliminaires

qui présentent d'allleurs un certain intérét par eux-mbmes.

Proposition 8-3-2.- L'application K - ?’K est un homéomorphisme de N = JG\{@] sur l'espace des
antifiltres non vides fermés dens T . De méme, l'application K - 3 g ©8% un homéomorphisme
de JG' sur 1'espace des filtres ouverts dans g distincts de 9 .

les deux énoncés se déduisent 1°'un de 1l'autre par dualité, et il suffit de démontrer le pre-
mier. D'aprds le lemme 8-1-4, 1ltapplication K ~ 9]{ o8t une bijection; et 11 faut montrer qu‘'elle
est bicontinue.

a/ - 8oit {K } « JG' une suite convergeant ‘vera K dans 6 , et montrons que [@'xn} converge
vers iF dans GF(GF), ce qui établira la continuité de K - 3’1{ et de K — "ZFK . Soit FeFp
et (puisque K # @) x un point de PNEK. Dex €K résulte qu'il existe une suite [xn} convergeant
vers x dans E avec x, € % pour chague n. La suite Pn =PFU {51} converge alors vers F en vérifiant
P, € grxo. Donc lim Ty > Fp . Soit alors ny - rnk € P avec lim rnk = P dans T, et soit,

& K

k
pour chaque n,, un point x, e l' n, n & les I(a §tant contenus dans un compact fixe, la suite

{xn | admet une valeur d'adhérence x, € Pn K. On a donc F € Fy et In g;Knc Fy » d'od 1a con-
vergence ;J"-G'Kn - ‘:T\' et 1la continuité de K - @K .

b/ - Inversement, soit (}n une suite d'antifiltres non vides fermde dans F convergeant
vers une limite (# dana &'(TF), c'est-d-dire vérifiant (£ @. {* est un antifiltre non vide.
En effet, (* est permise pour |y, car si Fo F , l‘o € ¢, 11 existe une suite F € (?n , avec
F, = F, , et la sulte B U P, € ¢+ converge vers PUPF =P, d'ob P €. S1 F, et F* sont dans
60-, on ne peut pas avoir P U F' € ¢>. En effet, st un compact K est disjoint de P F', on a
()n c FFK pour n assez grand, done ¢ EFK . Par suite, (* est un antifiltre fermé non vide.
D'aprés le lemme (8-1-4), ona (8 = ?"& et O= "ZFKO pour des compacts non vides K et K, . Il
reste & montrer que la suite {Knl converge vers Ko dans J¢!'. Tout d'abord, lea lgl sont contenus
dans un compact fixe. En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait une suite n, - xnk sans
valeur d'adhérence dans E et telle que xn € Kn La suite de fermés {[r71 }} convergerait donc
vers ¢ dans <F en vérifiant {xn } € Oy . d'ou résulterait pe = 37 , ce qui est impossible.
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t
Etant contenus dans um compact fixe, la suite [&l admet dens $G' une valeur d'adhérence K, .

L]
Mais, d'aprds la partie a/ de la démonstration, on a K, =K, » de sorte que la suite {Kn}»converge

vers Ko. Par suite, l'application EFK - K est continue, ce qul achdve la démonstration.

Proposition 8-3-3.- L'application F - QF'F est un homéomorphisme de T gur le sous-espace de F (Jo)
constitué des familles (* fermées dans JG permises pour la réunion et dont les. complémentai-

res sont stables pour la réunion (i.e. : (% est vide ou est un antifiltre fermé dans G ),

La démonstration est analogue a celle de la proposition précédente. Comme corollaire de ces

deux propositions, nous pouvons énoncer :

COROLLAIRE ~ Soit {K } une suite convergeant vers K dans JG', et F un fermé rencontrant K. I1

existe alors une suite |Fnl convergeant vers F dans F avec Fn ] Kn # ¢ pour tout n.

Soit {?n} une suite convergeant vers F dans ¥ , et K un compact rencontrant F. Il existe une

suite [%l convergeant vers K dans JJO' avec K, n Fn # ¢ pour n assez grand.

En effet, K, - K dans SG' entraine g-'& - EFK dens N (%), d'apréds la Proposition 8-3-2, et
si Fe@Fypil existe donc une suite n - B € gr& avec F - F dans &+ .

Proposition 8-3-4.~ L'application F - SF = {F', F'* € F, F' c P} estun homdomorphisme de & sur le

sous-espace de T (F) constitué des familles (%> non vides, fermées dans T , permises pour
1tintersection et stables pour la réunion finie, De méme, 1'application F - WF est un homéomor-
phisme de 9 sur le sous-espace de ZF(<F) constitué des familles non vides, fermées dans I ,

permises pour |J et stables pour N (i.e., * est T ou un filtre fermé dans F ).

On vérifie sans peine que ces applications sont bijectives. Montrons que la premi2re applica-

tion est bicontinue.

a/ - Soit [%} c % une suite convergeant vers A dans T, et montrons que (S%} converge vers

{sP} dans F(F). Comme Fnk c %k et 'Fnk ~ P entralne Fc A, on a 1im SAn c s*. 11 reste & montrer
sh c lim S & , et pour cela que tout voisinage d'un fermé F c A rencontre tous les SAn au deld d'un

certain rang. Ies S = étant permis pour 1'intersection, on peut se limiter aux voisinages de F de

la forme 9"61’“(}]‘ » GuradGy € g . Comme A € 9—(}1'“(}1: » on a sussi A € WG",..GK pour n assez

grand, d'ou le résultat. Par suite, F - SF est continue.

F
b/ - Inversement, soit {F,} une suite dans F telle que {S ™} converge vers (*dans TF(F).

b2 F
Soit ny ~ (B, } une suite partielle convergeant vers F, dans ¥ . D'aprés a/, on a S Px s © dans
k
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P - : :
F(F), d'ou = s °. Par suite, F, est l'unique valeur d'adhérence de la suite {P }, et F, -
P, dans % . D'od la continuité de 1'application sf - p

On démontre de manidre analogue la bicontinuité de P -~ Wy .

COROLLAIRE - Si une suite {F, } converge vers ¥ dans 9K , et si F' est un fermé tel que F S P!

(resp. Fc F'), on peut trouver une suite [F } convergeant vers F' dans TF en vérifiant P c

F, (resp. Fn > Fn) pour tout n.

P
En effet, si F* c ¥, on a F*' € SF. Mais 8 % ~ SF dans <F(<R), d'aprds la proposition. Il exis-

]
te donc une suite n -~ F € S B convergeant vers F' dans & .

Caractérisation des espaces F .

Nous sommes maintenant A méme de caractériser les espaces @u(%) et TFu(g") définis plus
haut.

Proposition 8-3-5.- Ies espaces s“u(‘%) et gu(sr) sont compacts, et l'application & -~ (4!
définie dans le corollaire de la Proposition 8-3-1 est un homéomorphisme de ‘Ju(%) sur ‘%Fu(@' ).

Lontrons que ‘ﬁu(%) est fermé dans 1'espace compact F(J§. En effet, soit {4} c ‘.Fu(.%)
une suite convergeant vers ¢* dans % (JG). ¥ n'appartient pas & ¢+, car sinon, 1l existe une
suite n - K € (}-n convergeant vers ¢ dans $6, ce qui implique IS: = ¢ pour n assez grand et contre-
dit ¢ € Dn. Montrons que (* est permise pour U . Soit K € ¢ et X' un compact contenant K. Il
existe une suite n < K € l}n convergeant vers K dans JG . D'aprés le corollaire de la proposition
8-3~4, il existe une suite n - P;l € wxgn cobvergeant vers l'(' piu.r 1? topologie de % ., Soit B un
ouvert relativement compact contenant K'. La suite n - lgl = BN Pn converge alors vers K' dans 5 ,
comme on le vérifie sans peine. Par suite, (*¢€ !Fu(SG), et cet espace eat fermé, donc compact
dans I ($6). Meme démonstration pour la compacité de F (F).

Montrons que 1'application = (' de T (56 sur I () est continue. Soit (¢} une
suite convergeant vers () dans T (J’G) Ona €F, (SG) d'apres ce qui précdde. Montrons qué
[() } converge vers (() }» ce qui établira la continuité de 1'a.ppllcation ¢ - ¢+'. Si une suite
n, - Fnk € ()nk converge vers F dans ' onaF€ (', d'oit Tin 011 € ¢*'. En effet, F, e 0

équivaut a U‘nk c JGF et entratne (fc JGF , d'aprés la proposition 8-3-3, c'esi~a-dire F € O'.
n
k
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Il reste & montrer O' c lim 0 , donc que tout volisinage d'un P € 0-' rencontre tous les &
pour n assez grand. Les 0 étant permis pour {J , on peut se limiter aux voisinsgen de 1a forme
G"K, Kedt . Mala P ¢ :F équivaut a X € 563, c'est-a-dire AKf£¢ . Onadono K€ &% pour
n assez grand., Par suite, il existe P, € 0’ avec K:f£ J6 n' soit B, ég{x pour n assez grand. Donc
GK rencontre ()‘n s et (' c lim ()'n . L'application (#- O eat donc continue. On démontire de
la mfme manidre la continuité de o' -0, -

Iorsque E est 1'eapace euclidien le , leas O ¢ ﬂ‘-u(.%) sont les noyaux des t-applications s.c.s.
sur JO telles que l'on n'ait pas ¢ =md identiquement sur G, et les &' € SF’u(?F) sont les
noysux des t~applications ¢' s.c.s. sur % telles que 1l'on n'ait pas identiquement ¢' = @ sur T .
Nous pouvons identifier ces famille d'applications aux espaces fFu(JG) et EF«'u(?' ) respectivement,
et définir ainsi des topologies sur les espaces d'applications s.c.s. sur SGet F respectivement.
En particulier :

Une suite “’nl de t-applications s.c.s. et non identigues & le sur G admet des valeurs d'a-
dhérence, Elle converge vers une t-application ¢ s.c.s. et non identique & lﬁl sur JG si et seule-~

ment si

a/ - Pour tout K € SO tel que O € ¢(K), il existe une suite {&} convergeant vers K dans JG
en vérifiant O € d;n(%).

b/ - Si une suite partielle n, - Kn converge vers K dans JG en vérifiant O € by (% ), ona
k ’ k k
0 € ¢(K).

On a un énoncé analogue pour les suites d'applications s.c.s. et non identiques & ¢ sur - .

Nous allons maintenant construire une base de la topologie de 1l'espace ?-Fu(SG) ou ‘EFu(g"),

en nous appuyant sur le lemme suivant @

LEMME 8-3-1 - Soient E un espace ICD, 3B une base‘.{de la topologie de E, £ c JG(E) une classe de
compacts stable pour l'intersection finie telle que la classe stable pour la réunion finie
et 1'intersection infinie engendrde par & soit identique & JSG(E). Alors la topologie de
%A (E) est engendrée par les FyrBeE Betles F° Cee.

Un sait que la topologie de IF est engendrée par deux sortes d'ouverts : les ouverts du type
8.c.i. (qui engendrent la topologie de la semi-continuité inférieure) qui sont les g‘G' G e g.

et les ouverts du type s.c.s. (qui engendrent la topologie de 1la semi-continuitd supérieure) qui

sont les Gx, K € S6.
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Tout G € Cg est de la forme G = U B:I. pour une famille Bi contenue dens B, et on a @’G =

= ?UB = @iy . Par suite, les !FB' B € B constituent une base de la topologie s.c.i, sur F.
i 1

Désignons par &' la classe stable pour la réunion et 1l'intersection finies engendrde par & .
. ) L} ]
Tout K € > est de la forme K= N c; , pour une famille ci contenue dans & . Pour F € ‘STK, on
an (c; NF =¢et, les c; étant compacts, on peut trouver un nombre f£ini d'indices 11"‘11: avec
L} 1 ]
FNC N..N ¢, = ¢. D'ailleurs, C' = G, N..NC; estdane & et contient K, d'od P € A
1 k 1 k

' 3\lﬁ n-
c°:Fx. Etant dans (B'. ¢' est de la forme C' = C, U..UCcC,» c, € e, et ?F'C = 1. 101 qrci.

Par suite, les ouverts @c , C € £ engendrent le topologie s.c.s., et le lemme en résulte.

Appliquons ce lemme & l'espace LCD (1 égal & JGou a TF . 81 Ql=9F , J3 sera la classe des

K ¢ G 10 =%
03;61"‘Gk' KeSG et Gy €& , et & la classe des EFKP“K];' €, K, €YG. S axc ,
on prendra pour <3 la classe des Jfog"“Gk y FEF , 6, € 9 , et pour € la classe MP"Fk ,

K € JG, F:L €% . Dans ce dernier cas, on voit apparattre le complémentaire d'un compact, au lieu
d'un ouvert quelcongue, parce guwe les ensembles d'une famille compacte dans sont toujours conte-

nus dans un compact fixe,

11 est alors possible d'utiliser un systéme de notation unique permettant de traiter simultanément
le cas des espaces JG et T . On désignera par ¢X 1'un de ces deux espaces et l'autre par a:.
Soit @' = F g1 (A = SO et inversement. On a alors dans tous les cas :

J3 = {a‘;;,“G SOAEO, GGy € )

k

Ac
¢'={dA, , 3 Aeck, A;,..A;ea'}

170

La topologie s.c.i. sur T (CX) est alors engendrée par les i'FI. , T € B, et la topologie s.c.s.
par les X, x €€ . On prendra garde que I’ et x sont des familles d'ensembles de E.

Examinons maintenant la topologie induite par <k ((2) sur le sous-espace compact ‘ﬂt’“((a). Pour

G e 37‘1( Q) et x af’ L;‘ € ® , la relation (* ¢ F X, i.e. 4N x = @ signifie que tout

V € (} rencontre A ou e;t disjoint de 1'un des A;_ .Si #=¢, onadonc #e FX pour tout x € £.
i C°# @, soit Ve . siV=90p, ona &= Al = TF, et (2 e %FX entratne y = g8l V # ¢ et
;cAc,on‘ax=¢etg’x=°\F lui-
ménme ). L'ensemble V U {;1} est encore dans (%, et rencontre A; . En procédant par itération, on

1]
si V est disjoint de 4, (par exemple). Soit x, € A; N A (8i A
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obtient un ensemble V J [xi...xk] € ¢ rencontrant tous les A.;.. Par suite, (*€ 7% entraine que
. . (] .

¥V rencontre A, soit (*€F ¢ FX. On peut donc remplacer I X par la famille des (% disjoints

de tﬁAc. Autrement dit, la topologle as.c.s. sur EFu(CZ) est engendrée par lea | (9: (fe Wu(a),
& € aAcl » Ae O,

Al '
Soit maintenant I' = a(} .G, W é1lément de I3 ., Iei, O € ff"r signifie que (% rencontre
(1O
A. .
¢ g. » donc en particulier U #£¢. Ies G; ne sont pas contenus dans A' (sinon I = ¢ et 9‘}
17°%k

= @¢). Soit alors pour chaque 1 un point x, € G; , Xy £A.81Ve al' nee, vy [11".‘xk' EONT,

puisque {0 est permis pour |y . Inveraement, si {* rencontre I', il rencontre 01*' : I'. Ainsi,
o€ 9"’1. dquivant & &N a®' # ¢. on peut donc remplacer les 9"}., re®par les { U: CeFH (D
onat £ep, & e . -

Revenons maintenant A l'homéomorphisme (* - (4 de 9:'“((2) sur f}fu( '), défini par les for-
mules de réciprooité :

C=n{@,, ,Ne0'} 3 ¢ =n{&,re0}
Cet homéomorphidme échange les ouverts s.c.s. et s.cyi. En effet, considérons par exemple 1l'ou-
vert s.c.s. { Oc qcl de @t'u(a). Ona ¢ af 8'il exiate V.€ (3, V c A et cela dquivaut a
A € (), puisque ¢ est permis pour {J. Mais A appartient & {* 81 et seulement si il rencontre

tous les A' € (¥', ou, ce qui revient au mfme, sl et seulement si O{+' N (Z'A = ¢, On a donc

¢ecd, o vrneat e
(8-3"1) ] ] A'
6 c ayc » ONY #¢

Résumons ces résultats.

Proposition 8-4~1.- Sur ?u(a), la topologie s.c.s. est engendrée par les ensembles {0 Oec A cl,
o . . A
A€ (O, et 1a topologie s.c.i. par les ensembles { ¢, UN (JA' #¢}l, A' € ', De plus,
1'noméomorphisme (F - (3! de an(Ol) sur f;ru(a;) échange les ouverts s.c.s. et s.c.i. de

ces deux espaces conformément sux relations (8-3-1).
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8-4 POINT DE VUE DES APPLICATIONS INVERSES.
Soient E et E' deux espaces ICD, (7 une partie de P (E) et ¢ une application oroissante
de P(E) dans J9(E'), c'est-d~dire telle que A c B dans E entraine ¢(A) = ¢(B) dans E'. Pour

chaque x € E', posons @

(8-4-1) O = ¢ (RUED)) = (s het, x € o(b)

Nous obtenons ainsi ume application x -~ (*(x) de E' dans 9°(P(E)). Pour chague x € B', O (x) est
permise pour () dans (A . Inversement, toute appliob.tion (> de E' dans 1l'espace @U((:Z) des parties
de (A permises pour | dans ¢ eat de 1a forme (8-4-1) pour 1'application ¢ de (A dans P(E') déLi-
nie par ¢(A) = {x : A € O (x)}. .

Nous prendrons toujours, dans ce qui suit, = ¥ (B) ou & = JG(E). s1 (X = JG, on pose-
ra 03=g et (' =P . St (A = F , on posera (A' = Joet T3 = f6:e==x, K¢ G|, et
dans ce cas @ gera muni de la topologie déduite de celle de JG par 1l'application K — K°. Comme
dans la proposition 8-1-4, asi ¢ est ume application croissante définie sur a , on désignera par
¢b son plus petit prolongement sur B et par "ba le plus grand prolongement de "’b sur C¥, soit
explicitement :

( $p(B) =U (e(A), A€, Ac B} (BeJB)
(8-4-2) ' '

b, (4) =N {¢(B), Bed3 , B> 4} ‘(Aea)

Au lieu des espaces @'u( 1), définis au paragraphe suivant, nous utiliserons les espaces
97u(a) qui s'en déduisent par ad jonction d'un §lément :

F (J6) = T, (06 U W6} 5 F(F) = T (F) U (9]

de manidre & lever les restrictions ¢ £ '{F’u(‘Zﬂ') et (#€ F (SO) » @ £ (> . L'espace <\?7:,‘((1) est
ainsi l'ensemble de toutes les parties permises pour | dans a s, Y compris la famille vide et a
lui-m8me. Pour la topologie induite par celle de 7 ((1), les voisinages de ¢ sont les { (fc At
Ae® ,etceux de CX les | F: PN 0&‘_' # o}, A' € (X', et 1'application (*~ (& changﬁq)
en (X' et (X en ¢. Adnsi, (! + (9 est encore un homéomo'x;ﬁhismé"de §;§'u(a) sur &u(a'), et
la proposition 8-4-1 reste applicable & ces espaces. '

Cherchons alors gous quelles conditions on a ¢a'= ¢ sur a . D'aprés (8-4-2), il en est ainsti

si et seulement si pour tout A € CX et tout x £ ¢(A) on peut trouver B > A dans J3 avec x £ ¢(A')



256

pour tout A' c B dans (A (cf Proposition 8-1-4). Cette condition équivaut & : A £ C*(x) entraine
qu'il existe B € I3 , Bo A avee (*(x) c (ch . baig B° est un élément de A, et ch' est donc
un voisinage ouvert de A disjoint de L*(x). Par suite (®(x) € Th (D). Inversement, si, pour
tout x € B', (*(x) est fermé et permis pour | dans (2, son complémentaire est permis pour N et

la relation ci-dessus eat vérifide. D'ol un premier résultat : on a ¢ = ¢a sur (1 si et seulement

81 _(* applique E' dane G‘fu(g).

En second lieu, cherchons & quelle condition ¢ applique O dans F (E') : ¢(A) sera fgrmé dans
E' pour A € 1 81 et seulement ai on a x € ¢(A) pour toute suite n - x € $(4) convergeant vers
x dans E', soit A € O(xn) et x - x entraine A € ¢¥(x). Limitons-nous au cas ol on a ¢#(x) € %u(d)
ctest-a-dire ¢ = ¢ a’ Ia condition exprimant que ¢{A) est fermé s'écrit alors : .

(x,) & a‘c et x - x entraine O(x) & cﬂAc

e
Comme les ouverts s.c.s. de T (&) aont du type { (# c (Y } » cette condition est satisfai-
A

~/
te si et seulement si (} est une application s.c.s. de B' dans % (&X).

Nous avoﬁs donc montré que l'on a ¢ = b, et ¢(A) fermé pour tout A € (A 8i et seulement si
est une application s.c.s. de E' dans gf*f\;'“((ﬂ.). Cette condition est remplie si et seulement si ¢
est une application s.c.s. de (1 dans F(E'). Bn effet, sl ¢ est -a.c.a. ona¢=¢, d'aprds la
Proposition 8-1-4, et, puisque ¢ applique (Adans F (E'), (*est une applimtion s.c.s. de E' dans

‘3’1-“((1) dtaprés ce qui préodde. Inversement, si (% est s.c.s. de E' dans &u(a), on a¢=¢, et
¢(4) € F(B') pour A € A, et ¢ applique donc (X dans T (E'). Montrons que ¢ est s.c.s. Soit
K' € S56(E'). On a d;-‘(‘aﬂ'x,) = xlEJK' (P (x). Si une suite n ~ A € f‘_(?‘—x,) converge vers A dans (X,

pour chaque n il existe x, € K' avec A, € ()(xn). Soit x, € K' une valeur d'adhérence de la suite
{xn} c k', Comne (* est s.c.s., on trouve A € U‘(x"’), soit, puisque x € K', A € ¢-1(37K.). Ainsi,
d»-'(fFK,) est fermd, et ¢ eat s.c.s. A

En résumé :

Proposition 8-4-2.- Soit ¢ une application croissante de (A dans P(E'), et * 1'application de

E' dans P () définie par H(x) = {A : x € ¢(A)}. On a ¢ = 4’; sur (1 8i et seulement si ¢
applique E*' dans 6:;"“((91). De plus, lés quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1- ¢ est une application s.c.s. de X dans F(E').
2- (Yest une application s.c.s. de E' dans F,(a).
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3- ¢(A) eat fermé pour tout A € @t et (5 (x) est fermé pour tout x € E'.
4 ¢ appligue (X dans F (B') et on a ¢ = ¢, 8ur .

4Considérons a nouveau une application ¢ 3 L - SP(B') vérifiant ¢ = ¢a. c'est-d-dire telle
que ()applique E' dans %u(a), et cherchons & quelle condition (2 est é.c-i. D'aprés la Pro-
position 8-4-1, Fest s.c.i. si et seulement si pour tout A' € (' 1'ensemble {x 3 (9 (x) N aA'
# ¢} est ouvert dans E', c'est-d-dire s'll existe A € (%(x), ANA' =@. Or AN A" = ¢ équivaut &
Ac AC et A'C € 03, Ainei, O s.c.i. équivaut & : pour tout B e R, EB ¢(A) est ouvert dans E'.
Finalement :

¢ est s.c.i. 51 et seulement 8l ¢ appligue 3B dans Q(E'). On en déduit la p:oposition sui-

vante :

Proposition 8-4-3.-~ Soit ¢ une application de L aans J°(E'), ¢b son plus petit prolongement sur

T3 » ¢, 1le plus grand prolongement de ¢, sur & . Pour que ¢, spplique A dans {9(3') et que
~
¢ = ¢,y 11 faut et il suffit que (% soit une application s.c.i. de E' dans ?F’U(a).
COBOLIAIRE - Pour que ¢ soit une application s.c.s. de & dens F (B') et que son plus petit pro-
longement d’b applique B dans g(E'), i1 faut et il suffit que l4d soit une application conti-
nue de E' dans s'Z'U(O().

Lorsque E = & et que ¢ est compatible avec les translatioms, '(x) eat le translaté (*(x)
du noyau U . Dds que (* est fermé dans (I , l'application x - O‘x est continue, et les conditions

du corollaire sont remplies.

Considérons maintenant 1'homéomorphisme {# - (' de 1a proposition B~3-5. A toute application
{#* de E' dans %U(Dl), cet homéomorphisme associe 1'application (#' de E' dans %U(a-) daéfinie
par : '(x) =N {CCI'A , A €¢#(x)}. A ces applications (% et (>' sont associées les applications
¢t O - P(E) et ¢t : (A" ~ J?(E') respectivement, qui vérifient ¢ = ¢, et ¢' = ¢; . I1 est
clair d'ailleurs que ¢' est duale de ¢, et ¢ duale de by -

On a vu dans la Proposition 8-4-1 que cet homéomorphisme (# - (#' échange les ouverts s.c.s.
et s.c.i. de 97'U( ) et i'}'fu(a'). Amntrement dit, l'application (% 3 E -.'@‘U‘(a) est s.c.s.
(s.c.i.) si et seulement si {*' eat s.c.i. (s.c.s.). D'aprés les Propositions 8-4-2 et 8-4~3, il
en résulte que ¢, applique J3 dans %(E') si et seulement si ¢' est s.o.s., et de méme ¢ est s.c.s.
si et seulement si q,.; applique J3' dans %(E'). Pour que ¢ et ¢' soient toutes deux s.c.s., il

faut et il suffit que ¢ soit s.c.s. et by applique 73 dans g(E'), ou encore que ¢* soit continu,
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Ainsi :

Proposition 8-4-4.~ Soit ¢ une application de Ol dens J9(B') vérifient ¢ = ¢a sur X , ot (44
1tapplication de E' dens ﬁ"u(a) associée & ¢. L'application ¢' de CX* dans JXE') associée
a ¢ 1 B ~ g'u(a'), Cet (' étant lides pa.r les formiles réciproques : 4

Grx) =N, heo@E 3 @ =N, , A e @]

vérifie également la condition ¢' = 4;;, . Ies quatre propriétés suivantes sont alors équivalentes 3
4 = U eat une application s.c.s. (resp. s.c.i.) de E' dans é"’fu(a).
2 =)' est une application s.c.i. (resp. s.c.s.) de E' dans &",(av).
3 - ¢ (resp. ¢') est une application s.c.s. de (2 (resp. (A') dans K (E').

4 - 4y, (resp. ¢,) applique BB (resp.B) dans G (E*).

De méme encore les cing propriétés suivantes sont équivalentes :

{1 - ¢ et ¢* aont s.c.8.

2 = (# eat contime.

3 - (# est continue, .

4 - ¢ est s.c.s. et ¢, applique <J3 dans g (E').
5 - ¢' est s.c.8. et 4».; applique J3' dans g(k').
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- CHAPITRE 9 -

INTEGRALES ET MESURES A VALEURS DANS -Kéo

On a vu dans le chapitre { que la famille AK des homothétigues d‘un compact convexe K vérifie
la relation des demi-groupes AK @ pK = (A+u)K, ou encore que Axgp entraine'XK » uk pour le pré-
ordre ». défini par A » B sl A est ouvert selon B. Cl'east A cette propriété que 1'application A —
Mg doit de constituer une granulométrie possédant de bonnes propriétés. Il y aurait donmc, plus gé-
néralement, un certain intérét a caractériser les familles {K(A)} € JGd'un paramdtre vérifiant
K(A) » K(u) pour A > u. IL'intégrale de Riemann-Minkowski (premier paragraphe) donne un exemple
simple de familles possédant cette prop;iété, et présente de plus cette particularité de prendre
obligatoirement ses valeurs dans l1'espace C(SG) ces compacts convexes. L'intégrale de Stieltjes-
Minkowski, de son cB8té, conduit & des exemplea simples de familles K(\) croissantes pour » et qui
cette fois ne sont plus nécessairement dans c{§G). Les deux paragraphes suivants constituent une
transposition de la théorie de 1'intégration, avec la duslité habituelle du point de vue ensemblis-
te et du point de vue fonctionmel. Ie point de vue ensembliste coﬁduit d'associer 4 toute mesure i
valeurs dans JGb une fonctiomnelle croissante et semi-asdditive, c'est-a-dire vérifiant I(f+£') =
I(£) ® I(f') seulement si les ensembles {f > O} et {£' > 0O} sont disjoints, seules étant additives
les mesures a valeurs convexes. Inversement, le point de vue fonctionnel conduit d'associer & tou~
te fomctionnelle croissante convexe et semi-additive une mesure a valeurs dans JC% dont elle est
1'intégrale, et qui ne prend ses valeurs dans C(Séb) que 8l la fonctionnglle eat elle-méme additi-
ve. Mais cette transposition de la théorie classique de 1'intégration ne peut pas &tre poussée

beaucoup plus loin, du fait notamment que le théordme de Radon-Nikodym ne se généralise pas.

9-1 L' INTEGRALE DE RIEMANN-MINKOWSKT.

Soit A(MA) une famille continue a { paramdtre de compacts non vides de mg. Nous nous propo-
. b
sons de construire 1l'intégrale de Riemann-Minkowsli yf-A(k)dk, JG'(R?) étant muni de l'addition de
a

Minkowski et de la topologie myope. Par changement de paramdtre, on se raméne a la construction de

1'ensemble compact :
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1
1 =f’A(x)dx ¢ sor(ed)
J .

Construction du compact I = .[ A(h)d .

Soit A(A) une famille continue & { paramdtre dans .K-,'(a ). L'image de [0,1] par l'applice-
tion A — A(A) est compacte dans $G', de sorte que pour A € {o,11, les A(0) sont contenus dans le
compact fixe Ko € JG6', De plus, la famille A(A) esy uniformément continue sur le compact ko, 1] ,

de sorte qu'a tout € > 0 on peut associer un n(e) avec

(9-1-1) A = A7 = nle), A, A" = [0,1] = a(a(r), AAY)) =€

d désignant la distance de Hausdorff dans JSG'.

Soit & une subdivision x, =0 £ X, £ ... £ X, = 1 de 1'intervalle [0,1] et |s| = Sup[|xi—xi 1[,
i=1,2,..n} son module. A tout choix X = (51, 52,..an) de pointa §; € [xi 1. xi], associons le

compact :

(9-1-2) Ig(x) = i§1 (x, - x;_) A(Ey)

et désignons par ‘.]a la famille des Is(x) pour tous les choix possibles des Ei .

a/ 38 est compacte dans l'espace ICD JO!' .

Comme les IB(X) sont contenus dans le compact fixe C(KO), il suffit de montrer que 9
est ferm§ dans K5'. Soit donc :

x'k = (51(1()9 Ez(k),u.,in'k))

une suite de choix possiblesdu vecteur X tels que les Bk =1 s(xk) convergent vers un compact B.
Comme chacun des F,i(k) appartient & un intervalle compact, on peut trouver une suite partielle kj
telle que les ij convergent vers un vecteur Xo = (E?, 5;..,’53)' constituant encore un choix pos-
sible de X, ILa continuité de ® montre ensuite que les Byj convergent vers I (X)) On a donc B =

= Is(xo) € '.js et Ss est bien fermde dans JSG'.

*

b/ Pour |s| = n(e), le diamdtre de Us est = €.

si |s| = n(e), pour deux choix X, et X, du vecteur X, les relations (9-1-2) entratnent
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pour chaque 1 ; 2 2 1
AE;) < A(Ey) ® B, , AlEy) < AEy) @ B

d'ou l'on tire, par exemple :

Is(x,)

n 1 n 2
161 (x; - x5_4) MEy) < 1§1 (x; = x;_1)(A(%;) ® B, =

2
B, ® ( :; (xi - xi...) A(Ei)) = Ia(xz) ® B,

et la relation réciproque, d'ou résulte bien :
a(1,(x) , I (X)) ¢

Considérons maintenant 1'ensemble S des subdivisions de [0,1], qui est filtrant pour la rela-

tion l—(e1 8, 8i 8, est plus fine que 8,).

¢/ Montrons que la famille filtrante :]s , 8 € S converge dans G ({G').

Pour tout s € S, et tout choix possible de = ," on a Is(x) c C(Ko), donc Us CJG(C(KO) )c'
et la famille 35 , 8 € S eat donc contenue dens le compact fixe JG(C(KO))c de l'espace JG(JG').
I1 suffit donc de montrer que cette famille vérifie le critdre de Cauchy pour la distance de Haus-
dorff 6 dans $6(5G'). |

Soient 8 et 8' € S deux subdivisions de [0,1] avec 8 + 8', X et X' deux choix possible des
vecteurs X associés & s et 8'. Pour |s'| £ n{e) (donc a fortiori aussi |s| = n(e)), on vérifie comme

en b/

Is(x) = IB'(X') ® BE » Iao(x') (= Is(x) ® BE
donc, dans SO ' : d(Is(X), Ia.(x_')) < £, et par suite aussi d( 33 ’ 38.) £ € dans JG6 (JG').

Soient alors 8, € S avec Isol £ €, et 3 et 8' deux subdivisions quelcongques plus fines que 8, ¢

On a :

6(35 ’JB')‘6(33'38)+6(US 'JS') < 2
o ]

et la famille filtrante ‘js , 8 € S vérifie bien le critére de Cauchy. Comme elle est contenue dans
un compact fixe de JG(J6'), elle converge donc vers une limite Je S6 (J6').
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a4/ Cette limite J € JG(IG') est constituée d'un unique élément I € .JG', que nous noterons

1
1= [ aar.
[+

Cela résulte aussitdt de b/, puisque le diamdtre est une fonction continue pour la topologie
myope : le diamétre de J est nul, et on a donc J = {I} pour un I € JG'.

e/ A toute subdivision s € S, associons (de manidre quelcongue) un choix X, du vecteur X as-

socié. Alors, la famille filtrante I (X)), 3 € 8 converge vers I dans J61,

En effet, cette famille est contenue dans le compact fixe C(Ko), donc admet une valeur d'adhé-
rence J dans SG'. Mais Is(xq) € 35 » et 1la famille filtrante Ja » 8 € 8 converge vers J = {1}
dans 4G (36'). On a donc nécessairement J € J , c'ést-a~dire J = I. Yar suite, la famille Is(x;‘)

converge elle-méme vers I.

Convexité de 1'lintégrale R.M.
Aingl est achevée la construction de 1'intégrale de Riemann-Minkowski. D'aprés e/, on peuf en
particulier écrire : '

1 n
o | o= ) = -1 ) -ls
(9-1-3) 1 \[A(A)dk un e & )

Plus généralement, 1'intégrale sur un intervalle [a,b] s'obtient sous la forme :

fA(x)dx = |s}-j-mo ® (x; - x3_,) Agy)

pour des subdivisions a = x £ X, £ ... £ x; = b de module |s|, et des choix quelconques des

o
€y € (xi - xi_1). En particulier, on a la relation d'additivité :

b ’ c ¢
j A(A)dX & fA(A)d)\ = fA(A)dk (a £bxec)
a b (] '

De méme, si A(A) et B(A) sont deux familles continues, on vérifie sans peine :

b b b
(9-1-4) A(A) ® B(A)dr = A(M\)ax @ | B(A)dA
I [ ane |

a a
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pour toute famille A(A) continue dans .Ko', on a :

b b '
j'm)dx = fc(m))cu € c(5€Y) (a £ D)
a a

Posons d'abord un lemme.

LEMME Y-1-1 - Si A(A) = A € SG! est indépendant de A, on a :
b
f'A(h)dk = (b-a) C(A) (a = b)
8

En_particulier, pour une famille B()A) continue dans JGO et A€ &60 , On a :

o b
(9-1=5) A® B(A)dr = (b-a) C(A) ® | B(A)ar
fremw /

le premier énoncé est une conséquence immédiate de la Proposition 1-5-5 et de la relation

(9~1-3). La relation (9-1-5) résulte ensuite de la relation (9-1-4).

Soit maintemant A(A) une famille continue dans SG', et ¢(A()r)) 1la famille (continue) consti-

tude des enveloppes vonvexes des A(A). Il faut montrer que 1'intégrale 1 vérifie :

1 1
1 -fA(h)dA =fC(A(A))dA

(] [+]

(il en résultera aussitdt I € C(JG'), puisque C(JSG') est fermé dans JG1). Posons, pour n entier >

0, e 0O0< kxn:
kX/n
Iy(n) = A(N)d
sl }

n

n
dtolu rdsulte : I = @ Jk(n).
k=1

Soit € > 0, et n(e) le module de continuité uniforme figurant en (9-1-1). Pour n vérifiant :

-:Tsn(s), on a :

e (L, B e cad o, , A& c a0 @ B,

On vérifie sans peine que l'intégrale de Riemann est croissante pour ¢ . On a donc, pour
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A€ [l‘-;; ’ %], compte tenu du }emme 9-1}-1' :

3 e d cad) od B, =[5, @ ca))

(fctagncisne Iym)

Prenons la somme de Minkowski de ces relations. Il vient :
. n no X
1= . J(n) c B @ ( 2 1 c(a(zx)) )
k

3 leadycn o1

(Be : boule fermée de centre O et de rayon €). Pour n tendant vers 1'infini, on en déduit, d'aprds

(9-1-3) 3 . 1

1ecB e [cl))a
)

1
j c(a(A))arc B, @ I
o

I1 suffit alors de faire tendre € vers O pour obtenir :

1
I =] c¢(a(r))an
|

Le théorime est démontré.

Considérons maintenant le cas particulier d'une famille A(\) dans 1'espace C(Jﬁo) des compacts
convexes contenant 1'origine. Chague A(A) eat caractérisé par sa podaire T, € R (paragraphe 4-4),

qui est une fonction continue sur la sphire unité 8, de [Rd.-

Proposition 9—t-1.—- Une famille & un paramdtre de compacts convexes A(N) € C(JGO) est continue si

et seulement si les images r, des A()\) dans le cbBne ‘convexe R vérifient :

a/ Sup r,(u) < o pour tout intervalle fini [a,b] .

Sup
A€ [a,b] ue S,

b/ Pour chaque u € Sy l'appﬁcation A -~ r)\(u) east continue.

b
L'intégrale I = f A(A)dA admet alors dans -glol'image ry définie par :
a
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b
(9-1-6) r(w) = [r(an

Ia condition a/ est nécessaire, car la famille continue A(A)}, A € [a,b] eat compacte dans
C(J{po), donc conterue dans un compact fixe. La nécessité de b/ est évidente. Inversement, si a/ et
b/ aont vérifiées, soit xn une sulte convergeant vers Ao. De a/ résulte que les A(’h) sont contenus
dane un compact fixe. Soit alors A une valeur d'adhérence dans -.960 de la. suite A(kn), et 1:A son
image dans % . De b/ résulte T, = r)‘o, donc A = A(ko) et la suite A()h) converge elle-méme vers
A(Ao)-

Il est alors immédiat que l1l'image dans R qe 1'intégrale I est donmée par (9-1-6).

REMARQUE { - Plus généralement, si u est une mesure & support compact sur la droite réelle, on
peut associer & toute famille continme A(A) € C(JGO) 1l'intégrale :

1= [ a0 ulan) € ey

définie par son image dans R s

ri(w) =/rx(w) pldr)

(11 suffit de prendre une suite de mesures By a supports finis convergeant étroitement vers y pour

8'agsurer que ry est bien dans R>).

REMARQUE 2 - L'intéret de 1'intégrale de Riemann-Minkowski est 1ié au probléme suivant qui se pose
lors de le définition des granulométries : caractériser les familles B(A) & un paramdtre A 2 O dans
$G! telles que A 2 p entralne que B(A) est ouvert selon B(u), soit :

(9-1-17) B(A) = (B(A) © B(p) @ B(p)

c'est-a-dire B(A)_croissante pour le préordre » (A 7B si Ay = A)

Si A(A) est une famille continue dans $G', et C € JG' un compact quelconque, la famille :

A
(9-1-8) B(AM) =Ceo fA(x)dx (A 2 0)

o

vérifie, pour A 2 pu :

A
B(A) = B(u) @ | A(N)dA
/
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donc, vérifie la condition (9-1-7). B(A) n'est pas forcément convexe (& cause da la constante arbi-

traire C € C(SG')).

Mais cette constante C ne jouant pas un rb8le eassentiel, on peut prendre ¢ = {0}, et la famille
B(A) est alors dans C(5¢). Elle est évidemment continue en A, d'aprés la proposition ci-dessus. Elle
est méme dérivable en A, comme on le déduit de (9-1-6).

En sens inverse, on peut se poser la gquestion suivante : a quelle condition une famille B(A)
croissante pour »» dans SO ' est-elle de la forme (9-1-8) et, en particulier, est-elle convexe &

une constante prés C €5¢' ?

Si B(\) eat de la forme (9-1-8), pour A 2 p,.on &, d'aprés (9-1-8) et le Théoréme 9-1-1 :

A
v
B % =j c(a(A)axr € C(36'))
n

I1 en résulte, d'aprés ce qui précéde, que les dérivées & droite et & gauche :

. ot ) Y
ar B(A) = EJ_'.iT 0 % (Bkﬂ: ® Bx)
a- -
ax B(\) =

e =-+0

n  1(y 0B

existent et coincident. Nous désignerons par B)\ leur valeur commune, ici égale & C(A(A)) :

=

d -
& B, = ¢(a(n)) € ¢,
Cette dérivée est de plus continue en A,
Ces conditions sont 4videmment nécessaires pour qu'une famille B(A) possédant la propriété

(9-1-7) soit de la forme (9-1-8). Il reste & voir qu'elles sont suffisantes : cela découlera immé-

diatement de la proposition 9-1-2 ci-dessous.

Mesure sur R & valeur dans C(¥G')

+
Considérons d'abord les applications positivement linéaires de ¢:,6(IR) dans C(JGO) (espace des

compacts convexes contenant l'origine) identifié & T% . A toute fonction positive & support compact
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+
fe@(,

bre rf(u). A u fixé, la fonctiomnelle rf(u) est positivement'linéaire et continue. Il existe donc

(R) est ainsi associée une fonetion r € B> et, pour tout u sur la aphdre unité 8, » le nom-

une mesure positive sur R, soit r(uzdr), avec
(9-1-9 rg(w) = [200) rlusar)

+
et cette mesure possdde la propriété : (u — rf(u)) €T , VvV EE %(m). En désignant par A(f) l'o-
voilde associé & cette application u ~ rf(u), on peut écrire (9-1-9) sous la forme :

A(L) = fA(dh) £()\)

et définie ainsi une mesure A(dA) & valeur dans C(JG)) : on note que toute application positivement
+
linéaire de ¢J6(m) dans c(.%o) est nécessairement de cette forme.

‘

Soit maintenant f - A(f) une application positivement linéaire de G’J(:(m) dans C($G') : 1l'ovol-
de A(f) ne contient plus nécessairement 1l'origine. Farmi les translatés de A(f) qui contiennent 1t
origine, soit Ao(f) celui dont 1'imege dens R minimise la norme dans LZ(SO). On vérifie sans peine
que 1l'application A — A est continue dans C(SG'). Ainsi A(f) est de la forme :

A£) = a)(2) @ (n(D)}

aved Ao(f) =fA°(dh) £(A) pour une mesure Ao(dh) & valeurs dans C(SG ). Le point h(f) représente la
translation Ao(f) - A(f). On vérifie sans peine que h(f) est une fonction positivement linéaire et
continue de £ : il existe donc une mesure (vectorielle) h = (h1,..hd) a valeurs dans md, telle que :

n(#) = fn@n) ().
Finalement, la forme générale de la fonctionnelle A(L) est :
AS) =fA°(<n) £(A) ® [fh(dx) (A}
ce que l'on peut écrire symboliguement :
A(£) =jA(dA) £(A) , A(@A) = A (4A) @ [n(an)]

Pasaons maintenant 4 la carsctérisation des familles B(A) vérifiant la propriété (9-1-7).
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Proposition 9-i-2.~ Soit B(A), A 2 O une famille A un paramdire dans c($6t). B(A) e:t ouvert selon
Proposivtlon o= "< _ e
B(p) pour tous A,p vérifiant A 2 p 2 0 sl et seulement sl on a B(A) = B(0) @ f A(dx) & une

Yo
trenslation prés pour une mesure A(dx) & valeurs dans 0(360);

I1 est clair, tout d'abord, que la propriété de 1'énoncé est invariante par translation. On
peut donc supposer O € B(A). L'additivité de 1'intégrale montre qu'une famille de la forme :

+\
(9-1-10) B(A) = B(O) @ A(dx)
0

vérifie la propriété. Inversement, soit B(A) ume famille vérifiant cette propriété dans 0(560), et
r(\) 1'image dans J% de B(A). Pour A 2 y, r(A) - r(p) est dens Ro, donc, en particulier r(r) 2 r(p).

Pour tout u € So , la fonctionmumérique r{A,u) est non décroissante, et il existe une mesure

r{uzdA) telle que ¢
+A

r(ir,u) = r(o,u) +f r(u;da)
‘ +0
De plus, pour tout intervalle I, la fonction u — r(u;I) est dans JR>. On en déduit que pour
+
fe€ d':K’(IR), 1a fonction u - r(u,f) est encore dans J> , de sorte que r(ujdA) est 1l'image d'une me-
sure A(dA) & valeurs dens C(J‘Go) d'ol résulte la représentation (9-1-10).

COROLLAIRE_{ - Pour qu'une famille B(A) possédant dans C($G,) la propriété ci-dessus soit 4 une

constante prés 1'intégrale de Riemann-Minkowski d'une famille A(A) continue, il faut et il suf-
fit qu'elle admette en tout A une dérivée continue, nécessairement égale a A(N).

COROLLAIRE 2 ~ Dans JG', tout demi-groupe Bk a un paramétre A 2 0, tel que O € B)‘ pour tout A est
constitué des homothétiques AB pour un B € C(JGO).

En effet, d'aprds le théoréme 1-5-1, les B}\ sont convexes. On a donc Bk € C(.Kpo).

L'image r, de B, dans R vérifie Thep =T * T, s'sgissant de fonctions 2 0, r, st néces-

sairement de la forme r, = Ar pour un T €N .

REMARQUE - On note qu'il n'est pas nécessaire de supposer la continuité du demi-groupe ; ou, si l'on

préfere, que tout demi-groupe dans C(JGO) est continu. Mais le résultat ne s'étend pas & C(fG'). On
sait, en effet, qu'il existe des fohnctions h : R - & (non mesurables) vérifiant h(A+p) = h(A) +
h(p) sens 8tre de la forme Ah pour un h € Bd : pour B € C(S6'), la famille :

(9-1-11) B(A) = AB @ {h(A)}
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constitue alors un demi-groupe non continu dans c(JeY).

COROLLAIRE 3 — Tout demi-groupe non continu dans C(§G') est de la forme (9-1-11). Autrement dit,
tout demi-groupe dans C(JG') est de la forme AB, B € C(J6) a une translation prés.

En effet, soit :B)‘ un tel demi-groupe, et, parmi les translatés de B)‘ qui contiennent O, soit
. . .
C)‘ 1'élément dont 1l'image dans %> minimise la norme dans LZ(S). On a cx = Bh ® {hk;’ d'on

L} L ] L
c}d—p. = B)\+p. ® {h)d'p.} = c). @ cp. ® Eh)\ﬂz - hk - hp}

Mais les éléments de norme minimale dans R forment un e¢¥ne convexe dans I.2_(S). de sorte que
]

. - . 1] A
c)‘ ® cu est lui-m8me de norme minimale. On a donc ckﬂl = ck ® .(.‘.u et h“ﬂ = hk 4-']:1'l « Comme CA est
dans C(Jéo), le Corollaire 2 donne C, = AC pour un C € C(4G,) et, avec h, = - h, , d'ol :

Bk

AC @ (h,}

avec une translation h, vérifiant n(a+p) = h(x) + h(p).

Nous avons ainsi caractérisé les familles B(A) vérifiant (9-1-7) dans C(¥G'). Nous allons voir,
maintenant, que toute famille B(A) dams JG ' vérifiant cette propriété admet une enveloppe convexe
C(B(r)) vérifiant encore (9-1-7).

v
LEMME 9-1-3 - Pour A, B € JG'y, on a C(4a @ \l;) c C(A) © C(B). Si A est ouvert selon B (AB = A), on a :

(3-1-12) c(ae B) = c(a)  o(B) , olag) = (C(a) @ C(E)) @ C(B)

V. v v
En effet, (AG B) ® B A donne C(A © B) @ C(B) « C(4), puis C(A @ B) c C(A) © C(B). Ces inclu-
sions deviennent des égalités sl Ay = A.

Proposition 9-1=3.- Si une famille & un paramétre B)‘ dans &¥G!' egt croissante pour le préordre »
(A»3BsiAg = B), les enveloppes convexes C(Bk) constituent une famille croissante pour Y , et

admettent 4 une translation pr&s une représentation de la formé :

+A
C(B,) = C, ej A(ax) (» 20)

+0

pour une mesure a valeur dans C(S(po).
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. v
En effet, d'aprés le lemme, (B)‘ =) Bu) ® Bu = B, entraine

(2(B,) © o(B,) @ O(B) = C(By)

et il suffit d'appliquer la Proposition 9-1-2.

COROLLAIRE - Si une famille B, croissante pour - dana SG' et vérifiant O € B, admet en tout A 2 0
une dérivée A droite égale & {0}, elle se réduit a un compact B, indépendant de e

La propriété est vrale dans c(&(,o), d'aprés la proposition 9-1-2, corollaire 1. Dans JG°,
d'aprds le Lemme Y-1-3, on a pour A 2 u ¢ '

v \d
| B, © 13‘1 c ¢(B,) © C(Bu)

Mais (le passage & l'envelofpe convexe étant continu) C(Bh) admet la dérivée a droite C{0O} =

{0}, d'od C(BL) = cote d'aprds la Proposition 9-1-3, et C(I.Bi) O G(‘Bp') = ;o;. On a donc B, ) ip =
{0}, et 3

v
- BA=(BAGBu)QBu=Bu=B°

11 resterait a étendre la Proposition 9-1-2 et son corollaire {1 a l'espace 6 ' lui-méme. Si

une famille B, dans $©! admet une dérivée continue A(7), on vérifie assez facilement l'inclusion
A
B. © B

B)‘ c B ef A(x)dy. Pour montrer que l'on a l'égalité, il faudrait établir que les _A+h A con-
vergent unlformément vers A(A) sur tout intervalle borné. Si cette propriété est vraie, toute fa-
mille B)\ A dérivée continue sera 1'intégrale R.M. de sa dérivée, et sera donc convexe & un compact

constant prés. Nous n'aborderons pas cette question.

L' Intégrale de Stieltjes-Minkowski.

Pour montrer qu'il existe dans JG' des familles Bh croissantes ne se laissant pas ramener a

des familles convexes, nous allons en construire effectivement &’ partir d'une intégrale S.M.

Soit A(A) une famille continue & {1 paramdtre et F(A) une fonction non décroissante de A. En
remplagant les Xy =Xy g0 qui figurent dans la construction de 1'intégrale de Riemann, par les
F(xi) - F(x. ), on 8 aperqoit sans peine que les ralsonnements faits ci-dessus restent valables,

et 1l'on obtient ainai l'intégrale de Stieltjes-Minkowski ou intégrale S.M.
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b
(9-1-12) J“A(x) ar(z) = Iﬁﬂo ° B(xy) - F(x;_ 1) ACEy)
: ‘

Mais le lemme Y-1-2 ne subsiste plus, en général, et le Théordme 9-1~1 n'eat plus valable :

1'intégraie de Stielt;es- waki ne prend pius ses va.leurs dans C(JSG').
A

+
La famille B(\) =f A{(\) dF(r) eat croissante pour > . En effet, on a :

o

A
+

B (A) = B(p) ef Alx) dF(x) (2 p
By

et B(A) est ouvert selon B(u). Mais les B()) cette fois ne sont plus nécessairement convexea.

Par 1'intermédiaire de l'intégrale de Stieltjea, on peut associer a toute famille A(A) conti-
nue a support compact (c'est-a-dire A(A) = {0} dés que X n' appartient pas & un i.ntervalle [a,b] don-
né) son_intégrale selon une mesure positive p dormée sur R . On prendra F(x) -f p{dy) pour x 2 a,

et on posera

b,
f A u(@n) = f AL F(an)
a

Mais des anomalies vont apparaltre. Par exemple, si une suite By de mesures converge vaguement
vers une mseure p, les intégrales f;(x)" p.n(dk) ne convergeront pas obligatoirement vers fA(h)p(dk).
Pour le voir, supposona que les By soient des régularisées de leur limite vague p, et edmettent des

densités fn(h) continues. On montre alors @

= f“” ny(dr) = ffn(k) A(n)ax

{la seconde intégrale étant prise au sens de Riemann). Comme la famille fn(k) A{7) est continue, le

théordme 9-1-1 montre que In est convexe :
I = [£,0) ota)ar ¢ o6
On peut alors montrer que la suite I, converge dans c(JO!) vers la limite J définie par :

=fc(m)> a(dr) € C(6")

et non vers l'intégrale I = fA(h) p(dA). Compte tenu de la continuité de 1'application A — C(A),

on peut vérifier que l'ona J = C¢(I), mais non en général J = I.
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I1 suit de 1la que c'est sur C{J6'), plutdt que sur &6' lui-meme, que la théorie générale de
1'intégration conduira a des résultats mtéreaaanta.

9-2 LE POINT DE VUE FONCTIONNEL.

r

Dans ce premier paragraphe, nous allons transposer la théorie des mesures de Radon en dé-
finissant une intégrale & valeur dans 1l'aéapace J(oo des compacts contenant l'origine comme une ap-
plication d*un espace de fonctions dans Jréo. Il faut donc, au préalable, caractériser ces espaces

de fonctions.

+ + +
Les espaces @]E ’ Q& et c“’.

. Soit E un espace ICD, (l:;é l'espace des fonctions continues positives a supgort compact dans E,
ibg l'espace des fonctions s.c.i. positives sur E (& valeurs finies ou non) et Qk l'espace des fonc-
tions s.c.s. positives sur E et & supports compacts. Nous allons définir que Q; et 0; des topologies
analogues & celles que houa avons introduites dans le premier chapitre. Pour cela, remarquons qu'une

fonction £ 2 O sur E peut &tre caractérisée par son sous-graphe supérieur T, qui est le sous-ensem—
ble de l'espace produit E x #, (B, est la demi-droite > O complétée par son point & 1'infini) dé-
fini par :

T={(xr) ;x€B, r>0, £(x) s r}
vu, aussi bien, par son sous-graphe inférieur f‘ défini par :

i."=[(x,r)t;xGE,r>0.f(x)<r}

On a alors le résultat suivant :

.‘.
Proposition 9-2-1.- Une fonction £ 2 O sur E est dans Q (resp. dans d}k) g8l et seulement si son

sous-graphe inférieur 1" (resp. son sous-graphe supérieur T) est ouvert (resp. compact) dans
E x ﬂ+

Soit, en effet, r - x, une suite convergeent vers x dans E. On a (%,r ) £ I‘ 8l et seulement
sir = f(xn). Donc, pour toute suite n - (ﬁ,r ) £ I‘ convergeant vers une limite (x,r) dans & _,

on a £(x) £ lim f(x,) < r si £ est s.c.i., soit (x,r) £ r y €1 r est ouvert dans E x [R+. Inversement,
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ai ‘I" est ouvert et si n ~ x converge vers x dans E, on a (x,» f(%)) £ f", d'old (x, Rim f(xn) £ r
clest-a~dire £(x) = lim f(ﬁ). De mfme, (x,r) € T équivaut & r <« £(x). Supposons f s.c.s. et & sup-
port compact. Si une suite n - (rh,rn) € T converge vers (x,r) dans E x §+ yonar<limf(x) =
£(x), et (x,r) € T, donc T est fermé, et méme compact puisque contenu dans le compact Supp f xl'§+
Inversement, si T est compact, le support de f est compact. Si n - X, converge vers X dans E, on

trouve (xn,f_(xn)) €T, d'od (x, IIm £(x,) € T, et par suite 1im f(xn) € £(x) : £ est s.c.s.

+ - + :
Nous pouvons donc identifier @, a un sous-espace de & (E x B,) et & & un sous-espace de
(E x 'ﬁ ), et mmir ces eapacea de fonctions des topologies induites correspondantes. I1 est fa-

cile de vérifier que Qg et Qk sont des sous-espaces fermés de Q (Ex® ""') et JO(E x ﬁ ) respecti-

vement. En particulier, °8 est compact, et Qk est ICD.

Si k € Q; et g € Q; , on pose k € g si le sous-graphe supériewr dee k est contenu dans le
° : - °
sous-graphe inférieur I_‘g de g, soit I‘k c I‘g. Cette relation signifie donc : pour tout x € E, on
a soit g(x) = k(x) = 0, soit k(x) «¢ g(x) strictement, De m8me, k f£ g signifie Fk ¢ f‘g, ctest-a-
dire : 11 existe x € E avec k(x) = g(x) > 0 ou k(x) > g(x) =

: +
Avec cette convention, 1l eat facile de vérifier que la topologie de Qg eat engendrée par le

sous-ensemble {g : g>k}, ke Qk (ouverts s.c.i.) et [g ¥ gol, g, € Q (ouverta s.c.s.). De méme

la topologie de 'Dk est engendrée par les sous-ensembles [k : k < g}, g € 0 (ouverts s.c.s.) et
-’-

{k: k£Kk), k, €@ (ouverts s.c.i.)

+
En ce qui concerne les fonctions continues A support compact, on a manifestement wJé w n
+ +

<I>k . Nous conviendrons d'é4crire ¢ < g pour g € db et ¢ € @JG sei T

q’cI‘g, etdeméme, pour ke@k,

k < ¢ signifiera I‘k c P‘P. Avec cette convention, on vérifie que les topologies de @8 et de &k sont

encore engendrées par les familles de sous-ensembles :

: + +
(g:8>9, (8 8X0l, o€ Ly pour 1'espace 3.

+ ' +
[k:k<(p},[k:k{(p},tp€¢56 pour 1l'espace @,

+
On vérifie aussi que les restrictions a ¢J{, des ensembles de ces quatre types sont des ouverts

+ +

de QK:’ lesquels, inversement, engendrent a eux tous la topologie de QK': . Autrement dit, une suite
+ +

q‘:n converge vers ¢ dans @JG 8l et seulement sl elle converge vers ¢ & la fois dans <I>k et dans ®_ .

En ce qui concerne la convergence monotone, on notera :
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+ +
s P€ Oy 9 Tooug Lo = 9,~9dans Gy

+ +
8, 1 8€8, 18, Teaoug {g = g ~gdams g,

+ +
ks k€ , K Tkouk | X » k ~kdans o,

En ce qui concerne 1l'addition, on note que :
+ + +

(k, k') - k + k' est une application s.c.s. de & x & dans &

(9» 9') -~ @ + o' est une application continue de @\‘2’ X Q;Jdans e

36
+ + +
(g, 8') = g + g' est une application s.c.i. de tbs X Qg dans 03

Prolongement d'une pseudo-intégrale & valeurs dans .560.

+
Soit I une application ¢ (E) dans %(R ). Nous dirons que I eat positivement homogdne si

I(xp) =AI(9), 20, 9 € 6* ; croissante si ¢ s @' dans been‘traine I(9) c I(9*) ; sous—addi~
tive, sur-additive ou additive selon que l'on a I(9 + ¢') c I(9) ® I(9'), I(9 + ¢') o I(9) @ I(9')

ou I(p + 9') = I(¢) ® I(9') ; convexe (concave), ai I eat positivement homogine et sous-additive

(sur-additive) ; positivement linéaire, si elle est & la fois convexe et concave,

Toute application positivement hologéne vérifie I(0) = {0}. Comme on a toujours 0 c I(p) (JGO

désignant l'espace des compatcs contenant 0), toute application concave (en particulier toute appli-

cation positivement lindaire) eat croissante,

+
Nous dirons qu'une application I de CJ(O dans JG (le) est une intégrale, si elle est positive-
ment linédaire ; qu elle eat pseudo-intégrale si elle est convexe croissante rt si de plus l'appli-

cation CI de f_kg dans C(J‘Go) associant a tout ¢ ¢ 056 nveloppe convexe CI(¢) de I(p) est une in-
tégrale. On vérifie immédiatement que toute intégrale est une pseudo~intégrale.

Proposlt:l.on 9-2-2.- Toute application croissante et convexe (en particulier toute pseudo-intégrale)

de .Ka(E) dans J(, est continue, Toute intégrale, et, plus généralement, toute application con-
cave prend ses valeurs dans C(JGO).

_ ) + , +
Soit I une application convexe de vaa dans G, et g une suite convergeant vers ¢ dans Cjfg.

+
Ies Pn ont leurs supports dana un compact fixe Ko c E, et on peut trouver une fonction P € @Je

avec ¢ (x) = 1 pour x € K, . Pour n assez grabd, on a donc :
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‘P‘?n*’e?o,?n“?*'eq’o
1 étant convexe et croissante, on en déduit

I(¢) c Ig, + € 9) =1 (p,) @ ¢ I(ey)» Iey) © I(¢) ® & I(g,)

Par suite I(g,) converge vers I(9) dans SG,.

n

L @4 avec @ = 9 d'oh

i=1

i(e) :'111' (I(Q))m,et, pour n infini, I(g) o CI(p) d'aprés la Proposition 1-5-5. L'inclusion inver-

+
Si I est une spplication concave, pour tout @ € ¢J6 , On 8 9@ =%

ge 4tant toujours vraie, I(@) est convexe.
Nous allons maintenant prolonger sur I le compactifié S_Go = ‘%o U {w}, w désignant le point
a 1'infini de $G.

+

Prolongement sur & _. ‘
ne il 3

+
Dans ce qui suit, I désigne une application croissante convexe (donc continue) de $J6 dans 560,

qui ne sera pas, en général, une paeudo-intégrale, sauf mention ecplicite du contraire.

+
Pour tout g € Qg s On posera :

+ ——
(9-2-1) I(g) = lim [I(‘P)v 9 € ¢'J<9 y P < gl € \K’o

Ia limite est prise au sens de limite dans Ro de la famille filtrante croissante des I(e) »
+

P € G&. Oon sait que cette limite est :

<+
(g) = U {I(9), 9 < & ¢ € Tyl

gi ce fermé§ est dans .%0 - ou, sinon, le point & 1'infini w.

+
Proposition 9-2-3.- I est croissante, convexe et s.c.i., sur Qg , et vérifie la continuité monotone

+ —
séquentielle : g 7T g dans L entraine I(g,) - I(g) dans 56,
+
On vérifie sans peine que I est croissante. 3i g, —~ & dans Qg , 80it ¢ < g (strictement) une
+

fonction de §6' On a g, > ¢ pour n assez grand, d'ou I(gn) > I(g). D'aprés la définition (9-2-1),
il en résulte lim I(gn) o I(g), et I est s.c.i.
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+
Ia continuité monotone g 4 g entraine g8, ~ g dans Qg y d'ol lim I(gn) o I(g), puisque I est
s.c.i. On a aussi I(g ) c I(g) puisque I est croissante, d'od Iim I(gn) c I(g), et I(g)) - 1(g)

dans .960.

Soient g, g' dans @g ' Py et (p deux suites dans Qf(a avec @, 1‘ & Vn T g'. Pour k,u réels 2 0.

on a aussi A @ + cpn) 4 (A g+ p g'). La continuité monotone et la convexité sur @K,dorment :
* L}
I(Ag + pg') = lim I(Aq, + ue,) c lim [A I(g,) & u I(e,)] = A 1(g) ® u I(g')

+
COROLIAIRE -~ Si I est une intégrale, son prolongement sur Qg eat positivement linéaire. Si I est

une pseudo-intégrale, CI est positivement linéaire sur O; .

+
Prolongement de I sur Qk .

+
Sur @, , définissons la fonction T en posant :
(9-2-2 I(k) = 1in (I(g), & € 4- » 8>k = N Ig) €56,
ok

(limite de 1la famille filtrante I(g), & > k. égale dans 56 a 1'intersection de cette famille).
Comme tout k € dék est majoré par un ¢ € 0% , 1 prend ses valeurs dans $6 (T(k) #w. On vérlfi:,
dtailleurs, que l'on peut, dans la définition (9—2—2), remplacer les g € <I> » 8> k par les ¢ € 6&
¢ > k. Plus précisément, pour toute suite ¢ € @_;6 » Py | k¥ entraine I(g,) - T(x) dans dans $G  (en ef-
fet, pour € > 0, soit g € tb avec g > k et T(k) c I(g) c T(k) ® B, , B, désignant la boule de rayon
€ : le support de k étant compact, on a ¢, < g pour n assez gramd, d'ol I(k) c I(cp ) e I(kx) @ B, »
et I(gp,) ~ I(x)). -f;

+
Proposition 9-2-4.- L'application T est convexe, croissante et s.c.s. sur Qk . ILa convergence mo-

notone k. J k dans °k entraine I(k ) - T(x) dans 96 Pour tout g € Q » on a I(g) = lim {I(k),
X € ‘Dk » k < g}. 81 I eat une intégrale (resp. une pseudo-intégrale), I (resp. CI = CI) est
positivement lindaire sur 15; .

_ +
On vérifie immédiatement que I est croissante. Soit 9, € 9'6 avec g > ket I(p.) c T(k) ® B
o c*
+ - - - .
Pour tout k' € @, tel que k' < ¢  ,.on a aussi I(k') c I(q:o) c I(x) @ B, , donc I est s.c.s. sur
+ .
®;, . La convergence monotone lgl J, k dans Qi entraine 151 - k et TIm T(l%) c T(x), puisque T est s.c.s.
Mais T étant croissante, on a aussi lim I(kn) > T(x), et T(lﬁx) - T(k) dans .960. Pour g GVQ; s On a
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1(g) o lim {I(X), k < g}. Mais i(g) = lim {I(9), ¢ € QG. 9 < g}, et Qéc q@‘; donnent 1'inclusion
inverse, et 1'égalité.

1 ]
Enfin, soient k, k' € q:; ot o, ¥ K qa; ey 9, w; € ¢’ . Onaaussi (Ap, + upy) yQk + pk'),

J6
Ay p 20, d%0U :

I(ak + pk') = lim T(Ag, + wey) < 1im AI(g,) @ pIlg,) = AL(®) ® wl(e’)

et 1'inclusion inverse si I est concave. Adnai, T est convexe sur d»; , et positivement linéaire si

I est une intégrale.

L'espace @; des fonctions pseudo-intégrables,

Dans ce qui suit, 1 désignera une pseudo-intégrale (bvien que certaines des propositions ci-
dessous subsistent si I est simplement une application croissante convexe). Nous désignerons par I'

1'intégrale associde a I, définie par I'(£) = CI(£), ou enveloppe convexe de I.

Pour toute fonction £ (définie sur E, & valeurs dans la demi-droite compacte §+), posons :

1

( T() = 1im {Ie), & € g + & > £}

(9-2-3)

% I(£) = lim {I(x), k € °§ , k < £}

(11 s'agit des limites dans Eo des familles filtrantes considérées). Nous désignerons par Q_; 1l'en-
semble des fonctions f telles que I(f) = I(f), et par Q; le sous-ensemble de Q; défini par la condi-
tion supplémentaire T(f) € 8, Nous poserons I(=T = I) sur Q_; et Q: .-D'aprés la proposition 9-2-3,
@E est contenu dans ;g. L'inclusion Q; c Q: n'est pas tout-a-fait évidente, ca.r 1'inégalité k < £
est stricte dans la définition (9-2-3). Mais, pour € 4 0, 1la suite k = (1—sn)k vérifie k < k, et
T(x,) ~ T(k) dens $6, , d'olt o) © o .

Pour deux fonctions £, f' positives quelconques, on établit sans peine les inclusions :

g I(£) < T(£)
(9-2-3) T(e+2') € T(£) @ T(2£")

I'(£+£') o I'(£) ® 1'(£")
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(1a seconde inclusion s'applique & I et I', la troisidme & I' seulement). .

LEMME 9~2-1 - On a £ € @: si et seulement si on peut trouver une suite &, > £ décroissante dans @;
et une suite k, < £ croissante dans @; telles que I(g, - kn) converge vers {0} dans .960 . On
afe Q; et I(£) = w 8si et seulement si on peut trouver une suite k < £ croissante dans 'db;

telle que I(k ) converge vers w dans Yo .

Ie deuxidme énoncé résulte immédiatement des définitions. Soit f une fonotion telle que I(e)
# w. On peut trouver une suite décroissante g > f dans Q; telle que 1(31) # w et une suite k, <f
croissante dans Q; avec lim I(gn) = T(£) et 1lim I(k)) = I(k). La suite g, - k, , décroissante dans
<l>; , Vérifie I(gn - kn) € S0, (puisque I(g1) # w), et, dans JGO. la suite décroissante I(gn - kn)

admet une limite A. D'aprés la seconde inclusion (9-2-3'), on'a :

(g,) = e, - k, + k) c I(g, - k) © T(k)

et, pour n infini, T(£) c A ® I(£). Si 4 = [0}, on en déduit T(£) = I(£) et £ € @. Inversement,
supposcns £ € O). Les deux dernidres inclusions (9-2-3') montrent que 1'intégrale I' associée a I
est additive, soit (T(£+£') = I'(£+£') = I'(£) @ I'(£') pour £, £' & @), de sorte que 1'inclusion
ci-dessus est une égalité pour I' : T'(f) = C(A) @ I'(£). Mais TI'(£) = 1'(£), puisque f € Q; , et
par suite C(A) = {0}, et, a fortiori, A = {O}.

Proposition 9=2-5.- @; eat stable pour v et Q; eat stable pour A .

L L
Soient £ et £' dans tb; y et kn N gn(ls1 ’ gn) des suites dans Q; et di; vérifiant relativement
a f (4 £') les conditions du lemme 9-2-1. Il en résulte que :

I(g,+ g; - k- k;l) c I(g- k) @ I'(&;1 - k;)
converge vers {0} dans S{po » donc aussi son enveloppe convexe :
I'(gn+g;—kh- kr';) =I'(gnvg;=knvk;)e;"(gnAg;- knAk;l)
(on désigne par £ v £' et £ A £' les fonctions Sup (£,f') et Inf if,_f') respectivement). Mais cela

n'est possible que si chacune des suites décroissantes I'(gn v g;l - k.n v k;‘) et I'(g, A g;-kn A k;l)

converge vers {0} dans ‘%o‘ A fortiori, on a alors :

e, v gy -k, v i)~ (0], I(g, A& -k Ak)~ (0]
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et, d'aprés le lemme, cela entraine f£ A £' € q'; et £ v P e q.; .

Si une fonction I € 5: vérifie I(f) = w, on peut trouver ﬁané Q; une suite croissante kn <t
avec I(kh) - @ dans 32%. Pour toute fonction f£', 1'inégalité £ v £' > kh entraine I(f v £') = w
donec £ v £' € @; , d'aprés le lemme 9-2-1. o

Proposition 9-2-6.- 81 f et £' sont deux fonctions de Q; onaf+ f'e€ Q; . 81 de plus £ > f', on

g aussi £ - £' € o; .

Prenons, en effet, des suites g , kh(g; ’ k;) vérifiant les conditions du lemme pour f et f°'.
L'inclusion de sous-additivité @

g, + &, - k, - k) < 1(g, - k) ellg, - k)
montre (g, + &, - K, - k) ~ {0}, d"0d £ + £ € &% , d'aprds le lemme. 51 £ ( £' 2 0, on a ausei :
P N
et : _
By = K m (0 - By, &y My — (m g) = (8ym dy) ¢ (g - Ky)
On en déduit (croissance et sous-additivité) :
g~ X, - (k- &), c Ig- k) ® I(g, - k)
le premier membre converge donc vers {0}, et, d'aprés le lemme, f - £' € ¢; .

COROLLAIRE - @; et ¢; sont stables pour 1l'addition, et I est croissante et convexe sur o; .

Pour Q; , cela découle de la proposition. S1i f € o; , et I(f) = w, pour toute fonction positi-

ve £', £ + £' € @z (Proposition 9-2-5), et la relation I(Af + gf') w.montre la convexitéd.

Proposition 9y=2=T7.- Q; est stable pour l'addition dénombrable. Pour toute fn dans ¢; , ON a

N [ : ]
I( Z)fn) = 1im I( zﬂ £)c e1 I(f)) pour la pseudo- intégrale I, et I'( Z)fn) = o I'(£)
n n= n=

n=1
pour l'intégrale associéde. :

. oy
Soit f une suite dans ¢/ . 5i I(fno) =wpour wnn, , £f=Xf vérifie £ 21 , d'od
n o
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I(e) o I(fn ) et £ e Q'; » I(£) = w. Supposons donc £ € o: pour tout n. Soit e une suite de réels
(\ ) ] . v

> 0 avec T, €, = €. D'aprds le lemme 9-2-1 et la Proposition 9-2-6, on peut trouver g, € Q; avec

gn>fn,etkne¢;aveckn<rntelaquez '

(a) | I(g, - k) c B,
n
(boule de rayon sn). D'aprds la Proposition 9-2-3, g = X g, et h = z k vérifient :
(g) 1(783 ) » I(g~k) = lim I(g( k ))
b I(g) = 11 , I(g=k) = -k )]
() g) = Un I{ 7 8, g 4 R 87K,

Supposons d'abord I(g) # w. De (a) résulte :
1( )NS( )) N I( )eB
(e) Zleky)) e o Ieyky) B

et la seconde relation (b) donne I(g-k) c B, . Il suffit d'appliquer le lemme 9-2-1 pour en déduire
. A
f e Qo .

_ X .
Mais (c) donne I( T En) cl( T fn) ® B, . Enfin, (Proposition 9-2-3) pour N assez grand,
n=1 n=1

-on a ausei I(g) c I( 21 gn) ® B, , donc :
n=
N N
I(£) c I(g) I(nE)1 £,) ® K, © (lim I(n§=31 £)) e K,

N oo
Par suite, I(f) = lim I( = fn). L'inégalité I(f) c o I(fn) en résulte aussitdt, par sous-
N n=1 n=1
additivité, et devient une égalité pour 1l'intégrale associde I' aui eat additive.

Il reste & examiner le cas ol I(gn) # w mais I(g) = w. On a a fortiori I'(g) = w, et la suite :
( g ) 6 (e,)
I = o I'
Rn=1 ®n n#y . ®n
converge vers w (Proposition 9-3-2). Comme on déduit de (a) :
1'(g,) I'(g,) c I'(f) ® Ken

on a aussi :

N N
n:1 I'(g,) c k. ® (ng I'(£,))
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N N
Done @ 1'(f) =I'(Z £,) converge aussl vers u, dtol I'(£) = w et par suite I(f) = w.
n#1 n=1{ o -

Proposition 9-2-8.-~ '\b; eat stable pour la convergence monotone | , et fn l f dans Q; entra;ne
1(£,) - I(£) dans 3G,

N
En effet, posons h, = £, , h = f - : SR dtol £y = n§1 h, ,f =E%. si I(fno) = w pour

un n, s £ 2 fn entratne ;(f) = w, et la proposition en résulte. Si fn € Q: pour tout n, hn € 0;
°

(Proposition 9-2-6), et la Proposition 9-2-7 permet de conclure.

Proposition 9-2-9.- Q; est stable pour la convergence monotone |, et t, J £ dans @; entralne I(fn)
ind I(f) dans %0.

Soit d'abord £ € <I>'; avec _fn J, 0. On a f1 - fn € d?; (Proposition 9-2-6) et f1 - fn/r f1 , d'ol
I(f1-fn) - I(f1) dans 360 (Proppsition 9-2-7). Mals, dans 860, la suite décroisaante I(fn) admet
une limite A, et I'(fn) converge vers C(A). L'additivité de I' donne alors :

I'(g,) = I'(£,-£)) & I'(£,)
et, en passant a la limite, I'(f,) = C(A) ® 1'(£,), d*ou C(A) = {O} e¥, a;fortiori, A = {o}.

Soit maintenant £\, f, £, € & . On @ encore £, ~ £ € & (Proposition 9-2-6), et f£,-f, T £,-f
entratne (Proposition 9-2-8) £, - fe Q: et I(f1—fn) - I(fi-f). Mais la Proposition 9-2-6 montre
f = f1 - (ft_f) € Qg y donc aussi f -f. Comme £, -f tend vers 0, on a, d'aprés la premiére partie,
I(f, -f) - {0} dans §6, . Par suite, I(f,) c I(£) ® I(f -f) vérifie TIm 1(f) < 1(£), dtol I(£)) ~
I(£), puisque £ > f.

Plus généralement :

LEMME de Fatou-Iebesgue - Soit fn une suite dans éz majorée par une fonction g € Q; fixe. On a :

I(lim sup fn) > Iim I(fn)
n
I(lim inf £)  lim I(£,)

En particulier, si une suite fn € @; majorée par un g € Q:; fixe converge ponctuellement vers

une fonction f, on a £ € q;; et I(£,) - I(£) dans G .
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Onag?2 sup £, .4 oh sup £ € Q (Proposition 9-2-3), et I(lim sup £ ) = lim I(sup b 4 )
man men

(Proposition 9—2-9) Comme I(f ) c I(sup £ ) ’ la premiére inclusion en résulte. De mems. g :Inf 4

donne Inf £ € & (Proposition 9-2-9) et I(1lim Inf £ ) = lim I(Inf £ ) (Proposition 9-2-8). De
men m ° n n n men n

I(f. ) » I(Inf £_) résulte la seconde inclusion.
n n
men
I.EMIEQ—Z—}-PourfeO;et a réel € O, onaf/\a.etl; .
En effet, soit & une suite croissante de compacts recouvrant E. On a1 € Q; c Q; s puils

f A (a 1&) € tb; (Proposition 9~2-5). Comme (f A & 1&) | (£ A a), 1la PrOpoaition 9-2-8 donne
(£ Aa)6€ &: . .

Proposition 9-2-10.- Pour f € Q; s ONn a 1{f>b} € &; » et de méme 1[azf>b} € @; pour a2 b > O,

T

Pour a > b » 0, posons r, = !..A.%%_u . D'aprés le lemme 9-2-3 et la Proposition 9-2-6,

s .
ona r, € 0; si f e Q; . Poural b, ona ry 1 1A1f>b} y d'ol 1’{f>h} € o (Proposition 9-2-8}), et

méme 1{f>bi € d?; gi b> 0. Pour a 2 b > 0, 1|f>b} - 1(f>al .= 1{azf>b} € d?; , d'aprds la Proposition
g-2-6. : .

COROLLAIRE - Pour toute £ € @

o+

, lea fonctions :

T, =k§1 (x/2%) 11(k+1)/2nzf>k/2n}

vérifient r 4, I(r,) - I(£) dans £, ,» et l'intégrale I' vérifie :

I'(f). B lzm 1:1 (/2% I'(Al(k+1)/2nzf>k/2n})

Pseudo-Intégrales semi-additives, ou S(oo-lntégrales.

Nous dirons qu'une pseudo-intégrale est semi-asdditive si elle vérifie I(p+p') = I(¢) @ I(g')

pour ¢, @' € %‘,’ supports dia;joints. Si ¢ ¢' = 0, les supports de ¢ et ¢' ne sont pas forcément

disjoints, mais ¢ = (q)—en)+ et (pn = (g' -en) (e {, 0) sont a supports disjoints, donc I(cpn+q>n) =
i(e,) ® I(qan). De ¢, 1 oet (pn’[‘ 9 résulte ensuite I(gp+p') = I(¢p) ® I(9'). Plus généralement :
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Proposition 2-2—-11. Si 1 est une pseudo-intégrale semi-additive, on a I(£+£') = I(£) @ I(£') pour
£, £' € o dés que les ensembles {f > O} et {£' > O} sont disjoints.

La proposition egt vrale sur 0;('9 , et on vérifie immédiatement qu'elle subsiste sur Q; et @;.

Pour £ € Q telle que 1(f) = w, la proposition est encore vraie (par définition w @ K = w dans .S_(, ).
Supposons donc f et f' € O , et solent k < £, kn < f' deux suites croissantes telles que J.(kn)

]
1(£) et I(k,) — £' dans Jo . 81 {f > o} N {£*' > 0} = &, a fortiori k kn 0 et 1(131+k ) = k) @
I(k;l). Pour n infini, on en déduit :

I(£+£') > 1im 1(1514-15;) = 1(£) @ I(£")

L'inclusion inverse étant vérifiéde, puisque I est convexe, on a 1'égalité.

COROLLAIRE - Si la paeudo-intégrale I est gsemi~additive, pour toute fonction f € Go y O &

i(g) = ]im ;1 (x/2%) 1(1_‘{(k+1>)/2n x £ > x/2P

En effet, considérons les fonctions r, introduites dans le corollaire de la Proposition 3-2-10.
Ies Propositions 9-2-7 et 9-2-11 donnent :

o0
Iry) = 121 (x/2%) I(1{(k+1)/2n 21> k/2n])
et il suffit d'appliquer le corolleire de la Proposition 9-2-10.

A partir de maintenant, nous ne considérerons plus que des peeudo— tégrales semi-additives,

que nous appellerons intégrales & valeurs dans 560, ou -intéggales, pour les distinguer des in-
tégrales proprement dites, ou c(.f(oo)-intégralea, qui prennent leurs valeurs dans C(JGO)

9-3 MESURES SUR E A VALEURS DANS 3G+

Soit I une J(a—lntégrale sur un espace ICD E, et Q 1l'espace fonctionnel sur lequel I se

prolonge. D'aprés ce qui précéde, Q contient les fonctions boréliennes sur E, et, en particulier,
les indicatrices des boréliens de E. Désignons par 48 = J3(E) l'ensemble des boréliens. En posant
I(B) = I(1B) pour B €  , on voit que I applique J3 dans J%o. Cette fonction d'ensemble est

croissante, vérifie I(¢) = {0}, possiéde la continuité monotone Béquentielle : B 1‘ B entratne
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1(8,) - I(B) ; By 4 B avec I(B, ) # w pour un n, entraine I(Bn) - I(B) D'aprds la Proposition

9-2-11, I est additive sur @ donc aussi c-additive. m.fln, I(K) ;4 w pour K € JO(E).

Ie corollaire de la Proposition 9-2-11 montre que I(f) peut se mettre sous la forme £(x) I(ax),

ce symbole ayant le sens usuel de limite d'intégrales de fonctions étagées.

E, sens inverse, si E est un espace quelconque muni d'une o-algdbre B , nous dirons qu'une

applicaetion p : 03 - J’6° est une megure (finie) & valeurs dans JGO si elle vérifie les 3 axiomes :

1-B, B' € B, Bc B' » u(B) c u(B") (croissanéé)
2-3B, B ¢€B, BNB' =¢ » u(BUB') = u(B) o u(B') (additivité)

3-RB, €R, Bn‘L¢ o u(B)) ~ {0} dans Jo,,.

On note que p(B) est toujoixra un compact contenu dans le compact fixe p(E), d'od résulte en

particulier que 1'espace image u(B) est compact dang \Koo. Des trois axiomes résultent les propri-
étés : .
I(g) = {0}

B, TB ouB |B = p.(Bn) - u(B) dans S0,

ainsi que la g~additivité : p( U Bn) = @ u(B,) pour des B, disjoints.
n n

Montrons, par exemple, la propriété de continuité monotone. Soit B, 4 B dans J3, donc
(B\B,) { ¢. L'axiome 3 donne w(B\B,) - {0} dans SG,. De u(B) = w(B,) ® u(B\B,) (axiome 2) et du
fait que la suite p.(Bn) croissante dans J(oo converge vers la limite A = {J ul Fn’ € ‘K'b (puisque
tous cea compacts sont contenus dans le compact fixe p(E)), résulte alors p(B) = A. De méme, si

B, |\ Bdans B3, (BN\B) | ¢ et u(B\B) | {0}, d'ok u(B,) = u(B) @ p(B\B) { u(B) dans $6,

De mfme, une application p de & dans 1e compactifié :(-(—90 = 360 U {w} sera une mesure g-finie
sur E s'il existe dans J3 une suite croissante K, avec E = U B telle que p,(En) € &Go.p,(B nq,l) Tu(B)
dans J'Go pour tout B € U3 et que la restriction Hn de u & chague En vérifie les trois axiomes ci-

dessus.

Une mesure y o~finie est croissante, g~additive, et vérifie B, 18w p,(Bn) ~ p(B) dans Ji’po

pour toute suite Bn dang B . Montrons, par exemple, la continuité monotone.

Pour B f B, on a dans S6
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p(B) = Un p(BNEY =U w(BNEY)
m m
w(B,) = lim w(B, N E) = E u(B, N E)
m

- puisqu'il s'agit de suites croissantes dans J(zo, et de méme :

lim u(B,) =g w(B) =g ll_d u(Bn n Ems =

B NE)) = (u(B )) =
U, NE)) =U U NE,

U U WE, NEY) =Ur(BNE) =@
m n m
Ia o-additivité se déduit alors de l'additivité simple, qui se démontre elle-méme sans peine.

Par contre, la continuité monotone B & B = u(B)) = u(B) dans 320 n'est assurde, au départ,

que si les Bn , au-deld d'un certain rang, regtent contenues dans Em fixe.

Enfin, nous dirons qu'une mesure p o~finie sur un espace ICD E muni de sa o-algdbre borélienne
est régulidre s'il existe une %o-i.ntégrale I telle que p(B) = I(1p) pour tout B € J8. Celd impli-
que, en particulier, que u(X) soit fini pour tout compact K € JG(E), et aussi que les restrictions
de p & g(E) et a JG(E) soient respectivement s.c.i. et s.c.s. (nous verrons que ces conditions

sont remplies auton;atiquement dés que p est finie pour tout compact).

REWARQUE - Toute mesure y & valeurs dans #6, est croissante pour le préordre = sur JG, (A > B
sl Ay = A). En effet, pour B' c Bdans Y3, on a u(B) = u(B') @ u(BN B'®), donc u(B') = pu(B) :
telle est la raison de la présente 4tude, dont 1l'objectif initial était de caractériser les familles

a 1 param¢tre B, croissant pour = dans 560 .

Construction de 1'Intégrale associée & une mesure 4 valeurs dans .SGO .

Soit p une mesure finie sur un espace mesurable (E,J3) & valeurs dans JGO set %+ 1'ensemble
des fonctions é&tagées positives sur E (de 1la forme £ = 2; X 1Bi ’ Xy 2 0, Bi € J3 partition de E).
Pour £ € %, , définissons u(£) en posant ' '

p(®) = 2(x) plax) = @ x; u(By)
i
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Si f' est une autre fonction étagde, de la forme £' =2 Xy 133 , On a

L} L
£+g! = Ej (x; +x5) 15 N3y
et @ u(e+£*) = i?j (xi + x;) w(B; N B;)
La relation (A + p) Kc A K@ p K (K € J6,) montre :

p(£+£') e u(£) @ p(L*)

Mais, si £ £' = 0, on met £ + £ sous la forme T x, 1, + 2 x' 1, 'puisque B, N B, = ¢ d&s
’ 1 1 B YT By 1773
que x; X, #0, d'ou :

w(eret) = (o x; u(3;) @ (@ x; w(B) = w(H) @ ul")

Ainsi p eat convexe, croissante et gemi-additive sur %+ .

A la mesure u, associons la mesure u' & valeur dans C(J$G,), en posant u'(B) = C(u(B)), Be R .
Sur ‘6+ y on a p'(f) = C(p(L)) et 1'égalité A K@ p K = (A + u)K, valable pour K € 0(4'60), montre

que la fonctiomnelle p' est positivement lindaire sur ‘6+ .

En reprenant le raisonnement classique (par exemple, dans Neveu, Proposition II-3-1), on mon-

tre que p(f) est l'unique fonctionnelle convexe, croissante et semi-additive sur %+ vérifiant

p.(1A) = u(A) pour A € BB , et que de plus p jouit de la propriété de continuité monotone séquen-
tielle : £ 1 £ ou £, 4 £ dans %' entratne p,(fn) - u(£) dans JGO .

Puis (en suivant par exemple Neveu, Proposition II-3-2) on étend p & 1l'espace 3+ (stable pour
1) des limites supérieures £ = lim 4 £, des suites croissantes dans %'. on pose pour cela : p(f)
= lim p(fn) dans 36_0 (cette limite existe, puisqu'il s'agit d'une suite croissante) ; on vérifie
que p(f) ne dépend pas du choix de la suite fn 1‘ f; et que l'application y : d+ - 36_0 ainsi défi-
nie est croissante, convexe (positivement linéaire, si u prend ses valeurs dans C(&Go)) et vérifie
la continuité monotone pour 4 : t, 4} £ dans 3+ entraine p(fn) -~ u(£) dans &60. Enfin, le lemme

de Patou reste valable. Si une suite f dans ' J+ est majorée par un g € U+ tel que p(g) # w, on a :
( u(lim Sup fn) = Iim p,(fn)

( #(lim Inf £ ) c lim u(f,)
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En particulier, sl la suite f € est majorée par un g € J+ avec I(g) # w et converge ponc-

+
tuellement vers £, on a £ € J_et u(f)) - u(f) dans 6.

Supposons maintenant que E solt ICD et muni de sa g-algdbre borélienne g3 . soit E, une suite
croissante de compacts couvrant E en vérifiant En c in+1 et p.une mesure o-finie pour les En y 8 '
valeur dans 560 sur chaque E . Pour ¢ € ¢J:, , le support de ¢ est contenu dans un E , et uly) =
J ¢ dy est dans .%o . Cette intégrale définit une application croissante et convexe de L;G' dane
JGO (donc continue, d'aprds la Proposition g-2-1) d'ailleurs semi-additive, comme on le vérifie
immédiatement. Il s'agit donc d'une JGo-intégrale I, et on a u(@) = I(@) pour ¢ € G.;;
intégrale se prolonge ensuite sur O; o 3 e et nous noterons encore ce prolongement I (qui prend

. Cette .560-

ges valeurs dans le compactifié J?:o). Il reste & montrer que I &olncide avec pu sur {]+ , et, en

particulier, que 1l'on a p(B) = I(1g) pour B € aB.

Pour cela, supposons d'abord la mesure u finie (u(E) compact). Pour tout g € QE , on peut trou-
+ + .
ver une suite % € Qs » on peut trouver une suite ¢ € % avec ¢, f g. I et p vérifiant la conti-
nuité monotone 1 , on en déduit p(g) = I(g), et I et p colncident sur of . Pour k € &; , on peut

g
trouver g, € %avec 9, ¥ k , et la continuité monotone | montre que I et y colncident encore sur
Q; . 30it, maintenant, f € w; . Par définition, on peut trouver une suite kh croissante dans Q; et

une suite &, déeroissante dans Q; . avec 151 < f < 8, et lim I(l&l) = I(f) = lim I(gn) dans Jf:o .

s . + 1 N '
HMais les suites kn et &, ont dea limites dans J', soient kn’r fo N gnJ, fo , d'ou fo N fo € at
L]
et fo s f < fo . Par continuité monotone, il en résulte :

w(ey) = I(2) = 1(8) = L(£)) = u(£,)

En particulier, si £ € J_ , on a u(f) = I(£), et u colncide avec I sur J, .

Si u est seulement o-finie et finie sur les compacts, on vérifie que le résultat subsiste, par
continuité monotone, en prensnt les restrictions de I et de p & une suite croissante de compacts

couvrant E. Finalement :

Proposition 9-3-1.~ Si E est un espace ICD muni de sa o-algébre borélienne 3B y toute mesure p o-

finie sur B & valeurs dans -Kao telle que p(K) € JGO pour tout compact K c E est associée de
manidre unique a une §G ,~Intégrale I vérifiant u(B) = I(1gpour B € B , et réciproquement. Il
y a donc identité entre 1l'ensemble des intégrales des mesures u de ce type, et 1'ensemble des
pseudo-intégrales semi-additivea I : (%2; - 560 . le prolongement de I coincide sur J+ avec
1'intégrale de la mesure p associde, et pour tout f € @; s on peut trouvef fo . f; dans J+
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avec £, < f < f; et p(fo) = I(g) = p(f;). Enfin I est positivement lindaire (donc & valeurs

convexes) si et seulement gi 1a mesure p associde est elle-mfme & valeurs convexes.

COROLLAIRE - Toute mesure j o-finie sur (E,3®) finie pour tout compact posséde la propriété d'ap-
proximation :
vBER, ulB) = llén; (w(K), K € F6(E)

(11 s'agit de 1la limite danse 'E‘o de la famille filtrante croissante des u(K), K c B). En effet,

soit A cette limite dans Eo‘ On a A c p(B). Soit I la 4G -Intégrale associde a pu, et k, une suite
+

croissante dans &, avec k < 1y et lim (k) = I(1g) = u(B). Soit £, = lim t k, € J, la limite des

k, . On a aussi w(B) = I(fo) = p,(fo). Soit e ¢ O une suite de réels > 0, et K les compacts de E

définis par :

K, = ik, 2 eq}

i

Ia suite croissante { admet une limite f; dans 3+ « Kais 1 majore 1B s donc aussi £ sur

o ’

] L] ] N  —
K, i onadonc ig2 £ 22 , d'od p(B) = I_(go). iaia I(£)) = lim p(Kn) dans J6, , donc u(B) c A,

et 1'égalité u(B) = A en résulte.




