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PREFACIO DEL TRADUCTOR

Una vez finalizada 1la traduccidén del Fasciculo 5, “La Théorie des
Variables Régionalisées, et ses Applications” del Maestro Georges
Matheron, publicada en 1970, un amigo geoestadistico me solicitd traducir
“Cours de Géostatistique”, el cual a su juicio era un subconjunto del
Fasciculo 5.

Al realizar la traduccién me di cuenta de varias diferencias, por
ejemplo, en el tratamiento del krigeado, en el cual se llega a un sistema
de ecuaciones de n-1 incdégnitas, siendo n el numero de datos (esto se
conocid, en el pasado, como sistema de Matheron. Debido a que el tiempo
computacional para resolver un sistema es proporcional a n?, yo he
utilizado este sistema en mis programas computacionales, construyendo un
programa mas rapido que los otros).

La diferencia mas notable es que en el Fasciculo 5 no existe un capitulo
acerca de los ©problemas de economia minera. En este curso de
geoestadistica se estudian los problemas econdémicos para determinar el
ritmo de produccién y la ley de corte optimos. Matheron llega a la
conclusién que para determinar la ley de corte y el ritmo de produccidn
que maximizan los beneficios futuros de la explotacidén de un depdsito, se
debe utilizar una tasa de actualizacidén 1=0, en abierta contradiccidn con
la tendencia actual, la cual conduce a un “floreo técnico” de nuestros
depbsitos.

Ademds de rendirle un homenaje de reconocimiento y de afecto al creador
de la Geoestadistica, con la satisfaccidén de haber sido su Secretario en
la efimera Asociacidén Internacional de Geoestadistica, el propdsito de
esta publicacién es doble: por una parte servird de ayuda y complemento
para los estudiantes de minas, de geologia y los profesionales
interesados en la estimacidén de recursos mineros, por otra parte, como
una referencia para mostrar que ciertos conceptos y el uso de algunas
herramientas han sido desvirtuados con el correr de los afios. La varianza
de estimacidédn, nocidén capital en todo el libro, constituye un excelente
ejemplo.

La traduccidén es casi textual pero he omitido - en lo cual G. Matheron
estaba de acuerdo - el modelo de De Wijs. La palabra “semivariograma” es
reemplazada siempre por “variograma”. En vez del anglicismo “kriging” he
preferido traducir “krigeage” ©por la palabra correcta en espafiol
“krigeado” o “krigeaje” (se prefiere krigeado porque krigeaje no suena
bien en castellano).

Existen otros manuscritos que he realizado, que iré poco a poco pasando a
formato electrénico, poniéndolos a disposicidédn de la comunidad minera.

M. ALFARO



CURSO DE GEOESTADISTICA

0 — INTRODUCCION

Designaremos por x, y, ... puntos del espacio de n dimensiones (n = 1, 2

o 3), por dx, dy, ... elementos de longitud (n = 1), de superficie (n =

2) o de volumenes (n = 3), centrados en los mismos puntos, por f(x), g(y)

etc., ... funciones de estos puntos.

La integral (extendida a todo el espacio) de una funcidén f(x) se escribe:
[ £y

Por ejemplo, para n = 3 dimensiones, y, designando por (x;, X,, X3) las

tres coordenadas del punto x, esta notacidén se explicita de la manera
siguiente:

jf(x)dx = deleszf(xl, X, , X; )dx,dx,dx,

De la misma manera, escribiremos Ij(ﬂdx para la integral de la funcidn
A

f(x) sobre un dominio A del espacio de n dimensiones.

az
A
b2
d4q tl-]
Para n = 2, si A es el rectédngulo de la figura, se tiene, de manera

explicita:

by by

[ £Godx =[x [ £(x,x,)dxdx,

Estas notaciones son a la vez muy condensadas y muy parlantes: en una
primera lectura se las puede interpretar en el espacio de una dimensidn,
donde su significacidén es, en general, muy clara. La generalizacidén a los
espacios de dos o tres dimensiones se hace asi més féacil.

Ejemplo: Sea V un volumen, y g(h) = g(h;, hy, h3) una funcidén del vector
h de coordenadas h;, hy, hy; . Sean x = (%1, X3, X3) e vy = (yi, V2, V3) el
origen y la extremidad del vector h, es decir h=y-x. El valor medio de la



funcién g(h) cuando los dos puntos x e y recorren (cada uno a su manera)
el volumen V, se escribe:

1
7jm1ay<w@
En notacién explicita, lo anterior se escribiria como:
1
7jjjdxldx2dx3jjfg(yl = X3 Yy = X3 Y3 = Xy )dy,dy,dy,

La primera notacidén es un simbolo, que describe directamente el concepto
de valor medio; la segunda es un algoritmo que indica el camino a seguir
para calcular esta cantidad, pero cuya significacidén no aparece a primera
vista.

0-2 PRODUCTO DE CONVOLUCION (media mdévil)

El producto de convolucidén de dos funciones f;(x) y f,(x) se define por:

2(0) = [ L=y = [ £,(0) 1, (x = y)dy
Se escribe, en notacidén simbdlica:
g=h*1
Esta operacidn de convolucidn juega un papel fundamental en
Geoestadistica (como también en probabilidades y en toda la fisica
tedérica). La convolucidén se puede asociar con la nocidén intuitiva de
“media mévil”:

Regularizada de una funcidén f (media mévil ponderada de la funcidn)

pix)

Sea p(y) una funcidén de ponderacidén. E1 valor en el punto x, de la media
mévil de la funcidén f ponderada por p es:

£,00) = [ POV S (i + 9)dy = [ (=) (x, = )by

(se atribuye el peso p(y)dy al valor tomado por f en el punto x4 + y. La
segunda expresidén se obtiene al cambiar y por -y).



Sea p la funcién transpuesta de la funcidén p (por definiciédn:
P (x)=p(-x)). f,(x9) es el valor en x,de f*p:

Esta media moéovil £, de 1la funcién £ (ponderada por p) se llama
reqgularizada (de f por p).

Ejemplo 1 (toma de una muestra v en el punto x)

Sea v la muestra implantada en el origen de coordenadas, y sea k(x) su
funcién indicatriz (por definicidén k(x)=1 si x€v y k(x)=0 si =x€&v).
Tomemos como funcidén de ponderacidédn p(x)=(1/v)k(x). La media mbvil
correspondiente:

1

fo==S*k
1%

representa la ley media de la muestra v tomada en el punto x. De manera
explicita, se tiene:

£, =[£G+ )y
v A4

Ejemplo 2 (radiactividades)

Si en el origen 0 de coordenadas se pone una masa unitaria de una
sustancia radiactiva, se observa a la distancia d una radiactividad igual
a RAe™/d (A es una constante vy A es el coeficiente de absorcidén del
medio) . Sea ahora f(x) la ley en el punto x de esta sustancia radiactiva.
Designemos por d(x-x;) la distancia entre dos puntos x y Xo. La masa
f(x)dx localizada en x genera en X, una radiactividad:

Ae M) [ d(x—x,) f (x)dx

En total, se observa en x la radiactividad:

e—ld(x—xo)
Af f () =——dx
d(x—x,)
Esto no es otra cosa que el producto de convolucidén Af*p (con una

funcién p de ponderacién p(x)=e™/d, la cual es ademds simétrica, es
decir p=p)

0-3 GEOSTADISTICA Y TEORIA DE LAS VARIABLES REGIONALIZADAS.

La Geoestadistica es la aplicacién de la teoria de las variables
regionalizadas a la estimacidén de los depdsitos mineros (con todas las
aproximaciones que esto implica). De manera general, diremos gque un




fendémeno es regionalizado cuando se desplaza en el espacio, manifestando
una cierta estructura. Las ciencias de 1la tierra, entre otras, nos
proporcionan numerosos ejemplos. Si f(x) designa el valor en el punto x
de wuna caracteristica f de este fendmeno, diremos que f(x) es una
variable regionalizada, abreviado, wuna V.R. Se trata de un término
neutro, descriptivo, anterior, en particular a toda interpretacidn
probabilistica.

Entonces, del punto de vista matemdtico, una V.R. es simplemente una
funcién f(x) del punto x, pero es, en general, una funcidén muy irregular:
ejemplo: una ley en un depdsito minero. Una variable regionalizada se
presenta bajo dos aspectos contradictorios (o complementarios):

e un aspecto aleatorio (alta irregularidad, % variaciones
imprevisibles de un punto a otro)

e un aspecto estructurado (la V.R. debe sin embargo reflejar a su
manera las caracteristicas estructurales de un fendmeno
regionalizado)

La teoria de las V.R. se propone entonces dos objetivos principales:

e en el plano tedrico, expresar estas caracteristicas estructurales
en una forma matemdtica adecuada

e en el plano practico, resolver el problema de la estimacidén de una
V.R. a partir de un muestreo fragmentario.

Estos dos objetivos estédn relacionados: para un mismo conjunto de
muestras, el error de estimacién depende de las <caracteristicas
estructurales; este error, por ejemplo, es mas grande cuando la V.R. es
mads irregular y mas discontinua en su variacidén espacial.

Campo y Soporte de una V.R.

El campo V de una V.R. es el dominio donde ésta es diferente de 0. Un
panel es un subconjunto V'’ de V.

Soporte - A menudo, no se conoce f(x), sino més bien su valor medio £, (x)
dentro de la muestra v tomada en el punto x. Esta regularizada f,(x) es
efectivamente més regular que la V.R. f(x). El volumen v se llama soporte
de la V.R. f,, regularizada de f. Otra tarea importante de la teoria de
las variables regionalizadas <consistird entonces en determinar las
caracteristicas de f, conociendo las de f. Ejemplo: en un depdsito,
prever las caracteristicas de los paneles V'’ (variable fy/), conociendo las
caracteristicas de f o de f, (muestras).

Mas generalmente, se buscard relacionar las caracteristicas de f con las
de una regularizada f, dada (ejemplo de las radiactividades).

0-4 METODOS TRANSITIVOS Y TEORIA INTRINSECA.

Para alcanzar los objetivos disponemos de dos grupos de métodos:

e métodos transitivos: absolutamente generales, en particular no
necesitan ninguna hipdétesis de naturaleza probabilistica, vy, a
fortiori, ninguna hipdétesis de estacionaridad.




e teoria intrinseca: se trata de una aplicacidén de la teoria de las
funciones aleatorias; entonces se introducen interpretaciones
probabilisticas, y ademds, una cierta hipdtesis de estacionaridad
(hipbtesis intrinseca)

Desde el punto de vista tedrico, estos dos grupos de métodos conducen a
resultados equivalentes, lo cual muestra que los resultados de la teoria
intrinseca no estéan, en realidad, ligados a la hipdtesis de
estacionaridad (por otra parte, se puede construir una teoria
probabilistica sin utilizar esta hipdtesis, la cual permite encontrar los
resultados principales de la Geoestadistica).

En la préctica la teoria intrinseca es mas facil de construir, y es casi
siempre la teoria gque se utiliza, salvo el caso particular, muy
importante, de la estimacién de una superficie o de un volumen (problema
geométrico)

Respecto de la Dbibliografia (ver referencias al término de este
Fasciculo), se encontrard en [4] la exposicidén completa de la teoria de
las variables regionalizadas, y en [5], una exposicidén abreviada de esta
misma teoria, ademds de un tratado completo de Geoestadistica aplicada,
conteniendo, en particular, el estudio de los problemas de optimizacidn
econdmica (el texto original en francés puede ser consultado en la
Biblioteca de 1la Escuela de Minas de Paris). La tesis de J. Serra
proporciona, por una parte una exposicidén general muy concreta (sin
dificultades matemédticas), y por otra parte, un estudio detallado del
esquema esférico. El1l antiguo tratado [3] estd obsoleto en gran parte,
salvo en lo relacionado con el esquema de De Wijs. La tesis de A. Carlier
[1] estudia (solamente para el esquema de De Wijs) los problemas
especiales propuestos por los depdsitos de substancias radiactivas. Los
problemas de optimizacidén econdmica se tratan en dos articulos de los
Annales des Mines [8], lo mé&s esencial figura en [5].




1 - LOS METODOS TRANSITIVOS

1-1 EJEMPLO INTRODUCTORIO

Consideremos el fendémeno de “transicidén” més simple que se pueda
imaginar: presencia o ausencia de una caracteristica. Sea por ejemplo una
formacién geoldgica de extensidén limitada. Un sondaje perforado en el
punto x la intersecta o no la intersecta. Designemos por k(x) la
indicatriz del conjunto S, es decir la funcidén definida por:

1 si xeS
k(x)=
0 si xeg8

Se trata de un fenbmeno Unico, para el cual no es posible realizar una
formulacién probabilistica: hablar de la probabilidad de gque un punto
dado x pertenezca a S no tendria gran sentido. Se puede observar también
que todo el interés se concentra aqui en la frontera de S. En efecto,
k(x) es constante tanto al interior como al exterior de S, solamente al
pasar esta frontera k(x) varia, pasando de 1 a 0 o de 0 a 1. Esta es la
justificacién del nombre de fendémeno de transicidén, y del nombre métodos
transitivos.

El 4rea S de nuestra formacidén estd dada, evidentemente, por:

S = j k(x)dx

El valor S constituye una informacidén muy interesante desde el punto de
vista practico: a menudo, se busca estimar este valor a partir de una red
de sondajes. Sin embargo este parametro no nos aporta ninguna informacidn
de naturaleza realmente estructural. En efecto, se puede definir 1la
estructura de un conjunto como el sistema de relaciones existentes entre
los elementos o las partes de este conjunto. Tendremos informacidén de
naturaleza estructural al hacer intervenir simultédneamente, al menos, dos
puntos.

Sean entonces dos puntos x y x+h (es decir el conjunto estructurante més
pequefioc que podamos imaginar. Consideremos entonces la expresidn
k(x)k(x+h): vale 1 si x y xt+h pertenecen los dos a S, y 0 en otro caso.
Pero decir que x+h pertenece a S equivale a decir que x pertenece al
trasladado S, de S segun la traslacidén -h. Se tiene entonces:



1 si xeSNS,,

Kk th) = 0 si xgSNS
—h

Integremos en x esta expresidn: obtenemos una funcién de h:

K(h) = [ k(x)k(x+ h)dx = medida(S NS )

Que representa la medida (el &rea) de la interseccidén de S y de su
trasladado por -h. Esta funcién es simétrica, porque las dos
intersecciones SNS., y SNS, se deducen una de la otra por traslacidén. Esta
funcién K(h) es el covariograma geométrico asociado a S. La funcidén K (h)
proporciona una cierta imagen de la forma del conjunto S:

Propiedades del covariograma geométrico K (h)

a/ Simetria: K(h)=K(~h)
Desigualdades: 0<K(h)<K(0)
Relaciones: S =K(0)

§? = j K (h)dh

b/ Alcances: el alcance a(a) en la direccidén o es la distancia a
partir de 1la cual K(h) se anula en esa direccidén. Entonces es la
dimensidén méds grande de S en esta direcciédn.

c/ Pendiente en el origen (derivada a la derecha y a la izquierda)

Kih)

Si el mbédulo dr de h es pequefio, se tiene:
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K(h)=K(0)-6rD,

§r[% es la mitad de la superficie pequefla barrida por el vector dr cuyo

origen describe el contorno de S. D, es la variacidédn diametral de S en la
direccién o (si S es convexo, D, es el didmetro aparente en esa
direccidn) .

1-2 EL COVARIOGRAMA TRANSITIVO (caso general)

Sea f(x) wuna V.R. nula fuera de un campo V acotado. El covariograma
transitivo de esta V.R. es la funcién g(h) definida por:

(1) g =[ /(@) (e +h)dx

Propiedades del covariograma transitivo g (h)

a/ Simetria: g(h)=g(-h)

desigualdad: lg(h)| < g(0) = [[ /()] dx

Sea QQ::If(x)dx la cantidad de metal, se tiene:

2
(2) O’ = [ g(hydh
(para demostrar (2), reemplazar g por su expresién (1), e integrar en h)

b/ Alcance: a(x) se define por la condicién g(h)=0 cuando h>a(a) para el
vector h de direccidédn o: es una propiedad del campo de la V.R.

c/ Comportamiento de g(h) en una vecindad del origen. La regularidad de
g(h) en una vecindad del origen refleja las propiedades de continuidad de
la V.R. en su variacién espacial. Lo anterior resulta de:

8O -g(h) = [[f 40 F] dv

Si f(x) es continua por trozos, g(h) tiene un comportamiento lineal en
una vecindad del origen.
Si f(x) es derivable, g(h) tiene un comportamiento parabdlico:

11



N AN TN

0 0 a0
Efecto de pepita WV R. continua a trozos WV R. derivable

A menudo, g(h) no es continuo en h=0: dicho de otra manera, g(0) es mayor
que el limite de g(h) cuando h tiende a 0. Se dice entonces que hay un
efecto de pepita. Mas que wuna discontinuidad verdadera, se trata,
frecuentemente, de una =zona de transicidén muy rapida, la cual,
experimentalmente, se presenta como una discontinuidad.

Caso isdétropo. Si g(h) = g(r) solo depende del médulo r = |h| del vector
h, su desarrollo en una vecindad del origen contiene una parte reqgular
(términos de grado par) y una parte irregular (términos en r*, A

diferente de un entero par, eventualmente con términos logaritmicos
r**log(r)):

parte regular parte irregular

El término de mds bajo grado de la parte irregular caracteriza la
irregularidad de la V. R. en su variacién espacial. Por ejemplo, la V. R.
geométrica asociada a una superficie S tiene un covariograma en:

K(hy=S—D|h|+.

el término de mads bajo grado de la parte irregular es de grado 1.

1-3 REGULARIZACION DE UNA V.R. Y SUBIDA

1-3-1. Regularizacién de una V.R.

Sea f(x) una V.R., P (x) una funcidén de ponderaciédn, f=f*p la
regularizada de f por p. La relacidén (1) puede escribirse:

g=f*f

lo cual muestra que el covariograma transitivo es la autoregularizada de
la V.R. f. El covariograma

g, =f*P*f*p=r*[*p*p=1,*],

12



se puede poner en la forma:
—o*
g,=8*P

con P = p *p: entonces el covariograma de la regularizada se obtiene
regularizando g con el covariograma transitivo P de 1la funcidén de
ponderacidén p: g, es una funcidén mas regular que g, asi como f, es méas
regular que la V.R. inicial f.

La Subida (caso limite de la regularizacidn). Si f3(x)=f3(x;, Xx,, xX3) es
una V.R. en el espacio de tres dimensiones, se dice que la V.R.:

So(x,%,) :J-f3(x1axzax3)dx3

definida en el espacio de dos dimensiones se deduce de f; por subida. Por
ejemplo, si f3(x) es una ley puntual, £f,(x;, x,) es la acumulacidn
(cantidad de metal al metro cuadrado) del sondaje implantado en el punto
(x1, x3) de la superficie topografica.

No hay dificultad para definir subidas de orden superior. Por ejemplo, la
subida de orden 2 (paralela al plano x;, X;) conduce a la V.R.

Si(x) = j_[f3 (x,, X, X3)dx, dx,

Se demuestra (por ejemplo, con la ayuda de la transformada de Fourier),
que el covariograma g;(h;, h;) de la V.R. f, deducida de f; por subida de
orden 1 se obtiene efectuando directamente esta misma operaciédn de subida
sobre el covariograma g3 (h;, h,, hj3) de la V.R. f3.

Subida en el caso isdétropo

Si g3(h)=g3(r) solo depende del médulo r del vector h, se puede efectuar
la subida término a término sobre la parte irregular de f; (este
principio de correspondencia término a término determina entonces el
covariograma g, salvo una serie entera). Luego al término en r* le
corresponde asi un término en r*'. Si A es un entero impar, o bien en el

caso de un término logaritmico, se obtiene la secuencia singular:

log(r) —> nr

r——r’log(r)

Donde se alternan términos impares y términos logaritmicos. Se observara
que, en todos los casos, la subida tiene un efecto regularizante.

1-4 LA ESTIMACION DE LAS VARIABLES REGIONALIZADAS

1-4-1 Expresién rigurosa de la varianza de estimacidédn. Razonaremos en el
espacio de wuna dimensiédn, sin embargo, los resultados se pueden
generalizar sin dificultad. Sea f(x) una V. R. Para estimar la cantidad
de metal:

13



0- [ fexax

Se dispone de una malla de muestreo con una malla regular a. Si X
representa la implantacién de wuna (cualquiera) de las muestras, se
conocen entonces los valores numéricos de f (xgtpa) para p entero positivo
o negativo). En efecto, si el campo estd acotado, solo un numero finito
de estos valores es # 0, y basta con que la red sobrepase un poco el
campo. Se toma como estimador:

0 ()=ay f(x+ pa)

p=—o0
El error de estimacidédn es Q-Q0"(xy): es una funcidn periddica de periodo
a), porque es indiferente tomar uno u otro punto de muestreo como origen

de la red de muestreo.

Para hacer que este error sea una variable aleatoria, basta con admitir
que “el origen” xo estd implantado al azar segun una densidad de
probabilidad uniforme en el intervalo (0,a). Se tiene entonces:

EQ)= jaZf<xo+pa) ——j f(x)dx=0

Y la varianza de estimacidén (varianza de este error aleatorio) es:

a’x0

o’ (a)=E(Q?)-Q’ jQ<o> -0°

Evaluemos la integral de [Q'(xg)]%. Se tiene:

(0] =a Z _Zf(xo+pa>f(xo+qa) L XS+ p)f 5+ pat k)
Integremos de 0 a a. Se tiene:

(0" () dv, =Y [ £ (xy + pa) f (x, + pa+ka)d, =

k o p

O ey

=a’y j S50 (5 +ka)dx, = a 2g<ka>

ko

Al tomar en cuenta la relacidén (2), se obtiene entonces la férmula:

(3) o a)=ay gka)- j g(h)dh

k=-o0

14



En el espacio de n dimensiones, se tiene un resultado totalmente andlogo.
Por ejemplo, para n=3, y para una malla en forma de paralelepipedo a; a, as
se tiene:

2
o (a,,a,,a;) = a1a2a3z Z Z g(ka, kya,,kiay)— J- g(h)dh
kl kZ k3
Observacién - La varianza de estimacidén (3) es la diferencia entre un
valor aproximado vy el wvalor exacto de la integral Ig(h)dh. Por

consiguiente o°(a) es mas pequefia cuando:

e la malla a es mas pequeifla
e la funcidén g, luego también la funcidén f, es més regular.

Si la malla es pequefia con respecto al alcance de g(h), la férmula (3)
tiene un gran numero de términos. Lo anterior nos conduce a buscar
férmulas de aproximacidn.

1-4-2 Férmulas de aproximacidn para el espacio de una dimensiédn.

En el espacio de una dimensidén, y para una malla pequefia respecto del
alcance, se puede aplicar un principio de correspondencia término a
término entre la parte irregular de g(h) y el desarrollo limitado de la
varianza de estimacién o°(a) en una vecindad de a = 0. A cada término
irregular en r* le corresponde un término en A,a'™ (A, es una constante
que solo depende de A):

En particular:

—r—>—a’
6
r*log(r) — 0.0609a’
Observacidén: Si L = na es la longitud mineralizada, y n el nUmero de

muestras positivas, al covariograma en Ir|® le corresponde la varianza de
estimacidén siguiente:

(4) O'Z(a)ZA;LaIMZ(A;LLIM)

1+4
n

Esta varianza estd en razén inversa de n'™ (y no en 1/n como lo habria
sugerido una aplicacidén errdnea de la estadistica clésica).

Zitterbewegung, o término fluctuante. EL principio de correspondencia que
hemos enunciado, es una aproximacién. El valor exacto de o°(a) calculado
a partir de (3) puede diferir notablemente del proporcionado por el
principio de correspondencia (ver la figura 1 adjunta): es el término
fluctuante, o Zitterbewegung.
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Figura 1: Zitterbewegung en la estimacidén de la superficie de un circulo
de didmetro 1, a partir de una malla cuadrada de lado a. En abscisa, la

malla a. En ordenada, la varianza de estimacién correspondiente &?(a). La
curva en morado representa el valor exacto, calculado a partir de la
férmula exacta (1-14), la curva en azul representa la férmula o°(a) =

0.2276 a’ + 0.0047 a°® obtenida despreciando el Zitterbewegung y reteniendo
los dos primeros términos del desarrollo limitado dado por el principio
de correspondencia (Nota del T.: no corresponde a la figura original, la
cual es en parte errdnea).
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1-4-3 Férmulas de aproximacidn para el espacio de dos o tres dimensiones.

A dos dimensiones (siempre excluyendo el Zitterbewegung) se tienen
férmulas de aproximacidén del tipo:

(5) O'Z(al,az):Blaf“l +Cial”ia2

[ ]
[ ]
L ]
[ ] [ ]
L [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
L ] L ] L ]
[} [} L ]
L] [} [} L ]
L] [} [} L ]
L] [} [} L ]
L ] [ ] [ ] L ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
- [ ] .$E1
L ] L ]
L] [}
[ ]
[}
—
42
Para un g(h) en |h|®* con a; £ a,. Si a; = 0, se conocen, de manera

perfecta, las acumulaciones de las lineas, entonces el término B,a,’™

representa la varianza del error que se comete al estimar Q a partir de

los resultados de las lineas (las cuales se suponen perfectamente
conocidas): es el término de rebanada (extensidédn de las lineas en sus
rebanadas de influencia). En el espacio de tres dimensiones se tienen

resultados andlogos.

1-5 APLICACION A LA ESTIMACION DE UNA SUPERFICIE.

Apliquemos la férmula 5 a la V. R. f(x) = k(x) igual a 1 o a 0 seguin que
X pertenezca o no a la superficie S: se trata entonces de la estimacidn
del &rea de esta superficie S a partir de una red de sondajes con malla
regular a; a, (a; £ a,). El covariograma transitivo K(h) asociado a S es
lineal en una vecindad del origen y se tiene:

K(h)=S—|h|D, +..

En que Dy es la semi-variacién diametral en la direccidén o del vector h.

a/ Consideremos primero el caso isdtropo, es decir en el caso en que la
variacién diametral D, = D es aproximadamente independiente de la
direccidén o. La férmula (5) es perfectamente aplicable y proporciona:
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La varianza es en 1/n%°, siendo n el numero de sondajes positivos. Para

utilizar esta férmula a partir de los datos disponibles, se puede estimar
S atribuyendo a cada sondaje su rectadngulo de influencia, lo que
proporciona:

S=na,a,

Se estimard D a partir del contorno de la unién de estas =zonas de

influencia (ver la figura adjunta). Entonces se contardn los numeros N; y
N, de elementos paralelos a a; Yy a, respectivamente (los cuales
constituyen el perimetro) vy se tendrd D = Nja; = Nya, (debido a 1la
isotropia). Por consiguiente queda la férmula:
2 2
(6) G—gziz N o061 (N, <N,)
S n 6 N,

b/ En general, sin embargo, el contorno no serd suficientemente isdétropo
para que D, pueda ser considerado como una constante D. Por ejemplo,
puede presentar una direccidédn principal de alongamiento. Si uno de 1los
lados de la malla es paralela a esta direccidédn principal (lo cual serd a
menudo el caso), la férmula (6) anterior sigue siendo valida: en efecto,
tomando esta direccidén principal como eje de las x, y multiplicando las
coordenadas por un mdédulo conveniente, obtenemos wuna nueva figura,
isdétropo esta vez (al menos en primera aproximacién) para la cual (6) es
vadlida. Pero esta transformacién no ha modificado ni N; ni N,, ni 1la
varianza relativa o0s°/S?, de manera que (6) es valida también en el caso
de una figura inicial anisodétropa.

Ejemplo: en la figura adjunta, se estima el A&rea mineralizada por 10
veces el rectédngulo de malla a;, a,. La figura tiene un hoyo (una laguna).
Al contar N; y N, deben figurar también los elementos exteriores y los
elementos interiores.
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Se lee en la figura:

2Dy = 12 a; es decir N; = 6

2D, = 8 a, es decir N, = 4
Por consiguiente:
2
o 1|4 36| 1.21
28 o — 1 240.061x22 | ===
S 016 4 100
Es decir una desviacién estdndar relativa og/S = 11/100,

relativo (con 95% de confianza) de *22%.

No se debe olvidar que este cadlculo hace abstraccidn
fluctuante o Zitterbewegung, del cual sabemos que puede
magnitud enorme.

Yy un error

del término
tener una
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2 — TEORIA DE LAS FUNCIONES ALEATORIAS INTRINSECAS

2-1 DEFINICIONES GENERALES.

Nocién de Funcidén Aleatoria. En teoria de probabilidades se define la

nocién de variable aleatoria (V.A.) vectorial (Y;, Y, ..., Yy) de k
componentes: es una familia de k V.A. ordinarias Y;, Y, ..., Yy (en
general no independientes). Cuando el nUmero k de estas componentes se

hace infinito, se obtiene una familia infinita de variables aleatorias:
esto es una funcidén aleatoria. En particular, si x es un punto del
espacio de n dimensiones R", se puede definir una familia infinita

(Y(x)), =x€R". A todo punto xo del espacio corresponde asi una V.A.
ordinaria Y(xp). Y(x) es entonces una funcidén del punto x, cuyo “valor”
en xXg NO es un numero, sino una V.A (a saber Y(xg)). Se dice que Y(x) es
una funcién aleatoria (abreviado F.A.). Se observard que, en general las

V.A. correspondientes a dos puntos de apoyo X; Yy Xy, es decir Y(x;) e
Y (x,), no son independientes.

Si Y es una V.A. ordinaria, el resultado particular de un experimento al
azar segun la ley de probabilidad de Y es un valor numérico particular

y. Anadlogamente, si Y es una V.A. vectorial (Y;, Y,, ..., Yy), un sorteo
al azar segun la ley (de k variables) de Y proporciona un vector y=(yi,
Yo, .., Vi), €es decir k valores numéricos particulares. Finalmente, si
Y(x) es una F.A. - es decir una V.A. vectorial con una infinidad de
componentes - un sorteo al azar, efectuado segun la ley (de una infinidad
de variables) de Y(x) proporciona una funciédn numérica particular y(x),
en general, extraordinariamente irregular. Se dice dque Vy(x) es una

realizacidén de la F.A. Y (x).

Siempre se puede considerar una realizacidén de una y(x) de una F.A. Y(x)
como una variable regionalizada. Inversamente, se puede interpretar una
V.R. como una realizacidén de una cierta F.A. Y(x): esta interpretacidén
permite aplicar a las V.R. los resultados de la teoria probabilistica de
las F.A.

Observaciones

1/ No se puede afirmar que una V.R. y(x) es una F.A. Esto tendria el
mismo sentido que decir: el nUmero 98 es una V.A. El enunciado correcto
de la hipdétesis probabilistica de base que deseamos introducir es: y(x)
es una realizacidén de una F.A. Y (X).

2/ Para que esta hipdtesis probabilistica tenga un sentido real, es
necesario poder reconstituir, al menos en parte, la ley de la F.A. de la
cual suponemos que la V.R. y(x) es una realizacidédn, lo cual supone que la
inferencia estadistica es posible. Por otra parte, la inferencia
estadistica no es, en general, posible si se dispone de una sola
realizacidén y(x) de Y(x) (de la misma manera, no se puede reconstituir la
ley de una V.A. Y a partir de un resultado numérico y=98 de un unico
experimento.). Para que la inferencia estadistica sea posible, es
necesario introducir hipdtesis suplementarias acerca de la F.A. Y(x), de
manera de reducir en numero de “pardmetros” de los cuales depende la ley
de Y(x). Este es el objetivo de la hipdtesis estacionaria que vamos a
definir: una F.A. estacionaria se repite, de una cierta manera, en el
espacio, vy, esta repeticidén hace posible 1la inferencia estadistica a
partir de una realizacién UGnica. Precisemos ahora esta hipdtesis:
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F.A. estacionaria. - Se dice que una F.A. Y(x) es estacionaria si su ley

es invariante por translacidén. Dicho de otra manera, si xi;, Xz, ..., Xy
son k puntos de apoyo arbitrarios (k entero cualquiera), las k variables
aleatorias Y (x1), Y(x3), ..., Y(xXy) tienen la misma ley de probabilidad
(de k wvariables) que 1las k V.A. Y(x;+h), Y(xyth), c.e., Y(xyth). En

adelante, Y(x) designard una F.A. estacionaria.

Esperanza matemadtica. - Consideremos un punto de apoyo X,. Si la V.A.
ordinaria Y (x,) admite una esperanza matemdtica, ésta es una funcidn
m(xy)=E[Y(x9)] del punto de apoyo XxX,. Pero Y(x) es estacionaria, por
consiguiente, se tiene: m(x¢o+th)=m(xq), para todo vector h, luego m(xq) es

una constante m, independiente de x;:
m=E[Y(x)]

Se puede suponer a menudo que m=0, al reemplazar Y(x) por Y(x)-m
(suponiendo siempre que esta esperanza existe).

La covarianza K(h). - Consideremos ahora dos puntos de apoyo X, y Xgth. Si
las dos V.A. Y(xq) e Y(xgth) admiten varianzas finitas (luego también una
esperanza m que supondremos nula), Y (Xy) e Y(xoth) admiten también una

covarianza K(xy;h), que depende, en principio, del punto de apoyo X,y del
vector h. Pero como Y(x) es estacionaria, se tiene: K(xpta;h)=K(x¢;h) para
todo vector a, luego K(xp;a) no depende de Xx,, y nosotros escribiremos
simplemente K (h):

(1) K(h)=E[Y(x)Y(x+h)]

Se comparard esta definicidén a la del covariograma transitivo: K(h) es la
transpuesta probabilistica de g(h).

Para h=0 se tiene K(0)=E([Y(x)]?): que es la varianza de la V.A. Y(xo).
Para que una F.A. Y(x) admita wuna funcidén de covarianza K(h), es
necesario y suficiente que Y(x) admita una varianza finita K(O).

Hipbtesis estacionaria de orden 2. - Diremos que una F.A. Y(x) es
estacionaria de orden 2 si la V.A. Y(xo) admite una esperanza m
independiente del punto de apoyo Xy, VY, Si para todo vector h la
covarianza:

K(h)=E[Y(x)Y(x+h)]—m;

existe y no depende de x,. Esta hipdtesis (la cual no implica la
estacionaridad en sentido estricto, tal como la definimos antes) es
suficiente para la teoria de las V.R. Sin embargo esta hipdtesis supone
la existencia de una varianza a priori finita K (0).

Varianza a priori infinita. - Por otra parte, existen numerosos fendmenos
que presentan una capacidad de dispersidén ilimitada y no pueden ser
descritos correctamente si se les atribuye una varianza a priori finita:
esta afirmacién puede sorprender, sin embargo hay que ver que la
naturaleza nos tiende aqui una suerte de trampa. Cuando se toman muestras
v en un campo V, se obtiene un histograma a partir del cual se puede
calcular numéricamente una varianza, la cual toma un valor perfectamente
definido. Pero esta varianza es, en realidad, una funcién &% (v|V) del
soporte v y del campo V. Esta varianza aumente, en particular, cuando el
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campo V aumenta. Si las muestras de tamafio v poseen una varianza a priori
finita, ésta debe ser igual al limite cuando V tiende a infinito, de la
varianza experimental 02(V|V).

Es asi como los autores de Africa del Sur (D. G. Krige, etc., ...), a
partir de cientos de miles de muestras tomadas en el gran yacimiento de
oro de Rand, calcularon la varianza de las muestras en paneles cada vez
més grandes, luego en toda una concesién, luego en el yacimiento de Rand
en su conjunto: obtuvieron una relacidén experimental de la forma:

%
o’ (v|V)=alog| —

v
El crecimiento de la varianza se produce siempre segun esta ley
logaritmica (férmula de De Wijs) hasta el Ultimo punto experimental, en
el cual V/v es del orden de la decena de billones: Se puede concluir, con

plena seguridad, que, en este caso, no existe una varianza a priori
finita.

Entonces estamos conducidos a reemplazar la hipdétesis estacionaria de
orden 2 por una hipdétesis mas débil pero de significacidén andloga:

Hipbétesis intrinseca. En el caso en que la varianza a priori K(0) no
existe (es infinita), puede ocurrir que los incrementos Y (xgth)-Y (%)
tengan una varianza finita. Diremos entonces que la F.A. Y(x) verifica la
hipétesis intrinseca si, para todo vector h, el incremento Y (xy+h)-Y (xo)
admite una esperanza y una varianza independientes del punto de apoyo X
(pero dependiendo de h), es decir:

E[Y (x+h)=Y(x)]=m(h)
E[(Y(x+h) =Y (x))'1=2y(h)

La funcién m(h) es la deriva lineal. Para demostrar que es lineal en h,
se parte de la relacidédn evidente:

Ye+h"+h)=Y(x)=[Y(x+h"+h) =Y (x+h)]+[Y(x+h") - Y(x)]
y se pasa a las esperanzas, de donde: m(h’+h”)=m(h’)+m(h”). Se puede
suponer siempre que esta deriva lineal m(h) es nula, al reemplazar Y (x)

por Y (x)-m(x)

La funcién vy (h):

(2) 7(h) =%E[(Y(x+h)—Y(x))2]

se llama variograma o funcidén intrinseca. Una F.A. que verifica la
hipétesis intrinseca constituye lo que se llama un esquema intrinseco,
caracterizado por su variograma.

Observacidén. Si Y(x) verifica la hipbdtesis estacionaria de orden 2,
verifica también la hipdtesis intrinseca y se tiene, en este caso:
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(3) y(h)=K(0)—K(h)

Como |K(h) |<K(0), se tiene y(h)<2K(0), de manera que el variograma de una
F.A. estacionaria de orden 2 estd necesariamente acotado. Existen
esquemas intrinsecos de uso muy corriente cuyo variograma vy (h) no esté
acotado, y que no pueden, por consiguiente, verificar la hipdbtesis
estacionaria de orden 2 (tienen una varianza a priori infinita). Ejemplo,
esquema de De Wijs (y(h)=3aloglh|), esquema lineal (y(h)=Alh]|).

2-2 PROPIEDADES DE LA COVARIANZA K(h) Y DEL VARIOGRAMA vy (h)

a/ Simetria:

KW =K(=h) , y(h)=y(=h)

Desigualdades:

K <K(©); 7(h)20 ;5 y(0)=0

Estas condiciones son necesarias pero no son suficientes. Sea K o Yy una
covarianza o un variograma que verifican estas relaciones, entonces no
necesariamente existe una F.A. estacionaria o intrinseca admitiendo 1la
covarianza K o el variograma y. En efecto, la condicidén necesaria vy
suficiente es que K pertenezca a la clase de funciones “de tipo positivo”
y -y a la clase de funciones de “tipo positivo condicional”. Por ejemplo,
las funciones log(r) y r® con A<2 pueden servir como variogramas, pero no
la funcién r* para A>2. Estas condiciones expresan, entre otras, que las
férmulas que estableceremos mas adelante para las varianzas de extensién
o de estimacidén, conducen, necesariamente a valores positivos (lo gque no
seria el caso si se toma una funcidén cualquiera como variograma) .

b/ Se puede observar que el variograma proporciona un sentido
preciso a la nocién tradicional de zona de influencia de una muestra: en
efecto, su crecimiento més o menos rapido refleja la manera més © menos
rapida de cdémo se deteriora la influencia de una muestra en zonas cada
vez mas alejadas del yacimiento.

c/ Las anisotropias se manifiestan por el comportamiento diferente
del variograma en las diferentes direcciones del espacio. En ausencia de
anisotropia, y(h) = vy(r) solo depende del médulo r de h, y no depende de
la direccidén del vector. Se dice que hay anisotropia geométrica cuando
basta con wuna simple transformacién lineal de las coordenadas para
restablecer la isotropia.

Hay tipos més complejos de anisotropias. Por ejemplo, en el espacio
de tres dimensiones, puede suceder que Y(x) solo depende de la tercera
coordenada y sea constante en planos paralelos a los dos primeros ejes de
coordenadas. El1 wvariograma Vv(h) = vy (h;) solo depende de 1la tercera
coordenada de h. A menudo, Y(x) no serda, en realidad, constante sobre
planos horizontales, pero variard menos rdpido o de manera mas regular
que en la direccidén vertical. Se tomard entonces un variograma de la
forma y(h) = v (h;, hy, hs) + y(hs) (anisotropia zonal).
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d/ Alcance. En el caso estacionario de orden 2, el alcance a(a) en
una direccidén o es el valor de la distancia a partir de la cual, en esta
direccidén, Y(x) e Y(x+h) no tienen correlacidén (o su correlacidn es
despreciable): K(h)=0 (o =0) para |h|2 a(a).

y(h)

Meseta

0 Alcance a

Segun (3), K(h)=0 equivale a vy (h)=K(0)=y(~): el alcance es también la
distancia a partir de la cual el variograma llega a su valor limite vy (=)
o meseta. Asi, una F.A: intrinseca cuyo variograma no estd acotado, no
puede tener un alcance finito.

e/ Comportamiento en una vecindad del origen. La continuidad y la
regularidad en el espacio de la F.A. Y(x) se manifiestan en el
comportamiento de vy(h) en una vecindad del origen. Por orden de
regularidad decreciente, se pueden distinguir cuatro tipos:

y(h)

Comportamiento parabdlico: vy (h) es dos veces derivable en h=0. Y (x) es
entonces derivable (en media cuadréatica), luego presenta un alto grado de
regularidad en el espacio.
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y(h)

0

Comportamiento lineal (tangente oblicua en el origen): vy (h) es continuo
en h=0, pero no es derivable en este punto, Y(x) es continua en media
cuadratica, pero no es derivable, luego es menos regular.

y(h)

Efecto de pepita: y(h) no tiende a 0 cuando h tiende a 0 (discontinuidad
en el origen). Y(x) no es continua en media cuadratica, luego es
extraordinariamente irregular.

y(h)

0

Caso limite completamente aleatorio: Y(x) e Y(x') son independientes para
dos puntos cualesquiera distintos, por cercanos que sean (ruido blanco de
los fisicos o efecto de pepita al estado puro)

Parte irregular. En el caso isdétropo (y(h)=y(r)) y en ausencia de efecto
de pepita, se caracteriza el comportamiento de vy (h) por un desarrollo
limitado de la forma:

y(r)= Zahrz” + Zcir’l + ZCan” log(r)

Exactamente como en el <caso de los covariogramas transitivos, se
distinguird un parte regular (términos de grado entero par), y una parte
irregular (términos en r®*, con A diferente de un entero par y también
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términos logaritmicos del tipo r?"log(r)). Si no hay parte irregular, la
F.A. seria indefinidamente derivable, luego perfectamente regular. Por
consiguiente solamente la parte irregular representa el grado de
irregularidad de la F.A., y, en esta parte irregular, el término de méas
bajo grado es el que juega el papel principal: se puede definir el grado
de regularidad de la F.A. como el grado A del término irregular
principal. Daremos a continuacidén algunas indicaciones matemdticas
complementarias.

Continuidad y derivacidén en media cuadrética.

Se dice que la F.A. Y(x) es continua en media cuadréatica (continua m.c.)
si se tiene:

E([Y(x+h)-Y(x)F)>0 para |h|>0

Esto ocurre (por definicién) si y solo si y(h) es continuo en h=0, es
decir en ausencia de efecto de pepita.

En el espacio de una dimensidén, se dice que la F.A. Y’ (x) es la derivada
en media cuadrética de Y(x) (derivada m.c.) de la F.A. Y(x) si:

E[Y(x_i_h})l_Y(x)—Y'(x)} 50 para |h|>0

Se tienen definiciones andlogas para el espacio de n#l1 dimensiones.

Se demuestra que una F.A. intrinseca Y (x) admite una derivada m.c. Y’ (x)
si y solo si y(h) es derivable dos veces en h=0. La derivada segunda
v” (h) existe entonces para todo h, Y’ (x) es estacionaria de orden 2 (aun
en el caso en que Y (x) es solamente intrinseca) y admite como covarianza
la funcidén y” (h). Andlogamente, Y(x) es derivable m.c. n veces si y solo
si la derivada vy (h) existe en h=0 (existe entonces para todo h).

Si A es el grado del término irregular principal de y(h), Y(x) admite
entonces una derivada m.c. de orden n si y solo si A>2n (si el término
principal es r%log(r), Y(x) es n-1 veces derivable m.c., pero no es
derivable n veces).

2-3 REGULARIZACION DE UNA F.A. INTRINSECA.

Para simplificar la exposicidén, haremos los razonamientos en el caso de
una F.A. estacionaria de orden 2 con covarianza K(h), sin embargo todos
los resultados que expresaremos con la ayuda de la funcidén intrinseca
v (h)=K(0)-K (h) seguiran siendo validos para el <caso de una F.A.
intrinseca (luego, serédn validos atn en el caso en que yv(h) no esta
acotado, y si, por consiguiente, la covarianza K(h) no existe).

2-3-1 Integral estocdstica

I= j Y(x) p(x)dx
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Se define la integral I como el limite en media cuadréatica (si existe) de
las sumas discretas:

I, = Y Y()p(x)Ay

(los Ax; son pequefios elementos de volumen disjuntos cuya unidén es el
conjunto v, y x; es un punto de Ax;). La integral estocdstica I es
entonces una V.A., como las TI,.

Se demuestra que esta V.A. existe si y solamente si la integral
(4) D*(I) = [ p()dx[ K (x=y) p(y)dy

es finita, vy D?(I) es entonces la varianza (finita) de esta V.A. Se
encuentra facilmente este resultado (2-9) mediante el célculo (no
riguroso) siguiente:

P = [Y(x) p(x)dx [ Y () p(y)dy

E(I*) = [ p(x)dx [ E[Y ()Y ()] p(y)dy =

= [ p(o)dx[ K (x= ) p(y)dy

(el célculo no es riguroso porque, al comienzo, no es evidente que se
pueden invertir los simbolos E y [: en efecto, se demuestra que esta
inversidén es legitima).

2-3-2 Convolucidn estocéastica.

El producto de convolucidén Y*f de la F.A. Y(x) por una funcidén ordinaria
f(x) es la integral estocédstica (si existe):

J-Y(x—x')f(x')dx'

Se puede definir asi la regularizada K}zY*ﬁ de la F.A. Y(x) por una

funcién de ponderacidn p(x). Es la “media mévil ponderada”:
Y (x)= jY(x +x") p(x)dx

Cuidado: la regularizada de Y (x) es también una funcidén aleatoria (més
regular dque Y (x) pero siempre aleatoria): no Dbasta con alisar o
regularizar, por un procedimiento de medias méviles, una F.A. para hacer
desaparecer como por arte de magia el caréacter aleatorio de esta funcidn.

La varianza de la regularizada Y, estd dada por la férmula (4) anterior,
e Y (x) existe en el sentido de la integracidén m.c. si y solo si D2(Yp)<w.
Calculemos la covarianza
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E|Y,(x)Y,(x,+h)] de Y (x)) e Y, (x,+h)
Se tiene:
Y, ()Y, (% + ) = [[ p(x) p(e") ¥ (o, + )Y (x, + h+ x")dx " dx"
Pasemos a las esperanzas intercambiando E y [. Queda:
E[Y, (x,)Y, (x, + h)] = ﬁ (XN p(x"K (h+x"— x")dx"dx"

Esta covarianza no depende de X, sino solamente de h. Luego, la
regularizada Y, es estacionaria de orden 2, y admite la covarianza:

(5) Kp(h):jp(x)dij(h+x—y)dy

Esta férmula generaliza (4). Para presentarla en una forma mas sintética,
hagamos el cambio de variables x=y+tz. Queda:

K, (h)= [ K(x+2)dx[ p(y+2)dy

Sea P el covariograma transitivo (P=p*p) de la funcidén de ponderacidn
p. Se tiene, por definicidn:

P(z) = [ p(y+2)p(y)dy

y, por consiguiente:
K, (h)= [ K(h+z)P(z)dz

es decir, utilizando productos de convolucidn (porque IF:P):
(5") KP:K*P

Se obtiene 1la covarianza K, de la regularizada Y, al regularizar la
covarianza K(h) de Y con el covariograma transitivo de 1la funcidén de
ponderacidén. Se comparard este resultado con el obtenido en el caso de
los métodos transitivos.

El variograma vy, de la regularizada Y, es K (0)-K,(h). Al reemplazar K(h)
por K(0)-y(h) en (4) y (5), observamos que K(0) se elimina, y queda:
(6) 7,(h) = [ 7(h+2)P(2)dz~ [ y(2)P(z)dz

Se puede también escribir:

(6") }/p:}/*P—A
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La constante A se determina con la condicidén vy,(0)=0. Estas relaciones
(6) y (6") siguen siendo véalidas para cualquier F.A. intrinseca (aun en
el caso en que la covarianza no existe).

2-3-3 Subida. La subida constituye un caso particular de la
regularizacién. En los métodos transitivos podiamos integrar la V.R. de
—» a +« con respecto a una de las coordenadas, por ejemplo x3, debido a
que esta V.R. era nula al exterior de un campo acotado. Ahora, solo
podemos integrar en un largo finito ¢ . Llamaremos entonces subida bajo
potencia constante (¢ a la operacidén que nos hace pasar de la F.A.
Y3 (x1,%X5,x3) definida en el espacio de tres dimensiones a la F.A. Y,(xi,X;)
definida en el espacio de dos dimensiones por:

1"
Y, (x,x,) = ZI Y(x;,%,,x; )dx,dox, dx,
0

Si Ys3(x) es la ley puntual en una formacidén estratiforme de potencia /¢,
Y, (x1,%X;) es la ley media del sondaje implantado en el punto (x;,X%X;) de la
superficie topogréafica.

La subida tiene un efecto regularizador. En el caso isdétropo, se
demuestra que el término irregular principal del variograma de Y, es en
r'** si el de Y;es en r*. De manera mas precisa, se tienen las reglas:
1+4
2
" A, —
l
A
P F(1+2
r T
log(r) > — A, =Nrtg| — |—/—————5<
l 2 1+4
rir+—-
2

r— —rzlog(r)

2-4 VARIANZA DE EXTENSION Y VARIANZA DE ESTIMACION

2-4-1 Varianza de extensidn.

Definamos, en primer lugar, la nocién fundamental de varianza de
extensidén. Sea Y(x) una F.A., la cual supondremos, por el momento, como
estacionaria de orden 2, y sea K(h) su covarianza. Designemos por Z(v) y
Z(v") las “leyes medias” de dos dominios v y v’ del espacio de n
dimensiones, es decir las integrales estocéasticas:

Z(v)%jy(x)dx : Z(v')=&jY(x)dx

La férmula (2-9) muestra que, si v y v’ son acotados, Z(v) y Z(v’) tienen
varianzas finitas. La primera, por ejemplo, tiene la expresidn:
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1
o> (v) = TIdx j K(x—y)dy
v A4 v
Calculemos también la covarianza o(v, v') de Z(v) y Z(v’'). De:
, 1
ZWZ(') =— [Y(x)dx[ Y (y)dy
vV " W

se deduce, al pasar a las esperanzas matemdticas:

o(v,v) = % [ dx j ELY ()Y (3)]dy =— [ x j K(x—y)dy

w'

Llamaremos varianza de extensidén de v a v/ (o de v’/ a v) a la varianza
del error Z(v')-Z(v) cometido al atribuir a v’ la ley media Z(v) de v.
Esta varianza de extensién o%; es igual a:

o, =0"(V)+5’(v)-20(,v"

Al considerar los valores calculados antes, se tiene entonces:
Jfr:sz‘dx'[K(x—y)dy+L2deIK(x—y)dy—ijdx‘[l{(x—y)dy
v v v V' v V' Vvvv v

Reemplacemos Ki(h) por K(0)-y(h): observamos que la constante K(0)
desaparece de la expresién de o%, y queda la férmula fundamental:

(7) GZ; :&J‘dx'[y(x—y)dy—V%J.dxj.y(x—y)dy—v%.[dx‘[y(x—y)dy

Se puede demostrar que (7) sigue siendo valida para toda F.A. intrinseca,
luego también en el caso en que K(h) no existe.

Varianza de estimacidn.

Supongamos ahora que en vez de conocer la “ley media” Z(v’) de Y(x) en un
volumen v’, conocemos la ley media:

1 N
Z'=—)> Y(x;
NZ‘ (x;)

de N muestras tomadas en los puntos x;. Z’ es una variable aleatoria,
cuyas caracteristicas se deducen sin dificultad a partir de K(h) o de
v(h). Llamaremos varianza de estimacién o’y (de v por las N muestras
tomadas en los N puntos x;) a la varianza de la diferencia Z(v)-Z(v’').
Para obtener la expresién de 0%y, se debe, en cada una de las etapas del
razonamiento que nos condujo a (7), reemplazar las integrales sobre el
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conjunto v’ por sumas discretas sobre los N puntos x;. Se encuentra asi
la segunda férmula fundamental:

2 1 1
® oy =3 [yt nde-— [y pydy -5 33 (- %)
Iy v v ! J

Esta férmula, en la cual se alternan expresiones exactas y aproximadas de
las mismas integrales, presenta una estructura sobresaliente; andloga, un
poco mas compleja, a la férmula (1-14) de los métodos transitivos. En
particular, se observa que la varianza de estimacién es més débil:

e cuando la red de muestras x; es mas densa y mads representativa de
la geometria del volumen v a estimar

e cuando la funcidén y(h) es més regular, luego cuando la F.A. es mas
continua en su variacién espacial.

Sin embargo, en la préactica, si N es grande, la fdérmula (8) conduce a
cadlculos Dbastante largos. Méas adelante proporcionaremos férmulas de
aproximacién mas simples.

Observacién: No hay ninguna diferencia conceptual entre las nociones de
varianza de extensidén y de estimacidén: la foérmula (8) es un caso
particular de (7), en que v’ se reemplaza por la unién de los N puntos
X;. La practica ha reservado el término varianza de extensién a la
extensién de una muestra unica en su “zona de influencia”, y el de
varianza de estimacién a la extensién de wun numero méds grande de
muestras, en el depbdsito entero, o en un gran panel.

2-4-2 Varianza de v en V.

La nocién de varianza o°(v|V) de una muestra v en un dominio V parece, a
primera vista, evidente desde el punto de vista experimental. Sin
embargo, esta nocidn, solamente tiene sentido en los dos casos a/ y b/
siguientes:

a/ v se reduce a un punto: La varianza o°(0|V) de la variable

puntual Y(x) es igual a la esperanza de [Y(x) - Z(V)]2 cuando se sortea
al azar el punto x, con una densidad de probabilidad uniforme en V

(Z(V)Z(I/V)Ifxxjdx es la ley media de V)
v

Es entonces el valor medio en X€V de la varianza de extensién del punto
x al volumen V, lo cual es igual a, segun (7) o (8):

%!ﬂx—y)dy—%ldylﬂy—y')dy'

Al integrar, con x dentro de V, se observa que el primer término es el
doble del segundo, y queda:

31



S O1) =[] yr= )y

(Que es el valor medio en V de vy (h) cuando las dos extremidades x e y del
vector h describen, cada una por su propia cuenta, el volumen V).

b/ Cuando el volumen V es la unidén de N volumenes v; disjuntos,
iguales a un mismo volumen v de referencia (mds precisamente, cada uno de
los v; se deduce de v por traslacidén). Si Z; es la “ley media” de Y(x) en
Vi, se tiene, esta vez:

(V) :%iE[(Zi ~2()) |

Es entonces la media aritmética de las varianzas de extensién de los v;
en V: Después de un calculo féacil, la férmula (7) conduce a:

1 1
(9) o’(v|V)= ?;[dx.! y(x—y)dxdy _v_z-[dx! y(x—y)dxdy

En particular, se tiene:

(97) o’ v|V)=c’(0|V)-c’(0]v)

¢/ En el caso general en el cual v y V son volumenes cualesquiera,
no necesariamente compatibles geométricamente, se define la varianza por
la misma férmula (9): Esta cantidad represente ahora un simple artificio
de célculo. Esta varianza puede tomar valores negativos; en particular,
se tiene siempre:

o’ (v|V)==-c’(V|v)

d/ Relacidén de aditividad. Sean v, V y V'’ tres volumenes, con, por
ejemplo: vV cV'. De la relacién (9’) se deduce:

(V| V)=0c*(0]V)=c>(0|v)
o’V =c’(0|V)~c’(0]v)

y por diferencia:
V) =a’v|V)=c’(0|V)=c’ OV )=’V |V")

es decir:

(10) V)=’V +o’ V|V
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La varianza de la muestra v en el campo V'’ es igual a la suma de las
varianzas de v en el panel V y del panel V en el campo V’'.

e/ Covarianza de v y v/ en V. De manera andloga, se define la covarianza
o(v,v |V) de dos muestras v y v’ (cuya distancia y disposicidén mutua es
fija) en el campo V. Se encuentra:

a@.v'|V) =%Idxfy(x—y)dy—%fdﬂﬂx—y)dy
vV vV v v'

f/ En particular, a menudo es cdémodo expresar la varianza de estimacidn
(8) o la varianza de extensidén (7) en funcidén de las varianzas vy
covarianzas de las muestras en un campo V arbitrario. Se encuentra, por
ejemplo, que:

aé =02(v|V)+02(v'|V)—2O'(v,v'|V)

como puede verse al sustituir las expresiones de estas varianzas en V: el

término:
1
H

desaparece, y los tres términos gque quedan proporcionan el segundo
miembro de (7). Se obtiene asi una expresidn, quizads mas intuitiva, de la
varianza de extensidn.

2-4-3 Aplicacién: mallas aleatoria y aleatoria estratificada.

El caso de las mallas regulares, que es el mds dificil, lo trataremos méas
adelante, examinaremos entonces los dos tipos usuales de mallas
aleatorias.

a/ Malla aleatoria pura. Para estimar la ley Z(V) de un volumen V, se
dispone de los valores Y(x;) de la F.A. en N puntos x; implantados “no
importa donde” en V. Admitiremos que todo ocurre como sSi cada x;
estuviera implantado al azar en V con una densidad uniforme e
independiente de las otras muestras. Se puede obtener la varianza de
estimacién o?y al integrar (2-15) en V relativamente a cada uno de los x;.
Este cdlculo es simple, pero es aun mas simple observar que los errores
parciales Y (x;)-Z (V) son independientes unos de otros (si la realizaciédn
es fija) y admiten la misma varianza s?(0|V): el error resultante que es:

1

— Y(x)-Z(V

NZ[(,) ()]
admite entonces la varianza:

1
Gz@:ﬁGz(OIV)
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En el caso aleatorio puro, la varianza de estimacidén es igual a la
varianza de wuna muestra en el campo V dividida por el numero N de
muestras.

b/ Malla aleatoria estratificada. En este caso, el volumen V que se
quiere estimar estd dividido en N zonas de influencia iguales y disjuntas
vi, Yy en cada v; se toma una muestra en un punto x; elegido al azar en la
zona de influencia v; con una densidad de probabilidad uniforme, e
independiente de las otras muestras. Se puede calcular o’ al integrar (2-
15) en x; dentro de v; para cada uno de los v;, pero es mas simple observar
que el error total es:

%Z[Y(x»—zmn

y que cada uno de los errores parciales Y(x;)-Z(vi) es independiente de
los otros y admite la varianza 6?(0|V). Se deduce, entonces:

1
0§=NGZ(OIV)

En el caso de la malla aleatoria estratificada, la varianza de estimacidn
es entonces igual a la varianza de una muestra en su zona de influencia
dividida por el numero N de muestras.

Observacién - Es claro que la malla aleatoria estratificada proporciona
siempre mejores resultados que la malla aleatoria pura. En efecto, segun
(97) se tiene:

%[02(0|V)—0'2(0|v)] =%02(v| V)=0

2-5 EFECTO DE PEPITA Y FENOMENOS DE TRANSICION.

Un variograma de alcance a finito caracteriza lo que se llama fendmeno de
transicién: més lejos de la distancia a, se alcanza la independencia, vy
el alcance a proporciona la escala de las estructuras elementales del
fendémeno regionalizado correspondiente. Por otra parte, a menudo existe
superposicién de varias estructuras de escalas bien diferentes, anidadas
unas en otras. El variograma experimental muestra entonces una sucesidn
de alcances y de mesetas, cuyo andlisis permite reconstituir la jerarquia
de estas “estructuras anidadas”.

La nocidén de escala juega aqui un papel primordial. A la escala de la
decena o de la centena de metros, un fendmeno de transicidén cuyo alcance
es, por ejemplo, centimétrico, se manifiesta, sobre el y(h) experimental
como una discontinuidad en el origen, es decir como un efecto de pepita.
De una manera general, un efecto de pepita es una reminiscencia de una
estructura de transicidén cuyas dimensiones fueron sobrepasadas por la
escala a la <cual se trabaja: los detalles vy las caracteristicas
cualitativas de esta estructura anterior han dejado de ser perceptibles
hace tiempo, y, la escala superior solo ha conservado un parametro unico
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- la constante de pepita - que proporciona una suerte de medida global de
la “intensidad” de esta estructura sobrepasada.

Para analizar la génesis de un efecto de pepita, localicémonos al nivel
puntual, y supongamos dque a una estructura primaria de dimensidén a, se
superpone una macro-regionalizacidén, es decir una estructura secundaria
de dimensiones mucho méds grandes. Si solo existiera la estructura
primaria, se podria describir la V.R. correspondiente como una
realizacién de una F.A. con covarianza C(h) de alcance a, o con un
variograma:

¥, (h)=C—=C(h)
de alcance a y verificando vy («)=C=C(0). Para considerar la macro-
regionalizacidén, se debe agregar un segundo componente v,(h), que

representa la estructura secundaria, la cual varia con mucha lentitud a
la escala de la primera estructura:

y(h)

y(h)=C=C(h)+7,(h)

v (h) presenta entonces, en la vecindad del origen, wuna zona de
crecimiento muy répido, con dimensiones del orden de a. A la escala de la
macro-regionalizacién, este y(h) presenta entonces un efecto de pepita de
amplitud C.

Examinemos las consecuencias de este efecto de pepita. Primero, al nivel

macroscépico, las muestras no serdn puntuales, sino volUmenes Vv ya
grandes con respecto a a. Determinemos entonces el variograma Vv,(h) de
estas muestras v (el Unico variograma accesible experimentalmente). v, (h)

es la suma de una componente muy continua v, (la cual no ha sido
sensiblemente alterada en esta regularizacidén) y de lo que se obtiene al
aplicar la férmula (6) a la componente C-C(h): esta componente pepitica
es entonces:
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yp(h)=vizjdij(x—y)dy—vizjdij(hH—y)dy

Estudiemos entonces vy,. Se tiene v,(0)=0, pero cuando h sobrepasa las
dimensiones del volumen v, se tiene |h+x-y|2a si x€v, y€v y C(h+x-y)=0.
El primer término subsiste solo si h no es muy pequefio y se observa
experimentalmente una discontinuidad en el origen, cuyo valor o%
(varianza de pepita) es:

0'; =%J.de-C(x—y)dy

Por otra parte, por hipdtesis, las dimensiones de v son grandes con
respecto a a y se tiene:

[Ce=y)dy = [ C(hyan

(integral extendida a todo el espacio) salvo si x estd a una distancia
inferior a a de la frontera de v pero estos puntos ocupan un volumen
despreciable, se puede entonces despreciar su influencia, gque es del
orden de a. Queda entonces:

ol = vl—z j dx j C(h)dh = % [caan

Luego, la constante de pepita oﬂ> que se observa experimentalmente es
inversamente proporcional al volumen de las muestras:

A
o2 =2
1%
y el coeficiente A=[C(h)dh, que es la covarianza de las micro

estructuras, es el Unico recuerdo de éstas el cual subsiste a la escala
de los volUmenes v.

El efecto de pepita aumenta de la misma manera la varianza de v en V, las
varianzas de extensién y las varianzas de estimacidén. En el caso de
o’ (v|V), por ejemplo, el aporte del efecto de pepita sera:

V%JV.de:C(x—y)dy—%}[dx}[C(x—y)dy

es decir, segun el cdlculo anterior:
1 1
Al ———
v V
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En el caso de la varianza de estimacidén de V por N muestras de tamafo v,
se encuentra una componente pepitica igual a:

I 1

Al ———

Nv TV
En todos los casos, la varianza debida al efecto de pepita es
inversamente proporcional al volumen de las muestras. Todo ocurre como Si
la V.R. admitiera dos componentes independientes, uno muy regular

correspondiente al variograma Y;, el otro completamente aleatorio vy
discontinuo el cual considera el efecto de pepita.

2-6 CALCULO DE VARIANZAS DE ESTIMACION.

La férmula general (8) es Dbastante pesada para su manejo numérico,
entonces vamos a desarrollar algunos principios de aproximacidén que
simplificaradn el célculo de las varianzas de estimacidn (para el caso de
mallas regulares) de manera de presentar los resultados en forma de
dbacos féaciles de consultar.

2-6-1 Caso del espacio de una dimensidn

a/ Las funciones intrinsecas auxiliares. En las aplicaciones,
ademés de vy (h), se utiliza constantemente las funciones siguientes:

2(h) = % [ras

F(h)= h—zzfx 7(x)dx = h—22 j (h—x)y(x)dx

F(h) es el wvalor medio de vy (h’) cuando las dos extremidades de h’
recorren el segmento (0,h).

Luego, la varianza del segmento h en el segmento L es:
o’(h|L)=F(L)—F(h)

¥ (h) permite también el cédlculo de covarianzas: La covarianza en L del
segmento h con una de sus extremidades (puntual) es:

o (0,h[L)=F(L)~ x(h)

b/ Varianza de extensidén elemental. Se llama asi a la varianza de

extensidén al segmento h de la muestra puntual implantada en el centro del
segmento.
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«——h—

Estd dada por:

(13) o =2;((§)—F(h)

Se deduce (13) de (12) y de las relaciones establecidas en a/.

¢/ Principio de composicidén de varianzas de extensidn elementales.
Se desea estimar la ley media del segmento L = na dividido en n zonas de
influencia de longitud a, en el centro de cada una de estas zonas se ha
tomado una muestra puntual:

Y
l
—e——a
ey

Sea Y; la ley de la muestra i, Z; la ley de su zona de influencia, vy
Z:Z(l/n)EZZZ, la ley media de L. El error total es la media:

1
SX=2)

de los errores parciales Y; - Z;. El principio de aproximacidén consiste en
admitir que estos errores parciales son independientes entre si (este
principio se verifica con una aproximacidén muy razonable para los vy (h) de
tipo usual). Como la varianza de Y; - Z; es justamente la varianza de
extensidén elemental calculada en (13), se encuentra:

(14) ij,:laézl 21(EJ—F(a)
n n 2

Se obtiene entonces la varianza de estimacidén al dividir la varianza de
estimacién elemental de una muestra en su zona de influencia por el
numero n de muestras.

d/ Caso del dispositivo cerrado. A partir de n + 1 muestras a malla
regular, a, se desea estimar el segmento L = n a comprendido entre la
primera y la ultima muestra:

Se demuestra que este dispositivo cerrado es equivalente al dispositivo
centrado examinado en ¢/, y que la varianza de estimacidén estd dada
también por (2-23) (siempre que n sea superior a 1): el dispositivo
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cerrado con n+l muestras es equivalente al dispositivo centrado con n
muestras.

Observacibén: para n = 1, el dispositivo cerrado con dos muestras
proporciona la varianza de estimaciédn:

+——h—
——»

0% = 2h) - F() -y (h

que difiere de la varianza de estimacidén elemental (13). No se puede
dividir o%< por n, porque los errores parciales cometidos no son
necesariamente independientes (en particular, estos dos segmentos tienen
en comun la muestra central).

2-6-2. Caso del espacio de dos dimensiones.

Supondremos que el variograma es isdétropo (solo depende de r). En caso de
anisotropia geométrica es facil adaptarse a este caso.

a/ Las funciones auxiliares. Resulta cdédmodo introducir las
funciones siguientes:

Yp(h): media de vy (x-y) cuando x e y recorren los dos lados paralelos de
longitud b del rectédngulo bxh (salvo una constante vy(h) se deduce de
v (h) por subida de orden 1).

¥Xp (h) : media de y(x-y), cuando x describe uno de los lados del recténgulo
e y recorre el interior del recténgulo. Se tiene:

20 = % j 7, (x)dx

F(b,h): media de vy(x-y) cuando x e y describen el rectédngulo. Esta
funcién es simétrica en b y h, y verifica:
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F(b,h)= 1722 [x2,(x)dx = h% [(h=x)7,(x)ax

Q(b,h): media de y(x-y), cuando x describe el lado b e y describe el lado
h, o también, x describe el rectidngulo e y estd fijo en uno de los
vértices.

b/ Extensidén de un segmento medio en su rectdngulo de influencia.

h
(15) o =2Zb(5j—F(b,h)—Vb(0)

c/ Estimacidén de S por rebanadas paralelas equidistantes.

[
21
[~ |
Fal I
[~ [}
VJ IH
hI 1 A
I [/
il A
[
|
s, :
1""‘\..__.----""""
b.
i
Sean b;, by, ..., b, las longitudes de n rebanadas, h su equidistancia. Se
asimila la superficie S que se quiere estimar a la wunién de 1los
rectdngulos de influencia de las n rebanadas. La férmula (2-24)

proporciona la extensién de b; a su rectadngulo de influencia, es decir,
o%.:. Si Y, es la ley de b;, Z; la de su zona de influencia, admitiendo que
los (Y;-Z;) son independientes, el error total:

D b(Y,-Z)
2.b

admite una varianza que se puede calcular ponderando por el cuadrado de
los b; de las varianzas de extensién o?z;. Se obtiene entonces la varianza
de estimacidn:
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2_2
Z_ZbiGEi

Tz

Observacidén. Si los b; son iguales, queda simplemente:

1
2 _ 2
Op =—0g
n

d/ Composicidén de término de linea y término de rebanada.

En el caso ¢/ anterior, sucede que a menudo no se conocen las leyes
reales de las lineas, sino solamente una estimacidén de estas leyes a
partir de muestras puntuales en una malla regular a (a<h). Se admite
entonces que los errores cometidos al estimar las lineas a partir de las
muestras y de S a partir de las lineas (supuestamente conocidas) pueden
ser mirados como independientes. La varianza de estimacidén es entonces:

2

2 2
(17) O'E:%O'Z(a)+—(zz{ji G)b;"
b,

o’°(a) es la varianza de extensién elemental (2-23) de una muestra puntual
en su segmento a de influencia, N es el numero total de muestras.
(1/N)o?(a) es el término de linea, varianza del error cometido al estimar
las lineas a partir de las muestras.

El segundo término, que figuraba va en (16) es el término de rebanada:
varianza del error cometido al extender las lineas a sus rebanadas de
influencia.

Este principio (17) de composicidén es valido siempre que a sea inferior a
h. Se aplica, en particular, al caso de un reconocimiento con malla
rectangular axh.

e/ Caso de una malla cuadrada. La varianza de extensidén de un
sondaje central a su cuadrado de influencia es:

*d| » L *
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Para una malla cuadrada, se puede admitir que los errores cometidos al
estimar cada cuadrado a partir de su sondaje central son independientes.
La varianza de estimacidén con N sondajes es entonces:

1
2 2
Oy =70

con un o dado por (18).
f/ Abacos. Para cada esquema isétropo, es decir para cada funcidn

v (r), se puede presentar, en forma de &bacos:

1/ La funcién F(a, b) definida en a/, la cual sirve para el céalculo
de la varianza de una muestra en el rectangulo a, b.

2/ La varianza de extensidén (15) de una linea media de longitud b
en el rectangulo b, h - en particular, si b = 0, se encuentra la varianza
de extensidén elemental (13).

3/ La varianza de extensidén (18) de un sondaje en su cuadrado a, a
de influencia.

Estos tres documentos permiten un calculo muy rapido de todas las
varianzas de estimacién.

2-6-3 Caso del espacio de tres dimensiones.

Se procederd exactamente como en el caso del espacio de dos dimensiones,
componiendo esta vez, tres tipos de términos:

e término de linea: extensidén de las muestras puntuales en las lineas
e término de seccidn: extensidn de las lineas en las secciones
e término de rebanada: extensidén de las secciones en las rebanadas

Ademds de los precedentes, se debe disponer de los &bacos siguientes:

e varianza de extensidén de un plano mediano b, c en su paralelepipedo
rectangular de influencia.

e extensidén de un sondaje de longitud b en su prisma recto a, a, b de
influencia.
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1

e media de vy(h) en el paralelepipedo rectangular a, b,

esta

funcién F(a, b, c) sirve para el caélculo de la varianza de una

muestra en este paralelepipedo.

3 - EL ESQUEMA ESFERICO.

Para representar un fendémeno de transicidn, se pueden utilizar esquemas

de la forma:

y(h) = A[K(0)-K(h)]

en que K(h) es el covariograma geométrico de un volumen v. Si se toma por
v la esfera de didmetro a, se tiene (ver ejercicio 9 de los métodos

transitivos, capitulo 1):

T, 3ho 1K )
Kh=2a|1-22+=2 | i (h<
(h) 2 522 (|hl<a)

a3
K(h)=0 si (7> a)

El esquema esférico estard entonces definido por el variograma:

3r 17 .
y(r)=C| -———— si r<a
2a 2a
y(r)y=0 si r>a
El alcance es a, la meseta es C=y(~), la pendiente en el origen es

(3/2) (C/a) .
Se tienen los &bacos siguientes:

Varianzas de estimacidén diversas.
Varianza de un punto en el rectangulo 1xh:
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Observacidén - A menudo, en las aplicaciones, los fendmenos de transicidn
estédn acompafiados de un efecto de pepita: se les representard entonces
por un esquema esférico con efecto de pepita Cy:

y(h)
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4 - EL KRIGEADO

4-1 EL PROBLEMA DEL KRIGEADO Y SU INTERES.

El krigeado consiste en encontrar la mejor estimacidén lineal posible de
la ley de un panel, considerando la informacién disponible, es decir las
leyes de las diferentes muestras que se han tomado, sea al interior, sea
al exterior del panel que se quiere estimar. E1 krigeado consiste en
efectuar una ponderacién, es decir atribuir un peso a la ley de cada
muestra, estos pesos se calculan de manera de hacer minima la varianza de
estimacidén resultante, considerando las caracteristicas geométricas del
problema (formas, dimensiones e implantacidén relativa del panel y de las
muestras). En grueso, como es natural, el krigeado atribuird pesos
débiles a las muestras alejadas, e inversamente. Sin embargo esta regla
intuitiva puede ser parcialmente puesta en duda cuando aparecen fendmenos
mads complejos de efecto de pantalla y de transferencia de influencia. No
es posible resolver un problema de krigeado, es decir calcular
efectivamente el peso o6ptimo que conviene atribuir a cada muestra, sin
hacer ciertas hipdtesis sobre 1las caracteristicas geoestadisticas del
depbdésito que se estudia. En adelante supondremos que el depbdsito es
geoestadisticamente homogéneo, en otras palabras que las leyes, dentro
del depdsito, consideradas como una variable regionalizada f(x), pueden
ser interpretadas como una realizacidén de un esquema intrinseco.

Esta condicidén de homogeneidad es fundamental. No se puede hacer un
krigeado entre porciones heterogéneas de un mismo depdsito, y més
particularmente, en el caso cuando las muestras y el panel a estimar
sobrepasan los limites de la mineralizacién geoldgicamente homogénea. (Se
trata entonces, en sentido estricto, de una dilucidén y no de un krigeado;
en general, no es posible, enunciar reglas a priori: los coeficientes de
dilucidén, corrientemente, son determinados por la experiencia).

El primer interés del krigeado deriva de su misma definicién. Al
minimizar la varianza de estimacidn, estamos seguros de sacar el mejor
partido posible de la informacién disponible, o, si se prefiere, de
obtener la estimacidén més precisa posible del panel en estudio. Esta
ventaja es a menudo notable, pero no se Jjustificaria siempre, debido a
las complicaciones suplementarias que introduce necesariamente una
ponderacién. E1 interés préactico méds importante - de lejos - del
krigeado, proviene, no del hecho que asegura la mejor precisidén posible,
sino méas bien porque permite evitar un error sistemdtico. En la mayoria
de los yacimientos metdlicos, se deben seleccionar, para la explotacidn,
un cierto numero de paneles, considerados como rentables y se deben
abandonar otros paneles considerados no-explotables. D. G. Krige ha

mostrado que, si esta seleccién fuera realizada considerando
exclusivamente las muestras interiores a cada panel, resultaria
necesariamente - en promedio - una sobre-estimacién de los paneles

seleccionados. La razdédn de este problema muy general es que la varianza
de las leyes reales de los paneles es siempre mas débil que la varianza
de los resultados de un muestreo interior. Dicho de otra manera, el
histograma de las leyes reales de los paneles comporta menos leyes
extremas (ricas o pobres) luego tiene méds leyes intermedias que el
histograma deducido de las muestras interiores, vy, si se calcula el
efecto de wuna seleccidén sobre este Ultimo histograma, los paneles
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eliminados serédn en realidad menos pobres que lo que se habia previsto, y
los paneles conservados menos ricos.

Nuestra nocidén de krigeado permite interpretar facilmente este fendmeno,
y corregir sus efectos. Cuando se selecciona un panel rico, la aureola de
muestras exteriores tiene, en general, una ley mas débil que las muestras
interiores, sin embargo su influencia sobre el panel a estimar no es
despreciable porque el krigeado le atribuye un peso no nulo. Si no se
toma en cuenta esta aureola exterior, se introduce, necesariamente, una
causa de error sistemdtico por exceso.

Para ilustrar esta nocidén, imaginemos un yacimiento filoniano reconocido
por dos galerias AA’ y BB’/

A C

Se considera que las leyes de BB’ con explotables, mientras que las leyes
de AA’ son explotables en el segmento CC’. Si nos contentamos con
calcular la media de las leyes BB’ y CC’, estamos seguros de cometer un
error por exceso: porque los trozos AC y C’'A’ - pobres por construccidédn -
tienen una influencia no despreciable sobre el trapecio BB’ CC’. Si fuera
posible dibujar una frontera ©precisa entre mineral explotable e
inexplotable, en general, la frontera real, no coincidiria con las rectas

BC o B’C’, sino que seria una curva cualquiera, a menudo bastante
irregular, tal como la linea complicada BDEFC. Ademds en el panel rico
subsistirian enclaves pobres y reciprocamente. En la explotacién

estaremos obligados de abandonar ciertas porciones ricas, y de tomar
ciertas partes pobres, y este ensuciamiento traduce de manera concreta la
influencia de los trozos pobres AC y C’A’ sobre el panel rico (como se
trata de un yacimiento homogéneo, y que la frontera precisa de la ley es
dudosa, nosotros hablaremos de krigeado, y no de ensuciamiento.
Emplearemos la palabra ensuciamiento en el caso en el cual los minerales
ricos y pobres son geoldgicamente heterogéneos, y estdn separados por una
frontera continua, representable por una curva relativamente regular, tal
como B’D'E’C’, que, por otra parte, no tiene ninguna razdén para coincidir
con la recta B’C’). En este caso el krigeado conduce a ponderar las leyes
de BB’, CC’, y de los trozos AC y C’A’ por coeficientes convenientes, que
serian - por ejemplo - 60% para BB’, 27% para CC’ y 13% para los dos
trozos.
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El efecto esencial de esta ponderacidén es eliminar - en promedio - un
error sistemdtico por exceso, luego un error inquietante. Al considerar
este objetivo primordial, la mejora de la precisidén propiamente dicha,
aparece como secundaria.

4-2. LAS ECUACIONES GENERALES DEL KRIGEADO.

De una manera general, el problema del krigeado puede ser formulado de la
manera siguiente: sea un depdsito homogéneo con un cierto variograma
(isétropo o no), en el cual se han tomado n muestras S;, Sy, ..., Su,
cuyas leyes (conocidas) son X;, X,, ..., X,. Se desea encontrar el mejor
estimador 7", es decir:

(21) Z'=Y aX,

De la ley real desconocida Z de un panel P, conociendo la forma, las
dimensiones y la implantacién relativa de P, S;, Sz, ..., S,. Siempre se
puede resolver este problema determinando los coeficientes a; que cumplen
dos condiciones. La primera condicién expresa que el error 2z-%Z°  debe
tener una esperanza matemdtica nula. Esta condicidén se escribe:

n

(22) Da =1

i=1

La segunda condicidén es una condicidén de varianza minima. Esta condicidn
expresa que los coeficientes a; del krigeado tienen valores tales que -
teniendo en cuenta la condicién imperativa (22) - la varianza D?(z-27), la
cual mide la magnitud del error posible, tome su valor minimo. Entonces,
teniendo en cuenta la relacidén (21), esta varianza tiene la expresidn:

(23) DZ(Z—Z*):O'ﬁ—ZZaiO'ZXi +ZZaiaj0'ij
i i J

. . . 2 .
Las notaciones se explican por si solas. O, es la varianza de la ley

real del panel, O, es la covarianza de Z con la ley X; de la muestra S;

y Oy la covarianza entre X; y Xj (en particular O0;; es la varianza de

X;) . Todas estas varianzas y covarianzas se calculan en un gran depdbsito
ficticio, en el cual su dimensién no interviene en realidad: la
influencia de este depdsito ficticio se manifiesta por wuna misma
constante A que es mayor que todas estas varianzas y covarianzas, y que
se elimina, en virtud de (22). Entonces la expresién (23) solo depende
del variograma vy (h).

Se expresa que la varianza es minima considerando la condicidén (22)
escribiendo:
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Zajaij =0, +4
j

Zajzl
J

Se obtiene entonces un sistema de n+l ecuaciones lineales con n+l
incdégnitas (los a; y el multiplicador de Lagrange A). Como este parametro
de Lagrange no presenta interés por si solo, buscaremos eliminarlo. Para
ello, se hard Jjugar un papel particular a una de las muestras, por
ejemplo S, (en la préactica se elegird una muestra que ocupe una posicidn
privilegiada respecto de las n-1 restantes, por ejemplo una posicién
central) y se escribird la condicidén (22) en la forma:

(25) a :1—Za.

y se reemplazard en (24) a, por este valor, es decir:

Se elimina A al restar la ultima ecuacidén de las n-1 anteriores, y se
reemplaza a, por su valor. Si se pone:

nn

Rij =Gij —an _Gni + 0

l nn

N. =0, —0, —0,+0

el sistema (24) se reduce a:

(27) aR =N,

La solucidén de este sistema de n-1 ecuaciones lineales con n-1 incdbégnitas
permite el calculo efectivo de los n coeficientes de krigeado, a, se
determina segtn (25).
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Los valores asi obtenidos se pueden introducir en la expresién (23) de la
. . . . L 2
varianza de estimacidén, se obtiene entonces el valor minimo O, de la

varianza, que llamaremos varianza de krigeado. Vemos que esta varianza
toma la forma muy simple siguiente:

n—1
2 2 2
(28) oy =0.-20, +0. -y aN,
i=1
La primera parte de esta férmula representa la varianza de extensidn:

2 2 2
O, =0, —20'2xn +o,

de la muestra S, en el panel P. Es la varianza de estimacién que se
tendria si solo se tuviera de la ley X, de la uUnica muestra S,. Cada una
de las otras muestras S;, S, ..., Sy aporta una mejora la cual se
traduce por la resta de los términos a;N;, siempre positivos. Las
ecuaciones (27) y (28) constituyen las ecuaciones generales del krigeado.
Los términos de la matriz R;; y los segundos miembros N; estan dados por
(26) y solo dependen de la funcién intrinseca.

4-3 KRIGEADO COMPLETO y BALANCE MINERAL METAL.

Ademds de su caracter lineal, las ecuaciones (27) del krigeado presentan
una particularidad notable, que se observa en las relaciones (26): Los
coeficientes de la matriz R;; — es decir los primeros miembros de las
ecuaciones (27), solo dependen de las varianzas y covarianzas de las
muestras entre ellas, y son independientes del panel a estimar. El panel
a estimar 1interviene solamente en los segundos miembros N;, por

intermedio de las covarianzas O, de su ley con la de las muestras S;.
1

Resulta inmediatamente un teorema de superposicién de figuras de
krigeado. Supongamos, en efecto, que se haya krigeado, a partir de las
mismas muestras S;, S,, ..., S, dos paneles distintos, de tamafio P y P’ y
de leyes reales (desconocidas) z y z’, es decir que se hayan formado los
estimadores:

Z'=>aX ,Z"=) aX,

en que a; y a;’ son las soluciones del sistema (27), para los valores de
los segundos miembros N; y N;’ correspondientes a los paneles P y P’/. Si
se desea krigear el panel P+P’ constituido por la unién de P con P’
(suponiendo que P y P’ son disjuntos), cuya ley real es:

P P'
= z+ z
P+ P P+ P'
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se obtienen los segundos miembros del sistema al ponderar las covarianzas
por el tamafio de los paneles:

P P'
O-Z)C = O-Z
P+ P

W T pyp O

es decir efectuando la misma ponderacién sobre los segundos miembros.
Resulta entonces que el carédcter lineal del sistema de ecuaciones implica
que los coeficientes A; del krigeado de P+P’ son:

P P' .
.= a. + a.
" P+P' ' P+P

y el estimador toma la forma:

* P * P' *
7 = z + z
P+ P P+ P

'

Dicho en otras palabras, existe la superposicidén de figuras de krigeado

(con ponderacidén por los tonelajes). En particular, esta condicidédn se
cumple siempre en el caso de un krigeado completo - es decir en el caso
en que se krigea cada panel con la totalidad de las muestras en el
depbdésito entero. Luego tenemos el teorema: “los krigeados completos se

pueden superponer”.

En particular, si se desea formar el mejor estimador de la ley global de
un depdsito entero, es licito ponderar los estimadores obtenidos para
cada uno de los paneles, con la restriccidén que estos hayan sido
krigeados de manera completa. La estimacidén panel a panel es entonces
equivalente a la estimacidén global, y el balance mineral y metal queda
equilibrado.

En la practica, casi nunca se hace un krigeado completo, debido a la
complejidad de los calculos. Nos limitamos siempre a un numero pequefio de
aureolas exteriores - las més prbéximas - que representan la casi
totalidad de la influencia de 1las aureolas exteriores. Como estas
aureolas representan una pantalla casi perfecta, el krigeado incompleto
con el cual nos contentamos, no difiere précticamente del krigeado
completo tedrico.

El teorema de superposicidén es sobre todo util, en el caso de la teoria
del krigeado continuo, en una forma diferencial. Un panel S a estimar se
considera como constituido por la wunién de paneles elementales dS
infinitamente pequefios. Si a;(M) es el coeficiente relativo al krigeado
del elemento dS de centro M, el coeficiente relativo al panel entero se
deduce por integracidn:

4 :éj;‘[ai(M)dS

Si se sabe resolver un problema de krigeado al nivel puntual, esta
férmula permitird deducir el krigeado de un panel S de forma cualquiera.
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De su lado, las ecuaciones del krigeado puntual constituyen un caso
particular simple de las ecuaciones generales. Sin embargo, escribiremos
explicitamente estas ecuaciones, en funcidén del variograma vy (h), en el
caso en que se desea estimar la ley Z en el punto z a partir de las leyes
X; observadas en los puntos x;. El estimador es de la forma:

A Z aX,
i=1

v los coeficientes a; del krigeado verifican el sistema:

Zaﬂ/(xi _xj):y(z_xi)+/1

n
i1

J

Al eliminar el coeficiente a,, se encuentra igualmente:

n—

JUj i

1
a.R.=N.
=1

j=

con:

Rij :7(xi_xj)_7(xn _xj)_j/(xn -X,)
N =y(z=x)=y(x,—2)=7(x, —x)

En el caso en que los datos disponibles no son relativos a un numero
finito de puntos, sino a un conjunto continuo (lineas, superficies o
volumenes), las ecuaciones del krigeado se reemplazan por una ecuacién
integral. Este caso, que constituye lo que se llama el krigeado continuo,
no lo trataremos aqui (ver [4], [5] o [6]).

5 - INVESTIGACION DEL OPTIMO EN EL RECONOCIMIENTO
Y LA PUESTA EN EXPLOTACION DE LOS DEPOSITOS MINEROS

5-0 INTRODUCCION.

Si se considera la magnitud de las inversiones en la industria minera, y
la gravedad del riesgo de ruina, ninguna sociedad, ninguna autoridad
responsable, toma la decisidén de explotar un nuevo depdsito sin haber
realizado la estimacidén mas precisa posible de todos los parametros
geoldbgicos, técnicos y econdémicos que condicionan la rentabilidad de 1la

nueva mina. Estos pardmetros son numerosos |y variados. Estudios
anteriores permiten ©precisar los factores econdmicos (precio del
mineral) . Ensayos de tratamiento en laboratorio, o en planta piloto, y el

estudio detallado de diferentes proyectos de explotacidn, permitirén
elegir y cuantificar la mejor solucidédn técnica. Finalmente, los trabajos
de reconocimiento por sondajes o labores mineras conducen a una

53



evaluacién de los recursos del depdsito, en tonelaje y en ley. Seria
deseable conocer perfectamente estos diferentes pardmetros. Pero la
informacién cuesta cara. En particular, los trabajos de reconocimiento
pueden representar un porcentaje no despreciable del total de las
inversiones. Llega un momento en el cual el wvalor de la informacidn
suplementaria ya no estd en razdé4n con su costo. Entre estas dos
situaciones extremas, caracterizadas, una por gastos de investigacién
nulos y riesgo de ruina méximo, la otra por una seguridad perfecta vy
gastos de investigacidédn infinitos, existe necesariamente una situacidén de
compromiso correspondiente a un éptimo. Donde se sitta este d6ptimo y como
determinarlo, corresponden a las preguntas a las cuales trata de
responder esta UGltima seccidén. En efecto, nos limitaremos al problema de
la determinacién del volumen optimo de los trabajos de reconocimiento.
Los datos econdémicos (precios del mineral) se suponen conocidos, igual
que las caracteristicas técnicas del método de explotacidén vy del
procedimiento de tratamiento retenidos. Estudiaremos en detalle la
influencia de la eleccidén de dos pardmetros técnicos muy importantes: el
ritmo anual de explotacién, y la ley limite de corte.

Queda claro gque es dificil plantear el problema. E1 nivel oéptimo de
reconocimiento depende de las caracteristicas del depdsito, y no puede
ser determinado si no se dispone ahora, de ciertas indicaciones sobre
sus caracteristicas, es decir, en la préactica, si no se ha realizado
previamente una primera fase de trabajos de reconocimiento. Se tiene
entonces un esquema secuencial, en el cual las decisiones a tomar se
presentan en cascada. Al término de la primera fase de reconocimiento,
nos encontramos localizados en un punto crucial C (Figura 1):

cerrar

C

f explotar
x le
segunda fase de reconocimiento TR \;

Figura 1: TR=trabajos de reconocimiento

donde se debe elegir una de tres decisiones posibles:

1/ Cerrar y abandonar el depdsito.
2/ Explotar inmediatamente.
3/ Hacer una segunda fase de trabajos de reconocimiento.

Si se adopta la tercera decisidén, a la salida de esta fase de
reconocimiento, nos encontraremos en un nuevo punto crucial C’, donde,
tedricamente, las tres decisiones son de nuevo posibles, pero pueden ser
tomadas basadas en informaciones mas completas que en C.

Entre estas tres decisiones, es necesario elegir un criterio: adoptaremos
el criterio habitual, el cual consiste en maximizar la esperanza
matemdtica del beneficio futuro. Se elige la decisidn que proporciona la
mejor esperanza después del punto C. La primera decisidén conduce a una
esperanza nula. La esperanza matemdtica de la segunda se calcula haciendo
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el balance provisorio del proyecto de explotacidn construido a partir de
la informacidén disponible a la salida de la primera fase. La de la
tercera se obtiene anticipando, en probabilidad, 1los resultados de la
segunda fase de trabajos y la decisién a tomar en C’: la esperanza
matematica pone en balance la disminucidén del riesgo de ruina con el
costo de los trabajos suplementarios. La Geoestadistica proporciona, en
cada etapa, una medida objetiva de la informacidén disponible en forma de
varianzas de estimacidén sobre el tonelaje y la ley, razonamientos simples
permitirdn atribuirles una significacidén econdmica para luego calcular
numéricamente las diversas esperanzas matemdticas.

Pero esto no es todo. Ademés del riesgo de ruina, existen otros factores
que influyen sobre el volumen oéptimo de los trabajos de reconocimiento.
En efecto, si se ha tomado la decisidén de explotar y el riesgo de ruina
ha sido considerado como suficientemente débil, falta ©preparar un
proyecto de explotacidén, el mejor posible, el cual considera, en
particular, la eleccidn optima del ritmo anual de explotacidén y de la ley
limite. El ritmo o6ptimo y la ley limite o6ptima dependen naturalmente de
los recursos del depdsito. Un error en la evaluacidén de los tonelajes vy
de las leyes conduce a un dimensionamiento de la explotacidn que se aleja
del o6ptimo. Resulta una pérdida, cuyo valor probable puede ser calculado,
y debe ser puesto en balance con el costo de los trabajos suplementarios.
AUGn en el caso de estar seguros de la explotabilidad del depdsito, puede
suceder que sea 1interesante hacer mAs trabajos suplementarios de
reconocimiento, no para evitar un riesgo de ruina despreciable, sino mas
bien para elegir el mejor programa de explotacidn.

En primer lugar se presenta el esquema secuencial de 1la figura 1, los
problemas de dimensionamiento intervienen después que se ha demostrado la
explotabilidad. Sin embargo la exposicidén tedbrica debe, necesariamente,
seguir el orden inverso, porque una vez que se hayan definido las
eventualidades posibles después del punto C, y cifrado sus valores, se
pueden calcular las diversas esperanzas matemdticas: es necesario, en
primer lugar, profundizar el concepto de explotabilidad, y esto conduce
obligatoriamente a estudiar el problema del dimensionamiento oéptimo.
Luego tenemos el plan de esta seccidén 6: en una primera parte (6-1),
examinaremos la rentabilidad de un depdésito cuyos recursos son conocidos,
y los problemas asociados a la eleccidén de una ley limite y de un ritmo
anual de explotacidédn. En una segunda parte (6-2), se determinard el nivel
de reconocimiento o6ptimo de un depdsito en el cual la rentabilidad estéa
asegurada, poniendo en balance el costo de los trabajos y la pérdida
debida a un mal dimensionamiento de la explotacién. La tercera parte (6-

3), finalmente, tomard en cuenta el riesgo de ruina y formularéd, de
manera precisa, el esquema secuencial de la figura 1. Las dos primeras
partes, en realidad, trataradn el ©problema de la eleccidén de los

paradmetros técnicos: ritmo de explotacidn, ley limite y volumen de los
trabajos de reconocimiento, estos uUltimos intervienen en la medida de que
sirven para definir el o¢ptimo de los dos primeros. Correlativamente,
veremos que los razonamientos deben hacerse con una tasa de actualizacidn
nula, lo que conduce al é6ptimo absoluto. Por el contrario, la tercera

parte analiza los <criterios de decisidén: tiene por objetivo una
optimizacidén secuencial, o relativa (relativa a las informaciones
disponibles en el punto crucial C), y hace intervenir necesariamente una

tasa de actualizacién diferente de cero. Se encontrard una exposicidn
mucho méds detallada en [5] o en [8].
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5-1 ELECCION DE UNA LEY DE CORTE Y DE UN RITMO ANUAL DE EXPLOTACION.

5-1-1 Definicidén de los pardmetros (la relacidn tonelaje/ley) .

En esta primera parte, supondremos que las caracteristicas del depdsito
se conocen de manera perfecta. En particular, se ha determinado sin
ambigliedad el mejor método de explotacién y el mejor procedimiento de
tratamiento posible. Falta por elegir dos parédmetros técnicos esenciales:

e el ritmo anual de produccién “t”

N,

e la ley de corte “x

La significacidén del segundo parametro debe ser precisada. Decir que se
toma x como ley de corte significa que se decide abandonar los paneles
cuya ley media es inferior a x, y explotar aquellos cuya ley es superior
a x. Esta nocidén solo tiene sentido en el caso en que se ha definido el
tamafio de los paneles en los cuales se aplicard este corte, es decir el
nivel en el cual operard la seleccidén. Este tamafio debe ser considerado
como un dato, porque resulta de las caracteristicas tecnoldégicas del
método de explotacidén que se ha retenido.

AN ”

El tonelaje de mineral “T(x)”, y la ley media “m(x) aparecen como dos

funciones, una decreciente y la otra creciente, de la ley de corte x. Si

. . - . . dT (x)

T(0) = T, designa el tonelaje del depdsito entero, la diferencial ———}j—-
0

representa, en porcentaje del tonelaje total, el tonelaje de mineral cuya
ley estd comprendida entre x y x + dx. A veces se le interpreta como la
densidad de probabilidad f(x)dx de la distribucién estadistica de las
leyes en funcidén de los tonelajes. Esta interpretacidén no es nada de
clara ni esencial. Nosotros no la wutilizaremos. La funcidén T (x)
representa simplemente el resultado de un método dado de explotacidn
cuando se aplica, con una ley limite x, a un depdsito, es decir a un
fendémeno natural, determinado.

Se debe tener cuidado, en particular, de no asimilar T(x)/T, a la
distribucidén acumulada de las leyes de las muestras. La distribucidén de
las muestras no es nunca idéntica a la distribucidén T (x) de las leyes de
los paneles al nivel de los cuales opera la seleccidédn. Esta distribucién
es siempre mas dispersa. La geoestadistica permite, en general, calcular
la varianza de 1la distribucidén T (x) de los paneles, a partir de 1la
varianza experimental de las muestras. Si las muestras obedecen, al menos
aproximadamente, a una ley de distribucién simple (normal, lognormal,
etc...), es facil de reconstituir la funcidén T(x). En ausencia de una ley
simple, se podrd construir el histograma de los paneles comprimiendo el
histograma de las muestras respecto de su ley media, por una afinidad
cuyo mdédulo es igual a la razdn de las desviaciones estandares.

En la préactica, se puede recomendar el método siguiente para la
determinacién de las funciones m(x) y T(x): respecto del plan de
muestreo, adoptar la actitud natural del minero, es decir, elegir vy
dibujar, para un limite x dado, el modelo de bloques técnicamente posible
que podria conducir al mejor resultado previsible, y evaluar la ley media
m(x) de los paneles seleccionados, con la ayuda del krigeado (si se
verifican las condiciones de homogeneidad), o, en su defecto, con una
dilucidén empirica. Repitiendo la operacién para dos o tres valores de x,
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se obtendrd una imagen de la variacién de T(x) en la zona de leyes de
corte Utiles, lo que serd suficiente para las aplicaciones préacticas.

Cualquiera que sean las dificultades que se encuentran en la préactica
para su determinacidén, las funciones m(x) y T(x) existen, y representan
el resultado de la aplicacién a un fendémeno natural determinado (el
depbdésito minero) de un procedimiento tecnoldgico definido (método de
explotacidén). La primera T(x) es decreciente y la segunda m(x) es
creciente. A toda ley media m (correspondiente a un corte Xx) le
corresponde un tonelaje bien determinado, cuya ley media es m. Se puede
entonces definir wuna funcidén T(m), la cual proporciona el tonelaje en
funcidén de la ley media, y no en funcién de la ley de corte.

Andlogamente, se puede definir una funcidén m(T), la cual proporciona la
ley media en funcidén del tonelaje retenido. Se observa que se tiene,
necesariamente:

x:d(mT): N dm

(1) Mt —————
dT d(log(T))

En efecto, d(mT) representa el tonelaje de metal dQ contenido en la
franja marginal dT, cuya ley es x. (En ciertos casos esta relacidén (1)
puede servir para definir el parédmetro de corte x. En efecto, puede
suceder, que las condiciones de explotabilidad no sean las mismas en las
diferentes porciones del depdsito. Un panel de igual ley puede ser
explotable si estd situado en el corazédn de una zona rica, o ser
inexplotable si estd rodeado de zonas pobres y no paga sus costos. En
este tipo de casos, no hay una ley de corte universal, pero la funcidn
T(m) estd siempre definida vy, por derivacidén, la relacidn (1) permite
introducir el parédmetro de corte).

La relacidén m(T) podrad, a menudo, ser representada por una ecuacidédn muy
simple:

(2) m=a— Blog(T)

o ley de LASKY. Esta relacidén empirica no puede ser utilizada en 0 ni en
infinito, en este caso se obtienen serias contradicciones. Desde el punto
de vista pragmdtico, esta relacidén constituye una excelente férmula de
interpolacién y permite, en particular, de representar el comportamiento
de la curva m(T) entre dos puntos experimentales (conocidos, por ejemplo,
a partir de dos proyectos de explotacién diferentes). Considerando (2),
la ley de corte x se pone en la forma muy simple:

(3) x=m—-p
En resumen hemos definido los pardmetros técnicos del problema:

e ritmo anual de explotacidn t,
e Jley de corte x,

e tonelaje T(x),

e ley media m(x)
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Falta precisar los pardmetros econdémicos atiles. Entre ellos,
distinguiremos principalmente tres: el precio de mercado, los gastos de
explotacién anuales y el monto de las inversiones.

El precio de mercado, no depende de la voluntad del explotador y puede
ser considerado como un dato. Para simplificar lo supondremos conocido y
constante. Por otra parte es posible modificar las ecuaciones que
propondremos de manera de tener en cuenta la incertidumbre del futuro. Al
utilizar la férmula de venta del concentrado y de la recuperaciédn del
tratamiento, el precio de mercado permite definir el valor V(m) del metal
recuperable contenido en una tonelada de mineral de ley m.

A menudo se podréd utilizar una férmula lineal:
(4) V(m)=>bm-b,

en la cual la constante de castigo by se puede incorporar con el término
constante de la expresién p(t) que vamos a definir.

Los gastos anuales por tonelada de mineral representan el conjunto de
gastos anuales (explotacidén, transporte y gastos generales) divididos por
la produccidén anual t. Estos gastos dependen de la produccidén t. Se les
representa por una funcién p(t), la cual se supone, en general,
decreciente. A menudo se puede admitir una relacidén de la forma:

a
(5) p(t):a0+71

Las inversiones agrupan el conjunto de gastos que es necesario realizar
antes de la apertura de la explotacidén (trabajos mineros preparatorios,
planta de tratamiento, eventualmente: campamento, caminos, vias férreas,
etc...) Se representan por una funcidén creciente del ritmo t, es decir
I(t). Por el contrario, la razdn I(t)/t de las inversiones a la
produccidén anual, es una funcidén decreciente de t. En las aplicaciones se
puede utilizar una funcidén lineal

(6) I(t)=C,+Ct
o bien, més generalmente, una expresién de la forma:
(7) I()=C,+Ct"

el exponente y debe ser positivo pero inferior a 1. Para C¢=0 y y=2/3, se
encuentra la ley empirica, utilizada en varias ramas de la industria, la
cual expresa que las inversiones y la capacidad de produccién wvaria,
respectivamente, como el cuadrado y el cubo de la dimensidén de las
instalaciones.

En resumen, utilizaremos las tres funciones econdmicas siguientes:
e V(m): valor contenido en la tonelada de mineral de ley m

e p(t): gastos de explotacidédn por tonelada de mineral
I(t): monto de las inversiones
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Resulta cémodo incluir un pardmetro suplementario, la duracién de vida de
la mina N, relacionada con el tonelaje T(m) y al ritmo de explotacidén t
por medio de la relacidén siguiente:

_I(m)
¢

(8) N

El resultado de la explotacidén futura se representa, de manera cdbdmoda,
por la expresién del wvalor actualizado de 1los beneficios futuros.
Designando por 1 a la tasa de actualizacidén, vy por B; al wvalor

actualizado de los beneficios futuros a esta tasa, se tiene,
evidentemente:
l_e—iN
(9) B, =[V(m)~ p(t)]t——~1(r)
1

y, en el caso particular, muy importante en el cual se toma una tasa i
igual a 0, el beneficio no actualizado toma la forma simple:

(10) B, =[V(m)— p(t)|T(m)—1(2)

En todos los casos, el beneficio puede ser considerado como una funcién
de los pardmetros m y t, o si se prefiere (considerando las ecuaciones
(1), de x y de t, ley de corte y produccién anual. Un criterio posible
para guiar la eleccidén de estos dos pardmetros consiste en maximizar este
beneficio.

5-1-2 Ecuaciones del o6ptimo.

Conociendo la relacidén tonelaje/ley, y los diferentes parédmetros
econémicos examinados anteriormente, se debe elegir para la ley de corte
x y el ritmo anual t, los valores X, y to que maximizan el Dbeneficio
futuro. Aqui aparece una primera pregunta: ¢Se debe optimizar el
beneficio futuro actualizado B; de la expresidén (9), (y en este caso ¢(qué
tasa 1 se debe adoptar?) o, al contrario, el beneficio B no actualizado
de la expresidén (10)? No podemos entrar aqui a una discusidn detallada
(ver [5] y [8]) que requiere conocimientos de ciencias econdmicas.
Indiquemos solamente que el uso de una tasa de actualizacién no nula
solamente es legitimo cuando se comparan entre si operaciones de igual
duracién. Pero, precisamente, si se comparan dos proyectos de explotacidn
de un mismo depdsito los cuales tienen diferentes ritmos de produccidén
anuales, se trata de operaciones de duracién diferente, luego, no
comparables entre ellos. Para hacer una comparacidén significativa, se
debe pensar en un gran numero de depdsitos admitiendo las mismas
caracteristicas que el depdsito real; se fija un objetivo global, el cual
seria, por ejemplo, la produccidén anual de un tonelaje total dado de
mineral; y hacer la comparaciédn de resultados en la hipdtesis en que se
explotan simultdneamente n; depdsitos al ritmo t;, o n, depdsitos al ritmo
t, (n; t; = np t;) . Nos damos cuenta entonces que el 6ptimo corresponde a la
maximizacién del beneficio no actualizado de la expresiédn (10).

Para maximizar B, se deben anular las derivadas parciales de B en t
(ritmo) y en x (ley de corte). Segun (4) y (1) se tiene:
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Td—p+£:0
dt dt

2
b

La primera ecuacidédn optimiza el ritmo de produccidén (con ley de corte x
dada) . La segunda ecuacidén muestra que la ley de corte x debe ser elegida
segun la regla marginalista, segun la cual se explota una tonelada de
mineral cuando paga sus gastos (las inversiones se amortizan en las
partes ricas del depdsito).

Este sistema se resuelve facilmente por aproximaciones sucesivas. En
particular, si se adoptan las expresiones (5) y (7) de p(t) e I(t), el
sistema queda:

Para y=1 este sistema proporciona una regla empirica, gque se encuentra a
veces en la literatura, segun la cual el ritmo de explotacidén anual debe
ser proporcional a la raiz cuadrada del tonelaje de las reservas.

5-2 RECONOCIMIENTO OPTIMO PARA EL DIMENSIONAMIENTO DE LA EXPLOTACION

5-2-1 Descripcién del problema.

Como lo habiamos indicado al comienzo de este estudio, todavia no
introduciremos, en esta segunda parte, el riesgo de ruina, es decir el
riesgo, nunca nulo, de poner en explotacidén un depdsito que, en efecto,
no seria rentable. Admitiremos que la prueba, o al menos la casi certitud
de esta rentabilidad se ha podido establecer. Es necesario entonces
disponer de un proyecto de explotacién y de tratamiento preciso vy
definitivo. Los pardmetros de dimensionamiento: produccién anual t, y ley
de corte x, se calculan con la ayuda de las ecuaciones (11l). Sin embargo,
para resolver estas ecuaciones, no conocemos la verdadera relacidn
tonelaje/ley T(x), sino mas bien una estimacién de ella Ty(x), la cual es
diferente =si el reconocimiento ha sido mds o menos intenso. Por
consiguiente, los parédmetros tp y Xz que vamos a determinar van a diferir
de los valores ty; y X9 que corresponderian al oéptimo para la verdadera
funcidén T (x) desconocida. Naturalmente, se puede disminuir esta pérdida
efectuando trabajos suplementarios de reconocimiento, los cuales
permitirian obtener una mejor estimacién de T(x), pero estos trabajos
cuestan caro. Existe un o6ptimo, correspondiente a un volumen de trabajos
de reconocimiento tales que la suma de la pérdida y el costo de los
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trabajos de reconocimiento sea minima. Este Oéptimo tiene el mismo
caradcter técnico que en el péarrafo anterior: los trabajos de
reconocimiento se consideran aqui como un pardmetro técnico auxiliar, el
cual sirve para determinar el tamafio éptimo de la explotacidn. Entonces

se deberd razonar con una tasa i = 0, como en la seccidén 6-1. Debido a
que la funcién aproximada T:(x) conduce a una solucidén vecina del optimo
real (tg, Xo), esperamos observar una pérdida de segundo orden (lo cual no

significa que esta pérdida sea despreciable) cuyo valor esperado podréa
expresarse en funcidén de las varianzas de estimacidédn del tonelaje y de la
ley.

El problema es relativamente delicado de formular, examinaremos solamente

el caso particular simple de los depdsitos “todo o nada”, para un estudio
mads completo habréd que consultar la bibliografia ([5], [81).

5-2-2 Caso de los depbdsitos de tipo “todo o nada”.

Por depdésito de tipo “todo o nada” designamos a un depdsito, cuya ley no
es necesariamente constante, sino en el cual no es posible hacer una
seleccién: o bien se explota todo, o bien no se explota(!). La relacién
tonelaje/ley no juega ningun papel: en este caso el tonelaje y la ley son
impuestos por la naturaleza, y el ser humano no tiene ninguna elecciédn
posible. En este caso, el error cometido sobre la ley media no tiene
incidencia en el dimensionamiento: el corte se impone, el uUnico parametro
que hay que determinar es la produccién anual t, que solo depende del
tonelaje T. Si se diferencia la primera ecuacidén (11), se observa que el
error 8T de la estimacidén del tonelaje implica una desviacidén &t entre el
ritmo adoptado y el ritmo 6ptimo verdadero, desviacidédn cuya expresidn es:

é‘t:p—ﬂ
Tp"+1"

Respecto del beneficio (no actualizado) oéptimo, esta divergencia implica
una pérdida la cual se obtiene por el desarrollo limitado siguiente:

P==6[(=p)T ~1]=(Tp '+I')5t+%(TP"+I")5t2

Segun la ecuacidén (11), el término de primer orden es nulo, porgque
estamos cerca del éptimo. Al considerar la expresidédn de dt, se encuentra:

() Este tipo de depdsitos, se encuentra en la préactica, mds a menudo de
lo que se cree. Un depdésito todo o nada no estd, obligatoriamente,
rodeado de material estéril. Puede estar rodeado de una franja
mineralizada no explotable, geocestadisticamente heterogénea con el
mineral. Se observa entonces el fendémeno de umbral de ley, que los
mineros conocen bien: los cadlculos de tonelaje hechos con diferentes
leyes de corte conducen, practicamente, a resultados idénticos, y, en el
plano, los limites entre paneles explotables e inexplotables
practicamente no se desplazan.
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12

lp_(gT)Z
2Tp"+1"

En valor esperado, (8T)? proporciona la varianza o; de la estimacién del
tonelaje, cuyo valor se puede calcular geoestadisticamente, en funcidén de
los trabajos de reconocimiento. Se tiene, entonces:

1 12
(12) P o;
27p"+ 1"

Esta pérdida P debe ser puesta en balance con el costo R de los trabajos
de reconocimiento. R es una funcién decreciente de o°,.. Se obtendra el
volumen o6ptimo de reconocimiento al resolver la ecuaciédn:

12
dR +1 p

(13) 2 Ty " "
do; 2Tp"+1

Que expresa que la suma P * R es minima. En la practica se expresarid R y
o’y en funcién de un mismo pardmetro (nimero n de sondajes, distancia
entre galerias de reconocimiento, etc...), o, eventualmente, de varios.
Sean u; estos parédmetros, se debe resolver el sistema:

12

OR 1 Fologs
= AT
. p"+1" oOu,
En el caso en que se tiene, efectivamente, varios pardmetros u; (por
ejemplo, en el reconocimiento de un filén por trabajos mineros, la
distancia entre los niveles y la malla de canaletas), la solucidén del
sistema (14) proporciona a la vez el volumen global optimo de gastos que
se deben destinar al reconocimiento, y la mejor distribucidén de estos
entre las diferentes categorias de trabajos (niveles y canaletas).

A modo de ilustracidén, dimaginemos un gran depdsito sedimentario de
hierro, de forma aproximadamente eliptica o rectangular, reconocido por
una red de sondajes con malla adaptada, es decir implantados en 1los
vértices de una malla rectangular, con una razén de malla igual a la
razdédn de las dimensiones del depdsito. La geoestadistica nos indica que
la varianza relativa o%:/T? de la estimacién del tonelaje es la suma de
dos términos: el primero representa el efecto de borde, o si se quiere,
el error de estimacidén de la superficie mineralizada, el cual admite una
expresién de la forma

0.244 [D,D,
n3/2 S

siendo n el numero de sondajes Utiles, S el Area mineralizada, D; y D, los
didmetros (més generalmente, las variaciones diametrales si el &rea S no
es convexa) del Area mineralizada. Para un contorno eliptico se toma
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DD, _ 2 ;3
s r

y el primer término se reduce a 0.276/n*?. El segundo término representa

el error de la potencia media y admite una expresidén de la forma A/n,
donde A es ligeramente inferior a la varianza relativa de las potencias
en el depdsito, y puede ser considerada como una constante (en realidad
es una funcién que decrece lentamente con n). Tomaremos un valor
razonable, como A=0.10.

En resumen, la varianza relativa tiene el valor:

o, 0.276 A

Tz n3/2 n
Respecto de los valores econdmicos, tomaremos para p(t) e I(t)
expresiones de la forma (5) o (6), y designaremos por C el costo unitario

de sondaje. La suma que se desea minimizar, de la pérdida y del costo de
reconocimiento, se escribe, en funcidén del ntmero n de sondajes como:

1 0414 4
— CIICIT T"'_z =C
n n
Numéricamente, examinemos el caso en que T = 1000 millones de toneladas,
a; = 3*10° c; = 10 (ejemplo tomado de F. Blondel, [9]), A=0.10 y un costo
unitario C de 2000 dbélares por sondajes. Se encuentra n = 60

aproximadamente.

5-3 Optimizacidén secuencial y término del reconocimiento.

5-3-1 E1 problema del término del reconocimiento.

Conviene ahora re-introducir el riesgo de ruina. En el capitulo anterior,
hemos admitido que la rentabilidad del depdésito habia sido establecida, y
habiamos determinado el mejor nivel de reconocimiento, tomando en cuenta
solamente la pérdida por un mal dimensionamiento de las instalaciones. Se
trataba de un O6ptimo puramente técnico, definido sin actualizar. EL1
problema que abordamos ahora presenta la mayor importancia para la
practica del reconocimiento minero. Se resume en la pregunta fundamental:
¢cEn qué momento conviene detener el reconocimiento, y tomar una decisién
- positiva o negativa - respecto de la explotacién del depdbdsito?. EL
problema no puede formularse de manera absoluta. Nos debemos contentar
con el andlisis de los elementos que dirigen la decisidén relativamente al
paso de una fase de la investigacidén a la fase siguiente. Tomando de
nuevo el esquema secuencial de la figura 1, supongamos que se ha
ejecutado una primera fase de trabajos de reconocimiento TR;. Esta fase
ha proporcionado indicaciones cifradas sobre el tonelaje y la ley del
depbésito reconocido, y, los métodos de la geoestadistica han permitido
fijar la precisién segun la cual estas informaciones representan la
realidad. Por otra parte, un estudio de explotabilidad, ha podido definir
para qué tonelajes y cudles leyes, la explotacidén podria ser viable. En
el punto crucial C de la figura 1 al cual hemos llegado, se tienen tres
decisiones posibles:
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1. Se decide no explotar y abandonar el depdsito (se cierra)
2. Se decide explotar inmediatamente (%)
3. Se decide hacer una segunda fase de reconocimiento TR,.

Si se adopta la tercera de las decisiones, nos re-encontraremos, después
de la ejecucidédn de TR,, en un nuevo punto crucial C’, donde, de nuevo, en
teoria, las tres decisiones son posibles, pero pueden ser tomadas a la
luz de una informacién mejorada. En la practica, en la mayoria de los
casos, no serd posible, de considerar una tercera fase TRy de
reconocimientos. Nos limitaremos, en este estudio, al caso en que en C’,
la twnica eleccidén posible consistird en poner o no, el depdbdsito en
explotaciédn.

Este problema secuencial se formula, necesariamente, de manera
discontinua: En particular, la segunda fase de reconocimiento TR,,
considerada en la tercera decisidén, serd impuesta por la tecnologia. Por
ejemplo, si se ha reconocido un depdsito tipo £fildén por galerias
equidistantes de 60m, la segunda fase consistird en trazar niveles
intermedios, de manera de llevar a 30 metros la distancia entre niveles.
En el caso de un depdbdsito estratiforme reconocido por sondajes con malla
cuadrada, la segunda fase consistird en centrar la malla, es decir doblar
el numero de sondajes utiles. Esta segunda fase solo depende de un
pardmetro el cual varia en forma continua, y cuyo valor podria ser
elegido arbitrariamente (®>) . Este valor se impone.

A veces se tendrd la ilusidén de que una eleccidn continua es posible. Por
ejemplo, si se ha reconocido un depdésito filoniano con tres niveles, y si
se han muestreado estos tres niveles por sondajes percutantes
horizontales, tomados de techo a muro en la formacidén, se podria pensar
en mejorar la informacidén disponible cerrando la malla de los percutantes
sin hacer trabajos mineros suplementarios. La malla de los percutantes
aparece asi como un pardmetro casi continuo. Pero se sabe que la mejora
aportada por los percutantes suplementarios seria casi siempre

(> Si no se actualiza, es indiferente explotar ahora o més tarde. Si se
actualiza, es prferible explotar inmediatamente, salvo en el caso en que
los precios de hoy estdn a un nivel anormalmente bajos y se espere su
repunte en los afios a venir. Como, en este estudio, no tomamos en cuenta
la variabilidad de los precios, no consideraremos la solucidén de espera,
cuya formulacidén sobre bases realistas es bastante delicada.

(®) Supondremos, esencialmente, que el reconocimiento del depésito ha
sido exhaustivo. Nos hemos podido equivocar en la evaluacidén del tonelaje
y de la ley, pero la totalidad del depdsito ha sido reconocido. Los
trabajos de reconocimiento han sobrepasado los limites de la
mineralizacién en el espacio, y no hay problemas de extensidén. Por otra
parte, no es posible tratar matemdticamente un problema de extensidén. Un
filén puede proplongarse més lejos del Ultimo nivel de reconocimiento, vy
la geologia puede aportar argumentos en favor de esta extensidén: pero
estos argumentos no son cifrables. Ni la geocestadistica, ni ningun
artificio probabilistico pueden reemplazar una informacidédn ausente. En el
caso de los filones, es, en efecto, muy raro que los trabajos mineros
alcancen el término del depdsito. Los calculos de rentabilidad que se
hacen en la practica, no consideran un bloque valor posible mas alla del
ultimo nivel. El1 tonelaje efectivamente reconocido debe justificar, por
si mismo, la puesta en exlotacidn. Haremos lo mismo en nuestro anédlisis
tedrico.
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despreciable, la parte mas grande de la varianza de estimacidén, la cual
proviene de la extensién de las secciones (que se supone conocidas) a sus
rebanadas de influencia a tres dimensiones, extensidén sobre la cual la
mayor densidad de percutantes queda sin accidn.

La geoestadistica permite calcular la precisidén con la cual las reservas
se conocen a la salida de 1los trabajos TR;, pero también permite
predecir, de antemano, la nueva precisién cuando se habrd ejecutado la
segunda fase TR,, tal como la tecnologia lo impone. Para formular el
problema secuencial, conviene atribuir un valor econdémico al suplemento
de informacidén aportado por los TR,, y comparar con el costo de los TR,
mismos. Entre todas las decisiones posibles, se deberd elegir aquella que
proporcione el mayor valor probable del beneficio futuro (!) en el punto
C (es decir, sin tener en cuenta los gastos anteriores, pero teniendo en

Dejaremos voluntariamente abierta la pregunta de saber si el beneficio
debe, o no, ser actualizado. En una economia colectivista, sin duda que
no se actualizaria. En economia competitiva, el razonamiento de la
primera parte, aun se aplica, al menos tedricamente: una gran sociedad,
que se fija como objetivo de producir cada afio una cantidad ada de metal
al menor costo, deberia buscar el minimo de la suma de los gastos anuales
los cuales contienen los gastos de explotacidén, las inversiones para
reemplazar los yacimientos que llegan a su agotamiento ese afio, y los
trabajos de reconocimiento para preparar el reemplazo de los depdsitos
que se agotaran los afios préximos. Este punto conduciria, en Dbuena
légica, a adoptar la expresién no actualizada del Dbeneficio en 1la
optimizacidén secuencial de los traabajos de reconocimiento (por otra
parte, correlativamente, el pardmetro b no corresponderia al precio de
mercado, sino mas bien a un precio interno, definido, por la Sociedad de
manera, precisamente, de optimizar su programa de produccién global).

Este razonamiento nos parecia peremtorio, en el caso del estudio de la
optimizacidén técnica realizada en las dos primeras partes, porque
conducia a una descripcidn correcta del comportamiento de los
explotadores. Al contrario, en la optimizacidén secuencial, el
comportamiento real de los explotadores en economia competitiva,
corresponde a una tasa no nula. En efecto, se busca, un criterio de
decisidén relativo a una puesta en explotacidén eventual, y - en economia
competitiva - se decide explotar un depdsito cuando el valor actualizado
del beneficio futuro es positivo. Entonces utilizaremos la expresién (9),
la cual corresponde a un beneficio correspondiente a una tasa i1 no nula.
Seré extremadamente fé4cil pasar al caso 1i=0 al reemplazar en los
resultados obtenidos, 1las exponenciales e por 1la wunidad, y las
expresiones (1-e™My /1 por N.

Los economistas dan, con razdn, gran importancia a la eleccidén del
criterio adoptado. Ademés de la expresidén (9) del beneficio, actualizado
o no, otros criterios pueden ser utilizados, los cuales conducen a
practicas mds o menos malthusianas y a diversas variedades de “floreo”.
Por ejemplo el punto de vista estrictamente economicista se fijaria como
objetivo maximizar la razdén B;/I. Igualmente, el punto de vista, un poco
ingenuo del técnico puro conduciria a minimizar los costos del kilo de
metal, etc... De una manera general, J. Lesourne, [10] indica que las
razones, tales como B/I, constituyen malos criterios econdmicos. En el
problema que nos ocupa, la UGnica eleccidn posible consiste en hacer, o no
hacer, i=0, en la expresidén (9) del beneficio.
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cuenta, para la tercera decisidén, el costo de la segunda fase de
reconocimientos TR,, dado que en C, TR, no ha sido ejecutado).

5-3-2 La relacidén de aditividad.

Supongamos que, después de una primera fase de trabajos, hemos llegado al
punto crucial C de la figura 1. Disponemos entonces de una primera
estimacién Z° de la magnitud Z que nos interesa ( tonelaje o ley del
depdbdsito) . Si decidimos hacer una segunda fase de trabajos de
reconocimiento, estos trabajos no serdn implantados al azar, sino que
ocupardn una posicién geométrica preferencial relativa a los trabajos de
la primera fase (se centrard la malla de los sondajes, se trazard un
nivel suplementario en la altura media entre dos galerias existentes,
etc...). Designemos por Y la estimacién a la cual nos conducirian los
trabajos de la segunda fase si ellos existieran solos (es decir si los
trabajos de la primera fase no existieran), e introduzcamos las varianzas
y la covarianza siguientes:

ol =D*(Z,-7)
o, =D*(Y" -2)
o,, = E(Z, - 2)Y" ~2)]

las cuales solo dependen del variograma y de la geometria de los
trabajos. A la salida de 1la segunda fase (si decidimos ejecutarla),
dispondremos en realidad de los resultados de las dos fases de trabajos,
entonces formaremos el estimador Z°, que realiza el krigeado de Z a partir
de 2"y y de Y es decir:

Z, =Y +(1-)Z"
La varianza de estimacién de Z por Z7, es:
DX(Z;-Z)=A*c? +24(1- Ao, , +(1- 1)’ o}

se minimiza para:

2 2
P o,—0y, _ c,-0y,
ol +o0,-20,, D*(Z -Y)
y vale entonces:
(15) o, =D*(Z,-Z)=0] -A’D*(Z -Y")

Introduzcamos la varianza:

D*(Z; -Z,)=A’D*(Z; -Y")
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que representa el error que se comete al estimar el futuro estimador Z7,
(el estimador que se formard una vez efectuada la segunda fase) con la
ayuda del resultado 2"; de los primeros trabajos. La relacién (15) se
escribe:

(16) D*(Z;-Z))=0] -0,

Asi, la varianza D?(Z"1-27,) representa exactamente la ganancia de
informacidén que deben aportar los nuevos trabajos, y la geoestadistica
permite calcularla antes que la segunda fase sea realizada (debido a que
solo depende del variograma y de la geometria de los trabajos). Entonces,
basta con encontrar el equivalente econdémico de esta ganancia de
informacidén para realizar la optimizacidn secuencial: se efectuard, o no,
la segunda fase de trabajos segun que el valor econdémico del suplemento
de informacidén que esta fase aporte sobrepase, o no, el costo de su
ejecucidn.

En la bibliografia ya citada, se encontraré la formulacidén de este
problema en el caso general en el cual intervienen los dos, el tonelaje y
la ley. Nos contentaremos aqui de tratar el caso simple en el cual la ley
interviene sola.

5-3-3 Caso en el cual solamente interviene la ley

Sea el caso en el cual el tonelaje T del depdsito puede ser considerado
como conocido con una aproximacidén suficientemente buena como que la
rentabilidad solo dependa de la ley media (desconocida) 72 del depdsito:
Si my representa la ley limite (limite de rentabilidad, y no ley de
corte: el depdbdsito serd explotado o no segun que se tenga Z2 2 my o Z <
my), el beneficio futuro (si se explota) puede ponerse en la forma:

B=bT(Z-m,)

Designemos por B; , By, B3 el beneficio correspondiente a cada una de las
tres decisiones posibles: abandonar el depdsito (By) , explotar
inmediatamente (B,), postergar la decisidén y ejecutar una segunda fase de
trabajos de reconocimiento (Bj).

En los dos primeros casos, se tiene, evidentemente:

E(B)=0
(17) *
E(B,)=bT(Z, —m,)
Se ve que - como era de esperar - que si la eleccidén solo se limitara a

las dos primeras opciones, se explotaria o no, segun que los trabajos de
la primera fase proporcionaran un resultado 7z, mayor o no, que la ley
limite mg.

El cédlculo de E(B3) es un poco méds complejo. Pongamonos imaginariamente
en el punto <crucial C’, vy anticipemos los resultados que deben
proporcionar los trabajos de la segunda fase. En C’, se decidiréd explotar
si 2, 2 my (los trabajos de la segunda fase ya fueron realizados, su
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costo no debe influenciar esta decisidén), y la esperanza del beneficio,
(después de C’) serd entonces:

bT(Z, —m,)
Si al contrario, se tiene
Z, <m,

se abandonaréd el depdsito y la esperanza serd nula. Designemos por:
G(z)=P(Z, < z)

la probabilidad (evaluada en el punto crucial C) para que los trabajos de
la segunda fase (no realizada atn) conduzcan a una estimacién z", inferior
a z, y por R el costo de los trabajos de la segunda fase (que no son aun
ejecutados en C, y deben entonces ser considerados en la contabilidad).
Se ve que se tiene:

(18) E(B3):bTJ-(z—m0)dG(z)—R
my
La comparacidén de E(B;), E(By), E(Bs) - férmulas (17) y (18) - permiten

entonces adoptar la mejor decisién en el punto C.

Observacidén. En realidad no se conoce la ley de probabilidad G(z) de la
variable 7',. Se sabe solamente que en el punto crucial C Z°, admite 1la
esperanza 7'y y la varianza D?(Z",-Z";) la cual se sabe calcular por los
métodos de la geoestadistica: esta varianza es justamente la que, segun
(16), mide la ganancia de informacidén que aportaria la segunda fase de
trabajos. En las aplicaciones, se podrd obtener siempre un orden de
magnitud numérico, suponiendo, por ejemplo, que G(z) es una ley de Gauss
(o0 una ley lognormal, o cualquier otra ley de probabilidad que dependa de
dos pardmetros) la cual tiene una esperanza 7" y una varianza D2 (2",-271) .

Ejemplo: Para ilustrar estas diversas férmulas, nos daremos un ejemplo
numérico. Un depdésito de Plomo-Zinc ha sido reconocido por trabajos
mineros y de superficie. El tonelaje es de 400.000 toneladas. Es posible
que exista un bloque valor pero no se tomard en cuenta. El wvalor fino
equivalente del Pb, del Zn y del Ag contenidos en una tonelada de mineral
ha sido estimado como (°) a 3,000 unidades monetarias, de manera que
estamos exactamente en el caso marginal. Considerando la incertidumbre de
los precios futuros, haremos los cédlculos para tres valores diferentes de
m,, es decir 2,700, 3,000 y 3,300. La ley media se conoce con una
desviacidén estandar o;=0.15. Una segunda campafia de reconocimiento, la
cual consistiria en poner un nivel intermedio, costaria 40 millones, vy

(°) Como hay varios metales, es mads simple razonar directamente sobre
los valores finos contenidos, y no sobre las leyes.
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proporcionaria una nueva (°) desviacién estandar o,=(1/2)o;. Se deduce
entonces la desviacidén estédndar o de la estimacidén de m, a partir de m;:

3

Y262 =0.13
2

2 1 2 _
o =0,-0, =

El célculo de 1las esperanzas (17) y (18) para los tres limites de
explotabilidad conduce a los resultados numéricos siguientes (en unidades

monetarias), razonando en el caso de una ley lognormal:
mg 2,700 3,000 3,300
E (B1) 0 0 0
E (B,) +120 0 -120
E (Bs) 136-40=+96 56-40=+16 20-40=-20

Si la ley limite se fija en 2,700 unidades monetarias, se debe explotar
inmediatamente. Si es de 3,000, es decir exactamente el caso marginal,
existe una ventaja, tedricamente no nula, pero numéricamente Dbastante
débil (16 millones), al hacer una segunda campafia de reconocimiento. Esta
circunstancia es bastante general: en el caso exactamente marginal la
informacidén aportada por los trabajos suplementarios presenta el maximo
de interés. Este interés decrece bastante rapido cuando nos alejamos del
caso marginal por exceso o por defecto. Cuando estamos practicamente
seguros que la ley real es superior (o inferior) a la ley limite de
rentabilidad, se decide explotar (o cerrar), y la necesidad de hacer
nuevos trabajos no se hace sentir.

(°) Se supone que estamos en la zona lineal del variograma, de manera que
la nueva varianza es igual a un cuarto de la antigua.

69



6 EJERCICIOS

6-1 EJERCICIOS SOBRE LOS METODOS TRANSITIVOS.

Ejercicio 1. (Covariograma exponencial). Sea en el espacio de una
. . . A —Alh

dimensidén, una V. R. cuyo covariograma transitivo es g(h)ze I‘. Formar

la expresidén exacta de la varianza de estimacidn o’(a), encontrar su

parte principal, y concluir, en ausencia de Zitterbewegung.

2 2 1
(sol ion: 0'2 a)=a| —-1-— z—/iaz)
solucién (a) [l—e_m laj 5

Ejercicio 2. (Covariograma triangular). Sea en el espacio de una
dimensién la V. R. f(x) igual a 1 en el intervalo (0,Db).

1/ Formar el covariograma de f(x). (solucidén: g(h)=b-|h| para |h|<b y 0
para |h|2b; establecer este resultado por un razonamiento geométrico).

2/ Calcular la varianza de estimacidén para una malla a pequefia, mediante
la férmula de aproximacién. (solucién: (1/6)a?).

3/ Se dispone de n+2 sondajes Sy, Si, S;, ...,S,, S, en una malla regular,
en la cual el primer y el ultimo sondaje son negativos y los otros
positivos. Se admite que cada una de las dos extremidades del intervalo
del cual se quiere estimar la longitud b puede caer en cualquier parte
del segmento (Sy, Si1) vV (S,, Sn+1) respectivamente, de manera independiente
una de la otra, con una densidad uniforme. La longitud b es entonces una
variable aleatoria. Probar que E(b)=na; D?(b)=a’/6: se encuentra bien la
varianza de estimacién tal como la proporciona la férmula de
aproximacién, pero no se obtiene el término fluctuante.

d/ Calcular el valor exacto de la varianza de estimacidén de b/

(Solucidén: poner b=na+ega con 0<eg<l. Si la primera muestra positiva es en
x (0<x<a), se tiene la estimacidén (n+l)a para x<fa, y na para fa<x<a. El
punto x estd implantado al azar en el segmento (0,a) con una densidad
uniforme de probabilidad. Esta estimacidén es una variable aleatoria de

esperanza b y de wvarianza (e-e?)a. Esta expresién considera el
Zitterbewegung. Cuando ¢ (el cual, en la préactica, es siempre
desconocido) es asimilado a una variable aleatoria, con distribucién
uniforme en (0,1), el wvalor medio de esta expresidn coincide con la

expresidn aproximada de b/ (en la cual se excluye en Zitterbewegung).

Ejercicio 3. (Varianza de estimacidén en el caso aleatorio) - Sea, en el
espacio de dos dimensiones una V.R. f(x) de covariograma g(h) y de
soporte S. Si el rectédngulo de malla (a;, a,) es grande respecto de S, a
lo méas, un solo sondaje es positivo, y todo sucede como si esta muestra
unica fuera sorteada al azar dentro de un rectédngulo de lados a;, a
conteniendo S. Si la muestra cae en un punto xe€§, se toma el estimador
Q" (x)=ajarf(x), v 0 si x¢S. Q' (x) es asi una variable aleatoria. Probar
directamente que:
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EQ)=[ f(x)dx
E(Q)) =aa,[(f () dx
D*(Q") = 4,0,8(0)~ [ g(h)dh

Ejercicio 4. (covariograma transitivo de 1la esfera). Encontrar el
covariograma K(h) de una esfera de didmetro D en R3.

D’
6

Al 1]

1
(Solucién: K(h)= —+— ara h<D.
olucidn ( ) D > 1)3 |Y

3
2

Partir de la relacidn:
! T

K hy==(D*-n’
(=" )

Vs
e integrar, observando que g(0)==D'). BAplicacién a la estimacién del

6

volumen de esta esfera.

6-2 EJERCICIOS SOBRE LAS F. A. INTRINSECAS.

Ejercicio 1. Se elige al azar un origen X, en (0,a), luego se divide la
recta en segmentos de longitud a mediante los puntos de subdivisidén xgtka
(k entero, positivo o negativo). Sea Y(x) la F.A. que toma en cada uno de
estos segmentos de longitud a un valor aleatorio constante Y, sorteado al
azar de manera independiente de un segmento a otro, segun una ley de
probabilidad de media m y de varianza o?. Probar que la probabilidad de
que dos puntos x y x+h pertenezcan al mismo segmento es 1-lh|/a para
|lh|<a y 0 para |h|>a. Deducir el variograma de Y(x) (Solucién: |h|c’/a
para |h|<a y o® para h>a).

Ejercicio 2. La misma pregunta que en el ejercicio precedente, pero las
longitudes de los segmentos sucesivos siguen la misma ley exponencial
exp (-Al) (dicho de otra manera, los puntos de discontinuidad constituyen
un proceso de Poisson)

(Solucidén: la probabilidad para que x y x+h estén en el mismo segmento es
exp (-Ah) . Se deduce: y(h)zcz(l—exp(—Ah))).

Ejercicio 3. Se considera el variograma h* (0<A<2) en el espacio de una
dimensidén. Calcular las funciones auxiliares ¥x y F, la varianza de
extensidén elemental de un punto a su segmento de influencia (dispositivo
centrado), la varianza de extensidén a este segmento del promedio de sus
dos extremidades (dispositivo cerrado). Comparar y discutir.
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T
= =G

2ai[i_L}~al{ 2 _l}
A+1| 28 A+2|° A+2 2

Se tiene: o%>0%.,, para A>l e inversamente, con igualdad para A=l: para
A>1, alta continuidad y la muestra uUnica pero bien ubicada es superior a
las dos muestras mal ubicadas; para A<l, estamos préximos del caso
aleatorio puro, y las dos muestras, a pesar de estar mal ubicadas,
proporcionan siempre mejores resultados que la muestra unica; para A=l
los dos dispositivos son equivalentes.

Ejercicio 4. - Con el variograma h® en el espacio de una dimensién,
calcular la varianza de estimacidén del segmento L=na, por n muestras
puntuales, en los tres casos siguientes:

e malla regular (dispositivo centrado)

12471 1
nA+102" 242

e malla aleatoria estratificada

l 2a*
n(A+1)(A1+2)

e malla aleatoria pura

1 ar
n (A+1)(A+2)

Ejercicio 5. Sea, en el espacio de dos dimensiones, el variograma r». Sea
un depdsito reconocido lineas de longitudes superiores a su equidistancia
h.

a/ Calcular la varianza de extensién de una linea de largo 1 en su
rectédngulo 1xh de influencia.

(Solucién: la subida bajo potencia constante 1 transforma r® en Ar**!/1 (o
a log(r) en mr/l); de donde:

1+4 1+4
UZ:Az[l 1}}1 :Bh

ETC 22 a3 0 I,

b/ deducir la varianza de estimacidén (ponderar por los cuadrados de las
longitudes de las lineas, poner L=3%1; y S=Lh, poner entonces la varianza
de estimacién en la forma:
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Ejercicio 6. Mismo problema gque en 5, pero se supone que ademas las
lineas estdn estimadas a partir de muestras (canaletas) a la malla a.
Calcular el término de linea.

(Soluciédn:

€4 con c==2 Ll— L
L A+1L25 A+2

Optimizacidén econdmica: sea w el costo del metro de galeria, py el costo
de una muestra, y lg=po/w. Optimizar la precisidén si el presupuesto de
reconocimiento es fijo, o, lo que es lo mismo, optimizar el costo de
reconocimiento si la precisidén es fija.

(Solucién: Todo consiste en minimizar Cha'™+Bh®** con 1la condicién
1/ (hly)+1/ (ha)=C. Se obtiene la relacidn siguiente:

244
a

BQ2+ AW =ACa"™ +C(1+ )

que proporciona la equidistancia h de los niveles en funcién de la malla
de canaletas.

Ejercicio 7: Efecto de pepita al estado puro - Sean pepitas puntuales
distribuidas en el espacio segun un esquema de Poisson (definicidén: el
nimero N(v) de pepitas en un volumen Vv es una variable de Poisson de
media Av; si v y v/ son disjuntos, N(v) y N(v’) son independientes).

a/ Se toman volUmenes v, y se pone Y(x)=N(vy,) en que v, representa el
trasladado de v implantado en el punto x. Probar que la covarianza de
Y(x) e Y(x+h) es la varianza de N(v,NVyuwn), es decir AK(h), siendo K(h) el
covariograma geométrico del volumen v.

b/ Se supone ahora que las pepitas tienen pesos aleatorios independientes
(con media pg y varianza o%, y se toma para Y(x) la suma P;+P,t+...+Py de
los pesos de los N=N(v, ) pepitas contenidas en v. Calcular la media y la
varianza de Y(x) (solucién: E(Y)=Avp,, D?(Y)=Av(p’+c’,)). Deducir la
covarianza de Y(x) e Y(xth) (reemplazar v por K(h)).

Ejercicio 8: Esquema de dilucidédn. - Se tienen gérmenes poissonianos como
en el ejercicio 9. Sea f(x) una funcidébn. Se pone:

Y(0 =3 f(x=x)

en gque x; representa las implantaciones de los diferentes gérmenes. Se
trata entonces de wuna dilucidén de estos gérmenes por la funcidén f£.
Encontrar la covarianza K(h) de Y(x) e Y (x+h) (lgUﬂ,cmlg:;f*f).

(Hay que limitarse al caso en que f es a soporte compacto, considerar dos
puntos Xy y Xoth y un domino acotado V que contiene los trasladados por Xg

y Xot+h del soporte de f. Se razonard suponiendo que el numero n de puntos
poissonianos caidos en V es fijo, luego se des-condicionard en n).
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Ejercicio 9: Esquema esférico de una dimensiédn - Calcular las funciones
auxiliares del esquema esférico:

3
y(ﬁ)zgé—%é para (<a 1 para (>a
3¢ 10 3a
H=————— ara /<a 1—-—— para (>a
=337 7P g0 ¥
1e¢e 107 3a 1d°
Fl)=————— para /<a 1—-——+—— para (>a
=77 207 P 40 502 P

b/ Varianza de extensién elemental de una muestra en su segmento b de
influencia, para b<a y b22a . Interpretar.

VN NN P,
4a 1604 °  4b 58

6-3 EJERCICIOS SOBRE EL KRIGEADO (').

Ejercicio 10 (Krigeado de un segmento de longitud 1) a/ Se tiene en la
recta una F.A.I. sin deriva cuyo variograma es vy (h) y cuatro puntos de
muestreo: xi, x,=x;+1, x3=x,+1, x,=x3t+1. Se desea krigear el segmento
(x,,x3) de longitud 1 a partir de los valores Z;, Z,, Z3, Z, de la
realizacidén en x;, X5, X3, X4. Escribir el sistema (3-17) utilizando las
funciones auxiliares x y F del parrafo 2-5-2.

(Solucidén: probar que A; = Ay = A/2, X, = A3 = (1-A)/2, lo cual es evidente
por simetria, con A solucidén del sistema:

A 1-2 A
Ey(l) +TN) +57(21) =x()+u

lgiﬂh+1§iy@0+§yon:zzﬁn—mb+ﬂ

y eliminar el pardmetro de Lagrange u, de donde:
1 1 1
A 57(31)—y(2l)—57(1) :21(21)—21(1)—57(21)

b/ Aplicar al caso v(h)=|h|% 0 £ o < 2 , e interpretar.
(Solucidén: utilizar el ejercicio 5 del capitulo 2. Se encuentra:

4
a+l
14297 -3

2 (27 -1)

(") Estos ejercicios fueron agregados por el traductor. Curiosamente, en
este fasciculo, no hay ejercicios sobre el krigeado)
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Para oa=0, A=1/2 (efecto de pepita puro, el estimador oéptimo es la media
aritmética de las 4 muestras). Cuando o aumenta, A decrece, se anula para
o=1 (propiedad markoviana del variograma lineal) vy es negativo para
1<a<2: para o>1, la realizacidén presenta buenas propiedades de
continuidad y el dibujo adjunto hace comprender que, para
(Z1+24) /2<(Zy+Z3) /2 (por ejemplo), el estimador debe ser mayor que
(Z,+Z3) /2, luego A<O:

1

(comparar con el ejercicio 12 del capitulo 4)

Ejercicio 11 (Yacimiento reconocido por dos sistemas de lineas)- Sea un
yacimiento reconocido por dos redes regulares de galerias paralelas a dos
direcciones perpendiculares.

- e
Ll M,
My
kY
1
]
i
\, F
o, r
™ Py
"hq.‘___‘___'__.plll"

Sean Zy y Z; las leyes medias de las lineas, sea Z la ley media desconocida
del vyacimiento y sean o’ = D?(Z-%Z;) y o°4w = D?(Z2-%Zy) las varianzas de
estimacién del yacimiento por las solas lineas horizontales y las solas
lineas verticales respectivamente. Se admite que (lo cual es verdadero
con una buena aproximacién) E[ (Z-Zy) (Z-Z¢) ]1=0.

a/ Probar que el estimador oéptimo (krigeado) de Z es 7 =AZy+ (1-7\) Zp con:

2
A=

2 2
O, +0y,

(ponderacidén por el inverso de las varianzas de estimacidén respectivas) y
que la varianza correspondiente es:

2 2

SwOr

2 2
O +0y,
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(Solucibébn: los ponderadores son de la forma A y 1-A debido a la condicidn
que los pesos suman 1. Partir luego de:

D*(Z-Z")=D[AMZ~2,)+(=AINZ~Z,)]= Ao}, +(1- 1) o}

y minimizar en A.
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