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PREFACE

Ce texte est la rédaction du cours que j'ai donné en 1970 & 1'Ecole d'Eté de Fontainebleau.
I1 est le fruit de plusieurs années de réflexion sur le caractére ambigu de 1'opération qui con-
siste & interpréter en termes probabilistes-un phénoméne naturel unique mais partiellement incon-
nu, et sur le probldme difficile que pose la recherche des conditions de possibilité de 1'inféren-
ce statistique & partir d'une réalisation unique d'une fonction aléatoire non stationnaire. J'ai
donc mis 1l'accent sur les problémes méthodologiques plus que sur l'aspect mathématique de la théo-
rie. Du point de vue des applications pratigues, les résultats utiles sont ceux—-1a méme que j'a-
vais déja donnés dans le fascicule 2 de ces cahiers {a l'exception du krigeage universel), mais
présentés sous un éclairage nouveau. La solution du probléme méthodologique.mentionné ci-dessus
consiste & introduire une hypothdse de quasi-stationnarité, suffisamment faible pour &tre toujours
physiquement plausible. Le rapprochement des chapitres 1 (méthodes transitives) et 2 (Théorie des
F.A. intrins®ques) montre que le probléme de 1'inférence statistique est alors soluble (et donc la
théorie opératcire), en ce qui concerne l'estimation globale d'une variable régionalisée. Le cha-
pitre 4 consacré au krigeage universel aboutit a une conclusion analogue relativement eu probléme

de l'estimation locale. Je n'ai pas présenté le krigeage universel en termes d'espaces de Hilbert,

pour éviter toute difficulté mathématique et concentrer toute l'attention sur le problémes métho-
dologiques. On devra donc se reporter au fascicule N° i de ces Cahlers pour la démonstration de
certains résultats (notamment les théordmes d'existence et d'unicité). Par contre, j'ai examiné
la notion capitale de dérive a partir de points de vue trés différents (dérive fonctionnelle, dé-
rive aléatoire, maximum de vraisemblance, théorie des interpolateurs) qui en soulignent le carac-
tére physiquement ambigu, ou du moins 1ié étroitement a des considérations d'échelle - et moniré
que ces points de vue apparemment opposés conduisaient a des conclusions convergentes : ce qui

apparaltra su moins comme rassurant sur le plan méthodologique.

Un mot encore sur les exercices proposés & la fin de chague chapitre, et dont la plupart ont
été effectivement traités lors de 1l'Ecole d'Bté de 1970. Certains d'entre eux sont de simples
exercices d'application destinés a familiariser le lecteur avec le maniement réel d'une théorie
un peu abstraite. D'autres sont de véritables compléments su cours lui-méme, et apportent des
résultats nouveaux dont certains ont une importance méthodologique fondamentale. Pour chacun d'
eux j'indique la solution, la marche a suivre pour y parvenir, et les conclusions méthodologiques
qu'il convient d'en tirer. J'espére en avoir assez dit pour convaincre le lecteur de la nécessité
de faire effectivement ces exercices.

G. MATHERON



0 - INTRODUCTION

U=1_ NOTATIONS

Nous désignerons par x, y,...; des points de l'espace & n dimensions (n = 1, 2 ou 3),
par dx, dy... des éléments de longueur (n = 1), de surface (n = 2) ou de volumes (n = 3) centrés

en ces points, par f(x), g(y) etc.... des fonctions de ces points.

Llintégrale (étendue a tout 1l'espace) d'une fonction f(x) se note :

~&(x) dx

Par exemple, pour n = % dimensions, et en désignant par (x1, X5 x3) les trois coordon-

nées du point x, cette notation s'explicite ainsi :

+00 400 +%0
ff(x) dx = f dx, f dx2 f f(x1, X, 23) dx,’

De méme, nous noterons Jf(x) dx 1'intégrale de la fonction f£(x) étendue a un domaine A de 1'es-
A

pace a n dimensions.

} Pour n = 2, par exemple, et si A est le rectangle représenté ci-joint,

on a explicitement :

®, b,
_[;f(x) dx = f dax, f f(x1. x,) dx,
. a,

a
8y b 1

Ces notations sont a la fois tres condensédes et trés parlantes : en premiére lecture, on peut les
interpréter dans le cas de l'espace a une seule dimension, .ou leur signification est, en général, -

trés claire. La généralisation aux espaees a deux ou trois dimensions est ainsi rendue plus fa-

cile.

fxemple : Soit V un voluwe, et g(h) = g(h1, h2, h3) une fonction du vecteur h de coordonndes

S _ _ . . .
h1, h2, h3. Soient x = (11, X5 x3) et y = (y1, Yo y3) l'origine et 1l'extrémité de ce vecteur h,
c'est-a-dire h = y - x. le valeur moyenne de la fonction g(h) lorsque les deux extrémités x et ¥y

du vecteur h décrivent (chacune pour son propre compte) le volume V se note :



i, Jax fs(y-x) ay
ve v v
En notation explicite, ceci s'écrirait :
| [lfetr, =5y 4 73531 35 -
~2 fvdx1 dx, dx, fvg(y1 I3, X3 V3 13) dy, dy, dy3

La premidre notation est un symbole, qui désigne directement le concept de valeur moyenne ; la
deuxidme est un algorithme qui indique la marche & suivre pour calculer cette quantité, mais dont

la signification n'apparalt plus au premier coup 4'oeil.

0-2__PRODUIT DE CONVOLUTION (moyenne mobile)

Le produit de convolution de deux fonctions f.l(x) et fz(x) est la fonction g(x) définie

&(x) ﬁ,(y) £,(x~y) dy = _};Z(y) £,(x~y) dy

On écrit en notation symbolique

g=1, %1
Cette opération de convolution joue un rdle fondamental en géostatistique (comme aussi enprobabi-
lités et dans toute la physique théorique). On peut la rattacher & la notion intuitive de “moyen-

ne modbile™ :

Régularisée d'une fonction f (noyenne mobile pondérée de cette fonction)

P& ,,L\ Soit p(y) une fonction de pondération. La valeur su point x de la

moyenne mobile de la fonction f pondérée par p est :

%
gL N 25(x5) = fp(y) £z +y) dy = jp(-y) £(x,~y) dy
o

(on attribue le poids p(y) dy & la valeur prise par f au point x,+y, et on obtient la deuxiéme

expression en changeant y en -y).



Soit ; la transposée de la fonction p (définition : p(x)=p(=x)). fp(xo) est la valeur en

v

* -

X, de £ * p:
£, ==f*p

Cette moyenne mobile fp de la fonction f(pondérée par p) s'appelle régularisée (de f Par p).

Exemple 1(prélevement d'un échantillon v implanté am point x)

Soit v 1'échantillon implanté & l'origine des coordomnées, et k(x) sa forction indicatrice
(k(x) =1 8i x € v et k(x) = 0 s1 x € v). Prenons comme fonction de pondération p(x) = % k(x),
La moyenne mobile correspondante

\'4
£ *k

.-b
it
di

représente la teneur moyenne de l'échantillon v prélevé au point x. Explicitement, or a

£, (x) =; ff(x+y) ay
v

Exemple 2 (radioactivités)

Si 1'on place & l'origine O des coordonnées une masse unité de subtance radioactive, on
observe & la distance d'une radioactivité A é*d/d. (4 est une constante, A le coefficient
d'absorption du milieu). Soit alors f(x) la teneur au point x en cette substance radioactive.
Désignons par d(x—xo) la distance entre deux points x et X, La masse f(x) dx placée en x

entraine en X, une radioactivité A e—Xd (x°-x)/d(x°-x) £(x) dx. Au total,on observe en x la ra-

diocactivité :

-Xd(xo-x)
A ff(x) g ax
d(xo-x)

Ce n'est pas autre chose que le produit de convolution A £ * ; (avec une fonction de pondération

p(x) = e~ /q y d'ailleurs symétrique : p = §).

O~3 GEOSTATISTIQUE ET THEORIE DES VARIABLES REGIONALISEES

la Géostatistique est 1l'application de la théorie des variables régionmalisées 2 1'esti-



mation des gisements miniers (avec tous les tours de main que cela implique). Plus généralement,
nous dirons d'un phénoméne qui se déploie dans l'espace et y manifeste une certaine structure,
qu'il est régionalisé. Les sciences de la terre, entre autres, en fournissent de nombreux exemples.
Si £(x) désigne la valeur au point x d'une caractéristique f de ce phénoméne, nous. diroms que f£(x)
est une variable régionalisée, en abrégé V.R. C'est 1la un terme neutre, purement descriptif, anté-

rieur, en particulier, & toute interprétation probabiliste.

Du point de vue mathématique, une V.R. est donc simplement une fonction £(x) du point x, mais
c'est, en général, une fonction fort irrégulidre : ex. : une teneur dans un gisement minier. Elle

se présente sous deux aspects contradictoires (ou complémentaires) :

- un aspect aléatoire (haute irrégularité, et variations imprévisibles d‘'un point & 1'autre).

- un aspect gtructuré (elle doit cependant refléter & sa manidre les caractéristiques siruc-

turales du phénomdne régionalisé).

La théorie des V.R. se propose donc deux objectifs principaux :

~ sur le plan théorique, exprimer ces caractéristiques structurales sous une forme mathéme-

tique adéquate ;

sur le plan pratique, résoudre le probléme de 1l'estimetion d'une V.R. & partir 4'un échantil-
lonnage fragmentaire. '

Ces deux objectifs sont 1iés : pour un méme réseau de prélévements, l'erreur d'estimation
dépend des caractéristiques structurales ; elle est, par exemple, d'autant plus élevée que la

V.R. est plus irrégulitre et plus discontinue dans sa variation spatiale.

Champ et Support d'une V.R.

le champ V d'une V.R. eat le domaine ol celle-ci est différente de 0. Un panneau est un sous-

ensenble V' de V.,

Support - Souvent, on ne connalt pas f£(x) elle-meme, mais seulement sa valeur moyenne fv(x)
dans l'échantillon v prélevé aun point x. Cette régularisée fv(x) est effectivement plus régulid-
‘re que la V.R. £(x). ILe volume v s'appelle le support de la V.R. £, 1 Tégularisée de f. Une autre
tacne importante de la théorie des V.R. consistera donc & déterminer les caractéristiques de £,
conna;ssant celles de £, Ex. : dans un gisement, prévoir les caractéristiques des panneaux V'

(variable fy,), connaissant celles de f ou de £, (échentillons).



Plus généralement, on cherchera & relier les caractéristiques de f & celles d'une régulari-

ade fp par une fonction p donnée (exemple des radiocactivités).

O-4 METHODES TRANSITIVES ET THEQRIE INTRINSEQUE

Pour atteindre ces objectifs, nous disposons de deux groupes de méthodes :

- méthodes iransitives : absolument générales, et ne nécessitant en particulier aucune

hypothese de nature probabiliste, et a fortiori aucune hypoth2se de stationnarité.

- théorie intrinséque : c'eat une application de la théorie des fonctions aléatoires ;
on introduit donc des interprétations probabilistes, et méme une certaine hypothése de stationna-

rité (hypothdse intrinseque).

Du point de vue théorique, ces deux groupes de ﬁéthodes conduisent & des résultats équiva-
lents : c'est important pour la méthodologie, car cela montre que les résultats de la théorie
intrinstéque ne sont pas réellement liés & 1l'hypoth2se de la stationnarité (on peut d'ailleurs
construire une théorie probabiliste affranchie de cette hypothése et permettant de retrouver les

principaux résultats de la géostatistique).

Nous rencontrons ici un probléme méthodologique gqui présente une importance capitale aussi
bien pour la théorie elle-m&me que pour l'examen critique.de la valeur des résultats auxquels
elle conduit. Il est clair que le caractére ambigu, localement erratique, de nos V.R. appelle
une interprétation probabiliste, et, de fait, notre deuxidme groupe de méthodes fera explicite-
ment appel & la théorie des fonctions aléatoires. liais alors se posent deux guestions fondeamen-

tales, dont la premiére est la suivante :

a/ Quelle est la signification épistémologique véritable de 1'opération qui consiste a
considérer un phénoméne naturel unique (notre V.R.) comme une réalisation d'une fonction aléatoire
(c'est-a~dire comme le résultat d'un tirage au sort effectué parmi une population infinie de V.R.

considérées comme “possibles")?

A dire vrai, une interprétation probabiliste de ce genre est par elle-mfme une conceptualisa-
tion de la réalité (un mod2le comstitutif) plutdt qu'une hypothése susceptible d'&tre infirmée ou
confirmée expérimentalement. Elle se justifie seulement dans la mesure ou elle permet de mieux
saisir la réalité et de résoudre effectivement des problémes pratiques insolubles autrement. Il

semble donc prudent d'essayer, tout d'abord, de voir jusqu'ol il est possible d'aller sans recourir



a cette interprétation - et nous verrons gqu'en fait il est possible d'aller assez loin. De 1li ce
premier groupe de méthode® que nous appelons transitives ol n'intervient en spparence aucun con-
cept probabiliste. La V.R. est ici caractérisée par son covariogramme transitif g(h), non proba-
biliste, qui résume ses caractires structuraux essentiels et permet - si on le connalt ~ de ré-

soudre entidrement certains problémes pratiques comme celui de 1l'estimation.

On pourrait donc en rester la, et faire 1'économie de toute interprétation probabiliste, s'il
était effectivement possible de déterminer ce g(h) & partir de données expérimentales fragmentai-
res. kais il n'en est rien, et une analyse plus fine montrera qu'il est nécessaire ici (si l'on
veut, par exemple, calculer effectivement une variance d'estimation) d'introduire un certain type
d'hypothéses concernant le comportement analytique du g(h) au voisinage de l'origine, hypothdses
dont la signification épistémologique est exactement celle d'un passage camouflé & 1'espérance
mathématique. I1 n'est donc pas réellement possible d'éviter l'interprétation probabiliste, et
mieux vaut alors l'introduire explicitement. C'est ici que se pose la seconde question fondamen=-

tale:

b/ Une fois admise cette interprétation probabiliste, 1l'inférence statistique esi-elle pos-

sible & partir d'une réalisation unique? Autrement dit, & partir du seul matériel expérimental
disponible (qui est la V.R. elle-mfme, ou un échantillonnage fragmentaire de cette V.R. unique)
est-il réellement possible de reconstituer, au moins en partie, la loi de probabillté de la fone-

tion aléatoire hypothétique dont notre V.R. serait une réalisation?

En vue de répondre affirmativement & cette seconde question, on introduit souvent des hypo-
the¢ses, du type stationnarité et ergodicité, beaucoup plus fortes qu'il n'est réellement néces-
saire : dans beaucoup d'applications, ces hypothdses sont grossidrement fausses (exemples : un
gisément ol les teneurs décroissent plus ou moins réguliérement & partir d'un coeur riche j la
topographie sous-marine, ou les profondeurs augmentent quand on s'éloigne des clBtes, etc... : 11

s'agit 1la de phénoménes manifestement non stationnaires). 2Plus fréquemment encore, ces hypothé-

ses apparaissent comme invérifiables. C'est pourquoi, nous chercherons constamment & les affai-
blir, juéqu'a les résuire 2 un minimum & la fois indispensable et admissible. Plus précisément,

nous remplacerons la question b/ ci-dessus par la sulvante :

b'/ Quelle caractéristique probabiliste minimele avons-nous réellement besoin de connaltre
pour résoudre un probléme pratique domné (par exemple, le calcul d'une variance d'estimation) ,

et quelle hypothese minimale est-il nécessaire d'introduire en vue de rendre possidle 1l'estima-



tion de cette caractéristique & partir d'une réalisation unique?

Le plus souvent, cette i:ypothése minimale, suffisamment faible pour &tre & peu prés toujours
au moins physiquement plausible, consistera & supposer que la fonction aléatoire est quasi-intrin-
s#que (c'est-a-dire localement assimilable & une F.A. intrinsique), tandis que la caractéristique
minimale qu'il sera & la fols nécessaire et possible d'estimer sera lide essentiellement au com-

portement au voisinage de l'origine d'un variogramme ou d'une fonction de covariance quasi-sta-

tionnaire.

Cette réduction du probléme & ses caractéristiques probabilistes minimales permet de compren-
dre le succeés des méthodes treansitives (qui, une fois explicitement probabilisées, ne ndcessitent
évidemment aucune hypotndse du type statiomnaire) et aussi l'équivalence de leurs résultats avec
ceux de la théorie intrins2que. Elle souligne de plus 1'intérét capital que va présenter pour
nous le comportement au voisinage de l'origine d'un variogramme ou d'un covariogramme transitif.
Du point de vue pratique, enfin, elle montre que l'on a ﬁrés souvent le droit d'appliquer a des
phénoménes manifestement non stationnaires des procédés de calcul dont on pouvait croire, au dé-

part, que la légitimité était lide a quelque hypothise de stationnarité.

En pratique, la théorie intrinséque est plus facile & mettre en oeuvre, et c'est donc preaque
toujours elle que 1l'on utilise, sauf toutefois dans le cas particulier tr2s important de 1l'esti-

metion d'une surface ou d'un volume (problime géométrigue).

En ce qui concerne la bibliographie (voir références & la fin de ce fascicule), on trouvera
dans [4] 1l'exposé complet de la théorie des variables régionalisées, et dans [5], un exposé abré
8¢ de cette méme théorie suivi d'un traité complet de Géostatistigue appliquée, comprenamnt en par-
ticulier 1'étude des problémes d‘'optimisation économique (le texte frangais originel peut &tre
consulté & la Bibliothéque de 1'Ecole des kines de Paris). La thise de Serra [7] donne d'une part
un exposé général trés concret (et dépourvu de toute difficulté mathématique), de 1l'autre une étu-
de détaillée du schéma sphérique. L'ancien traité [3] est en grande partie périmé, sauf en ce qui
concerne le schéma de De Wijs. La thdse de Carlier [1] étudie(uniguement en schéma De Wijsien)
les problémes spéciaux posés par les gisements de substances radioactives. Enfin, les problémes
d'optimisation économique sont traités dans deux articles des Annales des Wines [8], dont l'essen-

tiel a été repris dans [5]. Pour le krigesge universel, enfin, on consultera [6].



CHAPITHE 1

LES LETHODES TRANSITIVES

i=1 EXEMPLE INTRODUCTIF

Considérons le phénoméne de "transition" le plus simple que l'on puisse imaginer : pré-
sence ou absence d'un caractire. Soit, par exemple, une formaetion géologique S d'extension limi-
tée. Un sondage foré au point x la rencontre, ou ne la rencontre pas. Désignons par k(x) 1l'indi-

catrice de l'ensemble S, c'est-a-dire la fonction définie par :

0O si x£8
x(x) =
1 81 x €S

Il s'agit d'un phénomdne unique, pour lequel aucune formulation probabiliste n'est possible : par-
ler de la probabilité pour qu'un point x donné appartienne a S n'aurait pas grand sens. On peut
noter aussi que tout l'intérét se concentre ici sur la frontidre de S. "En effet, k(x) est constan-
te & 1'intérieur comme a 1'extérieur de S, et c'est au franchissement de cette frontiére seulement
que k(x) varie, passant de 1 & O oude 0 & 1. De 1la le nom de phénoméne de transition, et de mé-

thodes transitives.

L'aire S de notre formation est évidemment domnnée par :

S.= fk(x) dx

La valeur de S constitue un renseignement fort intéressant du point
de vue pratique : le plus souvent, c'est elle que 1l'on cherche & estimer a partir d'un réseau de
sondages. Toutefois, ce parameétre scalaire ne nous apporte encore aucune information de nature
réellement structurale. On peut, en effet, définir la structure d'un ensemble comme le systéme
des relations existant entre les éléments ou les parties de cet ensemble. Nous n'aurons donc
d'information de nature structurale sur notre surface S qu'a la condition de faire intervenir

simultanément au moins deux points.

Soient donc x et x+h deux points (c'eést-a-dire le plus petit ensemble structurant que nous
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puissions imsginer). Considérons alors l'expression k(x) k(x+h) : elle vaut { si x et x+h apppar-
tiennent tous les deux & S, et O autrement. iiais dire que x+h appartient a S équivaut & dire que

x appartient au translaté S_h de S dans la translation -h. On a donc :

1 si xeSNS,
k(x) k(x+h) =
0 si xg€sn 5,

Intégrons en x cette expreasion : nous obtenons une fonction de h :
K(h) = 'J;:(x) x(x+h) dx = MNes (SN 5_p)

qui représente la mesure (l'aire) de 1'intersection de S et de son translaté par -h. Cette fonc-
tion est symétrique, car les deux intersections S N S-h et SN Sh se déduisent l'une de l'autre
par translation. Cette fonction K(h) est le covariogramme géométrique associé a S. I1 domne une
certaine image de la forme de l'ensemble S :

Propriétés_du covariogramme géométrique K(h)

a/ Symétrie : K(h) = K(-h) ; indgalités 0 < K(h) = K(0)

K(0)

J.K(h) dh

b/ Portées : la portée a(a) dans la direction a est la distance & partir de laguelle K(h)

Relations : S

52

8'annule dans cette direction. C'est donc la plus grande dimension de S dans cette direction.

¢/ Pente & l'origine (dérivées'b. droite et a gauche)
K(h)

Si le module &r de h est petit, on a :

h K(k) = K(0) - &6r D,

8r Da est la moitié de la petite surface balayée par le vecteur &r
dont 1l'origine décrit le contour de S. Da est la variation diamétrale

de S dans la direction a (si S est comvexe c'est le diamdtre apparent

dans cette direction).
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Bien qu'il existe une dérivée K;(O) = - I>‘z dans chague direction a, on notera socigneusement

que la fonction K(h), en tant que telle, n'est pas dérivable en h = 0. L'exercice 6 (a la fin

de ce chapitre) montre comment la formule de linkowski permet de relier les dérivées K;(O) dans
les différentes directions a au périmdtre de S (ou & sa surface 3i 1%on se place dans l'espace

a4 3 dimensions). Ce sont 1la des relations tris utiles en morphologie mathématique.

1-2 LE COVARIOGRAKLE TRANSITIF

Soit £(x) une V.R. nulle en dehors d'un champ V borné. Ie covariogramme trangitif de
cette V,R. est la fonction g(h) définie par :

(1=1) g(h) = Jr(x) f(x+h) dx

Propriétés du coveriogramme transitif g(h)

a/ Symétrie : g(h) = g(-h) , inégalité |g(n)| < g(0) = f[f(x)]z dx
Soit Q = f(x) dx la guantité de métal. On a :
(1-2) Q2 = fg(n) an

(pour démontrer (2), remplacer g par son expression (1), et intégrer d'abord en h).

b/ Portée : a(a) est définie par la condition g(h) = O dds que |h| > a(a) pour le vecteur

h de direction a : c'est une propriété du champ de la V.R.

¢/ Comportement du g(h) au voisinage de l'origine. La régularité de g(h) au voisinage de
1l'origine refldte les propriétés de continuité de la V.R. dans sa variation spatiale. Celd ré-

sulte de :
&(0) - &(b) = 4 f [£(x+h) - £(x)]2 ax

Si £(x) est continue par morceaux, g(h) a un comportement lindaire au voisinage de 1l'origine.
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Si £(x) est dérivable, g(h) a un comportement parabolique @
/I\ h

uffet de Pépite V.R. Continue par morceaux V.R. dérivable

v

Parfois, le g(h) n'est pas continu en h = O : autrement dit, g(0) est supérieur a la limite de
g(h) pour h tendant vers 0. On dit alors qu'il y a effet de pépite. Plutdt que d'une véritable
discontinuité, il s'agit d'ailleurs le plus souvent d'une zone de tramsition tres rapide, qui, ex=-
périmentalement, se présente comme une discontinuité. Nous revienirons plus longuement, dans la
version probablliste de la théorie, sur cet effet de pépite et aom interprétation en termes d'é- -
chelles. (voir aussi Exercice 7 de ce chapitre, et, pour une représe_ntation de 1l'effet de pépite

par une mesure de Dirac, les exercices 16 & 20).

Cas isotrope - Dans les applications, on cherche (moyemmant, par exemple, une transformation li-

néaire) & se ramener au cas ol le covariogramme g ne dépend que du module

r = |h| = Vh? + hg teeaot hﬁ

du vecteur h, et se met donc sous la forme g(r) d'une fonction du seul argument r. In tant que

fonctions des coordonnées h1, ha,..., seules les puissances paires r2k de r sont indéfiniment dé-

2k+1 A

rivables en h = 0. Les puissances impaires r » les puissances r”, A non entier, et saussi les

termes logarithmiques du type r& log r présentent tous une irrégularité en h = 0. Ainsi, dans
le cas isotrope, on distinguera deux parties dans le développement limité du g(r) au voisinage de
l'origine : une partie régulidre , qui ne comporte gue des puissences paires, et une partie irré-

A

gulitre regroupant les termes en r", A différent d'un entier pair, avec éventuellement aussi des

termes logarithmiques :

g(r) = g(0) + &, T2 4 tvenea+ D4 D log r
A k
partie régulidre partie irréguliere

le terme de plus bas degré de la partie irrégulidre donne une mesure précise du degré dtirrégula-
rité de la V.R. dans sa variation spatiale. Par exemple, 1'indicatriee k(x) d'un ensemble S est
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caractérisée de ce point de vue par un terme irrégulier d'ordre 1 : K(h) = S - D|h|, comme on 1'a

montré ci-dessus.

d/ le covariogramme g(h) est une fonction de type positif

On dit qu'une fonction g(h) est de type positif si pour tout entier k > 0, tout ensembdble Xyy Xyeeo

o Xy de points de 1'espace |Rn et tout systéme k1..... xk de nombres réels, on a :

(1-3) T Ay Ay 8lxgmxy) 20

14
Les fonctions de type positif jouent un réle important en physique (ol elles ont en général une
signification énergétique) et en théorie des probabilités (les fonctions caractéristiques des
lois de probabilité sont de ce type). Nous verrons au chapitre 2 que les fonctions de covariance

des F.A. sont également de type positif.

Montrons qu'un covariogramme transitif est de type positif. En effet, d'aprés la relation

(1-1), on peut écrire :

T A; As 8(xi=x.) = T A; AL Jf(y) £(y+x,~x.) dy =
1y PR 450 1

2
= i?j A Aj jf(y+xj) f(y+xi) dy = J[ ? Ay f(y+xi)] dy =2 0

Ainsi, dans le choix d'un modeéle de covariogramme transitif on doit obligatoirement se limiter
aux fonctions de type positif (nous verrons au paragraphe 1-4 que cette condition exprime que les

variances d'estimation sont nécessairement positives).

D'aprés le théoréme classique de BOCHNER, une fonction continue est de type positif si et
seulement si elle est transformée de Fourier d‘'une mesure positive sommable. D'ol une deuxidme
) vérification de cette propriété capitale du covariogramme transitif. Désignons par ¢ la transfor-
mée de Fourier de la V.R. f£(x), et par G celle de son covariogramme g = £ # { On sait que la
transformée de Fourier d'un produit de convolution est le produit multiplicatif ordinaire des
transformées des facteurs. Comme la transposée ;\t, de £ a pour transformée 1l'imaginaire conjuguée

T de ©, on trouve ici :

(1-4) 6 = |@|2
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et par suite ori a bien G 2 O.

RBemarque - Du point de vue mathématique, le covariogramme g et sa transformée G sont des données
parfaitement équivalentes. Comme la relation (1-4) est particulidérement simple, il est parfois
plus commode, dans certaines démonstrations théoriques, d'utiliser G plutdt que le covariogramme
& lui-méme. Mais du point de vue expérimental, et dans les applications, le covariogramme g est
en général un bien meilleur outil que G. En effet, le comportement du g(h) am voisinage de l'ori-
gine est presque toujours le critére décisif, et, dans la transformation de Fourier, les proprié-
tés de g(h) au voisinage de h = O ont pour image des propriétés de G au voisinage de 1l'infini. Il
n'est en général pas trés facile d'apprécier le comportement & 1l'infini d'une courbe expérimenta-
le. C'est pourquoi le point de vue de l'analyse harmonique n'est pas tris intéressant dans les
applications pratiques de la théorie des V.R.. La méme remarque s'appliquera d‘'ailleurs & la ver-
sion probabiliste de la théorie, ol l'on travailleras directement sur la fonction de covariance ou

sur le variogramme plutdt que sur leurs transformées de Fourier.

1-3 REGULARISATION D'UNE V.R., ET EONTEE

- 1=3-1 Régularisation d'une V.R.

Soit f£(x) une V.R., p(x) une fonction de pondérationm, t,=t* P la régularisée
de £ par p. La relation (1-1) peut déja s'écrire :

et montre que le covariogramme transitif est l'autorégularisée de la V.R. f. Ise covariogramme

v v L4 v v
gp=f*p’f'p:f*f*p*p=fp*fpsemetaussisouslaforme:

gp.—.g*P

avec P = p * ; 3 on obtient le covariogremme de la régularisée en régularisant g par le covario-

gramme transitif P de la fonction de pondération p : c¢'est effectivement une fonction plus régu-

liére que g, de méme que fp est plus régulidre que la V.R. initiale f.
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1-3-2_ La Montée

Nous allons consacrer le reste de ce paragraphe & une opération appelée montée
qui joue un r8le trds important en théorie des V.R. (car elle permet, par exemple, de ramener le
calcul d'une variance d'estimation dans un espace & n dimensions & une suite d'opérations beau-
coup plus simples effectudes dans l'espace a une seule dimension). En termes miniers, la montée
est simplement la transposition abstraite de l'opération qui consiste a4 implanter un sondage en

un point (x1,12) de la surface topographique.

Si fs(x) = fs(x1,x2,x3) est une V.R. dans l'espace & 3 dimensions (par exemple), on dit que
la V.R. :

fz(x,‘,xz) = f3(x1,x2,x3) o:lx3

définie dans l'espace a 2 dimensions se déduit de f, par montée (d*ordre 1, parallélement a 1l'axe
3
des x,). Par exemple, si f (x) est une teneur ponctuelle, f,(x,,x,) est l'accumulation (quantité
Xz 3 PACTE RS sgccumulation \q

de métal au metre carré) du sondage implanté au point (x1,x2) de la surface topographique.

I1 n'y a aucune difficulté a définir des montées d'ordre supérieur. Par exemple la montée

dtordre 2 (paralldlement au plan des x1.12) conduit & la V.R.
f1(x3) = JJfB(x1,x2,x3) dx, dx,

définie sur un espace i une seule dimension (1'axe des x3) et qui représente, en termes miniers,
le quantité de métal au metre d'approfondissement portée par le niveau de cote x5. Il se trouve
que le covariogramme g2(h1,h2) de la V.R. f2 déduite de f3 par montée d'ordre {1 s'obtient en ef-

fectuant directement cette méme opération de montée sur le covariogramme 33(h1,h2,h3) de la V.R.

£3, autrement dit, en langage bref : le covariogramme monte en méme temps que la V.R. & laguelle

il est associé.
Donnons une démonstration de ce résultat & 1l'aide de la relation (1-4). Soit fn(x1,....xn)
une V.R. dans R, Qn(u1,...un) sa transformée de Fourier. Par montée d'ordre 1 le long de l'axe

des X, on obtient la V.R. fn_1(x1,...xn_1) dont la transformée de Fourier est :

(1-5) Qn_1(u1,...%_1) =& (u,eecwy 450)
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Autrement dit, conformément & un mécanisre de calecul évident (que l'on rencontre aussi, en théo-

rie des probabilités, dans le passage & une loi marginale) on obtient Qn-1- en faisant u, = 0 dams
N1

Gn-1 leurs transformées de Fourier prises dans leurs espaces respectifs [Rn et an"1. D'apris (1-4),

on a

ltexpression de Qn' Désignons alors par - et g les covariogrammes de fn et fn-1' par Gn et

6y = legl? . ey, = ey ,I?
D'apres (1-5), on en déduit :
Gpaq(ugreeeny ) = |¢’n(u.l,...151__1,0)|2 = Gplug,e.ouy_,,0)
Ainsi, on obtient Gn_1 en annulent u, dans l'expression de G. D'apres la réciprocité de la trans-

formation de Fourier, et l'expression (1-5) de la montée, il en résulte bien gue 8n-q B€ déduit de

g, par montée d‘'ordre 1.

1-3-3 La montée dans le cas isotrope

Examinons maintenant le cas isotrope, c'est-a-dire le cas ol la V.R. fn(x).x € txn
admet un covariogramme gn(r) dépendant uniquement du rayon vecteur r = |hj. Il n'est plus néces~
saire de spécifier dans quelle direction s'effectue la montée. Ies montées diordre 1y 2¢... dOn-
nent des V.R. fn-1' fn-?."” dont les covariogrammes gn_1(r), gn_z(r)... dépendent unigquement du
rayon vecteur r (de l'espace & m-1, n-2,... dimensions). D'apris ce qui précéde, ces covariogram=

mes se déduisent de g, par montée, et on trouve sans difficulté :

€ q(T) = 2[5,1( v%r?) an

E B o(T) = 2 tfgn( V12r2) ndn
V
le changement de variable : u2 = h2 + rz donne :
( ” udu
By() = 2 [ gylw) —M
(1-6) oo
Bpo(T) = 2 IJ g,(u) udu
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I1 apperalt ainsi une différence remarquable entre les montées d'ordre 1 et 2. La montée d'ordre
2 (et, plus généralement, d'ordre pair) est une opération élémentaire. Elle s'inverse facilement

per dérivation :

1 L
(r)
2 ar En-2'T

(-7 gy(r) = =

Au contraire, la montée d'ordre 1 (et, plus généralement, d'ordre impair) est une opération plus
difficile, & cause de la présence du radical sous le signe d'intégration, et ne s'inverse pas ai-

sément.

Mais il est possible de montrer que les montées, et leurs inverses, ou descentes, considérées
comme opérateurs agissant sur les fonctions isotropes du type g (r) constituent un groupe (et [4]).
Pour trouver l'expression de la descente d'ordre 1 (gn_1 - gn), on peut donc effectuer d'abord ume

descente d'ordre 2 , qui conduit, d'aprés (1-7), & :
(r)= == ()
T)= o — r

&nv1 2 mr €n-1

puis une remontée d'ordre 1 qui donne, d'aprés (1-6) :

i, ( u_du_=_1j' —_du
R Rl R ere

T

Autrement dit, nous avons ainsi établi les expressions réciproques de la montée et de la descente

dtordre 1 :

( o
( g () ZJ (u) —2du
2 n-1000 En 32
r u =-r
(1-8) (
g (r)=-4 -[ g _1( ) —u
% n n | n 7.2

On trouvera plus loin (Exercice 11 bis) une application intéressante de ces formules de récipro-
cité au probldme qui consiste & reconstituer la granulométrie d'une population de sphéres de 1l'es—
pace & 3 dimensions & partir des granulométries des cercles ou des traversées (cordes) induits sur

des plans ou sur des droites.
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Adoptons maintenant le point de vue de la transformation de Fourier, et soit G = I, & la

transformée du covariogremme gn(prise dans son espace & n dimensions). Comme la fonction &, est

isotrope, sa transformée 3, 8, ne dépend que du rayon vecteur

de l'espace & n dimensions ol sont définies les transformées Fy,. Ainsi G est elle-méme une fonc-
tion isotrope du type G(p). D'apres (1-5), on obtient 3,y 8p.q o0 annulant u dans 1'expression
de ¥, &, Or, annuler u, dans l'expression du rayon vecteur conduit a 1l'expression Vu$+...+u§_1,
c'est-a-dire au rayon vecteur de l'espace & n~1 dimensions, que nous pouvons encore désigner par

p- Par conséquent, en tant que fonction G(p)_du rayon vecteur p de l'espace de Fourier, la trans-

formée G du covariogramme isotropg_gz est invariasnte par montée (et, aussi bien, par descente) :

=3 = aeee

(1-9) G(p) = 3, &, = 3,y &,y

n+1 gn.+1

On dispose la d'un moyen analytique souvent commode pour expliciter une montée ou une descente.

Principe de correspondance.

Examinons, maintenant, comment se comporte & la montée ce qui nous intéresse le plus dans

un covariogramme isotrope, c'est-a-dire la partie irréguliére de son développement limité au voi-

singge d¢e 1l'origine (paragraphe 1-2). Le résultat essentiel (dont on trouvera le démonstration

en [4]) est le suivant : on peut effectuer la montée terme & terme sur la partie irrégulidre de

gn(r), suivant la régle de correspondance :

(1-10) ™~ A rith (A non entier)

et ce principe de correspondance donne le développement limité de gn_1(r) & une série entitre
paire prés. Il n'y a pas de rdgle analogue pour la partie réguliére {mais celd ne sera pas g&nant
car, nous le verrons, les variances d'estimation dépendent seulement de la partie irrégulidre).
L'ordre du terme irrégulier de plus bas degré est ainsi augmenté d'une unité, et cette circonstan~

ce souligne bien l'effet régulateur de la montée.

En ce qui concerne les termes de degré entier impair et les termes logarithmiques de la par—
tie irréguliére, le principe de correspondance terme 4 terme leur est également applicable sous

la forme :
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(
(1=11) %
(

On obtient ainsi, par montées successives, la série singuliére ol l'on voit alterner termes im-

pairs et termes logarithmiques. Par exemplé :

logr—-sr

r - - r2 log r

Calcul des coefficients Al - Pour une démonstration rigoureuse, on se reportera a [4]. Nous don-
nons ici simplement une justification symbolique, dont le principe nous servira également pour le
calcul des variances d'estimation. En tant que distribution (et non en tant que fonction, et c'est
en cela que cette justification n'est que symbolique) rk admet, dans l'espace & n dimensions, la

transformée de Fourier :

A 1 r(4%%) 1
InT = 1 X %+n
n <t 3 r(- E) [
(A non entier). D'aprés (1-9), la montée d'ordre 1 effectuée sur r* conduit a Fpoq 3n ™. En
calculant 3 _, p"M1  grapres la formule méme écrite ci-dessus, on obtient :
n+1 _ Ari
5 -A-n _ nk+ > r( —2—) rx+1
n-1 P = A+D
P(-ﬁ-)

et on en déduit l'expression du coefficient AX de la régle (1-10) de correspondance, & l'aide des

fonctions eulériennes ' , soit :

r(- 1£2) r(1+ &)
(1-12) = V_;t 2 = X tg A = 2
A r(- %) V= 2 r(s B4

Cette justification, répétons-le, n'est que symbolique, et, en particulier, ne montre pas gque la
régle de correspondance (1-10) ne donne le. résultat de la montée qu'a une série entiére prés. Mais
le résultat (1-12) est correct. Dans le cas de la série singulidre (1-11), on obtient (par des

passages & la limite sur lesquels il n'y a pas lieu d'insister ici):
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( 25 1 22Ky 12
= - =% -
hox = ® 1.3...(2ke1) (2k+1)°

(1=-13) 2k
_ 2T (oken)!
A21:+1 -

k! (k+1)!

1-4 L'ESTIMATION DES V.R.

Dans ce paragraphe capital, nous définissons la variance d'estimation pour une maille
réguliére, et nous en donnons deux expressions équivalentes (rigoureuses) valables dans 1l'espace
4 n dimensions (par. 1-4~1). Duns le parasgraphe (1-4-2), nous examinons le cas d'une maille aléa-
toire stratifiée. Nous cherchons ensuite des méthodes d'approximation, d'abord dans l'espace & 1
dimension (1-4-3), puis a deux ou plusieurs dimensions (1-4-4) et nous appliquons ces résultats au
probléme géométrique (1-4-5). L'examen critique des conditions moyennant lesquelles il est effec-
tivement possible de mettre en oeuvre ces résultats nous permet enfin de préparer le passage a la

version probabiliste de la théorie (1-4-6).

1-4-1 Expregsion rigoureuse de la variance d'estimation (maille régulidre)

Pour abréger, nous expliciterons les calculs dans l'espace & une seule dimension.
Mais les résultats se généralisent sans peine & l'espace & n dimensions. Soit f£(x) une V.R. sur

la droite réelle et :
+00

Q =f £(x) dx

la quantité de métal associée. Pour estimer Q, nous disposons d'un réseau de prélivement a maille
réguliére a. Autrement dit, si nous désignons per x, l'abscisse de 1l'un (quelconque) des préléve-
ments du réseau, nous connaissons les valeurs numériques f(x°+pa) de la V.R. f(x) pour p entier
positif ou négatif. En réalité, f£(x) n'étant différente de O que 8ur un domaine borné, seul un
nombre fini de ces valeurs f(x°+pa) sont différentes de zéro, et, dans ce gqui suit, nous n'au.roﬁs
pas & nous préoccuper de la convergence de séries (qui ne comporteront, en réalité, qu'un nombre
fini de termes). Dans la pratique, il né sera pas nécessaire que le réseau des prélévements soit

réellement infini ; il suffira qu'il déborde quelque peu le champ géomdtrique de la V.R.

Pour estimer la quantité de métal Q, on forme alors l'estimateur :
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- +00
Q(x)) =a T f(x,+pa)
pz—“

qui est une fonction périodique (de période a) de 1'abscisse x, choisie arbitrairement comme origire
du réseau. L'erreur Q - Q*(xo) associde a cette estimation-.est également une fonction périodigue

de t ) et nous allons caractériser son amplitude possible par une variance d'estimation que nous

noterons 02( a).

Conformément a notre fil directeur méthodologique (paragraphe 0-4) nous n'introduisons encore
sucune interprétation probabiliste relativement & la V.R. f(x) elle-méme : celle-ci représente une
réalité physique unique, parfaitement déterminée (méme si nous ne la connaissons pas &€fectivement).
wais, justement parce que nous ne connaissons rien, au départ, a son sujet, nous implantons notre
réseau de prélévements "n'importe ou" ou "au hasard" relativement & cette réalité physique incon-
nue.Il n'est pas difficile de donner un statut épistémologique plus précis & ce "n'importe olu", en
adpettant que tout se passe comme si l'origine x, du réseau avait été implantée au hasard sur un
segment de longueur a selon une loi de probabilité de densité constante. Cette hypothise exprime
simplement 1l'ignorance ol nous sommes, au départ, quant a la localisation exacte d'un phénoméne

déterministe, et n'implique donc pas encore un engagement épistémologique bien grave.

Belativement & cette implantation aiéatoire de l'origine x sur le segment (o,a), l'estima-
teur Q'(xo) devient une variable aléatoire. Calculons son espérance mathématigue, et sa variance :

nous dirons, par définition, que cette variance est la variance d'estimation uz(a). Pour 1'espéran-

ce, on trouve :

+oo
* 2 dx
EQ) = —a—o al f(x°+pa) = f(x) dx = Q
[*] P =00

Notre estimateur est donc sans biais. La variance d'estimation est alors :

a
o?(a) = B@"%) - Q%= J [@*(x,)12 ax, - @2
o

. * 2
Evaluons l'intégrale de [Q (xo)] . Ona:

* +00 +00
[Q (x,)] = T T f(x,+ pa) £(x +qa) = a®

p=—& q:-‘o

E % f(xo*pa) f(x°+P8+ka)
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Intégrons de 0 a a. Il vient :

a
) I = f(xo+pa) f(x +pa+ka) dx_ =
k4 5 o °

a
J [Q*(xo) 12 dx,

[]

400
a2.§ j 2(x,) 2(x +ka) dx, = aaijg(ka)

Compte tenu eussi de la relation (1-2), on obtient donc la formule :

+00
(1-14) o%(a) = = E g(ka) -J g(h) dn

-00

Dans 1'espace & n dimension, on a un résultat tout-a-fait analogue. Par exemple, pour n = 3, et
une maille parallélépipédique 8, a, a;, il vient :

62(31,32,83) = (a1 a, a3) i }]:‘3 s(k,a,.kzaz.k3a3) - fs(h) ah

b2
2 13

Remarque - La variance d‘'estimation (1-14) est la différence entre une valeur approchée et la ve-

leur exacte de 1l'intégrale J‘g(h) dh. Elle est donc d‘'autant plus petite que :

- la maille a est plus petite,

- la fonction g, donc aussi la V.R. elle-méme est plus régulidre.
Si la meille a est petite vis-a-vis de la portée, la formule (1-14) comporte un grand nombre de
termes. On est conduit & chercher des formules d'approximation. (Voir parag. 1-4=3 et 1-4~4).

Donnons maintenant une seconde expression (équivalente) de la variance d'estimation, en utilisant

cette fois la transformée de PFourier G du covariogramme g. L'estimateur Q'(xo), en tant que fonc-

tion périodique, admet le développement en série de Fourier :

( - 400 2izpﬁ
Q(x,)=Z ¢ € a
p==—00 P
& ~2i%p x
( cp=§JQ'(xo)e :
(o]

Si nous remplagons Q'(xo) par son expression explicite, on voit que le coefficient de. Fourier Cp

est :
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a ~2inp £ +00 -2inp &
¢, = p2 j f(x+k a) € dx = f f(y) & dy
k
[¢]

-—00

Par conséquent, si &(u) désigne la transformée de Fourier de f(x), il vient :

c, = 16

En particulier C, = @(0) = Q. les propriétés d'orthogonalités des fonctions trigonométriques

dornent ensuite simplement :

2
o?(a) =2 |Cpl - @2
P

et, compte tenu de (1=4) :

(1-15) o?(a) =T 6(2) - 6(0)
D

Cette formule, éguivalente & (1-14), montre que cz(a) est positive dés que G est une fonction po-

sitive (donc dés que g est de type positif). Elle se généralise au cas pluridimensionnel. Pour

BZ, par exemple, avec la maille rectangulaire (a1, 32) on trouve

(1-16 2 * )=z GB,Q "G‘(9
) c (a1 8, A <a1 32) 0,0)

Remarque - De ce qui précéde, on retiendra surtout ce résultat capital : la variance d'estimation

o%(a)_ne dépend que du covariogramre transitif g(h)_et de la maille a. la formule(1-14) montre

mére gqu'elle dépend linéairement de g(h). Si donc nous connaissions le vrai covariogramme g d'ure
V.R., nous serions effectivement 2 mémne de résoudre le probléme de l'estimation d'une maniire en-
tidrement satisfaisante - et sans probabiliser le phénoméne réel. En vue de préparer le renver-
sement de point de vue qui asura lieu au paragraphe (1-4-6), montrons qu'il y a 1la quelquechose

d'illusoire.

En effet, si les seules données expérimentales sont les f(xo+pa), pour un xo fixé , on ne
connaltra pas le vrai covariogramme g(h). Cn pourra seulement estimer les valeurs numériques des

g(ka) & l'aide des estimateurs :
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g(ka) =al £(x +pa) 2(x +pa+ka)
P

De mlme, pour estimer le terme Q2 = fg(h)dh, on ne pourra que prendre le carré [Q*(xa)]2 de 1l'es-
timateur Q*(xo) lui-méme. Mais, si nous substituons ces estimateurs dans la formule (1-14), nous

obtenons identiquement O, comme le montre un calcul facile :

8T g () - [Q"(x,))% = 0

Ce résultat se comprend assez bien : en remplagant dans (1-14) les vraies valeurs par leurs estima-
tions, nous avons implicitement substitué & la vraie V.R. f(x), définie sur la droite réelle, sa
restriction f(x°+pa) a l'ensemble discret constitué par les points de prélévements x,*+pa eux-mémes.,
Le résultat obtenu signifie donc simplement gque Q*(xo) est un excellent estimateur de Q'(xo) lui-

méme - comue on pouvait s'en douter.

En termes moins triviaux, cela signifie qu'il est illusoire d'espérer, par des procédés pure-

ment empiriques, extraire d'un méme matériel expérimental (les f(x +pa)) & la fois une estimation

de Q et la précision de cette estimation.

Pour sortir de cette impasse méthodologique, le recours & un moddle théorique est obligatoire.

On fera choix d'une expression mathématique appropriée g(h;A,u..) dépendant d'un ou plusieurs para-
métres A, p... que l'on ajustera au mieux aux g*(ka) expérimentaux (il est inutile, et illusoire,
de chercher a faire passer exactement la courbe théorique par les points expérimentaux), et c'est
& ce g(h) théorique que 1'on appliquera la formule (1-14). Ie résultat que 1l'on obtiendra aura

exactement autant de valeur que le choix du modéle de covariogramme.

Indiquons tout de suite que ce choix n'est nullement arbitraire. Tout d'abord, la fonction

g(h;A,pu) doit etre de type positif (paragraphe 1-2). Ensuite, on devra attacher une importance

extréme au comportement analytigue de cette fonction au voisinage de l'origine, c'est-a-dire & sa

partie irrégulitre : l'ordre du terme irrégulier de plus bas degré, éventuellement la présence d°

un effet de pépite, ont la significetion de lois physigues et constituent des caractires objectifs
du phénoméne réel. L'expérience aidant, on sait vite (en profitant des occasions oh 1l'on disposait
de réseaux de prélévements particuliérement denses) que tel ou tel type de phénoméne se caractérise
par tel ou tel type de comportement analytique de son covariogramme. Comme en définitive (par.

1-4-3) c'est égalerent de ce comportement gque dépendra pour l'essentiel la variance d'estimation,
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le probléme se raménera, en gros, A déterminer le coefficient du terme irrégulier de plus bas de-

gré et cela pourra, en général, se faire expérimentalement d'une maniére satisfaisante.

1-4-2 Cas d'une maille aléatoire stratifide.

Soit f(x) une V.R. dans &", g(h) son covariograme, et soit V 1le parallélépipdde
de cbtés 849855008, centré a l'origine. Désignons par hi les vecteurs dont les composantes sont
des multiples entiers p,a,,...P 8, des cdtés du parallélépipéde V , de manidre & ce que les trams-
latés vhi de V¥V par les hi recouvrent l'espace entier, La maille sléatoire stratifiée définie par

le parallilépipéde V se construit comme suit :
~ on choisit une origine x, €V

~ pour chague indice i, on choisit au hasard un point X, € ¥ de telle manidre qwe

les xi soient indépendants et admettent la méme loi de densité uniforme dans V .
~ on effectue un préléveuent en chacun des ‘points x, + hi + Xi.

IL'estimateur Q*(xo) de la quantité de métal, a2 x_ € V fixé, est alors :

<]

Q*(xo) =§ v f(x°+hi+xi)

A xg fixé, les v f(xo+hi+xi) sont des variables aléatoires indépendantes. Exprimons leurs espé-

rances et leurs variasnces a l'aide de la régularisée :

fv(x) 1 ff(x+y) dy

v
v

(qui représente la woyenne de f dans le parallélépipeéde Vy centré en x). On trouve :

<l

j f(x +hy+y)dy = fv(xo+hi)
v

E(f(x°+hi+xi) lxo) =

PVt Ve Vo W

2 2
J £ (x-°+hi+y) dy - fv(xo+hi)
v

4l

2 =
D (f(xo+hi+xilxo) =

Ces variables étant indépendantes 2 x, fixé, on en déduit l'espérance et la variance conditionnel-

le de Q*(xo) :
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(g (Qilxo) =§ v £ (x +h;) = Q

é DZ(Q*IxO) v22;) Dz(f(x°+hi+xi)lxo) =v glo) - ve z fs(x°+hi)
i

A X, fixé, Q*(xo) est ainsi un estimateur sans biais. ais - exactement comme dans le paragraphe
précédent - notre ignorance initiale relativement & la localisation du phénoméne réel se formalise
en assipilant x, & une variable aléatoire, indépendante des Il' admettant elle aussi une densité

uniforme dans ¥ . Comme E(Q*Ixo) = Q ne dépend pas de x_, la variance a priori de Q’(xo) - c'est
a—dire la variance d'estimation de la maille aléatoire stratifide - s'obtient en prenant directe-

ment l'espérance en x, de la variance conditionnelle DZ(Q']xo), soit

o
N
Cann
O
*®
p
1}
Al
o
nN
Py
O
"
[}
L —a
[+
N
()
3

vglo) -vI ffs(xo*'hi) ax, =
Y

v glo) = v jf&(x) dx

Désignons par g, le covariogramme de la régularisée f,. D'aprés le paragraphe (1-3-1), il se dé-
duit du covariogramme géométrique K(h) du parallélépipide v par la relation :

1
==, g * K
& =32
En particulier :

&, (o) = 12 fg(h) K(h) dh = st(x) dx
v

D'apres l'algorithme de Cauchy, gv(o) représente la valeur moyenne de g(x-y) lorsque x et y décri-
vent séparément le parallélépipéde v (cf. Exercice 2), et la variance 4'estimation cherchée s'é~

erit s
(1=17) p2(Q") = v[&(o) - g,(0}]

Elle dépend donc uniquement du comporterent du g(h) dans un voisinage de 1'origine défini précisé-

ment par le paralleélépipéde v lui-méme.
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1-4-3 Formules d'approximation pour 1'espace & une dimension.

Soit maintenant f£(x) une V.R. de l'espace & une dimension, g(h) son covariogramme,
et a une maille de prélévement. Loraque la maille a est petite, la formule (1-14) cozporte un assez
grand nombre de termes, et il est avantageux d'obtenir des formles d'approximation permettant un
calcul rapide. En réalité, 1'intéret des formules d'approximation que nous allons établir va bien
au delha de simples raisons de comnodité, et présente une signification épistémologique fondamenta-
le pour le probldme qui nous occupe. En effet, nous allons voir que (4 un terme fluctuant pris
dont nous devrons examiner le sens) la variance d'estimation oz(a), pour a petit, dépend unigque-

ment du comportement analytique du g(h) au voisinage de h = 0.

La structure de la formule (1-14) montre que la variance d'estimation az(a) n'est autre que
1'erreur numérique que l'on commettrait si 1l'on voulait évaluer 1'intégrale f g(h) dh & partir des
sommes discrétes a 2 &g(ka). S5i donc g(h) était une fonction suffisamment régulidre (c'est-a-dire
partout dérivable un nombre suffisant de fois) on pourrait évaluer directement cz(a) par les mé-
thodes classiques fondées sur la formule d'Buler-iiac Laurin. ikiais un g(h) n'est pas, en général,
suffisamment régulier en tout h. Ies modéles théoriques de covariogrammes que 1l'on utilise en pra-

tique localisent les irrégularités analytiques en deux endroits cruciaux :
~ au voisinage de l'origine, comme nous l'avons déja vu

~ mais aussi au voisinage de h = b, b désignant la portée, car le raccordement en b du g(h)

avec l'axe des h peut &tre plus ou moins brutal.

Partout ailleurs, les mod2les théoriques de g(h) ne présentent jamais d'irrégularité analy-

tigue. Cela ne veut évidexment pas dire qu'il en soit encore ainsi pour les vrais covariogrammes.

liais nous ne connaissons jamais expérimentalement ces vrais covariogrammes, et, comme nous l'avons
vu & la fin du paragraphe (1-4-1), nous sommes toujours obligés de leur substituer un modéle théo-
rigue. Nous examinerons dans le paragraphe 1-4~6 la portée épistémologique de cette opération am-
bigue qui consiste & remplacer le vrai covariogramme {inconnu) par un modéle théorigque analytigue-
ment simple, dont les irrégularités se trouvent concentrées au voisinage de l'origine et de la

. portée :
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Pour l'instant, nous partons de 1l'hypothese que les irrégularités se trouvent effectivement
localisées en ces deux points. Par des calculs sur lesquels nous n'insisterons pas ici (cf. [4]),
il est alors possible de montrer que la variance d'estimation, pour a petit, est la somme de deux

termes :

az(aj = T(a) + 2(a)

le premier, T(a), ou terme d'éxtension, dépend du comportement de g(h) en h = O, le second, 2(a),

terme fluctuant ou Zitterbewegung, du comportement de g(h) au voisinage de la portée b.

En ce qui concerne le terme fluctuent Z(a), on peut montrer qu'il dépend essentiellement de

la quantité € = b/a modulo 1 (précisément : on peut trouver un entier n tel que na = b < (n+1)a,
b-na
= .

et on pose ¢ Z(a) est une fonction périodique de e, de période 1, et admet un dévelop-
prement en série de Fourier gans terme constant, donc de valeur moyenne nulle lorsque € varie entre

Oet 1 :

1
J’ Ze(a) de = 0

[-]

Il est possible de déterminer 1l'expression théorigue de ce terme fluctuant. Son ampleur n'est
absolument pas négligeable, elle est souvent méme considérable (voir Pig. 1 et Ex. 14). Uais,
dans les applications, on ne peut jamais calculer la valeur exacte de ce terme, puisque précisé-
ment la valeur exacte de la portée b n'est jamals connue qu'a * a prés, donc &, qui est b/a modulo
1, totalement indéterminé. On s'autorise alors du fait que la valeur moyenne en € € [0,1] de ce
terme fluctuant est toujours mulle pour le négliger purement et simplement, et c'est ce que nous
ferons dans ce qui suit. On notera le caractdre probabiliste camouflé de cette approximation, sur

lequel nous reviendrons dans le paragraphe 1-4~6.

Examinons maintenant le terme principal T(a), ou terme d'extension, 1lié uniquement au compor—
tement analytique du g(h) en h = O. Une étude analytique détaillée (cf [4]) montre qu'il ne dépend
que de la partie irrégulidre du développement limité de g(h) au voisinage de 1l'origine. Plus pré-
cisément, on établit la validité d'un prinmcipe de correspondance terme & terme analogue & celui
que nous avons rencontré lors de 1l'étude de la montée isotrope : chague terme en lhlk du dévelop~
pement limité de g(h) apporte a oz(a) une contribution en T, al*? s avec un coefficient TA qui ne

dépend que de A :
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(1-18) B LA N

Pour A entier pair, on trouve Tx = 0, et ceci confirme que la partie réguliére du covariogramme

n'apporte aucune contribution au développemert limité de 1la varisnce d'estimation. Pour A entier

impair, la régle (1-18) subsiste sans modification. Pour un terme logaritbmique en p® log h, on

trouve sans peine :

h2n log h - T;n a1+2n

avec un coefficient Tén égal 4 la valeur en A = 2n de la dérivée é% Tk'

Calcul du coefficient T,. - On trouvera dans [4] un calcul rigoureux du coefficient T, qui figure

dans la régle (1-18) de correspondance. Nous nous contenterons ici d'une justification symbolique
(analogue & celle que nous avons déja donnée pour le calcul du coefficient Al de la montée). Si

G(u) est la transformée de Fourier du covariogramme g, on 8 , d'aprés (1-15) :

Xa)=2 £ 6B
p=1

Si cela avait un sens de prendre comme covariogramme la fonction Ihlh , la transformée G (au sens

des distributions) serait :

A
ow) = =1 r%) 1
r-3 ™

1
nk+ 2

et, si la formule (1-15) restait valable pour cette transformée prise au sens des distributions,

on trouverait donc :

1

2 2 a
o“(a) = P
1 A = 1+A
A3 (- 5) P=1 P

D'ou 1'on déduirait l'expression de T, :

,  Th = 1
(1-19) T = —£_ —
A A 1+A
™t % r(- 2) r=1 P
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Il se trouve que la valeur de Th obtenue par ce raisonnement approximatif est bien la valeur cor-

recte. En particulier :

1
T -%

£ 0,0609+ .«

3
]

N -

le principe de correspondence permet un calcul facile et rapide de la variance d'estimation. Mais
on n'oubliera pas que l'on a négligé un Zitterbewegung , dont l'ampleur peut 8tre énorme, ni que
ce que l'on obtient est en réalité un développement limité de 0’2(8) au voisinage de a = 0, donc
un résultat utilisable seulement pour les petites mailles. Pour une maille a grande, d'ailleu.rg,
la formule générale (1-14) ne comporte plus qu'un nombre modeste de termes et peut &tre utilisée
directement. Iorsque la maille a devient supérieure a la portée, seul le terme correspondant &
X = O subsiste dans (1-14), et on obtient alors la formule simple :

(1-20) cz(a) = a g(o) - fg(h) dh (a 2 b)

dont le sens probabiliste est indiqué dens l'Exercice 15.

Remarque - Si L = na est la longueur minéralisée, et n le nombre de préldvements positifs, au co-
variogramme en rA correspond la variance d'estimation :

az(a) =T

14N _ 1+A 1
) 8 -(TAI. ) —

nH-A

Elle est en raison inverse de n'*} (et non en 1/n comme 1'aurait suggéré une application maladroi-
te de la statistique classique). '

1-4~4 Formules d'approximation dans

Nous allons étudier en détail le cas de l'espace & deux dimensions, la générali-
sation & [R® se faisant ensuite d'elle-mfme. Notre but est de dégager un second principe d'appro-
ximation, permettant de ramener le calcul d'une variance d'estimation 02(a1,a2) 4 la somme de deux

variances d'estimations & une seule dimension, justiciables séparément de la régle de correspon-
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dence {1-18) — {1-19), donc trds faciles 3 caleuler. Nous désignerons ce principe sous le nom de
principe de composition des termes de lignes et des termes de tranches. Examinons d'abord le sens

intuitif de ce principe. Soit (31,a2). avec a, > 8, , une maille rectangulaire, f£(x,y) une V.R.
définie dans le plan, g(h1,h2) son covariogramme, et 31(h) le covariogramme que l'on déduit de g
® par montde de long de 1'axe des y. Notre principe de composition énonce

L]
que la variance d'estimation 02(a1,a.2) de la maille rectangulaire est

la somme :

(1-20) 62(31.32) = 03(51) + 8, dg (32)

. °
S tede”
de deux termes : le premier, af(a1) se calcule par la relation (1-14) appligquée au variogramme
monté &4 et représente l'erreur que l'on commettrait en estimant la quantité de métal Q & partir
des lignes de plus grande densité de prélévement (paralldle a 1'axe des y) 3 c'est le terme de
ligne. Ie second, a, °§(32) s'appelle terme de tranche. Il représente l'erreur que l'on commet
en estimant 1'aécumulation des lignes & partir des préldvements ponctuels. On calcule cg(az) en
appliquant la formule (1-14) & la maille a, et au covariogramme & 1 dimension g(o,h). Ie principe

(1-20) exprime donc que, du point de vue du calcul des variances d'estimation, les deux erreurs

commises en estimant 1'accumulation des ligmes & psrtir des préldvements, puis la quantité de mé-
tal & partir de ces accumulations supposées connues, peuvent &tre regardées comme sans corrélation.

Précisons 1'dnoncé de ce principe, avent d'en domner une justification approchée. Pour abré-
ger les notations, nous désignerons par 8, 1l'opérateur linéaire associé, selon (1-14), & la varian-
ce d'estimation pour une maille a 3

+00 +eo
g=8 T g(ka) -J g(h) an
Iom—co

-0

LY

Soit (x

o’yo) les coordomnées de l'un des prélévements. Désignons par

L(x) = Jf(xo+i 8,5 §) dy
1'accumulation de la ligne i d'abscisse x°+i a1, et par @

- 400
Iai(xo,yo) = a, zZ f(x°+i 843 TP 32)
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1l'estimateur que l'on peut en former. On a vu au paragraphe 1—-4-1 que x, et Yo doivent 8tre con-
sidérés comme deux variables aléatoires indépendantes admettant des densitds uniformes sur (0,31)
et (o,aa) respectivement, L'accumulation I"i(xo) de la ligne i1 est donc une variable aléatoire, et
il est clair qu'a x, fixé on a :

. .
E(Iyfx,) = Ly(x)
Pour estimer Q = in’(x.y) dx dy, on forme l'estimateur :
*
Q (x4,5,) = &, '-f Li(x,,y,)
et l'erreur d‘'estimation peut s'écrire :

* *
(1-21) Q'Q = (Q-31§ Li)+a1z;l(Ll-I‘i)

Ie premier terme est l'erreur que 1l'on commet en estimant Q & partir des accumulations. D'aprés
la définition méme de la montée, la variance de ce terme (terme de tranche) s'obtient en appli-
quant (1-14) au variogramme gy a4 1 dimension déduit de g2(h1,h2) par montde le long de l'axe des Yy,

soit, avec nos notations :

2 =
oi(a,) = 831 g,

Le second terme est la somme des erreurs Li-L; commises en estimant chacune des accumulations a
partir des préldvements ponctuels., Pour chaque ligne i, on vient de voit que l'espérance de cette
erreur est nulle & x, £ixé 3

E(L,-L;|x,) = 0

Ax f£ixé, la V.R. f(x°+i a.; y) définie sur la ligne i admet le covariogramme 8 & une dimension
défini par :

+oo
(1-22) 5i(h) =f f(x°+1 a; y) f(x°+:|. as; y+h) dy

-l

et la variance conditionnelle de I.i-L; est donc 13
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2 » -
DH(Ly-Ly Ix,) = %a, &1

Nous faisons alors l'hypothise (que nous justifierons plus loin) selon laguelle les 'Li-I; peuvent
8tre considérées comme sans corrélation & x, fixé. la variance conditionnelle du terme de ligne

est alors :

2 2 * _ 2
e 213 D (I‘i'I‘i|xo)_ aj 22 632 8y

Comme E(Li-L;) = 0, on en déduit la variance a priori du terme de ligne en prenant l'espérance en
e 9 soit
84
a1 J dx<> ? ’aa L1
o
Mals il est clair que l'opérateur linéaire 3s permute avec la sommation en 1 et 1'intégrale en
2

X, En utilisant (1-22), on trouve donc pour le terme de ligne :

8, +00
a, 632 J dx ? J f(x°+i a3 y) f(x°+i a; y+h) dy =
(=] =-00

+c0 40

- a0, f ax f 2(z,3) 2xyem) ay = 8, 4, 6(on)

-0 -0

Le terme de ligne est donc bien :

- 2
3 6a, glo,h) = a, o5(a,)

conformément a (1-20). Four obtenir la relation (1-20) elle-méme, il reste encore & admettre 1'
absence de corrélation des deux erreurs Q - a, z Ly et a, = (Li-L;_) qui figurent en (1-21).

Ce principe de composition des termes de ligne et des termes de tranches présente une impor-
tance trés grande, pour des raisons pratiques, d'abord, puisqu'il permet de calculer treés facile-
ment une valeur approchée de la variance d'estimation, mails aussi pour des raisons méthodologiques:
car, compte tenu du principe de correspondance, il montre que, dans l'espace & deux dimensions
également, la variance d'estimation dépend essentiellement du comportement du g(h) au voisinage

de l'origine. Nous retrouverons ce principe de composition, sous une forme équivalente, dens la
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version probabiliste de la théorie. Il n'est donc pas superflu d'en dormer une justification au
moins symbolique.

Pour cela nous appliquerons le principe de correspondance. A tout terme en r" de la partie
irrégulidre du covariogramme g correspond par montée le terme A rith dans le covariogramme monté
g, (relations (1-10) et (1-12)), puis le terme M T 24\

a
1+A 1
(relations (1-18) et (1-19)). De méme, r* contribue pour T

dans l'expression du terme de tranche

1+A
A 2 82

cipe de composition se traduit donc par la régle de correspondance :

a au terme de ligne, Notre prin-

A 2+\ 14\
(1-23) - AT, 8] + 1, 8 8

Inversement, la r2gle (1-23) permet de reconstituer le principe (1-20) (pourvu seulement que le co-
variogramme g soit isotrope ou se laisse ramener & la forme isotrope par une transformation liné-

" aire). C'est cette rdgle que nous allons justifier.

Justification de la rigle (1-23).

Partons de la formule générale (1-16), ol G(u,v) est la transtormée de Pourier du covariogram-

me g. Cette formule s'éerit :

o2(a,,a,) = Z e (8- L) - oo

Dans la somme double, les termes correspondant & ¢ = O domment le terme de tranche

2 = .
ey = 6 (2 %) - 6(o,0)

En effet, G(u,0) est la transformée du coveriogramme monté g1(h), et la formule (1-15) montre que

le terme ci-dessus est justement la variance & 1 dimension af(a1) =8 31 calculée sur le cova-

8
1
riogramme monté 8- Ie deuxiime terme, ou terme de ligne, a donc pour expression exacte :

o “+co
ez T o(2,4)
q=t p=e \% %

Pour justifier (1-23), il faut montrer que la contribution & cette expression d'un terme en rk

alt?

dans le développement de g est T)‘ a, a, . Dans l'espace & deux dimensions, la transformée de r)‘

est :
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A
gy oho 1 [1*3 1
2 1+A A
n r(- %) 1+3
2 (uzwz) 2
Nous devons donc établir la relation :
{ A
r(1 +3) 0o 400 1
2 2 1+A
(1-24) z Zz . A =T, 88
2 (-3 q=t p== ( + )“ 2 1R
a8y &
pour un entier g fixé, on a :
400 1 s, M2 e 1
(1-25) 2 e P.Y =( z T 1+ 2
p=— [ 2 2 2 ¢ p=— 2 _%2 2
* P53
82 & a° aj
or a, est supposé petit devant a4, et la quantité :
a
b = 2
q &8y

est petite. La somme de Riemann T donne donc une bonne approximation de 1l'inté-

b
1+
P (H» bzpz)

(Mg

grale

+00

J' dx A
=00 (1+ xz) b 2

On-peut d'ailleurs montrer que l'erreur commise en remplagant cette intégrale par la somme dis-

créte est d'un ordre trés élevé en b. On en déduit, avec une approximation excellente :

+00 140
1 dx r'(__)
1 1 \/" 2
2 — Aé= J — A = = M —
+3s7TDb i+ = b A
P (1+ bepz) 2 o (14 %) 2 r(1+ 3)

En remplagant b par sa valeur 32/‘1 8 et en portant dans (1-25), on trouve ainsi :

1+A
1 r{==) 1
> —_— A = a a;"" T _—)\ oy
P r(1+ E) q

1+
A

Ny m‘nm
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Portons ce résultat dans le premier membre de (1-24). Il vient :

1+A
1+A 2 N> = 1
-3 TR

! w1 TCD o
w2 2’ 9 1

Mais, d'apreés (1-19) cette expression est justement égale 2 ‘1‘1 a, a;*)‘ » de sorte que la relation

(1-24) est vérifiée, donc aussi la rigle de correspondance (1-23) et le principe de composition se

trouve justifié,

J=4-5 Application & l'estimation d'une surface.

Aprliguons le principe de composition du paragraphe précédent au cas de l'estima-
tion d'une surface S. La V.R. & e¢stimer est iei 1l'indicatrice k(x) de l'ensemble S. Nous avons
vu que le covariogramme géométrique K(h) associd est linéaire au voisinage de l'origine (paragra-

phe 1), soit

K(h) = § - |n|D_ + ...

Da désignant la variation diamétrale dans la direction a du vecteur h.

a/ Plagons-nous d'abord dans le cas isotrope, c'est-a-dire dans le cas ol la variation dia-
métrale Da = D est & peu pres indépendante de la direction a. Avec T1 = - % et A1T2 = - 0,0609,

la régle (1-23) domne la variance d'estimation de § pour une maille rectangulaire (a4,8,) sous la

forme :
2 _ 1 2 3
(1-26) og = D(g a, a3 + 0,0609 a1) (a1 < 32)
Cherchons plutdt la variance relative czysa . A dire vrai, nous ne connaissons pas- la vraie valeur

de S, mais seulement son estimation n 8, ay, 1 désignant le nombre des points positifs du réseau.

En divisant par ( n a, 32)3/2 VE, on obtient une expression intéressante :

(1-27) cg : D (1 \ /51 o.0609 ('az )3/2
= — - + 0, -
2 22 Vs \® 2 |

En fait, on ne connait pas la vraie variation dismétrale D. Pour l'estimer, on remplace 1l'ensemble
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S incomnu par la réunion des zones d'influences (rectangles a, a2’) des

r o+t points positifs. On compte les nombres 2 N1 et 2 N, d'éléments liné-
+ 0+ aires a, et a, constituant le périmdtre du contour ainsi obtemu, et les
o+t variations dismétrales correspondantes soxnt D1 = N1a1 et D2 = N2a2.
ﬂ 0 ll Comme nous sommes, pour 1'instant, dans le cas isotrope, il vient :

D= N1a.1 = Nzaz

Substituons dans (1-26), et divisons par s? = (n a1a2)2. 11 vient :

2
1o (x

1
(1-28) = -1;2 ) N2 + 0,061 —Nz— ] (N2 s N1)

m’\)' mql\)

Y/ En général, cependant, le contour ne sera pas suffisamment isotrope pour que Da puisse
8tre regardée comme une constante D. Il présentera, p.r exemple, une direction principale d'allon-
gement. Si 1l'un des c8tés de la maille est paralldle & cette direction frincipale (ce qui sera sou-
vent le cas), la formule (1-28) précédente reste applicable : en effet, prenant cette direction
principale comme axe des x, et multipliant les ordonnées par un module convenable, nous obtenons
une nouvelle figure, isotrope cette fois (au moins en premiire approximation) pour lajuelle (1-28)
est donc valable. Hzis cette transformation linéaire n'a modifié ni N1 ni N2, ni la variance rela-

tive <:t2/S2 s, de sorte que (1-28) est valable aussi dans le cas de la figure anisotrope initiale.

Exemple - Sur la figure ci-aprés, l'aire minéralisée est estimée a4 10 fois le rectangle de maille

a, a,. ZElle comporte un trou (une lacune). Dans le décompte de N, et de

1 72

00000 N2 doivent figurer aussi bien les éléments extérieurs que les éléments in-
0C+++0 ; i .
0+0+0 térieurs. On 1it donc sur la figure :
O+++ 0
C+0+0
00000 2D1=12111 soit K1=6

2D2 = 832 soit N2 = 4

D'ol, par conséquent :
2

° _ 36 1,21
?-m[é+0,061 4]=—"—



soit un écart type relatif as/s = 11/100, et une fourchette d'erreur relative de % 22%

On se gardera toutefois d'oublier que ce calcul fait abstraction du terme fluctuant, ou Zit-

terbewegung, dont nous savons que l'amplitude peut &tre énorme.

Zitterbewegung dans I'estimation
de la surface d'un cercle

'
,/
of 4
2

2 03 05 04 _ W D
fig 4. — Zitterbewegung dons l'eshmaltion de la surface du
cercle de diamelre wunilte’ a l'aide d'un reseav a
maille carres . En abscisse lo maille a. En or-
donnee la variance destimation correspondante
o-*(a). la courbe en lrail plein represente |a
valeur exacle , calculee o partir de la formule
exacle (IV,14,12).la covrbe en pointidlé  represente
la formole 0 "(a) =0.2276 0% + 0.00477 05 oblenve en
ne_'9/1_9eanl le Zil'rerbcwegung el en ‘relenan/ Jes

devx premiers termes do developpement |imile’

donne por ke ,or/ncfpe de corres pondance .
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1-4-6 _Passage & la version probabiliste de la théorie.

Dans ce premier chapitre, nous avons adopté le point de vue spontané et, pour-
rait-on dire, naif qui consiste & prendre tel qu'il se présente le phénoméne que l'on veut étudier,
sans faire & son sujet aucune hypoth®se particuliére. iais, si les méthodes transitives préten-
daient, au départ, construire la théorie des V.R. sans introduire d'interprétation probabiliste,
cette prétention n'a pas tardé & se révéler injustifide. ZTout d'abord, un phénomine inattendu com-
me le Zitterbewegung (paragraphe 1-4-3) est trds caractéristique d'une situation préaléatoire que
les physiciens connaissent bien t celle ou une légére modification des conditions initiales, indé-
celable expérimentalement (ici, le rapport portée sur maille modulo 1) provogue au bout d‘'un cer-
tain temps une modification radicale du phénoméne observable. Plus profondément encore, le covario-
gramme g(h) - si nous le connaissiamm parfaitement - présenterait de petites ondulations, des points
singuliers, toute une structure de détail qui fournirait autant d'information, ou presque, que la
domée de la V.R. elle-méme. kiais cette riche structure de détail n'est jamais accessible expéri-
mentalement. A partir de points expérimentaux discontinus, nous ajustons un moddle théorique de
covariogramme, qui est une courbe régulidre et continue sauf.au voisinage de l'origine et de la
portée (remarque terminale du parsgraphe 1-4-1). Plus précisément, nousnsommes amenés & faire une
hypothése sur le comportement analytique (en hk par exemple) du g{h) au voisinage de l'origine, En
fait, il n'eat nullement certain que le vrai g(h) présente un comportement analytique d'un type saus-
si simple. D'un point de vue mathématique, les opérations de lissage ou de régularisation qu'en-
traine une hypothise de ce genre sont difficiles & analyser avec précision. sais il est clair qu'
elles oblitirent nécessairement la structure fine du g(h) et toute la richesse d'information poten-
tielle qu'elle contient. Si le caractire mathématique de ces opérations est plutdt obscur, leur si-

gnification épistémologique est évidente : elles constituent un éguivalent camoufié d'un passage a

1l'espérance mathémstiquer Ainsi, les méthodes transitives, qui se voulaient au départ purement gé-
ométriques, se révélent, lorsque l'on analyse les ccnditions de leur mise en oeuvre effective, com-

me riches d'un contenu probabiliste implicite.

Nous allons donc faire apparaitre au grand jour ces hypothéses probabilistes que dissimulaient
les méthodes transitives, et ce sera notre théorie des fonctions aléatoires intrinsdques. Mais les
phénoménes naturels auxquels nous nous intéressons doivent, en général, &tre regardés comme uniques,

et 1l'inférence statistique ne sera (en principe) possible que moyennant une hypothése spéciale, du

type stationnaire ou intrinsdque. Cette hypoth®se paraltra parfois plausible, parfois franchement
contraire aux données expérimentales ét, dens tous les cas, comme arbitraire. Or, 1l peut sembler
illusoire d'interpréter un phénomdine de la nature comme une réalisation d'une fonction aléatoire

s8i 1l'on n'est pas certain de pouvoir reconstituer sans ambigllité le loi de probabilité de cette



F.A. & partir du phénoméne réel. On voit ainsi apparaltre une nouvelle contradiction. Tout-a-
l'heure, les représentations transitives se sont révélées posséder un contenu probabiliste inavoué:
mais elles n'impligquaient aucune hypothése de stationnarité (et c'est en cela que réside leur in-
téret méthodologique). liaintenant, nous allons mettre en pleine lumidre ces hypothéses probabilis-
tes auparavant cachées, mais il va nous sembler qu'elles n'ont de sens gque moyennant cette hypotheé-

se de stationnarité, dont justement les méthodes transitives n'avaient aucunement besoin.

le rapprochement de ces points de vue opposés indique clairement la solution : 1'interpréta-

tion probabiliste est inévitable, meis l'hypothdse stationnaire n'est pas réellement nécessaire.

La V.R. devra &tre considérée, en général, comme une réalisation d'une F.A. non stationnaire, et
1l'outil de base sera une covariance non stationnaire C(x,y) dépendant séparément des deux points
d'appui x et y (et non pas seulement de la différence x-y)}. L'inférence statistique restera im-
possible, en ce sens que nous ne pourrons pas déterminer C(x,y) & partir des données disponibles.

HMais pous n'aurons pas besoin de connaltre effectivement cette covariance. Pour le voir, il suf-

fira de transposer en termes probabilistes les résultats des méthodes transitives. S'il s'agit,
par exemple, d'estimer un domaine V, dont l'indicatrice est k(x) et le covariogramme géométrique

K(nh), les méthodes transitives montrent qu'il faut connaltre la fonction :
s = [x() 2) x(aem) 2lxon) 200) ax

Dens la version probabiliste, le covariogramme géométrique g(h) devient lui-méme une F.A., et c“
est son espérance E(g(h)) qu'il est alors nécessaire et suffisant de comnaltre pour résoudre le
probléme de l'estimation. Or cette espérance se déduit de la covariance non statiomnaire par la

relation :

(1-29) E{g(h)] = Jk(x) k(x+h) C(x,x+h) dx

C'est d'ailleurs déja cette relation (1-29) que 1l'on appliquait implicitement lorsque 1'on substi-

tuait un mod¢le théorique au vrai g(h) incomnu. Celte espérance, 3 un facteur prés, ne diffdre pas
de la covariance pseudo-stationnaire C(h), moyenne de C(x,y) dans le domaine V & estimer, que 1'on
atiribuerait & la fonction aléatoire si on la ¢onsidérait comme statiomnaire (alors qu'elle ne 1'

est peut-8tre pas). On a clairement, en effet :

Un) = gy fk(x) K(z+h) C(x,xem) ax = HEBI]
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Ainsi, c'est cette espérance E[g(h)], ou cette covariance moyenne T(h) qu'il suffit de connaltre
pour résoudre le problime de l'estimation. De plus, les méthodes d'approximation que nous avons
dégagées, montrent qu'il suffit méme de connaltre le comportement au voisinage de l'origine de
cette fonction E[g(h)] ou T(h). Nous montrerons dans ce qui suit que 1'inférence statistique a
partir d'une réalisation unique est possible pour ce qui nous intéresse (ce comportement au voisi-
nage de l'origine) moyennant seulement une hypothise de quasi-stationnarité que nous préciserons
chemin faisant : mais cette hypothese sera cette fois suffisamment faible pour &tre physiguement
admissible dans tous les cas qui nous intéressent. Autrement dit, il sera possible de résoudre le

probléme de l'estimation dans un cadre explicitement probabiliste et en utilisant seulement les

données expérimentales disponibles.

On mesure ainsi 1'importance méthodologique de ce premier chapitre, qui a pu paraiire un peu
théorique au premier abord : une fois probabilisés, les résultats des méthodes transitives montrent
qu'il est possible de s'affranchir de la fameuse hypothese de stationnarité, et c'est pourquoi nous
avons cru devoir en donner un exposé assez complet. Passons maintenant & la version probabiliste

de la théorie,

1-5 EXERCICES SUR IES WKETHODES TRANSITIVES.

1-5-1 Exercices sur les paragraphes 1-1 et 1-2.

N

Exercice 1 (Fonction tri]a_ngl_e) - Dans l'espace & une dimension, trouver le covariogramme géomé-

trique K(h) associé & 1'indicatrice du segment de longueur b.

(Solution : K(h) = b -|h| pour |h| < b, et O ailleurs. Noter le comportement linéaire
au voisinage de h = 0 et le raccordement brutal en h = b).

Méme question dans &2 pour le rectangle a x b (Sol. : K(h,,h,) = (a - |n])(v -Ihzl)
pour |h1] < aet |h2| £ b) et dans B> pour le paralldlépipdde a x b X C.

Exercice 2 (Algorithme de Cauchy) — Soit V un enaemble dans |, K(h) son covariogramme géométrique,
et g(h) une fonction quelconque d‘'un argument vectoriel h. ilontrer que la valeur moyen-
ne de g(x~y) lorsque les extrémités x et y de l'argument de g décrivent séparément V se
déduit de K(h) par la formule :
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-12 Idx fg(x-y) dy = 12 Js(h) K(h) déh
v g v v

(Solution : expliciter 1'intégrale double a 1'aide de l'indicatrice de V, faire un
changement de variable et intervertir l'ordre des intégrations. Cet algorithme est
d'un emploi constant en théorie des V.R.).

Application - (cf, Ex. 1) si g = g(r) ne dépend que du module r = |h|, la valeur moyen-

ne de g dans le rectangle a x b est 3

a b
—241? jdx J (a=x){(b~y) g(Vx2+y2) dx dy
a ° °

Exercice 3 - Soit dans &' 1a fonction £(x) =73 pour x 2 0 et £(x) = O pour x < O . lMontrez que

le covariogramme associé est g(h) = -é%'Q-a‘hl (comportement linéaire a 1'origine).

Exercice 4 - Soit f£(x) la fonction égale & x sur 1l'intervalle (-b,b) et & O ailleurs. Montrez g(h)
= % v’ - ve|n| + 3 27| (1inéarité & 1'origine). Vérifier fg(h) dh = O et interpréter.

Exercice § - Soit dans R' 1a fonction f£(x) = (b2-x2) pour -b s x < b et £(x) = O pour x € [~b,b].

.

Yontrez que le covariogramme associé est :

2 3 5
-p(le_4 1 2 |h! 1 |h!
g(h) =D - = + & -

( 15 3 4 3 30 )
(Noter le terme irrégulier principal en n® i s'agit d'une fonction continue. Plutdt

que de faire un calcul direct, on montrera que si f est dérivable, son covariogramme

v v
g=1f * £ a pour dérivée seconde g" = - £' *# (£') , et on utilisera l'exercice 3. On

intégrera ensuite deux fois g", en notant g'(o) = 0 et en calculant directement g(o)).

Exercice 6 (Formule de Minkowski) - Soit S un ensemble suffisamment régulier dans IRZ, K(h) son co-

variogramme géométrique, 24 son périmdtre. ZEtablir la relation :

%
28 = -J K (o) da
©
(mettre - K;(o) sous la forme d'une intégrale curviligne -15 flcos(e-z)l ds étendue an

contour de S, et intégrer d'abord en a).
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De m@me si V est un ensemble de BB, K(h) son covariogramme géométrique, et S sa sur-

face, montrez :
S= -~ 1 K' dw
T J w(o)

(dw angle solide élémentaire autour de la direction w, intégration sur 4 = stéradians)
(Ces formules sont trés utiles en morphologie mathématique : elles permettent de re-
constituer le périmdtre ou la surface spécifique & partir de la dérivée de la fonction

de covariance ou du covariogramme, donc d'observations purement linéaires).

Exercice 7 (Effet de pépite) - Dans R1, on divise 1t'intervalle (0,b) en n intervalles égaux de
longueur & = b/n, et on considdre n variables aléatoires indépendantes X admettant
la méme espérance m et la méme variance o%. On pose £(x) = X, pour (i-1)a £ x < 1a ,
i=1,2...n, et £(x) = O & 1'extérieur de (0,b). Trouver 1l'espérance g(h) du covario-
gramme de f£(x).
(Solution : o?(b-n|h|) + n?(b-|h|) pour || = &, w(b~|h|) pour & < |k] = b,0 ailleurs.
Pour a petit, ou n grand, ce schéma correspond & un effet de pépite).

Exercice 8 (Granulométrie d'un grain convexe) - &/ Soit S un ensemble convexe dans Bz, £ son co-
variogramme géométrique qu'on exprimera sous la forme g(r,a), r et « désignant les
coordonnées polaires. Pour o fixé, la dérivée en r, ~g'(r;a) est la mesure de la
projection de 1'intersection S N Sh sur une perpendiculaire & la direction a. En dé-
duire que la granulométrie des traversées de S dans la direction a admet la fonction
de répartition Fa(r) définie par :

1 - pa(r) - &'(ria)

&' (030a)
En déduire que, pour a fixé et r = 0, g(r,a) est une fonction convexe de r.

b/ On tire maintenant au sort la direction g selon la loi de densité

D
Sda=--E{%dc  (0Osasxw)

(cf. exercice 6) pour vérifier qu'il s'agit bien d'une loi de probabilité. Cette loi
attridbue & chague direction a une probabilité proportiommelle au contour apparent de

S dans cette dilrection, et correspond exactement & la lol (conditionnelle) des inter—
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sections de S avec un réseau préalable de droites aléatoires dont les directions sont uniformément

distribuées sur o,n). kontrer que la granulométrie de la traversde correspondante est

n
1~ Fb) = - -123 Js'(h;a) da
[o]

avec la valeur moyenne

E(h) = u-%g

Exercice 9 (Covariogramme géométrique de la sphire) — Former le covariogramme K(h) de la sphére de
diamétre D dans IR3 .

3 3
(k(n) = E2° (4 - %J%-L +%-L%§— ) pour |B| < D. Partir de la relation K'(h) =

T 2.2 T D3
= 7 (D°b%) (cf ex. précédent) et intégrer en remarquant g(o) = =)

1-5-2 Exercices sur la hontée.

Exercice 10 (montée d'ordre 2) - Effectuer directement la montée isotrope d'ordre 2 sur la fonc—

tion gn(r) = (0sr<1) gn(r) 0 (r > 1). En déduire que les coefficients N

de la relation (1-10) vérifient :

2

A by =iz

A

(Sclution : 8polT) = fT; (1 =1™2) pour r < 1, et 0 pour r > 1. La montée 4'ordre
2 vérifie la régle - A ﬁ_” 'TMZ en ce qui concerne la partie irrégulidre ;
cette rdgle ne domne le résultat qu'a une série paire prés, ici réduite i une cons-

tante).

Exercice 11 - Covariogramme de le fonction f£(x) = % (Da-xz) pour - D £ x = D, O ailleurs sur R
_—— q

(section de la sphire de diamdtre D par un plan de cote x).

2 2 3 5
(Solution : g(h) = % (d1- B 4 .l.ll.l_ -1 Jgé— ) D’ . Faire directement la montée
e e 5 D2 D 5 D
d'ordre 2 sur le covariogramme géométrique de 1'Ex. 9. Comparer avec Ex. 5).

3

Exercice 11 bis (Reconstitution de la gramulométrie des sphires) - On se donne dans R° une popula-

tion de sphéres. On désigne par 63 le nombre des sphires par unité de volume, et
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par F3(D) la granulométrie de ces sphéres. Autrement dit 63[1-1‘3(1))] est le nom~
bre des spheres de diemdtre > D présentes par unité de volume. Ces sphéres induisent
des cercles et des traversdes (cordes) respectivement sur les plans et les droites de
IR-"’. Désignons par 62 le nombre des cercles par unité de surface et par 1-?2(])) leur
granulométrie (qui est la granulométrie induite par P3 sur les plans) ; et de méme
par 91 le nombre des traverséés par unité de longueur et par 1-1'1 (D) la granulométrie

de ces traversées (induite sur les droites par F3 ou, aussi bien, par Fa).

a/ Etablir les relations

o,[1-F,(n)] = o, £ Ve G-2,(») ap = § e3£ (1-75(D)) 2 D aD

0,[1-F,(8)] = 6, (1-25(p) @D

[--]
'( D
n Vp2-n?

[
(établir d'abord, par exemple, 91[1-F1(h)] =8, J Vp%-n2 Fz(dD), et faire une
intégration par parties). h

b/ Inverser ces relations : en utilisent (1-8), montrer que l'on a par exemple:

o, F,(n) = § 05 n[1-P5(n)]

o [1-F (n)] =2 @ J F.(u) —38
& R AV AR

-2 =2 1
En déduire 83 = 3 F1(o) 8, » 8, = 5 J 3 F1(du), et reconstituer les granulomé-

tries des cercles et des sphéres a parti? de celles des traversées.

2
Exercice 12 (Montée sur l'exponentielle de Gauss) - La montée d'ordre 1 transforme € % en

2
VE e~&r- |
a

1-5-3 Exercices sur l'estimation

Exercice 13 (Covariogramme egponentiel) - Soit, dans l'espace & une seule dimension, une V.R. dont

le covariogramme transitif est g(h) = e B . Former l'expression exacte de la

variance d'estimation az(a), trouver sa partie principale, et conclure & 1'absence



de Zitterbewegung.

(Solution : o%(a) = a - :—xa -1- % I% A &®
(En poussant le développement plus loin, on identifierait ainsi les termea T1’T3’T5"
des relations (1-18). En particulier, T, = = .

Bxercice 14 (Covariogramme triangulaire) - Soit dans 1'espace & une dimension la V.R. £(x) égale
a { sur l'intervalle (0,b).

a/ Pormer le covariogramme de f£(x).

(Solution : g(h) = b - |h| pour |[h| < b et O pour || > b ; &tablir ce ré-
sultat par un raisonnement géométrique).

b/ Calculer la variance d'estimation pour urne maille a petite, par la formule
d'approximation. (Sol. : 1/6 a2).

n '’ sn+1

premier et le dernier sont négatifs et les autres positifs. On admet que chacune

¢/ On dispose de n+2 sondages So, S1... a maille réguliire, dont le
des deux extrémités de 1'intervalle dont on veut estimer la longueur b peut tomber

n'importe ol sur le segment (S_, S,) et(s, ) respectivement, indépendeamment
o’ ™1 n

n+1
1'une de l'autre et avec une probabilité uniforme. ILa longueur b devient ainsi une
variable aléatoire. Montrer E(b) = na ; Dz(b) = a2/6 : on retrouve bien ainsi la

variance d'estimation telle que la domnne la formule d‘'approximation, mais on n'at-

teint pas le terme fluctuant.

d/ Calculer la valeur exacte de la variance d'estimation az(a) du v/.

(§g}\_1§£g t poger b = na + €a, avec 0 < € < 1. Si le premier prélévement positif
est en x(0 £ x < a), on a 1'estimation (n+1)a pour x < €&, et na pour ca < x < a.
Le point x étant implanté au hasard sur le segment (0,a) avec une densité mﬂorﬁe
de probabilité, cette estimation est une variable aléatoire d'espérance b et de
variance (g - 52)a2. Cette expression tient compte du Zitterbewegung. Iorsque ¢
(qui est toujours inconnu dans la pratique) est assimilé & une variable aléatoire
uniformément distribuée sur (0,1), la valeur moyenne de cette expression colncide

avec l'eXpression approchée du b/ (Zitterbewegung exclu).

Exercice 15 (Variance d'estimation dens le cas aléatoire) - Soit, dans 1l'espace a deux dimensions,

une V.R. £(x) de covariogramme g(h) et de support S. Si le rectangle de maille
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(a1,a.2) est grand devant S, un prélédvement au plus est positif, et tout se passe
comme si ce prélévement unigue était implanté au hasard dans un rectangle de cBtés
8,18, contenant S. Si ce prélévement tombe en un point x € S, on prend 1l'estima-
tion Q*(x) = 8,8, £(x), et 0 81 x £ S. Q*(x) est ainsi une variable aléatoire. Mon-
trer directement E(Q") = (£(x) ax = Q, [(Q¥)?] = [j[f(x)]z dx]aa, et D%(Q") =
= a,a, g(0) - js(h) dh.

1-5-4 Théorie transitive pour les mesures.

Exercice 16 (Généralisation de la théorie transitive pour les mesures)- Soit f(x) une fonction po-

sitive sommable sur ®°. On suppose Jf(x) dx = 1 (ce qui est loisible) et on consi-
£(x) comme la densité de probabilité associée a,une variable vectorielle X = (x1 ’
12,...xn). Soient X et X' deux V.A. indépendantes admettant la méme loi f. iontrer

v
que le covariogramme g = £ *# £ est la densité de probabilité de la variable X~-X'.

Exercice 17 (Suite) - Soit X = (x1.x ,...In) une variable vectorielle, p sa loi de probabilité

(mesure positive de somme unité définie sur l‘R‘n) n'admettant plus nécessairement de
densité. On définira le covariogramme g = p * K comme la mesure donnant la loi de

X- X' Xet X' désignant deux V.A. indépendantes de méme loi .

a/ Examiner le cas ol p est une loi discrite concentrée en N points Xy» Xpeoo

Xy avec P(X = xi) =f‘ « bllontrer que g est la loi discrete comportant la masse -;7 a

1'origine et la masse -1-2 en chacun des points Xy=Xgs i# j.
N
b/ Les N points x; du a/ ci-dessus sont maintenant considérés comme aléatoires,
mutuellement indépendants, implantés dans an selon une méme loi de densité f. La loi
g du paragraphe a est alors considérée comme une loi conditionnelle a Xy fixés. Hon-

trer que la loi a priori (déconditionnée) correspondante est de la forme

g=%6+(1-%)f*:\f
(& mesure de Dirac : fq & désigne donc une masse Il\T placée en O, et représente un ef-
fet de pépite : dans le paragraphe 1-2, l'effet de pépite a été représenté par une
zone de variation trés rapide et de dimension trés petite entourant l'origine., Il

est naturel, & la limite, d*idéaliser 1l'effet de pépite en le représentant par une



mesure de Dirac placée en 0).

Exercice 18 (Suite) - Soit p une fonction positive de somme unité. HMontrer que la régularisée

p* ia’ est la densité de la lol de X-Y, X et Y désignant deux variables vectorielles
indépendantes de lois p et p respectivement. Interpréter le covariogramme y * ; *
P* i;'de la régularisée » 5 ( loi de X-X'-Y¥+Y'). Examiner le cas ol p est la loi
discréte de Ex. 17 a&/. Lorsque les points x; sont aléatoires, comme dans Bx. 17, v/,
le covariogramme p * ; *p# 5 ci-dessus représente une loi conditiomnelle. Montrer
en déconditionnant relativement aux X;, que la loi a priori correspondante est :
§p* P+ (1 We* Pezas

On concluera de ces exercices qu'il est naturel de représenter un effet de pépite
par une mesure de Dirac placée en O. Un covariogramme avec effet de pépite sera de
la forme g = C§ + 8¢ ol &, est continue & l'origine. @i l'on régularise par une
fonction p la mesure dont le covariogramme est g, on obtient une fonction dont le
covariogramme est g * P=C P + g, * P (P=p* ;) de sorte que la régle du para-

graphe 1-3-1 reste valable.

Exercice 19 (Suite) - Soit Bn la loi de la variable vectorielle (X1,...xn) & n composantes. la

montée selon l'axe des x, est l'opération qui fait passer de By 2 la loi marginale

v

Hpoq d€s n-1 variables (x,, xz,...xn_1). Montrer que le covariogramme T * Hnet

se déduit du covariogramme By * ;n par la méme montée.

Plus généralement, si Pn est une fonction (ou une mesure) sur IRn, et Ppe1 la
fonction (ou la mesure) qui s'en déduit par montde, la régularisée . » f;n devient
Ppoq ¥ ;n-1 par cette méme montée. Comment se comporte & la montée un effet de pé-
pite?

Exercice 20 (Suite) - (Estimation en présence d'un effet de pépite) - Soit f une mesure dont le

covariogramme g = C5 + 8, comporte un effet de pépite et une composante continue 8y
Soit k(x) l'indicatrice d'un petit volume v, K son covariogramme. On régularise f
par 1/v k(x), soit £, = % £ * Y: : fv(x) est la teneur d'un échantillon v implanté
en x. On préléve des échantillons v & maille régulidre a = (a1,az...an). Montrer
que la variance d'estimation est du type oz(a) = ag(a) + af(a), c?(a) se calculant

& partir de 8, par les formules du paragraphe 1-4-1, et le terme supplémentaire de
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8.8, .00
pépite est ag(a) =C (-—1—21,—3—’5 - 1) ou encore C[V/¥' - 1] : V volume du champ, V'
volume total des préldvements (ainsi ce terme suppiémenteire da & 1'effet de pépite

est en raison inverse du volume total des prélévements ).
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CHAPITRE 2

LES FONCTIONS ALEATOIRES INTRINSEQUES

2-1 DEFINITIONS GENERALES

Notion de Fonction Aléatoire.

BEn théorie des probabilités, on définit la notion de variable aléatoire (V.A.)

vectorielle Y = (Y1, Y ,...Yk) & kX composantes : c'est une famille de k V.A. ordineires

L ITIR SYPRRS (en généz:l non indépendantes). Lorsque le nombre k de ces composantes devient in-
fini, on obtient une famille infinie de variables aléatoires : c'est une fonction aléatoire., En
particulier, si x est un point décrivant l'espace & n dimensions Rn, on peut définir une famille
infinie (Yx)xenn . A tout point x, de l'espace correspond ainsi une V.A. ordinaire Yxo, que 1l'on
peut aussi bien noter Y(xo). Y(x) est alors une fonction du point x, dont la "valeur" en x, n'est
pas un nombre, mais une V.A. (& savoir Y(xo)). On dit que Y(x) est une fonction aléatoire (en
abrégé, F.A.). On remarquera bdbien qu'en général les V.A. correspondant & deux points d‘'appui x,
et x,, solent Y(x1) et Y(xz) ne sont pas indépendantes.

Si Y est une V.A. ordinaire, le résultat d'un tirage au sort effectué selon la loi de proba-
bilité de Y est une valeur numérique particulidre y. De méme, ai Y est une V.A. vectorielle (Y1,
Yz,...Yk), un tirage au sort selon la loi (a4 k variables) de Y donne un vecteur y = (y1, yz,...yk),
c'egt-a~dire k valeurs numériques particulidres. ZEnfin, si Y(x) est une F.A. - c¢'est-a-dire une
V.A. vectorielle a une infinité de composantes - un tirage au sort, effectué selon la loi (A une
infinité de variables) de Y(x) donne une fonction numérique particulidre y(x), en général extra-

ordinairement irrégulidre. On dit que y(x) est une réalisation de la F.A. Y(x).

On peut toujours considérer une réalisation y(x) d'une F.A. Y(x) comme une variable régiona-
liade. Inversement, on peut interpréter une V.R. donnée y(x) comme une réalisation d'une certaine
F.A. Y(x) : cette interprétation permet d'sppliquer aux V.R. les résultats de la théorie probabi-
liste des F.A.
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Remarques - 1/ On ne peut jamais dire qu'une V.R. dornée y(x) est une P.A. Celk n'aurait pas plus
de sens que de dire : le nombre 98 est une V.A. L'énoncé correct de l'hypothése probabiliste de

base que nous désirons introduire est : y(x) est une réalisation d'une F.A. Y(x).

2/ Pour que cette hypothdse probabiliste ait une signification réelle, il faut que
1'on puisse reconstituer au moins en partie la loi de la F.A. Y(x) dont la V.R. y(x) est supposée
8tre une réalisation, et cela suppose que 1'inférence statistigque soit possible. Or, 1'inférence
statistique n'est en général pas possible si 1'on ne dispose que d‘'une seule réalisation y(x) de
Y(x) (de méme, on ne peut pas reconstituer la loi d'une V.A. ¥ & partir du résultat numérique y =
98 d'une épreuve unigue). Pour que 1l'inférence statistique soit possible, il est nécessaire d'in
troduire des hypothdses supplémentaires sur la F.A. Y(x), de manidre & réduire le nombre des "pa-
ramétres" dont dépend sa loi. Tel est le but de l'hypothise stationnaire que nous allons définir
une F.A. stationnaire se répéte en quelque sorte elle-méme dans l'espace, et cette répétition rend
4 nouveau possible 1'inférence statistique & partir d'une réalisa%:ion unique. Précisons donc cette

hypoth2se (que nous affaiblirons considérablement par la suite).

F.A. stationnaire. -~ On dit qu’une F.A. Y(x) est statiomnaire si sa loi est invariante par
translation : autrement dit, si Xgr XppeeeXy sont k points d'appui a.rbit_raires (k entier quelcon-
que) et si h est un vecteur quelconque, les k V.A. Y(x,), Y(xz),...Y(xk) ont la méme loi ( & k va-
riables) que les k V.A. Y(x1+h), Y(x2+h),...Y(xk+h). Dans ce qui suit, Y(x) désignera une F.A. sta-

tionnaire.

Espérance mathématique. - Considérons un point d'appui x,. Si la V.A. ordinaire Y(xo) admet
une espérance mathématique, celle-ci est une fonction m(x)) = E[Y(xo)] du point d'appui x,. Mais
Y(x) est stationnaire, et on a par suite m(x°+h) = m(xo) pour tout vecteur h, et m(xo) est donc une

constante m indépendante de x, ¢

m = E[Y(x)]

Quitte & remplacer Y(x) par Y(x) - m, nous supposerons souvent m = O, (pourvu toutefois gque cette

expérance existe).

la covariance K(h). - Considérons maintenant deux points d'appui x, et x°+h. Si les deux V.A.
Y(xo) et Y(x°+h) admettent des variances finies (donc aussi une espérance m que nous supposerons
nulle), elles admettent aussi une covariance K(xo ; h), qui dépend en principe du point d‘'appui x,

et du vecteur h. hais, Y(x) étant stationnaire, on a K(x°+a s h) = K(xo ; h) pour tout vecteur a :
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K(xo ; h) ne dépend donc pas de x,, et nous écrirons simplement K(h) 3
(2-1) K(h) = E[¥(x) ¥(x+h)]

On comparera cette définition de la coveriance avec celle du covariogramme transitif : K(h) est la
transposition probabiliste de g(h)‘. Pour h = 0, on a E(o) = E QY(:)]2> : c'est la variance de la
V.A. Y(xo). Pour que la F.A. stationnaire Y(x) admette une fonction de covariance K(h), il faut et
il suffit qu¥lle admette une variance finie XK(o).

Hypothdse stationnaire d'ordre 2. - Nous dirons qu'une F.A. Y(x) est stationnaire d'ordre 2 si
la V.A. Y(xo) admet une espérance m indépendante du point d'appui,x, , et si pour tout vecteur h la

covariance s
= o2
K(h) = E[Y(xo + h) Y(xo)] mg
existe et ne dépend pas de x,- Cette hypothise (qui n'entralne pas la stationnarité au sens strict,

telle que nous l'avons définie ci-dessus) est suffisante pour la théorie des V.R. liais elle suppose
1l'existence d'une variance & priori finie K(o).

Variance a priori jnfinie. - Or d'assez nombreux phénoménes présentent une capacité de dis-
persion illimitée, et ne peuvent &tre décrits correctement si on leur attribue une variance a pri-
ori finie : cette affirmation surprendra peut-8tre, mais il faut bien voir que 1a nature nous tend
ici une sorte de piége. Iorsque l'on préléve des échantillons v dans un cheamp V, on obtient un his-
togramme & partir duquel on peut toujours calculer numériquement une variance, qui prend ainsi une
valeur parfaitement définie. Mais cette variance expérimentale est en réalité une fonction az(vlv)
du support v et du champ V. Elle augmente, en partiéulier, lorsque le champ V augmente. Si les é-
chantillons de taille v possédent une variance a priori finie, celle-ci doit apparaltre comme 1a li-

mite pour V infini de la variance expérimentale cz(vlv).

C'est ainsi que les auteurs d'Afrique du Sud (D.G. Krige, etc...), & partir de centaines de
milliers d'échantillons prélevés dans le grand gisement d'or du Rand, ont pu calculer la variance
de ces échantillons dans des panneaux de plus en plus grands, puis dans une concession entidre,
puis dans le gisement du Rand dans son ensemble : ils ont ainsi obtenu une relation expérimentale

de la forme :

o?(¥|V) = a log (VA)



53

La croiessance de la varisnce se poursuit sans défaillance selon cette loi logarithmique (formule

de De Wijs) jusqu'au dernier point expérimental, pour lequel V/v est de l'ordre de la dizaine de
millierds. On peut conclure en toute certitude qu'il n'existe pas ici de variance a priori finie.

On est donc conduit a remplacer l'hypothdse stationnaire dfordre 2 par une hypothdse plus fai-

ble mais de signification analogue 3

Hypothdse intrinsique. — M8me lorsque la variance a priori K(o) n'existe pas (est infinie), i1

peut arriver que les accroissements Y(x°+h) - 'i(xo) aient une variance finie. Nous dirons donc que

la F.A. Y(x) vérifie l'hypoth2se intrinsdque si, pour tout vecteur h, 1'accroissement Y(x°+h) -
Y(xo) admet une espérance et une variance indépendantes du point d'appui x (mais dépendant de h),

soit :
E[¥(x+h) - T(x)] = m(n)

Dz[(’!(nh) - Y(x))z] = 2 v(h).

La fonction m(h) est la dérive linéaire. Pour montrer qu'elle est linéaire en h, on part de la re-

lation évidente :

Y(x+h" + h') = Y(x) = [Y(x+h" + h') = Y(x+h')] + [¥(z+h') - ¥(x)]

et on passe aux espérances, d'ol 3 m(h'+h") = m(h') + m(h"). On peut toujours supposer que cette

dérive linéaire m(h) est nulle, quitte & remplacer ¥(x) par Y(x) - m(x).
La fonction y(h) :
(2-2) y(n) = 4 2 [((xen) - T(x))?)

s'appelle le demi-variogramme, ou fonction intrinsdque. Une F.A. vérifiant l'hypothése intrinsique

constitue ce qu'on appelle un schéma intrinsdque, caractérisé par son demi-variogramme.

Remarque. Si Y(x) vérifie 1'hypothdse stationnaire d'ordre 2, elle vérifie aussi 1l'hypothése in-

trins&que, et 1'on a dans ce cas :

(2-3) v(h) = k(o) - K(h)
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Comme |K(h}]< K(o), on & y(h} = 2 X(o), de sorte que le demi-variogramme d'une F.A. stationnaire

dlordre 2 est nécessairement borné. Il existe des schémas intrinsdques d'utilisation tris courante

dont le y(h) n'est pas borné, et qui par conséquent ne peuvent pas vérifier 1'hypothdse stationnai-
re d'ordre 2 (ont une variance a priori infinie). EX. schéma de De Wijs (y(h) = 3 « log |h|), sché-

ma linéaire (y(h) = A |u|).

2-2_ PROPRIETES DE LA COVARIANCE ET DU VARIOGRANME

Une covariance ou un demi-variogramme soht des fonctions symétriques :
K(h) = K(-h) ’ y(r) = y(-h)

Une covariance vérifie de plus 1'inégslité de Schwarz :

|K(h)| = K(o)

Pour un variogramme, on trouve seulement y(h) 2 O et y(o) = O. Cependant, il est possible de mon-
trer que la croissance & 1'infini d'un variogremme est nécessairement moins rapide que celle de
|h|2 ; soit :

1
lim —_— (h) =0
== nZ "

Ces conditions sont néceésaires, mais 1l ne suffit pas qu'une fonction K ou y les vérifie
pour qu'il existe une P.A. stationnaire ou intrinsdque admettant cette covariance ou ce demi-vario-
gramme. En fait, il faut et il suffit que K appartienne & la classe des fonctions "de type posi-
tif" et -y &4 celle des fonctions de type positif conditionnel. Par exemple, les fonctions log r et

rx avec A < 2 peuvent servir de demi-variogramme, mais non rx

pour A 2 2. Ces conditions expriment
entre autres, que les formules que nous établirons ci-dessous pour les variances d'extension ou
d'estimation conduisent nécessairement & des valeurs positives (ce qui ne serait pas toujours le

cas si l'on prenait une fonction quelconque comme demi-variogramme).

Ces conditions méritent d'&tre examinées de plus prés, ne serait-ce que pour préciser la clas-
se des combinaisons linéaires que l'on a le droit d'utiliser lorsqu'il n'existe pas de variance a

priori finie.
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2-2—-1 les combinaisons lindaires autorisées.

Plagons-nous d'abord dans le cas statiomnaire d'ordre 2, prenons m = 0 et donnons-

nous N points Xy9XgesoXy de B® et N coefficients arbitraires >‘1"")‘N . L'expression
(2-4) Y= E} Ay ¥(xy)

éat une variable aléatoire (en tant que combinaison linéaire finie de V.A.). Comme il existe, par
hypothige, une fonction de covariance K(h), Y admet une variance finie, et un calcul élémentaire

donne 3

2
(2-5) D4(Y) = 12,:: Ag Ay K(xi-xj)

Ia conditiol; évidente DZ(Y) 2 O exprime (par. 1-3) que toute fonction de covariance est de type po-
sitif. Inversement, si K(h) est une fonction de type positif, on montre qu'il est possible de cons-
truire une F.A. dont la covariance est, précisément, K(h). Cette formule (2-5) réapparaltra, sous
des formes légirement différentes, & tous les étages de la théorie. Notons, pour 1'instant, que
dans le cas stationnaire d'ordre 2 toutes les combinaisons linéaires finies ont une variance fi-

nie, et que leur usage est donc toujours légitime.

Il n'en est pas de méme lorsqu'il existe seulement un variogramme, mais pas de covariance.

Dans ce cas, en effet, seules les combinaisons lindaires du type (2-4) vérifiant la condition 13

(2-6) Z Ay =0
i

ont une variance finie. Ainsi, dans le cas d'une F.A.I. sans covariance, seul sera sutorisé l'usa-

ge _des_combinaisons linéaires pour lesquelles la somme des coefficients sera égale a 0. Cette remar-
que joue un r8le capital dans toute la théorie intrinsdque. Dliontrons que cette condition (2-6) est

suffisante. Si elle est vérifiée, on peut, en gffet, écrire :
{; Ay Txy) =§ Ay [¥(x3)-3(0)]
Or 1la F.A. (non statiommaire) définie par :

z(x) = Y(x) - ¥(0)
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admet une fonction de covariance C(x,y) = E(Z(x) 2(y)), puisque 2Z(x), en tant qu'accroissement de
la F.A.I. Y(x), admet une variance finie., Calculons cette fonction de covariance (non stationnaire)
C(x,y) dont l'expression nous sera utile ultérieurement. ILe plus simple, pour celd, est de partir
de la définition du variogramme :

2 y(x~-y) = E[YX-YO—Yy-o-Yo].2 =2 y(x) + 2 y(y) - 2 ¢(x,y)

D'ol :
(2-7) C(x,y) = v(x) + y(y) - y(x-y)

Lorsque (2-6) est vérifide, la combinaison lindaire 3 LR S z ki(Yxi-Yo) admet la variance fi-
p

nile :

2y =
DY) = 1?3 Ay Ay Clxy y xy)

Soit, d'apris (2-7) :
2 = - -
D(Y) =2 Aj_? Ay vixy) +? Ay Zovlxy) i:j Ay Ay v(zg-xy)
et, compte tenu de (2-6) :

2
(2-8) D (Y)=.Pj Ay )‘j Y(xi-xj)

D'olt un second résultat qui sera tres utile dans ce dui suit : Dds que la somme de coefficients
d'une combinaison linéaire est égale & O, on 2 le droit de calculer sa variance selon le formule

(2=3) comme 5'il existait une covariance K(h), & condition de remplacer cette covariance par -y .

C’est la un mécanisme de calcul trés général, qui apporte souvent de grendes simplifications.

Inversement, s'il n'y a pas de variance a priori finie, une combinaison linéaire de variance
finie est nécessairement une combinaison linéaire d'accroissements de la F.A. Y(x), puisque seuls,
par hypothése, ces accroissements ont des variances finies, Par suite cette combinaison vérifie

la condition (2-6) qui est bien nécessaire et suffisante, comme nous l'avions annoncé.
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On peut alors introduire de manidre naturelle la condition suivant laquelle -y doit &tre de
type positif conditionnel. Par définition, nous dﬁ.rons qu'une fonction g(h) est de type positif
conditionnel si pour tout entier N, tout systéme de N points X 9XgseeeXy de 1'espace E® et pour
tout systéme de coefficients A1,k2...AN vérifiant la condition T A = 0, on a :

Z Ay A glx-x.) 20
i'jiigxisz

Comme les combinaisons linéaires autorisées ont une variance positive ou nulle, la relation
(2-8) signifie bien que -y est de type positif conditionnel. Inversement, si -y est de type posi-
tif conditionnel, on peut montrer qu'il est effectivement possible de construire une F.A.Ii admet-

tant y comme demi-variogramme. Il s'agit donc d'une condition nécessaire et suffisante.

2-2-2_ Continuité m.q. et autres propriétés.

Voici quelgues indications complémentaires sur les propriétés d'une covariance ou

d'un variogramme, Comme dans le cas des méthodes transitives, 1'intér&t va se concentrer sur le
comportement au voisinage de l'origine.

a/ On peut remarquer que le variogramme donne un contenu précis & la notion tra-

ditionnelle de zone d'influence d'un échantillon : sa croissance plus ou moins rapide refléte, en

effet, la manit¢re plus ou moins rapide dont se détériore 1'influence d'un échantillon sur des zo-

nes de plus en plus lointaines du gisement.

b/ les mnisotropies se manifestent par le comportement différent du variogramme
dans les différentes directions de l'espace. En 1l'absence d‘'anisotropie, y\h) = y(r) ne dépend que
du module r de h, et non de la direction de ce vecteur. On dit qu'il y a anisotropie géométrique

lorsqu'une simple transformation linéaire des coordonnédes suffit a rétablir 1'isotropie.

Il y a des types plus complexes d'anisotropies. Par exemple, dans l1l'espace & trois dimensions,
il peut arriver que Y(x) ne dépende que de la troisidme coordonnée x, et reste par suite constante
dans les plans parall2les aux deux premiers axes de coordonnées. Le demi-variogramme y(h) = 1(h3)
ne dépend que de la troisilme composante de h. lLe plus souvent, Y(x) ne sera pas réellement cons-
tante dans les plans horizontaux, mais y variera moins vite ou plus réguliérement que dans la di-
rection verticale. On prendra alors un demi-variogramme de la forme y(h) = yo(h1,h2,h3) + 71(}13)

(anisotropie zonale).
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¢/ Portée. Dans le cas stationnaire d'ordre 2, la portée a(a) dans une direo-
tion a est la valeur de la distance au-deld de laguelle, dans cette direction, Y(x) et Y(x+h) sont
sans corrélation (ou en corrélation négligeable) : K(h) = 0 (ou ¢ 0) pour |h| 2 a(a).
viB) D'aprés ¢/ , K(h) = O équivaut & y(h) = K(o) = y(w) 3

Palfer la portée est aussi la distance a partir de laguelle le demi-variogram-

me atteint sa valeur limite y(w) ou pelier. Ainsi, une F.A. intrinsé-

R que dont le variogramme n'est pas borné me peut pas avoir de portée f£i-

Portée a nie.

4/ Comportement au vVoisinage de l'origine. La continuité et la régularité dans
l'espace de la F.A. Y(x) s'expriment dans le comportement du y(h) au voisinage de l'origine. Par

ordre de régularité décroissante, on peut distinguer quatre types :

Y
Comportement parabolique : y(h) est deux fois dérivable en h = O,
¥(x) est alors elle-méme d4rivable (en moyemne quadratique), donc
n  présente un haut degré de régularité dans l'espace.
Y

Comportement linéaire (tangente oblique & 1l'origine) : y(h) est

contimu en h = 0, mais non dérivable, Y(x) est continue en moyemme

nh  quadratique, mais non dérivable, donc déja moins régulidre.

Effet de pépite : y(h) ne tend pas vers O lorsque h tend vers 0
(discontinuité & 1'origine). ¥(x) n'est méme pas continue en moyen-

ne quadratique, donc extraordinairement irréguliére.

Cas limite compldtement aléatoire : Y(x) et Y(x') sont indépendan-
tes pour deux points distincts quelcongues, si rapprochés soient-

ils (bruit blanc des physiciens, ou effet de pépite & 1'état pur).

Partie irrégulidre. Dans le cas isotrope (y(h) = y(r)) et en 1'absence d'effet de pépite, on

caractérisera le comportement du y(h) par un développement limité de la forme :
¥(r) =232n r2n+2ck r* +2c2n r® log r

Exactement comme pour les covariogrammes transitifs, on distinguera une partie régulidre (termes



59

de degré entier pair), et une partie irrégulidre (termes en r* avec A différent d'un entier pair,
et aussi termes logarithmiques du type r2n log r). En 1l'absence de partie irréguliére, la F.A.
gserait indéfiniment dérivable, donc parfaitement réguli’re. C'est donc la partie irrégulidre
seule qui représente le degré d'irrégularité de la F.A., et dans cette partie irrégulidre, c'est
le terme de plus bas degré qui joue lé r8le principal : on peut définir le degré de régularité de
la F.A. comme le degré A du terme irrégulier principal. Donnons quelques indications mathémati-
ques complémentaires (mais sens entrer dans les détails, puisqu'il s'agit 12 de résultats classi-

ques).

e/ Continuité et dérivation en moyenne quedratique. On dit que la F.A. ¥(x) est
continue en moyenne quadratique (continue m.g.) si l'on a :

E (¥(xe0) - 101?) ~ o pour |n| - O

Il en est ainsi (par définition) si et seulement si y(h) est continu en h = O; c'est-a-dire en

l'absence d'effet de pépite-

Dens l'espace 4 une dimension, on dit que la F.A. Y'(x) est la dérivée en moyemne quadratique

(dérivée m.q+) de la F.A. Y(x) si :

E ([-'-gx+h2h— Y(x) _ Y-(x)]a -0 powr [h|j - ©

On a des définitions analogues dans l'espace a n ¥ 1 dimensions.

On démontre qu'une F.A. intrinséque Y(x) admet une dérivée m.q. Y'(x) si et seulement si y(h)
est deux fois dérivable en h = 0. La dérivée seconde y"(h) existe alors pour tout h,Y¥(x) est sta-
tionnaire d'ordre 2 (méme si Y(x) est seulement intrinséque) et admet comme covariance la fonction
v"(h). De méme, Y(x) est n fois dérivable m.q. si et seulement si la dérivée Y(Zn) existe en h =

= 0 (elle existe alors pour tout h).

Si A est le degré du terme irrégulier principal de y(h), Y(x) admet donc une dérivée m.q. 4°'
ordre n si et seulement si A > 2n (si ce terme irrégulier principal est & log r, Y(x) est n-1

fois m.q. dérivable, mais non n fois).



60

2-3 REGULARTSATION D'UNE F.A. INTRINSEQUE

Pour simplifier l'exposé, nous ferons les raisonnements dans le cas d'ume F.A. station-
naire d'ordre 2 admettant une fonction de covarience X(h), mais tous les résultats que nous expri-
merons & l'aide de la fonction intrinsdque y(h) = E(o) - K(h) resteront valable dans le cas d'une
F.A. intrinsdque (donc, mfme si y(h) n'est pas borné, et si par suite la covariance K(h) n'existe
pas) : celh résultera trés simplement du mécanisme de calcul que nous avons vu dans le parsgraphe
2-2-1. Ici encore, nous n'entrerons pas dans les détails, puisqu'il s'agit d'un simple rappel de

résultats classiques.

2-3-1 _Intégrale Stochastique I= jr(x) p(x) ax

v
On définit 1'intégrale I comme la limite en moyenne quadratique (si elle existe)

des sommes discrétes :
n
I, = 1531, Y(xi) p(xi) s x,

(les a x; sont des petits éléments de volume disjoints dont la réunion est v, et x, eat un point
de A xi). L'intégrale stochagstigue I est donc une variable aldatoire, comme les In

On démontre que cette V.A. existe si et seulement si 1'intégrale

(2-9) DZ(I) =_[p(x-) dx JK(x-y) p(y) ay
v v

eat finie, et D2(I) est alors la yariance (finie) de cette V.A. On retrouve facilement (2-9) par

le calcul (non rigoureux) suivant :

12 = IY(x) p(x) ax JY(y) p(y) ay
v

v

E(1%)

fp(x) ax JE[Y(x) ¥(y)] ply) dy =
v

v

fp(x) dx J.K(x-y) p(y) ay

v v

(1e calcul n'est pas rigoureux, car il n'est pas tout-a-fait évident au départ que 1l'on a le droit

d'intervertir les symboles E et j : en fait, on montre que cette interversion est bien légitime).
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2=-3-2 Convolution Stochastique.

Le produit de convolution ¥ # £ de 1la F.A. Y(x) par une fonction ordinaire f(x)

egt l'intégrale stochastique (si elle existe) :
JY(x—x') £(x') dx'

On peut ainsi définir la régularisée YP =Y * f de la F.A. Y(x) par une fonction de pondération

p(x). C'est la "moyenne mobile pondérée" :
Yp(x) = JY(x+x') p(x') ax’

Attention : la régularisée Y(x) est encore une fonction alédatoire (plus réguliére que Y(x), mais

toujours aléatoire) : il ne suffit pas de lisser ou régulariser une F,A, par un procédé de moyemne

mobile pour faire disparaltire comme par magie le caractére aléatoire de cette fonction.

la variance de la régularisée Yp est donnée par la formule (2-9) ci-dessus, et Yp(x) existe

au sens de 1'intégration m.q. si et seulement si D2(I) < w ., Calculons la covariance

E[Y(xo) Y(x +h)] de ¥(x ) et ¥(x +h)

Yp(xo) Yp(x°+h) = JJp(x') p(x") Y(x°+x') Y(x°+h+x") dx' dx"

Passons aux espérances; en intervertissant E et J. 11 vient :

.E[Yp(xo) Yp(xo+h)] = JJK(lnx"-x') p(x') p(x") dx' dax"

Cette covariance ne dépend pas de X, mals seulement de h. Donc, la régularisée Y est stationnaire

d'ordre 2, et admet la covariance :
(2-10) K(n) = fp(x) dax |K(h+x-y) p(y) 4y

Cette formule généralise (2-9). Pour la présenter sous forme plus synthétique, faisons le change-
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menf de variable x = y + z. Il vient :
K () = j R(x+2) dz jp(m) 2(y) a

Soit P le covariogremme transitif (P = p * 5) de la fonction de pondération p. On a par définition
P(z) = J-p(y-b-z) p(y) dy, et par suite :

Kp(h) = JK(h-n-z) P(z) dz
c'est-a-dire, sous forme de produit de convolution (car P = f) :
(2-11) K=K*Pp
On obtient la covariance Kp de la régularisée YP en régularisant la covariance K(h) de Y par le
covariogramme transitif de la fonction de pondératiom. On comparera ce résultat avec celui que

1'on a obtenu dans le cas des méthodes transitives.

le demi-variogramme p de la régularisée Yp est xp(o) - Kp(h). En remplagant K(h) par
E(0) = y(b) dans (2-9) et (2-10), on constate que K(O) s'élimine, et il reste 3

(2-12) yp(h) = Jy(h+z) P(z) dz jy(z) ?(z) dz

On peut encore écrire :

=9 % P -
YPYPA

avec une constante A déterminée par la condition yp(o) = 0. Ces relations restent vraies pour tou-

te F.A. intrinséque (méme si la covariance n'existe pas) (voir remarque ci-dessus).

2-3-3 1La montée drolte_ sous puissence constante.

La montée constitue un cas particulier de la régularisation. Dans les méthodes
tranéitives, nous pouvions intégrer la V.R. de —wa +e par rapport & l'une des coordonnées, par

exemple X3, parce que cette V.R. était nulle & l'extérieur d'un champ borné. Ici, nous ne pouvons
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plus intégrer que sur une longueur finie €. Yous appellerons donc montée sous puissance constan-

te & 1'opération qui nous fait passer de la F.A. Y,(x,,x,,x;) définie dans 1'espace & trois di-
3223

mensions a la F.A.Iéxvxz) définie dans l'espace & deux dimensions par :

¢

' 1
Yz(x1,xz) =37 Y(x1,x2,x3) dx3
: °

si !3(x) est la teneur ponctuelle dane une formation stratiforme de puissance é, Yz(x1,12-) est la -

téneu.r moyenne du sondage implanté au point (x1,x2) de la surface topographique.

Il n'est pas trés difficile 4'4tablir la formule donnant le variogramme 12(h1,h2) de la F.A.
Yz(x1.xz) - qui est manifestement intrins&que comme Y3(x) ~ en fonction du variogramme y; de Y,
(le lecteur pourra le faire & titre d'exercice). Dans le cas particulier ol Y3 = 73(1') est iso-
trope, on obtient 1l'algorithme suivant (de la montée droite sous puissance constante dans le cas

isotrope) :

(4 )
Yn_1(r) = ggz ~I(e-x) Yol Vr2ex?)ax - e-gz f(e-x) 1p(x) ax
2 °

qui est du reste un simple cas particulier de (2-12).

Comme dans le cas des méthodes transitives, il existe ici encore une régle de correspondance
terme &4 terme entre les parties irrégulilres de 'yn(r) et yn_1(r). Ces rigles, un peu moins sim-

ples que dans le cas transitif, a'écrivent :

~
14A ' r2+k

A
r-ﬂre +AK€2

n+1 v r2n+2

(2-13) <1'2nlogr~Aa1r—2— + Ay e log r

n+2 n+3
2n+1 r ! b o
T - A2n+1 —e log r + ‘-2n+2 ——-—e2

L

Les coefficients Ax, Am, A2n+1 sont les mémes que ceux qui apparaissent dans les méthodes transi-
tives (formules (1-10 & 1-13)), et c'est la une premiére manifestation de la parenté profonde des

deux aspects (transitifs et probabilistes) de la théorie des V.R. Notonms, toutefois, que les r&-
1+A
A

gles (2-13) sont moins simples gque les régles (1-10). Au lieu de r'**, nous trouvons r7_ , mais
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ce coefficient 1/ s'introduit pour des raisons dimensionnelles évidentes (en intrinsdque, on

raisonne sur des teneurs moyennes et non plus sur des accumulations, comme en transitif). Mais
1+A
surtout, & cdté du terme principal A rj_ - qui est 1l'exact équivalent du terme transitif - nous
2+
voyons apparaltre un terme complémentaire A)" reZ y &vee un coefficient Ll dont il n'est pas uti-

le ici de donner 1'expression explicite (cf. [4]). Ce terme supplémentaire provient du caractire
fini (montée sous puissance € finie) du champ d'intégration, ou, 81 1l'on préfire, de la présence
du terme en x y( Vrz-o-xz) sous le signe d'intégration dans 1l'algorithme de la montée droite. Toute-
fois, ce terme supplémentaire est en re* )‘, donc d'ordre plus élevé que le terme principal, et la
partie principale du v,_,(r) eu voisinage de r = O est donc identigue & celle que fournirait la

régle transitive.

Fotons aussi que le domaine de validité d'un développement de yn_,(r) obtenu par la rigle
{2-13) est nécessairement intérieur a las boule de rayon 4 s+ Aux grandes distances, on déduit facile~-
ment de 1l'algorithme de la montée droite :

¢
Yn_1(r) $ v, (r) - -2-2 J(e-x) Yn(x.) (r >>2)

(]

de sorte qu'a une constante pris le variogramme monté est identique au variogramme initial.

2=4 VARIANCES D'EXTENSION OU D'ESTIMATION

2-4-1 Variance d'extension.

Définissons d'abord la notion capitale de variance d'extension. Soit Y(x) une
F.A. que nous supposons pour 1'instaent stationnaire d'ordre 2, et soit K(h) sa covariance. Dési-
gnons par 2Z(v) et 2(v') les "teneurs moyennes" de deux domaines v et v' de l'espace a n dimensions,

c'est-a-dire les intégrales stochastigues :

i(v) = % JY(x) dx ; 2Z(v') = %, j'Y(x) dx

v . v'

La formule (2-9) montre que, si v et v' sont bornés, Z(v) et 2(v') ont des variances finies. La

premi®re, par exemple, a pour expression
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Av) = 4, fdx fx(x-y) ay
v v v

Calculons de m&me la covariance o(v,v') de 2(v) et 2(v'). De :

2(v) z(v') = + JY(x) dx I Y(y) ay
v v v'

on déduit, en passant aux espérances mathématiques :

olv,v') = =1 fdx f E[¥(x) ¥(y)lay = =~ |[eax J K(x-y) dy
vv! v v' A v'

*
v

Nous appellerons variance d'extension de v & v' (ou de v' & v) la variance de l'erreur Z(v') -4(v)
que l'on commet en attribuant & v' la teneur moyenne Z(v) de v. Cette variance d'extension ag o8t

égale & :

a% = az(v) + cz(v') - 2 o(v,v')

Compte tenu des valeurs calculées plus haut, on trouve donc :

2=4 |ax K(x-y) dy + == | ax K(x-y) dy
B 72 vlz
v v vt !

v
- jdx J.K(x-y) dy
vv! v v

Remplagons K(h) par K(o) - y(h) : on constate que la constante K(o) disparalit de l'expression de

ag , et il vient la formule fondamentale

(2-14) o% = ﬁ J-dxj ¥(x-y) dy - %2 Idx J v(x-y) dy - v—;'z J dx I v(x-y) dy
v v v v

v' v'

On peut montrer que (2-14) reste valable pour toute F.A. intrinséque, donc méme si la covariance
K(h) n'existe pas (cela résulte du mécanisme de calcul du paragraphe 2-2-1).

»
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2-4-2 Variance d'estimation.

Supposons maintenant qu'au lieu de connaltre la "teneur moyemne" 2Z(v') de Y(x)

dans un volume v', nous connaissions la teneur moyenne :

2t = o g: ¥(x,)
(- x
Ni=1 i

de N préldvements effectués aux K points Xy« 2' est une variable aléatoire, dont les caractéristi-
ques se déduisent sans peine de K(h) ou de y(h). Nous appellerons variance d'estimation c§ (de v
par les N prélévements effectuds aux N points xi) la variance de la différence 2(v) - Z'. Pour
obtenir 1l'expression de og, on doit, & chacune des étapes du raisomnement qui nous a conduit a
(2-14), remplacer les intégrales é&tendues & v' par des sommes discrétes étendues aux N points X4
On trouve ainsi la seconde formule fondamentale :

(2-15) og=% T Jy(xi-x) ax - 1, jdx jy(x—y) ay -1, T T y(zxy)
i v Vo5 v ¥ i3

Cette formule, ol l'on voit alterner des expressions exactes et approchées des mémes intégrales,
présente une siructure remarguable; analogue, quoique plus complexe, & celle de la formule (1-14)
des méthodes transitives. On note, en particulier, que la variance d'estimation est d'autant plus
faible

- que le réseau des prélévements x; est plus serré et plus représentatif de la géométrie

du volume v que l'on veut estimer,

~ que la fonction y(h) est plus régulidre, donc que la F.A. Y(x) est éle-méme plus conti-

nue dans sa variation spatiale.

En pratique, cependant, si N est grand, la formule (2-15) conduirait & des calculs assez longs.
Nous donnerons plus loin des formules d'approximation beaucoup plus simples, qui permettront sussi
une comparaison méthodologiquement trés instructive avec les formules analogues des méthodes tran-

sitives,

Remarque ~ Il n'y a aucune différence conceptuelle entre les notions de variances d'extension et
d'estimation : la formule (2-15) est un cas particulier de (2-14), v' étant remplacé par la réunion
des n points x;. L'usage 8 réservé le terme de variance d'extension & 1'extension d'un échantillon

unique dans sa "zone d'influence", et celui de variance d'estimation a l'extension d'un plus grand
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nombre d'échantillons dans le gisement entier, ou dans un grand panneau.

2-4~3 Variance de v dans V.

La notion de variance cz(vlv) d'un échantillon v dans un domaine V semble, de
prime abord, expérimentalement évidente. Elle n'a cependant de sens précis que lorsque le domaine
Y apparalt comme la réunion V =) vy de volumes vy disjoints tous égaux & v et translatés les uns
des autres. ILorsque l'on a prélevé n échantillons vy dens un champ V' quelconque et gque l'on con-
nalt leurs teneurs Yi’ ce que 1l'on calcule numériquement :

Y

¥-1
Y'n i

=t

n
{—

-2
T (1)

constitue une estimation de la veriance de v dans V = vy (réunion des n volumes v, des rréléve=~
ments réels), et non dans le domaine V' comme on serait tenté de le croire. C'est cette démarche

de l'expérimentateur qui inspire les définitions qui suivent,

' a/ Examinons d'abord le cas ou les échantillons vy sont ponctuels (et ol la relation v = | vi
est évidemment vérifide, puisque V est bien la réunion des ensembles ponctuels qu'il contient), et

définissons la variance a?-(o|v) des échantillons ponctuels dans V. Désignons par @

Z(V) = % J:x(x) ix

la teneur moyemne de V. Lorsque la réalisation Y(x)_est fixde, Z(V) est une intégrale ordinaire,

et la variance expérimentale des teneurs des échantillons ponctuels est :

(2-16) 82(0|V) = %J‘[Y(x)--Z(V)]2 dx
v

On peut aussi interpréter cette relation (2-16) en disant que az(olv) est la variance conditionnel-
le (2 _réalisation fixée) de la variable aléatoire Y(x) obtenue en implantant un point x dans V au

hasard avec une densité de probabilité uniforme. DNous eppellerons variance 02(1 V) _de v dans V la

variance de la V.A. obtenue en déconditiomnant la variable aléatoire Y(x) vis-a—vis de la réalisa-

tion, c'est-a-dire la variance de la V.A. Y = Y(x), ol ¥(x) est cette fois la F.A. (et non plus sa
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réalisation) et x un point aléatoire dens V. A réalisation fixée, 1'espérance conditionnelle de
Y(x) est évidemment Z(V). On obtient donc :

s2(0|v) = BEG2(0|V) = .'}.jf‘,[ar(;g)_z(wl')]2 dx
v

or E[Y(x)-z(v)]2 est également la variance d'extension dans V de 1'échantillon ponctuel implanté

en x. “inei, la variance az(g|_v_) est la valeur moyenne pour x € V de la variance d'extension dans

¥ de 1'échantillon ponctuel implanté en x. On déduit alors facilement de (2-14) l'expression de

cette variance :

(2=17) o2olv) = 4, de
vy

<

v(x-y) dy

C'est la valeur moyenne de y(x-y) lorsque x et Y décrivent séparément V.
b/ Lorsque V est réunion de N volumes vy disjoints, de teneurs 25 la variance expérimentale i

N
2qeim) =L T [2.-2(W))2
2 = § I [2-2)

est la variance de la population finie constituéde des K Zi (qui sont des nombres, & réalisation
fixée) ou, si l'on veut, la variance de le V.A. zi obtenue en tirant au sort 1'un des N indices i.
En déconditionnant relativement & la réalisation, on obtient une V.A. Z:I.’ ol 1'indice i eat tiré

au sort comme ci-dessus, et ou Z; est maintenant une intégrale stochastique (et nonm plus rumérique).
La variance de cette variable déconditionnée est (par définition) la variance az(vlv) de v dans V.

On-constate, comme ci-dessus, qu'elle est égale a la valeur moyenne en i

F|v) = ¢ Z Elz-2(0)

de la varience d'extension de v; dans V. A partir de le formule (2-14), un calcul facile montre

que l'on a cette fois :

(2-18) 02(v|V) = 12 J.dx [y(x-y) dy - 12 de Jy(x—y) dy
VY oW Y %

En particulier, on a :
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(2-19) o2(v V) = o2(0|V) - o?(0jv)

¢/ Dans le cas général ol v et V sont des volumes quelconques, non nécessairement géométrique-

ment compatibles, on définit la varisnce par cette méme formule (2~18) : cette quantité ne repré-

sente alors qu'un simple artifice de calcul. Elle peut méme prendre des valeurs négatives ; en

particulier, on a toujours oz(vlv) = - cz(vlv).

d/ Relation d'sdditivité. Soient v, V et V' trois volumes, avec par exemple v Ve V'. De

(2~19), on tire :

G2(v|V) = c2(0]V) - 62(0|v)

o?¢ V") = o?(0]v*) - %(0|v)
et par différence :
RV = 2(w|V) = 62(0]V') - ¢2(0|V) = o3(V|V)
ctegst-a-dire :
(2-20) G2v|V') = 2% V) + oA(V|V")

La variance de 1'échantillon v dans le champ V' est égale & la somme des variances de v dens le

panneau V et du panneau V dans le champ V'.

e/ Covariance de v et v' damns V. On définit d'une paniére analogue la coveriance o{(v,v'|V) de

deux échantillons v et v' (dont la distance et la disposition mutuelles restent fixes) dans le
champ V. On trouve :

a(v,v'|V) = -1-2 _(dx Jv(x-y) dy - - de Jv(x-y) ay
CR 'y

v !

£/ En particulier, il est souvent commode d'exprimer la variance d4'estimation (2-15) ou la
variance d'extension (2-14) par 1'intermédiaire des variances et covariances des échantillons dans

un champ V arbitraire. On trouve, par exemple, identiquement :

2

°g PV + B V) - 2 o(v,v |V)
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comre on le voit en substituant les expressions de ces variances et covariances dans V : le terme
12 \[ ,f disparalt, et les trois termes qui subsistent donnent le second membre de (2-14). OUn ob-
ve v v

tient ainsi une expression peut-8tre plus intuitive de la variance d‘'extension.

2-4-4 Application : uailles aléatoires et aléatoires stratifides.

Nous traiterons plus loin le cas des mailles régulidres, qui est de loin le plus

difficile, et nous allons examiner ici le cas des deux types usuels de mailles aléatoires.

a/ maille aléatoire pure. Pour estimer la teneur Z(V) d'un volume V, on dispose
des valeurs Y(xi) de la F.A. en N points implantés "n'importe ou" dans V. Nous admettrons que
tout se passe comme si chague xg avait été iwplanté au hasard dans V avec une densité de probabi-
1lité uniforme et indépendamrent des autres prélévements. On peut obtenir la varisnce d'estimation
a§ en intégrant (2-15) dans V relativement & chacun des X, Ce calcul est facile, mais il est en-
core plus simple de remarguer gque les erreurs partielles Y(xi) - 2(V) sont indépendantes les unes
des autres & réalisation fixée et admettent la mlne variance 52(O|V) : 1l'erreur résultante, qui
" est % Z)[Y(xi)-z(v)]2 admet donc la variance :
cﬁ = % 92(O|V)

Il suffit ensuite de déconditionner relativement a la réalisation pour voir que la variance d'es-
timation, dans le cas d'une maille aiéatoire pure, est égale a la variance d'un prélévement dans le
champ V divisée par le nombre K des prélévements, soit :

2_ 1.2
oy = § 9°(0]v)

b/ saille aléatoire stratifide. Le volume V que l'on veut estimer est ici divisé

en N zones d'influence égales et disjointes Vi et dans chaque v, on implante un prélévement en un

point Xy choisi au hesard dans la zone d'influence v; avec une densité de probabilité uniforme, et

indépendarment des autres prélévements. On peut calculer cﬁ en intégrant (2-15) en dans v; pour

chacune des v,, wais il est plus simple de remarquer que l'erreur totale est % E) [Y(xi)-z(vi)]

et que chacune des erreurs partielles Y(xi) - z(vi) est indépendante des autres et admet la varian-
ce az(olv). On en déduit, en raisonnant, comme ci-dessus, d'abord & réalisation fixée, puis en dé-

conditionnant relativement a le réalisation :
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2_1 .2
oy =g o (0|v)
La variance d'estimation, dans le cas d‘'une maille alédatoire stratifiéde, est donc égale a la va-

riance d'un prélévement dans sa zone d'influence divisée par le nombre N des prélévements.

Reparque ~ Il est clair que la maille aléatoire stratifiée donne toujours de meilleurs résultats

que la maille aléatoire pure. D'aprés (2-20), eneffet, on & :

1 Le(0]v) - 6®(0Iv)] = § P (v[V) s 0

2-5 METHODE D'APPROXIMATION DANS ®'

la fornule générale (2-15) est un peu lourde & calculer numérigquement dds que le nombre
N des prélévements est un peu élevé, et il y a lieu de mettre au point des méthodes d'approxima-
tion permettant le calcul rapide d'une variance d'estimation. De plus, nous verrons & cette occa-
sion réapparaltre cette parenté profonde avec les formules analogues obtenues par les méthodes
transitives, parenté dont nous avons déja mentionné 1'importance méthodologique & propos de la

montée. Plaguns-nous, pour l'instant, dans l'espace a une seule dimension.

2-5-1_ 1e principe de correspondance.

Soit un segment de longueur L = Na constitué de la réunion de n segments jointifs
de né&me longueur a au centre xg de chacun desquels on a implanté un échantillon ponctuel. Pour es-—

tiner la teneur

X3
...‘k.,\.n» Z(L)=-}:f¥(x)dx
- -+ + } ‘ 3
a
on forme l'estimateur : Z’(L) =T\11- z Y(xi)
i

La variance d'estimwation correspondante est donnée par la formule générale (2-15). En effectuant
des calculs analogues a ceux gue l'on & présentés a l'occasion des méthodes transitives, on met en

évidence un principe de correspondance terme & terme entre la partie irréguliére du demi-vario-
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grazme y(h) et le développement limité de la variance d'estiration au voisinage de & = 0. Ce prin-

cipe se résume par les régles suivantes :

>

A

(
E Ih]k - =T ﬁ + T; & (A > 0 différent d'un entier pair)
: N
(2-21) E
2n
E [n|*" 1og |n] -~ - T, %

. 1]
Pour A entier pair, T, est nul (mais non TA)’ les T, ont les mémes valeurs que ceux qui figurent

dans la régle analogue (1-18) des méthodes transitives.

xactement cowme dans le cas de la montée, il apparait un terme supplémentaire, d'ordre plus
élevé (en 1/N2), 1ié ici encore au caractéire fini des opérations que l'on eifectue en intrinseque
(moyenne d'un nombre N fini d'échantillons, et non plus, comme en transitif, somme étendue théori-
quement de - « a + »). En pratique, ce terme supplémentaire est négligeable dés que N n'est pas

trés petit.

les régles (2-21) permettent d'obtenir une expression approchée de la variance d'estimation
pour les mailles a trés petites. Cette expression ne peut rester valable que si a est inférieure
a la distance r, au-delad de laguelle le développement linité de v(h) lui-méme cesse d'&tre utili-
sable. Pour les valeurs de a supérieures a T,y on est conduit & introduire un second principe d4'ap-

proximation :

2-5-2 Principe de composition des variances d'extension élémentaires.

a/ les fonctions intrinsiéques auxiliaires. Outre y(h), on utilise constament

dans les applications les fonctions suivantes :

h

xw = 3 0 ax
)
h h
F(h) = 32 .j x x(x) dx = 22 .[ (n-x) vy(x) dx
™ % ™ %

P(h) est la valeur moyenne de y(h") lorsque les deux extréuités de h' décrivent le segment (O,h).

Ainsi, la variance du segment h dans le segment L est :

6?(n|1) = F(1) - F(h)
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x(h) pernet de méme le calcul des covariances : la covariance dans L du segment h avec l1l'une de

ses extrémités (ponctuelle) est :

o(0,n|L) = F(L)} - x(h)

b/ Variance d'extension élémenteire. On appelle ainsi la variance d'extension au

segment h de 1l'échantillon ponctuel implanté au centre de ce segment. Elle est donnée par :

B 2 n
< ) (2-22) og = 2 X(E) - F(h)

crm———

On déduira (2-22) de (2-15) et des deux relations établies en a/ .

¢/ Principe de composition des variances d'extension élémentaires. Soit & esti-

mer la teneur du segment L = na divisé en n zones d'influences de longueur &, au centre de chacune
desquelles on a effectué un prélévement ponctuel. Soit Yi la te-

——A——t—————0— N . R

neur du prélévement i, Zi celle de sa zone d'influence, et

Z= %-Z 2, celle de L. L'erreur totale est la moyemme :

? (Y, ~ z,)

(IR

des erreurs partielles Yi - Zi . le principe d'approximation consiste & admettre gque ces erreurs
partielles sont indépendantes les unes des autres (ce principe est vérifié avec une approximation
trés raisonnable pour les y(h) de type usuel). Comme la variance de ¥, - 2, est justement la vari-
ance d'extensicn élémentaire calculée en (2-21), on trouve :

(2-23) o2 =F05=2 2D - #a))

On obtient donc la variance d'estimation en divisant la variance d'extension élémentaire d'un b~

chantillon dans sa zone d'influence par le nombre n des échantillons.

d/ Cas du dispositif fermé. A partir de n+1 prélévements a maille régulitre a, on

veut estimer le segment L = na compris entre le premier et le dernier

r——————————f——§ N . s . . .
prélevement. On montre que ce dispositif fermé est équivalent au dispo-

8itif centré examiné en ¢/ , et que la variance d'estimation est encore
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donnée par (2-23) (pourvu que n soit supérieur & 1) : le dispositif fermé a N+1 échantillons est

donc équivalent au dispositif centré & n échantillon.
Remarque - Pour n = 1, le dispositif fermé & deux échantillons domne la variance d'estimation :
— o2, = 2 x(n) - F(n) - 1 v(n)

qui différe de la variance d'extension élémentaire (2-23). On n'a pas le droit de diviser cr%, par
T, car les erreurs partielles commises dans l'estimation de deux segments fermés consécutifs
+——+t———1i ne sont pas du tout indépendantes (ces deux figures, en particulier, ont en commun 1'é-
chantillon central).

e/ Comparaison des deux principes d'approximation. Pour a petit, on déduit de
(2-23) un principe de correspondance analogue a (2-22), avec des coefficients numériquement peu

différents des Tk (du moins pour A pas trop grand), de sorte que les régles (2-23) et (2-22) sont
pratiquement équivalentes. Dans un but de simplification, on utilise toujours, en pratique, le ro-
gle (2-23) de composition des variances d'extension élémentaires, puisqu'elle reste a peu prés va-

lable pour les grandes et les petites mailles.

2-6 METHODE D'APPROXIMATION DANS R

Nous traiterons explicitement le cas de l'espace & 2 dimensions. Le cas général s'en
déduit facilement par analogie. Le principe d'approximation que nous utiliserons est le principe
de composition des terme de ligne et de tranche étudié en détail au paragraphe 1-4-4. On pourrait
en donner, dans le cas intrinséque, une justification analogue & celle que nous avons présentée a

propos des méthodes transitives, mais les calculs seraient nettement plus compliqués.

Nous supposons que le demi-variogramme est isotrope (ne dépend que de r). En cas d'anisotro-

pie géométrigque, il est aisé de ée ramener a ce cas.

a/ les fonctions auxiliaires. Il est commode d'introduire les fonctions suivantes :

h yb(h) ¢ moyenne de y(x-y) lorsque x et y décrivent les deux cOtés pa-

)3 ralléles de longueur b du rectangle b x h (a4 une constente prés, yb(h)
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se déduit de y(h) par montée d'ordre 1.
xb(h) : moyenne de y(x-y), x décrivant l'un des c8tés b du rectangle et y le rectangle lui-méme. Om

al h

xp(8) = ¢ J 1,(x) ax
°

F(b,k) : moyenne de y(x-y) lorsque x et y décrivent le rectangle. Cette fonction est symétrigue

en b et h, et vérifie :

h h
F(v,n) = 2, J’ x pp(x) ax = &, j (n-x) v, (x) dx
h (] b [}

Q(b,h) : moyenne de y(x-y), x décrivant un c8té b et y un c8té h, ou encore, x décrivant le rec-

tangle, y restant fixe en l'un des somrets.

b/ Extension d'un segment médian dans son rectangle d'influence-

2 _ by _ -
B (2"24) O'E =2 xb(z) F(hrb) Yb(o)
1]
¢/ Estimation de S par des tragages paralldles doquidistants.
Soient b1,b2,...bn les longueurs des n tragages, h leur équidistance. On
assimile la surface S que l'on veut estimer & la réunion des rectangles
n d'influence des n tragages. La formule (2-24) donne 1l'extension de b, 2

son rectangle d'influence, soit o% . 51 Yiest la teneur de bi, Z1 celle
i

4
\\N // de sa zone d'influence, on admet que les (Yi-zi) sont indépendantes, et
l'erreur totale :

Z v (Y, - 2,)
by

admet une variance que l'on peut calculer en pondérant par les carrés des bi les variances d'ex-

tension ag . D'ou la variance d'estimation :
i

2 2
z by cEi

2-25) -
( % © b2
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Remarque - Si les b sont égaux, il reste simplement ag = % a% o

i

d/ Composition d'un terme de ligne et d'un terme de tranche.

Dans le cas c/ précédent, il arrive que l'on ne connaisse pas les teneurs réelles des
tragages, mais seulement une estimation'de ces teneurs & partir de prélévements ponctuels a maille
régulitre a ( a < h). OUn adwet alors que les erreurs commises en estimant les lignes a partir des
prélévements et S elle-méme & partir des lignes (supposées connues) peuvent &tre regardées comme
indépendantes. La variance d'eétimation est alors :

2 2
Ebi“E

2 1 i

(2-26) g =¥ o%(a) +

Zvy)

cz(a) est la variance d'extension élémentaire (2-23) d'un préldvement ponctuel dans son segment a
d'influence, N est le nombre total des prélivements. -113 oz(a) est le terme de ligne, variance de

1l'erreur commise en estimant les lignes & partir des prélivements.

Le deuxitme terme, qui figure déja en (2-25) est le terme de tranche : variance de l'erreur

commige en étendant les teneurs des lignes & leurs tranches d'influence.

Ce principe (2-26) de composition est valable pourvu que a soit inférieur a h. Il s'applique,

en particulier, au cas d'une reconnaissance & maille rectangulaire a h.

e/ Cas d'une maille carrée. La variance d'extension d'un sondage & son carré d'influence,

o & o e au centre duquel il est implanté, est :

me——y
® ie !l o

H ]

foens (2-27) Z=20q%,% - keya)
L L J [ 3 L ] 2

Pour une maille carrée, on peut admettre que les erreurs commises en estimant chague carré a par-—

tir de son sondage central sont indépendantes. La variance d'estimation par N sondages est alors :
2_1 2
°% * ¥ %

avec un aé donné par (2-27).
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£/ Abagues. Pour chajue schéma isotrope, c'est-3~-dire pour chaque fonction y(r), on doit

présenter sous forme d'abagues :

1/ La fonction F(a,b) définie en a8/, qui sert au calcul de la variance d'un échantillon

dans le rectangle a, b.

2/ la variance d'extension (2~24) d'un tragage médian de longueur b dans le rectangle

b,h -~ avec le cas particulier b = 0, ol 1l'on retrouve la variance d'extension élémentaire (2-22).
3/ La variance d'extension (2-27) d'un sondage dans son carré a,a d'influence.

Ces trois documents permettent le calcul rapide de toutes les variances d'estimation.

Cas de l'espace & trois dimensions.- On procédera exactement comme dans le cas de l'espace &

deux dimensions, en composant cette fois trois sortes de termes :
- %erme de ligne : extension des prélévements ponctuels dans les lignes.
- terme de section : extension des lignes dens les sections.

-~ terme de tranche : extension des sections dans les tranches.

On devra disposer des abaques suivants(en plus des précédents) :

- variance d'extension d'un plan b,c médian dans son paralldlépipdde rectangle d'influence.

- extension d'un sondage de longueur b dans son prisme droit a,a,b

d'influence,

b - moyenne de y(h) dans le parallélépipdde rectangle a,b,c, : cette

fonction F(a,b,c,) est destinde au calcul de la variance d'un échan-

a t1illon dans ce parallélépipéde.



2-7 _L'EFFET DE FEPITE

2-7-1 Gendse d'un effet de pépite.

Un demi-variogramme de portée a finie caractérise ce que l'on appelie un phéno-
mdne de transition : au-delk de la distance a, 1l'indépendance est atteinte, et la portée a domme
1téchelle des structures élémentaires du phénomdne régionalisé correspondant. Il y & souvent, d'
ailleurs, superposition de plusieurs structures d‘'échelles bien différentes, emboltées les unes
dans les autres. Ile variogramme expérimental montre alors une succession de seuils et de paliers,

dont l'analyse permet de reconstituer la hiérarchie de ces "structures gigogne".

La notion d'échelle joue ici un rdle primordial. A 1l'échelle de la dizaine ou de la centaine
de métres, un phénomine de transition dont la portée est, par exemple, centimétrique ne se mani-
feste plus, sur le y(h) expérimental, gque comme une discontimuité & l'origine, c'est-a-dire comme
un effet de pépite. D'une manidre générale, tout effet de pépite est une réminiscence d*une struc-
ture de transition dont les dimensions sont depuis longtemps dépassées & 1'échelle A laguelle on
travaille : les détails et les caractéristiques qualitatives de cette structure antérieure ont
depuis longtemps ceasé d'&tre perceptibles, et l'échelle supérieure n'a gudre conservé qu'un para-
métre unique - la constante de pépite - qui donne une sorte de mesure globale indifférenciée de
1'"intensité” de cette structure dépassée.

Pour analyser la geneése d'un effet de pépite, plagonsénous d'abord au niveau ponctuel, et
supposons qu'éa une structure primaire de dimension a se superpose une macrorégionalisation, c'est-
a-dire une structure secondaire de dimensions beaucoup plus grandes. Si la structure primaire exis=-
tait seule, on pourrait décrire la V.R. correspondante comme une réalisation d'une F.A. admettant

une covariance C(h) de portée a, ou un demi-variogramme :

v,(8) = ¢ - G(n)

de portée a et vérifieamt 11(&) = C = C(0). Pour tenir compte de la macrorégionalisation, on doit
ajouter une deuxidme composante 12(11), qui représente la structure secondaire, et ne varie qu'avec

une extréme lenteur & 1l'échelle a de la premidre structure :

¥(B) = € - () + y,(n)

Ce y(h) présente donc au voisinage de l'origine une zone de crois-

A==



sance trés rapide, dont la dimension est de 1l'ordre de a. A 1'échelle de la macrorégionalisation,
ce y(h) présentera donc un effet de pépite d'emplitude C.

2-7-2 _Influence macroscopique d'un effet de pépite.

Exsminons les conséquences de cet effet de pépite. Tout d'abord, au nivesu ma-
croscopigue, les préldvements ne seront plus ponctuels, mais seront des volumes v déjd grands vis-
a-vis de a. Déterminons donc le demi-variogramme 7v(h) de ces prélivements v (le seul qui sera ex-
périmentalement accessible). Yy est la somme de la composante irés continue Y5 (qui n'a pas été
sensiblement altérde dans cette régularisation) et de ce que 1l'on obtient en appliquant la formu-

le (2-12) & 1la composante C — C(h) : cette composante pépitique est donc :

lzidx J- C(z-y) ay - &, Idx j c(b+x-y) dy
v v v v v

Yp(h)

Etudions donc Yp* On a -yp(o) = 0, mais d&s que h dépasse les dimensions du volume v, on &
|ntxz-y| 2 a s8i x € v et ¥ € v, et C(h+x-y) = O. Ie premier terme subsiste donc seul d&s que h n'
est pas trés petit, et 1'on observe expérimentalement une discontinuité a 1l'origine, dont la va-

leur °12) (variance de pépite) est :

2_1 -
op = 32 J‘dx JC(x y) dy

v v

D'autre part, les dimensions de v sont grandes, par hypothdse, vis-a~vis de a, et on a fc(x-y)dys
='Jc(h) dh (intégrale étendue & tout l'espace) sauf si x est situé & une distance inférieure & a
dé la f-ontidre de v. Mais ces points oocupent un volume négligeable, et 1'on peut aussi négliger

leur influence, qui est de l'ordre de a. Il reste dono
o?=1 de c(n) ab =1 |c(n) an
P v2 v
v

Ainsi, la constante de pépite °12: que 1l'on observe expérimentalement est en raison imverse du volu-

me des prélévements :

et le coefficient A = fc(h) dh, qui est 1'intégrale de la covariance C(h) des microstructures,
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s,

est le seul souvenir de celles-cl qui subsiste & 1'échelle des volumes V.

L'effet de pépite majore de la méme manidre la variance de v dans V, les variances d'exten~

sion et les variances d'estimation. Pour az(vlv), par exemple, l'apport de l'effet de pépite se-

12 idx Jc(x-y) dy - 12 de Jc(x—y) dy
v ¥

v v

ra

c'est-a-dire, d'aprds le calcul précédent

A(

TN
'
<

Dans la variance d'estimation de V par N prélivements de taille v, on trouverait de méme une com-

posante pépitique égale & :

Alg-

Dens tous les cas, la variance due & l'effet de pépite est en raison inverse du volume des préile-

Yementa. Tout se passe donc bien comme si la V.R. elle-m8me admettait deux composantes indépen-

dantes, l'une trés régulidre, correspondant au demi~variogramme Yor 1'autre complétement aléatoi-

Te et discontinue, prenant en charge 1l'effet de pépite.

Beprésentation d'un effet de pépite par une mesure de Dirac.

les effets macroscopiquement observables d'un effet de pépite dépendent uniquement, on 1'a

vu, de la constante :

A= Jc(h) dh

et nullement de la forme exacte de la microcovariance ¢(h). Au niveau macroscopique, donc, on peut
aussi bien symboliser l'effet de pépite en remplacant la fonmction C(z) per la mesure de Dirac AS
(masse A placée en 0). Les exercices 16 & 20 des méthodes transitives nous ont déja familiarieds
avec ce point de vue. Dans la version probabiliste, on remplace le variogramme ponctuel y par
71(h) - 45 (avec le signe -, puisqu'il s'agit de veriogramme). Les formules habituelles permettent

de retrouver immédiatement le terme de pépite = A/v Cbgervable macroscopiquement.

En toute rigueur, pour justifier l'introduction de cette mesure de Dirac dans 1'expression



du variogramme ou de la covariance ponctuelle, il serait nécessaire de recourir & la théorie des
mesures aléatoires (et non plus des F.A.), ce que nous ne faisons pas ici. En falt, la mesure de
Dirac est la covariance d'une mesure aléatoire correspondant, par exemple, & une implantation

poissonnienne de points dans l'espace E®. On trouvera quelques détails & ce sujet dans les Exer-

cices,

2-8 LE SCHEMA DE DE WIJS

Le schéma de De Wijs est défini par la fonction intrinséque (isotrope)
v(r) =3 alogr

Le coefficient gest la dispersion absolus : elle caractérise la dispersion du phénoméne & 1'état
pur, c'est-a-dire indépendamment de toute influence de la géométrie du champ ou du support. On no-
tera que log r tend vers - @ pour r -~ 0, de sorte que la fonction log r ne peut pas &tre, en toute
rigueur, le variogramme 4 'une F.A.I. En fait, c¢e variogramme logarithmique (mesure log r, et non
plus fonction) caractérise une mesure aléatoire, et non plus une F.A. Mais les régularisées de

cette mesure aléatoire sont & nouveasu des F.A., et on peut montrer que les variogrammes de ces ré-
gularisées se déduisent de la fonction logarithmique conformément aux régles valables pour les

F.A. BEn pratique, celd veut dire que l'on peut travailler sur le schéma de De Wijs comme 8'il s‘a-
gissait d'une F.A.I., & condition de ne jamais raisonner au niveau ponctuel, mais toujours sur des

régularisées.

2-8-1 Equivalents linédaires.

Posons @

Fv) = 12 de Jlog x-y| ay
v v

(valeur moyemne de log |h| dans le volume v : c'eat une fonction qui dépend non seulement de la

mesure du volume v, mais aussi de sa forme). D'aprés la relation (2-18), on a @

(2-28) o2(v|V) = 3 «[F(V) - F(¥)]
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Dans un méme gisement De Wijsien, si deux échantillons v et v' vérifient F(v) = F(v'), 1ls ont
méme variance dans n'importe quel panneasu. Nous diront qu'ils sont équivalents. Si nous prenons

comme ensemble v un segment de droite de longueur 4 s nous avons 3

PL) = log e-%

(le démontrer & 1'aide des fonctions auxiliaires de 2-5-2, a/ ). Nous appellerons gquivalent liné-
aire d'un échantillon v la longueur du segment £ équivalent & v, c'est-a-dire la longueur défi-

nie par : i

log € - % = Fv)
Soit, de méme, L 1'équivalent linéaire du champ V :
3 _
Jog L - 5= P(V)

Par différence, il vient :

P(V) - P(v) = log (1/@)

et (2-28) donne alors :

(2-29) oz(vIV) = 3 a log (%')

Cette formule permet un calcul rapide de la variance. On l'utilise souvent en sens inverse, pour
évaluer la dispersion absolue & partir de la variance expérimentale des échantillons dans leur
champ : si v et V sont géométriquement semblables, on a V/v = (ue)3, et (2-28) se réduit a la
formule de De Wijs cz(vlv) = a log (V|v).

Calcul approché des équivalents linéaires. - Avec unme excellente précision, 1l'équivalent liné-
aire du rectangle de cbtés a et b est a8 + b.

Pour le paralllélépipéde rectangle (a,b,c), ¢ désignant le plus petit c8té, on a, avec une
approximation cette fois assez grossidre, un équivalent linéaire de & + b + 0,7 ¢. Pour plus de

précision, on consultera 1'abaque 1.
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Application : comportement du demi-variogramme des échantillons v pour h grand devant les dimen-

sions de v. (On n'utilise jamais le schéma de De Wijs au niveau ponctuel, car log r est infini en
r = 0, mais toujours ses régule.risées1). Soit Ty le demi-variogramme d'échantillons v distants
de h. 2 yv(h) est la variance d'extension de ces deux échantillons, et la formule (2-14) nous

dome ¢

Yy (b) = }% J jlog |b+x=y| dx dy - 3 a F(v)
v v v

Dés que h dépasse les dimensions de v, le premier terme ne differe plus beaucoup de 3 a log r. lLe

deuxitme terme est 3 aflog ¢ - 3/2), € désignant 1l'équivalent linéaire de v. Pour h assez grand

devant v, on a donc :

(2-30) Y (r) =3alogf+9%

Cette formule est précieuse dans les applications expérimentales.

2-8-2 le schéma de De Wijs & deux dimensions.

Dans l'application précédente, on peut prendre pour v un segment de longueur e
se déplagent parallllement a lui-méme. D'aprés (2-30), on a :

ZI Ye(h)=3alogi+% pour b >> €

Pour h petit, au contraire, la rdgle de montée log r —~ = r/e dorme

(2-31) Yz(h) =3« n-lé

A partir de l'expression rigoureuse de Y&(h) (déduite de log r par montée) on calcule la variance
d'extension d'un segment ¢ dans son rectangle Z,h d'influence : Abague 2. Lorsque h est petit
devant £ (en pratigue, il suffit que h soit inférieur ou égal a 2 ), on peut utiliser (2-31) pour

calculer directement cette variance d'extension, ce qui domnne :

1 - Au niveau ponctuel, le schéma de De ¥ijs ne représente plus une fonction, mais une distribu-
tion aléatoire [4] - Mais les résularisées de ce schéma sont, a nouveau, des F.A.
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£

Application : Gisement gtratiforme reconnu par iracages paralléles.

8/ Suppoéons d'abord que les teneurs réelles des tragages soient

e———e—-——
i-—_—L connues, et calculons le terme de tranche. Si h est 1t*équidistance
-:! des tragages, on 1lit eur l'abaque 2 la variance d'extension a% du
L e - Jd i
1 tragage de longueur ¢, dans sa tranche d'influence. ILe terme de
h{p i ‘
3 H tranche est alors :
[T UR—— | 2 2
.. 24 °E,
aﬂ =
2 2
@ ¢,)

Si chacun des tragages a une longueur ei supérieure a h, og est domnée par (2-32), et, en posant
1
L=X ei (longueur tracée totale), on trouve :

ou encore, avec S = L h (surface minéraliséde totale) :
2 x S
a = a - -—
B 2 1.2

Conséquence : un gisement 4 fois plus gros, toutes choses égales d'ailleurs, nécessite, a préci-

sion égale, deux fois moins de dépenses de reconnaissance h la tonne de minerai.

b/ Si les temeurs des tragages sont estimdes a partir de rainura-
ges implantés & maille régulidre a, on doit ajouter un terme de ligne. Pour le calculer, il n'est
Plus possible de négliger la puissance P de la formation (p eat petit, par hypothése, devant h ou
les longueurs ei des trageges, mais non devant a). C'est & nouveau l'esbaque 2 qui domne la vari-

ance d'extension aa(a) de la rainure de longueur p dans son rectangle d'influence a,p. le terme

de ligne est alors :
hI . 'f
E 2@ =2 o)
: a

n
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Remarque - Dans la plupart des gisements stratiformes ou filoniens, la troisidme dimension, celle
des puissances, n'est pas équivalente aux deux autres. Il y a anisotropie. La longueur p que 1l'on
doit attribuer au rainurage peut donc différer de la;puissance réelle. On détermine cette puissan-
ce équivalente p en remarquant, d'apris (2-30), que le demi-variogramme expérimental des rainura-

ges a pour équation :
y(h) = 3 a [log (1—;) + %] pour h > p

C'est la valeur de p ainsi déterminée qui doit servir au calcul de 02(3).

Couche mince reconmnue par sondages & maille carrée. - Soit p la puissance équivalente de la
formation, définie comme dans la remarque qui précdde. On doit calculer la variance d'extension
d'un sondage dans son carré (a,a) d'influence. En assimilant ce carré au cercle de méme surface,

on trouve (cf. Exercice 11):
2 _ 28 _ 1
Og = 3a [log P 2]

La variance d'estimation s'en déduit en divisant par le nombre n des sondages :

2_2a 28 _ 31
°2» "% [logp 2]

2-8-3 le schéma de De Wijs dans l'espace & trois dimensions.

L'abaque 1 domne 1'équivalent linéaire du paralldlépipide rectangle.

Estimation des amas. -~ On calculera le terme de ligne et le terme de section comme ci-dessus
(& partir de 1'abague 2). FPour le terme de tranche on utilisera, selon le cas, l'abague 3, 4 ou §
(variance d'extension des grandes sections ab, des sections moyennes ac et des petites sections be,

(a2b2c).

Amas reconmu par sondages & maille carrée. - On 1it sur l'sbaque 6 la variznce d'extension

°§ d'un sondage de puissance hi dans son prisme droit hi,a,a d'influence. On a ensuite :
1



2 2
Ehi aEi

2
@ 1)

(si les b, sont égaux ou peu différents : - o2 ).
1 n Ei

2-9 IE SCHEMA SPHRRIQUE

Pour représenter un phénoméne de transition, on peut utiliser des schémas de la forme ¢
y(h) = A[K(o) ~ K(h)]

od K(h) est le covariogramme géométrique d'un volume v (cf. Exercice 9, ch. 1). Si 1l'on prend pour
v la sphére de diamdtre &, on & (cf. ex. 9 des méthodes transitives) :

%a3(1-2%+%§;) (Jh] < a)
a

0 (In] 2 a)

le schéma sphérique sera donc défini par le demi-variogramme :
3r_1J ::'3
C(zz-i 3) PowXTr r < a

y(r) =
c pour r > a

la portée est a, le palier est C = Y(“,)’ la pente & 1'origine %-g .

Dans les applications, on déterminera a et C par approximations successives i on part de va-
leurs 8, et 01 obtenues par simple interpolation sur le demi-variogramme expérimental ; on utilise
1'abaque 7 pour calculer la variance théorigue d'un échantillon dans son champ 3 sl celle-ci est,
par exempie, plus forte que la variance expérimentale des échantillons dans leur champ, on peut

soit diminuer 01, soit augmenter a,. On arrive assez vite a l'ajustement cherché.

Nous ne disposons que des abagues relatifs aux problimes & une et a deux dimensions

Abaque 7 1 variance d‘'un point dans un rectangle.
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Abague 8 : variance d'extension élémentaire d'un point dans son segment d'influence (pour
le calcul du terme de ligne) ; variance d'extension d'un point dans son carré d'influence (pour

les sondages & maille carrée).
Abague 9 : variance d'extension d‘'un segment médian dens son rectangle d'influence (pour le

calcul des termes de tranche).

Remarque - Dans les applications, les phénoménes transitifs sont trés souvent accompagnés d‘'un

effet de pépite : on les représentera donc par un schéma sphérique a effet de pépite c0 H

l’(’q
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ABAQUE 2 ~ Schéms de De Wijs
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2-10 INFERENCE STATISTIQUE PFT QUASI-STATIONNARITE.

2=-10-1 F.A. quasi-atationnaire.

Revenons maintenant au probléme méthodologique évoqué au paragraphe 1-4-6. Il
s'agit de montrer - moyennant une hypothise assez faible du type quasi-stationnaire, que le probléme
de l'estimation globale d'un domaine V dormé est soluble. Cela résultera des deux pointe suivants i

~ la variance d'estimation ne dépend (du moins pour les petites mailles) que du

comportement au voisinage de 1l'origine d'un variogramme ou d'une covariance “"moyenne®,

~ Ce comportement est accessible expérimentalement, autrement dit 1'inférence
statistique de ce qu'il est utile de commaltre est possible a partir d'une réalisation unigue,

Pourvu que la F.A. ne soit pas dérivable en moyenne quadratique.

I1 serait possible de poser comme hypothése minimale le caractire quasi~intrinsdque, c'est-
a-dire l'existence 4'un variogramme y localement stationnaire et ne se déformant que lentenent
dans 1'’espace. Nous nous limiterons ici & l'hypothése légérement plus forte de quasi-stationna-
rité que nous allons maintenant préciser : une fonction aléatoire Z(x) sera quasi-statiommaire

81 elle possdde une espérance m(x) et une covariance centrée C(x,y) telles que :

a/ m(x) est une fonction trés régulidre et lentement variable dans 1l'espace (& 1'échelle de
la maille utilisée) ; plus précisément, m(x) peut &tre considérée comme constante sur un domaine

dont les dimensions sont celles de 1la maille.

b/ Il existe une fonction de trois arguments K(h;x,y) telle que 1l'on ait C(x,s') = K(x-y;x,¥)
et gue, ;h fixé; K(h;x,y) soit une fonction régulidre et lentement variable (dans le méme sens
que ci-dessus) des deux arguments x et y. Autrement dit, lorsque x et y appartiennent & un méme
domaine dont les dimensions sont celles de la maille, K(h;x,y) ne dépend que de h, et tout se

passe comme si la covariance C était localement stationnaire,

En fait, nous ferons méme une hypothése un peu plus restrictive, Nous admettrons que, sur le
domaine V que 1l'on veut estimer, la fonction K admet un développement en série entidre de la for-

me 3

K(h;x,y) = T oy(x) =y (y) ¢y(b)



les % désignant des fonctions réguliéres et lentement variables a 1l'échelle de la maille, et les

cn(h) des fonctions de covariance.

I1 est alors possible de trouver des F.A. Yn(x) stationnaires d'ordre 2 d'espérance mulle,

mutuellement indépendentes et telles que l'on ait :

2(x) = m(x) +ZT an(x) Yn(x)
n

Cette décomposition est suffisamment générale pour ce que nous avons en vue.Mais les opérations
du type calcul d'une variance i'estimation, estimation d'un variogranme, variance de cette estima-
tion etc... vont se présenter linéairement relativement aux composantes indépendantes Yn(x). Il va
donc suffire de traiter séparément les composantes Yn(x), et d'additionner ensuite les résultats
obtenus. Il en résulte une simplification importante, puisque nous sommes ramenés a 1'étude du

cas ol Z(x) est de la forme

(2-33) : 2(x) = n(x) + a(x) ¥(x)
donc admet l'espérance m(x) et une covariance centrée de la forme :
(2-34) : ' ¢(x,y) = a(x) o(y) € (x~y)

Examinons alors coument se présentent nos deux problémes lorsque ces relations (2-33) et

(2-34) sont vérifiées.

2-10-2 - Calcul de la variance d'estimation.

Pour simplifier, nous nous limiterons an cas de 1l'espace R’, et nous suppose-
rons que l'on veuille estimer 1'intervalle (0,L) & partir de n échantillons & maille régulidre

a = IL/n implantés selon le dispositif centré. On désignera par x5

= (1~ %)a les points de pré-
lévements, et par
ia
2(x) dx
(i-1)a

=4
Zi’a

la teneur réelle de la zone 4'influence numéro i, Si 1'on prend 1'estimateur &Z} Z(xi), l'erreur
n
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dtestimation est 1

Dens le terme Z(x.) - 2., le contribution de m(x) est négligeable, puisque m(x) est considérée
i i

comme constante sur une zone d'influence : m(x) ne joue aucun rdle dans ce problime. Il resie dono:

a
ax,) -2; = wlx,) Uz -1 | wx) ¥(x) ax
(i-1)a

et, o(x) étant considérée comme constante sur une zone d'influence :

ia
z(xi) - zi = G(xi) [Y(xi) -%} J Y(x) dx] = a(xi) [Y(xi)- Yi]
(i-1)a

La variance de cette erreur individuelle est donc :
2 2 5
D [z(xi) - Zi] = [B(Ii)] an

en désignant par 0125 la variance d'extension de x, dans sa zone d'influence calculée sur la cove-

o
riance Co de Y(x). Or, les méthodes d'approximation que nous avons exposées au paragraphe 2-5
montrent que les différentes erreurs Y(xi) - Yi peuvent 8tre considérées comme sans corrélation.
Il en résulte que notre variance d'estimation est :
L
2

2 2 1 1 2
> § a(xi)i;z O'EO -a-“[n(x)dx

2 3
o = gp =
Est Eo n

soit :

“%st =% a% % J az(x) dx
()

Ainsi, cette variance d'estimation est la méme que si l'on avait la covariance stationnaire :

L
o = o, § [ =2m ax

[}

Désignons alors par C(h) la covariance (pseudo-stationnaire) moyenne :
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C(h) = TE C(x,x+h) dx = —QLTh— J w(x) w(x+h) dx
°
Pour h = 8, w(x+h) ne différe pas de w(x) et on a :
‘ I~h L
Ilfh- I o{x) o(x+h) dx }-% faz(x) dx
°

Done, pour b < a, C(h) = C(h), et la variance d'estimation est la méme que _pour une F.A. station-

naire dont la covariance serait précisément cette covariance moyenne T(h).

Pour a petit, il reste & montrer qu'il est possible d'estimer effectivement T(o) - C(h).

2-10-3 Pogsibilité de 1'inférence statistigue.

Nous poserons y(h) = C(o) - T(n), yo(h) = Co(o) - C,(h) etc... Nous cherchons
& estimer le comportement de C(h) au voisinage de l'origine, c'est-a-dire y(h) pour h petit. Pour

cela nous allons prendre 1l'estimateur :

. I-h 2 I~h .
Yy (n) = m J (o(x+h) Y ., - =(x) Y,) ax ¢ 3(-1,-1:5)- f wa(x)[Yx+h - 1) ax
° °

Avec les approximations faites, cet estimateur est sans biais :

E(y *(n)) = Y(n)

I1 reste & évaluer sa variance. Il est nécessaire, ici, d'introduire une hypothése sur la loi
spatiale de la F.A., puisque les moments d'ordre 4 vont nécessairement intervenir. Ie plus sim-
ple est de se limiter au cas gaussien, comme dans 1l'Exercice 16. Les calculs effectuds dans les

paragraphes a/ et b/ restent valables ici et donnent :

I-h I-h 2
(2-35) D2(y*(n)) = —1 J =?(x)ax J =2(y) [1,(x-y+h) + Yolx=y-b) - 2 y(x-y)] @y
[+] °

2(1~h)?

Evaluons cette intégrale lorsque h est petit. Il est clair qu'elle est équivalente a :
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- JL o2(x) mz(y) [yo(x-y*h) + yo(x-y-h) -2 Y(x—y)]2 dx dy
°

Posons :
B(w) = [yo(ush) + yo(u-n) = 2 y ()]

et désignons par R le covariogramme transitif de la fonction égale a az(x) sur (O,L) et &2 0 ail-
leurs. L'algorithme de Cauchy nous donne

L
DZG*(h)) = %.2 ]R(u) P(u) du
o

Pour u > h, P(u) est une fonction régulitre de u, éguivalente a h‘*(-y"(u))2 . Donc notre variance
est de la forme :

h
DZG’(h)) = ant+ &Lgl j F(u) du
L

(<]

Tout va dépendre maintenant du comportement de F(u) au voisinage de O. Désignons par b n* (éven-

tuellement b h2 log h) la partie principale de Ypen b = 0. Celle de F(u) est

22 02 [ P 4 (1 - PP

2
A
) - 2u"]

Par suite, la variance sera de la forme

.

(2-36) p°G"(n)) = an*+ fz n!*2r

Il y alors deux cas & distinguer :

8/ A< 2 (F.A. non dérivable m.q.) - La variance relative, pour h petit est du type

D°GT(n)) | e pé-2h B
G(n)?

h
L

Elle est donc infiniment petite avec h, et 1l'inférence statistique est possible.

Dans le cas li-
mite ol y(h) aurait un comportement en n? log h, on trouverait une variance relative en A'/log h

1'inférence serait encore théoriquement possible, mais ne pourrait se faire que trés difficile-
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ment en pratique, & cause de la décroissance trés lente de 1/log h.

b/ Pour A = 2 (F.A. dérivable m.q.), la variance relative Dz(y')/y2 tend vers une constante

A' non nulle lorsgue h tend vers 0. Cela signifie (? moins que L ne soit trés grand vis-a-vis de

la portée de co(hX) que 1'inférence statistigue est impossible.

En résumé, 1'inférence statistique est toujours possible lorsque la F.A. n'est pas dérivable

m.g. - et c'est donc seulement dans ce cas que notre probléime est théoriquement soluble en toute
généralité. Cette circonstance un peu étrange qui pénalise les P.A. trop régulidres et interdit
1'inférence de leur covariance si 1l'on ne dispose pas d'une réalisation trds étendue prendra tout

son sens lorsque nous étudierons le krigeage universel, et » particulidrement, la notion de dé-

rive aléatoire.

2=11 EXERCICES SUR 1ES FONCTIONS ALEATOIRES INTRINSEQUES.

2-11—-1  Construction de F.A.I.

Exercice { - Une origine ¢, étant choisie au hasard sur (0,a), on divise la droite en segments de
longueur a au moyen des points de subdivision x,+ ka ( k entier, positif ou négatif).
Soit ¥(x) la F.A. prenant sur chacun de ces segments de longueur a une valeur aléa~
toire constante Y, tirée au sort indépendamment d'un segment & 1'autre selon une mé-
"me loi de moyenne m et de variance 02. liontrer que la probabilité pour que deux
points x et x+h appartiennent au meme segment a est 1 - |h|/a pour |h| s a et O pour
[n| > a. En déduire le demi-variogramme de Y(x) (l%l o? pour |h] < a et ¢? pour

jh] > a).

Exercice 2 - iéme question que dans l'exercice précédent, mais les longueurs des segments succes-
sifs sont aléatoires, indépendantes les unes des autires, et obéissent & la méme loi
exponentielle e'xe (autrement dit, les points de discontinuité constituent un pro-

cessus de Poisson).

(Solution : la probabilité pour que x et x+h soient dans le mére segment est e~M .

On en déduit y(h) = (1 - e MB) 42,
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Exercice 3 ~ On se donne sur la droite réelle un processus de Poisson (points aléatoires séparés

par des distances indépendantes admettant la méme loi de densité a e"8). on daéfi-

nit (a une constante prés) une F.A. Y(x) en prenant Y(x) = cste

en dehors des points
poissoniens x;, et, en chague x,, Y+(xi) - Y;(xi) = Xy, avec des V.A. Xy indépendan-
tes obéissant & une méme loi d'espérance m et de variance 02.

lontrer que la F.A. est intrinééque (mais non stationnaire d'ordre 2), admet la dérive
m a h et le demi-variogramme % a(m2+62)|h| (linéaire). (Ce Processus est un proces-

sus de Poisson composé, & accroissements indépendants et stationnaires. Pour calculer

. 2 :
la dérive, on pourra calculer les espérances E(Yx+h-Yx) et E(Yx+h°Yi) conditionnel-
lement lorsque le nombre n de points poissoniens tombés entre x et x+h eat fixé, puis

déconditionner en n).

Exercice 4 - a/ Soit ¥(x) une F.A. stationnaire d'ordre 2, m son espérance, C¢(h) sa covariance.
x
Montrer que la F.A. Z(x) = J Y(y) dy est intrinsdque (mais non statiomnaire d'ordre

)
2) et admet la dérive m h et le demi-variogramme y(h) = lh(h-x) C(x) dx.

(Solution : partir de y" = C).
201uy202 Y

b/ Application du processus a pentes_aléatoires : on se donne des points de disconti-
nuité poissoniens, comme dans Exercice 3, et la pente I reste constante surnchacun
des intervalles séparant les points de discontinuités. Ces pentes ' sont zléatoires
et indépendantes, d'espérance nulle et de variance ®, sur chacun des intervalles.

Montrer que le processus Y(x) ainsi défini (& une constante pr2s) est une F.A.I. (non
% - 1+agh
a

stationnaire d'ordre 2) sans dérive, de demi-variogramme @, . Noter le

comportement parabolique en h = 0 de ce variogramme.

(§glution : le processus dérivé est du type de 1l'Exercice 2, et il suffit d'appliquer

a/ a Y'(x)).

2-11-2 Exercices gur les variances d'estimation.

Exercice 5 - On considére le demi-variogramme hk (0 < A < 2) dans l'espace & une dimension. Calcu-
ler les fonctions auxiliaires y et F, la variance d'extension élémentaire d'un point
central a son segment d'influence, la variance d'extension a ce segment de ses deux

extrémités (dispositif fermé). Comparer et discuter.
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A A A
=B . T s Bl oL ; (2 -1\
X(h) - x+1 H F(h) = ("A-+1JZX+2’ ’ k+1 [ZA )\"’2] ' (x_'_z 2)3

On a 012,: > og, pour A > 1 et inversement, avec égalité pour A = 1 : pour A > 1, haute continuité,

et 1'échantillon unique mais bien placé est supérieur aux deux échantillons mal placés; pour A < i,

on est proch

un meilleur résultat que 1l'échantillon unique ; pour A = 1, les deux dispositifs sont équivalents).

Exercice 6 =

Exercice 7 =

Exercice 8 -

e du cas aléatoire pur, et les deux échantillons, méme mal placés, donnent toujours

Avec le demi-variogramme h}‘ dans l'espace a une dimension, calculer la variance d‘'es-

timation du segment L = n a par n échantillons ponctuels, dans les trois cas suivants
. . X 1.2 rd 1 )
-~ maille régulidre (dispositif centré) (3 =T t-k - AT?.‘] )
2

A
- maille sléatoire stratifie (1 Mf 2y )

- maille aléatoire pure (‘:; M,Z 7*3 )

Soit, dans l1'espace & deux dimensions, le demi-variogramme r)‘ . Soit un gisement re-

connu par iragages de longueurs supérieures a leur équidistance h.

a/ Calculer la variance d'extension d'un tragage de longueur e dans son rectangle

e,h d'influence.

(la montée sous puissance ¢ transtorme r* en A r“’/e (ou log r en nr/¢) ; d'ou :
1+A 1+A
2 _ 2 1 __a h _ h
°E_AA+7[21+A w51 g =25

b/ En déduire la variance d'estimation (pondérer par les carrés des longueurs des
tragages, poser L = Z)q et S = Lh, et mettre la variance d'estimation sous la forme

1+A
s ten : A = .5 I §
B;m.CasdeWijs:.en.A—n,B—g,ng

Méme problime qu'en 7, mais on suppose de plus que les tragages sont estimés & partir
; ; ; C 1+ 21 _2

de rainurages a maille a. Calculer le terme de ligne (L a avec C = —“1[2)\ —MZ])
Optimisation économigue : soit & le prix du mdtre de galerie, P, le prix d'un prélé-
vement, et €° = po/n. Optimiser la précision & prix de revient donné, ou, ce qui re-
vient au méme, le prix de revient pour une précision donnde.
(Tout revient a minimiser C h a1+}‘ + B h2+}‘ sous laz condition F1T + hL = C+ On ob~-

o 8 .

tient la relation suivante :
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2+A
1+A 14+A a
B(2+A) b =ACa + C(1+)) <
©

qui donne 1'équidistance h des niveaux en fonction de la maille a des rainurages.

2-11-3 Exercices sur l'effet de pépite, et les schémas De Wijsiemset sphériques.

Exercice 9 : Effet de pépite & 1'état pur - On se donne des pépites ponctuelles réparties dans 1'
espace selon un schéma de Poisson (définition : le nombre N(v) des pépites dans un
volume v est une variable de Poisson de moyenne Av ; si v et v' sont disjoints, N(v)

et N(v') sont indépendants).

a/ On préléve des volumes v, et on pose Y(x) = H(vx), v, désignant le translaté de
v implanté au point x. idontrerrque la covariance de Y(x) et Y(x+h) est la variance
de N(vx N vx+h)' soit A K(h), K(h) désignant le covariogramme géométrique du volume

Ve

b/ On suppose maintenant que les pépites ont des poids aléatoires indépendants (moyen-
ne p , variance 512:)’ et on prend pour Y(x) la somme P1 +...Pg des poids des ¥ = N(vx)
pépites contenues dans v. Calculer la moyenne & la variance de Y(x) (B(Y) = A v Py

D%Y) = A V(p§ + °12))‘ En déduire la covariance de Y(x) et Y(x+h) Cremplacer v par
K(h)).

Exercice 10 : Schéma de dilution.~ On a des germes poissoniens comme dans 1'Ecercice 7. Soit f£(x)
une fonction. On pose Y(x) = T r(x-xi), x désignant les implantations des différents
germes., Il s'agit donc d'une ;ilution de ces germes par la fonction f. Former la co-
variance K(h) de Y(x). (A g(h), avec g = £ # f).

(on pourra se limiter au cas ol f est & support compact, considérer deux points x, et

x°+h et un domaine borné V contenant les translatés par x. et x°+h du support de V.

o
On raisonnera alors conditionnellement lorsque le nombre n des points poissoniens
tombés dans V est fix4, puis on déconditiommera en n+« On notera sussi combien 1'in-
terprétation a l'aide de la mesure-covariance A des points poissoniems rend ce résul-

tat intuitif).

Exercice 11 - Soit dans le plan un schéma de De Wijs y(r) = log r. On rappelle que si g est une

fonction harmonique & 1l'intérieur d'un cercle, sa valeur moyenne dans le cercle (ou



106

sur sa circonférence) est égale & sa valeur au centre : log r est une fonction har-

monique sauf en r = O.

a/ On désigne par C(R), x(R), PF(R), CO(R) la valeur moyemne de log r sur la circon-
férence du cercle de rayon R, entre ce cercle et sa circonférence, dans ce cercle,
entre ce cercle et son centre. wontrer C(R) = (R) = log R ; F(R) = log R - 1/4 ;
CO(R) = log R - 1/2 (les deux premidres relations résultent du théoréme sur les

fonctions harmoniques. Pour calculer F(R), faire varier R4F(R) et montrer <= R4P(R)

dR
=4 R x(R). Pour CO(R), intégrer 2 =r x(r))-

b/ Calculer la variance d'estimation d'un panneau circulaire a partir de sa cir-

conférence (cg = 2 x(R) - M(R) ~ ¢(R) = 14).

¢/ Variance d'extension dans le cercle d'un petit élément central dont 1'équivelent
linéaire est £ (log B/€ + 3/4). Si L est l'équivalent lindaire du cercle, cette va-
riance d'estimation est encore log (IL/8) - 1/2. En déduire que la variance d'exten-
sion d'un échantillon équivalent a £ dans le carré (a,a) au centre duquel il est im-

planté est approximativement log (_%g) - 1/2.

Exercice 12 : schéma sphérique & une dimension - Calculer les fonctions suxiliaires du schéma
sphérigue :

1(6):%%-%-5; pour € s a , 1 pour € 2 a
B 38_18 " 128
x()=;;°'g:5 82
1 £ g " 2
) =3a-% 3 1-38+18

b/ Variance d'extension élémentaire d'un échantillon dans son segment b 4'influence

pour b < a et b =2 2 a., Interpréter.

.3 2
1k b’ _28_1 a°
(4a*'2'1oa3 ¢ 1-7% sbz)
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2=-11=4 Exercices sur les grandes mailles.

Ies trois exercices qui suivent comstituent un test. Si vous &tes capables de
comprendre la démarche des deux premiers, et d'effectuer les calculs correspondants (qui sont fa-
ciles par eux-mémes), c'est que vous avez bien assimilé les mécanismes mentaux qui doivent &tre
ceux du géostatisticien. Si de plus vous pouvez accepter sans &tre troublés les conclusions cri-
tiques du troisidme exercice {non validité aux grandes mailles du principe de composition des ter-
mes de ligne et de tranche, et validité seulement trés approximative du principe de composition
des variances d'extension élémentaire), cela prouve que votre compréhension s'étend en profondeur,
et vous permet de jauger le sens et les limites de chacune des bypothéses d'approximation qui ren-

dent la géostatistique opératoire.

D'un point de vue épistémologique, on notera aussi gu'sux grandes mailles (ctest-

a-dire supérieures a le portée) la forme exacte de la covariance ou du y(h)_perd toute importance:

le K(h) n'intervient plus que par sa valeur C & l'origine, et ses premiers moments (Ao et A1 dans
R', A, A A, et Ay dans % ; dans B’, il faudrait aller jusqu'a Ag) . Ainsi, dans B2 par exemple,
tous les schémas se raménent, aux grandes mailles, a un type unique dépendant seulement des 4 parae-
métres essentiels Agr Ay Ay et A3 et du paramdtre C (qui n'intervient que comme un facteur). Aux
grandes mailles, on est relativement proche des conditions de validité de la statistique classi-
que : & la variance d'estimation C/n & lasguelle conduilrait cette dernidre, le calcul géostatisti-

que ajoute des termes correctifs, dont les coefficients sont précisément les ‘Ll'

Exercice 13 (1 dimension) - On désignera par y(h) = y(r) un demi~variogramme (isotrope) de type

transitif, c'est-a-dire de la forme :

¥{r) = C - X(r) avec &(r) = 0 pour r > portée,

1/ Dans l'espsce a 1 dimension, pour e> portée, on a :

4 ”
c-Re) = %2 J’((-x) K(x) dx = %2 J (£-x) K(x) dx
(-} °
En déduire :
A A
1
P(e) =C = 7‘2 + -c—z
A
x() =c-==2

N
<
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avec

A =2j'K(x) ix , A ZJxK(x)dx
() °

2/ Variance d'extension pour une maille a > portée

A A
o%:Zx(%)-F(a):c-?-:%

Pour une galerie de longueur = n a, la variance d'estimation est :

A A
142 - 2o_0_ 2t
"% < g®-7 ~we

Exercice 14 (2 dimensions) - 1/ Fonction F(a,b). La valeur moyenne de y(h) = y(r) dans le rec-
tangle (a,b) est :

P(a,b) =

a

a b
24b2 j ‘[ (a=x) (b-y) y(Vx%y?) ax ay
[+}

2/ Soit y(h) = C - K(h) un schéme de type transitif (i.e; : K(h) = O pour r = |n| > ¢,
€ désignant le portée). Aux grandes mailles (a et b > portée) 1/ donmne :

C - F(a,b) = -ﬁ? j j (a~x) (b~y) K( Vx2+y2) dx dy
a o ‘o

En déduire :
T A 2 A
F(a'b)=°'1'si+—ar2(rl*%)"371;z‘
a
avec : -
1\1=l jK(h) dh=2]rK(r) dr
=
RZ (¢]

2J r? X(r) dr
[+

PSS

4
Ay = 2J 2 K(r) dar
[¢]
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3/ En déduire y(a;3;db), y(a;d), Q(a;b) (toujours pour a,b > portée).

2 2 2
) by .1 & a°F = 2 (8
Appliquer y(a;b) = s a 5= v(a,b) = W (2 ¥
2 2,2
_ 1.0 a8~ b F
() = 35 3235 ——4
® A A
Ceci doit domnner : x=c-2ab + 2’Y=c
n A
Q=20C- 4 ab

(NI~ ¢

4/ Variance d'extension d'une galerie dans £ x h E)h . e > portée.
v
4

ad=2x &, - ¥l - KO

A
2 _ 1 = 1
BT M@ 2 Gy AT

5/ Variance d'estimation de S par galeries de longueurs { > portée (équidistance h >

portée). Poser T l?i L .- N nomore de galeries

T o2
19E, 4
i 0 7 N N 1 N
— = -2 - A (—+—)+2A (—--—)4. —
(= ¢;)? L " 'n g2 2 G2 T pep T MR 2
2
o b, (&0 S I ul
ShSTAGrF) r2h (Goes) v

6/ Estimation de S par galeries (équidistance h > portée) échantillonnées ammaille a

supérieure a portée :

2
OEat

7/ Variance d'extension d'un sondage E

2 _ a a _ T A A2
GE"ZQ(_'5)°F(3'&)‘c'—a?t'4?+§
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d'ol variance d'estimation de S :

2 A
2 a 1 f&
. = (= =7 - 4 +
E S as as

Hi

Exercice 15 (Critique) - 1/ Jeter un réga:rd critique : pour h = a, la formule de 6/ n'est pas

compatible avec le résultat trouvé en 7/ (a part le premier terme -g- s qui est 1'appro-

ximation de la statistique classique). Des deux principes 4d'approximation :
~ composition des termes de tranche et des termes de ligne (utilisé en 6/)
~ composition des variances d'extensions élémentaires (utilisé en 7/)

1'un au moins est inutilisable dans le cas des gréndes mailles,

A la réflexion, il apparalt que la variance d'estimation associée & une maille rectan-
gulaire (a,b), dés que a et b sont supérieurs a la portée, ne doit dépendre que de la
surface ab du rectangle de maille, et non de son allongement (a/b). Or la formule &/
fait intervenir explicitement ce rapport a/h. On peut conclure que le principe de

composition des termes de tranche n'est pas applicable aux grandes mailles, et que la

formule 7/ doit &tre préférde.

2/ Pour le vérifier de manidre rigoureuse, partir de la formule générale :

2 _ 1 — -2 - L -
Cpst = =5 J JK(x y)dx dy - §5 T |K(x;~y) ay + 5 Z K(xy X
S 5 'S i N® i
Des que les distances lxi—le entre sondages, ainsi que les distances des sondages &
la frontiére de S sont supérieures a la poriée, ceci se réduit a la formule (rigoureu-
se)

2 2n A

_ ~ c 1
cEst-C—F(a)-'-N- 5

formule valable indépendamrent de la forme de la maille (et applicable, en particulier,
méme & des mailles irrégulidres).

C - F(S) ne dépend que de la surface S ( et non de la maille) et a comme partie prin-
cipale (pour S grand) : = A1/S, d'ol la formule 4'approximation :

2 TA,
Spst “¥ - S

Q
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3/ Examinons si le principe de composition des variances d'extension élémentaires

donne de meilleurs résultats. On trouve :

A 2A2
1 a 2 =& 1 _S2d,1
X [2 Q(E y 3) - F(a,b)] = F-®% -5 (a + b) + 5ot

ies deux premiers termes sont bons. Ies termes d'ordre supérieur (en A, et A3) ne
sont pas acceptables, puisqu'ils dépendent encore de a et b, alors que la formule
exacte ne fait intervenir que la géométrie de S. Néanmoins, cette formule est meilleu-

re que 6/ (dont le premier terme seul est bon).

4/ Dans le méume esprit qu'au 2/ ci-dessus, montrer que la varignce d'estimation 4'un

seguent de longueur L par une waille a > portée est (rigoureusement) ¢ - F(L) + -% -

0
-2 -

En déduire que la variance d'estimation & une dimension (Ex. 13, paragraphe 2/) est

en réalité :

2.8 _%_&
Est N L L2

Ainsi, a une dimension, le principe de composition des vuriances d'extension donne la

valeur exacte des deux premiers termes, mais non celle du troisiéme.

5/ Conclure du paragraphe précédent que seuls les deux premiers termes de la formule
du paragraphe 5/ Ex. 14 sont valables (variance d'estimation de S par des galeries
parfaitement échantillonnées).

‘Pour reconstituer la formule exacte, on supposera que S est le rectangle ¢x H, et on
raisonnera directement sur le variogramme y' déduit de y par montée sous puissénce é.
Pour h supérieur a la portée, la fonction F'(h) de ce schéma transitif a 1 dimension

est de la forume 3

A'o A'1
F'(h) = C' - - * —;E

(cf. Ex. 13). wontrer, par un raisonnement direct, que la nouvelle constante C' est :

A A
' = = -
c _C-F(e,o)--é‘l 72
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Pour déterminer les nouveaux coefficients A'O et A'1, procéder par identification avec

F(e'h) (kO 141 par. 2/)’ ce qui donne

A i

r = 1 -—

Ao—n7-282
: A, A
" =22
py=2g-g2

sontrer, en appliquent le résultat du 4/ ci-dessus, que la variance d'estimation pour

des galeries de longueur (4 équidistantes de h = % est :

2 _g
st ¥~ 7EH -~

Comparer avec Ex. 14, par. 5/.

2-11-5 Inférence statistique pour lea F.A.

Exercice 16 (Estimation d'un variogramme) - Scit Y(x) une F.A.I. sur la droite lR’, v(h) son demi-
variogramme. On suppose connue une réalisation de Y(x) sur 1'intervalle (o,1), et,

pour estimer y(h), on forme l'estimateur :
h
- .
vy (b) = ?('I!-_h)' J’J’[Y(x-yh)-Y(x)]2 dx
°

a/ sontrer que y* est un estimateur sans bieis; soit Ec-y’(h)) = y(h).

b/ (lemme) Soient }(1,112,}!3 et X4 quatre V.A. gaussiermes d'espérances mulles et 953
la matrice de leurs covariances. uontrer :

;?.(x1 X, % x4) =g

12 934 7 943 4 * 944 93

(identifier le terme en Uy v, ug u, de la fonction caractéristique & 4 variables. On



113

peut aussi bien admettre ce lemme sans démonstration et passer & la suite de cet exer—

cice).

¢/ On suppose que les accroissements de la F.A.I. Y(x) ont des lois gaussiennes (N.B.:
cette hypothése a simplement pour but de permettre le calcul des moments dtordre 4).

En utilisant le lemme b/, établir la relation :
B{(Y, , -Y )2 (Y .-Y )2] = 4 2(h) + 2 [y(x=y+h) + y(x-y-h) - 2y(x~ )]2
x+h "z y+h 'y Y nx-y Yix=y Xy
2(y"(n)) de 1'estimateur y (h) :
et en déduire la variance D\Y Y *

2 I~-h > 4
’G"(n) = =2 J dx J [y(x=y+h) + (x=y-h) = 2y(z~y)]? ay
(] [+]

(1-h)?

(utiliser la symétrie en x et y de le fonction & intégrer).

d/ Effectuer les calculs explicites pour y(h) = »|h| (le processus Y(y) est alors le

mouvement brownien). Pour cela, montrer d'abord (avec h 2 0) :

2 4o [0 (T 2
2°G*(n e ax J h- a
(e (1n)? l SuIE(O,x:izh) 7

et distinguer deux cas 1 pour h s L/2, il vient :

(_4113 1t ) 2
3-1-':5 3(Ir'h)2

et pour b = /2, D3(y"(n) = (2 %+ 4 (rn)?-4 h(L-hD e

2%(y*(n))

En particulier, pour h trés petit, la variance relative est :

p’Gy* (n) 44 B
Ga) >

Elle tend vers O avec h, et par conséquent l'inférence statistique est possible dans

des conditions acceptables en ce qui concerne le comportement de y(h) su voisinage de

l'origine, et cela bien que 1'on ne dispose que d'une réalisation unique.

Par contre, dés que h n'est plus trés petit devant L, la variance relative devient




114

énorme et 1'inférence statistique n'est plus possible : le variogramme expérimental
1* doit "normalement" différer considérablement de son espérance y(h). Par exemple,

pour h = L/2, la variance relative est égale & 1 (c'est-a-dire énorme).

Exercice 17 (Estimation de la variance aZ(OIL)).- Dans les mémes conditions que dans l'exercice

précédent, on estime la variance dans L des échantillons ponciuels par 1'estimateur :

L
s = -}-' 1 [Y(::)--Y]2 ax

avec Y = % J.LY(x) dx.

[+]

. L L
a/ bettre s sous la forme 13 J J r(Yx-Yy)(Yx-Yy.)dx dy dy' et montrer E(SZ) =

2 3 s 0
= ¢“(0]{L).

b/ Calculer la variance Dz(sz) en supposant gaussiens les accroissements de Y(x).

Pour celk, on formera l'expression de S‘, qui est une intégrale sextuple, on utilise-
ra le lemme b/ de l'exercice 16 pour expliciter l'argument de cette intégrale, et on
montrera que le résultat s'exprime a l'aide des fonctior;s auxiliaires x et F sous la

forme :

p%(s?) = 2(@(w)? + fZ J-L(L-x) y¥(x) ax - %3 Jlxz x3(x) ax

[+] (*]

- %3 rx(L-x) x(x) x(i-x) dx

(o]

c/ Appliquer b/ au cas de y(h) = w|h|, et montrer que la yvariance relative sur s?
est égale & 4/5 (c'est-a-dire énorme) : les fluctuations de la variance expérimentale

autour de son espérance ont toujours une ampleur énorme.

tixercice 18 (pseudo-covariance) - On a souvent 1'habitude d'admettre, sans examen approfondi que
les V.R. que l'on étudie peuvent &ire considérécs comme des réalisations de F.A. ste~
tionnaires d'ordre 2 (alors que bien souvent une étude plus fine montre que seuls les
accroissements de cette F.A. ont des moments d'ordre 2 - autrement dit, bien souvent,
il n'existe pas de covariance C(h), mais seulement un variogramme y(h)). Or il se trou-
ve que les procédés d'inférence statistique que 1l'on utilise ont systématiquement pour

effet, par suite des biais qu'ils entralnent, de rendre cette hypothdse plausible, méme
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lorsqu'elle est tout-a-fait fausse.

Nous nous contenterons de montrer ce phénoméne sur un exemple : celui du mouvement
brownien, de demi-variogramme y(h) = lhl, dont on connait une réalisation sur l'inter-

valle (0,L). On suppose donc :

E[Y(x+h) - ¥(x)] = O

D3[¥(x+h) - ¥(x)] = |n|

PN N

1
2

Dans la pratique usuelle, pour estimer l'hypothétique covariance C(h), qui en fait n’

existe pas ici, on calcule successivement les valeurs (expérimentales) des expressions:

Y=JI:J'LY(X) dx

]

c*(x,y) = G(x) - iD Q) - i)

et on en déduit la "covariance expérimentale":

I-h
%
C (n) = 'L_li J ¢"(x+h,x) dx
(-
Or, avec le demi-variogramme y(h) = |h|, 1l'espérance de C‘(x,y) est :
;T o* 2 x2+ 2
E[C(x,y)] = £ L+ X5 - 2 Sup(x,y)
pour h 2 0, on a donc
2
2
E[C*(x-rh.X)] = % L+ &LxﬂL -2x - 2h

et, en intégrant en x, on voit que la "covariance expérimentale" admet l'espérance :

Bc*m)=41-4n+

wiro
[

C'est une parabole , de pente - % a 1l'origine. On trouvera donc une variance apparen-
te C€(0) = % L, liée uniquement & la longueur L de l'intervalle sur lequel on travail-

le, et qui constitue un pur artefact (puisque la variance réelle est infinie). Bien
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qu'il n'existe pas de covariance stationneire, mais seulement un variogramme linéaire,
les biais qu'introduit ce procédé d'estimation ont pour effet de donner une confirma-
tion apparente de l'existence de cette covariance. On note que la structure du phéno-

méne est profondément déformée: non seulement la droite est remplacée par une parabole,

mais méme la pente 1'o£1@n_e ge trouve affectée (§ au lieu de 1). ILe c'(h) est un

pur artefact, et ne conserve a peu prés plus rien de la structure réelle du processus,

On notera que le variogramme expérimental :

i I~h
2 Y’(h) = v J [(Y(x+n) -Y(x)]2 dx
o

a comme espérance
E[y"(0)] = y(n) = |n]

il n'est pas affecté par le biais précédent, et constitue par conséguent pour l'expé-
rimentateur un outil plus sfir que la covariance.
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CHAPIIRE 3

LE KRIGEAGE

- T - S-S

3-1_LES BUTS DU KRIGEAGE

En termes miniers, le probléme du krigeage consiste a trouver la meilleure estimation
linéaire possible de la teneur d'un panneau, compte tenu de 1'information disponible, c'est-a-dire
des teneurs des différents échantillons qui ont été prélévés, soit a 1'intérieur, soit a 1ltexté-
rieur du panneau que l'on veut estimer. Le krigeage revient a effectuer une pondération, c'est-a-
dire & attribuer un poids & la teneur de chague échantillon, ces poids &tant calculés de manidre
a rendre minimale la variance d'estimation résultante, compte tenu des caractéristiques géométri-
ques du probléme (formes, dimensions et implantation relative du panneau et des échantillons). En
gros, comme celd est naturel, le krigeage attribuera des poids faibles aux échentillons éloignés,
et inversement. uais cette régle intuitive peut &tre partiellement mise en défaut lorsqu'apparais—
sent des phénoménes plus complexes d'effet d'écran et de transfert d'influence. I1 n'est naturelle-
ment possible de résoudre un probléme de krigeage, c'est-a-dire de calculer effectivement le poids
optimal qu'il convient d'attribuer a chajue échantillon, qu'a la condition de faire certaines hypo-
théses sur les caractéristiques géostatistiques du gisement que l'on étudie, c'est-a-dire, essen-
tiellexzent, de se donner la fonction de covariance ou le variogramme de la F.A. dont les teneurs
ponctuelles sont supposées constituer une_réélishtionf Il n'est pas nécéssaire, en princiﬁe, 4'in-~
troduire une hypothgse stationnaire ou intrinséque, et les équations du krigeage ont une portée gé-
nérale. (en pratijue, naturellement, il faut commencer par estimer la covariance ou le variogramme
& partir des données expérimentales; et c'est ici gue 1'hypothése en question retrouve son impor-
tance). Nous aborderons, dans le chapitre suivant, le cas général des P.A. non stationnaires, et

nous nous limiterons pour l'instant aux F.A. intrinséques ou stationnaires d'ordre 2.

le premier intér&t du krigeage découle de sa définition meme. En minimisant la variance d'es-
timation, on est slr de tirer le meilleur parti possible des informations disponibles ou, si 1l'on
préfére, d'obtenir 1'estimation la plus précise possible du panneau en cause, Cet avantage est sou-
vent notable, mais ne justifierait cependant pas toujours les complications supplémentaires qu'in-
troduit nécessairement une pondération. L'intér&t pratique le plus important - et de loin - du
krigeage provient non pas de ce qu'il assure la meilleure précision possible, mais de ce qu'il per-

met d'éviter une erreur systématique. Dans la plupart des gisements métalliques, on est conduit a

sélectionner pour l'exploitation un certain nombre de panneaux jugés rentables et & en abandonner
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d'autres jugés inexploitables. D.G. KRIGE a montré que, si cette sélection était faite au seul vu
des échantillons intérieurs & chayue panneau, il en résultait nécessairement - en moyenne - une

surestiration de la teneur des panneaux sélectionnés. La raison de ce phénoméne treés général est
que la variance des teneurs réelles des panneaux est toujcurs plus faible que la variance des ré-
sultats d'un échantillonnage intérieur. Autrement dit, 1l'histogra.me des teneurs réelles des pan-
neaux comporte toujours moins de teneurs extrémes (ricnes ou pauvres) et davantage de teneurs in-
termédiaires que l'histogramne déduit des échantillonnages intérieurs, et, si l'on calcule 1l'effet
d'une sélection sur ce dernier nistogramme, les panneaux éliminés seront en réalité moins pauvres

qu'on ne l'avait prévu, et les panneaux conservés moins riches.

Fréquences
$
~\ histogramme
des pannegux
77~ histogramme
des échantillong
P - \\
~
v \‘~\\‘
7 ~
/ ~ -
/ -
/
/
Feneurs

Notre notion de krigeage permet d'interpréter facilement ce phénomdne, et d'en corriger les
effets. Du fait mlume que 1'on sélectionne un pamnneau riche, l'aurdole des dchantillons extérieure
est en général & teneur plus faible que les échantillons intérieurs, et cependant son influence
sur le parneau a estimer n'est pas négligeable, puisque le krigeage lui attribue un poids non nul.
En ne tenant pas compte de cette auréole extérieure, on introduit nécessairement une cause d'erreur
systématique par exceés. JYour illustrer cette notion, imaginons un gisement filonien reconnu par

deux tragages AA' et BB' .

les teneurs de BB' ont été jugées exploitables, tandis que celles de AA' n'ont été jugdes in-
téressantes que sur un segment CC'. 35i 1l'on se contente de faire la moyenne des teneurs de BB' et
de CC', on est slr de coumettire une erreur par excés : car les trongons AC et C'A' - pauvres, par
construction - ont une influence non négligeable sur le trapéze BB', CC' que l'on se propose d'ex-
ploiter. S$'il était possible de tracer une frontidre précise de tencur entre minerais exploita-
bles et inexploitables, la frontiére réelle, en général, ne coInciderait pas avec les droites BC
ou B'C', mais serait une courbe quelconque, le plus souvent trés irréguliére, telle que la ligne

brisée BDEF... De plus, des enclaves pauvres subsisteraient dans le panneau riche, et réciproque-
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ment. A l'exploitation, on serait contraint d'abandonner certaines portions riches, et de prendre
certaines parties pauvres, et ce salissage traduit de fagon concréte 1'influence des trongons pau-
vres AC et C'A' sur le panneau riche (comme il s'agit d'un gisement homogeéne, et que l'existence
mdze d'une frontiére précise de teneur est douteuse, nous parlons de krigeage, et non de salissage.
Nous employons le mot salissage d;ns le cas ou les minerais riches et pauvres sont géologiquement
hétérogetnes, et séparés par une frontiére céntinue représentable par une courbe relativement régu-
lidre, telle que B', D'E'...., qui n'a d'ailleurs pas non plus de raison de colncider avec la droi-

te B'C'). En pareil cas, le krigeage conduit & pondérer les teneurs de BB', CC' et des trongons

- &

AC, C'A' par des coefficients convenables, qui seraient - par exemple - 60% pour BB*, 27% pour CC'

et 13% pour les deux trongons.

L'effet essentiel d'une telle pondération est d'éliminer - en moyenne - une erreur systémati-
que par exces, donc particulidrement redoutable. Vis-a-vis de cet objectif primordial, l'amélio-

ration de la précision proprement dite apparalt coume relativement secondaire.

" Donnons, maintenant, quelgues indications sur la manidre dont D.G. KRIGE a formulé le problé-
me au début des aznnées 50. Depuis longtemps, le¢s mineurs d'Afrique du Sud connaissaient cet effet
de surestimation des panneaux riches, et appliquaient des coefficients correcteurs empiriques. Pour
retrouver ces coefficients, KRIGE part de l'hypothése que 1l'échantillonnage est bien fait, autre-
rent 4it que l'espérance mathématique de la teneur des échantillons que 1l'on préléve dans un pan-
neau est égale a la teneur moyenne réelle de ce panneau. Si ces variables sont gaussiennes (dans
le cas de 1l'Afrique du Sud, elles étaient en réalité lognormales, mais cela ne change rien d'essen-
tiel), la droite de régression donnant l'espérance conditiomnelle de 1'échantillon en fonction de

la teneur du panneau est donc identique a la premiére bissectrice.
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—g Echanlillons

]

L'autre droite de régression, celle qui donne l'espérance du panneau en fonction de 1l'échantillon
(et c'est celle-la qui est intéressante) a donc une pente inférieure & 1'unité. Si la teneur x de
1'échantillon est supérieure a la moyenne générale m, l'espérance y du panneau est alors inférieu-

re a x, et inversement. KRIGE corrigeait donc cette erreur systématique en utilisant 1'équation
(3-1) y=mn+ g(x-m)

de cette seoonde droite de régression, avec un coefficient de régression B < 1. Plus précisément,
si p est le coefficient de corrélation, Oy et oy les écarts type des échantillons et des panneaux,
les deux coefficients de régression (1 et g respectivement) sont

et par suite :

Le coefficient B est égal au rapport des variances (dans le gisement entier) des panneaux et des
échantillons.

Un examen plus attentif de (3-1) suggére d'sutres possibilités. La teneur moyenne m n'est
pas connue, en général, et on l'estime en prenant la moyenne arithmétique m’ = %Z Xi des échan-~

tillons disponibles dans le gisement. lLais si l'on remplace m par m’, (3-1) prend 1l'aspect :
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d'une combinaison linéaire des teneurs Ii des échantillons disponibles, avec d'ailleurs la condi-

tion :

sur leguelle nous reviendrons longuement. iais alors, au lieu d'attribuer aux échantillons extéri-
eurs le m&me poids a; = 1—;9 indifférencié, qu'il s'agisse d'échantillons proches ou lointains,

il est naturel de chercher & attribuer & chacun d'eux un poids ay approprié, tenent compte de sa
localisation par rapport au panneau a estimer. On arrive ainsi & la recherche des poids optimaux»

ayy c'est-a-dire & la notion du krigeage tel que nous l'avons présentée en premier lieu.

2 Notations

Dans tout ce chapitre, et dans le chapitre suivant, nous utiliserons le méme systé-
me de notations :

~ 2(x) désignera une F.A. (stationnaire ou non), en général d'espérance non nulle,
et Y(x) une F.A. (pas nécéssairement stationnaire ni intrins®que) d'espérance nulle : par exemple,

on prendra souvent

¥(x) = 2(x) - EQG(x))

~ On désignera par S 1l'ensemble de B” sur lequel la réalisation de la F.A. est con-
nue expérimentalement. Dans le cas ou S est un ensemble fini, on désignera par des indices grecs
les points expérimentaux >xa, Xx.--- de S, soit :

B

S = {xa, a= 1121-00Nl

~ Suivant les cas, on cherchera & estimer soit la valeur Z(xo) de la F.A. en un
point x £ S, 80it la moyenne %J.Z(x) dx dans un domaine V différent de S, soit plus généralement
v

{et pour réunir tous les cas possibles en une &criture unique) une moyenne

(]

7 = fp(m 2 ( [ptax) = 1)
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4(x) pondérée par une mesure p de somme unité et de support disjoint de S.

~ pour cela on formera des estimateurs linédaires a partir des données disponibles,

qui seront les z(x), x € S. Dans le cas discret, on posera toujours

Z, = Z(x&) (xa € 3)

et de méure, pour des fonctions £(x) , C(x,y) etc...

C etc...

of

£, = £(x)) o Clxgyy)

Dans le cas discret, on appliquera toujours la convention de sommation suivant lajuelle on doit

sonzer sur tout indice apparaissant deux fois (en général, une fois en position inférieure, ou co-
variante, et une fois en position supérieure, ou contravariante). Ainsi, on écrira A“za au lieu de

z Aaza. les estimateurs que nous utiliserons s'écriront donc toujours :
a

Dans le cas ol § est infini, on utilisera pour former les estimateurs des mesures A & support dans
S, soit

" = fk(dx) Z(x)
5

on écrira wéme, en général, simplement -rk(dx) 4(x), puisque la mesure A est & support dans S par

définition.

Posons raintenant les équations du krigeage, en distinguant 3 cas (F.A. stationnaire d'espé-
rance nulle ou connue ; F.A. stationnaire d'espérance inconnue ;3 F.A. intrinseéque sans dérive).

Dans tous les cas nous supposons connus la coveriance ou le variograumce.

3=3 F.A, STATICRLAIRE D'ESPERANCE NULLE OU COsNUE A PRIORI.

Soit Y(x) une F.A. d'espérance nulle, o(x;y) sa covariance, 5 = {x,} 1'enseuble des

points expérimentaux, que nous supposons d'abord fini, Y, = .[p(dx) Z(x) la variable a estimer.
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Comme estimateur, on va utiliser une combinaison lin¢aire 3

=2%y

4 x e

X

et déterminer les coefficients A; par la condition de minimiser 1'espérance de (YO-YK)2 , C'est-a-
dire (puisque 1l'espérance de la F.A. est mulle) la variance DZ(YO-YK). Or cette variance est :

= 2 _ o2 - a a ,B
E(Yo YK) = D (Yo) ZA.xcaYo-c-Ax AR caB

avec :

( %oy, Jp(dx) o(x ,x)
p2(1,) = | [ptax) oz} wiam)

En annulant les dérivées partielles en A; de cette forme quadratique, on obtient le systéme :

(3-2) A% Ogp = aaYo

Ce systime de N équations & N inconnues est régulier, et admet une solution unique, si et seule-
ment si la matrice des covariances °aﬂ est strictement définie positive (donc de déterminant > 0),
ce que nous supposerons toujours. La variance 012( (ou variance de krigeage) de cette estimation op-
timale est égale & la valeur de la forme quadratique E(YO-YK)2 lorsque l'on prend comme coefficients
h; la solution de (3-2). Or (3-2) entraine :

« 8 = 30
Ak X aap g caYo
I1 y a donc, & 1'optimum, égalité du terme rectangle et du terme quadratique, et on trouve :

2 _ p2 Y.
(3-3) . ox =D (Yo) Ag G“Yo

Dans le cas du krigeage ponctuel (estimation de Y(xo) pour un point X £ S) le systéme se réduit
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(3-4)

2 3
o, = O - Az O
( °x x, K ar X,

La solution A;(xo) dépend évidemment de x,, €t l'estimateur correspondant :
= 1 &
YK(xo) - AK(xo) Te
est un interpolateur exact er ce seus que YK(xa ) =Y six vient & colncider avec un point ex-

[+ u'O

périmental X, € S : on peut le vérifier directement & 1l'aide du systéme (3-4), mais il est évident

(]
a priori que l'estimateur Ya est optimal, puisqu'il est de variance nulle.
0

Lorsque l'ensemble S est infini, on cherche a estimer Yo au moyen d'un estimateur de la forme:

(3-5) Y = J Aglax) ¥(x)
s

et le systéme (3-2) devient :

YVYE€ES I;K(dX) o(x,y) = 5. ¥

S =]

e VN

(3-6)

aﬁ = D2(Y°) - J’AK(dx) oy

S (]

sais ici, quelques réserves s'imposent. S'il existe une mesure Mg @ support sur S vérifiant (3-6),
cette solution est unique, et (3-5) est 1'estimateur optimal. fkais il n'existe pas nécessairement
de mesure AK (du moins lorsque la covariance est trés régulitre, cf. exercice 8) vérifiant ce
systéme. On montre (cf. [6]) par contre qu'il existe toujours un estimateur optimal unique YK

appartenant & 1l'espace de Hilbert H(S) engendré par les Y(x), x € S (c'est-a~dire : limite en

moyenne quadratique de combinaison linéaires finies des ¥(x), x € 8), mais YK n'admet pas néces-

sairement une représentation de la forme (3-5) avec une mesure AK'

On peut éclairer ce résultat en remarquant que les systimes (3-4) ou (3-6) peuvent s'écrire :

Cov (X, - Y, Y(y)) = 0 (vyes)
(3-7) k™ Yor Y1)
of = DA(Y,) - Cov (¥p,¥,)
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Ainsi YK est 1l'unique élément de 1l'espace de Hilbert H(S) tel que YK-YO soit orthogonal a tous les
éléments Y € H(S) (c'est-a-dire en covariance nulle avec tout Y € H). Cette propriété caractérise
Y, comme la projection orthogonale de Y, dans H(S), d'oh l'existence et l'unicité, mais celh n'im-
plique évidemnent pas (sauf dans le cas fini ol H est un espace euclidien) l'existence d'une repré-

sentation intégrale de la forme (3-5).

Soit maintenant Z(x) une F.A. admettant une covariance centrée o(x,y) et une espérance cons-
tante m = E(2(x)), non nulle, mais connue. On se raméne immédiatement au cas précédent en raison-

nant dur la F.A. Y(x) = 2(x) - m. L'estimateur optimal est donc :

(3-8) Zg=m+ x§ (z-m)

ou 3

(3-8') Zy=m+ IAK(dx) (2(x)-m)
S

avec des coefficients k; Ou une mesure Ay vérifiant les mémes systémes (3-2) ou (3-6), et la va-

riance a12{ conserve la méme expression.

3-4 FONCTION ALEATCTIRE STATIONNAIRE D'ESPERANCE INCORNUE.

3-4-1 les equations du Krigeage

Soit maintenant 2(x) une F.A. d'espérance m constante mais inconnue, et o(x,y) sa
covariance centrée. On veut estimer Z = J‘p(dx) 2(x) a partir des 2, » valeurs de la réalisation

sur un ensemble fini S = [xa,a. = 1,2,...N} au moyen d'une combinaison linéaire de la forme :

Du fait que l'espérance m n'est pas connue, il est nécessaire d'imposer aux coeeficients A% 1a con-

dition dite d'universalité :

(3-9) Z A% =1
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En effet, la meilleure combinaison linéaire possible est celle qui minimise 1l'espérance de (ZO-Z*)Z.

Or on a :

B(2,-2)2 = B(2,2) - 2 ®(2,2") + E(2")? =

2., _ 2 20,y _ a a,B
n°(1 .}gx) +D(£°) 2 A "azo*" A Oqp

Coure m est inconnue, on ne peut minimiser cette expression que si elle ne dépend pas de m, c'est-

a-dire si (3-9) est vérifide.

On peut encore justifier cette condition (3-Y) en imposant & l'estimateur Z' utilisé d'8tre

sans biais quelle que goit la valeur (inconnue) de m (estimateur universel). Or

m%43=m-mzﬁ
. a

et, a nouveau, cette espérance est nulle quelle que soit m si et seulement si (3-9) est vérifide.
Lorsque la condition d'universalité (3-v) est vérifite, E(Zo-z') est nulle, et par suite
B(z2,-27)2 = 0%(2,~2") = p¥(z) - 22° %, 7, * \° WP o
En exprimant que cette forme quadratijue est minimale compte tenu de la condition (3-9), on ob-

tient le systime suivant ol figure un paramétre u de Lagrange :

(
(
(3-10) é

En multipliant la premiére éjuation (3-9) et en tenant compte de la seconde, on trouve ensuite .:
A Aﬁ a =2%q

af a,Z

D'ou 1l'expression de la variance du krigeage, qui fait intervenir le paramétre de Lagrange :
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(3-10") p%(z"-2,) = D3(z)) +u - A® %, 3,

Dans le cas du krigeage ponctuel d'un point x,, ce systéme devient :

(3=11) = A% =
a

a
xx tH-R %q,2

(ol o]

% p(z(x,) - 2°) = ¢ :

Ici encore on vérifie directement que le krigeage ponctuel est un interpolateur exact.

On démontre que le systime (3-10) est toujours régulier. Dans le cas continu, il existe tou-
jours un élément unigue 7 € H(S) limite en moyenne gquadratique de combinaisons linéaires finies

vérifiant la condition (3-9) et tel que l'on ait :
Cov (2" - 2, 2(y)) =0 vyes

Cet élément unique est la projection de 2, dans la variété linéaire fermée définie dans H(S) par
la condition d'universalité, d'ou l'existence et l'unicité de l'estimateur optimal Z‘. Ici encore,

Z‘ n'adret pas forcément une représentation de la forme Jh(dx) Z(x) avec une mesure A vérifiant :
S

Adx) o(x,y) = o z *tH vye€es
' %

J ,
S

J}\(dx) = 1

S

(3-12)

P T i T Ve Vo VN

wais, si 1'on peut trouver une mesure A vérifiant (3-12), alors z =j7\(dx) 2(x) est l'unique so-

lution du probléme.

3-4-2 IL'estimation optimale de m.

Au lieu d'estimer une moyenne spatiale du type fp(dx) Z(x), on peut aussi cher-

cher a estimer l'espérance m = E(Z(x)) elle-méme. bious allons former l'estimateur optimal o de m,.
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. . * *
et, dans le paragraphe suivant, nous interroger sur le rapport existant entre m et 2 . Nous nous
limiterons au cas ol S-est fini, l'extension au cas infini se faisant ensuite d'elle-mlme, avec
les réserves d'usage quant & l'existence d'une représentation de nos estimateurs an moyen de mesu-

res a support dans 3.

Pour estimer m, on forme une couwbinaison linéaire

Cn impose aux coefficients Ag la condition d'universalité

Zad=1

qul exprime que m est sans biais quelle gue soit la valeur inconnue de m, et on choisit les coef-

ficients )\g qui minimisent E(m—m'“)2 = Dz(m*) compte tenu de cette condition. De :

2 * _ .a ,B
D (p-m ) = Ag Ag %og

on déduit que 1les Ag constituent l'unigue solution du systéme suivant, ol figure un parameétre de

lagrange By ¢

(3-13)

: a a
A 1l'optimum, on trouve A 7\5 °aﬁ = po‘Zzi AT = Uy » de sorte que le parameétre de lagrange B, &8t

€gal a la variance de 1'estimateur optimal

(3-13) D%(m") = u,

2=4-3 ie théordme d'additivitéd.

A la fin du paragrazphe 3-3, nous avons indiqué comment forumer 1'estimateur opti~-

ral lorsque l'espérance m n'est pas nulle msis se trouve connue : on calcule les coerfficients )\g
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optimaux du cas m = 0, et on effectue la correction tr2s simple gqui consiste & remplacer Y(x) par

2(x) - m, soit :

(3-8) g =m+ )\; (Zu—m)

Montrons que l'estimateur optimal Z* du cas ol m n'est pas connue (par. 3-4-1) et l'estimateur op-

timal " de m elle-méme sont liés par la relation suivante obtenue en démarquant (3-8) :
* _ * a *
(3-14) 2 =m o+ g (Za-m )

avec les memes coefficients )\;, solution du systime (3-2). Ce résultat signifie qu'on a le droit

de kriger comme si m était connue, a condition de remplacer la valeur inconnue de m par son esti-

mation optimale o .
En effet, considérons le second membre de (3-14) :
o o+ hg (Za-m*) = [Ai‘( + xg (1-%} k?()] 2,
Les quantités :
SEERVERSEC -% AB)

vérifient la condition d'universalité, car :

]
-

Tt A+ T (1-Z 2B
a a a B

compte tenu de T )\g =1 (systéme 3-13)). Formons ensuite l'expression :
: a

arB oup = A8 o *+ (1 -% A A8 Oup

D'aprés (3-2) et (3-13), il vient :

+ (1-Z X{) Bo
Y

Donec, les A‘B vérifient bien la premidre relation (3~11), avec le paramétre de Lagrange
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(3-15) p=(1-2 A u,
Y
D'aprés 1l'unicité de la solution, on a donc bien A'% = A% s, €t la relation (3-14) en résulte.

En ce qui concerne les variances, on a également un théoréme d'additivité. =En effet, d'aprds

(3-14), on a :

*

2 -z°=(x§za-zo)+(1-§ Ag) o

Or le systime (3-2) exprime précisément que A; 2, = Z, est en covariance nulle avec tous les zp ’

donc aussi avec leurs combinaisons linéaires, et, en particulier, avec m’ « On a done :
2/ % _pe /@ By2 12, %
DH(2-25) = D" (g 2, - 2,) + (1 -% Ag)© D(m)

ctest-a-dire

(3-16) 0%(2'~2,) = o2 + (1 -z 28)? p%(a")

le premier terme est la variance 512( du krigeage lorsque m est connue. ILe second donne une mesure
exacte de la perte d'information que 1l'on subit relativement a Zo faute de connaltre la vraie va-

leur de m.

3=5 _CAS D'UNE P.A.I. SANS COVARIANCE.

Soit maintenant Z(x) une F.A.I. sans dérive, admettant un variogramme Y mais pas de co-
variance. Pour estimer Z, = ~[p(dx) Z(x) avec fp(dx) = 1 nous cherchons une combinaison linéai-~

re

telle que :

a/ 1l'erreur Z“—Zo soit une combinaison linéaire autorisée {paragraphe 2-2-1), c'est-a-
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dire admettant une variance finie-

b/ telle que cette variance d'estimation soit minimale.

La condition &/ domme I A% - .[p(dx) =0, c'est-a-dire la meme condition d'universalité

: a
que dans le paragraphe précédent :

lorsque cette condition est vérifiée, on sait, d'aprés le mécanisme de calcul du paragraphe (2-2-1)
*

que l'on peut calculer la variance de 2 -2, comme 8'il existait une covariance égale a —y. On peut

donc transposer directement le systéme (3-11) : les coefficients A% de 1'estimateur optimal consti-

tuent l'unique solution du systéme :

W g = [r0an) vz - w

(3~17)
T A% =1
[+ 4

et la variance GE correspondante est :

(3-17") of = = [ [rlax) v(x) play) + u + 2% [pax) vz

Dans le cas continu (avec les restrictions d'usage concernant l'existence d'une représentation de

* .
Z & l'aide d'une mesure) on a de méme :

Jx(dx) y(x,y) = Jp(dx) y(x,y) - n (v y € 8)
S

(3-18) Adx) = 1

o§=-JJpvp+u+JJpvk

Dins le cas ponctuel, enfin, on obtient encore un interpolateur exact .

o
©n—

Remargue - Soit xa(xo) la solution du krigeage du point X, @
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g AP(x,) Oap = Y(Xpoxg) = ulx,)
(3~19) 52 A% (x) =1

( a

g alz((xo) = p(xo) + A“(xo) y(xo,xa)

D'aprés le caractére linéaire des seconds membres de (5-17), la solution du krigeage de Jp(dx)z(x)

est :

A% = Jp(dx) A%(x)

Il y a superposition, ou combinaison linédaire des krigesges ponctuels : cette relation s'étend 4'

ailleurs au paramétre de lagrange :
B = J p dx) p(x)

Per contre la variance (3-17') ne s'obtient pas par combinaison linédaire des variances ai(xo) des

krigeages ponctuels,

3-6 EXERCICES SUR LE XRIGEAGE.

Exercice {1 (Krigeage d'un segment de longueur e) a/ On se donne sur la droite une F.A.I. sans

dérive dont le variogranme est y(l) et quatre points de préldvements Xyr Xy = X, + v R
Xz = X, g, et X, = x5+ £ . on veut kriger le segment (x2,x3) de longueur € a par-
tir des valeurs 2.1. Z2, Z3, Z4 de la réalisation en Xy Xy x3, x4. Expliciter le sys-
téme (3-17) en utilisant les fonctions auxiliaires x et F du paragraphe 2-5-2.

1=A

[montrer k1 = )\4 = % ’ )‘2 = x3 =" ce qui est évident par symétrie, avec A solu-

tion de :

30 + 1240 + 3 v(28) = x(&) +

'1:2&‘((6) +L2}“1(25) +%Y(3€) =2x(28) - x(8) +u

et éliminer le paramétre de uagrange p, d'ou :
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A v58) - v28) -4 ¥(0)] = 2x(28) - 2 x(8) - § y(2€)

b/ appliqueraau cas y(h) = |n|% {0 ¢ @ < 2) et interpréter.

(Solution : utiliser 1'exercice 5 du chapitre 2. On trouve

2% - A (%)

A = at+i
1+ 20%. 30

Pour a = 0, A = % (effet de pépite pur, l'estimateur optimal est la moyenne arithméti-
que des 4 échantillons). lorsgue o augmente, A décroit, s'annule pour g = 1 (propriété
markovienne du variogramme linéaire) et devient négatif pour 1 < @ < 2 : pour a > 1,
la réalisation présente de bonnes propriétés de continuité et le dessin ci-dessous

Z1+Z 22+
fait comprendre que, pour -E-i < =53 (par exemple), l'estimateur doit &tre supé-

AR ¥4
rieur a 2—2}-,donc)\<o:

~ (Comparer avec 1'exercice 12 du Ch. 4)
2

RL—‘—"——-—-—-....

1
!
1
}
'
I
|
|
|
1
.

]
Xy x2 - T

Bxercice 2 (Gisement reconnu par tragages et montages) - Soit un gisement reconnu par deux réseaux

réguliers de galeries (iragages et montages) respectivement paraildles & deux direc-

tions perpendiculaires. On désigne par ZM et ZT les

teneurs moyennes des montages et des tragages, par Z la

;fr’ teneur inconnue du gisement et par aﬁ = D2(Z—ZM) et
ag = DZ(Z~ZT) les variances d'estimation du gisement

\ par les montages seuls et les tragages seuls respective-
ment. On admet (ce qui est vrai avec une bonne approxi-

mation) E(Z—ZH)(Z-ZT) = Q.

e/ wontrer que l'estimateur optimal (krigeage) de 2 est 2 = A Zy + (1=2) 2, avec
2

(4
A= 5 S 5 {pondération par l'inverse des variances d'estimation respectives) et
op + Oy 2 o2
ue la variance correspondante est BT .
¢ 2, 2

+
Sp * Oy
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(les coefficients sont de la forme A et 1-A & cause de la condition d'universalité.
Partir ensuite de D%(2-2") = D2[A(2-2,) + (1-A)(2-2p)] = A% o2 + (1=0)2 62 , et mini-
‘miser en \).

b/ Application au cas De Wijsienm, lorsque les longueurs des tragages et des montages

sont supérieures a leur équi&istance.

[Désigner par Ly et Ly les longueurs (totales) des montagtzas et des tracages, et utili-

ser la relation c% = q -12‘- -§2 de 2-8-~2. On trouve A = Iﬁ (pondération par les
L 2 2
Iy + Ip
2_ 2 S
carrés des longueurs lontées et tracées, et Sg= @373 ]

Iy + I

Exercice 3 (Propriété markoviemne de la covariance exponentielle et du variogramme linéaire).

Cet exercice préparatoire sera utile pour la compréhension des exercices suivants.

a/ Une F.A. 2(x) sur la droite réelle est markovienne si, pour tout x,» les z(x),
x> x et les 2(x*), x' < x, sont conditionnellement indépendants & Z(xo) fixé. Mon-
trer qu'une F.A. stationnaire d'ordre 2 & loi gaussiemne est markovienne si et seule-

ment si sa covariance centrée est de la forme C o-eln| .

[Deux ganssiermes sont indépendantes d2s que leur coefficient de corrélation est mul.
si x1, xz, X,5 sont gaussiennes, le coefficient de corrélation de x1 et X3 a xz £ixé
est : En déduire que la F.A. est markovienne si et seu-
P13 = P12 Pa3 lement si C(h+n') = C(h) C(h') (h, h' positifs)]
V- 9,20 - 02

b/ Soit 2Z(x) une F.A.I. sur la droite réelle. On dit que 2(x) est & accroissements
indépendants si les Z(xi) - z(yi) sont indépendants d2s que les intervalles (yi,xi)
sont disjoints ou possddent un seul point commun. wontrer qu'une F.A.I. dont les ac~
croissements sont gaussiens est a accroissements indépendants si et seulement si son
variogramme est lindaire (la F.A.I. constitue alors un processus de Wiener-Iévy, ou

mouvement brownien).

[un calcul simple montre que les accroissements sont sans corrélation si et seulement

si le variogramme est linéaire].

Exercice 4 (covariance exponentielle, cas continu) - a/ Soit, sur la droite, une F.A. Y(x) d'es-

pérance nulle et C(h) = e—alhl sa covariance. On connalt la réalisation de Y(x) sur
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1'intervalle (-R, +R) . Kriger le point x =R + » (h > 0).

[Si Y(x) est gaussienne, on déduit de la propriété markoviemne de Ex. 3 que l'estima~
teur optimal est e-alhl Y(R) avec la variance { - e—ZalhI . Cette propriété, liée a la
seule covariance, subsiste si Y(x) n'est pas gaussiemne. On vérifiera directement que
la mesure Ay = e'°|h| 8g (Dirac placé en R) eat effectivement solution de (3~6) pour

tout y < R, et on calculera directement aﬁ].

b/ Soit sur la droite une F.A. 3(x) d'espérance m inconnue et e'alhi

sa covariance
centrée. liontrer que l'estimateur optimal o denm (lorsque 1la réalisation est connue

sur (~R,R) vérifie :

( z R
B T g

(") = iy

[6tablir les relations-;- J’(GR%_R) eelT-¥1 _ ¢8R cpay et j' eelxvl 4y =
“R

%-%e"m chay pour =R £ ¥ < R. Mdéduirequelamesurev°=% +-1-(6

R

vérifie f v (ax) e~2lx=¥| _ |, et que 1a mesure Ao H_——‘aLR v, est la solution cher-
R

chée avec le paramdtre de Lagrange p, = 22(n") = ﬁ%ﬁ ]

¢/ Dans les memes conditions qu'en b/ , kriger le point x, =R +1h (k> 0) en appli-
quant le théorime d'additivité

2

~ah
& - - * - -
[z = e-sinl z, + (1-e alnly p* | Dz(zxo I R 'LTL11+ ]

Exercice 5 (Covariance exponentielle, cas discret) a/ soit, sur la droite, Y(x) une P.A. d‘'espé-
-a|n|

rance nulle de covariance,stationnaire € . On comnalt la réalisation sur les n+i
points d'abscisse 0,1,...n- Former le krigeage ponctuel du point x, = 1i+e(0ce<t)

(1 <n).

[D'apr2s la propriété markoviemne, on doit chercher ume solution de la forme Ig=
A Y, + M"Y, . dontrer que le systéme (3-4) est vérifié pour Ay = 0(j¥Fi, j#1x1)

Sh(1-e)a

Ay = A= a ’)‘i+1=>"=%ﬁfgl
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alh|

b/ soit, dans les mémes conditions, Z(x) une F.A. de covariance € et d'espérance

m inconnue. Montrer que l'estimateur optimal m est de la forme

Z +2 n
* - o “n 1
m = (1-b) Z+ b (Z=er T 2z
4 n+t o0 71
2 2, # 1+ 2
avec b= e—— e p = D(m") =
(n+1) e®(n-1) = © (n+1) 8 (n-1)
n a - -(n~-1)a
[6tablir d'sbord la relation & e-8li-il . e+ _ ¢ *i ;
j=0 et-1 e®1

chercher pour le systime (3-13) une solution de la forme Woas B(sg + Gg) et iden-
tifier)

¢/ Dans les mémes conditions, kriger un point x, compris entre i et i+1 lorsque m

est inconnue.

[appliquer la relation d'additivité]

Exercice 6 (Variogramme linéaire) &/ Soit sur la droite une F.A.I. sans dérive et y(h) = |h| son
variogramme. On connait la réalisation en x = R, et en un nombre fini ou infini de
points < R. Montrer que le krigeage de x, = R + b (h > 0) est 2(R) lui-méme, avec
of = 2|n| .

[cette solution est suggérée par la propriété markoviemne de |h|. Vérifier que la me-
sure A(dx) = 8p est bien solution du systime (3-18) pour tout y = R]

b/ On suppose maintenant la réalisation connue er deux points x, et x, et en un nom=-
bre quelconque de points extérieurs & l'intervalle (x1,x2). Montrer que le krigeage

d'un point x, compris entre x, et x, est :

- XX x, x

T(x,) = 55 ¥=x,) + =1 ux,) (x, s x, s x,)
21 P |

2= (xy7x) (xo-x,)

K 2,mx,

[1a propriété markovienne suggire que la solution est du type A Y, + (1=1) T, .

X -
2 %o

7%y

Montrer qu'avec A = (interpolation linéaire entre les deux points counus les

plus proches) la mesure v = A &, + (1-A) &, vérifie Jv(dx)lx—yl = |x,~¥| pour
1 2
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y < x, ouyzx, Le peramétre de Lagrange est nul, et le calcul de c§ est immédiat).

Exercice 7 (Variogramme lindaire ou effet de pépite) - On comnnalt, sur le segment (-R,+R), une ré-

alisation d'une F.A.I. dont le variogramme comporte un terme linéaire et un terme de
pépite. Comme on est dans le cas continu, on prendra y = |[h| - C§ (effet de pépite

représenté par une mesure de Dirac). Kriger le point x, =R +h (b > 0). Pour cela :

R B

a/ Etablir les relationsj fx-y| chax dx = %:3 sha R + 32 chay , f |x-y| shax dx =
<R & <R

--2L:Ry+32 shay . Endéduire,aveca=\/-_g=
a
R R
J (Ix-y|ax - ¢5(dx)) chax = -253 sha R ,f (lx-ylax - c6(dx)) shax = - 2 Ch+_:n y
-R =R

b/ Montrer que la fonction A{x) = ;2% + g—:}ﬁl-gi vérifie le systime :

R R
J AMx) ax =1 , | (Jx-ylax - Ca(dx)) A(x) = - y + R. En décuire que l'estimateur
~R ~R R
optimal est Z*(xo) = J A(x) 2(x) dx, avec le paramétre de lLagrange p = IR = h et
“R

2 _ 1
ox—2h+achan.

[remarquer que la présence d'un effet de pépite a fait disparaitre la propriété de
Markov. La densité A(x) attribue des poids positifs & tous les é&chantillons. On
dit que l'effet de pépite ldve les écrans]-

v

Exercice 8 (Exponentielle de Gauss) - Lorsque la covariance est trés régulidre, il arrive que la

solution du krigeage ne soit pas représentable par une mesure. Par exemple,’ considé-
rons sur la droite une F.A. stationnaire admettant la covariance C(h) =€ %et une es-
pérance nulle. Soit & kriger x, = R+ h, h > 0 connaissant la réalisation sur (-R,+R).
Si 1l'estimateur optimal a une représentation du type Yy =f A{dx) Y(x) , la mesure A

vérifie -R

aax) e 2 = € 2 v ¥y €(-R,+R)
R

JR {x~) 2 _ (xo-y) 2

dMontrer qu'il ne peut pas exister de mesure A vérifiant cette relation.
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2 =2
X : R -3 X7
[1a mesure v(dx) = € 2 A(dx) devrait vérifierJ eX v(ax) = e . D'aprés
-R
les propriétés de la transformation de ILaplace, 1l'unique mesure vérifiant cette rela-

~x%/2

tion serait € 5, , mais son support n'est pas dans (-R,+R)].

*o

Exercice 9 (Krigeage De Wijsien dans m"’) - Dans IR2, le schéma De Wijsien possidde une propriété a
caractire markovien : lorsque l'on comnalt la réalisation sur un contour fermé C, 1l
Y a absence de corrélation entre l'intérieur et 1'extérieur de C : dans le krigeage
d'un élément intérieur & C, la connaissance d4'informations extérieures & C ne change

pras la solution. Il y a un effet d'écran total, gue l'analogie électrique permet de

comprendre (log r est le potentiel harmonique du plan, et joue dans tR2 le méme rdle

que le potentiel newtonien 1/r dans B).

a/ Soit 2(x) une F.A.I. De Wijsienne dans &% +(C) un contour fer-
o (4] mé sur lequel on connalt la réalisation, s l'abscisse curviligne
‘ d'un point de C, r(s,s') la distance de deux points d'abscisses
4 s et 8' sur C. On veut kriger un petit cercle centré en un point
x, intérieur. On désigne par R(s) la distance de x, et du point

S courant de C d'abscisse s. iiontrez que l'estimateur optimal est

2 =f)\(s) 2(s) ds avec une fonction A(s) vérifiant :
[+]

Jk(s) log r(s,s') dr = log R(s') + u
[+]

jh(s) ds = 1

En déduire que A(s) est la densité induite par une masse -1 placée en x, (lorsque le
potentiel est log r), autrement dit que (C) est une équipotentielle lorsque 1l'on place

la masse -1 en x, et la densité A(s) sur C.

On sait que le potentiel est alors constant non seulement sur C mais également a 1l'ex-

térieur de C. En déduire que si y est un point extérieur guelcongue, on a encore :

jk(s) log r(s,y) = log r(x,¥) + n
c :

En déduire que la densité A(s) donne encore la solution du krigeage lorsque la réali-
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sation est connue sur C et sur un ensemble S' quelconque disjoint de 1l'intérieur de

C (effet d'écran total).

b/ La fonction de Green G(x) relative au point x, est caractérisée par les deux pro-

priétés suivantes : 1/ G(x) est constante sur (C)

2/ G(x) - log r(xo,x) est une fonction régulidre et harmonique
en tout point intérieur x, y compris le point x,. On sait que la densité induite A(s)

est donnée par %E g—g (dérivée suivant la normale positive).

En déduire le krigeage d'un point X, connaissant la réalisation sur une droite.

[la fonction de Green est log %, , cf figure ci-jointe, et on

trouve A(x) =% thz 1.
x4

¢/ Méme question pour un point x, intérieur connaissant la

réalisation sur le cercle de rayon R.

© [ici G = log -:':, avec comme point x; 1'inverse de x, dans 1'in-

version de module Rz. Utiliser les coordonnées polaires :

92+32 - 2apcos B

4 2
p2+R—2-23;-pcose
a

=4
G—2log

On trouve la densité

o) = B=a® 1 _ R%a? 1
2 nR r2 2 1R p2+a2—23pcose

Exercice 10 (Krigesge aux grandes mailles) (cf. Ex. 13 & 15 du Chapitre 2) - On veut kriger une
surface S a l'aide de n+k échantillons, dont k sont prélevés a 1'intérieur de S et n
a4 l'extérieur, en supposant que les distances entre deux &chantillons distincts, et
la distance de chaque échantillon & la frontidre de S sont toutes supérieures a la

portée. ILes notations sont celles des Exercices 13 & 15 du Chapitre 2.

a/ Poser les équations du krigeage. liontrer qu'elles se résuisent &

CA.:csi-c-p

™
>
L}
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A
avec g 4y = O pour les échantillons i extérieurs et gy = 8 -51 pour les échantillons
intérieurs.

En déduire que les k échantillons intérieurs ont le m#me poids A et les n échantil-

lons extérieurs le méme poids A' avec :

1 n A
X=m + oE &
b/ Calculer la variance de ce krigeage :
(63 =c-#s) - &F nfsl-%’;‘(n%f $+55)

En particulier, si S est grand, on a la formule approchde

A
2 C n-x 1
%k~ T+t ik S

¢/ Comparer ces résultats avec la formule (3-1) du paragraphe 3-1, et montrer que,
dans le cas des grandes mailles, l'estimateur optimal est identique & celui que KRIGE

a obtenu originellement par sa méthode de régression linéaire.

2
[} T A
[Ie coefficient de régression est g = —% = CEF 5) . % —3—1 . Lorsque m est con-
o
x

N

nu, l'estimateur optimal est identique & celui que donne la régression lindaire
Zg=m+p( %? Z; - m), X, teneurs des échantillons intérieurs. D'aprds (3-4-3)
on doit prendre :

1 *

Z = +ﬁ(§?_xi-m)

avec m' = = (Z Xy +2 Y. ) (Y, : échantillons extérieurs). On retrouve ainsi i
n+k i 3 3 3

Aetar].

Calculer la variance & partir du théoréme d'additivité.

A

u—'.Onendéduira:

k
C "3

[2 m connue, la variance est a§(1-p2). Montrer p2 =g =

» A
of = o2(1-p) + (1-p)2 0%(@") = (1-p) = 5L + (1-p)2 =S¢

et on vérifiera que ce résultat est identigue & celui du parag. b/.]
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CHAPITRE 4

LE KRIGEAGE UNIVERSEL

-1 __INTRODUCTION

4-1-1 Critique des méthodes de moindres carrés.

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de formuler en termes de fonctions aléa-
toires non stationnaires le probléme de l'estimation des dérives’ (ou tendances), et de montrer
que ce problime admet une solution optimale, bien différente de celles auxquelles conduisent les
méthodes dites de "trend surface analysis" : ces dernidres, qui consistent en général & ajuster
un polynome par une méthode de moindres carrés, donnent un sentiment de malaise; on a 1'impressionm,
en effet, de faire violence a la nature, en lui imposant de force une expression polynomiale, qui
n'a aucune raison a priori de présenter le moindre rapport avec la structure réelle du phénoméne
que 1l'on veut représenter. D'une maniére plus précise, nous adresserons trois reproches princi-

paux & ces méthodes de moindres carrés :

Tout d'abord, ces méthodes entralnent souvent une confusion du mode opératoire et du concept.

Peu d'auteurs se donnent la peine de définir la signification de ce "trend" qu'ils estiment par
une méthode de moindres carrés. On a souvent l'impression que ce fameux trend n'est rien de plus
que le résultat numérique auquel conduit un mode opératoire - c'est-a-dire, peut-&tre, un pur et
simple artefact - A 1'analyse, il semble que le terme peu clair de "trend" se référe tour & tour,
et parfois méme simultanément dans un m&me contexte, a trois notions bien distinctes au moins :
si z(x) est la variable régionalisée a laguelle on s'intéresse, et P(x) le polynome ajusté par
moindres carrés a partir des valeurs expérimentalement connues aux points Xy xz....,on peut at-

ribuer a la valeur en x de P(x) 1'une ou l'autre des significations incompatibles suivantes :

a/ P(x) est (une estimation de) 1'espérance a priori E(2(x)) : c'est toujours ce sens &/ que

nous attribuerons au terme "dérive",

1 - Pour éviter tout anthropomorphisme, nous utiliserons toujours le terme "dérive"™ au lieu de

"tendance", ou "trend",
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b/ P(x) est une estimation de la yraie valeur (incomnue) 2z(x) prise par la variable régio-
nalisée au point x : c'est 4 ce sens b/ que se rattache notre terme "krigeage ponctuel". Plus pré-
cisément, le krigeage ponctuel serz le meilleur estimateur lindaire de Z(x) construit a partir des

données disponibles Z(x1), Z(xz).,..-

¢/ On attribue parfois, enfin, & P(x) le sens d'une "moyenne mobile®. P(xo) serait alors(une
estimation de ) la valeur moyenne de Z(x) dans une zone plus ou moins grande (4 préciser) entourant
un point donné L Dans notre terminologie, le krigeage désignera le meilleur estimateur linéaire

de cette moyenne mobile.

Ces distinctions ont une grande importance théorique et pratique. Il est essentiel de définir
avec précision l'objectif que 1'on vise (a/, b/ ou ¢/). En cartographie sous-marine, ce sont ies
vraies valeurs Z(x) que l'on doit estimer et cartographier (cas b/). En exploitation minidre, on
s'intéresse & la teneur moyenne d‘'un parnneau de taille donnée (cas ¢/). Dans certaines &études &
caractére plus fondamental, enfin, ol 1'on cherche & reconstituer les mécenismes généraux qui ont
donné naissance au phénoméne gue l'on étudie, c''st plutdt dans la dérive elle-meme (cas a/) que
1'on peut espérér trouver un reflet de la structure de ces mécanismes. En géophysique, par exem-

Ple, la notion d'anomalie régionale correspond bien 2 notre concept de dérive.

Nous en arrivons ainsi au deuxiéme grief que 1l'on peut formuler & l'encontre des méthodes de
moindres carrés. Il n'est pas possible que le méme polynome P(x) résolve a la fois les trois pro-
bleémes a/, b/ et ¢/. Nous verrons que P(x) constitue en fait une solution du probléme a/. Mais,

en général, ce n'est pas le meilleure solution possible : ces méthodes passe-partout qui utilisent

toujours les mémes polynomes, quelles que soient les caractéristiques structurales du phénoméne

que l'on é;budie, n'ont aucune chance en général, de conduire & un optimum.

BEn troisitme lieu, enfin, les méthodes de moindre carré ne permettent en aucune fagon 3'éve~
luer l'erreur que l'on commet en estimant la dérive & l'aide du polynome P(x). La varience des
résidus, contrairement & ce que l'on croit parfois, n'est pas une varience d'estimation : la va.ri-
ance des écarts Z(xi) - P(xi) gux points x; ol les données sont connues est, par construction, sys-
tématiquement plus faible (et méme beaucoup plus faible) que celle de 1'écart Z(x) - P(x) en un
point x différent des X5 Ainsi, la variance des résidus n'est pas la variance d'estimation de
Z(x) (probléme b/). Elle n'est pas davantage la variance d'estimation de la dérive (problime a/),
car il n'y a cette fois plus aucun lien conceptuel entre un écart Z(xi) - P(xi) et la qualité de

P(xi) congidéré comme un estimateur de l'espérance a priori E[Z(xi)].
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Cependant, si les méthodes de moindres carrés se révélent peu satisfaisantes, l'objectif qu'
elles visaient, et qu'elles n'atteignent pas ou atteignent mal, correspond, lui, & un probléme trés
réel et trés imjortant. Il existe réellement des phénomeénes que 1l'on ne peut absolument pas assi-
miler 2 des (réalisations de) fonctions aléatoires stationnaires. Four reprendre l'exemple de la
cartograephie des fonds sous-marins, il est certain que la profondeur va en sugmentant lorsqu'on
s'éloigne des cltes. DNous allons essayer dé formuler et de résoudre dans le cadre de la théorie

des fonctions aléatoires non stationnaires les problémes importants que posent ces dérives.

4—1-2 Position du probldme et hypothéses générales.

La variable régionalisée z(x) que 1l'on étudie sera interprétée comme une réalisa-

tion d'une fonction aléatoire Z(x) non stationnaire en générale Dans un premier groupe d‘hypothé-

ses, nous supposerons que Z{x) admet des moments d'ordre 1 et 2 :

E[2(x)] = m(x)
(1)

Bls(x) 2(y)] = m(x) n(y) + C(x,¥)

Nous dirons que la fonction m(x) est la dérive de la F.A. Z(x). Il nous semble, en effet, que 1a
seule définition conceptuellement claire de la notion de dérive est bien celle-ci : moment d'ordre
1 d'une F.A. non stationnaire. La fonction C(x,y) qui dépend séparément des deux points x et y est

la covariance (non stationnaire) habituelle.

Dans bien des cas (comme le montre la pratique de la Géostatistique), ces hypothises (I) se-
ront encore trop restrictives, et devront &tre remplacées par les hypotheses (I') suivantes qui
expriment que les accroissements de la fonction aléatoire Z{(x) (et non 2(x) elle-méme) admettent

des moments d'ordre 1 et 2 :

E[2(x) « 2(y)] = m(x) - u(y)
(1)

3 p?[2(x) - 2(1)] = v(x.¥)

Ia dérive m(x) n'est plus ici déterminée qu'a une constante prés, car, en général, 1'espérance

E[2(x)] n'existe plus : le point de vue des hypothéses (I') revient donc a étudier la fonction
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aléatoire Z(x) & une constante additive prés. La fonction v(x,y) est le demi-variogramme habituel.
(Dans l'espace a une seule dimension, des processus aussi usuels que le mouvement brownien ou les
processus de Poisson donnent des exemples simples de F.A. sans espérance, vérifiant les hypothises

(I') zais non les hypothéses (I)).

Nous avons & résoudre les deux problémes (1liés, mais distincts) suivants : comnaissant les
valeurs numériques prises sur un enserble S (l'ensemble des points ol 1l'on dispose de données ex=-

périzentales) par une réalisation z(x) de la F.A. Z(x) nous devons :
1°/ estimer la fonction m(x) (sur S et a l'extérieur de S) : c'est le probléme a/ ci-dessus.

2°/ estimer z(x) en un point x £ S (problime b/), ou, plus généralement estimer une “"moyenne

mobile"” ‘Iu(dx) 2(x) ol p est une mesure donnée dont le support est disjoint de S (prodlime c/).

De plus, nous devons 8tre capables de représenter par des variances d'estimation les erreurs
comrises dans ces opérations, et nous efforcer de choisir nos estimateurs de maniére & minimiser

(si faire se peut) cette variance d'estimation.

En ce qui concerne ce dernier point, indiquons gue nous nous limiterons en fait a rechercher
le meilleur estimateur lindaire de m(x) ou de ‘Ip(dx) 2(x) que 1'on puisse former a partir des va-
leurs numériques des z(y), y € S : les estimateurs non lindaires sont beaucoup trop compliqués
pour qu'il soit possible de les mettre en oeuvre dans les applications, et d'autre part leurs pro~
priétés ne sont plus liées aux seuls moments d'ordre 1 et 2, qui figurent dans les hypothéses (I)
ou (I'), mais font interverir la totalité de la loi spatiale de la F.A. Z(x). (Dans le cas ou cette
loi spatiale est gaussienne, on sait d'ailleurs que le meilleur estimateur possible colncide avec

le meilleur estimateur linéaire).

Ainsi formulé en toute généralité (les fonctions m(x) et C(x,y) étant compldtement inconnues)
notre probléme est manifestement insoluble, et d'ailleurs probablement dépourvu de sens. wais, dams
les problémes concrets, la notion de dérive ne peut présenter une signification réelle que si le
fonction m(x) correspondente varie d'une maniére continue et régulidre relativement a 1'échelle &
laguelle on travaille (et aux données expérimentalement disponibles) : si la fonction m(x) é&tait
irréguliére et chaotique a cette échelle, on devrait la considérer elle-méme comme une réalisation
d'une nouvelle fonction aléatoire. Du point de vue de 1'interprétation physique (et non mathéma-

tique) la notion de dérive est ainsi wanifestement liée a celle d{échelle. Si 1'on étudie des cotes:

topographiques, a 1'échelle de la dizaine de métres, la notion de montagne se traduit par une déri-

ve ; a l'échelle de la dizaine de kilometres, il ne lui correspond plus qu'une fonction aléatoire,
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et la dérive, & cette échelle, exprimera plutdt la notion de chalne de montagnes. (cf. aussi la

notion de structures gigogne, [7]).

Mais cette condition de régularité imposée a priori & la fonction m(x) pour gue la notion de
dérive ait un contenu physique réel, entraine aussi qu'une estimation de m(x) doit toujours &tre
plus ou moins possible localement. Cette conditiun exprime en effet gque - sur un certain voisinage
V d'un point X, donné ~ la fonction m(x) peut &tre approchée avec une excellente précision par une
fonction de la forme :

(11) n(x) = £(x) =}1§ a fe(x) =a fe(x)

0= ¢ (2
ol les fékx) sont des fonctions connues, choisies une fois pour toutes (par exemple des polynomes),
et les ay des coefficients inconnus : queant au voisinsge V de x, sur lequel 1l'approximation (II)
est acceptable, sans &tre trés grand, il doit -si le probléme a un sens - contenir un nombre suffi-

sant de points expérimentaux pour qu'il soit possible d'estimer les k+1 coefficients inconnus a_,

()
CIPRI

I1 reste le probléme de la fonction C(x,y),ou y(x,y) sur laquelle on ne sait rien, non plus,
a priori. iais, iei encore, et pour les m&mes raisons, on peut supposer que C ou y sont locale~
ment assimilables & des fonctions de type connu, et ne se déforment qu'assez lentement dans l'es-

pace a l'échelle a laguelle on travaille.

le cas le plus favorable sera celui d'une fonction y (ou C) de la forme v(x,¥) = @ yo(x-y)
ou Yo est une fonction connue, et = un facteur lentement variable, que l'on pourra regarder comme
constant sur le voisinage V du point x, ¢ les équations qui déterminent les estimateurs optimaux
étant linéaires et homogénes, ces estimateurs ne dépendront gue de Yo et non du facteur o ; ce
dernier ne se répercutera donc gque sur les variances d'estimation, et non sur les estimateurs eux-

mémes. Dans certains cas, on pourra prendre 1'expression treés simple :
v(x,¥y) =wr (r = |x=y])
(variogramme linéaire). Il suffit, pour cela, en effet, que le vrai variogramme ou la vraie cova-

riance ait un comportement linéaire au voisinage de x = y et jusqu'a des distances comparables aux

dimensions du voisinage V ci-~dessus : cette circonstance se rencontre plus souvent qu'on ne croit,
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En général, pourtant, en plus du facteur =, il conviendra d'introduire un ou plusieurs para-

metres supplémentaires. Par exemple, on prendra

a-1

Y(x,¥) =or (0 <ac<?2)
ou encore
C(x,y) = » &

Dens le premier cas, le paramétre g est en relation avec le degré de continuité de la variable
régionelisée. Dans le deuxidme (covariance exponentielle), le pareamdtre a, ou plutdt son inverse,
donne la mesure de la portée du phénoméne (distance au-dela de laguelle les corrélations s'étei-

gnent).

Baturellement, le contrdle expérimental d'une hypothése de ce genre, et l'estimation des pa-
ramétres correspondants (w et surtout a ou a) posera des problémes assez délicats de statistique
mathématique : malgré leur importance cruciale pour les applications, il ne nous sera pas possible

de traiter ici complétement ces problémes, et nous ne ferons guére que les évoguer.

En résumé, le probldme que nous devons traiter se trouve schématisé comme suit : on a une F.A.
Z(x) vérifiant les hypoth2ses (I) ou (I'). Sur un voisinage V d'un point x , la dérive n(x) est
de la forme (I1) avec des coefficients 2, inconnus. On connalt a priori (éventuellement a un fac—
teur prés) la covariance C{x,y) ou le variogramme y(x,y). Enfin, on connalt les valeurs numériques
de (la réalisation de) 2(x) pour les points x appartenant a un ensemble S ¢ V. On veut former les

meilleurs estimateurs linéaires :
1°/ des coefficients ap inconnus de la dérive.

2°/ de la valeur numérique de (la réalisation de) 2Z(x) en X, £ S (mais x, € V) ou de jp(dx)

Z(x) pour une mesure u dont le support est disjoint de S.

3°/ nous voulons de plus contrdler la validité de l'hypothése que nous avons faite en choi-
sissant pour la covariance ou le variograume une expression mathématique particulidre, et estimer

les paramétres dont cette .expression dépend.

Pour simplifier 1'exposé, nous ne formulerons pas la théorie en termes d'espaces dé Hilbert.
On devra donc se reporter a [6] pour certaines démonstrations (notamment pour établir les théore-

mes d'existence et d'unicité). Nous utiliserons les notations définies au paragraphe 3-2 . Il n'y
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gura d'ailleurs de difficultés réelles que dans le cas ol l'ensemble S des données expérimentales
est infini : l'existence (au sens des espaces de Hilbert) de nos estimateurs optimaux est toujours
assurée, mals il n'en résulte pas nécessairement qu'ils admettent des représentations du type
Jk(dx) Z(x) avec des mesures A a support dans 5. Nous écrirons en général, dans ce qui suit, 1les
équations intégrales relatives au cas continu sans répéter explicitement cetite réserve essentielle,

que le lecteur devra toujours garder présente a l'esprit.

4-2 L'ESTIMATION OPTIMAIF Di LA DERIVE.

4-2-1 Estimation de la dérive en un point.

Examinons d'abord le cas ol les hypothéses (I) et (II) du paragraphe 4-1-2 sont

vérifides : existence d'une dérive admettant la représentation :

¢

n(x) = aef (x) (€= 0,1,...k)

sur un certain voisinage V du domaine S des données expérimentales, et existence d'une covariance
centrée o(x,y). Hous ne connaissons pas les valeurs numériques des k+1 coefficients ag, et nous
voulons estimer la valeur m(xo) = aefe(xo) de la dérive en un point x, (qui peut, indifféremment,

&tre ou non dans S, mais doit appartenir a V).
Nous allons pour cela former un estimateur linédaire de la forme :

m‘(xo) = 2% z, ou .jx(dx) 2(x)
S

et imposer deux conditions aux coefficients A% ou a la mesure A :

a8/ IL'estimateur doit &tre sans biais quelles que soient les valeurs (inconnues) des coeffi-

cients ap (condition d'universalité).

b/ Compte tenu de la condition d'universalité, le variance de cette estimation doit 8tre mi-

nimale (condition d'optimalité).

En général, nous ferons les raisonnements dans le cas ol l'ensemble S est fini, et nous nous
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contenterons de transposer au cas continu les résultats ainsi obtenus (avec les réserves rappelées

esu paragraphe précédent quant & la représentabilité des estimateurs au moyen de mesures).

Examinons d'abord la condition d'universalité. Elle s'éerit E[m*(xo)] = m(xo), soit :

apl_ _ L
aex t, = a&f (xo)
quels que soient les &8y, donc :
L _ e
a =
(4-2-1) A= (x))

ou, dans le cas continu :

Jk(dx) thx = 2%
S

Iorsque cette condition est vérifide, I-:(m—m“)2 est égal é‘la variance Dz(m-m*) et ne dépend done

plus des coefficients inconnus ae . Cette variance est :

Dz(m') =A% AP Tug

Il reste & déterminer les coefficients A® en minimisant cette forme quadratique compte tenu de la
condition d'universalité (4-2-1). Il apparalt ke paramétres de Lagrange Be » €t on obtient le sys-

téme suivant :

B _ 14
AFo o= “Cf
(4-2-2) @ ¢ (Y= 0,1,...k)
¢ e :
A% £, =1 (x)

On suppose toujours que la matrice des covariances oaB est stirictement définie positive. On démon-

tre alors (cf [6]) que le systime (4-2-2) est régulier, et admet donc une solution et une seule, si
e

et seulement si les k+1 fonctions £~ sont linéairement indépendantes sur S (au sens algébrigue),

clegt-a-dire si :
C fe =0 c,=0
€ a = teT

Nous supposerons toujours, dans ce qui suit, que cette condition est vérifide : mais, dans les

applications, il faudra toujours s'assurer qu'il en est effectivement ainsi.
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Dans le cas continu, on cherchera, avec les réserves d'usage, un estimateur de la forme

m'(xo) = jh(dx) Z(x), avec une mesure A a support dans S vérifiant le systéme suivant :
S

Jx(dx) o(x,y) = uefe(y) ’ vyye€es

(4-2-3)
J@mx)qu)=fﬂxg

Cherchons maintenant la variance de notre estimateur. A l'optimum, le systéme (4-2-2) est vérifié.
En multipliant par A% 1a premidre relation de ce systdme, et en utilisant la seconde relation, on
trouve :

4 2

A% AP Oug = B, AT 2 £-(x,)

e Ta M
Par suite, dans le cas discret comme dans le cas continu, la variance de notre estimateur est liéde

aux paramétres de lagrange par la formule :

(4-2-4) Dz(m'(xo)) =1, fe(xo)

Cas ol il existe un variogramme, mais pas de covariance.

Dans tout ce qui suit, la fonction £° coi'respondant a l= 0 sera toujours la fonction identi-
guement égale & 1, fo(x) =1, e; le coefficient a, jouera un r6le assez particulier. En effet, la
dérive, comme la F.A. elle-méme, n'est réellement définissable qu'a une constante pris, et 8, est
en réalité indéterminé lorsqu'il n'existe pas de covariance. Il n'est, en principe, pas possible
d'estimer m(xo) lui-méme. On le voit aussi en remarquant que, pour €= 0, la condition d'univer-
salité (4-2-1) se réduit & £ A% =1 : il ne s'agit donc pas d'une combinaison linéaire autorisée
(paragraphe 2-2-1). Par cont:e, il est possible d'estimer m(xo) - m(yo) pour deux points x, et y,
quelcongues. En effet, fixons Yo et considérons la F.A. 3

2'(x) = Z(x) - Z(Yo)
Elle admet la dérive m(x) - m(yo) = m'(x) et la covariance :

C'(x,7) = - ¥(x,¥) + v(x,¥,) + v(yy3,)
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(Voir paragraphe 2~2-1). On a cette fois :

m'(x) = ) (i’?(x)-fl(yb)> (€= 1,2,...k)
la constante a  s'éliminant. On peut alors reprendre les raisomnements et estimer m'(xo) & l'aide
d'un estimateuwr linéaire autorisé : '

( m"(xo) =A%z =2%3

Z 2%=0
[+ 3

les conditions d'univgrsalité gtécrivent alors :

¢

a = ¢e(x°) {‘- 1,29..-k

2\
(1'équation end= o0 disparalt, puisque q;o = 1-1 = Q). La variance Dz(m") est :

R R AL EECE L

a cause de la condition £ A% = 0, et on obtient le systime :

;"‘ﬁ Yap=“e“’£*“$
g 2% ¢l < olix,)

22 A% =0

Dtailleurs p.e¢£ o) i’f l'Y) f‘e(yo) et la constante uefe(yo) preut &tre incorporée au paramétre de
Lagrange u! . De méme A® q)s =% ffia cause de 2 A% = 0. Finalement, on obtient le systime sui-
vant, qui se déduit de (4-2-2) en remplagant °aﬁ par - YaB’ en limitant 1'indice ¢ aux valeurs

1,2,...k, et en introduisant en contrepartie la condition’ d'universalité supplémentaire & A% = 0

et le paramétre B, correspondant :

( "ﬁYas='“£ff'Po
g a o0 _ ¢ _ ¢t 2=
(4-2-5) AR E =2 (x) - £5(y,) (€=1,2,...%)

0

b
a
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L'estimateur A% za correspondant (qui estime l'accroissement m(xo)- m(yo)) a pour variance :

(4-2-6) D2(A% 2.) = p, [24x,) - 23,)]

4-~2-2 Fstimation des coefficients de la dérive.

Plagons-nous d'abord dans le cas ou il existe une covariance. La solution de
(4-2-2) A% = A%(x ) dépend évidemment de x,, et 1'examen des seconds membres montre qu'elle dépend
linéairement de fe(xo). lorsque x décrit V, ou méme simplement S, les fe(x) sont linéairement in-

dépendants. Il existe donc une matrice unique x‘z et une matrice By telles que l'on ait :
Ax) =25 24 4, (x) = g £20x,)
Xo/ = Mg Xol v Bp\ X! = Beg T

et cette matrice unigue est la solution du systime déduit de (4-2-2) en eamnulant le coefficient de
fe(xo), soit

)‘Be Sap = Hiés fz

(4-2-6) (€= 0,1,...k)
8
S 62
1'estimateur m*(xo) = k‘é z, fe(xo) est donc de la forme Aefg(xo) avec
Ay = A% z,
(4-2-7)
E(Ae) =a

{quelles que soient les valeurs inconnues des ay }. Ainsi Ap est un estimateur universel de ap ,
caractérisé par le fait que pour tout vecteur b ¢ » la variance de A&be est minimale (compte tenu

de cette condition d'universalité). A eest donc 1'estimateur universel optimal du coefficient a, .

28

D'aprés (4-2-4), on a pour tout vecteur b

2
D (A&be) = By bebs
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Par suite la matrice B oo des paramdtres de Lagrange est identique & la matrice des covarian-

ces des estimateurs optimaux A 2 (en particulier, elle est toujours symétrique):

(4-2-8) Beg = Cov (Ap A)) (€= 0,1,...%)

Cas ol il n'y a pas de covariance, mals seulement un variogramme,

le systéme (4-2-5) dépend, 1lui aussi, linéairement de fe(xo) - fe(yo). 11 existe donc une ma~"
trice unique A% (€= 1,2,...k) vérifiant :

Ny Yop = = s 5 = Hog
8
(4-2-9) \g 2o = b (€= 1,2,...k)
a
Z Ag=0

Les Aae Za ’ = 1,25...k, sont les estimateurs optimaux A1,A2,Ak des coefficients 8498590008
(& 1'exclusion de a_), et la matrice est égale & la matrice des covariances de ces estimateurs.
o 77 ~

(4-2-10) Bog = Cov (4,, A) (€= 1,2,...k)

Remarque - On peut, pour compléter le systime (4-2-9), introduire un vecteur Ag et la fonction
£%(x) = 1, et déterminer xg par les. conditions% kg =1, xg YaB = = Bog f"; = Hooe Ie systime ainsi
complété eat identique & (4-2-6).

A = - 23
e ke

o® ° (&= 0,1,...x)
\g 25 =8

Nous revierdrons au paragraphe 4-6 sur 1'interprétation que'l'on peut domner des k: et de la com-
binaison linéaire

gui n'est pas une combinaison autorisée, donc n'admet pas, en général, de variance finie ( la
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relation (4-2-10) ne reste valable que pour Let 8 #0).

Cas Contimu. - Il n'y a aucune difficulté a transposer lessystimes (4-2-6) ou (4-2-8) au cas ol
1'ensemble S des données est ini’ini; Avec les réeserves d'usege sur la possibilité de représenter

les estimateurs A, (qui existent toujours au sens des espaces de Hilbert) au moyen des mesures xe :

Ae = lke(dx) Z(x)

le systime (4-2-9) par exemple, devient :
J;ke(dX) Y(x,¥) = = ugg T2(¥) = Bop (yes)

jx (ax) £8(x) = &5
(4=-2-11) ¢ ¢ (€= 1,2,...k)

J)\e(dx) =0

2 (pes = Cov (Ae ,As))

4=-2-3 1L'Invariance tensorielle

liontrons que 1l'estimateur optimal de la dérive n'est pas modifié si 1'on effectue
une transformation linéaire sur ies fonctions fz. Plagons-nous, par exemple, dans le cas ol il
existe une covariance ¢ (la démonstration serait analogue dans le cas du variogramme). Soit B =

(Bse) une matrice réguliére, B' = (B'g)la matrice inverse. Posons
%) = 3{ °(x)

La dérive m(x) se met sous la forme

(ax) = 8y oflx)

Avec ces nouvelles fonctions q)‘e , l'estimateur optimal de m’(xo) est

* - a
m' (x,) = A' zZ,
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avec des coefficients A'% golution du systime 3
( A1B -4
= b ¢
A aaﬁ p.e p
4-2-2') 2 e
a =
A% el = 9t(x,)

uais q;f = Bse f: H cpe(xo) = B:

(4-2-2') est équivalente a :

fs(xo) et la matrice B est inversible. Par suite, la seconde relation

a f_ ¢
Mt eo=2 (xo)
le systime (4-2-2') lui-mfme est donc équivalent au systime (4-2-2). On a donc A'“' = A%, puisque

la solution est unique, et par suite :
* *
m' (xo) =m (xo)

L'estimateur optimal egt invariant pour les transformations linéaires des fonctions f e « En ce qui

concerne les estimateurs optimaux Aje des nouveaux coefficients e.'e y ils vérifient
v ¢ ¢
dp9 (z,) = Aef (x,)

pour tout X, donc @

4
AS' Bae =Ae ou A;=B'S Ae
Ies estimateurs optimaux se transforment donc selon la méme loi que les vrais coefficients, c'est-

e
a-dire de fagon contraveriante vis-a-vis des f .

Remarque - Dans les applications, il arrive souvent que l'on ait & étudier une zone trop étendue
pour que la représentation de m(x) scus la forme a.efe(x) ¥ soit admissible. On découpe alors cette
zone en plusieurs domaines V1, Vz,... sur chacun desquels cette approximation <st légitime, mais

avec des coefficients 8, différents sur V1, IVZ etc...

Pour étudier le domaine Vi, il est plus commode de placer l'origine des coordonnées en un
point x; € Vy, et celd revient a effectuer le changement (pe(x) = fé(x-xi) sur les fonctions de

base. Si les fonctions fe sont des polynomes, des fonctions trigonométriques, ou plus généralement
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des exponentielles polynomes, les nouvelles fonctions 91 s'expriment linéairement au moyen des an-
ciennes fe , et par suite, d'aprés l'invariance tensorielle, ce c ement d'origine n'affecte pas

1l'estimateur-optimal de la dérive.

On peut d'ailleurs montrer que les exponentielles polynomes sont les seules fonctions possé-
dant cette propriété (invariance par translation de 1l'espace vectoriel de dimension finie engen-
drée par les fe ). C'est pourquoi, dans les applications, on n'utilise jamais que des fonctions de
ce type (& moins que les conditions physiques du problime ne fassent jouer un rdle priviligié a

un point donné de l'espace que l'on doit alors choisir comme origine absolue des coordonnées).

4~2-4 le variogremme des résidus.

Nous appellerons résidu au point expérimental x € S la différence entre la valeur

obgservée et la dérive estimée (optimalement). en ce point, soit
R(x) = 2(x) - a0
Lorsqu'il existe une covariance et que S est finie, les deux mairices :
R SRy
donnent, respectivement, l'estimateur optimal m: de la dérive en x, et le résidu en ce point :

(4-2-13) n =Ag z

Nous reviendrons ultérieurement sur les propiiétés algébriques de ces deux matrices qui jouent un

r8le important dans le problime de 1'indétermination du variogramme sous-jacent (paragraphe 4-6).

S'il n'existe qu'un variogramme, mais pas de covariance, les résidus eux-mémes ne sont plus

définissables (puisque A, n'existe plus), mais leurs accroissements :
» *
R(x) - B(y) = 2(x) - 2(3) - n (x) + m (y)

sont bien définis, puisqu'ils ne dépendent pas de A,. On peut donc parler du variogramme des
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résidus : ce sera, par définition, la fonction

p(®xy) = 3 HR(O-BWI1Z (xy €8)

Calculons cette espérance mathématique (dans l'hypoth2se ol les m'(x) sont effectivement les esti-

mateurs optimaux de la dérive). On a :

1(x¥) = 3 D%(2,-2.) - Cov (2,-2.)(mg = my) + % D? (u - =)
Par définition, %Dz(zx-zy) = y(x,y). D'aprés (4-2-6) et (4-2-8), on a aussi :
1 02d - uh) = 4y lef-2lire5-2%]
2 ny = Oy) =3 Beglig gty
Evaluons le terme rectangle. En premier lieu, on trouve :
(2,-2,) (my -my)= [fﬁ -fﬁ][zx-zy] sxe(dz) (2)

puis :

E[(zx-zy) ixe (az) Z(z)l = J;)‘E (az)[~ v(x,2) + v(y,2)]

puisqu'il s'agit de combinaisons linéaires autorisées. Comme x et y appartiemment & S, la premidé=

re relation (4-2-11) donne ensuite :

jke (d2) [~ v(x,2) + v(y,2)] = npg (fﬁ - )
s

dtolh :

* » ? (4
B(2,-20) (my - mp) = ugg (£, - fy)(f: - f;)

Du feit que les estimateurs sont optimaux, la simplification habituelle se produit, le terme rec-

tangle est égal au terme quadratique, et le variogramme des résidus est :
(4-2-14) (%,¥) = y(x,y) =3 [fe - ff][fs - £3]
Yri%Y/) = Yixy 3 Bfy LIy yitix y

Comme Bpg est définie positive, le variogramme des résidus est toujours inférieur (et méme nota-
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blement inférieur) au variogramme vrai (ou, comme nous dirons, variogramme sous-jacent).

Désignons alors par k{(x) l'indicatrice de l'ensemble S des données expérimentales et par K(h)

son coveriogramme géométrique (dans le cas continu. Si S est discret, on aurait,des résultats ena-

logues). Posons :
» * *12
y (b) = m]m Ik(x) k(x+h) (2., -2 - o, , +5o.)%dax

7’(h) est un estimateur sans biais du variogramme moyen des résidus:

E(Y’(h)) = '{R(h) = f(b‘ Jk(x) k(x+h) YR(x,x+h) dx

Mais ?R(h) diffire profondément du vrai variogramme moyen :

Y(h) = EEE' Jk(x) k(x+h) y(x,x+h) dx

De la relation (4-2-14) résulte, en effet :

Ta) = T - § g, 2
(4-2-15)
ol _ K(‘F)' Jk(x) k(x+h) [fi+h - fﬁ][f;_h - 23]

et par suite Y (h) < y(h) : on voit que v (h) domne une estimation profondément biaisée du vrai
YR q protondement blalsee

variogramme moyen.

On verra, dans 1'Exercice 1, paragraphe c/, que ce biais peut &tre considérable. Ce biais
peut 8tre si importent qu'il peut inciter (& tort) l'expérimentateur a conclure a l'indépendance
des résidus. Cet effet est évidemment général, et se manifeste encore lorsque l'on estime la dé~
rive par un procédé quelconque (non optimal), par exemple par une méthode de moindree carrée : il
donne a 1'expérimentateur 1'impression (erronée) que 1le ;;hénoméne qu'il étudie se réduit & la sim-

ple somme d'une dérive et d'un bruit de fond.
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4-2-5 Comparaison avec le maximum de vraisemblance.

Dans le cas ol l'ensemble S est fini et ol la P.A. 2(x) eat gaussienne, l'eati-
mateur optimal de la dérive formé au paragraphe 4-2-1 est identique & l'estimateur classigue du
maximum de vraisemblance. En effet, soient za N variables gaussiennes, o o leur matrice de cova-

riance, B% 1a matrice inverse, et :
- 4
E(za) =m, = 8,f;

les espérances des Za, dépendant de k+1 paramdtres LY a estimer. On obtient 1l'eatimateur du maxi-
mun de vraisemblance en choisissant pour les ap les valeurs qui rendent maximale 1'expression
de la densité de probabilité des V.A. za au point z, correspondent aux valeurs rumérigues de la
réalisation des za. Autrement 4it, on minimise la forme quadratique :

B%( z,m,) (zp-mB ) = B%¥( za-a.ef:) (zp-asfg)

relativement sux a rx Déaignons par A'e les valeurs des ae réalisant ce minimum. On les obtient en
résolvant le systéme :

(4-2-16) A f‘ffi %P - tod 3% zq

[4

Or le systime (4-2-6) donne (en inversant la premidre relation):

(4-2-16") xg = g% 22 Hgp

puis (en portant -dans la seconde relation) :

[4

€
25 £g Byg by = 83

Done, la matrice pp, des paremdires de lagrange de (4~2-6) est 1l'inverse de la matrice £ B £ du

Bystéme (4-2-16). Ia solution de ce systdme est donc :

4 = up fz % 2g

Mails l'estimateur optimal Aé se met, d'aprds (4-2-16'), sous la forme 1
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= B = s paf
Ry Za—uesfaBa Z

£ g

On a donc bien l'égalité numérigue Ak = Ae a Zﬁ = zB fixé, et donc 1l'identité des deux estima-

teurs, comme nous l'avions annoncé.

Remarque - Notre estimateur optimal est plus général que l'estimateur du maximum de vraisemblance,
puisqu'il n'est pas 1ié a une hypothése gaussienne et se généralise au cas ou S est infini. Dans
les aprlications, le systéme (4-2-6) est plus facile a résoudre, car il ne nécessite qu'une seule

inversion de matrice.

4-2-6 Cas d'une dérive donnée sous forme implicite.

Dans certaines applications, notamment en géodésie, il arrive que l'on =it & es-
timer une dérive donnée non pas sous forme explicite m, = aefi , mais, sous forme implicite, par
un systéme de relations linéaires que doivent vérifier les m, - le probléme typique est le suivant:
on veut estimer N paramétres o, liés par K-k < N relations physiques ou géométrigues (par exemple,
les‘3 cdtés et les 3 angles d'un triangle euclidien, grandeurs vérifiant trois relations géométri-

ques). On dispose, pour ce faire, de mesures Za entachées d'erreurs Ya , soit :

zu = Ya T By
On suppose E Ya = 0 et on connalt la matrice GGB des covariances des erreurs Ya’ et on cherche a
former & l'aide des Za le meilleur estimateur m" possible des parameétres inconnus o, (ce qui im-
plique, en particulier, que les m: vérifient eux-mémes les contraintes imposées aux ma)' En gé-

néral, orn connait au départ une solution suffisamment approchée pour qu'il soit possible de liné-

ariser les contraintes. Autrement dit, on peut trouver une matrice M telle que les contraintes

soient de la forme :

(4-2-17) mg m =0 (u=1,2,...8k)

et s'arranger pour gue la matrice L soit de rang N-k. Il est clair que (4-2-17) exprime que le
vecteur m appartient a un sous-espace a k dimensions de mﬁ . 51 1'on fait choix d'une base fé
(€=1,2,...k) de ce sous-espace, les conditions (4-2-17) sont équivalentes & 1'existence de k co-

efficients ay tels que :
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' - 2
(4-2-17") : m, =8ty

*

On peut donc ramener ce probléme & celui de 1l'estimation optimale de le dérive m . Lkais il n'est

=]

pas nécessaire d'expliciter les ff » et on peut traiter directement le probléme & partir des con-

ditions (4-2-17) données sous forme implicite.
Avent 4'établir ce résultat, notons tout de suite que l'estimateur optimal sera (implicite-
ment ou explicitement) de la forme :

* _ I
n, = Ag I

et par conséquent, d'apris 1'équivalence des relations (4-2-17) et (4-2-17') vérifiera de lui-mlme

les conditions imposées, soit

q m* =0
a
sans qu'il soit nécessaire d'introduire de contraintes supplémentaires,

Pour effectuer les calculs sous forme implicite, nous aurons besoin d'un lemme algébrique

simple :

ggg=g.;g§t_>r1.q___g ¢ Soient 31, Ez et ES trois espaces vectoriels de dimensions by 1, et n3 res-

pectivement, avec n, 2 n, ; soient M une application linéaire de E1 sur Ez, A une application

1 2
E, A £, linéaire de E, dans F.j . Pour que A se laisse factoriser
/1() par M (c'est-a-dire pour qu'il existe ume application li-
A /é néaire S de E, dans E; telle que A =5 o M), il faut et il
// surfit que le noyau de A contienne le noyau de M (donc que

lix, = 0, x, € E, entraine Ax, = o).

(3

Cette condition est évidemment nécessaire. Supposons, inversement, qu'elle soit vérifide, et
soit x2‘ un point de E,, X, € M'1(x2) un point de l'image inverse de X, dans A,. Tout autre point
de cette image inverse est de la forme x, +y, avec My1 = 0. On a alors A(x1+y1) = A Xy putsque
M ¥y = O entraline Ay1 = 0. L'application S de E2 dans 'E3 définie par S x, = A X, powr um
x, € M"(xz) est donc définie sans ambiguité, est manifestement linéaire, et vérifie par construc-

tion A x, =8 X = S ¥ x, pour tout X, € E;, donc A = S M, ce qui achive d'établir le lemue.
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Revenons a notre dérive implicite. Pour estimer les L nous allons former des estimateurs

linédaires :

vérifiant les deux conditions habituelles d'universalité et d'optimalité.

Condition d'universalité : on doit avoir E(m:) =m, c'est-a-dire

quels que soient les paramétres inconnus L vérifiant (4-2-17). Autrement dit lﬁ = 0 doit en-
tratner (6 - Af) n

« a’ "B X
aire I - A de Bm dans R se laisse factoriser par 1'application M de IRN sur mn‘k, donc si et seu-

= 0. D'aprés le lemme, il en est ainsi si et seulement ai 1l'application liné-
lement si 1l existe une matrice Sz telle que :

1V
(4-2-18) 6& - Aﬁ = s g

Pour exprimer la condition d'optimalitd, il reste, pour chague g fix§, & choisir les N~k coeffi-
cients s‘; qui minimisent la variance Dz(m;). D'aprids {(4-2-18), on a

m: = za - :: Ifl zﬁ
da'ol 3
DX(uy) = 0p, - 2 5(g) 8 9(a)p * S(a) o) 6 %y ¥

(sans somnation sur a). En annulant les dérivées partielles en s? |, on obtient le systime
(a)

(4-2-19) S: hﬁ %y Mz = lﬁ %8

Ce systime est nécessairement régulier (puisque le problime algébriquement équivalent formulé avec

:admet une solution unique). On peut d'ailleurs le vérifier directement (puisque %y est ré-

gulidre et lfl de rang N-k). La variance d'estimation correspondante est :

les £

2, #
(4-2-20) DY = e = ) % %(arp
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4-2-7 Comparaison avec les moindres carrés.

Pour estimer les coefflc:.ents 2y d'une dérive aei’ (x), ol les fonctions connues
b ¢ (x) sont, (par exemple) des polynomes, on a parfois recours & la méthode des moindres carrés.
Nous exposerons cette méthode et nous examinerons l'efficacité des estimateurs (non optimeux en
général) auxquels elle conduit, en explicitant les calculs dans un cas simple. Enfin, nous exa-
minerons dans quels cas la méthode des moindres carrés conduit au m8me estimateur optimal que le

krigeage universel.

a/ Théorie des moindres carrés. - Soit 2(x) une F.A. admettant une dérive :

k ¢
n(x) = a, + €Z=)1 a.ef (x)

avec des coefficients 8y inconnus. On connatt la réalisation de Z{x) sur un ensemble S dont 1l'in-
dicatrice est k(x) (=1 si x € S, = 0 81 x £ S). A partir de cette réalisation, on détermine les
k+1 nombres BO, B1,...Bk réalisant le minimum de 1'intégrale :

1= Jk(x) [2(x) - Befe(x)]2 dx
Ces nombres vérifient le systime obtenu en emnulant des dérivées partielles W%I . Boit
B, jk(x) £3(x) fe(x) ax = JK(x) 2(x) fe(x) ax

Posons

Tej =% jl;:(x) fe(x) fj(x) dx

s =jk(x) dx désignant la mesure de S. Le systéme précédent s'écrit (avec sommation de j=0a
= k)

L

(4-2-21) s, ot =3 fk(x) 2(x) £7(x) dax

J

Dans les applications, on choisit toujours les fonctions fg(x) de maniére & ce que la matrice

des Tje admette une inverse Sje . Les Bj sont donc donnés (avec sommation de €=0a €= k) par 3

¢

(4-2-22) Bj = -;— sj@ Jk(x) Z(x) £7(x) dx
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On voit que ceci peut s'écrire :

Bj = jhj(dx) 2(x)

avec des mesures Aj dont le support est S et qui admettent les densités :
AL (dx)

—Jﬁ— = % k(x) Sjﬂ fe(x)

Ces mesures vérifient les conditions d'universalité (celles qui expriment que l'on a un estimateur

sans biais de la dérive). En effet, on trouve :

wa

ka(dx) £2(x) = § 55, [K(x) 4(x) £5(x) ax = S3e

Conme les matrices S et T sont inverses l'une de 1'autre, on a bien :

(4-2-23) ka(dx) £5(x) = a‘; (3:8 = Oy1yeaok)

b/ Espérances et covariances des Bj. - Plagons-nous d'abord dans le cas le plus simple, ol

2(x) admet une fonction de covariance C(x,y). ILes Bj’ définies par (4-2-22), qui représentaient
des nombres lorsque 2(x) désignait la réalisation de la F.A. deviennent des variables aléatoires
lorsque 2(x) est considérée comme la F.A. elle-méne (les intégrales stochastigues qui figuremt au
second membre de (4-2-22) ont un sems, puisqu'il existe une covariance). La relation (4-2-23) ex-
prime, comme nous l'avons déja remarqué, que les Bj sont des estimateurs sans biais des vrais co-
efficients inconnus aj : en ce sens, on peut dire que les estimateurs des moindres carrés sont des

estimateurs universels (bien qu'ils ne soient pas optimaux en général). On a ainsi :
E(Bj) = & (i =0,1,...Kk)

Calculons maintenant la matrice des covariances

Bij = E[B; Bj] -8y a8y

Comme les Bj sont des estimateurs sans biais, on peut faire le calcul comme si on avait aj =0 (Ee

qui revient & remplacer Z(x) par 2(x) - azfe(x)D. On déduit de (4-2-22) :
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By By = 'éa Sip Sy ij(x) Ky) 2(x) 2(y) £%x) £5(y) ax ay

d'oli, en passant aux espérances :

) £33 clx,y) ax ay (4,3 = Oy 1peenk)

(4-2-24) Byy = éz S,¢ sjs “'k(x) k(y) £
Examinons maintenant le cas ol il n' existe qu'un demi-variogremme y(x,y), 2(x) elle-méme
n'ayant plus de moments d'ordre 2, ni méme, en général, d'espérance. Pour é- 0, 1l'intégrale sto~
chastique qui figure au second membre de (4-2-22) n'existe plus (au sens de 1la convergence en moy-
emne quadratique), car, d'aprés (4-2-23), on a Jko(dx) = 1. Celh éguivaut & dire que la variance
DZ(BO) est infinie, et que l'espérance E(Bo) n'existe pas non plus en général : on retrouve ici
une circonstance que nous avons déjh rencontrée en plusieurs occasions. Par contre, pour j ¥ O,
la relation (4-2-23), écrite avec s = O, donne ij(dx) =0(j=1,2,...k). Cette condition nous
garantit que 1'intégrale stochastique (4-2-22) existe (au sens de la comvergence en moyerne qua-
dratique) et qu’elle admet une variance finie. La matrice des covariances Bij’ restreinte aux indi-

ces i, j # 0, est alors donnée par la relation suivante, analogue & (4-2-24) :

(4-2-25)  pyy = - éz S;¢ Sye ij(x) X(y) %) 2%(y) v(x,y) dx dy (1,3 = 1,2,...k)

¢/ Exemple du variogramme linéaire.- Prenons y(x,y) = jx=y|, plagons-nous sur la droite ré-
elle, et cherchons & estimer une dérive quadratique 8, + a,x + a2x2 & partir d'une réalisation de

la F.A. %(x) donnée sur 1'intervalle (-R, +R).

Il n'y a aucune difficulté & calculer la matrice des T:""j et son inverse S (i, = 0,1,2).
i}

On trouve :

_ " _ -
B 9 -4
1 0 3 r3 0 ;iz
2
- R -
?= 0 £ 0 S = 0 '1212 0
2 4
R R 15 45
0 B - 0
3 >  4&° @t |

les estimateurs des moindres carrés sont donc :
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é R R
B=2-LJZ()dx-12 _1-‘[22()4
o 1 X mz X X X

2R 2R
~R R
R
B1 =-§2 -2% [xz(x) dx
R
. R ) R
2
B, = - --l-i2 % JRZ(x) ax + ﬁ4 % L: Z(x) dx

En ce qui concerne la matrice des covariances restreintes aux indices i, j =1, 2 (ﬁoo serait ici

infinie), on trouve

=5 = = =
Byg =B8R+ B1p =By =0 ,» By = =

l
R
les estimateurs des moindres carrés sont nettement plus variants que les estimateurs optimaux.

On comparera avec 1'Exercice 1 ( . contre pour l'estimateur optimal, et 1 contre —33 ) ¢
’ 58 14R 4R

Condition pour que l'estimateur des moindres carrés soit optimal. -

j inclus dans S), les esti-

mateurs des moindres carrés sont caractériséds par les deux conditions suivantes :

Parmi les estimateurs de la forme Bj = ka(dx) Z(x) (support de A

~ ils sont sans biais (E(Bj) = &y, Vaj)

~ les mesures Aj ont des densités qui sont des combinaisons linéaires des fonctions k(x) fe(;).

On a déja vu que l'estimateur des moindres cerrés vérifie ces conditions. Inversement, supposons
que des mesures A, vérifient les conditions d'universalité (4-2-23). Si les kj ont des densités de
la forme ESE). S;e fe(x), ces conditions (4-2-23) expriment que la matrice des s;e colncide avec
1'inverse Sje de la matrice des Tij, de sorte que les estimateurs Bj sont bien domnnés par (4-2-22).
Un estimateur vérifiant ces deux propriétés vérifie par définition les conditions d4'universa-
1ité. DPour qu'il soit optimal, il faut et il suffit qu'il satisfasse également aux premidres re-

lations (4-2-6), c'est-a-dire que l'on puisse trouver des constantes g telles que :

(4~2-26) -_l: Sie Jk(x) fe(x) ¢(x,y) dx = Hig ), vyes
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I1 en résulte gque l'estimateur des moindres carrés colncide avec 1'estimateur optimal de la

dérive si et seulement si les k+1 fonctions f‘?(g) sont des combinaisons linéaires de k+1 fonctions

propres distinctes du noyau k(x)_C(x,y) k(y), considéré comme un opérateur agissant sur les fonc-
tions 3 support dans S.

En particulier, si les fe(x) sont elles-mémes des fonctions propres (fk(x) fg(x) C(x,y) dx =

= p.[fﬂ(y) pour y € S), la relation (4-2-26) se réduit a :

(4-2-27) (sans sommation en a)

[Dans le cas olt il n'existe pas de covariance C(x,y), mais seulement un variogramme v(x,¥), la con-
dition est un tout petit peu moins simple. Si 1l'on désigne par Z = -é- J’k(x) 2(x) dx la moyenne

(spatiale) de Z(x) sur S, Z(x) - Z est une F.A. admettant des moments d'ordre 1 et 2. Sa covarian-

ce U(x,y) eat donnée par :
Tx,3) = - v(x,y) + & fk(y) v(x,y) ax + ¢ Jk(x) v(z,y) ax

- _slE ij(x) x(y) y(x,y) dx dy

On peut alors montrer que les Bj des moindres carrée (j = 1,2,...k) colncident avec l'estimateur
optimal sl et seulement si lea k fonctions fe(x) (f = 1,2,...k) sont des combinaisons linéaires

de k fonctions propres du noyau T(x,y) correspondant & des veleurs propres non nulles].

Cette condition est de nature assez complexe, puisqu'elle fait intervenir & la fois les fonc-
tions fe(x), le noyeu C(x,y) et la géométrie de 1'ensemble S ol les données sont disponibles. Mais

il y a2 un cas ol cette condition est automatiquement vérifide. C'est le cas oli la partie aléatoire

de 2(x)_se réduit a un simple bruit de fond, (ou, en terminologie géostatistique, & un effet de

pépite pur). Dans ce cas, la covariance Cc(x,y) se réduit a wb(x-y), 6 désignant la mesure de Dirac

et » un facteur constant : toute fonction fp(x) continue sur S est alors fonction propre (pour la
valeur propre w) et cela quel que soit l'ensemble S. Dans ce cas, 1l'’estimateur des moindres carrés

est toujours optimal, et les covariances , d'aprés (4-2-27) sont données par :

ujs
(4-2-28)

En fait, une covariance o §(x-y) caractérise une mesure, et non plus une fonction alédatoire. Ce
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n'est d'ailleurs pas glnant si l'ensemble S est continu, puisqu'en fait on ne travaille alors que
sur des régularisées de cette mesure aléatoire (qui sont & nouveau des F.A.). En pratique, il

suffit pour que l'estimateur des moindres carrés soit (presque) optimel que la covariance soit de
la forme C(x-y) avec une portée trds faible (par exemple, C(h) = e~al guec % petit relativement
aux dimensions de S). En particulier, si l'ensemble S est fini, il suffira que cette portée scit

inférieure & la plus petite des distances séparant les points de S.

Dens ce cas (covariance C(h) de portée trés petite), 1l'estimateur des moindres carrés est

(presque) optimal, et les covariances sont encore données par la relation (4-2-28), & condi-

uij
tion de prendre comme facteur w 1l'intégrale de C(h) étendue a l'espace entier, soit :

S,
_ 8
Byj = -g- ¢(h) an
sjs désignant toujours l'inverse de
e = 1 Jk(x) £9(x) £3(x) ax

On trouvera dans l'exercice 6 des indications sur le cas ol l'ensemble S est fini.

4-3 1F KRIGEAGE

4-3-1 Ies équations du krigeage universel.

Dens le probléme du krigeage proprement dit, on se propose d'estimer une moyenne
pondérée du type Z, ‘Ip(dx) Z(x) (avec Jp(dx) 1) a partir des valeurs expérimentales connues
sur un ensemble S. Nous écrirons les équations dans le cas ou l'ensemble S est fini, et, moyen-

nant les réserves habituelles, nous les transposerons ensuite au cas ou S est infini,

Supposons d'abord qu'il existe une covariance centrée (connue) o(x,y) et une dérive aefe(x)

(e = 0,1,.. .k, 38 inconnues). Nous allons former un estimateur linéaire de zo, soit

Zy = % 3, (ou 25 = skU(dx) 4(x))

et lui imposer les conditions habituelles :
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Condition d'universalité : on veut avoir E( ZU-ZO) = 0 quelles que soient les valeurs inconnues

des coefficients ae » Ce qui donne :

(¢ - sz(x) p(ax))

Condition d'optimalité : compte tenu de la condition précédente, on choisit les coefficients

kﬁ

5 qui minimisent la variance d'estimation

- 2@ a,B
ZAU GZa+A A °a$

2 2
(z-~2.) = ¢
gzu z, o

e ™ [PE0) oz

5 o2 = ij(dX) o(x,y) p(dy)
[+]

On obtient ainsi le systéme suivant, ou figurent des paramdtres de Lagrange bp associés aux con—

ditions d'universalité, et ol la variance "121 est la valeur optimale de la forme quadratique

DZ(ZO-ZU), calculée en tenant compte des deux premidres relations :

g = 14
}‘U aaﬁ = azo'a + pe fa
£ :
a =
(4-3-1) Ag f =0
2 _ .2 _,a 0
oy = 9 A cz'a+peb

o

£

Ce systime est toujours régulier (pourvu que °aﬁ s80it strictement définie positive et que les fa

soient linéairement indépendants sur §).

Ce systime se transpose sans difficulté au cas ol il existe seulement un variogramme y. En

effet, pour €= 0, on a, comme d'habitude, £° = 1. la condition d'universalité relative €= 0 se

réduit donc a :

z A% =
[+ 4

Or (exactement comme dans le cas du krigesge simple, paragraphe 3-5) c'est 1la précisément la con-

dition pour que l'erreur :
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2y - Iy = Jp(dx) 2(x) - AS z,

soit une combinaison linéaire autorisée (c'est-a-dire admette une variance finie). Comme Jp(dx) =
=1, en effet, la somme 1 - = A% des coefficients de la combinaison linéaire Zo - ZU doit, comme
d*habitude, 8tre égale & 0. a]’.e terme congtant a, de la dérive, sur lequel se concentrait la dif-
ficulté lors de l'estimation optimale de la dérive elle-mlme, est éliminé sutomatiquement de 1'ex-
pression zo - ZUet n'intervient plus dans le probléme du krigeage : c'est exactement la le sens

de la condition T A% = 1.

Transposons donc le systime (4-3-1) en termes de variogramme, en adoptant, pour changer, les

notations du cas continu.

(
Jran) vwp = fotex) v - w2t (vyes
S

(4-3-2) Jan) 25w = foten) % (€= 01,000
S

o2 = - ffp(dx) v(x,y) pldy) + J-jk(dx) p(ay) v(x:,y) + u, jp(dx) fP(x)

Krigeage ponctuel. - Si l'on veut estimer la valeur Z(xo) de la réalisation en un point X

le systime précédent se simplifie, et devient (avec les notations du cas discret) :

(4-3-3) ae 2fo el

cg =% 1(xa,xo) +uy fe(xo)

On note que le krigeage universel ponctuel est un interpolateur exact. On peut le vérifier direc-
tement en faisant x = x € S dans (4-3-3). Il est plus simple de remarquer que 2, vérifie

o o
E(za -2, ) =0et DZ(Z‘z -2, ) = 0 quels que soient les 8 p , donc satisfait sux conditions d'u-

° o (] 0
niversalité et d'optimalité.

4-3-2 Ie théordme d'additivité.

S5i la dérive m(x) était connue, l'estimateur optimal de 2, = fp(dx) Z(x) serait:
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(4-3-4) Ag (Z2-m) + jm(X) p(dx)

avec les coefficients A; du krigeage simple (paragraphe 3-4-1), soit :

(4-3-5)

Montrons que la circonstance déja observée au paragraphe (3-4-2) est générale : autrement dit, 1'es-

timateur optimal universel se met sous la forme :
6 = g (2 - m) *(x) plax)
(4-3-6) ZU')‘K "8t m x) p(dx

obtenue en remplagant dans (4-3-4) l'expression inconnue de la dérive par son estimation optimale

m(x). Cela signifie, si 1'on veut, que 1l'on a le droit de kriger les résidus estimés 2(x)_- m'(x)

comme s'il s'agissait des résidus vrais.

Pour vérifier (4-3-6), posons
= _ . oa
Zy=2Zg*2y » Zg=2ag Z

Le terme 2 représente la correction de dérive. Il est de la forme I = Ag z, , avec )\g = k% - )\g .

Cherchons les conditions que doivent vérifier les Aj . Si nous remplagons A par Ap + Ag dans la
premidre relation (4-3-1), il résulte de (4-3-5) que les kg et o, 2 disparaissent. Il reste fina-
]
o

lement le systéme suivant (équivalent & (4-3-1) :

5."% "aa=“ef£

L

a

xg ff: Jp(dx) fz(x) - A§ £

Or ce gystéme est identique a (4-2-2), a ceci prés que fe(xo) a été remplacé par
J[p(dx) - Ax(dx)] fe(x). Par conséquent, si nous posons

(4-3-7) vt - Jp(dx) fé(x) - A ff

les Lg se déduisent des )“2 du systéme délinéarisé (4-2-6) par les relations :
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£
o _ a
AD = ke b
. . a 2 ¢
Ie terme ZD représentant la correction de dérive est donc he Za b= %Zb ,en désignant par Aﬁ

l'estimateur optimal de la dérive, et, en remplagant be par son expression (4-3-7), ceci domne

exactement @

» »

Z = fp(dx) w (x) - Ag B,

Par suite, 2y lui-méme est bien de la forme (4-3-6) :
Zy= 2+ 2= Ag (Za - m;) + ~[m*(x) r(dx)

Toujours comme dans le cas du krigeage simple, ce théoréme d'additivité s'étend aux variances,
soit
2 _ 2 2
(4-3-7) D%(2, - 2y) = og + of
avec c% = DZ(ZD) et en désignant par cﬁ la variance du krigeage simple. En effet, le systéime (4-3-5)
exprime exactement que ZO-ZK est en covariance nulle avec les combinaisons linéeires des Za' done,

en particulier, avec ZD'

On vérifie sans peine que ce théordme d'additivité subsiste lorsqu'ill n'y a pas de covariance,
mais seulement un variogramme (en effet, pour ¢ = O, la condition d'universalité relative & A;

s'éerit

Z ag= [ptex) - Jagtan) = o
a

et zD est une combinaison linéaire autorisée).

4-3-3 le krigeage considéré comme interpolateur.

Nous avons déja remarqué que le krigeage (simple ou universel) constitue un inter-
polateur exact. C'est ld une propriété importante dans certaines applications telles que la carto-
graphie. Du point de vue méthodologique, il n'est peut-8tre pas inutile d'oublier pour un instant
le contenu probabiliste de la théorie, et d'analyser d'un point de vue purement pragmatique les

manipulations auxquelles on soumet effectivement les données numériques expérimentales lorsque l'on
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krige un point x.

a/ Définition des interpolateurs. - Soit S c ®" 1l'ensemble des points expdérimentaux, et V
un domaine contenant S et pouvant colncider avec B lui-méme. On appellera interpolateur un opé-
rateur linéaire T appliquant un éspace 3(S) de fonctions définies sur S dans un espace F(V) de
fonctions définies sur V : £ € 3(S) = T £ € 3(V). Nous dirons que T est un interpolateur exact
8i la restriction & S de T £ est identique a f.

Dans ce gqui suit, nous nous limiterons au cas ou l'ensemble S = {xa, = 1y...N} est fini,
Une fonction f sur S est alors un vecteur (fa), €= 1y...N, et 1'opérateur T est défini par la don-
née des T e", e® constituant une base de l'espace 2 N dimensions constitué de ces vecteurs. Par ex-
emple prenons pour e® le vecteur de composantes e = 5% , et soit T"(x) 1'image de ce vecteur.

BB

Pour un vecteur f quelcongue, on a slors :
(4-3-8) T(x) = £, %x)

Pour que l'interpolateur T soit exact, il faut et il suffit que la matrice Tg = T“(xa) vérifie

£, Tg = fB pour tout £ € IRN, donc vérifie

-3 @ _ @
(4-3-9 Tﬂ ép

Exemple : le krigeage simple est 1'interpolateur Ap défini par les Az(x) obtenus en résolvant le
systeéme :

(4-3-10) A%(x) %8 = %,x

Nous désignerons par B"‘ﬁ la matrice inverse de ¢ L On a done :

(4~3~11) K%(x) = BaB P

a,X

Pour x = xy, on trouve Ag(xy) = 3‘13 ¢ _ = 65 » et le krigeage simple est un interpolateur exact.

ay
De plus, les composantes xg(x) sont, d'aprés (4-3-11), des combinaisons linéaires des N fonctions

Og,x = a(xa.x)-

Ces deux propriétés sont caractéristiques : le lrigeage simpie est le seul interpolateur

exact dont les composantes sont des combinaisons linéaires des fonctions Sa,x °
’
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En effet, soit T un interpolateur de la forme :
-] _ o
¥(x) = #% 0

Pour qu'il soit exact, il faut et il suffit que l'on ait Ti = 5& , soit :

. =B
Donc HPY = BPY |, et 2P(x) = Ag(x).
Pour caractériser le krigeage universel, nous aurons besoin d'une notion nouvelle :

b/ Dérives compatibles avec un interpolateur. - Nous dirons qu'une fonction £(x), x € V est
une dérive compatible avec un interpolateur T si 1l'interpolation de £ par T est exacte, autrement

dit si 1'on a :

(4-3-12) 2, ®(x) = £(x)

On reconnalt en (4~3-12) la condition familidre d'universalité. Cette condition entraline, pour

X=X
a

-3 p =
(4-3-13) 7ty =1,
Autrement dit fa doit &tre vecteur propre pour le valeur propre 1. Inversement, soit fa un vecteur

vérifiant (4-5-13). La fonction f(x) définie sur V par :

£(x) = fB Ta(x)

est, par construction, une dérive compatible avec T, Ainsi (4-3-12) établit une correspondance bi-
jective entre les dérives compatibles et les vecteurs propres associés a la valeur propre 1.

Pour que T soit un interpolateur exact, il faut et il suffit que l'on ait Tg = 6; , et il en
est ainsi si et seulement si tous les vecteurs fa sont vecteurs propres pour la valeur propre 1.

Par conséquent, pour que T soit un interpolateur exact il faut et il suffit qu'il existe N dérives

compatibles avec T et linéairement indépendantes sur S.
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¢/ Caractérisation du Krigeage Universel. - Dans le cas du krigeage simple, ces N dérives
sont les fonctions % x } cela résulte du systéme (4-3-9) lui-mBme. Considérons le krigeage univer-
14

sel dans le cas ol la dérive est de la forme a&fz(x), avec € = 1,2,...x (k £ N). Il définit un

interpolateur A dont les composantes A%(x) constituent la solution du systéme :

2P (x) %gs = %g,x * By ff
(4-3-11)
2%(x) ff = 2¥(x) (€=1,2,...%)

les conditions d'universalité nous indiquent que les k fonctions fe sont des dérives compatibles

avec cet interpolateur. Etant entendu que ces k fonctions fe sont linéairement indépendantes sur
S, nous connaissons donc un espace vecioriel de dimensions k de dérives compatibles avec A. Il
reste, pour caractériser le lrigeage universel, & déterminer un espace supplémentaire de dimension

N-k.

Désignons par £ s V= k+tl,...N une base de cet espace supplémentaire. Ies N~k dérives man-
quantes seront donc 1les f; hﬁ(x). Pour déterminer les f£', nous allons utiliser le théorime d'ad-
ditivité du paragraphe 4-3-2. D'aprés ce théordme, 1'interpolation des données Za conduit & la

fonction :
z,(x) = ag(x) (Za-Aefs) + A‘fe(x)

avec des coefficients Ae de la forme

g
Ae %

A

ol la matrice x% est la solution du systime (4-2-6). BEn explicitant 1'expression de zu(x), on

trouve :

Zy(x) = AB(x) CHERYS fﬁ) 2, + Ay %) 2,

Ainsi, les coefficients AB(x) du systéme (4-3-11) admettent les expressions suivantes :
A%(x) = AB(x) (6% - 2% ££) + 28 fe(x)
K B "¢ B e

On reconnalt l'expression de la matrice U :
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introduite au paragraphe 4-2-4 (le résidu 2y - m: est Uﬁ zﬁ). Ainsi :

(4=3-12) A%(x) = xg(x)_ Us + x‘é fe(x)

Dtaprés la forme des conditions d'universalité ().% ra 62 ) il est possible de choisir la base

1529+ 0.kK), ctest-a-dire de s'imposer les

t¥ des dérives manquantes dans l1'orthogonal des x“& (£

relations :

(4-3-13) x‘é r: =0

Moyennant cette condition, il résulte de (4-3-13) que les N-k dérives manquantes sont les fonctions
£(x) = \P(x) £ = A8 (x) £

soit

v v
£ (x) = fp b %, x

Elles s'expriment linéairement & 1'aide des fonctions Og,x * soit :
. ?

v _n®
£(x) =D Og,x

(4-3-14)
% = ,f; B

Il reste & caractériser l'espace a (n-k) dimensions des vecteurs D tels que les % %.x soient
?

des dérives compatibles. Pour celA, considérons les conditions (4-3-13), en remarquant que les A‘e‘
du systéme (4-2-6) sont données par i

«a _ s af

Ay T e zp B
Ia relation r: A‘z = 0 équivaut donc (puisque la matrice Bog des paramétres de Lagrange est de
type positif strict) a la relation :

v af o8
fa B fB"

I
o
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D'aprés (4-3-14), ceci équivaut encore & :

4

(4-3-15) »* £ = 0

Par conséquent, l'espace supplémentaire a4 N-k dimensions est constitué des fonctions de la forme
DC

%.x pour des vecteurs D < orthognaux aux k& vecteurs fe c'est-a~dire vérifiant (4- §).
1 4

d4/ Contenu probabiliste du krigeage universel. - Comme tout interpolateur exact, le krigeage
universel est caractérisé par 1l'espace vectoriel (de dimension N) des dérives compatibles avec lui.

Cet espace comporte

1 - Un espace imposé, de dimension k (celui des fonctions aefe) dont la signification est
purement interpolatoire (non probabiliste)

2 - Un espace supplémentaire de dimension N-k (celui des fonctions % Oy x » 87€C la con-
t4
dition d'orthogonalité D ff = 0 exprimant que le vecteur D décrit 1l'orthogonal du premier espace)
de signification purement probabiliste. ’

Autrement dit, lorsque le nombre k des dérives imposées augmente, le contenu probabiliste du
krigeage universel décrolt tandis que son contenu purement interpolatoire augmente.

En particulier, pour k = 0, le krigeage simple est purement probabiliste. Pour k = N, au con-
traire, le contenu probabiliste est nul, et le krigeage universel se réduit am procédé purement
interpolatoire qui consiste & faire passer par N points expérimentaux wune combinaison linéaire

de N fonctions choisies d'avance.

4~-4 ERIGEAGE UNIVERSEL POUR UNE DERIVE AIEATOIRE.

4-4~1 Hypothéses.

Au lieu de considérer la dérive comme une fonction m(x) inconnue mais non alée-

toire, on peut aussi envisager le cas ol m(x) est une fonction aléatoire m(x,w), autrement dit,
étudier une F.A. Z2(x,w) de la forme :

(4-4-1) 4(x,w) = Y(x,w) + m(x,w)
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avec E Y(x) = O. Posons :

( E Y(x) ¥(y) = olx,y)
E n(x) m(y) = K(x,¥)
E Y(x) m(y) = B(x,y)

(1a seconde covariance est non centrée).

Il n'est pas nécessaire que les F.A. Y et m soient indépendantes. Mais, pour que la dichoto-
mie écrite en (4-~3~1) présente une significetion physigue réelle, et non un pur artefact, il faut
que chacune des deux composantes Y et m prennent en charge des traits siructuraux se rapportant '

& des échelles nettement différenciées (structures gigogne de J. SERRA). La F.A. m doit avoir une
portée (infinie ou) treés grende vis-2-vis de celle de Y, et, de plus, & 1'échelle de la portée de
Y, la variebilité de m doit &tre trés réduite. A 1'échelle de Y, la réalisation m(x,w) doit ainsi
pouvoir &tre assimilée a une fonction trés régulidre et continue, de sorte que — sur un certain do-

maine V - on doit pouvoir écrire :
(4-4-2) n(x,w) ~ a,(w) fe(x) (x € V)

[2
les ae(u) désignent des V.A. (qui dépendent du domaine V), et les 2% 1es fonctions de base habi-
tuelles (avec £° = 1), par exemple des polynomes, ou, plus généralement, des fonctions continues
et suffisamment réguliéres, linéairement indépendantes sur V.

Exsminons la signification de cette hypothése (4-4-2). Nous poserons :

(4-4-3) Eg =Eaya,

de sorte que le covariance K(x,y) de la F.A. m(x) admet, dans le domaine V ol 1'approximation

(4-4-2) est valable, la représentation :
(4-4-4) K(x,y) = Kp, 29x) £2(3) (my e
Pour la covariance R(x,y), nous trouvons

Bx,y) = B Y0 82%y) =, 24y Gy ew
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Si la F.A. Y peut &tre considérée comme stationnaire sur V, Re(x) est une constante Re « Plus gé-
néralement, Re(x) admettra sur V une bonne représentation approchée au moyen des mémes fonctions

£8(x) , B0Oit

R(x) = Ry, £5(x) (xeV)

(cette hypothise n'est pas absclument nécessaire, mais elle simplifie beaucoup l'exposé) d'ou fi-

nalement pour R(x,y) un résultat analogue a (4-4-4):
(4-4=a") R(x,y) = B, 25000 285)  (my eV

11 apparalt d'ailleurs que_les relations (4-4-4) et (4-4-4')_sont les seules hypothises réellement

requises pour ce qui suit, et que la relation (4~4-2) n'en est qu'une traduction imagée. D'un point
de vue purement pragmatique, elles signifient seulement que les fonctions K(x,y) et R(x,y) varient
assez lentement dans 1'espace & 1'échelle du domaine V de référence pour qu'on puisse les rempla—
cer sur V par les premiers termes de leurs développements limités en fe(x) £%(y). L'exemple sui-

vant montrera le sens de cette hypothdse.

Exemple d'une exponentielle de Gauss. - Pour alléger les écritures, plagons-nous dans R! {on

aurait évidemment des résultats analogues dans [Rn) et supposons que la covariance K soit de la

forme : _ (x— 22

2
X'x,y) = B € 2b

avec une portée b plus gramde gue-la lonmgueur I de l'intervalle de référence V. Développons cette

exponentielle de Gauss :

K(x,y):B[--‘x—-le +%M_%ﬂ-&%ﬁ+...}

2 ve

chacun des termes (x—y)zrl se développe a son tour en monomes :|:€ys s €t 1l'on voit que K(x,y) admet

effectivement un développement limité de type (4-4-4) avec fp(x) = xe .

Dans le cas d'une "dédrive quadratique®, c'est-a-dire ¢ = 0,1,2, on arrtte ce développement

au terme d'ordre 4, et 1l'erreur est majorée par
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Pour apprécier cette majoration, remarquons que B peut 2tre trés grand (voire, 2 la limite, infini,
si m n'e pas de covariance, mais seulement un variograrwe), mais B/b2 est oblijatoirement finmi,
puisqu'il représente le coefficient du terume en h2 du variogramme de m. Posant B/b2 = By on voit
2)4
b

que la majoration est en BZLZ( , donc d'ordre au moins 4 en IL/b. Si donc la portée b est effec-

tivement grande vis-a-vis de L, 1'approximation faite sera tout-a-fait légitime.

Remarque - D'aprés (1), la covariance de Z serait o + 2R + K. On peut se demander si cette dicho-
tomie est vraiment utile, et s'il ne serait pas plus simple de faire du krigeage ou du cokrigeage
ordinaire directement sur cette covariance. la réponse est que (dans les conditions de nos hypo-
theses) l'estimation de cette covariance n'est pas possible dans des conditions acceptables. Ia
composante K(x,y) n'est, en générai, pas une covariance stationnaire. lLifme si, localement, (c'est-
a-dire a l'échelle de V) on peut la mettre sous la forme K(x-y), l'inférence statistique 2 partir
de données couvrant un domaine de l'ordre de grandeur de V ne-sera pas réalisable en général pour

une covariance K trop réguliére (voir par. 2-10).

4-4-2 Estimation d'une dérive.

Désignons par za les valeurs de 2(x) aux points expérimentaux x a € S c V. Nous

supposons S fini, mais ce qui suit se transpose sans difficulté au cas ol S est infini.

Nous voulons estimer la dérive m(x) en un point x € V, et pour cela nous fcrmons un estimatew
de la forme
M(x) =A%z, =AY +2%nm

a a

L'espérance du carré de l'erreur est donc :

. 2
E(}:Jx-m)2=E(7\aYa+(kﬁ mﬁ-mx)> =

X

= 3@ 1B a (,B - a,B - a
xxca3+2x(xn Ru)»fxxxas 2 AT K, + K,

af

les hypotheéses (4-4-4) et (4-4-4') donnent :
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G

o8 = Rax = Bl (AP £5 - ) ff

a B - a - @ ,B o€ 8 _ sa o8 o3 _
AAP Kg = 2 AT Ky v Ky =Ko (A% AP 2723 - 2% 28 g2

B

X

- P fefg *Ky) = Kgy (28— 28 (0F 25 - 23)

éE(Li;-mx)2=)\a7\B caB+2)\°f£Rgs (AP £5 - £3)
(4-4-5)

+ Kg, (A% ff- ff) (AP g - £3)

On voit apparaltre le sens des conditions d'universalité. Nous ne pouvons pas espérer mini-

miser la forme quadrétique (4-4-5) pour des AL guelcongues, puisque nous ne comnaissons pas les
Kes et les Rps » et nous sommes ainsi conduits a imposer aux A% des conditions supplémentaires
moyennant lesquelles (4-4-5) ne dépendra plus des Ry, et K¢ . la matrice Kes étant toujours de
type positif, ces conditions sont :

. o P _ e
(4-4-6) L S

c'est-a-dire les conditions d'universalité habituelles. Loyennant ces conditions, il reste :

' Tl 2 _
(4-4-5") B(iy - m )2 = A% P %p

Il suffit alors de minimiser (4-4-5'), compte tenu de (4-4-6) pour retrouver le mlme systéme que

dans la théorie habituelle - et la méme variance d'estimation Con vérifie sans peine E(E; - mx) =
E(A® Dy - mx) = 0 dés que m(x,w) - sans &tre obligatoirement stationnaire - admet elle-mlme une

£
dérive E m(x) représentable sur V par une expression de la forme apt (x)). koyennant les hypotheé-

ses (4-4-4) et (4-4-4'), la dérive aléatoire reldve du méme traitement que la dérive fonctionnel-

le.

En délinéarisant le systéme relativement aux seconds membres de (4-4-6), on obtient, comme

dans le cas classique, les estimateurs
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des coefficients a; = ay(w) de la dérive m(x) =~ a&fe(x) (x € V), et les paramdtres de Lagrange

Ty conservent leur signification. Plus précisément - les ap étant des V.A., on &

( g (4g- 8p) = 0

E (4~ ap)(ag - a) = pgg

4-4-3 Un exemple ambigu.

Soit 2(x,w) une F.A.I. sans dérive, c'est-a-dire :
(EGx) - 2(3) = 0

2
%E(z(xﬁx) - 2(x)) = y(hn)

et soit p une fonction de pondération trds régulidre et de somme égale & { (par exemple une expo-

nentielle de Gauss). Posons :

g m(x) =2*%p= JZ(1+y) p(y) ay
Y(x) = 2-2%5
Dans la décomposition
Z2=Y+n

m est une moyenne mobile, Y le "résidu" de 2 autour de cette moyenne mobile. Le variogramme de m
est y # p # f ~-<y, p* i; > ; en vertu de la régularité de p, il admet un développement du type
'(4=4-4) sur un domaine V de dimension petite vis-a-vis de la portée de p. On est donc dans les con-
ditions requises pour estimer la moyemne mobile m(x), considérée comme une dérive aléatoire, par

les méthodes du Krigeage Universel.

Y est une F.A. stationnaire d'ordre 2. Sa covariance ¢ se déduit du variogramme y par la re-

lation :
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c==-y*(5-Dp-D +p*p)
qui s'explicite ainsi (avec P=p * p) :
(4-4-7) o(h) = - y(h) + J‘Y(Y)[P(Y*‘h) + p(y-n)] ay - J‘r(y) P(y+h) dy

En particulier :

(4~-4-7') o2 = 0(0) = 2 j’y(x) p(x) éx - Jy(x) P(x) dx

C'est cette covariance (4-4-7) qui doit figurer dans les premiers membres des conditions d'optime-
1ité du systime K.U. Mais les conditions imposées a p (régularité, et portée grande vis-a-vis du
voisinage V) entralnent que o(x-y) admet elle aussi un développement de type (4-4-4), au terme
v(h) prés, soit :

(4-4-8) o(x-y) = = y(x-y) + Pp, fe(x) £3(3) (x,yeV)

La quantité a minimiser pour estimer m(x) se met donc socus la forme :

x“xﬁo‘m:-x“xﬁyaﬂ+rgsx“ff>ﬁra

Mais les conditions d'universalité (4-4-6) entratnent alors :
a _ a ,p ¢
LY O = = A% A 'yaﬂ-kl’(sfxf:

Or, d'aprds (4-4-8), on a aussi :

o(0) = Py, fxef:

Donc, finalement - les conditions (4-4-6) étant supposées vérifides - tout se raméne & minimiser

l'expression :

A% AP ogg = 0(0) = A% AP Yo

D'ol le systéme :
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(4-4-9)

et la variance correspondante est
20,* - 2
(4-4-9") DM, - m) = o(0) + uy £y

on note que le systime (4-4-9) pe dépend pas du choix de la fonction de pondération p_(pourvu qu'

elle soit régulidre et de grande portée) : le méme estimateur A% Z, s'applique a toutes les moyen-

nes mobiles, et c'est seulement sur la variance (4-4-9') gue le choix de la fonction p se répercu-

te, par 1l'intermédiaire de la variance o(0) définie en (4-4-7') - qui n'est autre que la variance

a priori du résidu Y(x) - m(x).
Ce résultat ambigu mérite quelques commentaires.

Remarque 1 - Le variogramme y étant commu, l'estimation de la moyenne mobile m(x) reléve en réa-
1ité du krigeage ordinaire. Au lieu du systime (4-4-9), on devrait doncnutiliser le systéme (4=2 10)

ci-apreés :

AP Yog = v(y) py-x+x ) dy = u,

—~—

(4-4-10)
=z A% =

qui ne comporte qu'une seule condition d'universalité ( T A% = 1), mais ol, en contrepartie, le
second membre de la relation d'optimalité contient le variogramme y, et fait intervenir explicite-
ment les valeurs prises par y(h) pour des distances |h] notablement supérieures aux dimensions de
1'ensemble S des points expérimentaux X, . Ce systime (4-4~10) se rapporte donc a une situation
dans 1laquelle nous comnaissons bien le comportement réel de v(h) jusqu'a des distances assez
grandes. Au contraire, dans le systéme (4~4-9), le variogramme n'intervient que par les termes
Yop * et ne suppose donc la connaissance du y(h) que pour les courtes distances.

On peut alors envisager la question d'une manidre différente. Supposons ( et la théorie de

1'inférence statistique montre que c'est la une cirsonstance assez générale) que nous ne soyons
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sfirs de notre y(h) qu'aux courtes distances (de l'ordre des dimensions de S), de sorte que nous
connaissons bien les YaB s Dais non le second meubre de (4-4-10) : dans ce cas, le systéme (4-4-9)
nous donne la meilleure estimation possible d'une grande moyemne mobile m(x), compte tenu de 1'in-

formation dont nous disposons réellement.

Remarque 2 -~ En l'absence de dérive réélle, 1l'estimateur optimal de la dérive n'est donec pas dé-
pourvu de sens : il estime une grande moyenne mobile, sans qu'il soit d'ailleurs possible de pré-
ciser laguelle - car il s'applique & toutes. La variance (4-4-9') de cet estimateur est d'autant

Plus élevée qu'il est censé représenter une moyenne mobile plus étendue.

Si nous posons :

a(x) = aprbn) , W = aghe

nous obtenons les A& = xg za en délinéarisant le systéue (4-4-9) :

§ - kz Yo T Hos fg

(4-4-11) (¢, =0,1,...n)
: 8 _ .8
g AZ z, = 65

D'apreés (4-4-9'), la variance est alors : .
2¢7.% - € s
D2(1 - m)= pp, ££ 22 + o(0)

d'ou
E(a ~ 4,02 = 6(0) + u,
(4-4-111) : ({s';! 0)
( E(Ae - ae)(As - as) = I-I»[s

4insi les paramétres de Lagrange -~ sauf Boo = Teprésentent encore les covariances des (Ay =~ 8p).
Le terme Boo = relatif aux coefficients hg de somme égale & 1 - par contre, ne donne pas la vari-
ance de A, - a, : il doit &tre mejoré du terme o(0), qui est le seul & dépendre de la fonction
de pondération p. Cette remarque suggére donc la solution du probléme apparemment insoluble que

rose le terme constant Ao d'une dérive lorsqu'il n'y a pas de covariance.
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4-4-4 Ig probléme du terme constant a

[+]

Soit 2(x) = Y1(x) + m1(x) une F.A. comportant une dérive mi(x) (fonctionnelle ou
aléatoire) et une composante Y1(x) sans covariance, dont le variogramme est y(h). Nous pouvons po-

ser @

1
o

( ¥(x) = ¥ (x) 'in(x\*y) p(y) dy Y=Y -Y *p

v

( m(x) = m,(x) + JY1(x+y) p(y) dy m=m + Y *P

Dans cette nouvelle décomposition, Z = Y + m, la composante Y aduet une covariance o(x,y), et la
dérive (aléatoire) m(x) vérifie les hypothéses (4-4-4) et (4-4-4'), pourvu que la fonction de pon-
dération p(x) soit suffisamment régulidre et de portée assez grande., L'estimation optimale M’(x) =
= Aefz(x) » Ap= Ag 2, de la dérive m(x) s'obtient en résolvant le méme systéme (4-4-11) que ci-
dessus, et conduit en particulier a un estimateur A, ¢ la variance E(Ao - ao)2 = o(0) + oo cor-
respondante dépend explicitement du o(0O) défini en (4-4-7'), c'est-a-dire du choix de la fonction
de pondération p qui nous a servi a domner un sens a cette expression (soustraction d'une moyenne

mobile). La valeur numérique de 4, n'en dépend pas.

Or le systime (4-4-11) n'est pas autre chose que le systime (4-2-5) complété par les équations

relatives & £ = 0. Il n'est donc pas absurde d'utiliser le systéime ainsi complété, et d'en dé-

duire une estimation A, du terme constant a, (qui, a stri;tement parler, n'existait pas dans le
cadre des hypothéses du fascicule), L'expression Ao + €§1 Aefe(x) donne une estimation de la
vraie dérive corrigée d'une moyemne mobile, et sa variance est la variance de l'estimation de la
dérive ainsi corrigée. Cette variance n'a gqu'une signification relative (puisqu'elle dépend du
choix de la moyenne mobile). Liais, du fait que 1l'estimateur lui-méme

£

n
B (x) = A + z
£=1

%
ne dépend pas de ce choix, il peut €tre utilisé pour cartographier la dérive, sans que ge posent
de problimes de raccordement entre les différents domaines V1, Vz... de travail. Plus précisément,
a chaque point x on peut affecter un voisinage Vx (translaté de V centré en x), puis l'ensemble
Sx c Vx des points expérimentaux contenus dans Vx . I1 suffit alors de résoudre le systime (4-4-9)
a l'aide des x, € Sx pour former l'estimateur M’(x) de la dérive en x. En choisissant 1l'origine
des coordonnées en ce point x, et avec f‘?O) =0 (€= 1,2,...n) (cas des polynomes), c'est en

fait M*(O) = Ao que l'on estime pour chajque Vx, et cette méthode du voisinage glissant permet de
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cartographier la dérive.

4-4-5 Ie Krigeage.

Ie cas du krigeage va se présenter d'une maniére trés semblable. Pour abréger
les écritures, nous nous limitons au cas du krigeage d'un point x € V (bien que le cas général
puisse se traiter de la méme mani2re). Nous supposons toujours vérifiées les hypothéses du para-

graphe 1. Il s'agit de former un estimateur Z; =28 Za de Zx = 2(x). Considércns l'expression

g = a0 - = 3& - a -
i, -4 =A"12 Zx A Ya Yx + A m, - o,

et prenons l'espérance de son carré :

A 2 _,a,PB - a -3 - B - a - 2
(s, - 2)° =A% Sep 22% g +o, v 2 EGT Y Y ) g m) + E(a m, o)

Compte temu des hypotiidses (4-4-4) et (4-4-4'), nous trouvons

EQCY - Y)0P m, - m) =Ry 0% 28— 26)(aB £° - £9)
a x Tg x s « x 8 x

P e an e an

B m, - m)? = kg (0% 28 -2H(P 25 - )

Donc, ici encore, E(Z; - Zx)2 est indépendant de ng (inconnus) si et seulement si les conditions
dtuniversalité (4-4-6) sont vérifides. iioyemmant ces conditions, on a & nouveau L(Z; - Zx) =0
et :
20,% _ _ 2a 4B - a
D2y = &) = A" A Sag 2 A% o, t oy

en minimisant cette forme quadratique, compte tenu des conditions d'universalité (4-4-6), on re-

trouve le systéme habituel du X.U. pour les dérives fonctionnelles.
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4-5 IE COKRIGEAGE-

Dans certains problémes, on doit étudier et estimer simultanément plusieurs variables
régionalisées. On trouvera dans [3] ou [5] une étude systématique des corégionalisatioms, avec
les deux aspects habituels (méthodes transifcives, ctest-a-dire non probabilistes, et théorie in-
trinséque). Nous nous contentons ici de voir comment se pose le problime du krigeage universel
lorsque 1l'on a simultanément affaire & plusieurs F.A. non stationnaires. Du point de vue concep-
tuel, il n'apparalt aucun élément nouveau, comme on le verra. Toutes les difficultés (qui sont

réelles) proviennent des notations, nécessairement plus complexes. Pour éviter d'avoir a manipuler

trois systémes d'indices, nous utiliserons les notations du cas contimu, ol interviemnent des me-
sures plutdt que des coefficients. Ce sont d'ailleurs les notations les plus générales, valables

aussi bien pour le cas infini que pour le cas fini.

4-5-1 Ies Notations.

Soient zi(x), i=1,2,+..d, 4 fonctions aléatoires (non stationnaires en général)
définies sur l'espace B", Chacune d'elles possdde une dérive mi(x), représentable sur un certain
domaine Vi, par une combinaison linéaire (& coefficients incormus) de fonctions dommées fs(x) s

4= 0,15-..k; . Nous nous limiterons au cas ou ces F.A. admettent des fonctions de covariance, et

b
nous laisserons au lecteur le soin de procéder & l'extension au cas ol certaines d'entre elles n'
adrettraient que des covariogrammes. Outre les covariances (centrées) des 4 F.A. Zi’ il convient

d'introduire les covariances rectangles. Nous poserons
(4‘5‘1) Gij(x’}') = E(zi(x) ZJ(Y)) - mi(x) mj(Y)

Du point de vue théorique, le problime de l'estimation de ces dérives et du krigeage de ces F.A.
lorsque l'on comnaft leurs réelisations sur des ensembles S,,5,...54 (en_général distincts) ne dif-
fire pas des problimes analogues que nous avons déja résolus dans le cas d'une seule F.A. En effet,
a aucun moment nous n'avons utilisé le fait que 1'espace sur leguel était définie cette F.A. unique
était 1l'espace euclidien B , et tous les résultats que nous avons obtenus restent donc valablee
pour une F.A. définie sur un espace abstrait E quelcongue. En particulier, nous pouvons prendre

comme espace de définition l'espace produit

E=R"xD
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de B par 1l'ensemble D = {1,2,...d} des indices. Un élément de E sera un couple (x,i) constitué‘
d'un point x € R et d@'un indice i € D. Nos 4 fonctions aldatoires Zi(x) constituent alors une
F.A. unique sur cet espace produit, et nous la noteroms Z(x,i). De méme, l'ensemble des d dérives
mi(x) constitue une dérive unique m(x,i) sur 1l'espace produit, et cette dérive admet - sur un cer-

tain domaine V de mn x D, défini par la.dormée de D domaines vi -~ une représentation de la forme :
(4~5-2) o(x,1) = aefe(x,i) (z,4) €V

La fonction fe(x,i) sur B> x D s'explicite en 4 fonctions ff(x) sur B® et (x,i) € V désigne 1'en~

semble des couples (x,1i) tels que x ¢ Vi. De méme, au lieu de aij(x,y) nous devrions écrire :
o((x,1)(y,3)) = E[4(x,1) 2(3,3)] - m(x,1) m(y,3])
Pour des raisons de commodité, nous conserverons cependant la notation aij(x.Y).

Comme tous les résultats antérieurs restent valables pour la F.A. Z(x,i), il n'y & pas lieu
de donner de nouvelles démonstrations, mais seulement de retranscrire ces résultats dans le nou-
veau systilme de notations. Il y a lieu, cependant, de prendre garde & la condition d'indépendance
linéaire des £ £ sur S, condition moyennant laguelle seulement sont garanties l'existence et 1l'u-

nicité des solutions de nos systémes d'équations.

Désignons par Si, i € D 1l'ensemble des points expérimentaux eur lequel est connu la réalisa-
tion de la F.A. Zi(x), avec en général Si # Sa. pour i ¥ j. Certains de ces ensembles peuvent &tre
vides si 1l'on n'a aucune information expérimentale sur les F.A. correspondantes. En notation d'es-
pace produit, 1l'ensemble S des points expérimentaux (x,1i) ol 1l'on connait la réalisation de z(x,1i)

est 1l'ensemble :

S={(x,1) : x€R”, i €D, x €8}
des couples (x,i) tels que le point x appartienne a l'ensemble 5;.

La condition d'indépendance linéaire sur S des fonctions fe(z,_g) se formule donc ainsi :

cef[(x,i) = O pour tout i € D et tout x € BR™ tel que x ¢ 5,

entraine ce = 0.
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L'exemple simple suivant montrera combien cette condition est naturelle.

Exemple : Supposons D = }1,2}, autrement dit nous avons affaire a 2 fonctions aléatoires seulement.

Prenons comme dérives fe(x,i) k1 + k2 fonctions vérifiant

' X
(e1(x,2) = vuue = £ Y(x,2) =

(4-5-3) .
k +1 k +k

4 1 (x51) = e0ea =12 1 2(2,1) =

Ces relations décrivent une situation ol les deux dérives m1(x) et mz(x) sont algébriquement indé-

pendantes. Les k1 premi2res fonctions, nulles sur V2 » servent uniguement & représenter sur Tl'1 la
dérive m,(x) de la premidre F.A., et les fonctions suivantes, mulles sur V., représentent sur
1 1

V., la dérive mz(x) de la seconde F.A.

2
Supposons que 82 soit vide, donc que nous ne disposions d'aucune information expérimentale
sur 2 (x). Comme les dérives m, (x) et , (x) sont, par hypothdses, algébrigquement indépendantes, il
est clair que la comnaissance de Z, (x) sur S, me nous apportera aucune espice de renseignement sur
la dérive m (x) de la seconde F.A. De fait, les fonctions f (x,i) ne sont pas linéairement indépen-

dantes sur S. En effet, comme S, est vide, S se réduit a (s, }ox {11, c'est-a-d:.re & l'ensemble
(x,i) des couples tels que i = 1 et x € S‘l . Or, précisément, on a £ (x,1) identiquement nulle pour

é> kl’ et par suite ces fonctions ne sont pas linéairement indépendantes sur s1.

Passons maintenant & l'écriture des systémes eux-mémes. On prendra bien garde que la nota-

tion :

v (y,3) € 8

signifie précisément : quel que soit l'indice j € D et quel que soit le point y € B" tel que y € SJ..

4-5-2 Lstimation optimale de la dérive.

Proposons-nous de former 1l'estimateur optimal m’(xo,io) de la dérive de la F.A.
Z; (x) au point x,, c'est-a-dire, en notation d'espace produit, l'estimateur optimal de la dérive

m(xo,io) au point (xo,io) € B x D. Cet estimateur doit &tre linéaire relativement aux Z(x,i) ,
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(x,1) € S. I1 sera donc de la forme :

w(xg01,) = B f aHax) z,(x)
55

avec d mesures ).i & supports respectivement contenus dans les Si « La transposition du systeme

(4-2-3) donne alors :

z iximx) oy (0) = up 253,0) v 1) s
i
(4-5-4) 2;‘, l At(ax) fe(x,i) = fe(xo,io)
i

p2(m"(x,,1)) = p.&fe(xo,io)

De méme, en délinéarisant le systéme (4~5-4), on obtient les estimateurs A ¢ optimaux des coeffi~ -
cients ay de la dérive & 1'aide d'une famille de mesures bz(dx) a supports, respectivement, dans

Si, soit

i
by = T fxe(ax) 2,(x)

Sy

en réeolvant le systime que 1l'on obtient en transposant (4~-2-6), soit :

? ikz(dx) Cij(xvY) = Byg fs(Y9j) v (y,J) es
1
(4-5-5) z f al(ax) £5(x,4) = 8° .
1 5 ¢ e

p€s = COV (Ae 14 AS)

4-5-3__le Cokrigeage ponctuel.

En toute généralité, on pourrait former les équations relatives 2 l'estimation

d‘'une grandeur de la forme :

Z, = 2 fpi(ax) 2y (x)
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avec des mesures pi quelcongues (dont les supports seraient contenus respectivement dans les Vi).
MNais nous avons déja observé que les seconds membres de nos systémes d'équations dépendent liné-
airement de ces mesures pi(dx). Il suffit donc de savoir former l'estimateur Z’(x, i) du krigeage
relatif au point (x,i) € R xD pour en déduire l'estimateur Z: du krigeage de Zo selon la rela~

tion :

2 -2 in(ax) 2" (x,1)

o)

Nous nous limiterons donc & éerire les systimes d'éguation pour le krigeage ponctuel.

Soit donc & estimer 2, (x ), c'est-a-dire la valeur de la F.A. au point (x,l) de l'espace
produit. &a transposition du systéme (4-3-1) montre alors que l'estimateur optimal universel est
de la forme :

* i
Zio(xo) =§ j)\ (dx) Zi(x)

55

avec des mesures ki a support dems S, vérifiant :

i ; 14 .
? i.x (ax) o ,(x,¥) = °31°(Y”'o) + (i) v (y,3) €58
1
(4-5-6) £ | aten than = 2hx1)
i si
2 o2 = oioio(xo,xo) ) fg(xo.io) -z Jx a(x) oy (%)
i

On notera que le théordme d'additivité s'appligque sans changement au cas du cokrigeage, mais il

n'est pas utile ici d'expliciter les relations correspondantes.

4~6 IFES INDETERNINATIONS DU VARIOGRAMZE SQUS-JACENT.

4-6-~1 Position du probléme.

Nous allons maintenant aborder le probléme difficile (mais evidemment capital
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pour les applications) que pose l'estimation du variogramme y(x,y) d'une F.A. non stationnaire
2(x) admettant une dérive m(x). Ce variogramme est le variogramme des résidus vrais Z(x)-m(x) ,
et la présence de la dérive m(x) ne permet pas de 1'estimer directement a partir du variogramme
expérimental brut ou du variogramme des résidus estimés z(x)-m'(x) (voir paragraphe 4~2~4). Pour
exprimer le fait que ce "vrai® variogramme est masqué (de manidre partiellement irrémédiable,
comme nous le verrons) nous dirons qu'il s'agit du variogramme sous-jacent, et le problime crucial
qui se pose ici est celul de 1'identification du variogramme sous~jacent & partir d'une r éalisation
unique. Nous ne pouvons pas aborder ici dans toute leur ampleur les problimes trés délicats de
statistique mathématique concernant la possibilité d'une telle opération. Il conviendrait, en par-
ticulier, d'examiner avec précision le type d'hypothdse de quasi-stationnarité qu'il est nécessai-
re de faire au sujet des résidus vrais Z(x)-m(x) pour qu*il soit effectivement possible de recons-

tituer ce qu'il est théoriquement possible d'estimer concernant ce variogramme sous-jacent,

C'est qu'en effet, nous allons voir que le problime est théoriquement indéterminé : en met-

tant les choses au mieux, c'est-a-dire en supposant que l'on connaisse les espérances des estima-

teurs qu'on a le droit d'utiliser (les estimateurs universels) et non pas seulement les valeurs

expérimentales correspondantes calculées sur plusieurs morceaux d'une réalisation unique, il appa-

ralt en effet que la reconstitution du variograemme sous-jacent reste entachée d'une indétermina-

tion fondamentale, de nature algébrique, et c'est essentiellement & 1' étude algébrique précise

de cette indétermination que nous allons consacrer ce dernier paragraphe.

Notons d'ailleurs qu'il s'agit li d'un problime absolument général, que l'on rencontre dés
les applications les plus banales de la statistique classique (voir Ex. 16). ILes statisticiens
éludentle probléme de cette indétermination fondamentale en introduisant des hypothdses supplémen-
taires en général extrémement fortes (par exemple, 1'indépendance des différentes V.A. dont on
connalt une réalisation). Ici encore, il serait utile d'examiner jusqu'a quel point il est possi-
ble d'affaiblir ces conditions trop fortes sans que le problime cesse d'8tre soluble. Pour des
raisons d'ordre physique, on peut penser qu'une hypothése de quasi stationnarité devrait convenir.
Nous nous contenterons de vérifier qu'il est, en effet, possible de réduire considérablement cette
indétermination en choisissant parmi tous les variogrammes sous~jacents compatibles avec les don-
nées, celui qui est "le plus stationnaire" possible (au sens, par exemple, des moindres carrés).

(cf. Ex. 17).

I1 apparaltra, d'autre part, une circonstance remarquable, et trés rassurante sur le plan

méthodologique : cette indétermination fondamentale affectera uniguement les variances de nos es-
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timateurs optimaux, mais non ces estimateurs eux-mémes. Autrement dit, tous les variogrammes sous-—

———

jacents théoriguement poasibles conduisent sux mémes estimateurs optimaux pour la dérive comme
pour le krigesge, et ces estimateurs ne dépendent en aucune fagon des hypothdses supplémentaires
de nature physigue que 1'on peut introduire pour lever ces indéterminations (par contre, la varian-

ce que l'on attribuera & ces estimateurs en dépendra).

On rapprochera ce résultat de la conclusion analogue concernant le terme constant a, de la
dérive, conclusion a laguelle l'interprétation de la dérive par une F.A. tris régulidre nous a
permis d'aboutir dans de paragraphe 4-4-4. Ici encore, la théorie des dérives aléatoires nous per-
met de prévoir & 1'aevance le type d'indétermination que nous allons rencontrer. C'est ce que nous
allons voir maintenant, avant de passer dans les paragraphes suivants, & 1'étude proprement algé-

brique du probléme.

Soit, en effet, 2(x) une F.A. admettant une dérive fonctionnelle du type aefe(x) et une cova-

riance o(x,y), et soit aussi m(x) une fonction aléatoire trés régulitre dont la covariance K(x,y)

admet, sur le domaine V de travail, une bonne représentation approchée de la forme
Z s
K(x,¥) = Kgg £7(x) £7(y)

Ia fonction aléatoire

2'(x) = 2(x) + n(x)
admet la covariance sous-jacente
(4-6-1) C e'(xm,y) = o(xy) + Ky, £lx 2y
(en supposant m(x) et Y(x) indépenjantes) et la dérive :
azfe(X) + n(x) = (ag + by) ££(x)

avec ap déterminé mais inconnu, tandis que les by sont des V.A. (dont la matrice de covariamce

est, justement, Kés).

Or, lorsque l'on dispose d'une réalisation unigue de la fonction aléatoire, seules ont un

sens expérimental les réalisations correspondantes dea V.4, by, qui sont de simples nombres.
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hais, du point de vue épistémologique, il serait illusoire de croire que l'on gagne réellement de
1'information en décidant 4d'interpréter une valeur numérique donnée comme une réalisation d'une
V.A. dont on ignore la loi. Dés lors que les Kgs sont inaccessibles expérimentalement (et nous a-
vons vu que c'est le cas général) les deux paramdtres a, et bp ne sont pas réellement séparables.
Nous pouvons aussi bien décider d'interp;-eter les be comme des nombres : gu lieu de o'(x,y), notre
F.A. Z'(x) admet alors la mlme covariance o(x,y) que Z(x). Rien donc, & partir d'une réalisation
unique de 2'(x), ne doit permettre de choisir entre ces deux covariances. L'indétermination algé-
brique, en ce qui concerne la reconstitution de la covariance sous-jacente, sera donc au moins (et

nous verrons qu'elle est en fait exactiement) celle qu'exprime la relation (4~6-1).

liais en contre-partie - circonstance rassurante - la théorie des dérives aléatoires exposées
au paragraphe 4-4 montre que les équations des estimateurs optimaux sont les mémes pour les déri-
ves aléatoires et les dérives fonctionnelles. Par conséquent, nous devons nous attendre, et nous
ellons le vérifier, & ce que 1l'indétermination fondamentale (4-6-1) ne se répercute pas sur les

estimateurs optimaux eux~mémes (mais seulement sur les variances que nous leur attribuerons).

Passons maintenant & 1'étude algébrique du probl2me, en nous limitant pour simplifier, au cas

ou il existe une covariance o(x,y) et ol l'ensemble S des données expérimentales est fini.

4-6-2 les estimateurs quadratiques universels.

Dans le cadre d'une théorie d'ordre 2 (c'est-a~dire ol 1'on cherche & estimer la
covariance, sans rien connaltre a priori sur la loi spatiale de la F.A.) les seuls estimateurs que

1'on puisse utiliser pour estimer cette covariance sont des estimateurs quadratiques, du type
" =e®z 2
a' B

Nous dirons qu'un estimateur quadratique Q' est universel si son espérance mathématique ne dépend

pas des coefficients ap de la dérive m(x) = aefg(x). De 3

E(Q") = Q% 9 * 8¢ 8 Q™ fﬁ f;

résulte alors qu'un estimateur quadratique Q* est universel si et seulement si il vérifie la con-
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dition :

(4-6-2) ® 283 - o

a P
Iorsque les coefficients 8y de la dérive sont inconnus, ces estimateurs universels sont les seuls
utilisables pour 1'inférence statistique de la fonction de covariance., Il résulte de cette remar-

que que le maximum d'information gu'il soit théoriquement possible d'obtenir concernant la matrice

des covariances sous-jacentes est contenu dans l'ensemble des valeurs numérijues EQ"), g* dé-

%ap

crivant la classe des estimateurs quadratiques universels, donc dans 1l'ensemble des QC‘B caB pour

les matrices Q% vérifiant (4-6-2).

Pour caractériser la classe des estimateurs quadratiques universels, quelques considérations
algébriques préliminaires sont nécessaires. Soit N le nombre des points expérimentaux x, € S, k
celui des fonctions fe (= 1,2,...k) supposées linéairement indépendantes sur S. Nous pouvons
trouver N-k autres fonctions f (u = k+1,...N) telles que les N vecteurs = (f‘iz) y 1= 1,2...K
constituent une base de 1l’espace B‘ , €t nous pouvons associer & cette base la base duale cons-
tituée de N co-vecteurs Ay = (Ag) vérifiant les conditions :

(4-6-3) Ag 23 = 83

a i _ pa
a i,xifp-é

B

(autrement dit, les matrices )\g et f: sont inverses l'une de l'autre). Yarmi ces co-vecteurs Ay 0

i=1,2,N, les k premiers, soit *e , £ = 1,2,...k vérifient la condition d'universalité :
a oS _ 28
(4-6-4) Ap fa = 62
Autrement dit, quelle que soit la matrice %p* l'estimateur

(4-6-4") Ay = AR 3,

vérifie E(Az) =2, quels que soient les a{ inconnus : c'est un estimateur universel (mais non

optimal en général).

On posera :

m’=A fe
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et m: sera un estimateur universel (non optimal) de la valeur de la dérive en Ies N~k autres

vecteurs "1’ soient xu sy W= ktl,...N constituent une base de 1'orthogonal des fe. Ils vérifient :

S

le sous-espace engendré par les A, est done indépendant du choix des fonctions ™ » puisqu'il est
identique & 1l'orthogonal des fe. Posons alors @

AT T,

Ces variables aléatoires vérifient E(Au) = 0 quels que goient les coefficients 8g . Conn 1l1s ma-
trice Ag est réguliére, nous pouvons effectuer un changement de variables, et remplacer les za par

les s

Ai=;\§ 2, (i=1,2,...K)

Tout estimateur quadratique Q' est alors de la forme :

*

Q" = Q¥ 4y 4
Calculons E(Q'). Comme E(A.u) =0 (u= k+1,...N) quels que soient les ap , il vient :
E(Q") = oY cov (a4 Aj) + Qes 8, 8

Par conséquent, Q' est un estimateur quadratique universel si et seulement si on a Qea =0 (68
= 1,2,+..k). Ainsi, toute 1'information qu'il est théorigquement possible de reconstituer en ce qui

concerne la matrice des covariances se trouve contenue dans la matrice (N-k) x N suivante :

(4-6-10) §,4 = Cov (1\‘ Ai) (U= k+1,0..N 5 1= 1,25000N)

4-6-3 Porme générale des matrices de covariance asdmissible.

Posons-nous maintenant le probléme inverse : supposons connue toute 1'information.
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qu'il est théorigquement possible de reconstituer, c'est-a-dire les K(¥-X) quantités sui de la
relation (4-6-10). Ia matrice :

= s s = a B
Sij Cov (L_L AJ) Ay )\J %4p

est inversible, et on a donc théoriquement :
-6 =8;,. f fj
(4~6-11) Ses = Sij 8

Dans cette écriture, les Sp = Cov (Ae As) (ys = 1,2,...k) repréaentent la partie inaccessible
de la covariance. Nous pouvons donc écrire :

-
(4-6-12) oes = Cap *+ S 28 25

le premier terme représente la partie comneissable de la matrice de covariance o B’ tandis que la

forme guadratique Sp ff fz représente la partie indéterminée. Or, on a :

_ t ' g 8 _ » *
= A} VA 18 Cov (2, Zg,) = E(m, mg) - m, mg

St 15 5 .

B
et par suite aussi, d'aprds (4-6-12) :

c

of aas+mamB-E(m:m;)

cl'est-a-dire :

\ L
L(Za Za -m,

(4-6-13) Cag mg)

Telle est la partie connaissable de la covariance . Toute matrice de la forme :

(4-6-14) Teg = Cup + Doy ff fg

ou Dgs est une matrice symétrique arbitraire est tout aussi admissible (pourvu qu'elle soit de

type positif) que la "vraie" covariance aaﬁ' Ces covariances admissibles se déduisent les unes
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des autres.selon la relation suivante, ou Tfs est une matrice symétrigque arditraire :

(4-6-15) ' Tap = g * Tog fef;

a

4-6-4 Conséquences pour les estimateurs optimaux.

Considérons, par exemple, ‘le systéme d'équations de l'estimation optimale de la

dérive écrit en prenant comme covariance Ta.B la solution générale (4-6--15) :

o~

7‘2 Tag = :!s f:

(:st=62

La condition d'universalité ne fait pas intervenir Taﬁ et ne dépend donc pas de 1la matrice indé-

terminde. La premiére relation se met sous la forme équivalente :

~ ~

~ L sl
AE °¢ﬁ=“€sf2-Te's' fg fB )\Z

soit, en tenant compte de la condition d'universalité :

)‘% % = (;Zs - Tgg) fi
(4-6-19)

B o8 _ .8

)‘2 .-‘.”13 = ée

Or ce systime est identique au systime (4-2-6) écrit avec la "vraie" covariance sous-jacente in-

connue, & condition de prendre :
(4-6-20) Bl = ;Fa - Ty,

Par conséquent les indéterminations de la covariance sous-jacente ne se répercutent pas sur 1l'es-

timation optimale de la dérive. Par contre, d'apr2s(4~6-20) elles affectent la matrice des cova-

riances des estimateurs optimeux, qui reste théoriquement entidrement indéterminde.
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Iorsqu’il n'existe pas de covariance caﬂ mais seulement un variogramme, l'espérance

g = m: n.) n'existe pas en général. On devra remplacer l'expression (4-6-17) par 1'expres-

sion analogue construite a partir des accroissements de la F.A. et de sa dérive estimée, soit

E(Za 2

* * * »*
Yop =3 E[(Za-ZB)z - (m- mﬂ)z] + 302 (n - mg)
dont le premier terme représente la partie accessible du variogramme sous-jacent, et le second la

partie inaccessible.

On trouvera dans 1l'Exercice 17 quelques indications sur la maniére dont ume hypothése physi-
quement plausible comme la stationnarité locale permet de lever pour l'essentiel ces indétermina-
tions (on notera que le terme o(o) = a2 représentant la variance a priori reste, en principe, in-

accessible).

4-7 EXERCICES SUR LE CHAPITRE 4.

4-7-1 Exercices sur les Dérives.

Excrcice 1 (Variogramme lindaire, cas continu) -

a/ Soit, sur la droite, f(x) une fonction admettant une dérivée seconde continue.

Wontrer (en effectuant une intégration par partie) que l'on a pour -R < y < R :

R
J |z-y| £"(x) dx = 2 £(y) - £(R) - £(-R) + R(£'(R)-2'(-R)) - y[£'(R)+£'(-R)]
-R

En désignant par 6R et 6-R les mesures de Dirac placées en R et en -R respectivement,

montrer, toujours pour -R <y <R

R
5o+8 6.~
j BB jxyl=r , an Blayl ==y J lx-y| dx = y% + B?
=R

b/ Soit, sur la droite, une F.A. admettant la variogramme y(x,¥) = |x-y| et une d¢-
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2 .
rive quadratique a&,x+a, x° (définie & une constante prés a ) & coefficients incon-
mus. On suppose la réalisation conmue sur (-R, R). liontrer que la solution du systime

(4-2-11) complété pour la valeur O de 1'indice € conduit sux estimateurs :

1 3
Ao=%7"7(za+z-n) v by =3g (25125, A2=z%é(zn*z-n)'§2' z

R
Z-4 ‘{ 2(x) 4x) avee D%(a) = L , 0¥(ay) = Z§3 » Cov (A 4,) = 0
R
[Bemarquer, d'apr2s &/ , que AZ =j Ae(dx) 2(x) avec une mesure Ap qui est une combi-
-R

5.+8 )
naison linéaire des mesures R2 =R ’ —82—'R et dx, et utiliser les relatipns d'uni-
versalité pour déterminer les coefficients de ces combinaisons. Pour déterminer les
variances, identifier les paramétres de Lagrange dans les premidre relation (4-2-11).

B=-h
¢/ (Vaeriogramme des résidus) - Montrer gue 1’(11) = 'Ll—h J’ -;- [Z(x-l-h)-m“'(x'»h)-z(x)@-m"(x)]2

a, dans les conditions ci-dessus, l'espérance

»* 2 4 3 4
mY@H=h-%+%%-%%

[Utiliser la relation (4-2-15). le graphe est une courbe assez aplatie. La pente &
1l'origine n'est pas altérée, mais d&s que h n'est pas trés petit le biais est énorme.
Pour h = 2 R, cette espérance s'annule. Remarquer qu'un expérimentateur risque de con-

clure & l'indépendance des résidus].
Exercice 2 - Dans les mémes conditions gue dans Ex. 1, on suppose que la F.A. admet seulement une
dérive linéaire. hLiontrer que l'estimation Ay + A1x représente le droite joignant les

deux points extrémes ZR et Z-R » €t que le variogramme des résidus a pour espérance

2
EG"(m) =n - &
G @) po

Exercice 3 - (Influence 4'un effet de pépite) - Soit, sur la droite, une F.A.I. admettant une dé-

rive linéaire et le variogramme y(h) = |h| - C & (effet de pépite représenté par un

dirac). uwontrer que la solution du systime (4-2-11) complété pour <€ = 0 conduit aux



201

estimateurs :

R R
A = bo-[ chax Z{x) dx , A = b1.j shax Z(x) déx
=R

2 N
_ a _ a 2 _ _ 2
(b =75he® * %~ TeRchamsbam ) D(A4)=2D chaRk a=TVg
(utiliser Ex. 7, Ch. 3 pour montrer que les mesures xo et )\1 sont du type bo chax dx

et b1 shax dx, identifier b° et ‘::1 par les conditions d'universalité et pyq PET la

premiére relation (4-2-11).

Exercice 4 (Variogremme linéaire, cas discret) - Soit Z(x) la méme F.A. que dans 1l'exercice |1 (dé-

rive quadratique et variogramme linéaire) dont la réalisation est connue aux n+1 points
x; =1 h, i=0,1,+e.n, On posera L = nh.
n

n+1
, la mesure §; - &, et v, la mesure i§0 85y - =5 (6;-6,). Montrer que

a/ Soient v

ces mesures vérifient pour j = O,t,...n
fv1(dx) |x-jh| = (n-2j) b , J’vz(dx) jx-jn| = - j(n~j) n

b/ En déduire les estimateurs optimaux de a, et a, @

2
2 -2 Z +2
_“n"% 6 - o “n
A== *TnE G-z
T = i
2 +2 (Z = n+1 z:zi)
6 = o “n
by=-m—— Z-—7)
1< n(n-1)
et la matrice de covariance :
U - P S S VUt S |
= . = = =
11 n(n2_1) h 12 21 1,12_1 h2 22 n(n®-1) h3

(déduire de a/ que les mesures Aq et A, sont des combin.isons linéaires de v, et v, ;
déterminer les coefficients par les conditions d'universalité ; identifier les A

sur le second membre de 1'équation d'optimalité)-

1
¢/ Comparer avec Exercice 1,b/ - Pour cela, déterminer les estimateurs A; N A1 et A;
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du cas continu lorsque la réalisation est connue sur (0,L).

[Poser L = 2R, placer l'origine des coordonnées en -R et utiliser 1'inveriance tenso-

2 1 A ]
- AR+ A RS A=A -2 50 A -.A.2].

1]
rielle, d'ou Ao = A 1 y 2

<]

Exercice 5 (Covariance exponentielle, cas continu) -

a/ liontrer que, sur la droite, les mesures :

1+aR
2a

= &8 1 . = &
vo(dx) =3 dx + 3 (6R+6__R) ; v1(dx) =35x dx +

(85=6_g)

vérifient les équations intégrales : (-R < y < R)

R R
J vo(ax) eelxyl _ | . f v, (ax) e-elxyl _ y
-R -R

b/ Soit sur la droite une F.A. admettant une dérive lindaire et la covariance e—alx-y]
dont on connalt la réalisation sur 1'intervalle (-R,R). iontrer que les estimateurs

optimaux vérifient :

2.+2
aRk T . 1 R “=R

Ay = Tvanm T+ak 2
R
a a +aR
A = — [—fo(x)dx+J—(—Z_)]
VT Ran 128D L2 2a ‘R i-r
P | _ _ _ a
Moo = TvaR * M10 = Boy = ©

u -
T P11 R(1eam+ % a2 r9)

Exercice 6 (Cas des grandes mailles) -

a/ les notations sont celles de 1'Ex. 10 du Ch. 3 et des Ex. 13 & 15 du Ch. 2. On se
donne, dans IR2, une F.A. dont la covariance K(x-y) admet une portée petite, et N poind
expérimentaux xa, a= 1,2,...N dont les distances mutuelles sont supérieures a la por-
tée. On suppose qu'il existe une dérive de la forme aef!(x), £=1,...x . iontrer que
les estimateurs optimaux A, sont identigques & ceux que domne la méthode des moindres
carrés. Former leurs expressions et calculer la matrice des covariances ngg €n fone-

tion de la matrice
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n
Tgs = £2£° et de son inverse S¢
a=1 a a s
_ a _ s
(ugg = C S » *p=54 fa)

b/ Calculer l'espérance mathématique de 1l'expression

@2
E(za- Aefa)

Nl

[Profiter de la relation, & 1'optimum, entre terme rectangle et terme guadratique. Il

vient I = (1 - ﬁk) cl.

Exercice 7 (Dérive linéaire sur la circonférence d'un cercle) -

a/ Soit, dans [R2, une F.A. dont la covariance C(r) ne dépend que de r = |x-y|. On sup-
pose connue la réalisation sur la circonférence du cercle de centre 0 et de rayon R.
ontrer que s'il y a une dérive quadratique le systime donnent les estimations optimales
n'est pas régulier [les fe ne sont pas linéairement indépendantes sur S, & cause de

x2 + y2 = B2,

b/ On suppose que la F.A. précédente admet une dérive linéaire a  + 8, X + 8, J. Former
les estimateurs optimaux Ao’ A1 et A2, montrer qu'ils ne dépendent pas de la covariance

C(r) et coIncident avec ceux de la méthode des moindres carrés.

[Sur la circonférence, la dérive est a  + e, R cos 6 + a, R sin @ ; la covariance se
développe en série de Fourier C(2R |sin %' =z bp cos (6-8') avec des bp tous dif-
férents de 0 si C(r) est de type positif strict. les fonctions 1, sin @ et cos 8 sont

alors fonctions propres pour le noyau C(6-6'). On en déduira

2x 2r 2n
A:LJz(g)de, A1='Jl§fz(e)cosede, A2=;%fz(e)smede
(" o () .

o'

Ia matrice des covariances dépend, seule, de C(r) = Boo = bo v Byq = Bgp = —% , termes

R
rectangles nuls].
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4-7-2 Krigeage et cokrigeage.

Exercice 8 - Dans les conditions de 1'Ex. 1, kriger le point X, = R + h (appliquer le théorime
d'additivité et exercice 6, a/ du Ch. 3 ; l'estimateur est ZU(xo) = 2p + A, h +
A, h(2 R + b) avee 1la variance

rapidement croissante avec h : l'extrapolation n'est P&s possible trés loin).

Exercice 9 - Dans les conditions de 1'Exercice 4, kriger lepoint x, =ih+e¢h (0ses1),
Exercice 9 o

O<cil<cn.

(appliquer le théoreme d'additivité, et l'Exercice 6, b/ du Ch. 3. On trouve

2
* _ 2 2 _ 6 €2§1-52
2 (x,) =€ 2;,,+ (1-e)%; - 4, b e(1-€) , o= 2 s<1-e)h + 2e1) p)

Exercice {0 - Dans les conditions de 1'Exercice 5, kriger X, = R + b . (appliquer théorime d'addi-
tivité et Ex. 4 du Ch. 3).

Exercice 11 (Cas des grandes mailles) — Di.ns les conditions de 1'Exercice 6, on veut estimer un
domaine V grand vis-a-vis de la portée. On suppose que parmi les N = n + n' points
X, » n sont intérieurs 4 V et n' extérieurs, et qu'ils sont tous situds & une dis~
tance de la frontidre de V supérieure a la portée. Pormer 1'estimateur optimal de V

en présence d'une dérive aefe(x) et calculer la variance associde.

(appligquer le théoréme d'additivité et 1l'exercice 10 du Ch. 3. Pour éviter les confu-

sions de notation on désignera rar B le terme A1 de cet exercice. En posant

1
A== R n é% s Al = S S < T é%
n+n' n+n' n+n' n+n'

en désignant par i et j' les &chantillons intérieﬁrs et extérieurs respectivement,

l'estimateur est :

- = - I _ .l
Zu-)\iz=)1 (zi Aefi)+)\j'§1 (ZJ., fj, A‘e)



205

avec la variance

2 s {s 3 . 4 s . s
og + wgg B 4 H =(’“Eifi+" Zj:' fj,) (A%fi:f)\ }j:' fj.)

Exercice 12 (Interpolateur polynomial) - Soit n points Xys XppeeeXy SUT la droite. le polynome de
degré n-1 tel que P(xi) = Z; est 3

(x-x,) (x-xz) caelx-xy_, ){x-x

)000(x-xn)

i+

P(x) =2

1 (xgmx ) (xym=x5) e o (xymxy_ ) (x5-x5

)es .(xi-xn) i

Former l'expression de 1'interpolateur cubigue associé aux quatre points

——2 =—-a- =-§ = & 2 3-_-
X, = =58 X 30 X3 =351 X, 32,aoitb°+b1x+b2x +b3x P(x)
Intégrer de -%‘a +-3- . llontrer :
a/2
2, +2 Z,+2
1 = L 2 _13 23 _ 1 14
aj P(x) dx = b, + 75 b, 8" =93 —7 12 T2

[(NI[J

Comparer avec l'Exercice 1 du Ch. 3 pour le poids négatif des données externmes.

Exercice 13 (Cokrigeage en présence d'une erreur non systématique) - Soit 2 (x) une F.A., C(x,¥)

sa covariance, aef‘q(x) sa dérive avec des 8, inconnus. Soit e(x) une autre F.A. d'es-
pérance nulle, de covariance Ce(x,y), indépendante de 2 . On pose Z1(x) = Zo(x) +

+ e(x).

a/ Montrer Coo = Co1 = Co=¢C et C,, = C+C .

b/ On suppose connue la réalisation de 2, sur S, (S, est vide). Montrer que les es- .

timateurs optimaux A

¢ = Ae(dx) z1(x) s'obtiennent en résolvant le systime :
S

fke(dx) [e(x,y) + € (x.¥)] = ug, £°(3) (y €8))

s1

8 s
J' Ae(dx) b4 (x) = 66
5
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(identique & celui gue 1'on formeraii pour estimer la dérive de 21).

¢/ Kriger zo(xo) en un point x (appartenant, ou non, & S1) : montrer que z:(xo) =

j A(ax) 21(x) avec .
5

Jk(dx) [¢(zx,y) + ée(x.y)] = C(xy) + u&fe(y) (y €8)

%

f aax) £lx) = ¢

5

[(xo)

(Ce systime n'est pas identique a celui du krigeage de 21(x°) s en particulier, z'(xo)

n'est pas un interpolateur exact pour Z1(x)).

Ecrire de méme le systime du krigeage de z1(x°), (=, £ 31) et comparer les deux varian-
ces dems 1l'hypothése ou Ce est un effet de pépite (1l'estimation de Zo(xo) est meilleu-

re que celle de Z, (xo).

Exercice 14 (Cokrigeage en présence d'une erreur systématigue) - Soit Z (x) une F.A. stationnaire,
C(h) sa covariance (connue), m, son espérance inconnue, Soit e(x) une autre F.A. sta-

tionnaire, ce(h) sa covariance et €, son espérance (inconnue). e(x) est indépendante
de 2 (x). On pose Z1(x) = 2,(x) + e(x).

a/ Montrer coo = cm = 010 = C ; C11 =C+ ce . Pour représenter les dérives, intro-

duire les deux fonctions £ (x,i) définies par :

£%°(x,0) = 1, £%(x,1) = 0, £}(x,0) = 0, £'(x,1)

[}
-

La dérive m(x,1) de 2(x,i) est a, £%(x,1) + 8 f‘(x.i), avec 8, = m, 8, = m, = m, +
+E, . Montrer que la condition d'indépendance linéaire n'est réalisée que si les
ensembles S° et S1 sont tous deux non vides (si S° est vide, il n'y & aucun espoir de

séparer, dans m,, la part de l'erreur systémetique € et de la vrale espérance mo).

b/ Former les équations des estimateurs optimaux A, = fkg(dx) zo(x) +
S
)

f Ad(ax) z,(x) et A, = f AS(dx) z.(x) + f A)(ax) z,(ax).

s1 (<] S1

les conditions d'universalité sont f kg.‘(dx) = 5% , celles d'optimalité :
5
5
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jkz c(x,y) + fx; Clx,¥) = pg, (y €8)
s
o 1
fk°0(xy)+j>~1[C(xy)+c(xy)]=u (y € 8,)
e “\% - ’ e\ X 12 1
So - 8y

c/ Kriger zo(xo) en un point x, gs,-

(Universalité : f).o(dx) =1, fA1(dx) = 0 ; optimalité :

[} 1
f)\o(dx) c(x,y) + J’W(d’:) c(x,y) = C(xo,y) + By (y € So)
S
[¢] 1
fxo(dx) ¢(x,y) + fh1(dx) [C{x,y) + € (x,3)] = C(x,,7) + n, (y €8))
so 1

Exercice 15 (Cas de simplification du cokrigeage) -

a/ Si S, =8,=...=83=38 (les réalisations des Zi(x) étant connues sur le méme

ensemble S) et si les d dérives m;(x) s'espriment & 1'aide des mémes fonctions fe(;)

et sont linéairement indépendantes, il y a intéré€t & changer les notations et & poser
mi(x) =8y, t‘e(x) avec une matrice a,, inconnue. En désignant par aij(x,y) les co-
. _ sy la
variances rectangles, par Aie = )'13 Z;.l ;
i,j = 1,2...d, €= Oy1...k)1'estimateur optimal de ap , par Zi(xo) = Ag“ zja le kri-

« (notation du cas fini S = {xa y @ = 1,2...N},

geage de x, £ S, former les systimes d'équations des )\i‘z et des Aia .

(On trouve respectivement :

A8 Oygripa = H1yesle T (bygige = OOV Ayp Ajyp)

%‘xj“ 25 = 8 £9(x )

JB - 3
MT O %50ee T Pigrie Ta )

3 L]
b/ Soit BJI. une matrice d x 4 régulidre, et B 3‘ son inverse. On considére les fonc-

tions aléatoires Z; = Bi Zj déduites des précédentes par la matrice Bg . Montrer
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que les coefficients xi“& et hia des estimateurs optimaux précédents varient sui-

- vant une loi une fois covariante et une fois contravariante, tandis que les paramé-

®
tres de Lagrange se modifient de manidre covariante ( c¢'est-a-dire Bij» = =

i! j' . Ii' _ lil J‘ i
By BJ Biege,= 3 A g =B BY, AL ).

e/ Soient zi(x) d F.A. comme ci-dessus, indépendantes, admettant toutes la méme fonc-

tion de covariesnce ¢(x,y). iiontrer que ajj';pu = 0 ou aBa selon que j # j' ou j = §' .
En déduire que les estimateurs optimaux de la dérive et du krigeage pour la F.A. Zi(x)
ne font pas intervenir les autres F.A. ZJ, jJ# 4, soit :
Ap =1% 2 Zn(x) = A% z
i€ T e 44 iv%e’ = i

ia 3

avec des coefficients (indépendants de 1) vérifiant

( ,a L8 _ ;8 ( S _ L8
Ag T, =8, A* 2] = £7(x,)
et
s
hg %g =p.esfa AP %9 = bBg fz

d/ Soient Z;_(x) des F.A. définies comme en a/ telles que aij(x,y) = Kij o(x,y) avec
une matrice strictement positive Kij et une fonction de covariance o(x,y). iontrer
que l'on peut trouver d fonctions alédatoires Zi(x) ind épendantes comme en ¢/ et ad-
mettant la méme fonction de covariance o(x,y), telles que Z;(x) = Bi Zj(x) avec une
matrice Bg_ vérifiant :

i

- b ogd!
140 ‘ZJ.; Bj B

(diagonaliser la matrice Kij).

En déduire que les coefficients des estimateurs optimaux sont les mémes qu'au para-

graphe ¢/, donc que l'on estime la dérive ou le krigeage de l'une de ces F.A. comme

81 elle était seule. (B'i' B?]' éj = ;‘: )

(appliquer la loi de variation des coefficients démontrée en b/ : dans les applica-

tions, ce cas ol toutes les covariances rectangles sont proportionnelles & une méme

covariance fixe est particulilrement intéressant, en raison des simplifications énor-

mes qui se produisent alors).
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4-7-3 Jes indéterminations de la covariance sous—jacente.

Exercice {6 (n variables gaussiennes correlées) - Soient 11, 12,...% n variables gaussiennes ad-
mettant la méme eapérance m, la méme variance 02 et telles gque les xl,xj aient, deux

a deux, le méme coefficient de corrélation Pig= P (i# 3.

a/ Montrer que la matrice des covariances est o045 = [(1-p) éij + p] o2 , et admet
comme inverse 3

-t )

1
B,, = 5
1 z (g 1+ (m=1)p

(1-p)o

Calculer le déterminant de o, (6®® (1-p)™! (14(n-1)p) . En déduire que la densité
1(11,...xn) de ces variables vérifie :

- 2l0gf=nlog 2t + 1 log a2 + (n-1) log (1=p) + [1 + (n=-1)p]

zZ B, (x;-m) (x,-m)
+i,J yy (x4=m) (x4-m

{On remarquera que les valeurs propres de °ij sont (1-p) 02 avec l'ordre n-1 (vec-
teurs propres : a; tels que T &, = 0) et 1 + (n=-1)p avec 1'ordre 1 (vecteurs propres 3

_ s o1
a; = 1). Noter la cond:.t:u‘m 12p2-gh )

b/ On suppose connue une réalisation (x1,12,...1h) de (11.12,...1n). Former les es-

timateurs du maximum de vraisemblance m’, 32 et r de m, 02 et p. On posera pour ce-
1a : '
_ - _ —m)2
5, = ? (x4-m) 5, = ? (x,-m)
. 651 as
et on notera =B = =-2S1,etz

3 (S~ —— sf )
(1=-ple 1+ (p=1)p

B - -] =
:L? ij(xi m)(xj m)

Montrer que l1l'équation en m donne S1 = 0, soit m’ = %E X, » que 1'équation en .2

conduit & :
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et que 1l'équation en r conduit & un résultat absurde, ol ne figurent plus les données
expérimentales.

Conclure que 1'on peut (& la rigueur) estimer (1-p) o? , mais non séparément p et 02 .
¢/ Expliquer ce résultat & l'aide de 1la théorie des estimateurs quadratiques univer-

gels,
(Qi;s X, X; est universel si = Qij = 0. kais E(Q:l':i XX ) est alors égal a
3 { 3

z Q:""l O34 = (1-p) 02y Qi (1-p) o2 représente la partie accessible de la cova-
i) i

riance, et on ne peut pas séparer p et 02).

d/ Montrer que ces conclusions subsistent pour k variables vectorielles indépendan-
tes (xf,...x:) dont chacune admet la méme covariance cij que ci-dessus, mais une es-

pérance my, = E(x‘:) différente.

Exercice 17 - Soit, sur la droite, une F.A. admettant une covariance o(x,y) et une dérive lindaire
a, + a;x. On ne conna%t ni la covariance, ni les coefficients e, et 5.1. On suppose
la réalisation connue sur 1l'intervalle (~R, R).

a/ Pour estimer e, et a, on utilise les estimateurs universels (mais évidemment non

+2Z -2
optimaux en général) A, = 232 =R v Ay = ZRZR_-R (ct exercice 2). Montrer

20, ) =1 | 200) = 1 -
D(4,) =g (ogg * a_p p+ 20 _g) » D4 = e (ogg *+ o_p,.r = 2 "R,-R)

et Cov (Ao A1) = Cov (A1 Ao) = 0 . (Ces deux variances représentent la partie inac-

cessible de la covariance).

BEn déduire la forme générale des covariances 1(x,y) admissibles, en fonction de l'une

d'elles o(x,y) :

*(x,y) = o(x,y) *+ D, + D, xy (x,y € (B, R))

b/ On suppose que, parmi toutes les covariances possibles, la covariance "vraie"
inconnue est la plus staticunaire possible. Your 1l'estimer, on part d'une solution

particulidre t(x,y), égale, par exemple, a E(Zx - m; m;), obtenue expérimentale-

Z
¥y
ment. On pose :



a(x,x+h) = t(x,x+h) - D, - D, x(x+h) (0<hs< 2R)

_ B-h 8-h
o(n) = 515 J o(x,x+k) dx , =(h) = Z_R-Lh j +(x,x+h)
- -R

dtou

3(n) = T(n) - D, + D, [ # (28-h)% - R(B-h)]

Déterminer D, de maniére & minimiser l'intégrale 3

1

2R HB-h
J dn [o(x,x+h) - E(h)]2 dx
(-] -R

(noter que D, s'élimine et reste indéterminé).

21
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