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Comparaison entre les échantillonnages

a poids constant et a effectif constant
par G. MATHERON

Ingénieur des Mines, Docteur és Sciences

R

La Revue de UIndustrie Minérale va bientét publier sous forme d’un ou de deux numé.
ros spéciaux, un ouvrage sur U’Echantillonnage par Pierre Gy.

Dans cet ouvrage, Pierre GY s’appuie sur une théorie de I’échantillonnage équiprobable

a effectif constant, c’est-a-dire en considérant des échantillons qui sont tous constitués du

méme nombre de fragments de minerai ; les résultats de I'analyse théorique le conduisent tou-

tefois a justifier application de la formule troavée & un échantillonnage pratique a masse ou

- volume constant ; par ailleurs, des expériences américaines récentes paraissent confirmer plei.
nement ce. point de vue,

G. MATHERON, reprenant le modéle de P. Gy, a effectivement montré, par une analvse
mathématique rigoureuse, que les deux types d’échantillonnage @ masse et a effectif cons-
tants conduisaient @ des dispersions de la teneur du lot échantillonné caractérisées par des
variances équivalentes,

Le niveau mathématique de l’exposé ne sera peut-étre pas familier é tous nos lecteurs.
Mais il s’agit d’un point trés importants de la théorie de I’échantillonnage, que beaucoup
d’auteurs ont déja abordé sans parvenir & I’élucider, et qui, dans le cas particulier de la
théorie de P. Gy, a soulevé des polémiques passionnées.

La Revue de Ulndustrie Minérale s’honore d’apporter a cette dicussion la contribution
d’une autorité aussi indiscutable que celle de G. MATHERON.

S. L. .M.
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RESUME

Dans son traité « Uéchantillonnage des minerais en vrac », qui doit étre prochainement
publié par les soins de la Revue de U'Industrie Minérale, P. Gy donne Uexpression de la
variance attachée a une échantillonnage a effectif constant. Dans la pratique, on préléve plu-
tét des échantillons de poids donné. Nous montrons, dans les pages qui sutvent, que ces types
d’échantillonnages conduisent @ des variances équivelentes.

INTRODUCTION

Dans son ouvrage fondamental (1), consacré
a I’« échantillonnage des minerais en vrac »,
P. Gy a donné I'expression asympiotique de la
variance de l'erreur associée & la prise d’un
échantillon d’effecti{ donné n (échantillon cons-
titué d’un nombre donné n de fragments élé-
mentaires) lorsque n est grand et que le mode
de prélévement vérifie le principe d’équipro-
babilité (tous les échaatillons possibles de méme
effectif n sont supposés avoir la méme proba-
bilité d’étre tirés). La démarche adoptée par
GY a fait I'objet de certaines criiiques qui, pour
’essentiel, peuvent se ramener aux deux points
suivants :

— en ce qui concerne le calcul de la variance
elle-méme, on a prétendu contester la légi-
timité de certains développements utilisés
par GY.

— plus fondamentalement, la pratique réelle e
consiste jamais a prélever des échantillons
d’effectif n donné d’avance, mais toujours
des échantillons de poids (ou de volume)
donné, dont D'effectif est, par suite. néces-
sairement aléatoire. On peut se demander,
par conséquent, dans quelle mesure les con-
clusions tirées de 1’étude de 1’échantillon a
effectif donné peuvent se transposer i
{’échantillon de poids constant,

Nous nous proposons, dans cette étude, d’exa-
miner ces objections, et de montrer la légiti-
mité des résultats de Gy. Or, il apparait, d’un
point de vue purement mathématique, que, si la

(1) P. GY : « L’échantillonnage des minerais en viie ». a
paraitre par les soins de fa Revue e PIndustrie Mi-
nérale.
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théorie de 1’échantillon d’effectif donné ne con-
duit qu’a des calculs somme toute assez élémen-
taires, celle de P’échantillon de poids constant
nécessite, au contraire, la mise en ceuvre d’un
arsenal mathématique assez notable. On com-
prend donc que Gy, dans un ouvrage destiné a
des praticiens, ait préféré suivre la voie la plus
rapide. En ce qui nous concerne, pour éviter
des complications mathématiques superflues,
nous idéaliserons un peu les données du pro-
bléme en supposant que le lot de minerai a
échantillonner peut étre considéré comme infi-
niment grand (ce qui est, d’ailleurs, le plus
souvent le cas en pratique). Plus précisément,
nous ferons les hvpothéses suivantes :

1. Le poids o d’un fragment de minerai et la
quantité ¢ de métal qu’il contient peuvent
étre considérés comme deux variables aléa-
toires (non indépendantes). Nous admettrons,
de plus, a seule fin de simplifier les nota-
tions, que leur fonction de répartition F(q.0)
posséde une densité e probabilité f(q,»).

2. Le mode de prélévement est tel que 1'échan-

tillon obtenu peut étre considéré comme
constitué de la réunion de fragments de
minerais de meéme loi f(q,m) tirés au sort
successivement et indépendaminent les uns
des autres. Autrement dit :

— il s"agit d’un échantillon d’effectif donné
n, le poids Y, de cet échantillon et la
quantité de métal X, qu’il contient sont
de la forme :

g
\ S v

(h .
’ Y. = ¥ &

i=1
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chaque ¢; étant indépendant de ¢; et o,
pour j ¥ i (mais ¢; et o; ne sont pas indé-
pendants), et chaque couple (q;, @) pos-
sédant la méme loi de probabilité f(q,m).
S’il s’agit ,au contraire, de 1’échantillon
de poids donné p, san effectif N, Jdéfini
par la condition

N N+1
Ya<p et Y m > p
i=1 i=1

apparait comme aléatoire. Le poids Yy et
la quantité de métal X\ de cet échantillon
sont alors définis comme des sommes d’un
nombre N aléatoire de variables &, ou g..

Dans une premiere partie, nous calculerons
I’espérance mathématique et la variance de la

teneur de I’échantillon d’effectif n, lors-

n

que n est grand. Dans la deuxiéme partie, nous

N N
ferons le méme calcul pour la teneur —— de
P

Péchantillon de poids p domné, lorsque p est
grand, et nous montrerons que les variances cor-

respondant a ces deux types d’échantillons sont I
asvmptotiquement équivalentes. |

X X : &
= ——— 1 —_— ——— -} _
Y m, my, (m,)*
utilisable si }i—‘ < 1. §’il v a une probabilité
L

| < 1 soit vérifiée,

unité pour que 1'inégalité
m,

on peut ensuite prendre I’espérance terme a
terme, et en déduire, sous forme de série entie-
re, I’expression de la moyenne et de la variance
:

P <
m, l

>

5 Naturellement, si 1’inégalité

1

|
I
I
|
n’est pas vérifiée avec une probabilité unité, ce
mode de calcul cesse d’étre valable, et d’ailleurs
les séries entiéres que 1’on obtiendrait formel-
lement par ce procédé sont généralement diver-
gentes. Néanmoins, sous forme de développe-
ments limités (et non plus de série entiére) les
résultats auxquels conduit ce procédé conser-
vent leur validité.
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Doy
I. L’ECHANTILLON

D’EFFECTIF CONSTANT

[’effectif n d’un échantillon étant donné, pre-

11ons

I
X = Xo. = — Y aq
n n .,
1 1 =
Y=Y, = — Y a
n LI
Lorsque n est grand, les variances de X et
de Y sont en -— -, et les moments centrés
n

1

Fordre supérieur sont au moins en —. La

teneur

de I’échantillon apparait donc com-

me le quotient de deux variables aléatoires
avant des variances trés faibles. Pour calculer
son espérance et sa variance, on peut poser :

Y =m + (m, = E(Y))

et partir du développement :

veees - — )"
* " ) (m,)"

Espérance E(.- ;)

/

Pour le voir sans développements mathémati-
ques inutiles, intéressons-nous simplement a

1
I’espérance E( v )d’une variable Y possédant

une densité f(y), soit

+ ¢
1 1
E(y)= [ oy
L R 0]

Si f(0) # 0, cette intégrale est divergente, de
1

sorie que v n'a pas d’espérance mathémati-

que : Par exemple, si Y est une variable nor-
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male, son inverse n'a jemais d’espérance mathé-
matique. Il faut donc bien se garder d’assimiler
la loi f(v) a une loi de Gauss. En fait, Y ropré-
sentant un poids, f(v) n'est différente de 00 que
pour ¥ = 0, et 'intégrale

.10

1
3  E{--)=] - - fiy)dy
y
0

existera pourvu que la densité f(y) soit un infi-
niment petit d’ordre ¢ > (0 en y = 0. On mon-
tre facilement que cette condition est toujours
remplie dans le cas ou Y est la somme d’au
moins deux variables indépendantes admettant
elles-mémes des lois continues. Dans le problé-

1
me étudié ict, E(—Y) existe donc toujours.

1
Pour évaluer E< Y—) il est commode d’intro-

duire la transformée de Laplace de la loi f(v) :
b

e f(y)dy

v 0

D) =

En effet, ’(\) existe toujours (pour \ =10),
ainsi que l'intégrale :
un 20
PN =

0 v 0

—ry

1 — e~
4) T f(x)dy

En faisant tendre u vers linfini dans la rela-

tion (4), on voit que I'espérance de v existe

*o

en méme temps que l’intégrale / DA)dA.
e O

et que ’on a:

1
E( )\ =

Y
Désignons par m, o¢, et u, la moyenne, la
variance et le moment centré d’ordre n de la
variable Y (dont nous supposerons I'existence),

et par P(A) la transformée de Laplace de la
loi de la variable centrée ¥ — m :

(l)c(k) — E [e—,\l\'—lu) ] e.\lu (])(/\)

pel
M(\)dA

(o]
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a poids constant et @ effectif constant
On a par conséquent :

L)

-3 0

(5) e B (\)dA

Or, il peut arriver que P()\) se développe en
série entiére sous la forme

(6)

. A
‘I),.()\) =1 + _v(i +

A¥ Ak
21 -

+ (1) o o

Si I’on porte dans (5) et si I’on intégre terme
a terme, on obtient formellement :

1 1 ot
@) ()= o o
Y m m’
. M
+ e+ (—=1)* —T ..

c’est-a-dire, justement, le résultat que I’on pou-
vait prévoir a partir du développement (2).

Mais :

— Il peut se faire que la série (6) ne soit pas
convergente. C’est le cas, par exemple, si Y
est une variable lognormale. :

Il peut également se faire que, tout en con-
vergeant, la série (6) ne soit pas uniformé-
ment convergente, de sorte que ’intégration
terme i terme ne soit pas légitime. C’est ce
qui se produit, par exemple, si f est une loi
gamma :

o

)

at=l o=by

fy) =

[y

Pour » > 1, E< Y)existe et (6) converge.

/
Mais la convergence n'est pas uniforme, et on
montre facilement que le développement formel '

. - . Hr N
éerit en (7) est divergent (- tend vers I'infini
m*

avec k).

En général, donc, on devra renoncer é utiliser
le développement (7) sous forme de série entie-
re. Mais on pourra le récupéer a titre de déve-
loppement limaite.
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En effet, posons

. , o (--1)* .
(8) (]),,(/\) =1+ \ o1 + ... F Kl S Rk(/\)

Le reste Ry (A) de ce développement est :

+20
- x_— ‘ _k'I A.I\I‘v
Ru(A) = | e —(~——2~,,~"~)-— —_ . — -(-n—k—: - {x—m)* ] f(x)dx

[ ¥4

Portant dans (5) 'expression (8) de {.(A),nous obtiendrons :

1 1 at ‘
E<_) - b b+ (=D LRy
y m m m*+!
le reste R’; étant donné par :

Pl 320

1 N
R, = e Ry(A)dh = ———( I — —-—) f(x)dx

x m

o o

Pour majorer ce reste, prenons un nombre 2 > [, que nous préciserons dans un instant,
et écrivons :

m
a 30
x N\ K+ 1 7 I+t
R, = ﬁ*_(l — <—~) f(x)dx + .-q( 1 — -—> f(x)dx
x m x m
(o} L5 m
b 4
Pour x == - -, o0na
o 4
E I x k+1 - x . e
— 1 — ———) = —iom o — x
N 2N m m '

de sorte que la deuxieme intégrale est majorée TTTTT T T e e o oo

par : Egénéra]emem un infiniment petit d’ordre
- | I
k
,»_E‘w_mg]“ 'h*l<k+len C ).
mln+l ! n
Or si Y o | n Il reste 4 majorer la premiere intégrale de
rost est de la forme n zz » le I’expression de R";. Si la densité de Y, est majo-
1= . . e e
. at - | rée par un nombre B, celle de Y vérifie
moment absolu centré E l 'Y — m| I } net
e )= O
tend vers 0 lorsque n tend vers Pinfini (c esti () = (0 B) (n—1I)!
et on a:
m m
x rg I3 "
1 x \*H x"? (n B)" m "
] = —- f(x)dx = (n B)" S P ( )
x m (n—1)! (n—1) (n—10)! % 2
o o
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Pour n suffisamment grand, la formule de
Stirling permet de remplacer ce terme par un

m \"™!
terme en (B e)" <—> » qui tend exponen-
a

tiellement vers 0 lorsque n - > pourvu que
Iont ait choisi a supérieur i B m e (par exem-

ple = = 3 B m).

Finalement done le reste R’. est un infini-

ment pelit en de I'ordre de

n

m k42

E | IY — m[**" | (ordre généralement
inférieur a k + 1I). Il n’importe pas que R,
tende ou non vers 0 pour k - . Si, pour une
vaieur donnée de k, on vérifie que R’; est

d’ordre h + I en —, on peut, a I"approxima-
n

tion d’ordre h (généralement < k) utiliser le
développement (9) arrété au terme en u,.

k

28 T
Espérance E -—-—r—)
Y
On montre, de la méme maniére, que I’espé-

rance de i existe en méme temps que 1’inté-

-0

ol ARt
l v l_ Y, P(A)dA
« o

I suffit ensuite de remplacer 4(A) par
e™" D)) pour obtenir, comme ci-dessus, le

. o1
développement formel de E( F)généralement
divergent, mais récupérable sous forme de déve-
loppement limité. Par exemple, pour k = 2, on
obtient :

SN 1 3 o i
E(~~—,-) = "7-(1 + 2Ty +>
Y+, m’ \ m’ m’ v

et on en déduit la partie principale de la

1

variance de ——. :
Y

S
—
[
"
I
a.
+

Y

N /

Etoblissement de la formule de GY

Si X et Y sont deux variables aléatoires de
loi f(x, ¥}, on introduit la transformée de
L.aplace

ol O *o
k-1 —\r—u .
grale - P(r)dA et que I'on a: P p) = / €T flx.y) dx dy
N (k—l).’ e 0O a 0
v o . . .
et on établit, comme ci-dessus. la relation
X0
A P kD (Aose)
(10) el 21 - o
‘ C (k=D @ n
‘ t o A=0

Désignant ensuite par P, la transformée de la loi des variables centrées :

(I)" (/\9 /“‘) = EI e—‘\"/'\‘_nl'r}—“()‘—mu/'

. Nal + 2N wa,, + 8o
= oo A + o,
’ 21

ATy b dans la relation (10) pour obtenir des développe-

il suffit de remplacer I par e
ments formels, en général divergents, mais récupérables sous forme de développements

limités. Ainsi, de :

REVUE DE L’ INDUSTRIE MINERALE
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/ G, f ' " '
— -2 P (A, L) = m, (I + ——. - (r," + > — Oy ... P L
\ a A / i,\:” < 2 4 b Ty
> | | W :
- D (A =qdm 1+ -~ &7 ) —2um, oy + oot . | e B
/ N (A en 2 7 f Ty E
. : 1’2
on déduit sans difficulté les premiers termes du développement de E( - ) et E'\ - ) , soit :
/ 7 X m, o, oy,
\ ’ l’l .-_"_‘) = T/ 1 + ! 5 h— ! - + e
Y m, (m,V m, m,
(03)) ’ i
) X m, \* ot Ty a,t
( E( — ) = (»A~ I +3 - — — 4 + T
‘ Y my, (m,)* m, m, (m,)’ :
L : X
et la partie principale de la variance de —
D X ) - Comy, ")2 o’ o 2 oy (r‘,,"“_
Y | n, (m.)’ m, m, (m,)?

qui se met également sous la forme :

oMy, N\t
v) =) E

\

(12) B (

Revenant aux notations initiales (1), on voit que la teneur

X Y,

Y X,
de I’échantillon d’effectif n posséde une espéranc et une variance qui peuvent s’écrire, en

1

négligeant les termes en —— , et en posant
n

E( _:/_> - *_ L S I_f"_(_ 3 l)l

, v, noov, Yo ¥ x.
(13) v ' , ) ;
A E - q m N
p(Sye (Y [t
.Y n ¥, X, Yo
Telles sont bien, en effet, les formules obte- Bl
nues par Gy, et, en particulier, la formule 4-49 | ] _ )
de son chapitre IV, dont la validité est ainsi :petlte en R II'y a toujours un léger biais.
établie de maniére incontestable. On remar- ! . ) ) .
. l.a variance est, comme il se doit, en raison

quera que l'espérance E(T ) de la teneur de inverse de leffectif n.

I’échantillon d’effectif n ne coincide pas avec

Il. L’ECHANTILLON DE POIDS DONNE

X

la véritable teneur moyenne du lot, qui est— - ,
Yo Dans la pratique, les échantillons effective-
mais en differe d’une quantité, d’ailleurs trés ment prélevés correspondent i un poids (ou a

Aot 1960
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un volume) donné d’avance plutét qu’a un
effectif n imposé. Il n’est pas évident que les
variances d’échantillonnages soient les mémes
pour ces deux types de prélévement. Du fait

n
que la variable — . ) m; converge presque
no
sirement vers E(») lorsque n tend vers ’infini,
on soupgonne hien, comme I’indique Gy, qu’il
doit en étre ainsi, mais il faut le montrer de
maniére plus précise,

Nous admettons que tout se passe, dans le
prélévement, comme si I’on tirait au sort, indé-
pendamment les uns des autres, des fragments
successifs dont les poids @; et les quantités de
métal ¢, possédent la méme loi de probabilité.
Ainsi, au tirage numéro n on obtient 1’échantil-
lon de caractéristiques

( n
Xn = : qi
\ i=1
\
n
/ Yn = 2 @
’ =1

Lorsque n varie, le vecteur (X,, Y,) constitue
un processits stochastique (processus vectoriel,
a deux composantes X, et Y., défini sur 1I'en-
semble discret des entiers n positifs, Du fait de
I'indépendance des tirages successifs, il s’agit
d’un processus markovien a accroissements indé-
pendants et stationnaires),

Chacun des deux composantes X, et Y, peut
se représenter sous la forme d’un escalier aléa-
toire. L’échantillon d’effectif k donné d’avance,
étudié au paragraphe précédent, est défini par

5

-
N$-----

.

L ey

e e ket

Z
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(Xs, Y1), qui est la valeur en n = k du pro-

cessus (X,, Y,).

[’échantillon de poids p donné d’avance peut
étre défini de deux maniéres différentes, soit
par défaut, soit par excés. En effet. soit N le
temps (la valeur de n) aléatoire pour lequel
cn a:

Nous dirons que N est Ueffectif (aléatoire) de
I’échantillon de poids donné p. Les inégalités
(14) signifient, en effet, que les N premiers
fragments constituent un échantillon de poids
inférieur a p, et que le poids total des N+1
premiers fragments atteint ou dépasse p-
L’échantillon lui-méme peut étre défini soit
par défaut — ses caractéristiques sont alors
Xv et Yy — soit par excés — elles sont alors
Xvir et Yyu. Ces deux définitions peuvent étre
regardées comme pratiquement équivalentes.
Les deux échantillons correspondants, en effet,
ne different que par un fragment unique. le
fragment tiré a la N+ Iéme épreuve.

Yyp = P

Dans ce qui suit, nous adopteront la défini-
tion par excés (Xv4;, Yvi,). Nous examinerons,
en premier lieu, la loi de ’effectif aléatoire N
de P’échantillon de poids p donné, puis, en
deuxiéme lieu, la loi du métal contenu dans
cet échantillon, c’est-a-dire la loi de Xy;,. Le
poids p donné étant supposé grand (vis-a-vis du
poids moven y, = E(m) des fragments élémen-
taires) nous chercherons surtout a déterminer
les expressions asvmptotiques de la moyenne et
de la variance de ces différentes variables.

a/ Loi de I'effectif N de I’échantillon
de poids donné p

Soit I’,(p) la probabilité d’aveir N = n, ¢’est-
a-dire un effectif n. L’événement « N = n »
coincide par définition avec I'événement

« Y, < p et Yoi: > p ».
Désignons par f,(v) et F.(¥) la densité de pro-
babilité et la fonction de répartition de Y,. La
probabilité de « Y, << p » est donc F.(p), et
celle de « Y., < p » est F,+(p). Comme P’évé-
nement « Y, < p » est somme logique des évé-
nements incompatibles « N = n»et « Y,.,<p »,
on a:

F"(p) = Pu(l’) + Fn+/(p)
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D’ou I’on déduit :
\Pn(P) = F{p) — F.ilp)
| Pip) = I —F(p)

Il est commode d’introduire la fonction géné-
ratrice G(s ; p) des P,(p), qui, d’aprés (15), se
met sous la forme :

(15)

(16)
X . 0

G(s:p)= ¥ s" Pup)=1+ X s (s—I) Fu(p)
n=9 n=1

Il suffit, comme on sait de dériver la fonc-
tion génératrice et de faire s = I pour obtenir
les moments successifs de la loi discréte des
P.(p). Les deux premiers moments, en parti-
culier, sont :

( EN) = 6'(1)
) EfN(N — )] = G”'(1)

Compte tenu de I’expression (16) de la fonc-
tion génératrice, on obtient :

pe]
g E(N) = ¥ Fu(p)
(17) ) n=1n
[EINV — D] =2 3 (D) Fup)
n=7J

Nous sommes ainsi conduits a évaluer, lors-
que p est grand, les deux sommes Y F.(p)
et ¥ n Fp). Nous y parviendrons grace a la
transformation de Fourier, et en utilisant la
régle suivante :

Régle. — Si h{x) est une fonction, et H(u) sa
transformée de Fourier (prise, en général, au
sens des distributions), on sait que les proprié-
tés de continuité de H(u) donnent une image
de la régularité de h(x) a l'infini. En particu-
lier, si la distribution H(u) s’identifie a4 une
fonction continue a croissance lente, h(x) tend
vers 0 lorsque x tend vers Pinfini.

Soit alors A(x) une fonction identiquement
nulle pour x < 0, et H(u) sa transformée d-
Fourier, qui est en général une distribution. Si
la distribution

a; a;

(i)’
s'identifie avec une fonction continue a crois-
sance lente, alors :

aﬂ
H@u) + — —

i '(ili)‘ A

. a
lim [h(x) —a, —a; x — ;— x 0

X =2 + N

autrement dit, A(x) est asymplotiquement égal

a;
au polynome a, + ax + — - x.
2
Dans ce qui suit, nous poserons A = — iu, ce

qui reviendra (formellement) & utiliser la trans-
formation de Laplace. Nous passerons égale-
ment sous silence certaines difficultés de nature
purement mathématique (notamment dans la
sommation des séries géométriques du type

Y [P(u)]", ot O(u) est une fonction carac-
téristique : il est nécessaire, en fait, de supposer
que l’inégalité |P(u)| << 1 est stricte dés que u
n’est pas nulle. Cette condition est d’ailleurs
vérifiée par toutes les lois usuelles, a I’exception
des lois discrétes, comme la loi de Poisson, on
la variable aléatoire n’admet pas d’autres
valeurs que des multiples entiers d’une méme
guantité : ces lois, en effet, possédent des fonc-
tions caractéristiques nériodiques et P'égalité

D) = 1 est possible pour u 7 0).
Pour trouver I'expression asvinptotique

B
2

h(x) = a, + ax +
d’une fonction h(x) (identiquement nulle pour
x < 0), nous prendrons sa transformée de
Laplace I(A), et nous déterminerons les cons-
tantes a., «, et a, telles que

a. a; a,;
e N

30it une fonction continue en \ = 0,

Calcul de E(N) et E(N?)

Soit alors Fi(v) la fonction de répartition de
Y, (poids d’un fragment) et P(u) sa transfor-
mée
0
/ e " d F’().)

e 0

‘.l’(/l) =

L.a variable Y,, samme de n variables indé-
pendantes de loi F), obéi a une loi dont la traps.
formée de Laplace est [(P(n)]". La transformée
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1
de F.(p) est donc .- - [ ]", et la somme
M

bl
¥ F.(p) admet la transformée :
n=0
0 /
...... R noo_ .
neo L[PG pnll — ()]

Désignons par y. E(Y,) et =, la moyenne
et la variance du poids Y, d’un fragment. Du
développement limité

(l)(l“) - l—".“ 'IL + ﬂ_é—- :“'2 (yu" + U'u.,) + ...

on déduit

1
a1 — Py}
1 1 v

- A(l +

Par avpplication de la régle énoncée ci-dessu.-
on en tire I'expression asymptotique suivante :

2
Ty

Yo

Yo i°

2

)

/

Compuraison entre les échamtillonnages a poids constamt et @ effectif constant

Reportons-nous a (17), en remarquant que
F.(p) 1. 1 ’espérance E(N; p) de l'effectif de
’échantillon de poids p, qui est évidemment
une fonction de p, admet donc I’expression
asvmptotique :

1 /o) : ’
E(N; L S
i (N5 p) ot ( i /) l

Sa partie principale coincide, comme il se
doit, avec le rapport du poids p donné de
I’échantillon au poids moven y, des fragments
individuels.

Passons maintenant 2 la somme ¥ n F.(p)

dont la transformée de Laplace relativement a
p est :

el 1 um
_ ¥ > w7
PR n [PG] w [I=ag0]

i? P + 1 ' oy [ Prenons le développement limité, poussé au
= p) = v. ) ( + vl : troisieme ordre, et désignons par a; le moment
i Fordre 3 de la loi @ :
L 2 I s
D) =1 —yop + S w {v.) + o] E a; 7o+
On obtient sans peine :
1 D) l ) B 111 o} 3 ) 1 a
I "4_-—‘———‘;' - "‘—'"" "3' + —__,_ —--T _ D + " _’ D "—""r h— _'.' - e 3 + sseww
wo [ —P)] o' wooowv, nl 4 v + v 3 W,

En appliquant la regle déja utilisée, on obtient I'expression asymptotique suivante :

2

po) 1 :

3 (L
Non F(p) = 5 v ot p—— +
n=l - 0 Y.

En fait, nous n’aurons besoin que des termes
en p' et p et nous laisserons de coté le terme
constant. Portant ce résultat dans (17), et comp-
te tenu de l’expression déja trouvée en (18)
pour E(N), on obtient facilement :

]

p

E(N*) =

Elevant ensuite (18) au carré et retranchant

de D’expression ci-dessus, on fait apparaitre
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3 ,
Ty Ty I

¥

a;

v

3

+ T . - I B
4wt 3

+

|
I

I’expression asvmptotique de la variance de
I’effectif de 1'échantillon de poids p :

2
Ty

19)

v.oooov

i . J

l D'(N: n)

. . . P T
Elle est proportionnelle a -, c'est-a-dire,
¥o

au premier ordre. a E(N; p).




"

Comparaison emtre les échantillonnages @ poids constant et a effectif constant

b Loi de la quantité de métal X,,,
de I'échantillon de poids p

Désignons maintenant par f(x,y) la densité de
probabilité des caractéristiques (X,, Y,) d’un
fragment individuel, et par P(A,1) sa transfor-
mée de Laplace

Ty D
DA,p) = / / e” Mo fxy) dx dy

« O &« O

Nous devons déterminer la densité g(x; p) de
la quantité de métal X.,, de I’échantillon (par
excés) de poids donné p et d’effectif aléa-
‘oire N.

Pour expliciter cette loi, et, en particulier,
pour trouver l’exvression asymptotique de la
movenne et de la variance de X.,,, nous utili-
serons la transformée de Laplace T'(A,u) de la
fonction g(x,p), prise relativement aux deux
variables x et p :

o A0
[ / w(x;p) e 7" dx dp

e« 0 « O

'(Ap) =

A cette fin, nous profiterons du rait que le
processus (X,, Y.) est & accroissements indépen.
dants et stationnaires, de telle sorte que, pour
tout n > I, le vecteur (X, — X,;, Y, — Y,) est
indépendant de (X;, Y,) et possede la méme
loi de probabilité que (X,-,, Y._,). L’échantil-
lon de poids donné p possede 1'effectif N = 0
si le premier fragment posséde un poids Y, == p.
Si au contraire le premier fragment posséde un
poids Y, = 5 < p, et une quantité de métal
X, = ¢, la loi conditionnelle de probabilité de
Péchantillon de poids p (liée par X, = : et
Y, = y) posséde la densité g(x — :; p — y).
On en déduit I’équation intégrale :

pe]
(20) &x, p) = / flx, y)dy +
P

* p
/ d: / gx — 5 p— ) f(s, p) dy

« O « O

Si nous appliquons la transformation de
Laplace (en x et p) aux deux membres de
I’équation (20), les produits de convolution qui
v figurent sont remplacés par des produits mul-
tiplicatifs ordinaires, et on obtient

619

1) i ()

; .
= (b)) — DA ]+ P P )
/l
De (21), on déduit immédiatement I'expres-
sion de la transformée e Laplace 1'(A,n) de
la densité g(x. p) :
1 dO0) — du)

I"'(A, = ..
O = T e

(22)

En dérivant en )\ cette transformée et en fai-
sant A = 0, nous obtiendrons les transformées
de Laplace des espérances E(X; p) et E(X’; p),
qui sont des fonctions de la seule variable p.
Pour abréger I’écriture, nous désignerons par
X (au lieu de Xy,,), la quantité de métal de
Péchantillon par excés de poids p. La régle
déja utilisée plus haut va donc nous permettre,
a partir de leurs transformées de Laplace, de
former les expression asymptotiques de ces deux
espérances, et d’en déduire la variance de
P’échantillon de poids p.

Calcul de E(X; p)

Dérivant (22) une fois en \ et faisant A = (,
nous obtenons la transformée de E(X; p) sous
la forme :

1 DN0,0) Xa \w l
—_——— e == e ) <0 "
w1 — DO,u) M opm (PO.p]

x, désigne I'espérance E(X,) de la quantité de
métal contenue dans un fragment. De méme
ot désigne la variance de X,. Comme

I ‘
...!‘(Iv(().’,,‘ ]u
"

est la transformée de F.(p). nous obtenons ainsi,

d’apres (17) :

(23) E(X; p) = x. [I + E(N; p)]

Ainsi, ’échantillon par exces (dont I'effectif
est N+1 et non pas N) contient, en movenne,
une quantité de métal proportionnelle a son
effectif. Vis-a-vis des espérances. la condition
de liaison que I'on impose a I'échantillon en
fixant son poids p ne se manifeste par aucun
effet : tout se passe comme si 1’on avait pré.
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1 + EN; p).

Compte tenu de (18), on obtient également :

levé un effectif donné n =

)
0 Yo

. X 1 / ”",u_'
(24) E(X; p) = Pt o, (l + - )
. X
[.’espérance --— - E(X; p) de la teneur .
p p

de I’échantillon de poids p différe de la vraie

Xo

teneur - d’une quantité toujours positive,

Yo

x('
d’ailleur petite (en —— ) :

Ce léger biais positif s’explique aisément si
I’on se souvient qu’il s’agit de 1’échantillon par
exces, dont le poids réel Y., est toujours lége-

rement supérieur a p.

2 x, (')’,\ (09,“-)

2x,,"r

a poids constant et a effectif constant

Calcul de E(X* p)

On obtient la transformée de Laplace du
moment d’ordre 2 en dérivant deux fois I'(A,p1)
en A avant de faire A = 0, ce ui donne J’aprés

22) :

1 P72 (0,0) 2 @, 0,0) LN 0.0
w T=dew T U= @mF
1 xS+ o 2x, @, (O,p)
T A T =000  a I=—0OnT

Le premier terme ne différe que par un fac-
teur constant de celui qui nous a servi au
calcul de E(X; p). Il correspond done, dans
Pexpression de E(X’; p) a un terme dont la
partie principale en p est :

(x + o) P
Yo

Développons le deuxiéme terme. On trouve
sans peine :

o [1— &O.p]

Wyt

I + n
|

L’expression asymptotique correspondante est donc (nous nous limitons aux deux termes prin-

cipaux en p’ et p)

Yo o

xS, x5’
P+ 2 —-—(

\

T ”l Try
— 0 p
Yo X,

Regroupant les deux termes ainsi obteuus, nous trouvons :

xo ? )
EX*; p) = — p' + xf
Yo Yo

(25)

Calcul de la variance
de I’échantillon de poids p

I1 suffit d’élever (24) au carré (en se limitant
aux termes en p’ et p) et de retrancher de (25)
I’expression ainsi obtenue pour faire apparaitre
la partie principale de la variance :

2 2 2 -
X Ur Ty Ty
-~ T+ — 2
Xy Yo Xy y::

D'(X; p) = p

Yo

L’expression entre crochets peut étre rempla-

cée par :
7 X Y.\
(2 -2 |=E (f!__:i,) J
AN Yo, N\ % Yo
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puisque Y, = o est le poids d’un fragment élé-
i mentaire et X; = ¢ la quantité de métal qu'il

contient. Ainsi la teneur — - de 1’échantillon de

14

poids donné p posséde la variance :

1 : v. x/ q o\t
D p) = Bl )
p p ¥ X, vo!
Enfin, au premier ordre en —_, on peut,
Paprés (18) lacer " !
d’apres , remplacer - ar . . .
! l P P E(N; p)
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Il vient donc, finalement :

@ poids constant et & effectif constant 621

.)6) 1 DZ(X. ) — 1 (
@ AL 7 P R

Reportons-nous a la formule (13). Nous cons-
tatons immédiatement que [I’échantillon de
poids donné p posséde la méme variance que
Uéchantillon d’effectif donné n, a condition
de prendre pour n U'espérance E(N; p) de Uef-
fectif (aléatoire) de [l'echantillon de poids p.
Ce résultat est valable si p ou E(N) sont suffi-
samment grands pour que l'on puisse négliger

1 1
—_ou — .

P [E(N) Y

Ainsi se trouve complétement achevée la jus-
tification du mode de calcul adopté par P. Gr.
Pour notre part, nous sommes heureux d’avoir
pu dans cette étude, si aride soit-elle, apporter
notre contribution a ce travail fondamental, et
réfuter certaines critiques dont il a été 'objet.

les termes en
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