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Nous approfondissons ici I'étude de la composition des perméabilités dans un
milieu hétérogéne. En ce qui concerne les écoulements uniformes, nous démontrons
que la régle usuelle de pondération géométrique s’applique rigoureusement aux
écoulements plans si la loi spatiale des perméabilités est lognormale et invariante
par rotation, mais n’est pas valable dans I'espace & trois dimensions. A I'aide de la
méthode de Schwydler nous montrons ensuite que la perméabilité macroscopique
constante K se place & mi-chemin ou aux deux tiers du chemin entre moyenne
harmonique et moyenne arithmétique, selon que I'espace a deux ou trois dimen-
sions.

En ce qui concerne les écoulements radiaux, nous montrons que la perméabilité
apparente, en valeur probable, se situe toujours entre ces deux limites. En valeur
vraie, elle se rapproche davantage de la moyenne harmonique ou de la perméa-
bilité du puits selon que R, est trés grand ou R, trés petit. Nous concluons qu'il
n‘est pas possible de décrire globalement les écoulements non uniformes & I'aide
d’une loi de Darcy macroscopique.

This article goes further into the study of the composition of permeabilities in hetero-
geneous media. With regard to uniform flows, we show that the stondard rule of
geometric weighting is rigorously applicable to plane flows if the spatial law is lognor-
mal and unvarying by rotation, but it is not valid in 3-dimensional space. With the
help of the Schwydler method we then go on to show thot the average mocroscopic
permeability K is situated half or two thirds of the way between the harmonic ond the
arithmetical mean, depending on whether the problem is considered in two or three
dimensions.

With regard to radial flow, we show that the probable value of the effective per-
meability is always situated between these two limits. In actual volue it comes closer
to the harmonic mean of the permeability distribution or to the permeability at the well
depending on whether R, is very large or R, very small. We conclude that a compre-
hensive description of non-unitorm flows cannot be given by using a macroscopic-
Darcy’s law.

Profundizamos acd el estudio de la composicién de los permeabilidades en un
medio heterogéneo. En lo concerniente a los flujos uniformes, demostramos que la
regla usual de ponderacién geométrica se aplica rigurosamente a los flujos planos si
la ley espacial de las permeabilidades es lognormol e invariante por rotacién, pero
no es valida en el espacio de tres dimensiones. Con la ayuda del método de Schwydler,
mostramos luego que la permeabilidad macroscépica constante K se situa a la mitad o
a los dos tercios del camino entre media arménica y media aritmética, segin que el
espacio tenga dos o tres dimensiones.

En lo referente a los flujos radiales, mostramos que la permeabilidad aparente, en
valor probable, se sitta siempre entre estos dos limites. En valor verdadero, ella se
aproxima mds a la media arménica o de la permeabilidad del pozo segin que R, sea
muy grande o Ro muy pequeiio. Deducimos que no es posible describir globalmente
los flujos no uniformes con la ayuda de una ley de Darcy macroscépica.
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INTRODUCTION

Nous nous proposons dans cette €tude d’approfondir le probléme de Ia composition des perméabi-
lités, déja abordé dans un article antérieur (*) d'un point de vue trés général. Etant donné un milieu
a perméabilités ponctuelles k'/(x) régionalisées (variables dans I'espace) mais possédant une certaine
homogénéité statistique 4 grande échelle, il s'agissait de montrer comment ces perméabilités ponc-

que les &'/ (x) peuvent étre regardées comme une réalisation d'une fonction aléatoire (tensorielle)
ergodique et stationnaire, nous avons montré que le tenseur K ne dépend que de la loi spatiale des
k" (par I'intermédiaire de fonctionnelles d’ailleurs complexes) et vérifie toujours les inégalités matri-

2

cielles () :

fait, a I'aide d’'une méthode d’approximation empruntée & SCHWYDLER, nous montrerons que K se
situe & mi-chemin de ces deux limites pour N = 2, au deux tiers de ce chemin pour N = 3, et se rap-
procherait asymptotiquement de la moyenne arithmétique s'il nous était permis d'envisager des
espaces dont le nombre de dimensions augmenterait indéfiniment.

En particulier, la régle [2] ne peut étre valable que pour N = 2, c’est-a-dire dans le cas d’écoule-
ments plans. Nous démontrerons d’ailleurs, d’'une maniére Tigoureuse, qu'elle s’applique effective-
ment dans le cas particulier intéressant d'un milieu 4 deux dimensions, macroscopiquement isotrope
et 4 perméabilités lognormales.

Ce qu'il v a de plus remarquable, dans une régle du tvpe [2], et qui cependant risque de passer
inapercu tant cela semble aller de soi, ce n’est pas I'apparition de la moyenne géométrique, mais le
fait que l'on admet implicitement que K ne dépend que de la loi de probabilité des valeurs prises
par les perméabilités ponctuelles en un méme point d’appui. Convenons de dire qu'il existe une
régle de pondération lorsqu’il en est ainsi, c'est-a-dire lorsque K ne dépend effectivement que de
la loi des valeurs prises par les k" (x) en un méme point d’appui . Dans le cas général, on ne doit
pas s’attendre a ce qu'il existe une telle régle de pondération. L'étude que nous avons faite de la
composition des perméabilités montre, en effet, que K dépend de la loi spatiale de £, c'est-a-dire de

(*) Structure et composition des perméabilités, Rer, Inst. Frang. du Pétrole, 1966, XXI-4, 564-580.

(*) Rappelons que l'inégalité A << B entre matrices svinétriques et définies positives signifie que la matrice 13 - A est détinie

positive. Le svinbole E désigne I'espérance mathématique.
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la loi des valeurs prises simultanément en tous les points de I’espace. Toutefois, on voit facile-
ment, 4 l'aide de considérations de similitude élémentaires, que K doit rester invariante si I'on trans-
forme la loi spatiale des 4 par une homothétie. Or, parmi les fonctionnelles de la loi spatiale qui
restent invariantes par homothétie, figure une classe particuliérement simple, celle précisément des
fonctionnelles qui ne dépendent que de la loi de probabilité des valeurs prises par les 2" en un méme
point d’appui. On peut donc espérer trouver au moins des cas particuliers ot il existera effective-
ment une regle de pondération. Dans I'article déja cité nous avons, en effet, rencontré des cas ot il
en était ainsi ('), mais il s'agissait d'exemples trés particuliers et assez artificiels. Dans la présente
étude. nous montrons que la régle [2] de pondération géométrique s'applique dans le cas, beaucoup
plus intéressant, d'un milieu macroscopiquement isotrope a deux dimensions et a perméabilités
lognormales. Les résultats de la méthode d’approximation de SCHWYDLER, d’autre part, nous inci-
teront a penser qu'il existe probablement encore une régle de pondération dans des cas plus généraux,
par exemple dans le cas d'un milieu macroscopiquement isotrope (tel que la loi spatiale des per-
méabilités soit invariante par rotation).

Les différents points que nous venons de mentionner, et qui feront I'objet de la premiére partie
de cette étude, ne concernent en fait que les écoulements macroscopiquement uniformes ou quasi
uniformes (c’est-a-dire pouvant étre assimilés a des écoulements uniformes a I'échelle de volumes de
dimensions assez grandes pour que le milieu v apparaisse comme homogénéisé par effet d'ergodicité).
Il existe cependant une classe d’écoulements trés importants pour les applications, 4 savoir les écou-
lements radiaux, qui ne peuvent absolument pas étre considérés comme quasi uniformes, et auxquels
par suite les résultats précédents ne sont pas applicables. Dans une deuxiéme partie, donc, nous
entreprendrons directement 1'étude de ces écoulements non uniformes : aprés avoir établi un théo-
reme fondamental généralisant les inégalités [1],- nous établirons les équations de I'approximation
de Schwydler et nous les appliquerons au cas des écoulements radiaux. Nous généraliserons ainsi
un certain nombre de résultats établis par SCHWYDLER (?). La conclusion générale, un peu décevante,
sera que la perméabilité macroscopique constante K des écoulements uniformes ne peut pas étre
utilisée pour représenter des écoulements non uniformes.

|. ECOULEMENTS MACROSCOPIQUEMENT UNIFORMES

Nous étudierons en premier lieu le cas des écoulements plans, ¢'est-a-dire d'un milien 3 N = 2
dimensions, et nous montrerons qu'il peut dans ce cas exister une régle de pondération géométrique.
Nous exposerons ensuite les résultats plus généraux que suggére la méthode de Schwydler.

I.1. Milieu & deux dimensions et ragle de pondération géométrique.

Soit, dans I'espace & deux dimensions, un milieu infini caractérisé par une perméabilité £ (x)
aléatoire et stationnaire, dont la loi spatiale est supposée invariante par rotation (*), et soient ¢
et 3 p un flux et un gradient stationnaires vérifiant le systéme de Darcy :

P i
y 4=k .
. 3]
la.g'=o
(') Cas d’une perméabilité conservative, avec régle de pondération arithmétique ; cas oit la perméabilité est 'inverse d'un
tenseur gradient, avec régle de pondération harmonique ; cas des milieux stratifiés, ete.
(?) Voir bibliographie in fine.
i3) Cette invariance par rotation s'étend i toutes les propriétés macruscopiques de ce milien (prnsqu’elles ne dépendent que
de la lot spatiale) : Elle signifie que le milicu est macroscopiquement isotrope.
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On sait que, dans l'espace & deux dimensions, une rotation de go® transforme un vecteur gradient
en un vecteur conservatif (de divergence nulle) et réciproquement. Dans un systéme d'axes ortho-
normés, les vecteurs G et F de composantes :

¢ (F'=—2:p
et F)

|G ==
G

(Gz=ql (Ft=29,p
sont donc, le premier un gradient, et le deuxiéme un flux conservatif. Si 4,; est la résistivité du milieu,
inverse de k", la loi de Darcy, qui peut s’écrire :

Np=—hyg

montre qu'il existe également une relation linéaire entre F et G. Si l'on désigne par P le tenseur
déduit de %,, par une rotation de go® (P posséde donc la méme loi spatiale que %) soit :

7 Ji2 _‘1’12“‘
P= ': !
\— Ry b,
on obtient, en effet :
" F'=—PYG,
| (4] '
'_ 2F'=o0 ‘

Compte tenu du fait que G est un gradient, ce systéme [4] se présente comme un deuxiéme sys-
téme de Darcy, d’ailleurs équivalent a [3].

La perméabilité macroscopique constante K est un scalaire (puisque la loi spatiale est invariante
par rotation) et a pour valeur :

- E(g)
K=_——
E (.p)

Elle se déduit de la loi spatiale des £/ par un certain nombre d’opérations liées uniquement a la
structure du syvstéme de Darcy. Comme les systémes [4] et [3} ont la méme structure, ces mémes
opérations, effectuées sur la loi spatiale des P", vont conduire a la valeur numérique du rapport

E (F' . s E (0, e oy
— ) . Mais d'une part ce rapport ne différe pas du rapport — — (@:/) , C'est-a-dire de la résisti-

E (G) E (¢ i

(sans sommation en 7)

L. . I . ; . . . s .
vité macroscopique H = — ; d’autre part les P ont la méme loi spatiale que les /;. D'ottla conclusion :

Proposition 1.

Dans un milien & deux dimensions dont les perméabilités ont une loi spatiale invariante par rotation,
la perméabilité macroscopique K et la résistivité macroscopique H s'obtiennent en effectuant les ménmes
opérations sur les lois spatiales des perméabilités k et des résistivités h respectivement.

Désignons alors par ko et /o les espérances E (&) et E () de la perméabilité et de son inverse : ce
sont des scalaires, puisque les lois spatiales sont invariantes par rotation. Dans le cas particulier ou

ke hy - . .
I'on suppose de plus que E’—’ et h—‘f ont la méme loi spatiale, la proposition I ci-dessus entraine
(V] (4]
immédiatement 1'égalité :

Sl

H
ho
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d’ott I'on déduit aussitét la régle de pondération :
K=y /2 (5]

. kR h . . : . . \ .
Du fait que ;- et -— ont méme loi spatiale, la réglé [5] est d’ailleurs équivalente 4 la régle de pon-
0 0
dération géométrique. En effet, remarquons tout d’abord que, la matrice £ étant définie positive,

son logarithme log % existe également : c’est la matrice admettant les mémes vecteurs propres que
k, et, comme valeurs propres les logarithmes de valeurs propres de 4 (qui sont positives). De méme

log '# existe, et on a log & = — log k. Par ailleurs, puisque ; et i ont la méme loi spatiale, leurs
0 Q

logarithmes dnt la méme espérance mathématique, soit :
E (log #) — log ko = E (log &) — log ko == — E (log k) — log /1o

D’otut résulte immédiatement :
I k
E = - 2
(log %) . log i

Par suite la régle (5] est bien équivalente 4 la régle de pondération géométrique :
log K = E (log #)

La condition que — et h_ aient la méme loi spatiale est toujours remplic dans le cas particulier
o - %0

trés intéressant ol cette loi spatiale est lognormale, c’est-a-dire dans le cas ot la matrice des per-

méabilités £ est de la forme :
k = GA [6]

A étant une matrice symétrique, non nécessairement définie positive, dont les composantes sont
des fonctions aléatoires a loi spatiale gaussienne. (On notera qu’une matrice 4 loi lognormale est
toujours définie positive : ses valeurs propres sont, en effet, les exponentielles des valeurs propres

. . . ko
~de A, donc toujours positives). Si % est de la forme 6], alors, — et 2

ont la méme loi spatiale ; en
ko llo

effet, posons :
A=E) +«

Comme « est gaussienne et de moyenne nulle, « et — x ont méme loi spatiale, done aussi ¢ et e~
et par suite également :
‘ k e h e

= - et — = -

ke El(e) he — E (e

Résumons ces divers résultats sous la forme d'une proposition.
Proposition 2.
: k h

St, dans un milieu d deux dimensions, les matrices aléatoires m et E—m possédent la méme loi spa-
i

tiale, et st cetle loi est invariante par rotation, les perméabilités se composent selon la régle de pondération

1 I
géométrique log K =E (log k) ou selon la régle équivalente K = [E (le)]z [E (h)] 2. Ces conditions
sont en particulier remplies lorsque la loi spatiale de k est lognormale et invariante par rotation.
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Remarque.

Les résultats exprimés dans les deux propositions précédentes sont liés étroitement au nombre
N = 2 des dimensions de I'espace et ne peuvent pas se généraliser au cas N = 3. En effet, leur
démonstration repose essentiellement sur le fait qu'une rotation de go® transforme un gradient en
un vecteur conservatif. C'est 1a une propriété particuliére a 'espace & deux dimensions, qui n’a pas
d’équivalent dans le cas N 3£ 2. Nous verrons d'ailleurs, dans le prochain paragraphe, que la régle
de pondération géométrique n’est possible que dans I'espace a deux dimensions.

1.2. La méthode d’approximation de Schwydler.

Dans ce qui suit, nous nous plagons dans un milieu infini & N dimensions, dont les perméabilités
régionalisées &/ (x) sont interprétées comme une réalisation d'une fonction aléatoire (tensorielle)
ergodique et stationnaire. L’espace étant rapporté i des axes orthonormés, nous désignerons par g*/
le tenseur unité (g =o0sii == j, et g = 1si ¢ = j). Nous supposons que l'espérance E (k') est pro-
portionnelle 4 ce tenseur unité : autrement dit, la perméabilité movenne est un scalaire %o et I'on a :

E (k) = kog"
11 est alors possible de représenter la perméabilité sous la forme tensorielle :
kY = ko (g + ") (7]

ou sous la forme matricielle équivalente :
k=ko (1 +cY)

le tenseur vy avant une espérance nulle E (y/) = o. Le paramétre ¢ étant supposé petit, la méthode
d'approximation de Schwydler consiste a exprimer les solutions du systéme de Darcy sous forme
de développements limités en .

Il est possible, par cette méthode, d’obtenir I'expression du terme général de ces développements,
et par suite d'écrire les solutions de I'’écoulement sous forme de développements en série entiére. Mais
d’une part, au dela du terme d’ordre 2, les fonctionnelles donnant le terme général deviennent trop
complexes pour que 'on puisse les calculer effectivement, de I'autre la convergence d’un tel dévelop-
pement en série serait fort difficile 4 établir. C’est pourquoi nous nous contenterons (comme d’ailleurs
ScHWYDLER lui-méme) de développements limités arrétés au terme d’ordre 2. Il s’agit donc, -4 stric-
tement parler, d'une théorie des milieux & perméabilités faiblement variables. Mais, en fait, les résul-
tats que nous obtiendrons auront une valeur indicative plus large, et nous permettront, soit de
pressentir ce qui peut se passer dans le cas général, soit au contraire de démontrer que certaines
circonstances sont exclues.

1.2.1. Les équations de récurrence.

Cherchons a exprimer la solution du systéme {3 sous la forme de développementsen e :

\ dip=0,po + ZE"D;P"

(8]
lg'=go+Serql
ot les ¢, ¢t J,;p, sont des fonctions aléatoires stationnaires a déterminer.
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Compte tenu de [7], la premiére équation 3], c’est-a-dire la loi de Darcy, donne, en identifiant les
termes de méme degré en ¢ :
\ g6=—kog"d;Po

l gn=—ko (8", P+ Y70, Pn1]

11 suffit ensuite de porter ces expressions dans la deuxiéme équation [3], (c’est-a-dire I'équation de
continuité) pour obtenir les équations de récurrence cherchées :

[9]

\ Apo =0
'AP,, + ai [Y”ajpn—l] =0

Cherchons a résoudre (formellement) de telles équations. En premier lieu, on remarque que, pour
€ = 0, k = ko est constant, et les solutions stationnaires correspondantes sont également des
constantes. Ainsi le terme d’ordre o du gradient 9 po, et la composante correspondante du flux

(10]

go = — ko0 po sont des constantes. Le vecteur constant J po peut d'ailleurs étre choisi arbitrairement.
La deuxiéme équation [10] est du tvpe de I'équation bien connue de Poisson :
Af+d=o0 [11]

dont la solution se construit a l'aide des potentiels harmoniques. Désignons par « (x) le potentiel
harmonique (c'est-a-dire la solution élémentaire de 1'équation Af = o) de I'espace a N dimensions,
soit (r désignant le rayon vecteur) :

I .
a—z—nlogr pour N =2

I

e pour N = 3, etc.

A’ =

On sait que 'équation [11] admet la solution :
F) = falx—3) ®()dz
que I'on écrit aussi, sous forme plus simple, en introduisant le svmbole * du produit de convolution :
f=x*D
Ainsi la solution de I'équation [10] peut s’écrire :
pu=o*2, (" 0,p0-0)|

Enfin, on sait que pour dériver un produit de convolution il suffit de dériver I'un, quelconque, de
ses facteurs. Le terme d'ordre # du gradient peut donc s’écrire :

Dipu = Di}'a‘ (Yi"aupn-—l) {IZ_'

Prenons I'espérance mathématique des deux membres de 'équation :12*. On sait que, pour toute
constante C, on a dans l'espace & N dimensions :

I

a,‘ja*c —_ :’\', gu'c
MARS 1967 REVUE DE L'INSTITUT FRANCAIS DU PETROLE 449




COMPOSITION DES PERMEABILITES EN MILIEU POREUX HETEROGENE

Par suite nous obtenons l'espérance du terme d’ordre # sous la forme :
1 ,
E (ajpn) = - i giiE (Y”’aupn—-l) [_I3]

En ce qui concerne |'espérance du flux g;, on tire de [g] :
1

E () = —ko|8"E (3,0 + E (Y2, u) |

Il suffit de comparer a {13; pour obtenir :
E (g.) =ko (N—1) g"E (3,02)] [14]

{sauf, évidemment, pour n = 0, puisque g; est donné par la premiére équation {g]).

Remarque.

Ce qui précéde ne constitue pas une démonstration rigoureuse, mais seulement une indication
générale. La question de l'existence d’un produit de convolution tel que {12} devrait, pour le moins,
étre examinée de prés. Mais les résultats fondamentaux du paragraphe suivant peuvent étre justifiés,
en toute rigueur, 4 'aide d'une méthode un peu plus longue, ou l'on remplace les équations 1o} de
récurrence par des équations portant directement sur la fonction de covariance et non plus sur les
fonctions aléatoires '/ elles-mémes.

1.2.2. L'approximation d'ordre deux et le tenseur de Schwydler.

En ce qui concerne, tout d'abord, les termes du premier ordre, on remarque que leurs espérances

sont nécessairement nulles :
E@)=E@;p)=0
Cela résulte immédiatement de (13, et ;14;. En effet, 3, po est une constante et I'espérance du ten-
seur v est nulle. D’oll ce premier résultat intéressant : 1'effet perturbateur de la variabilité des
perméabilités ne se manifeste que par des termes du deuxiéme ordre en ¢g.
Cherchons maintenant les termes d’ordre 2. Si, dans la relation [13} nous remplagons, au deuxiéme
membre, ), p, par son expression explicite {12} :

dupi= [ 0un @)Y (x— 22, pod
nous vovons qu'il convient de prendre 'expérance de I'intégrale :
2.b0 | dux @y () (v —5) d
Introduisons donc la matrice R"* (k) des covariances de la fonction aléatoire tensorielle /" :

R (h) =E |y (v) y* (x + ) | (15,

On a d’ailleurs manifestement :
R (h) = R (_ h) 16
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et R'"" est symétrique en 7 et j ainsi qu'en / et s. Avec cette notation, on voit que l'expression
cherchée est :

I ;" : o
E(Djp2)';;“ﬁgjuari)0h/ a.‘u“(i) Rw""(i)dg LI7..|

Nous mettons ainsi en évidence un nouveau tenseur, qui va jouer un réle fondamental, et que
nous appellerons le tenseur de Schwydler S'/ :

Sil— fa,,a () R (%) dE (18]

Ce tenseur est manifestement symétrique en+ et j. On le voit en changeant 4 en — Z, en utili-
sant [16] et en remarquant que J,,« (%) est paire vis-a-vis de-Z. Nous montrerons un peu plus loin

que S est également défini positif.
Les termes d'ordre z s’expriment trés simplement & l'aide du tenseur de Schwydler. De [17] et

de (14 on tire, en effet :

1
\ EQ;p.) = N S5 o
{19,
N—1

N

/ E{(g:) = ko S“az}bo

1.2.3. Lo perméabilité macroscopique constante K.

Nous allons maintenant évaluer, au deuxiéme ordre en ¢, I’expression de la perméabilité macros-
copique constante K'/, et montrer qu'elle ne dépend que du tenseur de Schwvdler. Conformément
a la méthodologie générale exposée dans l'article antérieur déja cité, nous devons former un systéme
de N solutions stationnaires 0,4’ ¢, indexées par l'indice /, et effectuer le produit contracté de
E (¢') par l'inverse de E (3,p'). Pour réaliser ce programme, nous remplacerons le terme constant
d,p0 du gradient par le tenseur de Kronecker 8} (=1 si / =j, = 0si /5%). Les solutions privilégiées
cherchées sont donc de la forme :

0=k [g8 +egi +etgl + -
Lapt =814 20,0+ 220,00+ -

En exprimant les termes d'ordre 2 a I'aide de 19}, on obtient au deuxiéme ordre en = :

\E@p) =3+ g =

-20]
; ' N—1 .,
/ E(g") = —ko lg"— N gy
Il suffit ensuite d’inverser E (3, '), ce qui donne au deuxiéme ordre en = :
N L
6'; —_— <. 3351
et de multiplier par E (¢") pour obtenir, toujours au deuxiéme ordre :
K1i=ko[gii_szsii| .21
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ou, sous forme matricielle :

K=k (1—eS) |

Ainsi le tenseur de Schwydler représente la détérioration des permeéabilités, c’est-a-dire

la différence relative :
. E (k) —K

TE@m -

entre la moyenne arithmétique et la perméabilité macroscopique.
Si nous inversons (au deuxiéme ordre) la relation [21], nous obtenons la résistivité macroscopique
H = K~! sous la forme matricielle :

H= 7:; (1 +¢2S) [22]

Comparons H a la moyenne E (k) des résistivités. Inversant [7] au deuxiéme ordre en ¢, nous trou-
vons !

h = I (I —ey+ ex?)
ko
I -
E(h) = [1+eE (]

On notera que les composantes de E (y?) s'expriment 4 I'aide de la matrice des covariances R"/* (k)
prises en & = o. E (y?) est une variance matricielle. Elle a pour composantes :

LE|Y (0¥ (0] = g R (o) [23]
Finalement [22] se met sous la forme :

z? - I
H:E(/z)—ElE(Yz)_bl [24]

Or nous avons démontré ailleurs que les tenseurs E(k) — K et E(4) — H sont toujours définis
positifs. Les relations {21] et [24] que nous venons d’établir montrent donc que le tenseur de Schwyd-
ler S, ainsi que le tenseur E (y?) — S sont définis positifs (). Les inégalités fondamentales [1] se
traduisent donc ici de la maniére suivante :

0<S<E(y)

Indiquons encore (mais sans reproduire la démonstration) les résultats suivants qui montrent
qu'au deuxiéme ordre en ¢ les fluctuations des isobares et des lignes de courant se rattachent
également de maniére simple au tenseur de Schwydler :

\ E(g70:p10,p1) ="
VE (g,91'a)) = g, R™/ (0) — ¥

Ainsi les fluctuations des isobares sont liées au tenseur S et celles des lignes de courant au tenseur
E (y?) —S.

(') Ces propriétés peuvent du reste se déduire directement de I'expression 181 du tenseur d2 Schwvdler, 11 sutht d'utiliser la
transformation de Fourier, et d’appliquer le théoréme de Bochner.
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1.2.4. Cas oi il existe une ragle de pondération.

Puisque, comme nous venons de le voir, la perméabilité macroscopique, au deuxiéme ordre en ¢,
ne dépend que du tenseur de Schwydler S, I'existence d’une régle de pondération, au sens que nous
avons donné i cette expression dans I'introduction de cette étude, doit se manifester par le fait que
S ne dépend que de la matrice R'"'* (0) des covariances des y'/ prises au méme point d’appui. L'exa-
men de la formule [18) montre que cette circonstance ne se produit pas dans le cas général, puisque
S dépend effectivement des valeurs prises par la matrice R (&) pour toutes les valeurs de I'argument &
et non pas seulement en £ = o. Toutefois les dérivées secondes J,,« (£) sont étroitement apparentées
a la mesure de Dirac 8, puisque I'on a toujours :

Aa=ghd a=—3

. ’ ’ \ I I . ’ .
Autrement dit, 3, a présente une composante égale 3 — N g8, sans dailleurs se réduire pour

v

autant a cette seule mesure de Dirac. Mais, si la fonction matricielle R""* (Z) posséde des propriétés
convenables de symétrie, il peut arriver que l'action de la distribution J,,x sur cette fonction se
réduise a celle de sa seule composante de Dirac. Lorsque une telle simplification se produit, nous
dirons que nous sommes dans le cas sub-isotrope. Par définition, donc, dans le cas sub-isotrope,
'expression [18] du tenseur de Schwydler se réduit a :

I .-
S = N &R (0) [25]
ou encore, sous une forme matricielle plus parlante, 3 :
R ——
's—lE(z) 125 bis]
=N Y 125 I

De ce qui précede résulte que c’est seulement dans le cas sub-isotrope que l'existence
d’une régle de pondération est possible. Or, il existe au moins un cas o I'hvpothése de sub-
isotropie est vérifide, et ol par suite on peut espérer trouver une régle de pondération, c'est le cas o1
la covariance R*" (k) ne dépend que du ravon vecteur r = i#|. On montre, en effet, facilement, 4
l'aide de considérations de symétrie élémentaires, que I'action de d.,,% sur une fonction possédant
la symétrie sphérique, c’est-a-dire une fonction de la forme f(r), se réduit a celle de sa seule compo-

sante de DiRAc, c'est-a-dire & — _—\Tg,,/ (0). Autrement dit, dans ce cas, la relation 25 bisi est vérifide.

Comme exemple encore plus particulier de cas ol une telle simplification se produit, citons le cas
(a I'étude duquel SCHWYDLER s'est d’ailleurs lui-méme limité) ou il existe une perméabilité scalaire
k (x) [c’est-a-dire 2" = g k (x)] possédant une fonction de covariance :

L g P

CO)=E|k(0)k(x+h)|—[E @[

ne dépendant que du rayon vecteur |4 = 7. Dans ce cas, en effet, on a :
RitJe (B — I ollgie C
) = z8"e" C )

et les conditions requises ci-dessus sont bien remplies.
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L’étude du cas sub-isotrope met bien ¢n évidence le réle déterminant que joue le nombre N
des dimensions de ’espace. Pour N = 1, en effet, le tenseur de Schwydler coincide, selon [25 bis],
avec sa borne supérieure E (y?). Au fur et 3 mesure que N augmente, on voit ensuite S se rapprocher
davantage de sa limite inférieure, qui est zéro. Ou encore, si nous nous reportons aux équations
[21] et [24], nous obtenons :

\I\ :ko I-I_— x, E(Y")]
[u_Em—N2
Et, compte tenu de I'expression de E (k) écrite plus haut, d’ott I'on déduit :
SE@)=1—|E®["
0

on peut écrire (au deuxieme ordre en z) :

_N——I

K="t E®+ ¢ |Ee[™ 126}
ou, aussi bien :
I N—r1I i
H=SE@®+ - [E@)]™

Bien qu’un tel résultat ne soit établi (quantitativement) qu'au deuxiéme ordre en z, il semble
légitime de penser que sa signification (qualitative) doit avoir une valeur générale. Cette significa-
tion est la suivante : dans un milieu, possédant des propriétés d’isotropie suffisantes pour qu'une
régle de pondération v soit applicable, la perméabilité se situe & mi-chemin ou au deux tiers
du chemin entre moyenne harmonique et moyenne arithmétique selon que l'espace est a
deux ou trois dimensions,

Pour N = 1, K coincide, comme il se doit, avec la movenne harmonique. Lorsque le nombre N des
dimensions de l'espace augmente, on voit la perméabilité macroscopique croitre et se rapprocher
asvmptotiquemnent de sa limite supérieure, qui est la moyenne arithmétique.

Observons encore ceci : dans le cas sub-isotrope tout au moins, la régle de pondération géo-
métrique ne peut s’appliquer que dans un espace 3 N = 2 dimensions. Elle est exclue a trois
dimensions. On vérifie, en effet, facilement que 1'on a au deuxiéme ordre en ¢ :

a2
\ E (log k) =log E (k) — 12- E (v¥)
(26 bis]

/ IonglogE(k)——i\:E(YZ)

Ces expressions ne coincident donc que pour N = 2.
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Remarque.

Dans les conditions de la proposition 2 du premier paragraphe, nous avons obtenu une autre
forme de la régle de pondération qui était :

K=[E®][Ewn] "z

On peut se demander dans quelle mesure une régle de la forme :

N—1 1
K=[E®]~ [E@]~F

dont on peut vérifier qu'elle est compatible avec [26] au deuxiéme ordre en ¢, ne pourrait pas s’appli-
quer dans un espace & N dimensions. Nous ne sommes malheureusement pas en mesure de donner
une indication positive sur ce point.

II. ECOULEMENTS NON UNIFORMES ET ECOULEMENTS RADIAUX

On sait que la perméabilité macroscopique K/, dont I'étude a fait I'objet de la premiére partie
de cette étude, permet une description correcte des écoulements localement uniformes au niveau
macroscopique, c’est-a-dire des écoulements pouvant étre considérés comme uniformes dans des
domaines de dimensions peut étre petites 4 I'échelle macroscopique, mais suffisamment grandes
cependant pour que les propriétés du milieu, lides aux perméabilités régionalisées & (x), v appa-
raissent comme homogénéisées par effet d’ergodicité. Or il existe des classes d’écoulements trés
importantes pour les applications, comme les écoulements radiaux, qui ne vérifient nullement cette
condition. Au voisinage d'un puits de pompage, I'écoulement n’est pas localement uniforme. La
perméabilité apparente observée n'a. donc pas de raison a priori de coincider avec I'expression que
I'on calculerait si le milieu était homogéne et de perméabilité constante K. La méthode de Schwyd-
ler, cependant, peut s'appliquer aussi aux écoulements non uniformes. Dans ce qui suit, nous
essayerons, en nous limitant au deuxiéme ordre, de déterminer les caractéristiques de cette perméa-
bilité apparente (moyenne et variance, car il s'agira d'une quantité aléatoire, et non plus d'une
constante, comme dans la premiére partie).

Aprés avoir défini les conditions aux limites et établi un théoréme fondamental (paragr. I. 1),
nous déterminerons I'espérance et la variance de la perméabilité apparente par des formules géné-
rales ou figurera une fonction de Green (paragr. L. 2.). Nous particulariserons ensuite au cas des
écoulements radiaux, en examinant les cas de simplification et les limites R, —~0 ot Ry —=% R,et R,
désignant les rayons intérieur et extérieur de la zone de drainage (paragr. I. 3). Enfin nous évoque-
rons le cas olt la perméabilité £/ (o) du puits de pompage est connue, ¢t ot par suite la loi spatiale des
k' (x) doit étre remplacée par la loi liée (non stationnaire) correspondante.

Nous nous limiterons, en principe, au cas d’un espace 4 deux dimensions. Mais les résultats
des deux premiers paragraphes se transposent sans difficulté & I'espace a trois dimensions.

lI.1. Les inégalités fondamentales.

Avant d'exposer les résultats de la méthode de Schwydler pour les écoulements non-uniformes,
nous allons établir un théoréme fondamental généralisant les inégalités ‘1. rappelées ci-dessus. Con-
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sidérons une zone de drainage S en forme de couronne limitée par un contour intérieur Co et un
contour extérieur C,, de formes d'ailleurs quelconques (). Dans S régne une perméabilité régionalisée :

K=t (¢ +ey")
Ca (h-.-. O)

ol '/ est une réalisation d'une fonction aléatoire tensorielle stationnaire d’espérance égale a zéro.

Comme condition aux limites, nous nous imposons une pression nulle sur le contour extérieur C,,
et une pression constante — Py sur le contour intérieur C, (le signe — est introduit pour que Py, > o
corresponde A un pompage). Soit Q le débit total traversant la couronne, et recueilli, par conséquent,
a I'intérieur de C,. Désignons par ¢, {x) et J,p (x) le flux et le gradient de pression en tous point x de
la zone drainée S. Le flux est conservatif (3,¢' = o) de sorte que l'on a :

7'%:p=20:(p9")

Intégrons cette expression dans S et appliquons la formule d’Ostrogradsky :
. pdx = n,ds + pg'n;ds
| dapdx= [ 1 .

On désigne suivant 1'usage, par #, les cosinus directeurs de la normale extérieure aux contours Co
et C,. Comme p = osur C, et p = — Po sur (g il reste simplement :

QP0=——/ ¢'d,pdx (27
S

Cette relation fondamentale nous permettra de calculer le débit Q, et par suite la perméabilité
apparente. Elle posséde la méme signification énergétique et la méme structure que la relation ana-

logue :
E(g) E(:p)=E(g0:p)

que I'on a établi ailleurs dans le cas d’un milieu infini et d'un écoulement macroscopique uniforme :
A droite figure 1’énergie consommeée par les forces de viscosité, a gauche I'énergie que I'on doit fournir
de I'extérieur pour entretenir 'écoulement. Cependant, grace au choix des conditions aux limites,
la relation [27] s'applique au flux et au gradient eux-mémes, et non pas seulement a leurs espérances
mathématiques comme dans le cas d'un écoulement uniforme.

Décomposons maintenant la pression p (x) en deux termes :

p () = (x) + 2 (x) (28]

(1) Ilserait également loisible de limiter fatéralement 'aire S par deux parois iinperméables joignant Cq et C,.
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dont le premier w (x) est une fonction déterminée (non aléatoire) vérifiant les conditions aux limites
o =o0sur C, et @= — P, sur C,, et A cela prés quelconque. Le deuxiéme terme A (x) est par consé-
quent une fonction aléatoire qui s'annule sur les deux ‘contours C, et C,. En utilisant la loi de Darcy,
on peut écrire : '
—q'0:p=Fk'2:00,p
=k9:;p0,04 k3, ®d,;p —kd;wd;m + 7N
= —2 q'D.-w—k”D.-mD;m + k”ai)\ai)‘

Intégrons dans S. A gauche apparait Q P,, selon [27]. A droite, on remarque que l'on a :

~

/q‘a.-mdr= /Ds(mq')dx=——QPo
s s

~

i cause du choix des conditions aux limites imposées 4 w. Ainsi, nous obtenons :
QP, — / B3 ,wd,mdx— / 3D Adx (28 bis]
S S

Or, k' étant définie positive, la deuxiéme intégrale est toujours positive. Par conséquent, pour
toute fonction w vérifiant les conditions aux limites du probléme posé, on a I'inégalité :

QP, < /s R1);wmd,mdx [29]

Cette inégalité signifie que, pami tous les écoulements possibles compatibles avec les con-
ditions aux limites, I'écoulement réel est celui qui réalise le minimum de la puissance
consommeée par les forces de viscosité. On sait qu’une telle condition d’extremum s’exprime par
la relation :

2; (k7d,p) =0

qui n'est autre chose que I'équation de continuité 3,4’ =o.

La relation [28 bis] va maintenant nous conduire 4 un théoréme exprimant, comme dans le cas des
écoulements uniformes, que la perméabilité apparente est toujours comprise entre les movennes
harmonique et arithmétique. Du fait qu'ici Q P, est une variable aléatoire, le théoréme ne s'énonce
qu'en espérance mathématique.

Théoréme fondamental.

L’espérance de la perméabilité apparente est toujours comprise entre les movennes arithmétique et har-
monique.

Plus précisément, si I'on désigne par Q, et Q, les débits que 'on observerait, avec les mémes con-
ditions aux limites, si I'on remplagait le milieu réel par des milieux homogénes de perméabilité cons-
tantes égales a |E (A=Y |_l et E(k) respectivement, on a les indgalités fondamentales :

Qu-EQ - O, 130,
La deuxiéme inégalité [30] découle directement de {2g]. Prenons, en effet, pour @ (v} la pression

qui s’établit dans le milieu de perméabilité constante E(k), et passons aux espérances. Il vient,
compte tenu de la relation [27] :

E(QP,) - /S E (k") d,md,mdx-=Q.P,
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Pour démontrer maintenant la premiére inégalité [30], nous mettrons le flux ¢* sous la forme :
ql — Z( + e(

z' et 6 étant deux vecteurs conservatifs que nous préciserons dans un instant. Si &;; désigne la
résistivité, inverse de k;, on a
k90:po,p = hisq'q
=hit ¢+ hif g —hif 4+ hi 60
=—270ip—hi; 7'y + h,;0'0

En intégrant dans S, et en désignant par y le débit total du flux ¥/, on en tire :
27Po— [ hyy'yidx=QPy-- / 00/ h,,d x
s s
Comme /,; est défini positif, on en déduit I'inégalité :
2P, - / hig'y'dx — QP,
IS

Prenons, maintenant, comme vecteur ', le flux qui s'installe, pour les mémes conditions aux
limites, dans le milieu homogéne de résistivité constante E (4,). On a y = Q, par définition, et
aussi, d'aprés [27] :

[ B 7y = QuP,
S

Il suftit done de prendre les espérances des deux membres de Pinégalité éerite ci-dessus pour

obtenir :

Qupu - PoE ((_))

ce qui achéve de démontrer le théoréme fondamenal.

i1.2. Les développements de Schwydler.

Comme dans la premiére partie de cette ¢tude, nous allons chercher des développements de la
forme [8] vérifiant le systéme de DARCY : on obtient encore les relations (g, qui donnent le flux en
fonction du gradient, et les équations de récurrence {10} qui vont permettre de déterminer la pres-
sion. Mais cette fois nous devons choisir comme fonction p, (v) la fonction harmonique égale & o sur
le contour C, et a la constante — P, sur C,, ¢'est-d-dire la solution du probléme posé dans le cas
¢ =o0. Pour P, (x) nous choisirons la fonction (unique) vérifiant {10 et s'annulant sur C, ¢t C,. Ce
sera une fonction aléatoire, mais son gradient ne sera pas stationnaire.

On doit ici introduire La fonction de Green G (v, v) définic comme suit :

1) G (v, ¥) —a(x-v) est harmonique et réguliére dans tout le domaine S, (= est le potentiel harmo-

. LI R . .
nique, soit — log » dans I'espace a deux dimensions).
2m

2) G (x,v) est nulle lorsque v appartient au contour C, ou au contour C,.
On sait que ces conditions déterminent, d’'une maniére unique, la fonction de Green pour tout
point y de S, et que de plus cette fonction est symétrique en v et v.

G (v, v) =G (v, )
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Compte tenu du choix des conditions aux limites, la solution p, (x) de I'équation [10] se met sous
la forme :

P = G N[ ) e ()

Comme G (x, y) s’annule, d'aprés la condition [2] et la symétrie en x, y de la fonction de Grenn,
lorsque v appartient a C, ou & C,, une intégration par parties nous donne :

N o ) 9 . ii ,
P = [5G G 02,80 )y
D’olr 'expression «u gradient :

a8 == [ ¥ )21t 0) 5 G (59 dy [31]

[§
ox' v

Cette expression (dans laquelle la convention de sommation s’applique a l'indice 7) peut étre
comparée A {12] : on voit que la fonction de Green joue ici exactement le méme réle que le potentiel
harmonique % dans le cas des écoulements uniformes.

I1.2.1. Développement de P,Q

Pour évaluer simplement le développement de Q P, limité 3 'ordre 2, nous pouvons utiliser la
relation {287 en posant :

y @ () = pa(y)
'n) =cpy a2, -
Compte tenu de [7], nous obtenons ainsi :

i P T T
_;—Q:'—“ / g’ a;ﬁna,-/’ud'\' & / 1 D,-/’..D,/’u(l.\'
1] 7S <8

£32]

[ _a / S prdx
s

Le coefficient du terme en =2, qui est — / grad p, dx, done toujours négatif, peut s'expliciter
s

tomme suit : on remarque d'abord qu’en raison du choix des conditions aux limites (p, == o sur €, et
Cona:

/ g10:prdx = / M (pg)dy—o
8 .78
ensuite on remplace ¢; par son expression {9, c¢ qui donne :
[ ghapdpidx s [ yid.padpdi o
s s

-

Enfin, on remplace 3, p, par son expression déduite de {31, et on obtient :

o, M A . .
/ :4"0;/’10;/’1 dI = / / YI, (-';) Y“ (V) a,‘/)o (V) a_./)n (V) 1"‘_\_1 G (.\'_\') d -‘.‘LV 133‘!
s NATNA deldyt
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I.2.2. Espérance mathématique du débit.

Si nous prenons 'espérance des deux membres de [32], nous remarquons que le terme en ¢ dispa-
rait, puisque E (y'/) = 0: ]a perturbation est ici encore du deuxiéme ordre en ¢. Il reste donc :

E (PoQ) = PoQ, — ko2 T? (34]

Le premier terme :

PoQo = A, / grad py dx
S

est celui qui correspond au cas ¢ — o (perméabilité k, constante). Le coefficient T, du deuxiéme
terme admet les deux expressions suivantes, qui résultent de {33]:

\ T = /’E[gradp”dx
s

[35]
%G (xy)

REZhE

/ - /51 /s‘ RY (v-2) 240 (1) 2,0 (¥) dxdy

La premiére expression montre que T, est positif. La deuxiéme, ou figure la matrice des cova-
riances telle que nous I'avons définie en (15], permet un calcul explicite, sous réserve que I'on sache
former la fonction de Green et la solution 9, g, correspondant & une perméabilité constante,

11.2.3. Caleul de la variance D? (PoQ).

Draprés [32] et au deuxiéme ordre en g, la variance s'obtient en prenant 'espérance du carré du
terme d’ordre 1 en e du développement de PoQ. Ce carré se présente comme I'intégrale double :

RS YT 00280 (002,80 (9210 (9) 2.0 () dx dy

et I'on a par conséquent :

DARQ) =<k f [ R (5002, 0 () 2,0 (1), () o o) [30]

Cette expression est plus simple que celle de I'espérance mathématique, puisqu'elle.ne dépend pas
de la fonction de Green. Néanmoins, on ne manquera pas d'étre frappé par la difficulté des calculs
auxquels conduisent les développements de SCHWYDLER, méme limités l'ordre 2. Pour essaver de
rendre plus parlants les résultats obtenus, nous allons les particulariser au eas des éconlements
radiaux.

I1.3. Cas des écoulements radiqux.

Nous supposons maintenant que les contours C, et C, sont deux cercles concentriques, centrés a
Porigine, de rayon 7, et 71. La zone S de drainage est donc la couronne circulaire comprise entre les
deux cercles. C'est 13 le dispositif classique que I'on utilise pour étudier I'écoulement qui se produit
lorsque I'on fait débiter un puits isolé. Le contour extérieur Cy. a, le plus souvent, un caractére pure-
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ment conventionnel : on s'impose la condition p = o sur C! i seule fin qu'un écoulement permanent
puisse s'établir. II en résultera certaines difficultés, assez troublantes, dans l'interprétation de ce qui
suit. .

En vue de simplifier au maximum les formules tensorielles du paragraphe précédent, nous suppo-
serons qu'il existe une permeéabilité scalaire, autrement dit que l'on a :

K = ko ! (2 4 o)

v (v) étant une fonction aléatoire stationnaire d'espérance nuile. Nous supposerons de plus que la
covariance de y (x) est de la forme R (), c'est-a-dire ne dépend que du rayon vecteur » = |A|. Dans
ces conditions, la covariance matricielle qui intervient dans les formules générales prend la forme .

plus simple :
R () = gg" R (1) (371

On notera que la valeur R (0) de R (7) en » = o n'est autre que la variance D2 (y) de y.

Ces hypothéses sont celles-la mémes qui figurent dans les travaux de SCHWYDLER. Nous nous per-
mettrons, dans ce qui suit de citer plusieurs résultats sans reproduire les calculs intermédiaires.
D’une part, en effet, il s'agit de calculs assez longs et, pour tout dire, plutdt fastidieux, de 'autre on
pourra toujours se reporter aux articles de SCHWYDLER.

Avec les pressions o sur C, et — Py, sur Cg, les termes d’ordre o du développement de SCHWYDLER

s'obtiennent immédiatement. Si I'on désigne par r = |x| le rayon vecteur du point courant la pression
Do (x) et le débit total Q, sont :

' r
PU (") =a lOg 1{]

Qo = 2T aky (38]

" log R, —log R,

a

Nous allons maintenant calculer, au deuxiéme ordre en z, 'espérance mathématique et la variance

du débit Q.

1.3.1. Calcul de la variance du deébit Q.

Compte tenu des hypothéses faites, la formule générale [30] se simplifie. Comme on a :
i B ‘lz
870:po (%) d;p0 (¥) = b

on obtient, en portant dans {36] I'expression {37} de la covariance, et ¢n passant en coordonnées

polaires :
~, d ~r, d ’ ST
D2 (QPy) = 2matzh} / it / ‘f / R (p) 4

L r - r

On a posé pour abréger :
p=\/r+rt—zrrcos 6
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’

Nous considérons plutét la variance relative D? ( 9) : elle sera, en effet, égale 4 la variance rela-
(1]

tive de la perméabilité apparente. Compte tenu de [38], on trouve :

-7

. Q)_ s? “odr 4 dy ,
D ((70 =/ 7 / 7/0 R (p) d0 (39)
n(log —> < . .
7o

AY

Etudions la limite de cette expression pour 7, —oety, - © (dans les applications, en effet, r,
est petit & I'échelle de la covariance R (7), et 7, est grand). Pour cela, nous allons encadrer la variance
relative au moyen de I'inégalité de Schwarz. Tout d’abord, de

IR ()l <R (0) =D2(y)
on déduit :
9N e .
Dz (-\("._)Z ) < gD (y) r39 bis!

Mais cette premiere indgalité est trop liche. On obtient une majoration plus stricte en introduisant
la fonction aléatoire auxiliaire définie en intégrant vy sur le cercle C, de rayon r ;

-

X () = /C v (¥) d0

-

Désignons par C () et C (r, ') la variance de X (r) et la covariance de X () et X () :
C()=2x /”RR (zr sin 2) a0
\ Jo \ 2
¢ (rr)=2m [ R (g)do
Jo

L’inégalité de Schwarz doune :
IC(r, 7)) \VC @Y C )
Il suffit de porter cette inégalité dans 139] pour obtenir la majoration cherchée :

- P

Qe E | i)
D (\Q(,') =~ 47t’(log:_‘.‘ el./’ \vC(r) p l [40]

\ 0

Pour les fonctions R (r) usuelles (ergodiques), C (r) décroit assez vite, lorsque 7 tend vers Uinfini,

N cedr L . .
pour que l'intégrale / V € — soit convergente. Ainsi, lorsque on fait tendre 7, vers o et 7y vers
LT N r

Iinfini, cette intégrale est équivalente & :

—log 70\/C (0) = ~-2mlog r,\/ R {0)
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et par suite (40] nous donne :

1 2
lim D2 (é')—) < gt 8 :0 D2 (y) [41]
=0 log r_l
. o

Nous allons maintenant établir Vinégalité inverse en cherchant 4 minorer {39]. A cette fin, nous
utiliserons la covariance de 0o avec la valeur y (0) prise par v (x) a l'origine des coordonnées.

De (321 on déduit sans peine :

Ely o 2 _Iz Ry Y

Q:) ./, 4
. ] o~ -
og v
ct I'inégalité de Schwarz nous donne :
&? I T dr |? O
S — R (r) — = D = 2
i | S RO ) 1421
[ LA -
g ve

Passant cnsuite a la limite 7, =0 et 7, — %, on obtient l'inégalité inverse de ; 41;, d'out Fon conclut :

N

) = £ % () tim g o

. .9 A
lim 2 ( O 43

N 1
lUg ;-(')

On obtient ainsi la généralisation d’un résultat établi par SCHWYDLER dans le cas particulier d'une
fonction de covariance de la forme :

R() =Dy [44]

Cependant, on doit faire certaines réserves sur la formule 43;. Cette formule ne peut pas, en effet,
étre utilisée numériquement, puisque, tant que 7o et 7, ont des valeurs finies, la valeur prise par l'ex-
. 10{-,' 7o , . s . .
pression -—2——— dépend du choix des unités il faut, au numdcrateur, remplacer log ry par
logry ~logr,
Yo . . , . .. .
log e b représentant la portée de la covariance R (r). Dans le cas ‘44 dtudié par SCHWYDLER

on obtient, en cffet, la formule approchée :

1 "l()g {)).

j of (,) Yy TS
Dz (\C_)I, ) = 172— 222 (+)
(10 7)
| I) A= l— € - ((. e 0,577 216 .. .)
i v A

Mais il v a plus grave. En effet, la limite [43] dépend de la maniére dont on fait tendre simultané-
ment 7, vers z6ro ot 7, vers Uinfini. Selon la plus ou moins grande rapidité de T croissance de F'un et
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de la décroissance de l'autre, on obtient toute la gamme des valeurs comprises entre les deux bornes
suivantes

Sir, = %, fixe:
. R
lim 2| = ) =¢z2D2
(Q ) ()

0.

lim D? (

Lle

Siry — 0,7 fixe:

Or, en général, le choix du ravon 7, du contour extérieur est purement conventionnel, comme nous
I'avons déja remarqué, et cependant ce choix exerce une assez grande influence sur la détermination
de la variance, et aussi sur celle de I'espérance, comme nous allons le voir.

11.3.2. Calcul de I'espérance du débit Q.

La formule générale [3.4] conduit facilement a la relation :

E (/ Q> == 1 L /'."' dr /Q"(lr' /‘17‘ R (p) D__’(; v, 1) do

\Qo. o Tt .. . o rar
og —
Yo

En explicitant la fonction de Green sous forme de développements en série de Fourier, et aprés
une discussion analytique assez longue, que nous ne reproduirons pas, il est possible d’établir la for-
mule d'approximation suivante, valable lorsque 7, est petit et 7, grand 4 I'échelle de la covariance
R (n)

E(3) =140 (&) e L15)

(o]

Cette espérance est toujours inférieure a I'unité, comme le montre I'inégalité (39 bis| précédem-
ment établie. Il v a donc toujours détérioration de la perméabilité apparente, relativement au cas
d’un milieu homogéne. L’espérance est toujours comprise entre les deux valeurs qui correspondent
aux deux cas extrémes suivants :

Sir, — &, 7, fixe:

. "‘Q>_
hmE(\go =1--¢e2D2(y)
Siry, — o0,r, fixe:

limE ((34)) =1
20

Aucune de ces deux limites ne correspond a ce que 'on observerait avee un milicu homogeéne pos-
-2
2 I3 e L . » < e ¢ 2
sédant la perméabilité macroscopique constante K = &, I I— - D2 (y)] que le milieu réel présente

vis-a-vis des écoulements uniformes. Au lieu de :

(]
1]

D2 (y)

[

en effet, on observe 1—e?D2?(y) dans le cas 7, — % avec 7, fixe : cette valeur correspond a la
moyenne harmonique, et au contraire on observe la valeur 1 pour r, — 0 avecr, fixe, ce qqui corres-
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pond i la moyenne arithmétique. Dans le cas général, on obtiendra n’importe quelle valeur com-
prise entre ces deux limites, selon la rapidité de la croissance de 7, et de la décroissance de 7o. On sera
plus proche de la moyenne harmonique si 7, croit plus vite que 7o ne décroit, et inversement.

l11.3.3. Loi liée du débit lorsque I'on connait la perméabilité a I'origine.

Dans les applications, on connait en général la perméabilité du puits de pompage, c'est-a-dire (pra-
tiquement) £ (0). Avant donc de passer & des conclusions générales, il est intéressant de préciser ce
que deviennent les résultats précédents lorsque I'on remplace la loi spatiale de k(x) par la méme loi
prise conditionnellement, c'est-a-dire liée par la connaissance de la perméabilité & (0) a l'origine.
Nous avons effectué les calculs correspondants, qui sont forts longs et ne peuvent pas étre reproduits
ici, en supposant que cette loi spatiale est gaussienne. Les résultats obtenus doivent cependant avoir
une valeur indicative plus générale.

En ce qui concerne I'espérance lide du débit, on obtient une expression de la forme suivante :

Qi og ., |
E(5v0) =1+e10) 2 +elADy) + Byo)] [46]
Qo log :—l

b est la portée de la covariance, dont nous avons explicité ci-dessus la valeur dans le cas d'une cova-

. —Ar? . . .
riance en ¢ . A et B sont des fonctions assez complexes de 7o, 7, et des paramétres de la loi. Pour
7, grand ou r, petit on observe les circonstances suivantes :

Sir, — 0, 7,fixe la limite est 1 — 22 D2 (v)
Siry, — o,r fixe la limite est 1 + ey (0)

Dans le premier cas (r, infini) la perméabilité apparente coincide avec la moyenne harmonique,
et n'est pas influencée par la connaissance de la perméabilité a l'origine.

Dans le deuxiéme cas (7o nul), au contraire, la perméabilité apparente coincide avec la perméabilité
a I'origine.

Ces résultats ne s’appliquent pas seulement en valeur probable, mais a la valeur elle-méme de la
perméabilité apparente. En effet, on obtient pour la variance liée I'expression suivante :

EI

Dz L2 D*(Y)

( log :; )

Cette variance liée tend vers o lorsque 'on fait tendre, séparément ou simultanément, 7, vers o ot
7y vers l'infini. Ainsi le débit Q converge en moyenne quadratique vers son espérance mathématique
[46].

hvol-

I1.3.4. Conclusions générales sur les écoulements non uniformes.

Sans méme parler de I'extréme complication des calculs auxquels conduit la méthode de Schwyd-
ler, les résultats que nous avons indiqués font apparaitre les écoulements non uniformes sous un
aspect assez complexe. La perméabilité apparente, en effet, est une variable aléatoire, et ne coincide
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méme pas en valeur probable avec la perméabilité macroscopique constante K des écoulements
uniformes. Son espérance, peut prendre n'importe quelle valeur comprise entre les limites habituelles

E (£) et l E (&) ]_‘. Si le contour extérieur de la zone de drainage est trés éloigné, elle est plutét plus
proche de la movenne harmonique. Si, au contraire, le diamétre du puits est trés petit, elle se rap-
proche davantage de la movenne arithmétique. Lorsque la perméabilité du puits de pompage est
connue, la perméabilité apparente elle-méme (et non plus sa valeur probable) tend 4 se rapprocher
de la perméabilité du puits, ou, au contraire, de la moyenne harmonique générale, selon que le dia-
metre du puits devient trés petit ou que le contour extérieur s'éloigne indéfiniment. Si I'on ajoute a
cela le caracteére le plus souvent conventionnel du choix de ce contour extérieur, on congoit 'embar-
ras des utilisateurs, et la nécessité pour eux de recourir a une régle empirique simple, méme gros-
siérement approchée, telle que la régle de pondération géométrique, qui a au moins l'avantage de
tomber a mi-chemin des deux limites extrémes possibles. I1 faut malheureusement se rendre a 1'évi-
dence : dans un milieu & perméabilités régionalisées, il n’existe pas de loi de Darcy macroscopique
permettant de décrire globalement les écoulements non-uniformes.

Manuscrit recu en septembre 1966.
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