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LE KRIGEAGE UNIVERSEL

(Recherche d'estimateurs optimaux ‘en présence d'une dérive)

0 - |INTRODUCTION

0.1 - CRITIQUE DES METHODES DE MOINDRES CARRES

Nous nous proposons, dans ce qul suit, de formuler .en termes de fonctions aléatoires non
stationnaires le probléme de l'estimation des dérives* (ou tendances), et de montrer que ce Dro-
bldme admet une solution optimale, blen différente de celles auxquelles condulsent les méthodes
dites de "trend surface analysis" : ces dernil®res, qul conslistent en général & ajuster un poly-
nome par une méthode de moindres carrés, donnent un sentiment de malaise; on a l'impression, en
effet, de falire violence 3 la nature, en lul imposant de force une expression polynomiale, qul
nta aucune ralson & priori de présenter le moindre rapport avec la structure réelle du Phénomdne
gue l'on veut représenter. D'une manidre plus précise, nous adresserons trols reproches princi-
paux 4 ces méthodes de mcindres carrés :

Tout d'abord, ces méthodes entralnent souvent une confusion du mode opératoire et du con-
cept. Peu d'auteurs se donnent la peine de définir la significatlion de ce "trend" qu'ils estiment
par une méthode de moindres carrés, On a souvent l'impression que ce fameux trend n'est rien de
plus que le résultat numérique auquel conduit un mode opératoire - c'est-i-dire, Deut-étre, un
pur et simple artefact -. A l'analyse, 11 semble que le terme peu clalr de "trend" se réfdre tour
34 tour, et parfols méme simultanément dans un meme contexte, & troils notions blen distinctes au
moins : si Z(x) est la variable régionalisée & laquelle on s'intéresse, et P(x) le polynome
ajusté par moindres carrés i partir des valeurs expérimentalement connues auxX Points Xy Xgs eses
on peut attribuer 34 la valeur en x de P(x) l'une ou l'autre des significatlions Incompatibles
suivantes : '

a - P(x) est (une estimation de) 1'espérance 4 priori E(Z(x)): c'est toujours ce sens a/ que nous
attribuerons au terme "dérive".

b - P(x) est une estimation de la vrale valeur (inconnue)Z (x) prise par la varlable régionalisée
au point x : c'est 4 ce sens b/ que se rattache notre terme "krigeage ponctuel®. Plus préci-
sément, le krigeage ponctuel sera le mellleur estimateur linéaire de Z (x) construit i partir
des données disponibles & (xl).i(xz),

¢ - On attribue Darfols, enfin, A P(x) le sens d'une "moyenne moblle". P(x,) seralt alors (une
"estimation de) la valeur moyenne de Z (x) dans une zone plus ou moins grande (4 préciser)
entourant un point donné x,. Dans notre terminologle, le krigeage désignera le mellleur esti-
mateur 1linéalre de cette moyenne moblle. -

Ces distinctions ont une grande importance théorique et pratique. Il est essentiel de dérif
nir avec précision 1l'objectif que 1'on vise (a/, b/, ou ¢/). En cartographlie sous-marine (1), ce
sont les vrales valeurs & (x) que 1'on doit estimer et cartographler (cas b/). En exploitation
minidre (3), (4), (57, on s'intéresse 4 la teneur moyenne d'un panneau de tallle donnée (cas c/).

* Pour éviter tout anthropomorphisme, nouys utiliserons toujours le terme "dérive" au lieu de
"tendance", ou "trend",
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Dans certalnes études A caractdre plus fondamental, enfin, obd 1l'on cherche & reconstituer les
mécanismes généraux quil ont donné nalssance au phénom2ne que l'on étudie, c'est plutdt dans la
dérive elle-méme (cas a/) que 1'on peut espérer trouver un reflet de la structure de ces méca~
nismes.

Nous en arrivons alnsil au deuxi?me goief que 1'on peut formuler & 1l'encontre des méthodes
de moindres carrés. Il n'est pas possible que le m2me polynome P(x) résolve & 1la fols.les trols
problémes a/, b/ et c¢/. Nous verrons que P(x) constitue en fait une solution du probléme a/. Mals,
en général, ce n'est pas la meilleure solution possible : ces méthodes passe-partout qui utili-
sent toujours les mémes polynomes, quelles que solent les carctéristiques structurales du phéno-
méne que l'on étudle, n'ont aucune chance en général de condulre 2 un optimum.

En troisidme lieu, enfin, les méthodes de moindre carré ne permettent en aucune fagon d4'éva-
luer l'erreur que l'on commet en estimant la dérive & l'alde du polynome P(x). La varlance des
résidus, contrairement A ce que l'on crolt parfols, n'est pas une varlance d'estimation : la .
variance des écarts & (x4) - P(X4 ) aux points x4 ol les données sont connues est, par construc-
tion, systématlquement plus faible (et méme beaucoup plus faible) que celle de-1l'écart & (x)- P(x)
en un point x différent des Xy. Alnsi, la varlance des résidus n'est.pas la variance d'estimation
de Z(x) (probléme b/). Elle n'est pas davantage la varlance d'estimatlon de la dérive (problémea/),
car 11 n'y a cette fols plus aucun lien conceptuel entre un écart Z (x4) - P(Xy) et la qualité de
P(xy) considéré comme un estimateur de l'espérance & prioril E[Z(xi)].

Cependant, sl les méthodes de molndres carrés se révélent peu satisfalsantes, l'objectif
qu'elles visalent, et qu'elles. n'atteignent pas ou attelgnent mal, correspond, lul, & un probldme
trés réel et trds important. Il existe réellement des phénomdnes que l'on ne peut absolument pas
assimiler 4 des (réalisations de) fonctions aléatoires statlonnaires. Pour reprendre l'exemple de
la cartographle des fonds sous-marins, 11 est certain que la profondeur va en augmentant lorsqu'on
s'éloigne des cOtes. Nous allons essayer de formuler et de résoudre dans le cadre de la théorle
des fonctlons aléatoires non stationnalres les probldmes importants que posent ces dérives.

02 - POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES GENERALES

LY
La variable pégionalisée z{x) que 1l'on étudie sera interprétée comme une réalisation d'une
fonction aléatoire # (x) non stationnalre en général. Dans un premler groupe d'hypothises, nous
supposerons que £ (x) admet des moments d'ordre 1 et 2 :

(1) E[Z(x)] = m(x)
e[2(x) 2(y)] = n(x) m(y) + C(x,7)

Nous dirons que la fonction m(x) est la 8érive de la F.A. 2Z (x). Il nous semble, en effet,
que la seule définition conceptuellement claire de la notlon de dérive est blen celle-cl : moment
sd'crdre 1 d'une F.A. non stationnaire. La fonetion C(X,y) -~ qul dépend séparément des deux points
X et y est la covariance (non stationnaire) habituelle.

Dans bien des cas (comme le montre la pratique de la Géostatistique). (3), (5), ces hypothd-
ses (I) seront encore trop restrictives, et devront &tre remplacées par les hypothd¢ses (I') sul-
vantes qul expriment que les accroissements de la fonction aléatoire Z(x) (et non Z (x) elle-
méme) admettent des moments d'ordre 1 et 2 :

) Elz(x) = 2(y)] = n(x) - n(y)
(1+) ,
2 oRlz(x) - 2(n)] = v(x,y) -
2
La dérive m(x) n'est plus 1ci déterminée qu'd une constante prés, car, en général, l'espé-
rance E[Z(x)] n'existe plus : le point de vue des hypothéses (I') revient donc & étudler la fonc-
tion aléatolre Z(x) A une constante additlve prés. La fonctlon y(x,y) est le demi-varlogramme
habituel. (Dans l'espace ¢ une seule dimension, des processus aussi usuels que le mouvement
brownien ou les processus de Poisson donnent des exemples simples de F.A. sans‘espérance, véri-
fiant les hypothéses (I') mais non les hyﬁotheses (1)). o
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Nous avons 4 résoudre les deux probldmes (liéds, mais distincts) sulvants : connalssant les
valeurs numériques prises sur un ensemble 5 (l'’ensemble des points ol llon dispose de données
expérimentales) par une réalisation z(x) de la F.A. Z{x), nous devons j,

1°) estimer la fonction m(x) (sur S et & l'extérieur de S) : c'lest le probldme a/ ci-dessus,

2°) estimer z(x) en un polnt x ﬁ!S (probléme b/}, ou, plns généralement, estimer une "moyenne
moblile" fu(dx) 8(x) oli-u est une mesure donnée dont le support est disjoint de S (probléme c/J.

De plus, nous devons 8tre capables de représenter par des variances d'estimation les erreurs
commises dans ces opératlons, et nous efforcer de cholslr nos estimateurs de manidre & minimiser
(si faire se peut) cette varlance d'estimation.

1

En ce qul concerne ce dernler point, Indiquons que nous nous limiterons en falt & recher—
cher le mellleur estimateur linéaire de m(x) ou de jﬂ(dx) z(x) que 1'on pulsse former i partir
des valeurs numériques des z(y), ¥y € S : les estimateurs non linéaires sont beaucoup trop compli-
qués pour qu'il solt possible de les mettre en oeuvre dans les applications, et d'astre part
leurs propriétés ne sont plus lides aux seuls moments d'ordre 1 et £, qul figurent dans les hypo-
théses (I) ou (I'), mals font intervenir la totalité de la 1ol spatiale de la F.A. Z(x) - (dans
le cas ol cette loi spatiale est gaussienne, on sait d'ailleurs que le meilleur estimateur possi-
ble coincide avec le meilleur estimateur lindaire).

Ainsi formulé en-toute générallté (les fonctions m(x) et C{y,x) étant complétement incon-
nues) notre probleme est manifestement Insoluble, et d'ailleurs probablement dépourvu de sens.
Mals, dans les problimes concrets, la notion de dérive ne peut présenter une signification réelle
que s1 la fonctlon m(x) correspondante varle d'une mani®re continue et Tégulidre relativement i
1'échelle 3 laquelle on travallle (et aux donndes expérimentalement disponibles) : si la fonction
m(x) étalt irrégulidre et chaotique & cette échelle, on devralit la considérer elle-méme comme une
réalisation d'une nouvelle fonctlion aléatolre. Du point de vue de l'interprétation physique (et
non mathématique) la notion de dérive est alnsli manifestement 11ée & celle d'échelle. 81 1l'on
étudle des cotes topographlques, 4 1'échelle de la dizalne de mdtres, la notlon de montagne se
tradult par une dérive; & 1'échelle de la dizaine de kilomdtres, 11 ne lul correspond plus qu'une
fonction aléatoire, et la dérive, & cette échelle, exprimera plutSt la notlon de chalne de monta-
gnes (cf. aussi la notiom de structure gigogne, (7)).

Mals cette condltion de régularité Imposée & prlori & la fonction m(x) pour que la notion
de dérive alt un contenu physique réel, entrafne auss!] qu'une estimation de m{x) .doit toujours
8tre plus ou moins pdssible localement. Cette conditlon exprime en effet que - sur un certain
volginage V d'un point x, donné - la fonction m(x) peut &tre approchée avec une excellente préci-
silon par uneJfonctlon de.la forme :

(11) n(x) ¥ f(x) =

Y aefz(x)“

S

od 1les r&(x) sont des fonctlons connues, choisles une fols pour toutes (par exemple des polynomes),
et les des coefflclents:.inconnus : quant au volsinage V de X, sur lequel l'approximation (II)
est acceDtable, sans &tre trés grand, ‘11 doit - s1 le probldme a un sens - contenir un nombre
sufflsant de points expérimentaux pour qu'll soit possible d'estimer lgs k+1 coefficlents Inconnus
- 1 - .
aoy a1, voe ak 2
&

I1 reste le probléme de la fonctlon C(x,y) ou ¥(x,y) sur laquelle on ne salt rien, non plus,
4 priori. Mals, lci encore, et pour les mémes ralsons, on Deut supposer.que C ou 7 sont localement
assimilables & des fonctlions de type connu et ne se déforment qu'assez lentement dans l'espace A

1'échelle A laquelle on travaille.

Le cas le plus favorable sera celul d'une fonctlon 7y (ou CJ) de la forme y(x,y)zvryb(x—y)
ol Yo est une fonction connue, et « un-facteur lentement variable, que l'on pourra regarder comme
constant sur le volsinage V du point Xy ot les équations qui déterminent les estimateurs optimaux
étant linéalres et homogines, ces estlmateurs ne dépendront que de ¥, et non du facteur@; ce
dernier ne se répercutera donc que sur les varlances d'estimation et non sur les estimateurs eux-
mémes. Dans certains cas, on pourra prendre l'expression tres simple :

Yx,y) =Fr (r=|xy])
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(variogramme linéaire), I1 suffit, pour cela, en effet, que le vral varlogramme ou la vrale cova-
riance alt un comportement linéalre au volsinage de x = y et jusqu'i des dlstances comparables
aux dimensions du volslnage V cl-dessus : cette clrconstance se rencontre blus souvent qu'on ne
crolt. (cf. (1)), -

En général, pourtant, en plus du facteur &, 1l convlendra d'introduire un ou plusieurs para-
mdtres supplémentaires. Par exemple, on prendra

Y(x,y) =@Trel (0>.a>2)

ou encore
C(x,y) =W e-ar

Dans le premier cas, le paramdtre:a est en relation avec le degré de continuité de la varia-
blé régionalisée. Dans le deuxidme (covariance exponentielle), le paramdtre a, ou plutbt son Iin-
verse, donne la mesure de la portée du phénoméne (distance au-deld de laquelle les corrélations
s'éteignent), -

Naturellement, le contr0le expérimental d'une hypothdse de ce genre et l'estimation des para-
mdtres correspondants (fWet surtout.a ou a) posera des probldmes assez délicats de statlistlque
mathématique : en raison de leur extréme importance pour les applications, nous consacrerons i
ce probldme la section III de cette étude.

En résumé:le probldme.que nous dewvons tralter se trouve schématisé comme sult : on a une
F.A. Z(x) vérifiant les hypothdses (I) ou (I'). Sur un volsinage V d'un polnt x,, la dérive m(x)
est de la forme (II) avec des coefficients af, inconnus. On connalt 3 priori (édventuellement d un
facteur prés) la covarlance C{x,y) ou le variogramme 7¥(x,y). Enfin, on connalt les valeurs numé-
riques de(la -réalisation de) Z(x) pour. les points x appartenant i un ensemble S€V. On veut
tecrmer les mellleurs estimateurs linéalires

1°) des coefficlents al Inconnus de la dérive;

2°) de la valeur numérique de (la réalisation de) Z(x) ‘en X, i S (mais %, € V) ou de ju(dx) Z(x)
pour une mesure i dont le support est disjolnt de S;

2°) nous voulons de plus contrdler la validité de 1'hypothése que nous avons faite en cholslssant
pour la covarlance ou le variogramme une expression mathématique particulldre, et estimer les
paramdtres dont cette expression dépend.

Nous nous contentons, dans ce qul suit, de traiter le casle plus simple (et Zezplus utile en
pratique), celul ol l'ensemble des données est finl. On trouvera un exposé complet et rigoureux
en (9).

Nous traliterons d'abord l'estimation de la dérive (1-1) et le krigeage (1-2 et 1-3) dans le
cas od 11 existe.une covariance (connue) C(X,y), c'est-A-dire dans le cadre des hypothdses (I).
.Dans la sous-section 1-4, nous transposerons ces résultats au cas ol 1l n'existe.qu'un variogramm
Y(x,¥).. )

1.1 - ESTIMATION OPTIMALE DE LA DERIVE (Covariance connue)

Solt 'Z(x) une F.A. vérifiant les hypotheses (I) avec :

k
- - s a
m{x) = . agf (x)
=0
Les ra(x) sont des fonctions connues, mals les coefficlents a% sont inconnus et le probldme

consiste & les estimer. L'ensemble.S ol 1l'on connaft les valeurs prises par la réalisatlon de Z(x)
est constitué de n points Xy Q= 1,2,¢.. N

y, : MATHERON
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S0it x5 un polint (appartenant ou mon 4 S) et b

= fa(xo). Pour estimer la dérive en X,
solt :

m(xq) = % ap bq'
nous allons former une combinalson linéaire :

n
(1-1) M=3= g
a=1
et cholsir les coefficlents A% de manidre A remplir les deux condlitions sulvantes, quels que
solent les coefficlents ap (E=0,1,... %) :

(2

~ L'espérance E(M) doit &tre égale & m(x,) =2 ap b
~ La variance D (M) doit 8tre minimale.

Pour abréger les notations, nous poserons :

Z(Xa) = Za,u fQ (Xa) = fz 5y C(Xb}r X/E) ='O'a’8

a

La premiére condition exprime que M est un estimateur sans blais. Elle s'écrit :

za'g. A& ae fgx = Zs ag bS

Cette conditlon est vérifide quels gue soient les af) 8l et seulement si on a :
1 2

(1-2) Zaxa rQ. = b?. (l;'z 0,1,... k)

Nous dirons qu'un estimateure(1-1) de m(x ) est universel si les coefficlents A% véritient (1-2),
c'est-4-dire si cet estimateur est sans biais quels que solent les aQ . L'estimateur des moin-
dres carrés, par exemple, est un estimateur universel (Annexe 3). Mals ce n'est pas le meilleur
possible. AN

Moyennant la condition (i-2), on a E{M) = m(x )}, et par sulte E [(M—m(x ))6} = D2(M) : la
variance de M, quil ne dépend que des 0.z et nor des a , donne une mesure de 1'erreur commise
en estimant m(x,) & 1'aide de M. Cette variance a pour expression :

(1-3) p2a) =3 A8 T
a,ﬁ
L'estimateur unilversel optimal correspond donc aux coefficients Aa qul minimisent 1la forme

quadratique (1-3) comDte tenu des conditions (1-2). Le formalisme classique de Lagrange condult
au systéme

- . _ b -
(1-4) - Zf NB OgR = g Pf . (a=1,2,... 1)
3 Aafea = ot (L=0,1,.0. 1)

La matrice des‘oqg = C(xg» 35) est toujours strictement définle positive. Nous verrons dans
la section 2 que le systd®me (1-4) de 1 + k + n équatlions &4 1 + k + n Inconnues (les n coefficients
AY et les k+1 paramétres de Lagrange) est réguller si et seulement sl les fonctions (comnues)

f (x) sont lindairement indépendantes sur S, autrement dit sl :
-

- % Cp feaz 0 (a=1,2...m) =Cp S0 (8 =0, 1,... k)

Nous supposeron® toujours cette condition remplie. La solution unique de (1-4) donne alors
ltestimateur unlversel optimal cherché. La variance de cet estimateur optimal est donnéde par :

(1-5) DE(M) = T - bl

Z o
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On le voit sans peine en multipliant par X2 1a premidre relation (1-4) et en sommant en:d.
Comme cette variance ne dépend.que des paramdtres de Lagrange';ie , On l'obtlent comme un sous-—
produit immédiat de la résolution du systéme (1-4).
“
D'autre part, la conditlon (1-2) est linéalre en bQ . Par sulte, les coefficlents A% et
les paramdtres de Lagrange sont eux-mémes linéaires en b2 s SO1t :

. X = % xp ‘ba
o= Zs HPs v°

Les matrices~§g[~et'pfs constituent la solution unique du systéme sulvant :

( ) N zﬁ AIBQ IUa’B = %/J'se rs,a (’a'-_- 1’ ees Iy [_: Ol 1,-.- K)
1-D
'Zﬁ,haz fsa = 8%
(avec Si‘ = 1 pour e = s et 0 pour e # s). Le vecteur :
(1-6) Ae.=i>;a )‘\ae Zg .

constitue alors l'estimateur universel optimal du vecteur dérlve ag:

On a E(At) = ap quelles que solent les vrales valeurs inconnues des ae et la varlance
D2 (- A bc) est minimale pour tout vecteur b¢ . De plus, la matrice des paramdtres de Lagrange
‘M g colniclde avec la matrice des covariances des At :

(1-7) K= Cov (ARAg) = E(AQAS) - afag

On 1'obtient & titre de sous=-prodult de la résolution du systdme fondamental (1-D). Notons enfin
_que ce systime'de n(k+1) + (k+1)& = (k+1) (n+k+1) équations & n(k+1l) + (k+1)2 inconnues (les
XQQ et les paramétres de Lagrange}iesj est réguller si, et seulement si, les f*(x) sont lindal-
rement indépendantes sur S. On notera aussi, d'aprds (1-7), que l'on a toujours uf .= Ugf .

Remarque : Dans le cas gaussien, |'estimateur optimal universel de la dérixe, solution du systeme
—— —— -} - . . . . .
fondamental il—D; coTncide avec 1'estimateur du maximum de vraisemblance (vour Annexe 2).

1-2 - LE KRIGEAGE UNIVERSEL (& covariance connue)

Proposons-nous malntenant de procéder A 1l'estimation d'une "moyenne pondérée" de Z{x),
ctest-a-dire d'une expression de la forme :

(1-8) z = [2(x) p(dx) .
oll p(dx) est une mesure donnée dont le support est disjoint de.S, et od Z(x) est-la réallsation
de notre fonction aléatoire. Nous allons pour cela former une combinalson linéalre des données
dispontbles (1eés Z, .= Z(Xq)), sOlt : '
(1-9) =2, A7,

et dfterminer les coefficlents A® grice 3 des conditions convenables. S1 l'on conslddre Z(x) non
plus comme une réalisation, mals comme la.F.A. elle-méme, Z, Z* et les Za sont des varlables
aléatoires. Nous allons imposer aux A les deux conditions sulvantes :

~ quels.que solent les af, E(Z* - 2) = 0
~ quels que soient les a& , D2(2Z* - 7) est minimale

Au lleu de E(Z%Z*) = 0, on auralt pu s'imposer la condition beaucoup plus forte : espérance
condltionnelle de Z relativement aux 7, = 7%, Mais cette condition plus forte nous ferait sortir

6. MATHERON



du cadre des estimateurs linéaires et nécessiteralt l'intervention de la loil spatiale de Z(x) au
lleu de sa seule covarlance.

La premidre condition (E(Z* - Z) = 0) se tradult par :
2 ag Jp(dx) fQ (x) =2 Z A% fl
) EI [ a
Elle est réaliséde quels que solent les ae sl et seulement si
(1-10) Za}\a faa = fp(dx) re(x)
- . '

Cette condition d'universalité (1-10) 4tant remplle, la varliance d'estimation DZ(Z*—Z) ne
dépend plus des aE et vaut

(1-11) . D2(Z-7*) = 0f - 2.3, Aoy g+ 2 AE v a3
a B
avec
02 = Jc(x,y) p(dx) p(dy)
Z
Oy, 7 = JC(xge¥) P(AY)
T, =C + X
qB? (X, xp3)
Elle est minimale, compte tenu des conditions (1-10) pour des A% vérifiant le systime :
>3 NB'OU = O + 3 it
a,Z
(1-K) gr o et
DAPNEEE¢ %1 = Jp(ax) r% (x)

a

Telles sont les équatlons du krigeage universel. Le systime {1-K) comporte n+1+k équations
4 n+1+k inconnues (les \* et les paramétres de Lagrange p ). La covariance C(x,y) étant de type
strictement définil positif, ce systdme est régulier pourvu seulement que les f (X) solent 1iné-
alrement indépendantes sur S. La‘variance~0§ de i'estimateur Z¥ du Xrigeage universel est donnée
par

.(7:: (J-E}\a-‘ Y t

v % Tx " Cmr T et
(1-12)

ol = fo(an £ (x))

Kripea®e Ponctuel - Dans le cas ol la variable Z A estimer est la valeur Z(x) en un point x ¢ S,
le systime (1-K) se rédult i :

Be = < ¢
%A Ua,@ C(Xyr %) +2,u£r o

(1-13)

et l'estimateur 2*(x) du krigeage universel de Z(x) :

*(x) = %Aa Zg

admet la varlance

2 s N
‘ob = C(XsX) _'a,A C(xa}x) + 2 U
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Remarque : En un point X OU Dy =

on le vérifie sans peine

4(x,) est connu, le krigeage ponciuel donne Z*(xa) = Zys comme
le krigeage ponctuel constitue donc une mé€thode d'inter-

polation (et méme la meilleure possiblel) entre des points connus.

1-3 - LE THEOREME D'ADDITIVITE

Examinons les rapports-existants entre les estimateurs optimaux de la dérlve - systdime (1-D)
et du krigeage universel - systéme (1-K) - En l'absence de dérive (ae'= 0); l'estimateur optimal

de
z = fo(dx) 2(x)

seralt de la forme :

a
g =2 N 1L
‘a K a

(1-14)
avec des coefficlents A& minimisant la variance
K

(1-15) D2(zy - 2) =05 - 22 A0

a K X

c'est-A-dire vérifiant le systéme :

.

(1-16) 58 Taf = Tz

ﬁ K
et la varlance correspondante seralt :

Z 2 a
o =o - EZA.-od 7
K Z a K ’

Ccomparons les systdmes (1-K) et (1-16). Posons

+ 3 A% N

14
“aB

a,ﬁ K K

ZD représente la correction de dérive. Zx, solution du krigeage simple (en l’absence de dérive)

étant donnée par (1-14) avec les coefficients-kg solution de (1-18), on volt.que Z

- forme
a
ZD =3 AD Za
a

avec des coefficlents A% véririant
. D ’

zxﬁqza:z u b
A I D ) £ a
(1-17) { - B
. L _ ¢ 0
.i A% fo - = fb(dx) £e (%) - % A; t

D est de la

a

Ce systdme est identique & (1-4), A condition de prendre

Y. = [p(ax) tl(x) -3 a9
a K

81 donc nous désignons par Ap:

AQ=§>\°@ Za
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1'estimateur optimal de la dérive aQ , avec AQP véririant (1-D), nous voyons que les coeffi-
clents /% du terme correctif sont donnés par
D

ra =2 Aat [[p(ax) rt(x) - E,NB fe ﬁﬂ
D @ , I@K
L'estimateur Z* = ZK + ZD se met donc sous la forme

a K. ‘a K

Ccompte tenu de l'expression (1-6) de 1'estimateur Ae'de la dérive, cecl s'éerit encore

- - ] :
= I8 g+ TN g, = 2 (g ok o %)+ 2% 7 foton) 8 o

_ * _ L - a _ "
(1-18) z —%Ae fp.(dx) % (x) +§>\K [za‘j Azra]

. Le sens de cette relation est le sulvant : on obtient l'estimateur Z* du krigeage universel
en’ appliqwant le krigeage ordinalre (coefficient %%U aux résidus 7(x) - 3 Ap t8(x), c'est-a-dire
anx valeurs de la F.A. Z{X) corrigées de la dérlve estimée'EiA!,ft(x). 81 les valeurs vrales des
ap étalent cénnues, 1l'estimateur optimal seralt évidemment :

(1-19) 2" = 3 spfotax) thx) ¢ 3A% (2, - 5 5y by

La relation (1-18) est 1dentique & (1-19), & cecl prés que les ap sont remplacées par
leurs estimatlions (optimales) A}. Ce théortme d'additivité n'est évidemment valable que si les
AQ sont effectivement l'estimateur optimal de la dérive, solution de (1-K). Il ne s'étendrailt
pas & des estimateurs quelconques des ap (par exemple aux estimateurs de moindre carré).

i .

Dans les applications, sl 1l'objectlf est d'estimer une "moyenne moblile" fh(dx)z(x), 11
suffit de résoudre directement le systdme (1-XK)(n+i+k équations) sans qu'il solt nécessaire
d'expliciter l'estimation de la dérive (ce qui nécessiterpit la résolution du systéme .(1-D) &
(k+1) (n+k+1} équations), Mals le théordme d'additivité (1-18) montre que le systdme plus simple
(1-X) tient -eampte, Implicitement, de cette dérive.

*2 Dans le cas particuller du krigeage ponctuel (estimation de 7(x) en x ¢ S), l'estimateur
Z {x) obtenu en résolvant (1-1%) se met sous la forme

¥ (x) = )i ) re(x) +‘§ Ag (Zg - }:tAErQa)

Cette relatlon exprime que l'on a le droit de prolonger & l'extérieur de S l'estimation
optimale %‘Aere(x) de la dérilve, et de kriger les résldus comme s'lil n'y avalt pas de dérive.

Ce théprime d'additivité s'étend aux varlances d'estimation.

En effet, avec Z* = Zg + Zp» on trouve :
2 *1 _ 2 2
p®[2-2*] = D%(2-2p) + D(2) - 2 Cov (Z-Zg, Zp)

Mais les équations (1-16) du krigeage ordinaire expriment que Z-Zy a une covariance nulle avec
chacun des Z,, donc aussl avec Zj (qui est unc combinaison lindaire des Z,). 11 reste donc :

p?[z-2*] = pB(z-2,) + p%(2p)

L)

et on'volt que la variance du krigeage universel Z* est la somme

+

(1-20) o =,
u

= o
5%
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de la variance'o; du krlgeage simple :

2 s hya
F = 0f -3 o
K K a kK %

et de la variance de la correction Zp de dérive, soit

LS [}
O% B QZ’S Iu?s ° bs

avec-pﬂs = Cov (AQ, AS) et; be = jb(dx) fe(x) -2 Kz fa(x
a

1-4 - CAS OU IL N'EXISTE QU'UN VARIOGRAMME ¥(X,y)

Plagons-nous malintenant dans le cadre des hyDothéses (I') de 1l'introduction : 11 exlste
un demi-variogramme ¥(x,y), Mals non, en général, de covariance C(x,y), nl méme d'espérance
Elz(x)] = m(x). Pour des coefficients A% quelconques, la combinaison.g A% Z, n'a donc pas, en

général, de varlance finie, ni méme d'espérance. Moyennant la condition :
(1-21) A% =0
a

“on volt cependant que > A% Z, est une combinalson linéaire dtaccroissements de la F.A. _Z(x) :

dans ce cas, = A% Z, admet une espérance et une varlance finies.
a D

La dérive

er):% azfc(ﬂ

=0
ntest icl déterminée qu'a une constante prés. S1 1'on prend f°(x) = 1 (conformément d un usage
naturell), on voilt que le coefficlent a, est indéterminé, les ap n'étant réellement définis que

pour § = 1,2,... k.

] Estimation de la dérive - Pour obtenir leg estimateurs optimaux AQ des coefflclents ag ( Q= 1,2,
...k) on raisonne comme dans la sectlon i-1, & cette réserve Dré¢s que toutes les combinaisons
linéaires des %1 doivent vérifier la condition supplémentalre (1-21). L'indice eet les indices
latins ne prenant DPlus cette fols que les valeurs 1,2,... k, on voit facilement que ces estima-
teurs sont de la-foxme

- ' _ a
(1-82) Ap = DIPN Zg
. a
avec une matrice Aqe (a.= 15854 .13 [= 1y2,...kK) vérifiant le systdme

%}\'B’yaﬁ_:—gpsl fOSL-CL

(1-D') { zwﬁ 5 = Si af=1,%,...n
a
e;S = 1,25,...k
2 A% =0
. ¢ -

’)/GB 7( Xas Xﬁ)

Compte tenu du fait que Z ne prend plus la valeur O, ce systime ne diffdre pas réellement de

(1—D)(aEerod6 = Yo et CQ = HyQ )s & condlition d'exclure de celui-cl les équations correspon-
dant & ¢£.= O.

10. MATHERON



Les paramdtres de Lagrange i [ g colncident encore avec la matrice des covarlances :
Kls = Cov (AR, Ag) = E(AQA) - afag

et 1'on a, blen entendu, E(AQ) = af@ quels que soilent les af.

Remarque : On peut méme compléter le systéme (1-D') en réintroduisant les indices € = 0. On

obtient (1-D), avec'odé = Yol Mais l'estimation
_ a
Ao-g?\o 7,

de la constante R (qui est, en réalité, indéterminde) ne vérifie pas la condition (1-21), puis-
que l'on a Z A% =1 : elle conduit donc, en général, & une variance infinie, ce qui est bien
conforme d'?’hyﬁothése faite (indétermination de a,, ou inexistence de E(Z(x))).

Krigeage Universel — De 1a méme manlidre, pour estimer une moyenne pondérée jb(dx) Z(x), avec
j;(dx) = 1, on formera une expression de la forme

(1-23) AREIDIDC 4
. fo?

a

avec cette¥rols 5 A% = 1, de manidre X ce que l'espérance E(Z-z*) exlste toujours. En imposant 2

cette espérance‘g'étre nulle quels que soient les ag, et en écrivant que la varlance de z-2% est

minimale, og obtlent le systéme

2
~ = - Lt _
%K Yaf3 f?(xa.y) p(dy) i /1!_ th - ¢
(1-K*) J DI :&: Jotax) e¥x)
a
A% =1
a
La varlance de 2z*¥ - Z est alors :
k
(1-24) oﬁ = = Jfptax) play) ¥(x3) + 2N fy(x,y) wlay) + 2 e L

=1

Dans le cas du krigeage ponctuel, l'estimateur optimal Z*(x) de Z(x), x ¢ S est de la
torme (i-23), avec des A% vérifiant :

k
2 }\,’B = , - Z e - C
ﬁ ’ya,B V(g x) () #tfa
(1~25) DI fea = r'v(x)
o
A% =1
a

et la varlance correspondante est (compte tenu de Y(x,x) = 0)

k
(1-286) ~o§ = % Aa'y(xa,x) +e§1 ptfa atC
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\Le théordme d'additivité subslste sans changement : si 1l'on désigne par

7. = 2 A% 1
K a K @
la solution du krigeage simple (eﬁ l'absence de dérive), les A% vérifient le systime :
X

Ey o= . -
%}(\K Yol = f'y(xa,x) p(dx) ~ Cg

> }.\a' = fp(dx)
a K
On met 7* sous la forme z* = Zm + ZD’ et la correction de dérive ZD est encore de la forme

Zp =é1 Aaff! (x) p(dx) -% K:Q% AC fQ

[l
=1
et On a encore
pP(z-2%) = D3(z-2y) + DP(2Zp)

On trouvera dans la section £-10 un exemple de calcul explicite (dérive et krigeage universel)
dans le cas d'un varlogramme linéalre Y(x,y) = vdx-y] et de l'espace & une seule dimension.
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