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Abstract

Random set theory is closely connected with integral geometry. After
a general description, based upon the Choquet theorem, the semi-Marko-
vian property is defined and characterized in terms of integral geometry.
Applications are made to Poisson polytopes characterized by conditional
invariance properties.
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0. INTRODUCTION

Les ensembles aléatoires semi-markoviens constituent une assez large
généralisation des variétés linéaires poissoniennes (Poisson flats) étudiés en
particulier par Miles [107], [11], [12], [13]. C’est la recherche de modéles
mathématiques adaptés & une description probabiliste des milieux poreux qui
m’a conduit 4 la notion d’ensemble semi-markovien et m’a permis d’en con-
struire des exemples assez généraux (Matheron [67]). C’est, d’autre part, le
développement des techniques expérimentales de ’analyse des textures (Serra
[15], [16]) qui m’a incité A redéfinir la notion méme d’ensemble aléatoire
a l'aide de o-algébres adaptées directement a ces techniques opératoires
(Matheron [7]), suivant en celd Choquet [2]. 11 se trouve que ces g-algebres
s’identifient aux tribus boréliennes associées aux topologies dont il est naturel
de munir les ensembles constitués des fermés, des ouverts ou des compacts
de I’espace de départ. Le théme probabiliste initial s’infléchit alors en direc-
tion de la géométrie intégrale. C’est sans doute cette fusion progressive de
la géométrie intégrale et de la théorie des probabilités qui confére leur intérét
mathématique (si elles en ont un) & des études de ce genre. Leur intérét pra-
tique a été suffisamment illustré par des applications déji nombreuses a des
domaines aussi variés que la géologie, la biologie, I’agriculture, le traitement
des minerais, la métallurgie, etc.

Dans une premiére partie, je rappelle rapidement les définitions topolo-
giques et probabilistes les plus utiles pour la suite, notamment celle de fermé
aléatoire. J'insiste sur la fonctionnelle T ou Q qui joue pour un fermé aléatoire
le méme role qu’une fonction de répartition pour une variable aléatoire, et se
laisse caractériser, d’aprés un théoréme dii & Choquet, comme une capacité
alternée d’ordre infini. Viennent ensuite les fermés aléatoires indéfiniment
divisibles pour la réunion, puis quelques propriétés particuliéres a 1’espace
euclidien, concernant notamment I’espace vectoriel de Minkowski (3 cause
d’un lemme de prolongement qui joue un rdle fondamental au Paragraphe
3.3). La seconde partie introduit la propriété semi-markovienne, et envisage
ses conséquences sur la fonctionnelle y = —logQ: y est H-additive, et cette
propriété est nécessaire et suffisante pour qu’un fermé indéfiniment divisible
soit semi-markovien (mais j’ignore s’il existe des fermés semi-markoviens
qui ne soient pas indéfiniment divisibles). Dans le cas stationnaire et isotrope,
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en particulier, ¢ est une combinaison linéaire des fonctionnelles de Min-
kowski (Quermassintegrale). L’exemple des schémas booléens & grains pri-
maires convexes montre qu’il existe effectivement des ensembles semi-mar-
koviens plus généraux que les variétés poissoniennes de Miles. De fait, tout
fermé semi-markovien indéfiniment divisible est limite inductive de tels sché-
mas, La 3éme partie caractérise les polyédres poissoniens par une propriété
d’invariance conditionnelle (qui généralise la propriété caractéristique bien
connue des lois exponentielles). L.a derniére partie, enfin, consacrée a des
applications, suggére que cette invariance conditionnelle pourrait fournir un
instrument nouveau pour étudier les propriétés encore un peu énigmatiques
des polyédres poissoniens.

1. DEFMITIONS GENERALES

Désignons par E un espace localement compact a base dénombrable (L.C.D.),
et par &, ¥ et o respectivement les familles constituées par les ensembles
respectivement fermés, ouverts et compacts dans E. Le plus souvent dans
ce qui suit, E sera simplement I’espace euclidien R" & n dimensions, ou un
sous-ensemble compact de R”. Pour un exposé systématique, on se reportera
4 Matheron [7]. ' B

1.1 Les ensembles fermés aléatoires

Si B est un ensemble quelconque dans R”, on désignera par V ?la famille
des fermés disjoints de B, et par Vy son complémentaire dans &, soit:

VE={Fe#,FNB=@}; Vy={FeF,FNB # J}.

Nous munirons % de la topologie engendrée par les VX Keof" et par les
Vs, GeZ, et I’espace ¥ de la topologie déduite de la précédente par passage
aux complémenfaires. Munies de ces topologies, & et & sont compactes et
de type dénombrable. Une suite F, converge vers F dans & si et seulement
si elle vérifie les deux conditions suivantes:

1. tout xeF est limite d’une suite x,€F,, n prenant toutes les valeurs
entiéres sauf au plus un nombre fini;

2. pour toute suite partielle F,, , tout suite x, €F, a ses valeurs d’ad-
hérence dans F.

De méme, nous munirons 2~ de la topologie myope, dont les ouverts sont
engendrés par les familles de compacts de la forme V N, Fe#F et
Ve NA, Ge¥. Lespace A est alors localement compact de type dénom-
brable. Une famille V de compacts fermée dans £~ est compacte dans % si
et seulement si les compacts de V sont contenus dans un compact fixe. En
particulier X~ est compact (et coincide avec &) si et seulement si E est lui-
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méme compact. La topologie myope est plus fine que la topologie induite
sur " par celle de &, mais ces deux topologies coincident sur les parties
compactes de 2 . Ainsi, une suite K, converge vers K dans 4" si et seulement
si les K, convergent vers K dans & en restant contenus dans un compact
fixe.

L’ensemble vide ¥ est un point isolé dans 2" pour la topologie myope
(mais {F n’est pas un point isolé dans &, sauf toujours si E est compact).
Nous désignerons par ' I’ensemble des compacts non vides de E. ™" est
un espace L.C.D. pour la topologie myope. Lorsque E est I’espace euclidien
R", cette topologie sur ' est équivalente & la topologie métrique utilisée en
géométrie intégrale, et qui est définie par la distance d suivante: soit @ I'addi-
tion de Minkowski (def: A@B = {a + b, ac A, be B} pour A et B sous-
ensembles quelconque de R") et B, la boule fermée de centre 0 et de rayon
e = 0. Pour K, K’ compacts non vides, on pose

dK,K') =Inf{e:K<K' ®B,, K'<cK®B,}.

Pour définir la notion d’ensemble fermé aléatoire, il convient de munir &
de sa g-algébre borélienne, que nous désignerons par (a(¥"). On vérifie que
6(¥") est engendrée par les seuls ouverts du type vE, Kex", ou, aussi bien,
par les seuls ouverts du type V5, Ge¥. Un ensemble fermé aléatoire est
alors une application mesurable A d’un espace probabilisé (Q,x,P) dans
(#,0(¥)). On se raméne facilement au cas ol A est I'application identique
sur # , et le fermé aléatoire A est alors défini par la donnée d’une probabilité
P sur (F,0(¥). La compacité de & nous garantit qu’il existe effectivement
de telles probabilités. On peut de méme définir des familles (4,),. , de fermés
aléatoires sur les espaces-produits correspondants.

1.2 Les fonctionnelles Q et T

Si A est un fermé aléatoire défini par une probabilité P sur o(¥"), nous
poserons pour tout compact K et

T(K) = P(Vg) = PANK # &),
O(K) = P(V®) = PANK = ).

On a évidemment Q = 1 — T et T() = 0. La fonction T ainsi définie sur
A est semi-continue supérieurement (s.c.s.), mais non continue en genéral.
De méme, Q est semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur S . Pour Ge¥
ouvert, on peut de méme poser T(G) = P(Vg) = P(ANG # ), et T est
s.c.i. sur . On vérifie sans difficulté les propriétés d’approximation

T(G) = Sup {T(K), KeA',K = G},
T(K) = Inf {T(G), Ge¥, G =K}.
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La donnée de la fonction T sur 4" suffit pour déterminer la probabilité P
sur o(¥"). En effet, considérons la classe & constituée des V%, Kexf", de leurs
complémentaires Vy, et des parties de & de la forme

V = VKD ﬁVKl n“' nVKk
(k entier > 0, K,, Kl,---,Kklej. Posons
Si(Ko; Ky, Kp) = POV NV, N N V).

Ces fonctions S, se construisent par récurrence a partir de T, selon les rela-
tions

S1(Ko; Ky) = T(Ko Y Ky) — T(K,)
(1.1). -

SKo; Ky, -+, Kp) = Sk-1(Ko; Kyg,--, Ky — 1)
‘ o ' =S 1 (Ko VK Ky, -, K y) .

Ainsi, pour tout Ve ¥, la probabilité P(V) se calcule de maniére élémentaire
a partir.de la fonction T. Mais & est une semi-algébre qui engendre o(¥").
Par suite, P est déterminée sur o(¥") dés que T est connue sur & (cf. par
exemple, Neveu [14], p. 25).

La fonction T joue vis-a-vis de ’ensemble aléatoire 4 le mémerdle qu'une
fonction de répartition vis-a-vis d’une variable aléatoire ordinaire. 11 est donc
intéressant de mentionner les conditions qu’une fonction T sur 2 doit vérifier
pour que I’on puisse lui associer une probabilité P sur o(¥"). D’aprés ce qui
précede, les trois conditions suivantes sont nécessaires:

1. 0ST=Z et T() =0;

2. les fonctions S, définies en (1.1) sont = 0;

3. Tests.cs. sur .

Comme E est A base dénombrable, la Condition 3 équivaut d’ailleurs 4 la con-
tinuité monotone séquentielle: T(K,,) | T(N K,) pour toute suite décroissante de
compacts K. Les Conditions 2 et 3 expriment que T est une capacité de
Choquet alternée d’ordre infini. D’aprés Choquet [2], ces condltlons né-
cessaires sont également suffisantes. Autrement dit:

Théoréme 1 (Choquet). Soit T une fonction sur & . Pour qu’il existe
un fermé aléatoire A, nécessairement unique, vérifiant T(K) = P(4 NK # &)
pour tout compact .}f” il faut et il suffit que T soit une capacité de Choquet
alternée, d’ordre infini, vérifiant T(Z) =0et T < 1.

Limite inductive de fermés aléatoires. Le théoréme de Choquet permet
de voir que tout fermé aléatoire A est limite inductive de compacts aléatoires
A, dans le sens suivant:
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Considérons dans E une suite croissante d’ouverts B, dont les adhérences
B, sont compactes dans E et qui vérifient B,<B,,, e¢ E = U,B,. Don-
nons-nous pour chaque n un compact aléatoire A, = B, défini par la fonction
T, telle que T,(K) = P(4,NK # ), K€ #(B,), et supposons que ces
fonctions T, vérifient la condition suivante: '

(1.2) Toim(K) = T(K) (n,m>0, KeX', K< B).

Cette condition exprime que les compacts aléatoires A, et A,,,, N B, sont
équivalents, (c’est-a-dire admettent la méme probabilité). 11 est alors possible
de définir un fermé aléatoire 4 de #(E) tel que, pour tout n, A N B, soit équi-
valent & 4,. On dira que A4 est la limite inductive des compacts aléatoires 4,.

En effet, pour établir ’existence de A, il suffit de construire la fonction T
correspondante. Si K est un compact quelconque, on a K = B, pour un
entier n, , puisque les ouverts B, couvrent E, et, d’apres (1.2), T,(K) = T,,(K)
pour n > n,. Si ’on pose T(K) = T, (K), il est facile de vérifier que la fonc-
tion T ainsi définie sur 27 (E) satisfait aux conditions du théoréme de Choquet.
Il existe donc un fermé aléatoire 4 tel que P(A e V) = T(K). Mais par
construction T coincide avec T, sur %#'(B,), et par suite A N B, est équivalent
ad,.

Fermés aleatoires indépendants. Un couple (A,,A,) de fermés aléatoires
est une application mesurable dun espace probabilisé (Q,«, P) sur I’espace
produit (¥ x &, o(¥)® o(¥")). Les fonctionnelles Q; et Q, relatives 4 A,
et A, sont définies pour tout K e par Q(K) = P(4;eV"), i=1,2. On
vérifie alors sans peine que A, et 4, sont indépendants dés que I’on a

(1.3) Py x ¥ = Q1(KDQ2(Ky) (Ky,KyeX').

1.3 Fermés indéfiniment divisibles pour la réunion

Soit A un fermé aléatoire, et Q = 1 — T la fonction définie sur ¢ par
Q(K) = P(ANK = J). Nous dirons que A est indéfiniment divisible pour
la réunion si pour tout entier n>0, A est équivalent a la réunion
A1 VA, U UA, de n fermés aléatoires indépendants équivalents entre
eux. C’est 1a une propriété de la seule fonction Q. En effet, si I'on pose
Q,(K) = P(A;n K = @), on a, d’aprés (1.3), Q = (Q,)". Ainsi, A est in-

- définiment divisible si et seulement si la fonction 7T, définie sur 24 par
T, = 1 — @"" vérifie les conditions du théoréme de Choquet.

Nous allons expliciter la forme générale de ces fonctionnelles @ indéfiniment
divisibles. 11 nous faut, auparavant, examiner le cas ol A admet des points
fixes (déf.: x, est un point fixe pour le fermé aléatoire 4 si P(xpc4) =1,
c’est-a-dire Q({x,}) = 0).

Lemme 1.1. Si A est un fermé aléatoire indéfiniment divisible pour la
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réunion, I’ensemble des points fixes de A4 est un fermé F, éventuellement vide,
et 1a fonctionnelle Q associée & A(Q(K) = P(A NK = &)) vérifie Q(K) > 0
strictement pour tout compact K disjoint de F. ‘

Notons d’abord que, @ étant s.c.i. sur X' = 2 \ J, ’ensemble des com-
pacts non vides KeJ' tels que Q(K) = 0 est inductif pour I’inclusion.
D’aprés le théoréme de Zorn, donc, si Q(K) = 0, il existe un compact minimal
non vide K, = K tel que Q(Ky) = 0. Si nous montrons que tout compact
minimal K, est ponctuel, la proposition en découlera: en effet, la réunion
~de ces points fixes x, est un fermé F (puisque A est fermé) et si un compact
K vérifie Q(K) = 0, il contiendra un compact minimal, ¢’est-3-dire un point
fixe xo, € F, donc ne sera pas disjoint de F.

Soit donc K, un compact minimal tel que Q(K,) = 0. Montrons que K,
est ponctuel. En effet, supposons que K, contienne deux points distincts.
On peut alors trouver deux compacts K, et K, non vides et distincts de K,
tels que K, = K; UK,. Comme K, est minimal, on a

Q(Kl) > 0: Q(KZ) > 0’
et, puisque V*'V*2 est p.s. vide, on a aussi

PVE UTVE) = O(K,) + O(K>).

Mais A est indéfiniment divisible, et Q, = Q' est la fonctionnelle d’un
fermé aléatoire A4, admettant évidemment les mémes compacts minimaux
que A lui-méme. St P, est la probabilité de 4, , on a donc aussi

P, (V¥ U VE) = (Q(K )" + (@K )"

Or, Q(K,) et Q(K,) étant strictement positifs, le second membre de cette rela-
tion est > 1 pour n assez grand, ce qui est impossible. Par suite K,, est ponctuel,
et la proposition est établie.

Quitte 3 remplacer I’espace E initial par E N F° (qui est encore L.C.D.),
et le fermé aléatoire A de & (E) par le fermé aléatoire A N F° de F(E NF°)
on peut toujours se ramener au cas ou A est sans point fixe. D’aprés la pro-
position, 1a fonctionnelle Q@ d’un fermé aléatoire indéfiniment divisible et sans
point fixe ne s’annule pas sur 2 . Ce sont ces fonctionnelles que nous allons
caractériser. Posons d’abord un lemme,

Lemme 1,2, Soit T une capacité (alternée, d’ordre infini) vérifiant
T(P) =0et T= 1 sur X, et soit G(s))= XL p,5" la ifonction génératrice
d’une loi de probabilité discréte. Si ’on pose 0 = 1 — T, 1 — G(Q) est encore
une capacité alternée d’ordre infini, nulle en ¢F et majorée par 1.

En effet, d’aprés le Théoréme 1, Q est la fonctionnelle d’un fermé aléatoire
A, et QY celle de Ia réunion de N fermés aléatoires indépendants équivalents
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i A. Soient alors A, A, -+ une suite de fermds aléatoires indépendants admet-
tant la méme fonctionnelle Q, et N une variable aléatoire indépendante des
A; et vérifiant P(N = n) = p,. On vérifie que 'application (N, A, A,, )
— A, U-+-UAdy de N x F¥dans # est mesurable pour la ¢-algébre produit,
et que A’ = A, V.- U Ay est un fermé aléatoire dont la fonctionnelle est
Q' = G(Q): d’aprés le Théoréme 1, le lemme en résulte. '

AT est une

Corollaire. Dans les mémes conditions, pour A >0, 1 —e”
capacité alternée d’ordre infini, nulle en ¢J et majorée par 1.
Il suffit, en effet, de prendre pour G la fonction génératrice de la loi de

Poisson, soit G(s) = exp{—A(1—s)}.

Théoréme 2. Pour qu’une fonction Q sur ¢ soit la fonctionnelle associée
a un fermé aléatoire A indéfiniment divisible et sans point fixe, il faut et il
suffit que Q soit de la forme

O(K) = exp{-¥(K)} (KeX)

pour une capacité v alternée d’ordre infini vérifiant Y(&) = 0 et Y(K) < o0
pour tout KeXx .

Ces conditions sont nécessaires. En effet, si 4 est indéfiniment divisible
et sans point fixe, Q ne s’annule pas sur & (Lemme 1.1), et T, = 1 — Q'/"
est une capacité, Pour K €%, nT,(K) converge vers la limite

Y(K) = —log O(K)

avec Y(F) = 0 et Y(K) < co. Il reste 3 montrer que ¥ est une capacité.
Or  est s.c.s. sur 2, car Q est s.c.i. et ne s’annule pas. D’autre part, les
T, sont des capacités alternées d’ordre infini. Les fonctions S, construites a
partir de T selon la Relation (1.1) sont donc = 0 comme limites simples des
fonctions positives correspondantes construites a partir des n T,,. Donc  est
bien une capacité.

Montrons maintenant que les conditions de I’énoncé sont suffisantes.
Soit donc i une capacité nulle en @f et < oo sur . Posons Q = e~ ¥. On
a évidemment Q(J) = 1 et Q(K) = 0, de sorte que 1 — @ vérifie la premiére
condition du Théoréme 1. Pour montrer que Q est bien la fonctionnelle d’un
fermé aléatoire, nous allons utiliser la notion de limite inductive introduite
au Paragraphe 1.2. Soit donc B, une suite d’ouverts relativement compacts
vérifiant B, 1 E et Bn c B, .. Pour chaque n, définissons une fonctionnelle
Q, sur X'(B,) en posant

0.(K) = QK) =¢ "™ (KeX', KcB).

Sur A°(B,), y(K) est majorée par ¥(B,) < co. Si les (B,) sont tous nuls,
Q = 1 sur £ est la fonctionnelle associée au fermé aléatotire p.s. vide, et le
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théoréme est établi. Supposons dongc /(B,) > 0 pour n assez grand. La capacité
Y(K)(B,) vérifie. alors, sur 2 °(B,), les conditions du Lemme 1.2, et, en
appliquant le corollaire de ce lemme avec 4 = y(B,), on voit que 1 —e™¥
est une capacité sur #(B,) nulle en - et majorée par 1. Par suite, d’aprés
le Théoreme 1, Q, = ¢ ¥ est la fonctionnelle d’un fermé aléatoire A, de
F(B,)). Mais les Q, vérifient la Condition (1.2). Par suite, la fonctionnelle
Q = e~¥ définie sur #'(E) entier est associée 4 un fermé aléatoire A4, limite
inductive des 4,. Comme y/n vérifie, pour tout n > 0, les mémes hypothéses
que i elle-méme, Q'/" est également la fonctionnelle d’un fermé aléatoire,
et A est donc indéfiniment divisible. Enfin, Q ne s’annule pas sur £, puisque
s reste finie, et par suite, d’aprés le Lemme 1.1, A n’a pas de point fixe.

Les schémas booléens (voir ci-dessous Paragraphe 2.3), les variétés linéaires
poissoniennes de Miles ([11], [12], [13]) fournissent des exemples de fermés
aléatoires indéfiniment divisibles, ainsi que le fermé aléatoire harmomque, lié
4 la capacité newtonienne (Choquet [2]).

1.4 Opérations mesurables

Tout fermé aléatoire A posséde la propriété de mesurabilité. En particulier,
si ¢ est une mesure positive sommable sur 1’espace LC D. E, u(A) est une
variable aléatoire et vérifie

L4 Eu) = f P(x € A) p(dx) = f T({x}) 1 (dx).

Si « est une application mesurable de & dans lui-méme, o (A4) est encore un
ferm¢ aléatoire. La réunion (F,,F,) —» F, UF, étant une application con-
tinue de & x &% dans &, la réunion de deux fermés aléatoires est encore un
fermé aléatoire.

On dira qu’une application d’un espace topologlque E’ dans est s.C.s.
(resp. s.c.i.) si I'image inverse d’un ouvert du type V% K € " (resp. ¥, Ge %)
est ouverte dans E’. Une telle application est alors évidemment mesurable
pour la tribu borélienne de E’. Ainsi, Uintersection (F{,F;) = F, N F, est
une application s.c.s. de & x & dans lui-méme, et l’intersection 4; N A4,
de deux fermés aléatoires est encore un fermé aléatoire.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou I’espace E est [’espace euclidien
R". On munit souvent Z(R") d’une loi de composition associative et commu-
tative, notée @ et appelée addition de Minkowski, définie par - '

A®B={a+b,acA,beB} (4,BePR"Y)

et aussi de la loi duale, notée ©, appelée soustraction de Minkowski et définie
par A @ B = (A° @ B)*. On vérifie sans peine que I’application (F,K) > F ® K
est une application continue de & x ' dans &, et de méme (F,K) - FO K
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est une application s.cs. de & x "' dans &. En particulier, si K, est un com-
pact non vide et A un fermé aléatoire, 4 @ K, et A S K, sont encore des
fermés aléatoires, et vérifient la Relation (1.4).

Soit Koe " un compact non vide, et I\éo = {k, —ke K,} son transposé,
c’est-a-dire le symétrique de K, par rapport a I'origine. On a x4 @ I\{'o
si et seulement si le translaté K, ® {x} de K, par x rencontre 4. On dira
que A @ I('o est le dilaté de A par K,. Par dualité, on voit que xc 4 @Iéo
équivaut de méme & Ko @® {x} = 4, et on dit que 4O K, est I’érodé de A
par K, . Soit alors A un fermé aléatoire, Q sa fonctionnelle, A @ I;’O le dilaté
de 4 par K, et O, la fonctionnelle associée a ce fermé aléatoire. Pour K € 4™,
K est disjoint de 4 @ Iz’o si et seulement si K @ K, est disjoint de 4. Autre-
ment dit, la fonctionnelle associé¢e au dilaté est définie par

(1.5) Ox,(K) = QK@ Ky).

En combinant €rosion et dilatation, on obtient encore les opérations suivantes
(qui permettent de définir la notion de granulométrie d’un fermé aléatoire,
cf. Paragraphe 4.2 ci-dessous):

A = (U@ K)OK, (fermeture de A selon K,),
Ag, = (4O Ko ® K, (ouverture de 4 selon K,).

Ces opérations vérifient les régles suivantes:
Ac B = A% c Bf, Ag, < Bg,
Ag, A = AX,
(AKO)KG = AKU: (AKQ)KD = AKo

(Ag)* = (A9, (A7) = (4,

I1s’agit donc d’une fermeture (et d’une ouverture) au sens algébrique, d’ailleurs
duales I'une de I'autre. Lorsque 4 est un fermé aléatoire et K, un compact
non vide, 4%° et Ay  sont encore des fermés aléatoires.

Si K et K, sont compacts et non vides, K*® est contenu dans I’enveloppe
convexe C(K) de K. De plus, si K, est un compact convexe d’intérieur non
vide, et p Ko son homothétique dans une homothétie de module p > 0, I’ad-
hérence de la réunion des K"*°, ou, ce qui revient au méme, la limite dans
A" des K**° pour p - oo est égale A I’enveloppe convexe C(K), soit

C(K) = | K*° = lim K*Xo,

p>0 P

De cette propriété, on déduit un lemme de géométrie intégrale, qui nous sera
utile ultérieurement.
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Lemme 1.3. Soit K € " un compact non vide, C(K) son enveloppe con-
vexe, et B, la boule de centre O et de rayon r. Pour tout ¢ > 0, on peut trouver
p. tel que I'on ait K@ B,,, >C(K) ® B, pour r 2 p,.

En effet, on a C(K) = U KP, et K% converge dans o vers C(K) d’aprés
le résultat rappelé ci-dessus. Il existe donc p, tel que C(K)c K> @B,
. pour r = p,. Mais K*® B, < (K®B,,,)© B, entraine alors C(K) @ B,
(K@ B,: s = K® B,.,, ct le lemme en résulte.

1.5 L’espace vectoriel de Minkowski

Dans toute la suite de cette étude, 1'espace E est I’espace euclidien R".
Nous désignerons par Co(#") le sous-ensemble de ¢ (fermé dans ") con-
stitué des compacts convexes de R" contenant l’origine 0. Tout K € Cy(X)
est défini par sa podaire rg(u), fonction = 0 sur la sphére unité S de R® as-
sociant 4 chaque direction u € S la distance rg(u) a ’origine du plan d’appui
dans la direction u. Désignons par % I'image de Cy(X") par I’application
K — rg dans P’espace #(S) des fonctions continues sur S. L’application
podaire K — r est un homéomorphisme de Co(¢") sur # muni de la topo-
logie induite par la convergence uniforme. En effet, si B, est la boule de rélyon
g, on a Sup,,s|rg)—re(u)| <& siet seulement si K=K @B, et
K’ < K@® B,. D’autre part, les relations immédiates

rregr = 'k + Tges Tag = 0Fg (a0 = 0); KcK' < rg < rg

montrent que cette application est aussi un isomorphisme de Cy(#") muni
de ’addition de Minkowski (pour laquelle il est un demi-groupe) des homo-
théties positives et de la relation d’ordre = dans £ muni de ’addition usuelle,
de la multiplication par les constantes positives, et de la relation d’ordre <.
Ainsi, Co(X) est identifiable & un c6ne convexe % fermé dans %(S) et ad-
mettant une base compacte.

Désignons alors par .#(S), ou espace vectoriel de Minkowski, le sous-
vectoriel de €(S) engendré par £, muni de la topologie induite par la con-
vergence uniforme. #(S) est dense dans %(S), (mais ne coincide pas avec
%(S)). Cela résulte du lemme suivant.

Lemme 1.4. Désignons par %,(S) I’ensemble des fonctions deux fois con-
tinument différentiables sur la sphére unité S. Pour tout fe%,(S), on peut
trouver une constante C < o telle que f+ Ce #, et €,(S) est contenu dans
A(S).

. Comme les constantes = 0 sont dans #, comme podaires des boules de

centre O, il suffit de justifier le: premier énoncé. Soit ¢ € €,(S), V¢ sa dif-
férentielle seconde continue sur S, et y le tenseur métrique sur S, c’est-a-dire
le tenseur associé a la forme quadratique représentant 1’élément d’arc sur S,
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On sait que ¢ est dans 2 si et seulement si le tenseur y¢ + V¢ est de type
positif sur S. Pour fe¥,(S), yf+ Vf est continu sur I’espace compact S.
On peut donc trouver C < o telle que y(f + C) + Vf soit de type positif sur
S, d’ou le lemme.

Soit maintenant I une fonctionnelle définie sur & ou sur Cy(#"). On dira
que [ est croissante si r < r’ dans 2 entraine I(r) < I(#'), et qu’elle est positive-
ment linéaire si I(r +r'y = I(r) + I(r') et I(ar) =al(r), v, ¥ €R, o> 0. Si
I est croissante et positivement linéaire, on a 1(0) = 0 et I(r) = 0 sur #.
Le lemme suivant nous sera utile dans la suite (Paragraphe 3.3).

Lemme 1.5. (lemme de prolongement). Toute fonctionnelle I croissante et
positivement linéaire sur # admet sur (S) un et un seul prolongement linéaire
et continu; ou encore, il existe une et une seule mesure de Radon positive 4,
telle que I'on ait

I(r) = fs r(u) A (du), re Z.

En effet, soit f€%,(S), et une constante C = 0 telle que f+ Ce# (Lemme
1.4). Comme I est linéaire, I(f+ C) — I(C) ne dépend pas du choix de cette
constante C. On peut donc définir une fonctionnelle I, sur €,(S) en posant
L(f) = I(f+ C) — I(C), et I, coincide avec I sur ZN%,. On voit sans
peine que I, est additive, vérifie I(af) = al,(f), 2 = 0, et I,(—f) = —1,(f),
donc est linéaire sur %,. I, est croissante: si f < f* dans %,(S), soit C < oo
telle que f+ C et f' + C soient dans %. On a alors I,(f+ C) £ 1,(f’ + C)
d’ou 1,(f) £ 1,(f'). D’aprés une proposition de Bourbaki ([1], Chapitre III,
Paragraphe 1, Prop. 9, p. 56), I, se prolonge en une mesure positive 4; sur
S, d’ailleurs unique puisque %, est dense dans €, et la restriction 4 % de
ce prolongement coincide manifestement avec I,

2. LA PROPRIETE SEMI-MARKOVIENNE

2.1 Définition

Si C, K et K’ sont trois compacts de R", nous dirons que C sépare K et K’
si pour tout xe K et tout x’eK’ le segment {(1-M)x +Ax’, 0 £ 1 < 1}
rencontre C. (En particulier, si K ou K’ est vide, C sépare toujours K et K';
si C = (F, C ne sépare K et K’ que si ['un de ces deux compacts est vide).

Dans ces conditions, nous dirons qu’un fermé aléatoire A4 est semi-markovien,
si la fonctionnelle Q sur 27" qui lui est associée vérifie la relation

2.0) AK VK" VOO(EC) = QK VOQK VL)

des que le compact C sépare les compacts K et XK',
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Examinons la signification de la Relation (2.1). Pour Q(C) = 0, elle est
toujours vérifiée. Si Q(C) # 0, elle signifie que les fermés aléatoires ANK
et ANK’' sont conditionnellement indépendants lorsque 1’événement
{ANC = &} est réalisé.

En effet, pour Q(C) # 0, la probabilit¢ P’ sur o(¥") définie par
P'(V) = P(V N V)/Q(C) définit un fermé aléatoire A’ presque slirement
disjoint de C, que 1’on peut considérer comme représentant A conditionnelle-
ment si ANC = . Soit Q' la fonctionnelle associée & A’ définie par
Q'(K,)) = Q(K, U O)JQ(C), K, e . La Relation (2.1) s’écrit

Q'K VK’) = Q'(K)Q'(K').

Comme A’ NK NK, = & équivaut 3 A’ VX%t les fonctionnelles Qf et
Q. attachées respectivement aux fermés aléatoires 4A' NK et A" N K’ sont
définies par

Ox(K,) = Q'(K NKy); Qx(K7) = Q'(K' NKj).
Or C, séparant K et K’, sépare aussi K N K, et K' N K/, quels que soient
les. compacts K; et Ki. La Relation (2.1) leur est donc applicable, soit
QTKNK) UK NKp] = Q(KNKNQ'(K' NKy).

Au premier membre, figure la probabilité pour que A’ soit disjoint de KN K,
et de K’ NK/, cest-a-dire P(A’' NKeV¥ et A'NK’'eV¥). Le second
membre est le produit Qx(K,) Qr(K}). D’aprés (1.1), cette relation 81gn1ﬁe
donc bien que A’ N K et A’ N K’ sont indépendants. ‘

Dilaté d’un fermé semi-markovien. Si A est un fermé aléatoire semi-
markovien, le dilaté A® K o de A par un convexe compact non vide Ko& C(X"")
est encore semi-markovien.

Pour le voir, on établit d’abord la propriété élémentaire suivante. Si C
sépare K et K’ et si K, est convexe, C @ K, sépare K@ K, et K' @ K,.
On note ensuite la relation de distributivité

(K UK’UC)®KO = K@KO UK,®K0 UC@KO,
et on applique la Relation (1.5), d’olr
Qx (K VK" U C)Qx (C) = Qg (KU C)Qg (KU C)

Y
dés que C sépare K et K', et A@® K, est encore semi-markovien.

2.2 La fonctionnelle y = — log Q

Soit A un fermé aleatoire semi-markovien, et Q sa fonctionnelle sur 5¢
vérifiant la Relation (2.1), Posons y(K) = —log Q(K) pour K e X (y(K) =
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si Q(K) = 0). La restriction de i au sous-espace C(¥") des compacts convexes
est H-additive (c’est-d-dire additive au sens que Hadwiger [4] donne 4 cet
adjectif). Pour le voir, posons d’abord un lemme.

Lemme 2.1. Soient K et K' deux compacts tels que K U K’ soit con-
vexe. Alors K N K’ sépare K et K'.

En effet, soient xe K et x’ € K'. Posons x(2) = (1—a)x +ax’ (0 £ 2 £ 1).
On a x(x) e K WK’, puisque K U K’ est convexe. Désignons par «, le supre-
mum des « tels que x(¢)eK. On a x(xp) € K, puisque K est compact. Si
ap = 1, 1l en résulte x’' € K et le lemme est établi. Si oy <1, on a x(xy + &)
€ K U K’ pour ¢ > 0 suffisamment petit, donc x(x, + &) € K’, puis x(,) e K’,
puisque K’ est compact. Ainsi, x(¢) e K "K', d’ol le lemme.

Ainsi, la fonctionnelle Q@ du fermé aléatoire A semi-markovien vérifie la
propriété suivante. Si K et K’ sont deux compacts dont la réunion est con-
vexe, on a

2.2) UK VK)QUK NK') = O(K)Q(K").

Cette relation découle, en effet, du lemme ci-dessus et de (2.1). On note qu’il
n’est pas nécessaire de supposer K et K’ convexes. La fonctionnelle i, positive,
croissante et s.c.s. sur 2, vérifie donc dans les mémes conditions la relation
suivante.

2.2') WK UK') + (K NK") = Y(K) + $(K").

Nous dirons que le fermé aléatoire A est stationnaire si sa probabilité P (ou,
ce qui revient au méme, sa fonctionnelle Q) est invariante par translation;
qu’il est isotrope, si Q est invariante pour les rotations de centre 0, A est
donc stationnaire et isotrope si et seulement si la fonctionnelle Q est invariante
pour les déplacements dans R". Si 4 est semi-markovien et stationnaire,
Q ne s’annule sur " que si A est presque siirement égal 3 R” (on le vérifie
immédiatement a partir de (2.2)). Si Q(K,) = 0, il existe nécessairement
Xo € K, tel que xo € A presque slirement. Par translation, on a P(xe 4) = 1
pour tout x de R", donc le fermé A contient presque sfirement toute partie
dénombrable dense dans R", et A = R” presque siirement. On obtient alors
I’énoncé suivant,

St A est un fermé aléatoire semi-markovien, stationnaire et isotrope non
p.s. égal 4 R", et si de plus sa fonctionnelle Q est continue sur ’espace C(#"')
des compacts convexes non vides, alors il existe n + 1 constantes 8, = 0,
i=0,1,.-,n telles que I’on ait

@) W = —lg0K) = T AIE) (KeC@r)),

les W,(K) désignant les Sfonctionnelles de Minkowski (Quermassintegrale) de
la géométrie intégrale.
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En effet, comme A n’est pas égal 3 R*, Q ne s’annule pas sur 24, comme
. on vient de le voir, et  est donc continue sur C(>'). Or ¥ est invariante
pour les déplacements, et vérifie la Relation (2.2"). Il résulte alors de Hadwiger
[4] (Théoréme V, p. 222) que ¥ est bien de la forme (2.3) sur C(X™).

Nous allons maintenant montrer que la condition ci-dessus (i H-additive),
qui est nécessaire pour que A soit semi-markovien, est également suffisante
dans le cas ol A est, de plus, supposé indéfiniment divisible pour la réunion.
Donnons d’abord un lemme qui caractérise les fermés aléatoires p.s. convexes
(les fermés convexes constituent un sous-espace compact de & , de sorte que
cette notion a un sens).

Lemme 2.2. Soit A un fermé aléatoire dans R" et T la fonctionnelle
définie sur & par T(K) = P(ANK # ). Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes:

a) A est p.s. convexe;

b) si K, K’ et C sont trois compacts tels que C sépare K et K’, on a

T(KUK' VUC)+ T(C) = TKUC) + T(K' U C);
c) Test H-additive sur C(£"), c’est-2-dire vérifie |
T(KUK)+ T(K NK') = T(K) + TK") (K,K’ et K UK’ e C(X)).

La Relation b) équivaut 3 VSNV NV = & p.s., de sorte que a) en-
traine b), et b) entraine ¢), car K N K’ sépare K et K’ dés que K U K’ est
convexe (Lemme 2.1). 11 reste & démontrer que ¢) entraine a).

Si un fermé F n’est pas convexe, on peut trouver x € F, x' € F et A compris
entre 0 et 1 tel que y = Ax + (1—A)x' ¢ F. F étant fermé, il existe une boule
B.(yo) de centre y, et de rayon & > O rationnels contenant y et disjointe de F .
On peut ensuite trouver deux points x, et x; de coordonnées rationnelles tels
que y, soit sur le segment (xo,%p) et que I'on ait x € B(x,) et x" € B,(xp).

Désignons alors par C ’enveloppe convexe de B(xq) Y B,(y,) et par C’
celle de B,(x5) U B,(yo). On vérifie sans peine que C U C’ est alors I’enveloppe
convexe de B(xo) UB,(xg). Onadonc C,C'etCUC eC(X),CNF # J,
C'NF # & tandis que CNC’ = B,(y,) est disjoint de F. Désignons par

V(C,CN =V NV NV,

I’événement “‘A rencontre C et C’ mais non leur intersection’’. Si T est H-ad-
ditive, I’hypothése ¢) entraine V(C,C") = & p.s. Or, I’ensemble ¥ des couples
(C,C") construits selon le procédé que nous venons de décrire est dénombrable.

On a donc aussi )
' : U V(C,C) = & p.s.
(C.C)e¥

Par suite, le fermé aléatoire A est p.s. convexe, et Ie lemme en résulte.

-+



Ensembles fermés aléatoires, ensembles semi-markoviens et polyédres poissoniens 523

Revenons maintenant a la propriété semi-markovienne. Un fermé aléatoire
A est semi-markovien si la fonctionnelle Q définie sur Q(K) = P(A N K = &)
vérifie la relation

(2.1) KUK 'UOQC) = AKUOQK' UC)

dés que le compact C sépare les compacts K et K’. Le théoréme suivant
permet d’identifier la propriété semi-markovienne et la H-additivité de la
géométrie intégrale.

Théoréme 3. Soit A un fermé aléatoire indéfiniment divisible pour la
réunion, et Q = e~¥ la fonction définie sur & par Q(K) = P(ANK = ).
Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes:

a) le fermé aléatoire A est semi-markovien;

b) A est limite inductive d’une suite 4, déduite par poissonisation d'une
suite A, de fermés aléatoires p.s. convexes;

c) la fonctionnelle i est H-additive sur C(X").

Montrons a) = b). Soit B, la suite des boules de centre 0 et de rayon n.
A est limite inductive des 4, = AN B, . Siy(B,) = Opourtoutn,ona Q@ =1
sur %, A est p.s. vide, et b) est trivialement vérifiée. Supposons donc y(B,) > 0
pour n assez grand. A, est alors équivalent a la réunion 4, V... U A4, d’un
nombre poissonien N d’espérance y(B,) d’ensembles aléatoires indépendants
A; définis par P(A/ N K # &) = yW(K)Y(B,), Ke#', Kc B,. Si A est semi-
markovien, il résulte de la Relation (2.1) que chaque A; vérifie la condition b)
du Lemme 2.2, donc est p.s. convexe.

Les implications b) = a) = ¢) résultent immédiatement du Lemme 2.2.
Si c) est vérifie, la fonction T, définie sur " par T(K) = ¥(K) N B,)/y(B,)
est encore H-additive. 4, = ANB, est donc équivalent a la réunion
U %, 4] d’'un nombre poissonien de fermés aléatoires A, indépendants ad-
mettant la loi T,, donc p.s. convexes d’aprés le Lemme 2.2. Par suite, b) ést
vérifiée, et le théoréme en résulte.

2.3 Les schémas booléens a grains primaires convexes

Pour construire un schéma booléen sur R", nous procédons' en
deux étapes. Soit, tout d’abord, A’ un fermé aléatoire presque siirement
compact (ou, si 'on préfere, un compact aléatoire), et Q' la fonctionnelle
sur 2 qui Ini est associée. 11 n’y a aucune difficulté 4 définir le translaté
A’ @ {¢} de A’ dans la translation ¢ et sa fonctionnelle Q/(K) = Q(K @ { - &)}.
Soit, ensuite, un processus de Poisson ponctuel dans R", et 8(dx) la mesure
qui lui est associée. A chacun des points ; de ce processus ponctuel, on associe
un fermé aléatoire A; admettant la fonctionnelle Qy,, et on suppose les A
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mutuellement indépendants. On prend ensuite la réunion 4 des A;, et on
dit que A se déduit de A’ par passage en booléen selon le processus de Poisson
de densité 8(dx). On vérific sans peine que la fonctionnelle Q associée a A
est définie par '

2.4) O(K) = exp{ — j [1 - QUK)]6(d)}.

Mais 1 — QK) = P'(— e A’ ®K), et, d’aprés (1.4), on trouve
(2.4") Q(K) = exp{— EO(A'® K)}.

On note que le fermé aléatoire A ainsi construit est indéfiniment divisible. Le
cas le plus intéressant est celui ol la mesure 6(dx) = @ dx est proportionnelle
a la mesure de Lebesgue. A est alors stationnaire. |
Si le “‘grain primaire’’ A’ est presque sirement convexe, alors A est semi-
markovien. En effet, si un compact C sépare deux compacts K et K’, on a
VENV,NVy = & p.s. pour A’ et pour chacun des A;. On en déduit

Q(C) = Q(CUKUK)+P'(V NV + P (VE N V).

Mais on a aussi

Q(C) = Q'(KUC) + P(V° NV,

0'(C) = QKU C) + P'(V* N V).
Par différence, on en déduit

Q(CUKUK)+Q'(C) =Q(Kul)+ Q' (K" u().
En portant ce résultat dans (2.4), on en déduit la relation
Q(CUKUKHC) = UKV OOKUC)

et A est semi-markovien.

On notera, d’aprés le Théoréme 3, énoncé b), que tout fermé semi-markovien
et indéfiniment divisible est limite inductive de schémas booléens a grains
primaires convexes. (J’ignore s’il existe des fermés semi-markoviens non in-
définiment divisibles.) '

Examinons maintenant le cas stationnaire 6(dx) = 6dx. On sait que la
mesure de Lebesgue est continue sur C(£™). 1l résulte alors de (2.4") que la
fonctionnelle Q est continue sur C(£""). En effet, si K, converge vers K dans
C(#")etsi K'eC(A), K’ @ K, converge vers K’ @ K dans " et 6(K' @ K,
vers (K’ @ K). De plus, les K, étant contenues dans un compact K, fixe,
ona K ®K,cK' @K, et (K'@K,) < 0K'®Ky). Le théoréme de con-
vergence dominée montre alors que le compact aléatoire A’ p.s. convexe
vérifie
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EdA' @ K,) - E0(4 ®@K).

Dongc, d’aprés (2.4"), Q est continue sur C(#"") (il n’en résulte pas que Q soit
continue sur X~ entier). Si A’ est de plus isotrope, il en est de méme de A4,
et la fonctionnelle Q vérifie une relation de la forme (2.3).

On peut, d’ailleurs, déduire directement ce résultat de la formule de Steiner
et obtenir ainsi I'interprétation des coeflicients f§; de la Relation (2.3). En
effet, si K est convexe et A’ isotrope, le volume V(,:{’ @ K) est une variable
aléatoire et vérifie '

BV ©K) = k% W,_W(K) EW(A"),

1
wn
w, désignant le volume de la boule unité de R", et les W, les fonctionnelles de
Minkowski sur C(2¢"'). Pour 6(dx) = 6dx, on a donc la relation

9 0 = exp| — o T W (KEWA)]| (KeC(X).

Remarque. La donnée de Q sur l'espace C(#") des compacts convexes
ne suffit pas pour déterminer Q sur ¢ tout entier. En effet, il est facile de former
n variétés linéaires poissoniennes indépendantes les unes des autres dont la
réunion A, admette une fonctionnelle Q, coincidant sur C(#"") avec la fonc-
tionnelle @ du schéma booléen vérifiant (2.5).

3. LES PoLYEDRES POISSONIENS ET L’INVARIANCE CONDITIONNELLE
3.1 Définition des polyédres poissoniens

Désignons par S la spheére unité de I’espace R", et par R, D’ensemble des
réels positifs. A tout point (iu, r) de I’espace produit S x R associons I’hyper-
plan H(u,r) de R", défini par I’équation <u,x> =r, L’application H:Sx R,
— # ainsi définie est manifestement continue. Donnons-nous alors un pro-
cessus de Poisson ponctuel dans S x R, dont la densité soit de la forme
M(du)dx, ol A est une mesure de Radon positive sur S et dx la mesure de
Lebesgue sur R . L’image par H de ce processus constitue un réseau d’hyper-
plans aléatoires de R" appelé réseau poissonien. Désignons par A la réunion
des hyperplans de ce réseau. Alors A est un fermé aléatoire. En effet, on a
AeVX, pour KeX", si et seulement si 1’ensemble H™!(Vy) fermé, donc
mesurable, dans S x R, ne contient aucun point du processus ponctuel.
Cet événement est donc mesurable, et sa probabilité Q(K) = P(V¥) est don-
née par

G.1) Q(K) = V& (KeX)

WK) = L_W) Adu)dx.
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Le méme raisonnement montre d’ailleurs aussi que le nombre N(K) des hy-
perplans du réseau qui rencontrent le compact K est une variable aléatoire
obéissant i la loi de Poisson d’espérance (K).

Montrons que A est semi-markovien. Soient C, K et K’ trois compacts.
Si C sépare K et K’, un hyperplan disjoint de C ne peut rencontrer & la fois
K et K'. Autrement dit, on a

H 'V NH ' (Vg)nH YV - .

Les nombres N et N’ des points du processus de S x R* tombant respective-
ment dans H™'(Vy) et H-1(Vy) sont donc indépendants conditionnelle-
ment si aucun point de Poisson n’est tombé dans H-(V ). Ainsi, les événe-
ments {AeV*} et {4 V*} sontconditionnellement indépendants si {4 € V¢}
est réalisé, ce qui constitue la définition méme de la propriété semi-markovi-
enne.

Le complémentaire A° de A est p.s. constitué de polyédres ouverts convexes
disjoints, et on a aussi P(0 e A°) = 1. Parmi ces polyédres, nous allons nous
intéresser a celui qui contient le point 0, dont I’existence p.s. est ainsi établie.
Nous le désignerons par I, et nous dirons que I1; est un polyédre poissonien.
IT, est un ouvert aléatoire p.s. convexe et contenant p.s. le point 0. Si K est
un compact, on a K < I, si et seulement si ’enveloppe convexe C de {0} UK
est disjointe de A4, c’est-a-dire si AeVE, et ceci a lieu avec la probabilité
Q(C). La probabilité de I'ouvert aléatoire Il, est donc parfaitement définie
par la donnée de la fonctionnelle P(K < I1,) sur ’ensemble Cy(#") des com-
pacts convexes contenant [’origine, fonctionnelle identique sur Cy(of) a la
fonctionnelle Q du réseau A lui-méme.

Explicitons cette fonctionnelle, Soit. K € Cy(X"), et rx e # son image dans
%(S) par l’application podaire (Paragraphe 1.5). L’ensemble H-'(Vy) de
S x R, estici {(u,r):r = re(u)}, et la Formule (3.1) donne alors

O(K) = e™¥®

3.2)
W(K) = f Mduyry ().

[KeCo()]

D’aprés ce qui précéde, cette Relation (3.2) prolongée sur ¢~ entier en posant
(3.3) : UK) =Q(C), (KeX)

C désignant ’enveloppe convexe de {0} U K peut servir & définir la notion
de polyédre poissonien I1, . En particulier, il y a autant de polyédres poissoniens
que de mesures de Radon 1 positives sur la sphére unité. Lorsque la mesure
A sur S est symétrique par rapport a 'origine 0, le polyédre I, correspondant
peut &tre associé & un réseau A stationnaire d’hyperplans dans R". Lorsque 4
est proportionnelle & 1a mesure du sur S invariante par rotation, le polyédre
IT, est dit isotrope (sa probabilité est alors invariante par rotation).
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3.2 L’invariance conditionnelle

On a vu au Paragraphe 1.5 que I’application podaire est un homéomor-
phisme de Cy(X) sur le cone # < ¥(S). Comme A est une mesure de Radon,
il en résulte que ¥ et Q sont continues sur Co(X"), d’aprés (3.2), et aussi sur
2" tout entier, d’aprés (3.3). La relation rgeg. = rx + rg- dans Co(£") donne
ensvite YK ® K" = W(K) + Y(K’) et, compte tenu de la continuité,
Y(@K) = of(K), « =0, pour K et K'eCy(#). Ces résultats subsistent
lorsque K et K’ sont des compacts quelconques contenant l’origine. Ainsi,
en désignant par ', l’ensemble des compacts contenant l'origine 0, la
fonctionnelle Qy(K) = P(K < Il,) vérifie

0o(eK) = [Qu(K)]*, (22 0,K,K'eH )
Qo(K ® K') = Qo(K)Qo(K").

La seconde de ces relations est la relation des demi-groupes. Elle exprime
une propriété de type markovien que nous allons expliciter, et nous verrons
au paragraphe suivant qu’elle suffit pour caractériser les polyédres poissoniens.
Pour degager cette interprza 1on, notons d’abord que K < 1'[0 équivaut a
0ell,©® K De méme, K& K’ = I, équivaut a K’' < I, @K Ainsi, la
relation des demi-groupes Q(K@® K’) = Q(K) Q(K') s’écrit

P(K'cTl,©K) = P(K' = Ty P(K = II,).

Or, K et K’ contenant ’origine, K’ ¢ I1; © K implique K = I,, et P(K < ITy)
n’est jamais nul. On peut donc écrire la relation des demi-groupes en termes
de probabilités conditionnelles

P(K' cT,© K| 0eT,0K) = P(K' = TL,).

Ainsi, conditionnejlement dans I’hypothése oit 0 appartient a I’érodé 11, © Ié,
cet érodé TI,© K est un polyédre poissonien admettant la méme loi de
probabilité que le polyédre I, initial. Nous exprimerons cette propriété
en disant que les polyédres poissoniens sont conditionnellement invariants
pour les érosions par des compacts contenant ’origine. On trouvera au Para-
graphe 3.4 une interprétation légérement différente de cette invariance con-
ditionnelle.

3.3 Réciproque

Montrons maintenant que cette invariance conditionnelle est une propriété
caractéristique des polyédres poissoniens. Plus précisément, démontrons
I’énoncé suivant, ou I’on pose Q(K) = P(K < II).

Théoréme 4. Pour qu’un ouvert aléatoire I, contenant p.s. le point 0



528 G. MATHERON

vérifie la relation Q(K @ K") = Q(K)Q(K") pour K, K’ compacts contenant
0, il faut et il suffit que II, soit un polyédre poissonien.

On vient de voir que cette condition est suffisante. Inversement, soit Il
un ouvert aléatoire vérifiant P(0eIl,) = 1 et

G4 QK@ K) = QK)Q(K), (K,K'eH)

avec Q(K) = P(K = Il,). Dans tout ce qui suit, B, désigne la boule de centre 0
et de rayon r. Procédons par étapes.

a) On a Q(B,) 1 1 pour ¢ | 0. En effet, la fonctionnelle Q est toujours s.c.i.
sur 2, et B, - {0} dans 4" si ¢ —» 0.

b) Q est continue sur A" . Comme Q(K) = Q(K W {0}), et que la réunion
est continue, il suffit de vérifier que Q est continu sur 4, . Soit donc K, une
suite convergeant vers K dans 2. Pour ¢ >0 donné, on a K< K, ® B,
et K,c K® B, dés que n est assez grand. La Relation (3.4) donne alors

O(K) z 0(B)) im Q(K,,), lim Q(K,) = Q(K) Q(B,).

Compte tenu de a), on en déduit lim Q(K,) = Q(K), et Q est contimie.

c) SiKeX ,etsiC,estl’enveloppe convexede {0} UK, ona Q(K)=0(Cy).

Comme Oell, p.s., il suffit de montrer Q(K) = Q(C), C désignant I’en-
veloppe convexe de K. Soit ¢ > 0. D’aprés le Lemme 1.1, on peut trouver
r>0tel que C®B,<cK®PB,®B,, d’ot Q(K)Q(B,) = Q(C) d’aprés la
Relation (3.4), puis Q(K) < Q(C) d’aprés a). L’inégalité inverse étant évi-
dente, on a bien Q(K) = Q(C).

d) De la Relation (3.4) et de la continuité de Q résulte aussitdt
Q@K) = [Q(K)*, a =0, KeX.

Notons d’ailleurs que Q ne peut pas s’annuler sur 2. En effet, si Q(Ky) = 0
pour un compact K, prenons une boule Bo,>K,. On a Q(Bp,) =[Q(B 1):|p° =0.
Par suite Q(B,) = 0 pour tout p > 0, mais cela contredit a). Donc Q ne s’an-
nule pas, et par suite iy = —log Q est continue sur ",

e) La fonctionnelle iy est donc continue, croissante et positivement
linéaire sur "y, et a fortiori sur Co(#"). D’aprés le lemme de prolongement
1.5, il existe donc une mesure de Radon 2 positive sur la sphére unité telle
que ’on ait

WEK) = fs. re() M), K € Cofoh).

Compte tenu de c), et de la Définition (3.2)-(3.3) des polyédres poissoniens,
I, est donc le polyédre poissonien associé a la mesure 1. :
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3.4 Point de vue de 1a loi en nombre

Soit maintenant A une mesure positive symétrique sur S, et A le réseau
stationnaire d’hyperplans poissoniens de R" associé au processus de Poisson
de densité A(du)dx dans S x R, . Le complémentaire A° de A est réunion
de polyédres ouverts convexes disjoints I1; dont 1'un, soit Il,, contient 1’ori-
gine 0. Dans un langage intuitif, on peut envisager la ““population’’ constituée
par les polyédres II; considérés comme des individus, en attribuant a chacun
d’eux le méme poids, et définir ainsi la loi en nombre du polyédre Poissonien
IT (on trouvera dans les travaux de Miles [10], [12], [13], une justification
rigoureuse de ce point de vue). On peut, au contraire, attribuer a chacun
des Il; un poids proportionnel a son volume V(IT;) dans R" et considérer la
loi en volume de ce méme polyédre poissonien. Le polyédre poissonien I,
tel que nous I’avons défini au Paragraphe 3.1 doit correspondre au point
de vue de la loi en volume, car (dans un langage intuitif), I’origine 0 a plus
de chances de tomber dans un grand polyédre que dans un petit. De fait,
Miles, s’appuyant sur un théoréme ergodique, a établi le résultat suivant:
soient X une caractéristique dun polyedre IT, V son volume, Fu(dX,dV)
la loi de (X, V) pour le polyédre poissonien [T, du Paragraphe 3.1, F(d X,dV)
la loi de (X, V) pour le polyeédre poissonien, considéré du point de vue de la
loi en nombre, E; et E enfin, les espérances attachées a ces lois. On a alors

Fo(dX,dV) = 1 F(dX,dV).
E(V)

Examinons ce que devient I’'invariance conditionnelle lorsque 1’on passe du’
point de vue des lois en mesure a celui des lois en nombre. Soit K un com-
pact convexe contenant 1’origine., La probabilité du polyédre érodé Ii, oK
pris conditionnellement pour 0ell, © K est la loi en mesure associée selon
le théoréme ergodique a la loi en nombre qui est celle de I'érodé I1 © K pris
conditionnellement pour H@Ié # . On en déduit ’énoncé suivant, ou
la restriction O € K est inutile (car éroder un translaté de IT équivaut a trans-
later I’érodé de II).

Si IT est un polyédre poissonien (envisagé du point de vue de la loi en nombre)
et K un compact non vide quelconque, conditionnellement dans l'"hypothése
ou I'érodé T1© K n’est pas vide, cet érodé est équivalent a Il en probabilité.
Cet énoncé généralise un résultat établi par d’autres moyens par Miles ([10],
Théoréme 9).

Si donc X(II) est une caractéristique du polyédre IT (c’est-a-dire une fonc-
tion mesurable sur ’espace des ouverts convexes) vérifiant X(J) = 0, on
peut écrire

E(X(TTo K)=EX(M) P(IT O K # &).
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Montrons que l’on a en fait

(3.5) P(IT ©K # &) = 0(K),

d’ou résultera la relation suivante, particuliérement utile pour la suite de
cette étude:

(3.6) E(X(M O K)) = O(K) E(X(IT)).

En effet, aprés 1’énoncé de [I’invariance conditionnelle, on a- déja
PO K # &) = E[V(I1e K))/E[V(ID)], ot V désigne le volume. D’autre
part, désignons par A le réseau poissonien, et par Ug(x) I'indicatrice de I’en-
semble Ac@ﬁ (réunion des érodés par K des polyédres du réseau). Pour
tout point xe R", on a Q(K) = P(Ug(x) = 1) = E(Uk(x)). Si B, désigne la
boule de rayon r, on en déduit aussi

O(K) =E [7(%5 fs, UK(x)dx] .

Lorsque r tend vers I'infini, le théoréme ergodique montre que la variable

1
V(B) f ,, UK

converge vers E[V(IT© I%)]/E[V(H)] c’est-a-dire vers P(HeIz # ). La
Relation (3.5) en résulte bien.

Nous allons consacrer Ie reste de cette étude a quelques applications de
la propriété d’invariance conditionnelle.

4, APPLICATIONS

4.1 Relation entre la loi du volume V et Pespérance conditionnelle de la surface S

Soit IT le polyédre poissonien de R" (point de vue de la loi en nombre)
associé a4 une mesure symétrique et positive A donnée sur la sphére unité,
Nous supposerons essentiellement que IT est p.s. borné donc que le support
de A sur la sphére unité de R" n’est pas contenu dans un sous-vectoriel strict
de R*. Selon les notations de Hadwiger [4], nous désignerons par W
(k =0,1,---,n) les fonctionnelles de Minkowski (Quermassintegrale) définies
sur 1’espace C(£"') des convexes compacts non vides. Comme ces fonction-
nelles sont continues sur C(#™’) et que I’adhérence IT, de IT, appartient
p.s. 4 C(A"), les W, (I1,) sont des variables aléatoires, et le théoréme ergodique
leur associe les variables aléatoires W, (IT). Nous nous intéresserons surtout
aux deux fonctionnelles W, et W;, donc au volume V = Wy(II) et 4 la sur-
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face S = nW,(I1) du polyédre poissonien, dont nous allons voir qu’elles
admettent des espérances finies.

Désignons par B, la boule de rayon r et de centre 0, et par V(r) = V(IT © B,)
la variable aléatoire égale au volume de I’érodé de II par B,. Les évenements
{V(r) = 0} et {II© B, = J} sont p.s. identiques et admettent la probabilité

o) =™ (w= () = [ an).

Si f est une fonction <0 mesurable sur R, et nulle en x = 0, il résulte
alors de I’expression (3.6) de la propriété d’invariance conditionnelle que I’on a

E[f(V(D] = e""ELf(V)].

Avec f(x) = e " —1 (u = 0), on voit que les transformées de Laplace
O(u) et @, (1) de Vet V(r) vérifient la relation

D) =1—e "+ D).

Or V(r) est p.s. dérivable a droite, et cette dérivée V'(r) vérifie p.s. V'(0) = -8
puisque IT est p.s. convexe. La relation précédente entraine donc
_ 1-@
(41) E(Se 2y = a——u—@—).
Désignons alors par h(V) = E(SI V) l'espérance conditionnelle de S rela-

tivement 4 V, et par F(dV) la loi du volume. Dans la Relation (4.1), figure
a gauche la transformée de la mesure (V) F(dV), & droite celle de la fonction
a[l — F(V)]. Par suite, la loi du volume admet une densité f(V) qui vérifie
la relation

SWYR(V) = a[1 - F(V)].

On en tire aussitét I’expression de la loi du volume V en fonction de I’espé-
rance conditionnelle h(V) de la surface.

Vo dv
4.2) 1—F(V)=-exp { -—a:f 71__} ~(h(V) = E(S| ).

o h(V)
Ainsi, afh(V) = a/E(SI V) est la ““densité de mort” associée a la loi du vo-
lume, autrement dit adx/h(x) est la probabilit¢ conditionnelle d’avoir
Ve(x,x + dx) lorsque V = x.

On note que cette Relation (4.2) est valable pour tous les polyédres pois-
soniens stationnaires (mesure symétrique A quelconque sur la sphére unité)
Elle généralise certains résultats de P. I. Richards (cités dans Miles [10],
p. 904).

4.2 Granulométries des polyédres poissoniens selon les boules

On se reportera & Matheron [8] pour la définition axiomatique la plus
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générale des granulométries, et nous nous limiterons ici 4 la granulométrie
d’un ouvert aléatoire A selon un compact convexe 'B, qui est la plus simple
des granulométries possibles (Matheron [6] et [7], Delfiner [3]). Nous avons
déja défini au Paragraphe (1.4) I’érodé A OB de 4 par B et 'ouverture

Ap=(AOB®B

de A selon B. On montre facilement que A, est 1a réunion des translatés de
B inclus dans 4. Si B est un compact convexe non vide, la famille 4,5 con-
stituée des ouvertures de A4 selon les homothétiques uB de B (1 = 0) est dé-
croissante en u. Pour qu’un point x appartienne a A,z, il faut et il suffit qu’il
existe un translaté de pB contenant x et inclus dans A. Nous désignerons
par Gg(u;x) la probabilité de cet événement, prise conditionnellement pour
xeA, soit

Gp(usx) = P(x € A5 | x€ A).

Si I’ensemble aléatoire A4 est stationnaire, cette fonction Gz ne dépend pas du
point x. .

La fonction Gg(u; x) posséde une signification granulométrique que nous
allons mettre en évidence en résumant [7]. Si "on pose

A(x) = sup {u:xeA,g}
u>0

et A(x) = 0si A5 = (F, A(x) est une variable aléatoire qui fixe la dimension
maximale des homothétiques de B contenus dans A et contenant le point x.
Autrement dit, A(x) donne une mesure de la taille de I’ensemble A en tant
que mesurée au point x selon 1’étalon B. On montre alors que la fonction
Gp se relie a la loi conditionnelle de A(x) pour A(x) # O par la relation

G(uix) = PRI =]

[A(x) # 0] |

Ainsi, la fonction Gy a bien la signification d’une granulométrie. Nous allons
maintenant calculer explicitement cette fonction dans le cas de polyedres
poissoniens.

Soit A un réseau d’hyperplans poissoniens stationnaires dans R", et A(du)
la mesure symétrique sur la sphére unité qui fixe la loi de-A. Nous allons
établir I’expression de la granulométrie Ggz(u) de A° selon les homothétiques
de la boule B de rayon unité dans R". Il s’agit donc ici de la granulométrie
du polyédre poissonien IT; considéré selon le point de vue de la loi en volume
(qui a seul, ici, une signification expérimentale possible). Nous devons calculer
I’expression

1 — Gy(p) = P(0 (I, © uB) © uB).
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D’aprés le théoréme ergodique de Miles, cette probabilité se déduit de la
loi en nombre des polyédres IT selon la formule

E[V(I1,5)]

=Gl = Fyamy -

Mais, d’aprés I'invariance conditionnelle, I’érodé TI © uB a méme loi con-
ditionnelle que IT lui-mé&me s’il n’est pas vide, ce qui a lieu avec la proba-
bilité Q(B) = exp{uy(B)}, Ww(B) = f&(du). On en déduit aussitot

E[V(H @ #B)] o~ HY(B)
E[V(1)] '

1 —Gp(p) =

Mais, d’aprés la formule de Steiner, on a aussi
V(ITe uB) = X C; Wi(Mpt,
k=0

les variables aléatoires W, (IT) désignant les valeurs pour IT des fonctionnelles
de Minkowski. Dol I’expression cherchée de la granulométrie

(4.3) >r_, CKEW)ute ™

E(Wo)

1 — Gg(y) =

Cette loi est toujours une exponentielle polynéme de degré n égal au nombre
des dimensions de I’espace. Pour n = 1, on trouve en particulier pour les
traversées linéaires une foi gamma de densité a’ue” . H s’agit de la loi
ou “‘chacune” des traversées est comptée pour un poids proportionnel a
sa longueur. La loi en nombre correspondante est évidemment la loi ex-
ponentielle de densité ae™™ (a = Y(B)).

Exemple. Considérons le cas des polyedres poissoniens isotropes, c’est-
a-dire le cas ol la mesure 1 sur la sphére unité est invariante pour les rotations.

Nous désignerons, suivant I’usage, par
"

= T+ 1)

le volume de la boule unité dans R", et nous achéverons de déterminer la
mesure A (unique a un facteur constant prés) en nous donnant le parametre
A, > 0 défini par

1
4.4) Py = o f A{du)

(n o, est la surface de la sphére unité).

Pour K € Cy(2£"), on a alors
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f Mdu) r() = AN(K) = n i, (K).

N(K) = nW,_,(K) est la fonctionnelle bien connue en géométrie intégrale
sous le nom de norme (pour n = 2, N est le périmétre; pour n = 3, N gé-
néralise I'intégrale de la courbure moyenne). Ainsi la fonctionnelle Q du
polyédre poissonien IT; contenant 0 (loi en volume) est définie par

(4.5) O(K) = e™"M®) (K e Co()).

Ce réseau isotrope d’hyperplans poissoniens de R” induit évidemment sur
chaque variété linéaire & k dimensions (0 < k < n) un réseau isotrope d’hyper-
plans poissoniens de R*. Soit 2, le paramétre (4.4) caractérisant ce schéma
induit. De (4.5) et des formules de la géométrie intégrale exprimant la norme
dans R" d’un convexe compact de R* (voir aussi Miles [13]), on déduit aisé-
ment les formules de transformations

Ay—y = A,y .

Dans ce qui suit, il sera souvent commode de désigner par 1 = A, le paramétre
du schéma induit dans R*. La loi précédente s’écrit alors
24
Ay = ——, (1 =k =n).
Wy
Avec cette notation 4 = 1,, des raisonnements simples de géométrie intégrale
conduisent—compte tenu du théoréme ergodique habituel—a Pexpression
suivante pour les espérances des W,(I1) du polyédre I (en nombre) de I’espace
R" (voir aussi Miles [12]):
@ -
(4.6) EW,) = ——}",
Wy -y
En reportant ce résultat dans (4.3), on spécifie ainsi complétement la granulo-
métrie de IT, selon les boules des espaces a 1,2,---n dimensions. En parti-
culier, les granulométries selon les disques (boules de R?) et les boules de
R3 sont, respectivement (avec A = 4, = imi;)

1 — Gy(r) = (1 + 2inr + n2A%r?)e™ 24,

1 —G5(r) = (1 +84r + 37%A%2 +—1§ n213r3)e "84,

4.3 Les premiers moments du volume ¥V, du contour apparent V' et de la surface S

Considérons & nouveau le réseau isotrope A d'hyperplans poissonniens de
R" défini par le paramétre A = A, du réseau induit dans R?, et soient x et
x + h deux points de R". D’apres (4.5), la probabilité d’avoir x et x + A
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dans TI, (point de vue de la loi en volume) est & 2*¥ ou2.# =|x|+[x + h|
+ | h| est le périmétre du triangle défini par les trois points 0, x et x + h,
soit

*.7) O(x,x + h) = e X7 Alx+h[= Al
Mais, si I’on désigne par k(x) l'indicatrice (aléatoire) de I, on a aussi
Q(x:x + h) = E[k(x) k(x + h)] )

Désignons par g(h) U'intégrale dans R" de cette expression
ah) = [ Qe+ s,
Rn

g(h) est I’espérance (pour la loi en volume) du volume de Iintersection de
IT, et de son translaté par h. Or cette intégrale représente, au facteur
e~ "l pres, le produit de convolution de la fonction e **! par elle-méme.
Cette fonction exponentielle admet dans R" la transformée de Fourier

Fpe V= 11;2"7:*‘"‘”1"(%(»: +1)) [(1 MLy )ﬂ"“)]

(p = (u? + -+ + ul)* désigne le rayon vecteur de I’espace R conjugué). Le

produit de convolution e * * ¢ * admet donc la transformée

-1
(F e IR 1))][ y A )] .

—iry2
e ) =

A

11 suffit d’effectuer la transformation inverse pour obtenir

- - 1 I ING +in
e xe? = — ¥ An—l L (I’((n-—::li)] (Ar)t*# Kyyga (r).

Dans cette expression, K, . s» représente la fonction de Bessel modifice de
seconde espéce d’indice 1 +4n, et r = |h[ représente le rayon vecteur de
R". On en déduit

1 2¥ngin-1 _
—[F(l(n + )Pe AN T K Ly ().

(4.8) g(n) =

Pour r = 0, on obtient I’espérance (en volume) de V(II,). En intégrant en
h (dans R"), on obtient de méme ’espérance du carré de ce volume. L’intégrale
de g(h) dans R" est d’ailleurs égale 4 la valeur en P du produit de convolution
e Ml 5 7 H¥ 4 ¢ TAXl et se calcule de maniére analogue A I’aide d’une trans-
formation de Fourier. On trouve ainsi
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Eo(V) =2""w,nti™"

2y mzmn—y D+ DCGEE + )] .
Eo(V7) = 2"m Tam+D)

L’indice 0 dans E, rappelle qu’il s’agit d’espérances relatives a 1a loi en volume.
D’aprés le théoréme ergodique, ces espérances E, se déduisent des espérances
E relatives a la loi en nombre selon la regle

Eo(V") = E(V*"HIE(V).

49)

On a déja calculé E(V) = E(W,) = 1/w,2". Les Formules (4.9) donnent donc
les trois premiers moments de la loi (en nombre) du volume V. On trouve
ainsi dans R* (avec toujours A = 4, = w,_4,/2)

_ rd+m 1
E(V) - in An ’
n! 1
E(Vz) = 2_,; ]’—273
E(VY) = 22 T +4i) T+ [TEE+1)]E 1

I'3(n+1)) A3

Les expressions des moments d’ordre 1 et 2 étaient déja connues (Miles [10],
[12]), mais non, semble-t-il, celle du moment d’ordre 3 pour n = 4. Dans
I’espace a deux dimensions, ces formules donnent

1 L s 4=
E(V) = T2 E(V)—z—):z, E(V7) =576
et dans R3 (avec A = 4, = ni;/2)
31 n 31 ) 21 3

Désignons maintenant par V'(IT) = V' le volume (a n—1 dimension) du
contour apparent du polyédre I1, c’est-a-dire de la projection de IT sur un
hyperplan de R". Le point de vue est ici, obligatoirement, celui de la loi en
nombre. Nous allons calculer les deux premiers moments de la loi (en nombre)
de V', en nous appuyant sur I'invariance conditionnelle de IT.

Du point de vue de la loi en nombre, le g(r) calculé en (4.8) représente la
quantité

g(r) = EVV(r)EDV),

ou V(r) = VII NII,) représente le volume de intersection du polyédre II
par son translaté I1, dans une translation de module r et de direction u,.
Comme TI est convexe, IT NI, est aussi ’érodé de IT par le vecteur rug.
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Soit p un réel = 0, et II,,, le translaté de IT dans la translation de module
r + p et de méme direction uy. L’expression (3.6) de I'invariance condition-
nelle de IT pour les érosions montre que I'on a ici, avec @(K) = e-

@10 E[V()IV( + Pl = e E[V V(p)] = e 2VE(V) 9(p).

Comme IT est p.s. ouvert et convexe, V(r) est dérivable a droite, et la
valeur en r = 0 de cette dérivée V'(r) est V'(0) = —V’, V'’ désignant le
n—1-volume du contour apparent dans la direction u,. Dérivons (4.10)
une fois en r et une fois en p avant de faire p = 0. Il vient

(4.11) E(V') + E[VV"(0)] = —2AE[V V'(0)].

Or de I’expression (4.8) de g(r), on déduit (pour n > 1)
E[VV("] = EVH)[L = Ar + (n=1)2n2%r* — -],

On a déja calculé E(V?) = n!/2"4*". On déduit ainsi de cette relation
E[VV'(0)] = —AE(V?) = —nl[2°2%" 1,

—-1. —1)(n—1)!
LY VO] = "SR = B

puis, en portaht ces résultats dans (4.11)

n+ D@m= 1
2" FEZEFR

'n+1

(4.12) E(V'Y) = ——AE(V?) =
Le calcul de E(V') s’effectue de méme & partir de E[V(r)] = e *VE(V),
relation qui découle encore de I’expression (3.6) de I'invariance conditionnelle,
et donne

1

E(V') = 20E(V) = wi p—

Tels sont les deux premiers moments (en nombre) de la loi du contour ap-
parent. Dans le plan R?, on trouve explicitement

N o 2 12 _3_1_ ’
et dans R3
_ 3 1 .2 _l_ N3 1_
@ BV =g EVV) =G5

Les expressions de E(V'") et E(V V') étaient déja connues, mais non semble-t-il
celle de E(V'?), Relation (4.12).
Désignons maintenant par S, la surface du polyédre poissonien de R,
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c’est-a-dire le (n—1)-volume de sa frontiére. D’aprés la géométrie intégrale,
S, se relie & l'intégrale du contour apparent V'(u) dans la direction u selon
la formule suivante, ol I'intégration est étendue a la sphére unité

1 f V'(u)du.

wn—l

(4.13) S, =

On en déduit aussitot 'espérance de S, pour la loi en nombre

nw, EW?) = 2n 1

. n—12?
Wy—_y Wy ﬂ,

ES,) =

et pour la loi en mesure

nw, , nw, EVV') nn! (0)*'1
BV = o) onl (o)

Wy Wy g E(V) B 2" W, )"n_l ]

De I’espérance en mesure Ey{S,), il est possible de déduire le moment d’ordre
deux E(S?) de la loi en nombre ([9], [12]). Contentons-nous ici de noter le
résultat

Ey(S,) =

’ 2

o2y n! R @y » 1
(414) E(S;) = on—2 (1 + 4 I:w"_l] ) ARn-2

4.4 Cas des polygones poissoniens isotropes

Pour terminer cette étude, nous allons donner quelques indications supplé-
mentaires sur le cas n =2, c’est-a-dire le cas des polygones poissoniens iso-
tropes de R?. En premier lieu, nous allons calculer explicitement la loi de
probabilité du contour apparent du polygone poissonien (en nombre) c’est-a-
dire, puisque nous sommes dans R*, la loi du diamétre apparent de ce poly-
gone. Cette loi admet la densité

(4.15) f(x) = ‘-‘7’% QIxK_,(2x),

ou K _, désigne la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce d’indice —1,
et les moments d’ordre n = 0 (entier ou non),
Frn+2) T'Gr+1) 1

\/_n" Il +4n) QA"

m, =

Pour établir (4.15), donnons-nous un mode de construction explicite du
polygone poissonien IT (en nombre). Pour celd, considérons la partition du
plan en polygones poissoniens réalisée par un réseau de droites poissoniennes,
et plagons-nous conditionnellement dans I’hypothése ol I’origine 0 est un
sommet du réseau (ce qui nécessiterait, pour €tre rigoureux, un passage a la
imite a partir de disques de rayons tendant vers 0 et centrés au point 0,
Imais nous nous contenterons ici d’une démarche heuristique). Le plan étant
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rapporté 4 deux axes de coordonnées ox et oy, un (et p.s. un seulement) des
4 polygones admettant le point 0 comme sommet est contenu dans le demi-
plan x = 0. On peut alors déduire du théoréme ergodique que ce polygone IT
est équivalent au polygone poissonien pris en nombre. Sans insister sur ce
point, indiquons seulement d’une maniére heuristique que celd résulte du
fait que le réseau poissonien contient, ‘“‘en moyenne’’, autant de sommets
que de polygones. Désignons par S, et B, (—n/2 < By < B, < #/2) les angles
polaires des deux arétes du polygone I issues du point 0. Il est facile de
voir que la loi de ces deux variables admet la densité

9o, B) = sin(By — o) (—2Sfo<hiST.

Désignons maintenant par M le sommet (p.s. unique) de IT de coordonnées
(X0, ¥o) telles que IT soit contenu dans le demi-plan x < x,. Il est clair que
Xo est le diamétre apparent de 1 (dans la direction de 1’axe des y). Nous
allons former la loi de x,. Pour cela, considérons 1’événement {x, = a},
équivalent a: {la droite x = a rencontre II}. Plagons-nous d’abord 3 f, et
p, fixés. Notre événement se réalise de I’une ou I’autre des deux maniéres
incompatibles suivantes:

a) ou bien le point M, = (a,atgf,) appartient a IT, et celd a lieu avec
la probabilité exp{—24(a/cosp,},

b) ou bien il existe sur la droite x = a un point M d’ordonnée y
(atgBo < y < atgp,) appartenant & I tel que le point (a,y + dy) n’appar-
tienne pas a II, et celd a lieu avec la probabilité

B
Aaf e ~2Aleos(] 4 sina) -
) cos? a

Par conséquent, nous trouvons

in B1
Paroza) =3 [ emnag, [ sinGg, - poay
~-%n

—in

in B1 B
4 1 f dp, j sin(8, — Bo)dBo f o= 2ieleosa(] 1 sing)
i

7
T —4n Bo COs“ oL

Aprés quelques calculs élémentaires, on obtient

4n ix
P(xo = a) = 4& o~ 2Aa/cosa du + g f e—21a/cosa doc.
T Jo cosa 7w Jo

Il suffit de dériver en a pour en déduire la densité de probabilité f(x) du
diametre apparent x,, soit

8/1235 f*ne-le/carc: dOC

fx) =

7 Jo cos2x’
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Cette intégrale s’exprime a I’aide de la fonction de Bessel K_;(2/x) et 'on
obtient la Relation (4.15) écrite ci-dessus ainsi que ’expression des moments
m,.
Désignons maintenant par S le périmétre du polygone poissonien, désignons
par N le nombre de ses c6tés, et cherchons quelques informations sur la loi
de ces deux variables. ,

Soit P, la probabilité d’avoir N = n pour la loi en volume. P, ne dépend
pas du paramétre 2. Or, on peut considérer le réseau d’hyperplans poissoniens
de paramétre (4 + x) comme la réunion de deux réseaux indépendants de
paramétres A et . La probabilité pour que le polyédre du réseau A+
contenant origine 0 ait n cotés appartenant tous au réseau A est alors
P (/4 + w)". On peut aussi évaluer différemment cette probabilité, en écrivant
d’abord que le polyédre du réseau A contenant O posséde n coOtés (probabilité
P,), puis que ce polyédre est disjoint du second réseau (probabilite E(e TH | n)
S désignant le périmétre de ce polyédre). On en déduit

Eo(e™ | N) = QI(A + m)" .

La loi conditionnelle en N du périmétre S est donc une loi gamma a N degrés
de liberté. On retrouve ici dans un cas simple une propriété générale établie
par Miles. Si X est une caractéristique sans dimension du polyédre IT (par
exemple, X = S?/V), c’est-a~dire une caractéristique dont la loi ne dépend
pas de A, le méme raisonnement que ci-dessus donne

Eo(e ™| N, X) = (AJ(A+ w)" .

Par conséquent, @ N fixé, [z périmétre est conditionnellement indépendant de
toutes les caractéristiques sans dimension.
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