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LA FORMULE DE CROFTON POUR LES SECTIONS EPAISSES

GEORGES MATHERON, Centre de Morphologie Mathématique,
Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris

Abstract

The classical Crofton formula is generalized to the case of thick sections, and
the corresponding corrective formulae are given..

CROFTON'S FORMULA; THICK SECTIONS; RANDOM CONVEX ISOTROPIC SETS; IN-
TEGRAL GEOMETRY: STEINER'S FORMULA

Introduction et notation

La formule classique de Crofton permet de retrouver les valeurs W, (A) des
fonctionnelles de Minkowski d’un compact convexe A de R* i partir d’observa-
tions effectuées sur des sections planes. De méme, si I’on a affaire & une famille
finie d’ovoides A, disjoints, on reconstituera les sommes £; W, (A,), sauf pour
k =3 (c’est-a-dire que le nombre de ces ovoides restera inconnu). Mais, en
pratique, on a souvent affaire 4 des sections épaisses. Au lieu de la section
A NH de A par un plan H, on observe la projection sur H de I'intersection
AN(H@au) de A avec le dilaté de H par un segment de droite au
d’épaisseur a et orthogonal &3 H.

Plus généralement, on peut aussi considérer le cas de variétés linéaires V de
dimension k = n — 1 dilatées par la boule ¢B de rayon . On observe alors non
pas l'intersection A N V elle-méme, mais la projection sur V de A N(V @ eB).
Par exemple, avec n = 3 et k = 1, on observe I'intersection de A par un cylindre
de révolution projetée sur I'axe de ce cylindre.

Dans ce qui suit, nous donnons une formule de géométrie intégrale qui
généralise la formule de Crofton au cas de ces sections épaisses. Pour n = 3 et
k =2 (sections planes épaisses dans |'espace usuel) cette formule est implicite-
ment présente dans Miles (1974) et (1976) (il suffit de faire tendre vers 0 la
‘densité poissonnienne’ de son schéma), et des résultats analogues pour n et k
quelconques doivent étre prochainement publiés par Davy (voir aussi Giger
(1972), équations (4) et (5)). Toutefois, la base de ces travaux est celle des classes
d’ensembles convexes aléatoires isotropes situés aux points de processus ponc-
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tuels homogénes et dissimule le caractere essentieliement géométrique du
résultat final. La démonstration directe que nous donnons ci-dessous n’utilise
que des notions de géométrie intégrale, et met en évidence la parenté profonde
du résultat final avec la célebre formule de Crofton.

Notations. Les notations utilisées ici sont les mémes que dans Matheron
(1975). %. est l'ensemble des sous-espaces de dimension k dans R"(k =
0,1,---n). L'unique probabilité invariante par rotation sur ¥, est désignée par
@.. Pour un S € &, donné, %,(S) désigne I'ensemble des sous-espaces de S de
dimension p (p =0,1,-- k) et w; l'unique probabilité sur ¥,(S) invariante
pour les rotations de S. On peut aussi considérer ¥,(S) comme un sous-
ensemble de &,, et @ comme une probabilité sur ¥, concentrée sur ¥,(S).

Enfin, on désigne par b, = m*?*/T'(1 + k/2) le volume de la boule unité dans R",
par Il le projecteur d’un sous-espace S € %, par §* € ¥, 'orthogonal de
S € %, et par S, la variété linéaire déduite de S par une translation h. Avec ces
notations, les fonctionnelles de Minkowski dans R" sont définies par

W,,_k (A ) = Bb_:'J;fk Kk (nsA )’Iﬂ'k (dS)

(A, compact convexe, p, mesure de Lebesgue dans § identifi€ a R..) Si A CS
pour un S E€ %, on peut aussi définir les fonctionelles Wi_,(A) dans §,
identifié a R*:

" b
Wi (A)=2[  u(LA) ot (do).

Passons maintenant i la démonstration du résultat essentiel, qui est la formule
(5) ci-dessous. Soit A compact et convexe dans R". Nous supposons qu’au lieu
d’observations faites sur des variétés k-dimensionnelles V=S, (S€ $,h € S")
on connaisse la projection sur V de l'intersection de A et du cylindre V b ¢B,
soit

(A N(V® eB)).

Si 'on désigne par C = C(S*) le disque unité orthogonal a I'axe V; il est facile
de montrer que I'on a

1) M.(AN(V@eB)=VN(AG:C).

Ainsi, les observations rapportées 2 V ne concernent pas A mais son dilaté
A @ eC par le disque orthogonal a son axe.

De cette formule (1), nous allons déduire les formules de Crofton pour les
cylindres de révolution: nous reprenons d’abord la démonstration de la formule
classique de Crofton, au moment opportun nous remplagons A par A'=
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A @ £C(S4), nous évaluons le terme correspondant griace a une généralisation
de la formule de Steiner, et enfin nous prenons les moyennes de rotation.

1. Démonstration de la formule de Crofton

Bien que cette démonstration soit classique, nous devons I’expliciter ici pour
effectuer au moment opportun le remplacement de A par A'= A P eC.
Soit §,, SE€E %, h €S", une variété a k dimensions, et

b
Wi (AN 50:#[,, . (. (A N S,)@; (do)
P JIp .

la valeur pour la section A N S, de la fonctionnelle Wi _, (0= p = k) calculée
dans I’espace S, identifié 4 R*. La deuxiéme étape consiste a intégrer cette
expression en h € §*, ce qui donne

[ o (@8 (oA 015,0) = by ([ A),

puisque o CS est orthogonale a §*, et par suite
_—b S
(2 L Wi (A NS )i (dh) = bk I et (,gs: A)wS(do).
P J T

Il reste a prendre la moyenne de rotation en § € %, o, ce qui revient au
méme, en S* € ¥,_,. Or 'image de la mesure w._.(dS*)w;(dp) par I'applica-
tion (§*, 0)—> S*P o = §' est la mesure w,-«.,(dS’) isotrope sur &, .,. On
trouve donc

L,( '“"(ds)L Wi (A N S )pa-i (dh)

_ b

bbn-r
bp f’f » Mn—k+p (HS'A)mnAk+p (dS‘I) — _kb—kl’ Wk—_p (A ).

b,b.

C’est la formule classique de Crofton. Pour passer au cas des cylindres de
révolution S, & ¢B, c’est au niveau de la relation (2) que I'on doit effectuer la
substitution A —» A’'= A  £C(S*). L’étape suivante consiste donc a calculer le
développement de u. «., I, gs:(A P C)).

2. Développement de w, ., (Il,gs:(A B eC))

Le disque unit¢ C=S"N B de S* € ¥, . est un compact de Steiner. Pour
i=1,2,---n—k, la mesure GS qui lui est associée (selon Matheron (1975),
Théoréme 4-5-2) est concentrée sur % (S"') et proportionnelle & la mesure
invariante w’', soit
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L
(;? ::Chﬁff

avee

a = (” - k) buic
' l bn—k—i '
(Le calcul de la constante a; se fait sans difficulté en évaluant W, _,(C) de deux
maniéres différentes a partir des Corollaires 4 et 6 du théoréme déja cité.)
Le disque ¢C de rayon ¢ admet les mesures G{“= £'G¢. Donc

£eC _ i n’_k __lzi RS
) Gi “6( i )b'“

Posons maintenant §' = o @ S$*(S € %, 0 € %,(S)). Comme ¢ est orthogonal
a $* on a §'€ %.+p-«. Nous allons caleuler (Ils(A @ £C)) au moyen du
Corollaire 1 du théoreme déja cité: d’apres cette version généralisée de la
formule de Steiner, nous trouvons

pn-rrp(llsA P eC) = pnirp(llsA)

n—k+p
+ 2 J' lT’S’lﬂ'ﬂ—k+p—i(HS'ﬂfJ‘A)Gisc(dT).
i=1
Comme Gi{°=0 pour i >n —k, la sommation s'arréte en fait a i = n— k.
D’autre part, Gi° est concentrée sur S*CS’, de sorte que |7,S'|=1 dans
I'intégrale ci-dessus. D’aprés (3), nous obtenons

Pn-irp(Ils A D €C) = po-rsp (s A)

n—-k—i

n—k ; _ k bn_
+ ,Z. € (ni )b—kf f“‘"—k’fp—i(HS'mlA)m’f(dT),

avec, rappelons-le, S'= o @ S*. C’est cette expression qui doit étre substituée a
tn-i+p (IlssA) dans la formule (2). On voit donc apparaitre, dans le 2éme
membre de cette formule, des termes correctifs de la forme

f wi(dﬂ) Mn—k+p~i(na@SLr\TJ‘A)w;s-L(dT)’
Fa(S) Fi(S)

dont il faut ensuite prendre la moyenne de rotation en S€ % Or, par
I'application (S, o, 7)— (¢ @ S*, 7) = (S’, 7), la mesure @, (dS) wi(do) wi'(dr)
a pour image w@._«+,(dS")w? (dr). Cette derniére mesure devient @,_i.,—.(dr")
par (S',7)— S'N 7*. La moyenne de rotation en § € ¥, du terme ci-dessus est
donc simplement

[ e A me e @) = B (),
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Ainsi, la moyenne de rotation de g,_ii,(Il,gs:A @ eC) est

| @) b Wosi(A @ eCYmi(do)
@) ,

n—k _ .
_ Dn-x+p Wk-p(A)+ Z (n . k)_b':k_ Msi kap-!-i(A)'
b, SN 0 bk ba

3. Formule de Crofton pour les cylindres

Cette relation (4) permet de trouver les termes correctifs que ’on doit ajouter
a la formule classique lorsque la variété V' de dimension k est remplacée par le
cylindre V@ eB: du fait de ce remplacement, les calculs conduits selon la
formule classique de Crofton conduisent non pas a la vraie valeur W, _,(A) mais
a la valeur diftérente Wi_, (A) donné par
n—k
6)  Wieh (A)= Warp (A)+ 3 ("7 K)o boream

i=1

E iWk_p+5 (A )

n—k—i bn7k+p

Telle est la formule corrective cherchée.

Cas des sections planes épaisses. Examinons le cas, le plus intéressant en
pratique, des sections par des hyperplans épais (k = n — 1). En désignant par
a = 2¢ I’épaisseur de la section, il vient

(6) W”‘*P*I(A)= W”_P_I(A)+ a(bp/bp+l)Wn4p (A )-
Telle est 'expression de I’erreur due a I’ emploi de sections épaisses. On peut en
déduire une correction approchée (pour a petit). La relation (6) donne, en effet,
Wo(A)= Wy(A)+ a(b.-\/b,)W,(A)
Wi(A)= Wi(A)+ a(b._2/b._ ) W(A)

Wi i(A)= W...(A)+ a(bi/b,))W.(A).
Donc
Wi (A)= W/, (A)—a(bo/b)W,(A),
et par récurrence,
Wapi(A)= Wi, i(A) = a(by /by YW, (A)+ a*(by /by ) Wi, (A)
D (2 1P a? (Bulb) Wi (A) + (— 1) a”" (bobp-) Wa(A).

Dans le cas tridimensionnel usuel, V = W, est le volume, F = 3W, la surface
et N=3W, la norme. On trouve donc, pour un convexe A unique
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V'= V +;iaF,
F'=F + (2/m)aN,
N’'= N+ 2ma,

et par suite
N = N'-2ma,

F=F'—(2/m)aN'+4a’?,
V=V -laF +(127)a’N' - a*. .

Remarque. Si, au lieu d’un convexe A unique, nous avons affaire a un nombre
v (inconnu) de convexes A, i = 1,2+ - v, les formules précédentes subsisteront
(pourvu que les projections ITv (A N (V @ £B)) soient disjointes sur chacune des
variétés V) a condition de poser W, ,(A)=ZW. ,(A:). En particulier
(1/b,)W.(A) = v est le nombre (inconnu) des constituants de A. Mais on voit sur
(7), ou (8), que v n’intervient que dans le terme correctif d’ordre maximal. La
troiseme relation (8), par exemple, donne

V=V -—taF' +(127)a’N’'— a’v.

Si donc a est petit, on reconstituera V, F et N avec une trés bonne précision.

Mais il y a mieux: si 'on dispose de deux séries de mesures effectuées sur des
lames épaisses d’ épaisseurs différentes, a’ et a”, il est alors possible de reconstituer
le nombre v des constituants de A (quoiqu’avec une précision vraisemblablement
médiocre). En effet, soient

N'=N+2ma'v et N'=N+2ma"v

les mesures (entachées d’erreur) de la norme obtenue 2 partir des deux séries
d’observation. Par différence, on trouve A

N = N"=2x(a'—a")y,
c’est-a-dire

_ ILN-N
YT 2w a-a"

Il est donc théoriquement possible de reconstituer ». Mais la précision sera
médiocre, si a’ et a” sont petits (car N’ et N” sont peu différentes, et N'— N"
risque d’étre du méme ordre de grandeur que les erreurs expérimentales
commises sur N’ et N").
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