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il RESUME
J; |

i ‘
g . . s . P .z . . . .
Bl Le krigeage disjonctif est une méthode générale, mais la technique habituelle, fondée

sur les anamorphoses gaussiennes et les expansions hermitiennes, ne peut étre appliquée lors-

que la distribution présente un pic accentué. Dans ce cas, il est préférable d'utiliser les

La. théorie des semi-groupes markoviens fournit

i modsles isofactoriels a distribution discréte.
|

: une méthode générale pour construire ces modeles. Deux exemples sont donnés : le modéle de
type mosalque, et le moddle binomial négatif. Le modéle de changement de support correspondant

i est comparé aux distributions réelles.

ABSTRACT

il Isofactorial Models and Change of Support

Disjunctive kriging is a general method, but the usual technique based upon Gaussian

anamorphoses and Hermitian expansions cannot be applied if the distribution has a spike. In

this case, it is suggested to use isofactorial models with discrete distributions. A general

method for building such models is provided by the theory of Markovian semi-groups. Two exam-

ples are given : the mosaic type model, and the negative binomial model. The corresponding

model of change of support is compared with true distributions.

ZUSAMMENFASSUNG

Isofaktorielle Modelle und Stiitzungswechsel

Das disjunktive Kriging ist zwar eine allgemeine Methode, aber die gewShnliche Vorgehens-

weise, die auf Gaussscher Anamorphose und auf ‘lermitischen Entwicklungen beruht, kann bei einer

Verteilung mit einem ausgeprégten Piek nicht angewandt werden. In diesem Fall sind isofakto-

rielle Modelle mit diskreten Verteilungen vorzuziehen. Die Theorie der Markovschen Halbgruppen
liefert eine allgemeine Methode, um diese Modelle zu bilden. Zwei Beispiele werden gegeben :
das Modell vom typ "Mosaik", und das negativ binomiale Modell. Das zugehdrige Modell zum Wech~

sel der Stiitzung wird mit den echten Verteilungen verglichen.
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A - INTRODUCTION

Les techniques d'estimation non lindaires fondées sur
@es modeles multigaussiens rencontrent on le sait, certaines
dpfflcultés dans le cas d'une distribution présentant un atome.
*&b cas typique est celui d'une varieble Z = O telle que la pro-
%tabilité q = P(Z = 0) soit strictement positive. L'anamorphose
airecte Z = ¢(Y) oll Y est gaussienne existe bien, mais elle n'est
pas injective : l'image inverse de {Z = 0} est un segment (- ©,8).
Wtrement dit, la loi de Y n'est plus la loi de Gauss G, mais prend
forme q 6 + 1{y>a} G. En particulier, les polynomes d'Hermite
sont plus orthogonaux. le krigeage disjonctif reste en principe
ssible, & partir des équations intégrales génerales, mais ne bé-

;icie plus des grandes simplifications lides & ltisofactorialitd
2 méme, le calcul d'une espérance conditionnelle du type

E_[f('f)/‘f1 <a Y, s a...]

”pn gisement de diamant, oU l'une des variables de base est le
1ombre de pierres par échantillon.

B - STRUCTURE GENERALE D'UN MODELE ISCFACTORIEL

s Pour permettre la mise en oeuvre de la moins exigeante
‘es techniques non linédires, qui est le K.D., un moddle isofac-
0r1e1 doit comporter trois types de lois bivariables : deux types




type dissymétrique (échantillon/bloc).

Dans le cas discret, nous aurons deux distributions mono-
varigbles :

W;'t pour les échantillons WY

i pour les blocs

et deux familles orthonormées compldtes dens Lo(N, W) et I2(N,W )
respectivement de fonctions ou facteurs :

i;(i) pour les échantillonms, xX(i) pouf les blocs.

Pour deux échantillons v ou deux blocs V implantés en deux
points a et b, les lois symétriques seront de la forme :

" LA W’{ W‘a' IEO T (Vosvy) xn(l) xn(:l)
Wy =W W T m(v,,T) Xn(l) X (3)

nz=o0

ol seuls les coefficients :n dépendent de l'implantation. Pour un
échantillon Vo et un bloc Vo la loi dissymétrique sera du type :

(D) W, =W Wy

V..
i3 3 ni:o T, (v ,Vb) xn(l) X, (3)

Le cas le plus important est celui d'un échantillon v inté-

rieur & un bloc V. Exactement comme dans le cas du moddle gaussien

discrétisé, voir [ 1 ], on ne distinguera pas les unes des autres
les diverses implantations possibles de v dans V, ce qui revient
&4 considérer v comme implanté "au hasard" dans V. La loi biva-
riable correspondante :
vV _ v v

(cs) Wy W W IEO (v, V) xp(1) ()
constitue alors par elle-m&me un modéle de changement de support,
qui joue un r8le crucial dans l'ensemble du dispositif.
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11 faut d'ailleurs distinguer deux cas, ou deux modes

i d'utilisation possible de ces moddles discrets. Dans le premier
| cas, la variable d'intdré&t Z est une teneur, liée & la variable
discréte N = i du moddle par une snamorphose Z, = ¢,(1), connue
expérimentalement pour le support v. la condition de Cartier

f%* E(Z,/%y) = Zy et la relation (C3) ci-dessus montrent alors que

4. l¥snamorphose zv qv(i) au niveau des blocs est nécessairement
il dormée par les relations :

Zy = guli)

(1) n’*"

%

G, Ly(v,V) xn(i)

Z W e,(3) x€a)
J

Dans le second cas, la variable d'intérét (qui n'est alors
-plus une teneur, mais, par exemple, le nombre de pierres contenues

, dans v ou V) est la yariable discrdte N = i elle-méme, La condition
de Cartier stécrit alors :

«(2) | B(N_ /N, = i) = % i

On note la différence capita}e de ces deux points de vue.

-

Q, Dans certains modeles, par exemple dans le mpdéle blnomlal
i négatif étudié ci-dessous, les facteurs 4'

ordre 1, x1 et X1 seront
/' linéaires en i, donc de la forme

H V(’:’.)-JlfmV

v %
‘ﬁ“%(mv, Wys Oy Oy sont les moyenne et dcart-type de N, et J ).

D'aprés (CS), on a toujours E(x1/N =1i) = T, (v,V) x,(l)
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De plus, mv/m.v = V/v. Donc, si les relations (3) sont vérifiées,
la condition de Cartier (2) se met sous la forme trés simple

(2v) T, (v/¥) =;‘_f_ %—

4

Cela est cohérent, puisque T1(V/V) représente alors le
coefficient de corrélation de N et N, pour un échantillon v aléa~
toire dans V.

Ie modéle isofactoriel sera entiérement défini par la don-
née des coefficients 2n(v,V) du changement de suppor® (CS) et des
coefficients 2n(Va,Vb) de la loi des blocs V implantés en deux
points a et b, Ces derniers dépendent évidemment des points a et,b,
ou, dans le cas stationnaire, simplement du vecteur b - a . De fait,
chague échantillon v, étant considéré comme implanté de fagon aléa=-
toire dans le hloc V qui le contlent, on admet, dans ce genre de
modéle, que la variable Nv est conditionnellement indépendante de
toutes les autres variabled du moddle lorsque N, est fixée. Cela
implique évidemment : a S

T (V ’Vb) Tll(v’v) Tn(va’vb)

(4) -
L (v,,vy) = (T,(v, V)% T, (v ,7,)
ce qui achéve de déterminer le moddle,

En particuller, si v et v' sont deux échantillons distincts
prélevés dans le m8me bloec, ceci implique :

(4 mvvn) = (g,,7)?

'C - UN FIL DIRECTEUR o

Pour consiruire des moddles de ce type, considérons d'abord

le cas le plus facile, qui est celui des lois symétriques de type (£
Ies,Wi et les facteurs orthonormés xn‘étant supposés choisis, il
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faut trouver des coefficients L, tels que les Wi. soient > 0, Ie

formalisme markovien s'impose ici de lui-méme. Désignons, en effet,
par :

. 12 probabilité de transition de i a j. §i T, et T sont des coef-
i A ~ ‘ : n '
%‘ ficilents admissibles, les produits T, = T, T, seront encore admis—

. 8ibles. Car, nous pouvons composer les probabilitds de transition

4
5

9
i

Pig =2 Ty %y (1) x,(9) Wy Pafk =z T, %y (3) %y (k) W,

. ¢e qui donne, compte tenu de 1'orthogonalité des facteurs :

ik = 233 Fii Bk "'? Tn Ty Xp(1) % (k) W

R

T e Ao

=

; De plus, en l'absence d'effet de pépite, on souhaite pou=-
%gz{’;;«.voir donner aux coefficients T],1 des valeurs tendant vers 1 lorsque

= A e
M“‘:_Qv" TR
o -

;%les deux échantillons se rapprochent., Introduisant un paramétre
; %} 2 0, sans signification par lui-méme, mais lide indirectement

hfé la distance entre échantillons, on est alors conduit & chercher
ﬁfdes modéles dams lesquels les coefficients :h rourront &tre de

2

i forme exponentielle :

i o o 2T

=

o5
S
TR

-b,

_ .M
T,(t) = e (A, 2 0, Aoy = 0)

NS e

s

e

b

Mais la matrice de transition correspondante :

L 3

s
D5 f\%f .

R

- Ay .
B8 = B e Ry () () W,

BT A
o

s
e )
e

S
R e

RN

o
5

T

éfst celle d'un Drocessus de Markov 3 temps continu et valeurs dis—

R

%)
ieretes,

)v)
)

¢

N

P

Tel sera notre fil directeur. Is matrice markoviemne P(t)
ggbst nécessairement de la forme P(t) = exp(At), pour une matrice A

i

%qu générateur infinitdsimal de la forme :




Aij = - Ci + Cy nij
\x‘ ou J1 est elle—méme une matrice de transition et les C; des coef-
‘ ; ficients > O : pendant le temps 6%, le processus reste dans son

1 état initial i, avec la probabilité 1 - Ci 8t, ou passe de 1l'état
{ i 2 1'état j, avec la probabilité C; &% Iy 4 (on n'écrit pas les

! infiniment petits d'ordre supérieur & 1 en &§%).

. De plus, ce processus markovien doit vérifier trois condi-
l' tions

i/ il doit edmettre une probabilité stationnaire W,, c'est-
a dire telle que : '

i > W, . =0
i & 71 Ay

ii/ il doit &tre symétrique relativement & cette probabilit:

i stationnaire, soit W; Py (%) = W, Py3(t)y ou, ce qui est équivalen

9‘; |
[ I1 est facile de voir que la condition (5) entraine par
elle-m&me la relation Z}W& Aij = 0, donc implique que. W est une

|
I
‘} l
g | probabilité stationnairé.

iii/ enfin, les Xn doivent &tre effectivement des facteurs,
ce qui sféerit :

(6) Axy = Ay Xy

Présentons ceci de manidre plué syhthétique. A toute fonc-
| tion £ ¢ 1 - fi sur N appartenant a I?(ﬁ;W), i.e. Z)Wi f? < o, On
associe l'espérance conditionnelle

| 3

Ie processus est alors décrit complétement par 1'équation d'évolu-

tion




4 2C8) -y ()

at

soit, sous forme explicite :

d fi(t)
T = -0 £ (%) + ci§nij

fj(t)

La condition (5) exprime que le géndrateur infinitésimal A
est un,opérateur auto-adjoint sur I?GN,W); soit :

ZW & (sf); =T W, () 1 (v £, g ¢ T°(N, W)

Et la condition (6) exprime que cet opérateur admet un spec-
Ire discret, avec des valeurs propres - Kn < 0 (xd = Q) et, de plus,
. les fonctions propres correspondantes, qui sont les facteurs
{4 doivent constituer une base hilbertiemme de L?GN,W).

Xn *

1 - CONSTRUCTION EXPLICITE

I1 est trds facile (au moins dans le cas fini) de former
des processus de ce type, admettant une loi stationnaire W choisie
dfavance. Partons, en effet, d'une probabilité Wy 1=0,1,...,N
donnée et d'une matrice ’I‘ij symétrique dont tous les termes sont
2 O mais a cela prés quelconque. Posons

ti=§Tia' pomyy = Tyt 5 G = %/W

¥

B2 Alors; le processus associé au générateur Aij == Cy éij +
| «Ci nij vérifie toutes les conditions voulues. De plus, la détermi-
*&knation des valeurs propres - xn et des fonctions propres Xn revient
' & diagonaliser la matrice symétrique

== 0, 6,. + 1 T.

/W.Aij

1

1 1
‘/Wj i 71] V Wi 1J \/W.




Ie premiére partie du programnme, i.e. la recherche de lois
G jsofactorielles symétriques, est donc tr2s facile 3 remplir. Ie
1 second point (lois dissymétriques et modéles de changement de
7 support) est plus difficile, et je me contenterai ici de traiter
deux exemples.

L REMARQUE - Si 1l'on a trouvé un modéle de type Pij(t) ci-dessus
i pour les lois symétriques, on obtient une famille plus riche en
considérant aussi les lois

’ o0
l P. . = P. .
W la(u) j 13(t) u(ds)
v 5 o
| ol p est une probabilité quelconque sur (0,o). Cela revient &
| prendre dans (S) des coefficients T, de la forme '
|
i [>+]
i -t
| o]
. n
ﬂ’ 0
' Cette possibilité sera précieuse dans les applications.

p(dt)

Ll D - MODELE DE TYPE MOSAIQUE

Dans ce modéle, les tramsitions Iy, ne€ dépendant pas de

it 1'état initial i, soit U4 = m; pour une probabilité = donnée. Ia
g i\ droite est ainsi divisée en compartiments meublés de variables i
@ 1# tirdes au sort indépendamment selon la méme loi w. Cependant, si

H les coefficients C; ne sont pas constants, la durée d'un étatl ies
} une variable exponentielle dont l'espérance es?t 1/Ci’ de sorte que
' les teneurs ne sont pas indépendantes de la taille des compartimer
Si par exemple Ci‘est croissante en i, i} y aura corrélation néga-

H tive entre taille et teneur, i.e. destructuration des hautes tenet
6_,

i Je me limite ici au cas fini (i = 0,1,...,N) pour éviter

i
ﬁ I toute discussion de convergence. le générateur A est défini par @
i
o
(Af); == C; £5 + Cy Twy £y

| !
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s e RS R PSR

Ies probabilités stationnaires W, existent toujours, et

sont définies par

W, C; =Couoy (1/c =_z:mi/ci)

[ La condition (5), qui se réduit a c; W, s = cj Wj @
i . ot P
;'%)7 est donc automatiquement vérifide. Cherchons les valeurs propres

| U et les facteurs. I'équation

(:I(\é@ = - - _
l’&%}l‘ J
Ry : _ .
%izf'e; donne, & un facteur arbitraire pres
iy
3 C, w; C;
8 ' £, = o= ~avec : X %; _i = 1
S i G

'“3;;, Supp(_)SOl‘lS par exemple 0 < CO < C1 E aee < CN. Il est facile
i E}z de voir que l'équaticn e '
- szi ioy

; numériquement. Ia premidre est toujours }‘o = 0y, et on a nécessaire-
|V ment s ~
OéAO<CO<A1<C1<...<KN <CN

Ies fonctions propres (non normées) sont alors les £, définis

; . Cy .
?hjg A £,(1) = = (£ (i) = 1)
| o '

o lles sont nécessairement orthogonales :
: .
e
3 zw £,(4) £(i) =68, B
. * 2
_ 2 _ C3
L B, = nfnu =T W 5
o
«ff‘ t

X
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En particulier l'orthogonalité de £, et fn’ n > { donme 3

(7) T =0 (n = 1)
1

Comme les f sont au nombre voulu de N+1, elles constituent
une base .de I (W), autrement dit, on a aussi :

= 1 C C.
- W. = 8. .
nso on cl'xn Cy=Ay 1J

Le processus markovien lui-méme est défini par la matrice
de transition :

-\t C, C,
(8) B.(t) =T e * 1 i o U
_ " nxo n Ci7M Y5M Y

Cherchons maintenant un modéle de changement de support.
Pour cela, considérons le processus obtenu en changeant C; en Cith
(h >0), les probabilités w, restant constantes. On constate (pour
ns= 1), que les valeurs propres et les fonctions propres deviennen-

C h
A(m) =, +h 5 £3(1) = gk (=1

n

De fait, pour n = 1, les valeurs propres sont caractérisée:

par la relation (7), qui reste vérifide lorsque l'on change A, en
An+h et Ci en Ci+h.

Ies nouvelles probabilités stationnaires Wi(h) sont alors
données par :

L+ I8
(cy#n) W (0) = o(w) m  ( gray = ZgE
On en déduit : o
- i Clh
(9) Wi(h) = E;:E —%—l Wi
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Pour n 21, on voit de mBme que les normes B (h) = nfh"

et Bn = " ‘8e déduisent l'une de l'autre selon la régle :

h+)
- _n ¢(n)
Bn(h) - A C an

. : Nous cherchons une probabilité gde tran81t10n Hij(h) échan-
5 geant les facteurs f et fg selon les formules :

D1 5(h) 22(3) = v, 2,(3) |
M ) ngy() = v, W) B(y)

A Essayons la matrice

3 (10) (n) = [ 1 Ci Cj+h ()

. (10 I..(h) = 1+ 2 — ] W.(h

b , E(ny - -
B - S I T
{fg' qui posséde les propriétés requises, avec
:% b = 1 o b' = Bn = ¢ _}\.n_
. n= G T OETE T B
L
R Mals il faut évidemment verlfler que 1y (h) est > 0. De
” @ﬂfa$,nmm'wmwmw : ‘
LY cy C;+h  C.+h

ol
- i e o |
[ C +h nx1 n C A QJ An J

. Ci*h  Con |
= [1 MR -weyd c-x % }";j(h)

nx1 J 1

On en déduit :

o) + h

Hij(h) = Ci+E iy C,+h 'Wj(.h)

_ Il s'agit bien d'une probabilité de transition, et meme
Q;d'un type remarquablement simple. ILa loi (dlssymétrlque) deux
rjvariables correspondantes s'écrit

€



C.
- i h
() =W 55w %4y 7 Wi o W W5 (n)

5i donc on considére nij(h) comme la loi d'un bloc V con-
ditionné par un échantillon intérieur v, la transition inverse,
j.e. la loi de l'échantillon interne conditionné par le bloc sera

AR5

donc, ccmpte tenu de (9) ¢

' wie‘(h) c b,
é En général, cette loi (11) ne vérifiera pas la condition
& de Cartier sous la forme (2), et ne pourra donc servir de modéle

rf de changemen% de support pour la variable discréte elle-méme.
! Mais, si 1l'on travaille en anamorphose Z, = ¢v(i), la régle de
i Cartier dormera 1'anamorphose des blocs sous la forme trés simple

I . n N
i‘ zg = oy(3) = Ty 9, (3) +213 T, h o, (1) Wy
Mais, en vue du krigeage disjonctif, il conviendra dtuti-

W; liser les développements (1) . On prendra garde que les fn ne sont
” pas normés, de sorte qu'il convient de prendre

| c, C, +h
1. | | X VB, %™ = B (n) %17 (=)
}li l= (13) nB n
| - |
| To(vsV) = ‘/Bnntff) ) "ﬂnf«l

1 Ies étapes de la construction du modéle seront donc les

i suivantes : ayant choisi les Wg , on construit l'anamorphose

%% h 2, = @v(i) 3 partir de l'histogramme des Z  : la 1% classe ,
ﬁﬁ"? doit avoir le poids Wg , et @v(i) est la moyenne de Z, dans cette
it classe. On calcule ensuite le développement :

i ) ) c'
1

( i ) > an S OW ( ) ci
P, i) = s = H = ) R i) emmc—
v ~ B C-h, an T i Py C1 Ay
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4.  avec en particulier :

. 2
a,

= 5 ol = 2
oy = &, oo = X B,

n>1

o

On détermine ensuite 1'anamorphose des bloes oy =
soit

directement par (12), soit par le développement

oy (3)

‘,
P

TR

ey

}

B C.+h
N n
AR R Y

et on choisira le paramétre h de maniére & avoir la variance
correcte :

2
og = 2 3BT 2
v n>1 B n

n

Conformément aux régles exposées dans le paragraphe 2,
il reste & choisir les coefficients In(Va,V

de deux blocs implantés aux points a et b.
- d'ailleurs possibles.

b) déterminant la loi

Plusieurs options sont
La plus simple consiste & prendre

-(xn+h)t

.
L

In(va’vb) = e (n 2 1)

en choisissant t de maniére 3 assurer la covariance correcte

2
-(An+h)t =Ny

o] = e ——('U
Vavb nx1 ' Bn

On peut encore (ce qui, en un sens, serait plus cohérent)

considérer va et vb comme deux bloes implantés au hasard dans un
Panneau plus grand V,e Cela conduit & prendre

(Vg Vo) = (T,(V ,V,))2

- avec des T (V,V_) donnés par (13), puisque V< V_ , soit :
o 0

B _(h)
xn(v’vo) =V/%§TH'T

o]
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Cela conduit, pour les deux blocs Ya’ Vo 4 la loi

wab _ ﬁ‘(h) W (8) [ o 1 Ci+h C.+h
i3~ 1 J v nz1 ’Bn(ho)~‘ci’ n Cj’&n]‘

le”paramétre h, étant choisi de fagon & assurer.la_covariance

correcte @

. (3,(n))% -,
oy = I B n

ab n=1 n- o

Sous®forme directe, on trouve

»

‘ C;+h
wab ' Clh i
=W h RS, S 6 .
ij i( ) C ho s Ci+ho ij |
(1) (1) [hb-h ho-h Ci+h ]
+ W.(h) W.(h) | 7 4 e
DR R 'Cj+ho *ci+ho;,cjfho,
4 — COMPLEMENTS SUR LE MODELE MOSAIQUE

Revenons au processus (8), et considérons sa résolvante :

Rij(*? - J Pij(t) e M g4

ou plutdt la matrice A Rij(x), qui est une matrice de tramsition,
et appartient & notre famille isofactorielle. Explicitement 3

(1) BN = D e B ! Loy,

Dtautre part, on trouve direétement :

C

(16) A Ry 5(A) = N 855 ¥ T % ®x A By (M)

Posons &
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(2) UEL- (\) > o
a(A) =3 w, 5 1 =8(A) =2
E T S i Ci*A

@(A) est la transformée de Iaplace de la loi de ltintervalle de
temps séparant deux changements d'états Ssuccessifs, Si l'on fait
abstraction des états i pris par le processus, les instants succesg-
sifs ol surviennent ces changements d'état constituent un prodessus
ponctuel de renouvellement, Ile potentiel U(dt) de ce processus ad-
met la transformée de Laplace

5 - 1 - c)
U = =y = &

Car C(A) est justement définie par ET%T

“4
P> T Avec ces nota-
tions, on déduit de (16) +

x.z> = By (M) = A T 5= CJ+K c(n) c:+x

et par suite :

c,
. A 1
RGN =R Ay e ) o ca+x

b c'est-i~dire, en tenant compte de (9)

| A -—ci‘ w.(\)
}’gp A Rij(x) = Ci+x 6ij + Ci+h J A
w1 - ( a
| . i _ o) i
wi(x) = clr) EE%X ST TR W

Cette matrice de transition ressemble beaucoup au m ;(h)
A de la relation (10'). Elle n'en différe que par la permutatlon

L A Cy
%J%" dgs poids -c_j_-:)‘- et m .

i En fait, la matrice A R;.(A) conserve la probabilité ini-
i tiale W, et transforme W, en WJ A)e Au contraire, Hij(h) conserve
g w; et transforme W, en Wj(h) :
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’. ? L7 Rij(x) = Wj 3 §mi A Rij(K) = wj(x)

%"i nij(h) = o ; ?Wi nij(h) = Wj(h)

L'explication est la sulvante : si nous considérons le
processus défini par :

I_ '_w ) -
c:i-1/c:i powy = Wy etdonc»Wi-mi

on trouve que les valeurs propres du générateur A' correspondant

sont les inverses des A, (pour n 2 1)
]
C A
' ', . i .
A, = /A, 3 £(3) = = =25 =1- (1)
Ci=A, n i

11 est alors facile de voir que la résolvante de ce nouveau

processus colncide avec nij(h)’ 3 condition de prendre h = 1/n ¢
. _
A Rij(x) = nij(m\)
Donnons, pour terminer, quelques identités remarquables.

Tout d'abord, cherchons le développement de Ci en fonctions propres.
D'aprés (7), on trouve : '

‘ C. w, C.
> W. C. + = CX 1_ L =g
I E S I Ci™n
et par suite :
C
= 1 i
(18) ¢, =CZ 3 X

Ie développement isofactoriel (15) donne donc

C.
i

coxp A L
Za})‘Bij()‘) Cy=C.Z ™, EF A

in

Mais, d'autre part, on déduit directement de (17) 3
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C,
- 1
?A Rij()\) cy = c(A) o

D'ol la relation remarquable :

©(19) eI 2R N N |

; Cith  H(\) nso Mg By Ciag

f“ ol T(A) = c(A)/A est 1a transformée de Laplace du potentiel U,
; Par ailleurs, on a :

c, c

I8 3(A) =2 w, wm== 3 T a, S5 =1 3 T=L

,? On déduit donc de (19) :

. B =Cc 3 4 1

) - n»o0 , +

1-3 z0 B AR

f%; Les valeurs propres -An, qui sont par définition les racines

wﬁde 1-8(\)y devaient &videmment constituer

les pdles de T(A) = 1/(1-3).
| De m8me, les probabilitds W.(A), qui sont :

L
3 <

~ mi
(A

gadmettEnt, selon (19), l'expression :

ng A o _ G

i (21) w.(\) = X = m—= Y.

%ﬁ * nzo My By CymA,

7, .

"*:‘A;'

%ﬁ Compte tenu de (15), cette relation (21) indique encore que

S

7

?gla matrice A\ Rij(x) transforme en WB(A) la probab ilité initisle Wy e

A
4
i

T
=

5_):5'%@?
Hariarondt

E - LE MODELE BINOMIAL NEGATIF

PO
mr
<

Y

i3 Considérons, en premier lieu, la version discréte d'un -

' Processus de diffusion, c!
[ tr

e

est-a-dire un processus ol les seules
ansitions possibles, pendant 1l'intervalle de temps 8t treés petit,

i)

<

i}

.‘\_
i
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sont i - i+1, avec la probabilité ay 6t, ou i - i-1, avec la pro-
babilité bi 5t. On aura toujours bo = 0, puisque le processus ne
prend que des valeurs i > 0. Ie générateur infinitésimal de ce
processus est donc défini par :

(af); = = (ag+by) £, + &y £, + by £, |

On voit Sans peine que la probabilité stationnaire Wy (si
elle existe) doit vérifier les relations :

(22) W, a, = W, b.

equivalentes aux relations (5) : de sorte que, si les W exlstent,
1'cpérateur A sera automatiquement auto-adjoint dans I° GN,W)
doit donc gvoir, si les Wi existent ¢

ao an 9 e 6 a

11 "2 0
W, = w
i bi bi-1 eeoe b1 o}

et la condition d'existence des wi est simplement

a a e © o a
2 =] Ti=2 0 < o0
i bl bl 1 °°° b1‘

Considérons alors le processus associé aux valeurs sui-
vantes

= p(v+i) bi =1 (v>0,0<p<1)
L'interprétation de ce processus est assez intuitive. Si
N(t) représente le nombre de particules présentes au temps t dans
un systéme physique, tout se passe comme si chacune de ces parti-
cules évoluait, indépendamment des autres, et pouvait, pendant

- 1'intervalle de temps trés petit 6%, soit mourir, avec la probabi-
- 1ité 8%, scit se dédoubler, avec la probabilité p §t, soit rester

sans changewment, avec la probabilité complémentaire. En outre, une
particule nouvelle peut apparaftre avec lz probabilité v p §t. Ia
loi stationnaire existe toujours (pour p<1). D'apreés (22), elle
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est définie par

W= qv Bl (q = 1-p)

Il s'agit donc de la loi,binomiale négative, associde & la fonec-
tion génératrice :

G(s) = (T}’E)v

Cherchons la fonction génératrice Gi(s,t) de la varizsble
N(t) conditionnée par N(o) = i. Elle est déterminée par 1'égqua-
tion d'évolution

(23 {%% Gi(s,t) = = [vp + i(p+1)] G, + p(v+i) @ + 1 G,

i+1 i1

et la condition initiale Gi(s,o) = si. Mais, d'apres l'interpré-
tation intuitive de ce processus, nous nous attendons & ce que
cette solution soit de la forme

6,(8,8) = #(s,4) [y(s, )]

ol y(s,t) déerit la descendance propre d'une particule présente
en t = 0, et H(s,t) la descendance des particules nouvelles ayant
pris naissance entre 0 et t. De fait l'équation (23), et la con-
dition initiale, seront satisfaites si H.et Y vérifient :

/%1‘ %%"‘"PU'Y) 3 H(s,0) =1
g% = (=)(1-p7) 5 +y(s,0) = s

On trouve ainsi sans difficultd :

- -qt
v(s,%) = 1 - —ali=s) e =5t
1~ps - p(1-8) 79
v

i (1 - ps —qp(1-s) e-qt)
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Cherchons maintenant les valeurs propres et les facteurs

correspondants  H (i). On doit avoir

-\, b
2 Hy(1) Byi(8) = e © Wy H(J)

-

Par suite, les fonctions génératrices nn(s) définies par 3

n,(s) = % L B (J) s

doivent vérifier @
_)\nt
H(s,t) n,(y) = e nn(S)

d'ol l'on déduit (& un facteur prés) :

n

ny(s) = q 1_s\;+n 3 Mg =na
_ (1-ps) |
(24) v " K T (lcavei) )
Yy = 40 - n T(X+Vv+ T'Lv
| B R A I (G I ).
A#ec les notations classiques deé hypergéométriques, ceci
s'écrit

v ) v ’ 5
P : P | ‘

d'ol, en particulier, la trés remarquable relation de symétrie

(25) H (1) = H;(n)

1 - RELATIONS DE RECURRENCE

Par définition, H, vérifie A H = -A;, H; =-1n4q H, , d'od

les relations de récurrence en i & n donné :

[ngq-vop-~- i(p+1)] Hﬁ(i) + p(v+i) Hn(i+1) + 1 Hn(i+1) =0
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Compte tenu de 1a relation (25), on a done aussi des rela-

tions de récurrence enn, a i fixé, rarticulidrement commodes dans
les calculs Pratiques :

(26)  [1q-vp~n(p)] H,(1) + p(v+n) Ber(3) +n B _(3) =0

Compte tenu de Ho(i) = 1, ces relations permettent
,  effet, le calcul numérique tres rapide des facteurs H (1).
( .

Ies H sont orthogonaux (mais non normés). On trouve :

y €n

s, A

[T W, H (i) B (i) =5 —1_
. i m nm %\; pn
(27) v _ Ilasy
An I'(v) n!

Hh(i) est, en fait, un polynome en i de degré n.
on est assuré que les facteurs

Autrement dit, on aursa :

De ce fait,
H, constituent une base de LZ(N,W).

et " vV . .n s . -
>0
i Le processus lui-m&me est ainsi 4

écrit par la matrice de

S

@ transition : ‘

=
i S

nzo0

LB Ryl = ST ) m ()

Les relations (29) nous

b percettent de calculer la fonction
i génératrice bivariable :

G(s si;t) = > W sip (%) grd
: ’ i, 1 13
)

%&On trouve :

%g ' a Y v v n -ngt [/ _1-s\? [1-g' \B
.%%;’;(30) G(sys';t) =(1°P3) (T—%E‘*') nz‘;‘o' App e (1_ps) (1_p§r>
%%@e qui s'éerit aussi bien sous la forme :

z{‘.
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Vv

2
G(s, ';t) = :
Ba873 T ((1-ps)(1—ps') - p e dt (1"5)(1"3')>

o - CHANGEMENT DE SUPPORT

Pour le changement de support, nous dlsposons de deux

modeles elémentalres, 1tun laissant v constant, 1'autre laissant

p constant.

a - 1er MODELE ( V CONSTANT)

Le générateur A, défini par(A f) =-if 4+ 1 £ 9
décrit un processus décroissant, associé é une dé01mat10n du
nombre des particules. La matrice de transition correspondante

vérifie en effet :

(1 - ety s e"t)1

]

- 3
Zj)Pij(t) sA

De méme, le générateur Af,4défini par :
+ - . .
(A7f); = pv+i) £, + p(v+1_) PP

décrit un processus croissant dont la matrice de transition véri-

fie : .

Pt (%) 3=( e > i
?5? +d ° 1 - s(1-e"P%) é

Ia loi de probabilité initiale :

v _rlv+i) v .1
Wi(P) = 5%37—37 a P

est transformée par ces processus selon les régles
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| -t
Z Wi(p) P34(¥) w‘g(——l’-e——5>

qQ+pe

N gV + .v - -pt
Z W(p) 2{;(t) = W) (1 - q &7P%)
Ainsi, la loi binomiale négative est conservée, ainsi

que les valeurs numériques du paramdtre v. Seul chaige le para=-
métre p, qui est diminué par le premier processus et augmenté

par le second. En fait, ces processus échangent également les

facteurs correspondants HZ(i,p) et HK(i,p'). Pour le voir rapi-
dement, partons de la relation

8= T A, P* HI(4,p) B (3,p) W}’(p)

nzo

Vi, oyn v n
» AVt —a(i-s) g (1-s*)
nzo *n (1-ps)™V  (g-pst)® *V

‘Une décimation s!' = y + ws' transforme ceci en :

( — ) = Z Ap® 0'(1-8)? o V(1-s")®
q' - (p-p')s - p'gss’ nzo - (1-ps)™V  (1-prgr)B¥V

t = PE
P T-py - P

Il s'agit donc d'une loi bivariable qui peut s'éerire

3" ] ¢ — . v ]
Wij(p,p ) = w‘{(p) Wj(p ) n7;7°

A p ™ EN(1,p) B(3,p)

(p* < p)

; Sous cette forme, il est elair que cette loi échange les
tacteurs, Comme on a p' < p (et J =1 p.s.) c'est la variable j,
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} i

| “s dans cette écriture, qui doit &tre associde & 1l'échantillon v,
et la variable i au bloc V - v. Posons donc, pour clarifier les

‘ notations

-tV — .v' - ;V P ‘{‘Y

d
W
o]
<
o]
[
Lol
)

-e

5 (3,p") = H(J) H;'l(i,p) = K (1)

Ia loi bivariable (v,V) s'éerit ainsi 3

J nz20

(32) Y= WD W)t E (1) H(D)

Sous cette forme, il est clair que l'on a -

i]
3]

HY (1) |
"2 (3) (%)

L Pour n = 1, et compte tenu de mv/m# = V/v, ainsi que de 3

S B [H ()

n

Q <33)

( E (5 (1)/N,

AV _ _ i = _ ig
H1(1:P) = 1 o 1 VD

la premidre de ces relations implique:

. s _z
E[N,/Ny =i] =5 1

c'est-a-dire la condition (2)_de Cartier : la loi (32) constitue do
un modéle acceptable de changement de support. ‘

Sous cette forme explicite, la loi de N, & Ny =1 fixé est
la loi binomiale ¢ :
—_— s

N, Py~ P, Gy )
. v v
[s "My = i] <Pv 9y Py 4y

comme 1l est naturel, puisque N, se déduit de Ny par décimation.
En sens inverse, on trouve :
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e
ROy £

' v+j
E[Svawﬁ = 3] = ( qv/ﬁv > Sj

Py-p
1 - X2V ¢
. qv
Ainsi NV, a NV = J fixé, est égale 3 J plus une binomiale
négative d'indice v+

b -2&me MODELE DE CHANGEMENT DE SUPPORT (p  CONSTANT)

s o

Partons & nouveay de la fo
s upV ' . - N1
la loi Wi(p) 513' i.e. N=N

netion génératrice bivariable de

hgoi

presque sirement, Remplagons N' par
1t 1"
W N' + N" ol N" est une binomiale négative E(s'V ) = (¢/1=pst)V,
f.
t@' indépendante de N et N' on obtient ainsi la fonction génératrice
@f bivariable s
( q ) ( q ) PR LaTeRIL
; 1-pss 1"PS n=0 ( 1_ps)n+v ( 1-pS . )n+v+v
o Avec v'!' = y 4+ yn Vs' la loi bivariable correspondante
s'éerit
wvVv !
ﬂij =

V. n v, A v !
neo P E(0) BU(5,0) W(p) i (p)

Ici done D reste fixe,

;o et v se transforme en v' > vy, Iag
fw?éyariable Ny, (1ide au bloe) correspond a V! > v, et Nv 4 v, On
| trouve ainsj :
' Vs V.

i B[, (1)/N, = j] = B (3)
,,v.[ 3 ‘ v
. E[Hh(J)/NV =

i

1= Ry M )

de ces relations entraine que 1lg
rgondition de Cartier E(N&/NV) = (v/V)NV est automatiquement satig-
fajite,

En combinant ces deux modeéles, on Obtient le moddle géné-
8l suivant
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3 - MODELE GENERAL DE CHANGEMENT DE SUPPORT

Pans le sens v - V, en combinent les deux modéles précé-

I dents, on doit augmenter simultanément | o4 ;. Si donc nous affec-

| tons & V les notations accentudes v', p', avec v' = v, p' = p, ce

moddle géndéral est

| W= 3 AR ) B () W) W ()
ij n=o0

(34)  BlE(5,p)/Ny = 3] = ' (3,0')

sy e/ = 3] = BEly B % we)

I1 vérifie automatiquement la condition (2) de Cartier.
Ies deux paramétres(v' et.p!) de la variable Ny doivent &tre
ajustés de menidre & respecter la moyenne my et la variance oy
de Nv s ce qui est possible, ppiSque justement nous disposons
de deux degrés de libertd.

Pour achever la détermination du moddle, il reste (d'aprds
f‘ les considérations générales du paragraphe 2) & choisir les lois
bloc/bloc. Le plus simple est de prendre :

"‘ v ,V s l » .
b nq't ' ' ' ' '
i W.a . = e v n .V v . v v
m: R 2 T TR (4,0 By (5,00 W () Wy (e)
i

i et de choisir le paramdtre t de manidre & respecter la covariance
correcte, ce qui donne simplement ici

v

<3q|\>

N ' , G
\ . -q't _ v V.b
r% e
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Mgis il existe un autre mode

le possivle, sans doute plus
intéressant.

F - LE MODELE MIXTE DISCRET/CONTINU

Si les bloes Vv sont assgez grands,
peut souvent, et avantageusement, 8tre re

tinue (il en est ainsi, en pratique, des que la probabilité d'avoir

NV = 0 devient trés petite). On aboutira ainsi 3 deg modéles mix-

tes, ol la variable N, associée & 1'¢chantillon v (variable qui

ﬁL n'est pas une teneur) obdit a4 une loi discréte, tandis que 1a
i teneur Zy = NV/V des bloes V obdit déja & une loi continue.
On sait que, si N est binomiale n¢g
' q = 0, v restant fixe,
i d'indice v. Plus généra

la loi discrite de NV
mplacse par une loji con-

gative (v,p), en faisant
la loi de Nq a pour limite une loi Zamma

3 lement, partons de. ls fonction génératrice
' des facteurs Hy, soit :

°
i

m(e) =2 W K1) 8t (ﬁp‘s)v<1“1‘13‘§>n‘

Q:Remplagant s par e~M » nous trouvons :

lim nn(e-}‘q) = "“'LI;TV
g—0 (1+1)

é? Cette limite est 1a

1

transformde de Laplace de 1a fonetion
é{gv(x) Ih(x), ol 8, €38t la densité de la 1oi gamma 4!

« indice v :
2
V-

' X 1 -X
":;' gv(x) = m-)- e (X > O)
g .

indice vy :

L B R = e, v = g enE @) )
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On sait que les polynoumes I; sont orthogonaux pour la
loi g, . Ieur norme est :

- | apen? a,00 = = Hk!
0

! Ces polynomes vérifient les relations de récurrence.:
( S v \J v -
: (x =v=2m) L(x) + (v+n) Ih+1(x) +n Ih_1(x) 0

qui, jointes & la condition initiale L (x) = 1, permettent un
i calcul numérique trés rapide.

| ' Dans ce mlme passage & la limite (et moyennant le change-
| ment de t en t/q), la matrice de transition markovienne (29) de-
vient une probabilité de transition entre variables continues,
admettant la densité conditionnelle (& x fixé) s

(36) g (x/y) =T P A) TA(x) L) &,(¥)
n .
Le processus markovien correspondant admet le générateur :

Af = xf" + (v=-x) f!

et la loi stationnaire g, * notre moddle isofactoriel binomial
négatif est devenu un modéle isofactoriel 3 loi gamma. Ia trans-
formée de Laplace de la loi (36) est :

-t

| y

i =-AX <

( ={ ——1 1+ (1-e"%)
% 25 (/%) (1 + x(1-e‘t)> ©

w | Posons, pour abrégér, p = pt’= e't. Ie développement :
! .

o0+ 2 4 (15 ()

nso -p 1+ A1=p)

permet d'expliciter 1la loi conditionnelle (36) comme mélange de
lois gamma. Ia loi bivariable
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g,(,7) = g,(x) &,(y/x)

en particulier peut s'écrire :

n+v-1 - X

= _V I{n+tv) o7 (xy) e 1P
g4(x,¥) Z (-7 357 &1 [(1-p)™" r(n+v)]?

e

o~

SRS

R

comme mélange de lois gammg bivariables. La transformée de Japlace
bivariable correspondante est :

v

1
5, (Ayn) = ]
j‘ t(Aow) [1 + A+ o+ au(1-p)

1 - CHANGEMENT DE SUPPORT

Dans les mémes conditions, la loi dissymétrique (32) du

changement de support va se transformer en une loi mixte, discréte
en j =

N, (échantillon) et continue en x (bloec V)

Wj(x) = g, (x) Wg(p) z A;'l p" L, (x) H,(3)

n=o0

Cette loi est intéressante : corditionnellement a N

=3
i Tixé, la variable continue X admet une 1ol gamma dont la transformée
i N
- de Laplace est : v+

@j(x) = (ﬁ)

o Inversement, la variable discrete, conditionnellement en X
i

= x fixé,
Obéit & une loi de Poisson d'espérance xp/q

j
-1 /xp ‘XP/Q
Py = Fr (%)

;fet les facteurs L, et H s'échangent selon la rigle :

.
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E(H /X = x) = L (x)

(37) |
p" H,(3)

]
n
il

E(L /N = j)
Pour n = {, la premidre relation (37) conduit & :
E(j/X=x) = x §

A un facteur prés, c'est 1% la condition de Cartier. Noton
que la variable discréte N, qui est un nombre entier, ne peut pas
représenter une teneur. Ia teneur de 1t'échantillon v doit &tre
définie comme Zv = N/v : nous noterons m, = o et ag la moyenne et
la variance de Z, (et non de Nv)' Par suite ¢

em =4+y R ¢ 2=2 2
m=ng =gV q ’ lcﬁ 72 M q2

La condition de Cartier E(ZV/ZV) = Z; sera donc satisfaite
si la teneur Zv du bloc V est assimilde a la variable :

= 2
Zoy T X

Malheureusement, cette relation .fixe la variance c%, et

ne peut donc convenir qu'd un unigue support V, bien déterminé,
caractérisé par sa variance :

2
= v(é%) = p o2

2
o
Vo v

, Pour retrouver le degré de liberté qui nous manque, nous
avons deux possibilités.

a - PREMIER MODELE MIXTE

La premidre possibilité consiste & affecter & la variable
continue X un indice v' > v. Autrement dit, on fera tendre q' vers
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O dans la relation (34). Ceci conduit & la loi mixte s

(38) PR MIC IR A O e

En N = i fixé, la loi conditionnelle de x admet la trans-
formée de Laplace :

g 1
()Y (1 + )V

8;,(1) =

B

SR o s i 2
N AT LT

Il s'agit donc de la somme de deux variables gamma indépen-
dantes, avec des facteurs d'échelle différents. Ia loi de N a4 x fixé
n'offre pas d'interprétation gussi simple, mais la relation (38) se
préte & un calcul numérique facile,

Ies facteurs s'échangent selon la loi

e

RS S

E[Ey(1)/X = x] = ' (x
(39) v..n
B[ () = i] = AZ;? (1)

e e
S R R
LA

Pour n = 1, on tfouve ainsi
l = = 2 -\L
E(i/X = x) = x L

Par suite, la condition de Cartier sera satisfaite en prenant

= v
ZV - é% v? X

et on choisira y! de maniére 3 respecter la variance correcte :

2 2 .
2 _ 2\ v _ » 2
, GV_(qV> VT T P50y
g |
; Noter que la condition v' » y impose :
1;“
e 2 2 2
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de sorte que ce modéle mixte n'est utilisable que pour des supports
V plus grands que VO. ilgis cette condition est d'autant moins res-
trictive que p est plus proche de 1 : il suffit gque le rapport des
variances des teneurs du bloc et de 1l'échantillon soit g p.

Pour les lois bloc/bloc, le plus simple, dans ce modeéle,

sera de prendre :

Y

1

= LB
Z v

<<

y X 3 Z = é%

<<

v v

avec deux variables (X,Y) admettant la densité :

g,(x7) = &,:(x) g,,(y) Z ot A L (x) ) ()

ou p est le coefficient de corrélation de Zy et Zy,

p - p I ]
- vve
G‘%

b - SECOND MODELE MIXTE

Dans ce second modele, que l'on peut penser meilleur que le
"premier, pour des raisons qui apparafitront dans le dernier paragrae-

phe, on laisse le paramétre v constant. A partir du support critique
vV = LS défini ci-dessus, on admet que les teneurs ZV ont des lois
continues que l'on peut obienir par des aﬁamorphoses du type

Zy = oy(Xy)

a4 partir de variables XV admettant la loi gamma 8y d'indice fixe v.
Pour le support V = Vo, nous connaissons déja cette anamorphose, qui
est, on 1'a vu :
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Pour Vv o Vo» la condition de Cartier E(Zv /ZV) = Zy donnera :
-— l—
oy (Zy) 5 E(xvo/xv)

81 done nous admettons pour (XV , Xﬁ) une loi symétrique
0

du type : .
Sp(’f‘vo’xv) = n‘_;:_-o Pt Ay Ih(xvo) Ly () gv(xvo) g, (xy)
il viendra :
CPV(XV) = a%- [v + p(Xv-v)]

I1 s'agit donc d'une anamorphose du type "correction affinen
ce qui est d'ailleyrs le cas chague fois que le premier facteur est
linédaire par rapport 4 la variable d'intérét. On choisira évidem
ment le ps gmét:ell de menidre & respecter 1lg variance‘correcte,

soit :

2
2_ (R -2 2 2
"’V“(q’v> PYTRe

Compte tenu de m =‘E(N&)/ﬁ = vp/qv, il vient ainsi

Zv=¢v(xv)=m[1-p¥p§]

¢ - CHANGEMENT DE SijPPORT

Dés lors, si v est um échantillon intérieur a V, la loi
mixte de (EV,ZV) se déduit par cette transformation lindaire tres
simple de la loi mixte de (v, Xy)y qui est :

(40) W (x) =W g(x) » & PP H,(1) 1 (x)

n>0

En particulier, & X = x fixé, la loi de i admet la fonction
ginératrice :
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avec

__g._ ; pl:M

' =
4 1-pP 1-pDp

I1 s'agit d'un mélange poissonien de lois binomiales néga~

" gives., De mlme, & N = i fixé, la loi de X admet la transformée de

Laplace :

2, (0) = (1 ; (:-pp)hy (11:(51;2;;)1

Connaissant la loi (40) du changement de support, on acheve

7la détermination du modéle en prenant pour les variables XLy, XV'

associées aux teneurs ZV ’ Zv,'de deux blocs V et V' la loi
| g(xysxy,) = 8,(xy)g, (x,) T A T (xy) Iy (xg,)
ns0

ol r est le coefficient de corrélation de Zy gy e

G - COMPLEMENTS

Voici d'abord le théordme donnant la forme générale de nos
lois isofactorielles binomiales négatives symétrigques.

Pour que les quantités
' — V “ V n T* 4 H 2
Wy =W Wy nEO T, & P H(3) H(3)
constituent une probabilité bivariable discréte, il faut

et il suffit que les coefficients T, soient de la forume :
1
- n
T, = J o w(dp)
)

pour une probabilité = sur (0,1).
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Cette condition es% évidemment suffisante,

Puisque L= pn
convient déja (O sps<1).

Pour montrer gqu'elle est nécessaire,
partons du développement :

v+k
( )
1-ps

n k s\* _g"
Z 0" ()t (752) oy

Z v‘l"HA(l)s (1)”‘()13

dfou l'on déduit, par identification du terme en sl :

Ko k :
. (43) e = wy Z 0T G) B )

N N NS e

Soient alors T des coefficients tels que les ei
- eonstituent une probablllte. On a déja

1 de l'énoncé

TR N

lmnl s 1

est le coefficient de corrélation de Hn(i) et Hn(j). Pour
$Bout entier i » 0, l'expression : ' '

-

e

RS

Carfl:n

s S s

T

T ,..««..\-—:;é"*’m}:'éi‘;@‘ -

. n
G(g):—LEW_SJ=E » -JJ;‘E_L_H(i)
i ; 3 ij neo Tn Ah | (1_ps)n+v n
est ume fonction génératrice. D'apris (43)'

et l'orthogonalité des
Hn s nous trouvons :

B N

v n
W e (s) = (=1)% (9 p* 1 —a(1=9)
? 1 e n§o U % (1-ps )tV

@t cette expression est encore une fonecti

ion génératrice.
Remplagons alors s par e -Aq/kp y % *’%lsons tendre k vers
l'lnflnl- Compte tenu des majorations (k) <5 et IInl < 1, le
.. théordme de convergence dominde s'appllque et donne :

A
o lim 3 W\H'k (e E%)

i kK =0 E
\2’:

e e o SN

n
- R AR

% 109




Cette limite est une fonction continue de A (car |Tnl <.1)e C'est

donc la transformée de Laplace d'une loi de probabilité = sur (0,00) .
On a ainsi :

Tn = Jr pn m(dp)
o]

Mais les inégalités |T | = 1 montrent qu'en fait la proba-
bilité = est concentrée sur (0y1). | '

Dans le cas continu (lois gamma), de méme 3

Pour que la fonction :
g(z,y) = g,(x) g,(y) T T, Ay L,(x) L)
’ n=0

soit 1a densité d'une loi bivariable, il faut et il suffit
| que l'on ait 1 |

0 T, =

n
Y p- =(dp)

o(——u_—’

pour une probabilité m sur (0,1)

la démonstration est trés semblable & partir de la relation

g, (B = 8,(x T (N7 () L0

n=0

Dans le cas dissymétrigue, on obtient des caractérisations

du mBme genre. Je n'énonce explicitement que le cas d'une loi bi-
discréte, les deux autres énoncés s'en déduisant de fagon évidente.

| -

1 Pour que les quantités 3

hr - vV v._v' 0 Vs V' .

Wyy = Wi(p). Wy (p") IEO T, 4,° (p,) H,(i,0) Hy (5p)
ol 1'on a posé v, =Irf(v,v') 5 P, = Inf(p;p') constituent
une loi bidiscrdte, il faut et il suffit que l'on ait

| Tn = E(pn) ou p est une variabie p.s. comprise entre O et 1.
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H - CONTROLES

Nous allons maintenant essayer, dens la mesure du possible,
de comparer les prévisions de nos moddles de changement de support

; avec les résultats exacts que l'on peut obtenir dens le cas de cer-
taines fonctions aléatoires. Commengons par le cas continu.

f(‘ : v 1 — LE CAS CONTINU

15 Soit, sur la droite réelle, le processus markovien Xt carac-
' térisé par le générateur

i Af = x " + (v-x)f?

T

,;,_,
SR

dont nous avons déja;derit la probabilité de transition, et qui

admet la loi gamma g, d'indice v comme loi stationnsire. Nous pose-
rons 3

IR

S
RN

SR

R,

> o o
S e

.t
Q = J XT dt
0

Qt(}\’p’;x) = E[e

a8

AQ~pX
7 ?/Xo - x]

TR

I1 est clair que la fonction @, est déterminde par 1l'éguation 4'évo~
lution

DAY

S

o

0 3, 2 2y 0 3,
W—Aét-qut:x 6x2+(v—x)—$c——)\x@t

mw
= =
.

B et
% A
ANt
= D

i« €t la condition initiale 3, = e~pX

« Il est naturel de chercher une
solution de la forme

—Xd) (7\’ ) -
8, (Aypsx) = H(A,p) e L

ol les fonctions Ht » by sont indépendantes de x et vérifient
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| moIE STV P Tt
.dH-b__,Z_ N3 $ =
\ 51; t q)t k4 o p’

Ceci s'intdgre seams difficulté. Posant, pour abréger :

C=V1 + 4\
on trouve : v
t/2
{ Ht(}\,u) = 2

. ct ct
c ch 5 + (1+2u) sh =5

wlo cn &+ sn G5 + on sn &

| ; 2
i ‘bt()\’u) = ct ct
L c ch 5 + (1+2p) sSh =

Nous nous intéresserons ici uniquement & la loil staticn-
naire de l'intégrele Qt , dont la transformée de Iaplace es?t :

H (%, 0)
[1 + ¢t(x,o)]V

W
i _ -AQ
“é | | 2,(\) =E[e ]

On trouve einsi explicitement -

‘ AY
fQFZ Qt(x) = , ¢% . 2:/2 ct ct
. (44) (C cn —4— + Sh T)(Ch T + ¢ Sh —4:-)

c = \/M%

’; Cette formule remarquable donne donc la solution rigoureuse
! ‘ du probléme du chargement de support dans le cas du processus mar-
kovien & loi gamma, Ie modele approché, basé sur les anamorphoses

gamng, , conduit, on 1l'a vu plus haut, & une prévision du type "corre
h tion affine"

X=v
‘ Q, =, + g, ——
| )




Posant pour simplifier

o = o(4) = \/Z(e_; - 1+t)

il vient Qp = vE(1-p) + pt X, ol X obdit & 1s loi g, -

le wmodéle approché conduit done & prévoir une transformée de Ia-
place de la forme :

e

AT I

~Avt(1=p) 1
[1 + apt]Y

P

(45) g, (A) = e

T

Numérigquement, l'accord entre les formules exactes (44) et
approchées (45) apparalt comme excellent pour A < 3 et comme :satis-
faisent pour A < 10, et ce tant que t n'est pas trop grend (t < 2
par exeuple : rappelons que la covariance stetionnaire du proces-

-|h]

sus est v e sans facteur d'déchelle).

A titre d'exemple, pour t = 1y on trouve les valeurs numé-
riques suivantes :

A &(r) &*(A)

0.1 0,9079953 | 0,9079927
0.5 | 0,6520 0,6518
1 0, 4677 0, 4669
2 0, 2794 0,2771
5 0,09849 0, 09285
E 10 0,03139 0,02518
Lo 20 0, 00659 0,00320
30 0, 00206 0, 00052

Mais il n'est pas trés facile d'interpréter la comparaison
directe de deux transformées de Laplace. Un critére déji plus pré-
|/ cis est fourni par le cumilant d'ordre 3
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32

X3 = 5——;\3- log .@t(K)

Pour la loi exacte (44), on trouve

X3 g (t+te-p+2e’ ) _f

9t V3 (7= 144)3/2 Vv

(46)

Pour la loi approchée (44), le rapport x3/o3 a la m8me va-
leur que pour la loi gamma elle-mdme, c'est-a-dire 2/VV, qui est
la valeur en + = 0 de l'expression (46). lais i1 apparaft que cette

i 3 . . ;
fonction x3/ct reste quasi constante jusque vers des valeurs de §
relativement élevées.

£ x3/6 Vv ‘ t x3/c Vv

0 2

1.5 | 1,9384

0.1 |, 1,99967 2 1,8985

0.5 | 1,99215 3 1,8056
1 1,97060 4

1, 7071

|

I1 est donc raisonnable d'espérer un bon accord entre les
deux lois au moins jusque vers t = 2.

Nous azllons le controler en inversant explicitement la

transformée de Ieplace (44) dans le cas particulier v = 1.

A cette fin, nous remarquons tout d'abord que, dans le cas
v = 1/2, on peut écrlre Xt % Y% ou Yt est le processus gau551er
stationnaire et markovien admettant la covariance ¢(h) = h
Dtapres les résultats plus généraux présentés en [ 2], nous savons
donec que @t(x) peut se mettre sous la forme :

' -7 (—1—Y
(47) 2,0 = 1 (75
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! ol les A, sont les valeurs propres du noyau C(x~y) considdré comme
. un opérateur sur L2([0,1]). Ce qui revient 3

dire que Q¢ se met sous
la forme

ol les Sn sont des varigbles indépendantes admettant la wdme loi
gamma gv(x). On peut calculer les A, en résolvant le problime de
. Valeurs propres correspondant, ce qui est tout-a-fait classique.

Il est plus agréable de les retrouver & partir de (44). De fait,
les inverses des )‘n’ soit

?f b = 1/}‘n

apparaissent, au slgne prés, comme les pBles de ®.(N), clest-d-dire
comme les racines de la fonction

(on &8 + 1 g, St ct ot
<ch-z—+cSh4)(ch4+cSh4)

. (avec toujours ¢ = Vi+an). Posons :

. 2
c=V1+4X=4L_§)—, SOit_K=—(%+it%.>
;W;Ia fonction ci-dessus devient

%f

f(w) = (cos o + i% sin w)(cos w - %? sin )

| dont les racines sont les + W, » 0 =0,1,..., avec :

=n X = /2 i3
W =n35+te g n T or + 2e, (0 < tn < 2)'

%gLe calcul numérique des € est extrémement rapide par itération.
10 On en déduit les w,r et les b, qui sont :

‘v
bt
i

il | w2
i b = = 4 -.2 + l
. TRt

L 115




Pour n grend, on trouve @

2, 1,0
+-_E+4+O(n)

b = n2 nz
n t2

Dans le cas v = 1, la transformée de Laplace (44) est donc :

2 2
t b + %
@t(}n) = 'eﬂ@ = F(b ::1. p) ) = ; wn > /126
w n n=o0 (.On - W

C'est 14 un développement en produit infini du type Weierstr:
On en déduit classiquement :

1 _ Cn ~ an
Tl "2 -k nT T T

0 -
n= b)n w

Des calculs simples donnent ensuite

bn B

@(}\) =H————-—=E.__r}_—
t bn + A bn + A

4b, -1
L n n t/2
L By = N s )

‘Par conséquent, 1l'inversion est possible s+ nous trouvons

L pour notre variable %
Qt=“‘XTdT'
0
une densité 3
-x/b
ft(x)‘EBe n
nso

expression convergente pour X > 0. Nous nous intéresserons aussi
aux expressions 3

(48)




représentant respectivement le tonnage et la guentité de métal
coupés en x. (Ces dernidres expressions convergent pour tout x » Q).

e

SRR

S e
T =
PO

TR

S

s

SR

TABLEAU 1
Valeurs exactes et approchées pour la loi de Qt s T =1
(1-P : Tonnage, X ! Quantitd de métal)

x=0,14 1P =0,96775 K = 0,99653
1=F% = 1 K* = 1t

X = 0,16 -F = 0,95399 K = 0,99447

' 1=-F* = 0,97950 E* = 0,99690

X = 0,25 1-F = 01 87873 K = 0197893

1=F* = 0,88194 K* = 0,97698

: x=0,5 1-F = 0,66911 X = 0,89919

: 1-F*% = 0,65896 K* = 0,89472

x =0,70 1=F = 0,52577 K = 0,81670

1=F* = 0,52191 K* = 0,81302

=1 1-F = 0,36995 K = 0,68562

1-F* = 0,36788 K* = 0,68343

X = B 1=F = 0,11460 K = 0,32697

1‘F* = 0’11466 K* = 0,32766

X =3 1-F = 0,03550 K =0,13678

1-F* = 0,03573 K* = 0,13785

X =5 1-F = 0,00341 K = 0,01994

1=-F* = 0,00347 K* = 0,02033

x =7 1-F = 0,00033 K = 0,00257

1=F* = 0,00034 K* = 0,00265

£ = 10 1-F = 0,00001 K = 0,00011

1=F* = 0,00001 K* = 0,00011
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~ Ie Tableau 1 compare, pour t = 1, les fonctioms 1-F(x) et

K(x) calculédes d'aprds les formiles rigoureuses (48) et les expres-
sicns 1-F*(x) et K*(x) déduites de la loi approchée (45). On note
que la formule de la correction affine prévoit une densité f:(x)
= 0 pour x < 0,15. La densité réelle ft(x) n'est pas vraiment nulle
mais reste trés faible, de sorte que l'accord reste bon mé€me pour

\ les faibles valeurs de X. Au-deld de 0,15 et jusqu'd l'extréme

ﬁ queue de la distribution, l'accord est extraordinairement bon. Pour
t = 2, l'accord est encore excellent. C'est seulement pour les
grandes valeurs de t que des désaccords se manifestent. En effet,
lorsque le cumulant relatif x3/o% devient nettement inférieur
4 2, on entre dans la zone ol s'amorce la convergence vers la loi
normale, et la simple correction affine cesse d'€tre valable. L'é~-
lément véritablement étonnant est que cette divergence ne se mani-

feste qu'd partir de supports déja trés grands relativement 2 la
portée,

2 — CAS DISCONTINU

Nous considérons maintenant le processus markovien N, a
valeurs discrétes et loi stationnaire binomiale négative, caracte-
risé par son générateur infinitésimal.

- [p(v+i) + i] fi + p(v+i) fi+1 + i'fi_1

t
On peut s'intéresser i la variable Q; = j N_dt, mails

(A£),

H aussi & deui sutres variables Ni et Nt représentgnt le nombre des
transitions positives (i = i+1) et négatives survenues entre O et

t. Posons -
-A\Qy N N N, .]
| fi(x,s,s';u;t) = E[e Py tgr Tty /NO =i
| On voit sans peine que cette fonction est déterminée par

ltéquation d'évolution :

o £,
| A . . . . 8 .
@ - = - [p(v+i) + i + Ai] fi}+ s plv+i) £, . + 'L £y
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et la condition initiale f, (A,s

yS',uj30) = yt, La solution est de
la forme
i
£, (Ays,s',u5t) = H (A,s,s5%,u) [yt(x,s,s',u)]
avec : -
1 o) Ht
(F; % T 7V p(1-s vy) o = 1
: ( v, 2
. Ces équations s'intdgrent sens difficulté particulidre. Op trouve
{ u ¢ ch %; + (2s1- (1+x+p)u) sh %;
] 'Y = . e ——
¥ cch%t+(1+7\+P-2P3u)Sh9§E
s v
9 ¢
Ht=(

c e © __)
¢ ch %; + (1+A+p -~ 2 psu) sh &%

2
c = V{;+A+p)2

En particulier,
par :

-~ 4pss!?

la loi stationnaire de (Qt’ N: , N;) est définie

. ‘. e o e
oo A A S R SRR e TS
B MR N RIS RN :

(49) [ “AQy N t]

i et

s

a+a
by 2 t v
% qQce
%‘ cq ch 9% + [(1+a+p) (14p) - 2p(s+s')]sh %;
j
; La loi ge Qt est assez complexe. I1 est plus intéressant de
5
i

considérer la loi (discréte) du nombre nr
Survenues entre 0 et t. On obtient sa f
hant A = O,s'=1dans (48).

" des transitions positives

onction génératrice en pre-
I1 vient ainsi
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<

+ qt/Z

N qce

¢*(s,t) = E[s °]

]

[a ch%(-t+ CSh-?f-][c ch%%—q_Sh%]

\/(1+p)2'- 4ps = ¢q2+4p(1-s)

Cette loi est proche parente des distributions de SICHEL. De fait,
siv—-0, t >0 avec vt = b = CSte, on trouve @

(- i B)

{ ¢ (s,t) = e

(50)

Q
]

?
|
; et cette limite est une loi de Sichel.

On note sussi que la loi (50) se déduit de la loi (44) en

é changeant t en gt et A en &% (1-s)
q

| G (s,%) = @tq<§% (1-s)>

o

I1 s'agit donc du mélange poissonien associé a cette loi continue.
D'apreés les résultats de la section précédente, on obtient donc @

v

- b (t/q)
G+( ,t) =1 L
) (bn(‘c/q) -5 (1_-s>>

e s + . . . .
Ainsi, Nt apparalt comme une somme de binomizles négatives

indépendantes.

Pour v = 1, on obtiendra une expression explicite de la loi

de probabilité de Nt en démarquant les formles (48). Posant
t/q = t' et a = 4p/q , il vient en effet pour v = 1 3

B

+ n
2T (s,t%) = L 7 -
(sy%'a) nso by * a(1-s)

ou les Bn(t’) et bn(t') ont les valeurs calculédes plus haut. [

2 s
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N )

& considérer que la loi exacte de NT

En particulier :

i
p, =3 * ( 2 }
1 L a+ bn a + bn/
B 5 i
I, = % p =3 --—-)
kei k n B; a+ bn
a a 1
STETCE (8 ()
1 ki k n bn bn a+b

quantités est donc facile, Nous

S eXactes avec celles qui four-
nissent deux moddles approchés : le premier est le modele de chan-
gement de support (34), qui attribue 3 N; une loi binomiale néga-
tive (Q'/14p'S')V', v' et p' étant déterminéds de manidre 3 respec-—
ter la moyenne et 1a Variance correctes. Le deuxiéme moddle revient

% s'obtient en remplagant 3 par
a(1-8) dans (44), et que par suite on devrait avoir une bonne appro-
ximation en faisant la mlme s i i

(45). Dans le cas v =

dans la version approchée
1y cela revient 3 prendre :

=

G(S) = 8-9(1-3) X

T - (X = f-w)

© et w dtant ici encore déterminds de fagon

1 ™ \ +
et variance. Dans ce Seécond modeéle, Nt
la somme 4 'une poissonienne et g

& respecter moyemne
st donc considérd comme
'une pascglienne indépendantes,

Pour calculer 1les Probabilités corre

Spondantes, considé-
rons plus géniralement la fonctior génératrice :

a
; -6(1-s) X
G(S) = € (m)
Elle vérifie l'équation différentielle

(1-=3)G' = (f+aw)g + S ¢ =0




|
.
a
b
I8

Par suite, les probatilités p, correspondant & la fonction géné-
ratrice G vérifient les relations de récurrence

(i+1)p5 4 = (wi+ 6+ aw)p; = 6@ Py 4

P, =X e ; By = (6+aw)P

qui permettent leur calcul numérigue.

T'examen des résultats numérigques montre gque c'est le se-

cond modéle (poissonienne + pescalienne) gui dorne les zeilleurs

résultats. Sur le tableau 2 ci-aprés, on trouvers la comparaison
des 3 modéles pour la valeur t' = t/g =2, v=1¢eta ='§§ = 0,5,

TARLEAYU 2
Valeurs de p.. Ve haut en bas : valeur exacte,
valeur approchce par le modéle Poisson et Pascal,
valeur approchée par le modele binowial négatif.
i pyx10° 1 pyx10° i pix105
44717 [ 1159 | 18
0 344509 5 1159 10 917
45294 1180 |12
829827 493 1
1 3014 6 498 " 1
| 28893 481 5
14368 209 3
2 14306 7 (214 12 3
[ 14446 183 2
6332 ( 89 \ 1
3 6258 8 g2 13 1
6559 7 ? 1
\ 2719 38
4 < 2696 9 40
| 2827 30
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