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RESUME

Pour 1'estimation géostatistique des réserves récupérables, on a besoin de deux sortes de
lois bivariables isofactotrdelles: des lois symétriques (du type échantillon/échantillon ou bloc/
bloc) -et des lois dissymétriques (échantillon/bloc). En particulier, la loi bivariable d'un bloc
et d'un échantillon aléatoire dans ce bloc constitue un modéle de changement de support. Nous
donnons ici une méthode générale permettant de comstruire de tels modéles dans le cas discret.

Le point de départ est un théordme spectral : pour tout processus de diffusion discréte, les
facteurs Hn(i) = Qi(An) » considérés comme fonetions de n & i fixé, forment un systime complet

de polynomes Qi par rappert aux valeurs propres-An, orthogonaux pour la mesure spectrale. En sens
inverse, & toute mesure donnée sur un spectre An arbitraire correspond un processus admettant ce
spectre et cette mesure spectrale. Il est ainsi possible de former plusieurs processus admettant
le méme spectre. Les matrices II échangeant les polynomes Qi’ Qi associées & deux processus ont
toutes les propriétés requises pour un changement de support, part la positivité, et un théo-
réme nous donne des conditions générales garantissant cette positivité. Deux cas particuliers re-
marquables correspondent & la factorisation de la matrice markovienne P(t) et de sa résolvante.

A titre d'application, on traite ensuite le cashdes modéles polynomiaux. Ce sont les polynomes
discrets de Jacobi et, en particulier, le modéle mixte Jacobi discret/Beta continu qui semblent

présenter le plus d'intér8t pour les applications.

ABSTRACT

Two different isofactorial bivariate distributions are needed for a geostatistical estima-
tion of recoverable reserves : symmetrical distributions (of the type sample/sample or block/block)
and dissymetrical distributions (sample/block). In particular, the bivariate distribution of a

block and of a random sample within this block is a change of support model.

In this paper, we are developing a general method that allows building such models in the
discrete case. Tt starts with a spectral theorem : for any discrete diffusion process, the factors
Hn(i) = Qi(kn), considered as functions of n for a fixed i, form a complete Qi polynomials system
with regard to eigenvalues An’ which are orthogonal for the spectral measure. Conversely, there
is a process including this spectrum and this spectral measure for any given measure on an arbi-

trary spectrum An. It is thus possible to obtain several processes having the same spectrum.

The matrices [T exchanging the polynomials Qi’ Q% associated with two processes; possess all
the properties required for a change of support except positiveness, and a theorem is giving gene-
ral conditions guaranteeing this positiveness. Two particular cases are obtained by factorizing

the Markovian matrix P(t) of the process or its resolvent.

The particular case of polynomial models is also examined. These are the Jacobi discrete po-
lynomials, and the mixed discrete Jacobi/continuous Beta model, which seem to be the most ade-

quate for applications,



INTRODUCTION

Le probleme général dont la solﬁtion est présentée ici a été formulé dans Matheron, 1983,
paragraphes A, B, € (3). Il existe aussi une version abrégée en langue anglaise . Ce pro-
bléme est le suivant : pour les besoins de la géostatistique, et notamment pour 1'estimation
locale des réserves récupérables d'un gisement minier, il est nécessaire de disposer de deux
sortes de modéles de loi bivariable : d'une part, des lois symétriques capables de décrire
le comportement statistique de deux éléments de méme nature, par exemple deux échantillons,
ou deux panneaux d'implantation donnée dans le gisement ; mais d'autre part aussi des lois
dissymétriques représentant deux éléments de supports différents, par exemple un échantillon
et un panneau. Il est souhaitable que ces diverses lois possédent la propriété isofactorielle,
en raison des trés grandes simplifications qui en résultent pour les techniques d'estimation.
I1 n'est pas difficile de former des modéles de lois bivariablés isofactorielles symétriques,
la théorie des processus de Markov constituant ici un guide trés puissant. Par contre, le.

probléme des lois isofactorielles dissymétriques, beaucoup plus difficile,
solu dans ces publications

n'a pas été ré-
»olt deux modéles particuliers seulement ont été présentés.

En fait, la piéce maitresse d'un modéle de ce genre est constituée par la loi bivariable
représentant un panneau, ou bloc V, et ﬁn échantillon v implanté de maniére aléatoire dans V.
Dans le cas des lois discrétes, seules étudiées ici, la matrice stochastique T7ij’ qui repré-
sente, 4 des anamorphoses éventuelles prés, la loi de 1'échantillon lorsque la variable lide
au bloc est égale 3 i, et sa transposée VTgi, qui représente la loi du bloc lorsque la varia-
ble d'échantillon est j, constituent un modéle de changement de support. Elles doivent échan-

ger les facteurs Hn des échantillons et H; des blocs selon des régles de la forme

J@ M. B (G) =t B3 ; Z T H'() = t! B (5)

Dans la présente étude, on présente une étude générale permettant de construire de tels

modéles de changement de support. Le point de départ est un théoréme de nature spectrale :

pour tout processus régulier de diffusion discréte, les facteurs Hn(i), considérés comme fonc—
tion de n 2 i fixé, constituent autant de polynomes Qi(ln) = Hn(i) par rapport aux valeurs
propres, et ces polynomes Qi forment un systéme o;thogonal complet pour la mesure spectrale.
En sens inverse, on montre (paragraphe 2) qu'a toute mesure spectrale donnée sur un spectre
{An} arbitrairement choisi correspond un processus admettant ce spectre et cette mesure spec-
trale. Comme il est possible de choisir plusieurs mesures spectrales sur le méme spectre, on
obtient autant de processus différents ayant les mémes valeurs propres An. Les matrices

r&j échangeant les anciens polynomes Qj et les nouveaux Qi ont toutes les propriétés requi-
ses pour un changement de support, hormis la positivité (par. 3), et un théortme assez fort
(par. 3) nous domne des conditions générales garantissant cette positivité. Deux cas parti-

culiers remarquables par la simplicité des résultats qu'ils fournissent correspondent & la



factorisation de la résolvante (par. 5), et & la transformation n - N-n (par. 6). On examine
le cas des modéles polynomiaux au sens large (Hn(i) polynome en M; » par. 7) et au sens strict
(Hn(i) polynome en i, par. 8). Dans ce dernier cas, on donne un inventaire exhaustif. Ce sont

les polynomes discrets de Jacobi qui semblent les plus intéressants pour les applicatio:s.

Les modéles de changement de support correspondants sont étudiés en détail (par. 9), ainsi que
les modeles mixtes Jacobi discret/beta continu. Le dernier paragraphe esquisse la description

d'une classe plus générale de modéles polynomiaux au sens large.



CHAPITRE 1

LA MESURE SPECTRALE

Nous considérons dans ce qui suit un processus markovien Y(t) & valeurs entiéres positives
(i =0,1,...N dans le cas fini ou i = 0,1,... dans le cas infini) du type "naissance et mort" :
partant d'un état i au temps O, et en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur & 1, on

aura 1@

Y(St) =i + 1 avec la probabilité a; St

= " - . ~
Y(8t) = i 1 (ai + bi)ét
Y(&t) =1 -1 " bi St

N

avec a; >0, bi > 0 pour tout i, & 1l'exception de b0 et (dans le cas fini) ay qui sont évidemment

nuls

Les probabilités de transitions de ce processus sont données par la matrice P(t) = exp(At)

(t ® 0) ot A, générateur infinitésimal du processus, est la matrice :

(‘) Aig =23 Squq,5 ¥y S5q,5 7 (3 # B Oy

Nous ferons de plus les hypothéses suivantes :

a) Existence d'une probabilité stationmaire W = (Wi)’ telle que W P(t) = W pour tout t . On

sait que cette probabilité est alors 1'unique solution de 1'équation aux différences :

2) i a; W, =b, . W

telle que 2> W. = 1. La condition nécessaire et suffisante pour que cette probabilité existe est

i
évidemment
a_ a,...a,

o 71 i-1
LS <
i 172 i




b) Le générateur A, considéré comme un opérateur sur L2 (N,W), est alors un opérateur auto-

adjoint. Nous supposerons que A admet un spectre discret avec des valeurs propres négatives ou

nulles, et que les fonctions propres associées forment un systéme complet dans L2 (N,W).

Comme 1 est toujours fonction propre associée & la valeur propre nulle, on aura AO = 0.
Pour éviter les signes —, nous désignerons les valeurs propres par - Ah’ au lieu de An’ de sorte

que An > 0 pour n > 0.

A chaque valeur propre - An (n = 0,1...) est associée une seule fonction propre Hn, défi-

nie & un facteur prés. En effet, la relation de définition :

s'écrit

. ao(Hn(D - Hn(o)) = - An Hn(o)
3
ai(Hn(i-H) - Hn(i)) + bi(Hn(i—D - Hn(i)) = - An Hn(i)

de sorte que la donnée de Hn(o) détermine Hn(i) = O pour tout i, d'ol 1'unicité. Fn outre, on ne
‘peut pas avoir Hn(o) = 0, car on aurait alors Hn(i) = Q pour tout i. Nous pouvons donc fixer le

facteur constant en posant par définition
(4) Hn(o) =1

ce qui implique en particulier Ho(i) = { pour tout i, .

Avec cette définition, les Hn forment un systime orthogonal complet, mais non orthonormé.
Nous désignerons par "I-In"2 la norme de H . La relation
H_ (i)
(5) 2 H_(1) 5 =6
i ° i

H 1 i nm
m

exprime que les facteurs Hn sont orthogonaux. De méme, la relation

H_(§)
(6) Eoa@E  2—p w =9,
Loon g P 3

n

exprime que les facteurs Hn forment un systéme complet dans L2 (N,W). La similitude de ces rela-
2
tions montre que les 1/]‘Hn" jouent, dans l'espace "spectral" des n, le méme réle que les Wi

dans 1'espace des i. Tout ce qui suit n'est que l'amplification de cette remarque.

$i nous faisons i = j = 0 dans (6), il vient :

R
[ z W
'ﬂH” W
n

o}



Posant donc @

u

= ® = ° =
(7 u = Wo I "H"z (n=0,1...)
n

Nous voyons que les u forment une probabilité (Z u = 1) . PlutSt qu'aux valeurs en-—
tieres n = 0,1..., nous affecterons ces probabilités u aux valeurs propres (changées de signe)

XO, AI..., et nous dirons que la mesure

1
y(dr) = 3
o

= u, 6An (a)
n

est la mesure spectrale associée au processus.

Nous pouvons maintenant réinterpréter les Hn(i) en posant pour chaque i et chaque An :
Q0 = H (D)

A i f£ixé, Qi est une fonction définie sur le spectre {An }. En fait, Qi est un polynome

de degré i en Xn : cela résulte immédiatement des relations (3) et (4), qui se mettent sous la

forme :
3" ai(Qi+1 - Qi) + bi(Qi-1 - Ql) = )\n Ql
“n Q =1

C'est la raison pour laquelle nous avons adopté la convention (4) au lieu de considérer

les fonctions propres normées.

2
Compte tenu de (7), les relations (6) écrites avec j = i donment ensuite la norme "Qi"

du polynome Qi dans L2 (R,u) sous la forme :

(=}

Ig, 1 - 2
o = Z w0 =

2

W.

n i

Autrement dit, on obtient les relations duales de (7)
W

' = H = o
a" Wo=u 5 W "Q‘"z
i

De méme, les relations (5) et (6) devienment :

4.0)
' D . -\ -5,
" - Ql(xﬂ)"quz w, 613
Q)
6*) ? Q; () W u =6
1



Ues deux relations expriment que les polynomes Qi constituéent un systéme orthogonal com~

plet dans 12(N,u) . En fait, ce résultat essentiel admet une réciproque. Avant de le montrer, ter-

minons ce paragraphe par une remarque.

-REMARQUE- Le processus Y(t) est dit régulier si, pour tout intervalle de temps fini t et tout
état initial i, il y a une probabilité 1 pour que le processus ne subisse qu'un nombre fini de
transition entre O et t. On sait (voir par exemple Guikhman et Skorokhod,p. 412) que le processus

est régulier si et seulement si le systéme

(8) ai(w.

-w) +b.(w ., ~wW) =W,
i+1 u&) bl(ua ;) By

-1 1
n'admet pas de solution bornée pour y > 0. Sous nos Hypothéses, cette condition est toujours rem-
plie. Car si le systéme (8) admet une solution w bornée, on a ® € L2 (N,W), et (8) exprime alors

que u est une valeur propre strictement positive, ce qui est exclu par nos hypothéses.




CHAPITRE 2

CONSTRUCTION D'UN PROCESSUS A PARTIR DE SA MESURE SPECTRALE

Nous allons voir qu'inversement, & toute mesure spectrale donnée a priori, correspond un et
un seul processus de diffusion discréte i spectre discret. Pour cela,donnons-nous a priori une

mesure spectrale, c'est-a-dire, & un facteur prés, une probabilité u(d\) de la forme :

u(@) = 2 u SAn(dA)
n

(AO =0, An >0 pour n = 1,2..., ou, dans le cas fini, n = 1,2...N ; u >0 pour n = 0,1...N et

b2 u = 1). Il s'agit donc d'une mesure & support discret sur R, . Nous supposons seulement que les
polynomes forment une famille totale dans L20R+,u). A cela prés, la probabilité discréte u(d))

peut 8tre quelconque. Cela implique seulement 1'existence des moments de ‘tous les ordres et une dé-
croissance pas trop lente des u & 1'infini (en particulier, la 16i u doit 8tre univoquement déter-—

minée par la donnée de ses moments).

2. 1 - LES POLYNOMES ORTHOGONAUX

Dans ces conditions, il existe dans L? (R,u) une suite compléte de polynomes orthogonaux

Qi(k) c'est=a~dire telle que les Qi(Kn) vérifient les relations (5') et (6').
1

Un théoréme classique nous assure que, pour chaque i > 0, le polynome Qi(k) admet i racines
distinctes sur l'intervalle ouvert (O,AN). La démonstration est simple. On désigne par 51""€k

N

les racines d'ordre impair de Qi(A) appartenant 4 cet intervalle ouvert, et on pose
h(d) = (A - 51) eve (A~ Ek)

ou h{(d) = 1 s'il n'y a pas de telles racines). Alors le polynome h(}) Qi(A) ne change pas de signe
sur (O,AN). Si le degré de h()) était strictement < i, on devrait avoir J\h(l) Qi(k) u(d)) = 0, ce
qui est impossible. Donc, ce degré est égal 3 i, et par suite Qi(A) a i racines distinctes sur )

1'intervalle ouvert (O,AN).



En particulier, on a donc toujours

Comme les Qi ne sont définis qu'a un facteur prés, on peut donc imposer la condition :

Qi(o) =1 (i=0,1...)
et, en partlculler, Q = 1. Comme les racines _sont toujours plus grandes que 0, cela implique,
entre autres, que le coefflclent du terme en A dans Q; () a le signe (- 1)* : cette remarque sera

utile dans un instant.

2. 2 - LES RELATIONS DE RECURRENCE

s

Classiquement aussi, on sait que les Qi(%) vérifient une relation de récurrence a trois

termes . De fait, pour i donné, considérons le polynome - A Qi(A), qui est de degré i+1. D'apreés

(5') et (6'), nous avons toujours :

2

| A A A Eifi&l
© B S R,
3

(S

pour n = 0,1...N. Pour i < N, le polynome -AQi(l), de degré < N, est déterminé par ses valeurs
en An’ n=0,1...N, et on a donc aussi :
N
Q. M)

-Aq M= X <-iq, Q. >
Q ok Q; QJ qu"z

pour tout réel A . Comme le degré de ce polynome est i+1, il en résulte

<AQiQJ.>=o pour N2 j> i+l
et, cette matrice étant symétrique
<A Q Qj >=0 pour N>i>j+t

Ainsi, la relation (9), qui est vraie pour tout i = 0,1...N, ne comporte que trois termes

au plus :

= A QO = ey QA by 0 A ey A
avec évidemment b0 = 0 et (dans le cas fini) ay = 0. D'autre part, pour n = 0, nous avons par

10



= . = 1. ., +b, +e, = :
définition %’ 0 et Ql(o) t. Donc a b1 ¢ 0 et

(10) a;(Q;  (A) - (A)) + b, (Q;_ (X)) - Q;(A)) =~ )\n Q; (A)
pour tout i ¢ N et tout n £ N. Noter qﬁe cela entraine
(10" 2@ () = QD) +b(Qz_ ) = (M) = - & ;N

pour tout A réel seulement dans le cas i < N : si i = N, le polynome

s'annule en A= )\, A1...AN , mais, comme il est de degré N+1, cela entraine seulement

o]

QN * by(Q;_; = Q) =€ AQ-AD ... (Y

Dans le cas infini, par contre, (10') est vraie pour tout i. Mais ce qui importe ici, c'ést
la relation (10), vraie pour tout i€ N et tout n € N dans le cas fini, et pour tout i et tout

n dans le cas infini.

2. 3 - LE PROCESSUS ASSOCIE

. 2
La symétrie de la matrice < A Qi Qj > implique une relation entre les normes '"Qi" et

les coefficients a; bi’ En effet, on a d'aprés (10)

2
-< A Qi, Qi_H > = a; "Qi+1|!

2
=< A Qi’ Qi—1 > = bi "Qi"1"
et par suite
an Pier %
g, ¥ Mg
i+1 i

Enfin, notons aussi que les a; sont positifs . Plus précisément :

a; >0 pour i = 0,1...N-1 et ay = 0



En effet, pour i = N, on a déja vu a, = 0., Pour i < N, la relation (10') montre que le coef-

. . N
ficient Ci du terme en At dans Qi(l) vérifie

Or on a remarqué plus haut que Ci a le signe (-1)*. on en déduit a; > 0 strictement pour

i < N. D'aprés (11), les b.

sont également > O pour O < i < N (et nous avons vu bo =0).

Considérons alors le processus markovien associé au générateur infinitésimal

A,. =a, § + b,

13 =2 Siaq 5 Ty O 5 7 (ayvhy) 8y

D'aprés (11), la probabilité stationnaire Wi de ce processus, si elle existe, est nécessai-

rement de la forme

¥
i
Mais la relation (6'), écrite avec n = m = O nous donne :
11
? TS
i
Done, la probabilité stationnaire (12) existe toujours, et de plus
' = N
(12") o Wo u
Maintenant, si nous posons
Hn(l) = Qi(kn)

, .
la relation (6'), avec n = m, donne "Hnﬂ uO/un , de sorte que H appartient & L2(N,W). Mais

les relations (10) signifient alors que ces fonctions Hn sont les fonctions propres du générateur

Ai" les valeurs propres associées étant les Moo= An' De plus, les relations (5') et (6') expri-

ment que ces fonctions propres constituent un systéme orthogonal complet dans L2 (N,W). Ceci aché&ve

la construction inverse : on s'est donné a priori ]fshn et la mesure spectrale, et on a obtenu un

processus de diffusion admettant ce spectre et cette mesure spectrale.




CHAPITRE 3

CONSTRUCTION D’'UN MODELE DE CHANGEMENT DE SUPPORT

D'aprés ce qui précdde, il est toujours possible de construire un processus X(t) admettant
le méme spectre {Xn } qu'un processus donné Y(t) : on se donmmera a priori une probabilité u& sur

{An} , on formera la suite Qi des polynomes orthogonaux pour {u; }, on prendra
T2y = 0!
(1) = !0)

et on déterminera, comme ci-dessus, les coefficients ai s b{ de la relation de récurrence entre

les Qi : au générateur

| B | - 1
ALy = al( 8y, 4 = 8;) + b,

. = 6.,
=153 lJ)

sera associé le processus cherché X(t).

Connaissant les lois stationnaires Wi et Wi de.ces deux processus, nous cherchons maintenant

en vue de construire des moddles de changement de support, une 18i bivafiable dissymétrique wij

admettant les lois marginales Wi, wi et les facteurs Hn’ Hé. Nous allons voir que cela est possi-

ble , moyennant un choix convenable de la nouvelle mesure spectrale ué.

3. 1 - LES MATRICES 1

Notons d'abord que les nouveaux polynomes Qi s'expriment en fonction des anciens par des

relations de la forme :

(13) Q; = 32 . m;; QW)
ou, aussi bien

1 (1 = E H . i
(13" H' (1) (s i H ()

X
Considérons la matrice triangulaire r'ij (“ij = 0 pour j > i). Comme H;(i) = Ho(j) = 1 pour

n =0, d'aprés (13") on a :

13



> rri.=1
i 3

Moyennant donc une condition de positivité

n" V . -
ij 20 1, j

I1 s'agira d'une probabilité de transition. D'aprés 1'orthogonalité des polynomes Qj pour

la probabilité u , les relations (13) ou (13') équivalent a :

M T ow@ omo
15 L. = H'(di ——— W,
as) ij " (D) Pah®
n
Ainsi, la loi bivariable :
" , (J)

' W.. =y =

(15" Tl BT - wi B! (1) ”2

possédera les propriétés requises : elle échange les facteurs selon les relations

I = (3
E [Hn(Y) /X =i H! (1)
(16) 2
HH&'

E|H' =3 = H (3

(B x/y =] o

o
La seconde relation (16) implique "H"' S'|H " , puisque l'espérance conditionnelle est

un projecteur et diminue la norme. Compte tenu des relatlons (7), on voit qu'une condltlon né-

cessaire (mais non suffisante) pour la positivité (14) s'éerit

-

Yn Yn
1 —_ 5 =
(16") e
o] o
et donc, en particulier
u' € u
(<] o

Les valeurs O doivent avoir pour X une probabilité plus faible que pour Y. Comme on a de
plus Y €X p.s. pour la loi (15'), on voit que la variable X est prédestinée & représenter un

grand support V, et la variable Y un petit support v aléatoire dans V.

Tout se raméne donc & trouver des conditions sur ué moyennant lesquelles la positivité (14)

sera assurée.

Commencgons par un exemple simple.



3. 2 - UN EXEMPLE SIMPLE

Soit ¢ un nombre tel que 0 < & < 1. Prenons :

(1-30L)u0 u
Vo e . ! o s
7). ul ou, LA v W (CEPSED

de sorte que les conditions (16') .sont vérifiées. Pour un i donné, le nouveau polynome Qi est

orthogonal pour ur'l 4 tous les polynomes de degré j < i, donc en particulier aux anciens polynomes

Qj’ j < i. Compte tenu de (17), cette condition d'orthogonalité, qui s'écrit :

z u! QL) Qj(ln) =0 (G < 1)

n

donne simplement

Zn) Yn Qio\n) Qjo\n) = oy

D'aprés (13) et (7'), il en résulte nij = q WJ. pour i < i. D'oll 1l'expression de "ij

OLWj pour j <1
M. =1~-a 2 W pour j = i
1 ki K

0 pour i > i.

de sorte que la positivité est assurée.

Le moddle correspondant de changement de support a été étudié dans Matheron, 1984(2). En par=

ticulier, les nouvelles probabilités sont :

1-a) W,
Wi T T If‘ )(:—alF ) ® = 2w
i i+1 jei d
et le nouveau générateur infinitésimal est défini par
At o 1-a Fi . ) ot = 1-0 Fi+1 .
i 1-0 F, i °? i 1-0 F, i
1+1 i



3. 3 - FACTORISATION D'UNE LOI SYMETRIQUE

Dans notre modéle de changement de support, deux échantillons v, v' implantés au hasard dans

V obéiront & la loi symétrique :

(18) .., = ;9 Wl n, m.,,

D'aprées (15), cette loi est isofactorielle :

M’ () E.GY
(18" £.., = 0 —2yp 2 2 W, W,
33 n Mg ! 11Hnn 13

ny oo
Il sera plus commode d'introduire la matrice de transition ij,, ou loi conditionnelle de ¥'
ayYy=j fixé :
2
e i it
wit w ) H GY

1
(18™ ¥ =) =D W,
) LA T T n oty It la s 3!
J n- n

En désignant par :

1a loi conditionnelle de X a2 Y = i fixé, (18) s'écrit :

e

19 P..y = !, ..
9 : i3’ 213 Tii Mg
soit, en terme de matrice :

(19") B=mon

Ainsi, la loi isofactorielle symétrique (18) de deux échantillons v, v' dans V est factorisée
par la loi isofactorielle (15') dissymétrique de v dans V.
. . s v, . . s
Dans le cas de l'exemple simple ci-dessus, la loi symétrique P ainsi factorisée correspond

au modéle mosaique, voir Matheron, 1984 (2). Toutefois, le modéle mosalque est un peu particulier,

et nous allons maintenant décrire un procédé permettant d'obtenir des modéles plus généraux.

16



CHAPITRE 4

UN THEOREME DE FACTORISATION

: XN ge e
Une condition nécessaire pour la positivité de 17i. est évidemment que la matrice P, définie

en (18™) soit elle-méme positive. Or, nous disposons d'un procédé simple permettant d'assurer la
:

,\) . . P . » rd »
positivité de P..,. En effet, la probabilité de transition Pij(t) du processus Y(t) s'derit

=2t H (D) H (§)
=2 'm n " m
(20) Py () - . T W
n

Si G(dt) est une probabilité quelconque sur la demi-droite t 2 0, et

=]

() =J e ™Mt g(ar)

(n20)
[o]

sa transformée de Laplace, la matrice ¥ définie par :

00
¥ P, . (t) G(dt)
ij'J ijt G(dt
(0} -~
n
est encore une probabilité de tramsitiom. D'aprés (20), P s'écrit

B (1) B (5)
¥.-% eay.n ad

n n !IHlfz

Comparant avec (18"), nous voyons qu'en prenant :
p y q P

2
[t gl

= ()
LR n
" n
c'est—a~dire, d'apres (7)
u'! u 1
(21) ol T ow)
o o n

nous serons assurés de la positivité de la matrice (18"). Cela ne suffit pas encore, puisque nous
ne savons pas si B.., 2 O entraine IL,
1] iF

2 0. Mais nous allons voir que cette condition est rem-—
plie au moins dans le cas oli la loi G est indéfiniment divisible.

17



4. 1 - LE CHANGEMENT DE SUPPORT COMME PROCESSUS

Considérons donc une loi indéfiniment divisible G, (dt), dépendant d'un paramétre s > 0, dé-

fini par sa transformée de Laplace :

? =Ax
s, 0 =M g - i Loe k@@

K(dx)
1+x
spectre {}\n} d'une mesure spectrale un(s), définie, conformément & (21), en posant :

ot K est une mesure 2 O telle que < ® , Pour chaque valeur de s, nous munissons le

u {s) u .
' n . n sq;()\)
(21 o

Dans le cas infini, il faut en général imposer & s une limite supérieure s , puisque
Max i ’

pour s trop grand, les moments de la loi u risquent de ne plus exister. Dans le cas fini, cette

limitation n'existe pas : Spax = © Dans tous les cas, pour s < Siax’ la comstruction du paragra-
. . i s P P

phe 2 montre qu'il existe un processus X (t) caractérisé par son générateur

S = — -—
Ay = a;(s) [ 8541,3 aij] + b, (s) [ 8i-1,5 = %ij ]

ses facteurs Hi(i) et sa probabilité stationnaire Wi(s). Avec Q?.Qn) = H:(i), les polynomes Qi()\n)
sont orthogonaux pour un(s). Pour s' € s < s, ., il existe une matrice triangulaire Tfij(s,s')
telle que l'on ait :

1 4

s _ ' s
qQ = 13‘3 "ij(s’s ) QJ.

avec '
mn ' n un(S ) Syey 8", '
J..j(s,s ) = G Hn(l) H (3 Wj(s )
n <}
et, en particulier nij =0 pour j > i. Il en résulte aussitBt pour s"< s’ g s < SMax

(22) "ij<s,s"> = Zk T lssD T (st s™

Ainsi, & la positivité pr2s, ces matrices ﬂij(s,s') se comportent comme les matrices de
transition d'un processus de Markov (non homogéne) décroissant. Du fait que, pour un indice i domné
seuls interviennent les états J < i en nombre fini, il n'y a pas de difficulté & établir 1'exis—
tence du générateur infiniitésimal du demi-groupe (22) (remarquons que le "temps" s sera décrit
dans le sens inverse du sens- habituel , c'est—-3-dire dans le sens décroissant). Ce générateur est

une matrice Bik(S)’ dépendant de s, avec :



3
=2 n '
Bik(s) il(s,s ) '
s'=s

et, en particulier

(s) =0 pour k > i

B..(s) =~ 2 B,.(s)
j<i M

puisque r'ik(s) =0 pour k > iet » TT,

lj(s) = 1. Les matrices nij sont ainsi déterminées par
jsi

1'équation de Kolmogorov :

3T'ij(s,s')
(22%) 5y ~ {) Bik(s) T'kj(s,s) (s'g s < SMax)

Pour que les W.. soient 2 0, il suffit que ce demi-groupe soit markovien, c'est-i-dire que
son générateur infinitésimal doit vérifier la condition

Bik(s) 2 0 pour k #i

Nous allons nous en assurer par un calcul explicite.

4. 2 - CALCUL DU GENERATEUR Bji (s)

D'apreés ce qui précéde, nous avons :

un(s) El s s
(23) Bij (s) = % w (5; Qi()\n)> Qj()\n) Wj (s)

et il faut montrer Bij(s) >0 pour j < i (car Bij =0 pour j > i). Or, pour j < i, le polynome
s+6s
Q.

i est orthogonal au polynome Q? pour la mesure spectrale un(s+65), soit :

z

u_(s+8s)
n s+8s s _
n (Kn) Qj(kn) =0

S O
uo(s+Gs) i
d'olt 1'on tire

un(s) BQi(kn) 5 AN
z W s Qjo\n) = - - EE(G;) . Qi(An) Qj()\n)

Compte tenu de (21') et de (23), cela donne :

u
_ n .S, - s
B == T 409 & G0y 0, W)

n
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c'est-a~dire
HS (1) HS(9) o
(24) Bij (s) = - ?q; ()\n) —_ﬁ—gﬁ"—z——— Wj(S) (G <1

S

Interprétons ce résultat. La loi @T(A) = e-Tq)(A) étant indéfiniment divisible, il existe

un processus T(T),T > O 3 accroissements indépendants et stationnaires tel que

pe= M@y _ ThO)

Pour un s donné, le processus Y5(t) admet la matrice de transition

a4t BR@y B ()
P )=2 e B2—Zi— W.(s)
ij o ngs N
n

et le processus subordonné (au sens de P. Lévy) YS(IT) admet la matrice de transition

S, S,.
ng B s ~ -t H () H ()
Py @) = (P (1) = Zn3 e ‘ "Hz"z W, (s)

Le générateur infinitésimal ij de ce processus subordonné admet donc les mémes fonctions
propres H: que le processus v%(t), avec comme valeurs propres - q;(xn) au lieu de = Ap* On peut

écrire symboliquement
s RS

et explicitement

© S . . S .
s J Pij(t) = Pij (o)
o

= S R(dt)

ij
ot K est la mesure canonique associée au processus T(T). Mais ce qui nous importe ici c'est que les
s s f s gk
Hn sont des facteurs pour Aij’ c'est—a-dire

s (1) H(§)

£.=-2 90 ) Sy W.(s)
ij o n Hﬂznz ]
Comparant & (24), nous concluons :
_ Vs . .
Bij(S) = Aij pour i > j

] P s s s .o . . N
Comme Xij est un générateur infinitésimal, cela entraine Bij(s) » 0 pour i > j, et acheve

la démonstration.
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~-REMARQUE- Le générateur B (s) du processus non homogéne X(s) qui décrit 1e changement de sup-
port apparait pour chaque s donne comme la "partie négative" du générateur A du processus Y® (T )

subordonné & Y°(t). Explicitement :

vs . .
Bij(s) = Aij pour i > j

(25) B..

~~
w
N
i
1
B>
~~
wm
p—4

Tout se passe en somme comme si 1'on interdisait les transitions positives. Mais il faut

bien voir que le générateur B(s) varie avec s.

4.3 - LOI D’EVOLUTION DES GENERATEURS B (S)ETA (s)

Partons de la relation

s _ ' s'
(26) H ™ (s,s") H

et multiplions par - (L(Xn). Comme on a pour tout s" < SMax

11

S"_ n, " s
- d)(kn) Hg = A(s™) H

il en résulte
n s Y s!
= ™ ' [
A(s) H_ = 1 (s,8") A(s™) H_
oy ' s' i Yoo s! s' N
et donc A(s) 1 (s,8") Hn = f1(s,s') A(s") Hn pour tout n:comme les Hn forment un systéme com-

plet, il en résulte :
X(s) Tis,s" = M(s,sM K(s"
Dérivant en s avant de faire s' = s, nous trouvons
d A(s)

7 4280 - B(s) X(s) - K(s) B(s)

. . v - . . . .
Compte tenu des relations (25) entre A(s) et B(s), cette relation détermine 1'évolution de
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A(s) et B(s) en fonction de s.

De la méme facon, en multipliant (26) par - An’ au lieu de - ¢(kn), on fera apparaitre le

générateur A(s) lui-m€me au lieﬁ de X = ¢ (A(s)). On obtient ainsi la relation de commutatiom :
A(s) T(s,s') = Tr(s,s") A(s")

et 1'équation d'évolution du générateur A(s) :

d A(s)

= = B(s) A(s) - A(s) B(s)

(28) .

v .. -
Rappelons que A et A sont 1liés. par la relation :

K(dt)

® tAls)
X(s) = I e -t

I
t

(o]

-REMARQUE~ Il serait trés difficile de résoudre directement les équations d'évolution ci-dessus,
c est—a—dlre en fait le systéme (227), (25), 27). Mals en pratique on n'aura jamais & le faire :
la construction des polynomes Q orthogonaux pour u (s), conformément a la technlque du paragra-

phe 2, conduira directement 2 1a solution.

4. 4 - RESUME

Résumons ce qui précéde. Partant d'un processus de diffusion Y(t), caractérisé par son géné-
rateur A, c'est—a-dire par son spectre {An } et sa mesure spectrale u , nous nous donnons pour

chaque s < s

Max UD€ nouvelle mesure spectrale un(s) sur le méme spectre {Xn.}’ définie par

un(s) u es ¢(An)

u {s)
o

o“lm

ot e ° ¢ est la transformée de Laplace d'une loi indéfiniment divisible Gs(dt). La limitation
SMax vient de ce que pour s trop grand il peut ne plus exister de systéme complet de polynomes
orthogonaux pour u, (s). Dans le cas fini, Siax = Comme u_ (s) = W (s), on peut choisir s de
manidre & avoir une valeur donnée d'avance pour W (s). On forme ensulte le systeme Q des poly-
nomes orthogonaux pour u_ (s), normés par la condltlon Q (o) = 1, et on prend H (i) = Q Q ) : les
H; sont les facteurs d'un nouveau processus de diffusion dont on sait calculer le générateur A(s),
et les valeurs propres - An sont inchangées. La matrice "ij(S) définie par
S,. Hn(j)
nlj(s) = ? Hn(l) E—“—z Wj

n
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estalors une matrice stochastique, avec,'l'rij = 0 pour j > i, et les nouveaux facteurs s'expriment

en fonction des anciens par :

B = 2 T..(s) H_(§)
n j<i 1] n

Aux anamorphoses habituelles pres, nij(s) pourra représenter la loi conditionnelle d'un

échantillon aléatoire dans un bloc. La lol des blocs est alors :

u (s) uo(s)

ST e et
. n

La loi bivariable de deux échantillons implantés dans le méme bloc sera par suite :

N
? W, (s) Tfij(s) "ij.(s) =W ij,(S)

N r°° -s () H ) H ()
ij.(s) = (J) ij'(t) 6 (dt) = Zn) e N LF
n

3 e . 3 . ’\J
de sorte que la matrice T réalise la factorisation de P. On a :

' =
avec TT:.L Wk(s) TTki/W]._.

k

Le paramdtre s représente, en somme, 1'amplitude du changement de support. On le détermine

de manidre 3 obtenir pour les blocs V la variance correcte G%. Plus précisément, si 1'anamorphose
estq)v(j) pour les échantillons v (loi Wj)’ 1 'anamorphose ¢Vﬁi) pour les blocs V (loi Wi(s)) est

donnée par la condition de Cartier :

) = EJ UFPIONL G

Il sera en général commode d'utiliser le développement de en facteurs H_ :
P v n

( > Hn(i)

i) = c 2

¢ e n “Hnnz
On aura alors simplement

- B (i)

() = 2. 0 ———

CPV 1 n Hnnz
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2 2
On prendra garde que c'est la norme l'Hn" des anciens facteurs H , et non !!H:H qui

figure dans ce développement. Pour la variance, on trouve

-sd (1)
NS’ cz e ¢y
o2 = 2 ¢ — = 3 2
Vo oo B nnnn‘* o | Hnﬂz

Cette relation permet de choisir s avant de procéder au calcul de la matrice ﬂij(s).

Pour deux blocs V et V', on a le choix entre plusieurs possibilités . Les deux plus simples

consistent a prendre la loi (a)

, -t o, HO(L) B3(H)
vV - n VV n n
@ it Zoe I uln’ W (8) Wy (e)

ou la loi (b)

—s., GO B3 BY(H)
(b) Wlie s e W n° n7 mT

W.(s) W,.(s)
z
n Wl * 3
"
_en choisissant les paramétres tgyr OU Syus de maniére 2 avoir la covariance correcte. Les lois
bivariables pour un échantillon v < V et un bloc V', ou pour deux échantillons v € V et v' C V!
s'en déduisent ensuite sans difficulté. Par exemple, pour deux échantillons v € Vet v' C V',

on aura dans le cas (a)

@ W e—kntvv,—sdz(kn) H (i) B (§) .-
ij =2 e M
n
et dans le cas (b)
=(sttyyy) ¢ Q) H (1) H ()
(b) Wen e W non 8w,
H n ikl o
"
De méme, pour un échantillon v ¢ V et un bloc V'
- Aty —s GO HY(E) B()
(a) W.. = 2 e —————— W.(s) W,
t n Matl * 1
n
Try =(sttgy ) $O) () B ()
(b) W= 2 e () W,

Ny I*
n

=]

Ces modéles se prétent particuliérement bien aux techniques d'estimation locale par krigeage
disjonctif.

Voici un premier exemple.
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4. 5 — FACTORISATION DE LA MATRICE P (1) ELLE-MEME

Le théoréme précédent s 'applique, en particulier, dans le cas (b(l) . Dans ce cas, la

1oi indéfiniment divisible G(s) est un dirac 5 placé en s, et on a P (s) Pij(s) ¢ 1a loi

attribude 3 deux échantillons aléatoires dans V coincide avec la loi de deux échantillons non

aléatoires placés 3 une distance convenable 1'un de l'autre. En d'autres termes encore, la ma-

(s) factorise ici la probabilité de transition Pij(t) du proceséus Y(t) lui-méme :

trice ..

avec
u .
n(s) 3 u e}\ns
u (s a
o( ) o

on aura P(s) = m'(s) m(s).

tance est assez intéressante pour les applications. En effet, dans ce cas, la

Cette circons
: dans les deux cas (a)

1oi bivariable de deux échantillons v et v' ne subit aucune modification

et (b) ci-dessus, on trouve simplement

v —Ant H (i) Hn(j)
w,, =P,.(t)=2 e 2 2w W,
+ n e | 3

On peut dans ce cas conserver les distances fixes réelles entre échantillons, alors qu'en

on doit toujours considérer chaque echantlllon comme im-

régle générale, en modéle discrétisé,
planté au hasard dans un bloc, et modifier en conséquence les lois bivariables des echantlllons.

Concernant les générateurs infinitésimaux, on a ici A(s) = A(s), et B(s), partie négative de

A(s) est :

Bij(S) b, (s) [8;4 L5 043 1

D'&prés (22'), la loi d'évolution de la matrice M (s) est donc :

arm i (s)

Is = bi(s)[ﬁi_ . L

1,3 ij

et, d'aprés (28), on trouve pour le générateur A(s)

d ai(s)

ds i+t i

o=

R A
b. * ds 3 7 3
1
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Concernant les probabilités stationmaires, on en déduit pour i > 0 :

1 4w 1 W,
o = b, -~ a, +ta_ + ——
WiZsi ds i i o} Wofss ds

Par ailleurs Wo(s) = uo(s) est déterminé par la condition

1 . x 1_12 estb(kn)
“o:si n Y
d'olt 1'on tire :
1 4 %o -
W- 35 .=" "Z\un(s) )\n-‘-")\(s)
' s _ 8 _q - -
D'autre part Hn(1) = Q1(An) 1 An/ A, et
s - -
a (s) [H (1) -1] Ay
d'olr 1'on tire
ao(s) = A
et par suite dw
1 ° - _a(s)
ds o
o
Finalement, pour tout i > 0 :
d W,
1 i _
W, @ PiT%
i

Noter bien que 1'on n'aura pas & résoudre explicitement ces systémes différentiels, puisque

la construction des polynomes orthogonaux pour un(s) conduit directement i la solution.
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CHAPITRE 5

FACTORISATION DE LA RESOLVANTE

A titre de deuxigme exemple, considérons le cas

$ () = log <E’;7>

ol y est un nombre positif donné. La loi indéfiniment divisible Gs a donc pour transformée de La-

place :
u 8
2, M =(;r:x>

C'est une loi gamma, de paramdtre O = s, En fait, mous considérerons uniquement ici le cas
oi O =35 =1, c'est-a~dire le cas ol G est la loi exponentielle de densité u exp(-pt) : mous
fixons ainsi le paramétre s du paragraphe précédent, mais, en contre-partie, nous pouvons choisir
arbitrairement le paramdtre p : cela suffira pour permettre l'ajustement des lois bivariables
(v,V) ou (VV') par 1'intermédiaire des variances ou des covariances : moyennant des modifications
évidentes, rien d'essentiel ne sera changé dans la construction du modéle isofactoriel présenté

ci-dessus.

Avec 6() =p/(A+n), la loi bivariable Wi ¥ij(u) de deux échantillons aléatoires dans le méme

bloc V est définie par

t

00
A% _ ] -
Pij (U) = J; Pij(t) ue dt M Rij(u)

ol Rij(p) est la résolvante du processus Y(t) : la matrice Hij(u) associée au changement de
support va donc rédliser 1la factorisation de la résolvante du processus : p R(u) = ™) ™).

Nous allomns voir que le calcul explicite de la matrice [T est toujours possible.
5. 1 — CALCUL DE LA MATRICEn

Désignons par u& = un(u) la nouvelle mesure spectrale, définie ici par
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(29)

Clgﬁ

_ (p+)un>
° H

ou, explicitement, compte tenu de la relation 2. u An =a, établie plus haut :

o™=
|

+,
uHA_

u —
n +a
M o]

(29")

ul
n

Exprimons que, pour i > j, le nouveau polynome Qi est orthogonal a 1'ancien polynome pour
i

la nouvelle mesure spectrale u& 1 d'aprés (29'), cela domne :

T u Ay Q0 050

-

N

mais on a :

= A, Q0 = a,(Qq, - Q) ¥ ba(Q_y - Q)

puisque Qj(Xn) = Hn(j) et que H  est un facteur, et par ailleurs

u
n '
n o]

3 i j o= T /W, o
Il en résulte pour i > j, en posant TlJ lJ/WJ

(30) a,(T

... =T.) +b.(T, . , -~T..) =p T
3T, 500 7 Ty) * 250 e ) = n

ij ij
Comme bo = 0, ces relations déterminent par récurrence, 2 un facteur prés Tio’ les Tij+1

pour tout j < i, c'est—a-dire tous les Tij jusqu'@ j = i. Nous désignerons par qj = qj(p) la

solution unique de 1'équation (30) correspondant a q, = 1, soit, cette fois pour tout j < N :
30° a.(q.., — q.) +b.{q. , - q.) = .
(30" 3540 95 +glag g - ag) = wgg

qj(u) est un polynome en i, et, plus précisément, en py = - An’ on trouve

Qj (_)\n) = Qj(}\n) = Hn(j)

(Noter que le générateur A n'ayant pas de valeur propre > 0, 1'élément qj n'est pas dans L2 (N,W)
dans le cas infini. Et, dans le cas fini, 1'équation (30') n'est pas vérifiée pour j = N). D'aprés
(30), a un facteur prés T, = T, » Dous voyons que pour i = j, les Tij s'identifient aux qj.

Par suite
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31) .. =T, q. W, i 29

et le facteur ‘1‘i est déterminé par la condition 2. r‘ij =1
i

(31" Ti=_____L____
W. q.
i=1

Le calcul explicite de la matrice ]Tij est donc ici remarquablement facile. C'est 1'avantage

de ce modéle.

5. 2 - CALCUL DES PROBABILITES W’

Calculons maintenant les Wi, i.e. la loi des blocs V. Ils constituent 1'unique solution de

1'équation

2 wpmLLo= W,
iz i i
Donc, d'aprés (31) )
v 1
2 WlT, ==
izj 1 i qj
et par suite
1 1 1
(32) W o= (_ - )
TN 9 94y

D'aprés (31) et (32), la loi bivariable de 1'échantillon et du bloc est donc :

1 1
' Y=, T, =y, oq.f - -
(329 i ij joii i qJ(qi q.i+1)

.y
Passons maintenant 2 la factorisation de la résolvante Rij(u) ou plutdt de la matrice Pij =

[ Rij' En désignant par i V j le maximum de 1 et j, on a :

Done, d'aprés (31), en posant
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= ' 2
D = . L W TH
i» k
il vient
(33) R,.(w) = F,, = W. D
| R T R T %9 Divg

Ces résultats extraordinairement simples recevront dans un instant une interprétation proba-
biliste. Donnons auparavant l'expression du générateur infinitésimal du nouveau processus, qui

est de la forme A' = ai(6i+1,j_6ij) + b]-'_(Gi._1 ’—Gij)’ avec des coefficients a{, bi qui permettent

le calcul par récurrence des nouveaux facteurs H&(i).

5. 3 - LE'GENERATEUR A’

Pour cela, partons de la relation de définition :

et multiplions par - Ap I1 vient ainsi

a]'_(Q' = Qi) + bi(Q:{"1 - Q) = z HiJ (aj(Qj'H - QJ) + bj(Qj_1 - QJ))

i+1 . .
i j<i

En remplacant Q' par T Q dans le premier membre, et en identifiant le coefficient du poly~

nome de degré le plus élevé, qui est Q]._+1 , on obtient ainsi :

=a, 1T,

)
a, 1. . .
i i+l,iH i il

on en déduit

v [ 1]
Compte tenu de ai Wi bi+1 wi+1.’

al = a i,
1 t i+1,i+1
(34)
. .
I C R I IS S
i w! W. ., i
i i-1 ii

Sous cette forme, ces relations sont générales. Dans le cas présent, compte tenu de (30) et
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(31), elles donnent :

T 94

Ti+1 qi+1

HN
|

i bi+1

(34") "y
%G1 94 7 949

[T
e
fa)

i Y341 T Y

Passons laintenant & 1l'interprétation de ces résultats.

5. 4 ~ INTERPRETATION PROBABILISTE

Y .
La matrice Pij(u) =] Rij(“) représente la loi de Y(8S) conditionnelle en Y(o) = i, lorsque

S est un temps d'arr@t indépendant du processus Y(t) et admettant la loi exponentielle u exp(-us).

Interprétons maintenant les polynomes qj(u), solution de (30') avec la condition q, = 1. Pour cela
désignons par Tj i (3 £ 1) 1'instant aléatoire oll; partant de j, le processus atteint pour la

t4
premiére fois 1l'ordonnée i, et posons

—“Tji
mj,i(”) =E[e ]

dvi w,., = 1. L. =T, .+ T, . . i < i ' i
avec, évidemment, ii 1. Comme TJl T3,3+1 TJ+1,1 pour j < i, et que ces temps d’'atteinte

successifs sont indépendants, on a

©,, =, , W, .
ji .3+ 3¥1 342

.o

On notera aussi que mji(u) est la probabilité pour que le processus atteigne i avant le

temps d'arrét § :

mji(u) = P('I‘ji < 8)

En raisomnant sur le premier changement d'état survenant aprés 1'instant initial, on voit que,

pour tout j < i, les wji(p) vérifient la relation

iy S . N . vk . . .
Jiagb (@5 ®501,1 * P wJ"1,1)

soit :

1,i—wj) =“mji (J<1)
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Comparant avee (30'), et compte tenu de la condition W, = 1, on en déduit :

qj (U)
w =
(35 RO

Interprétons maintenant la loi bivariable (32"). Pour cela, désignons par X la valeur maxi-

male atteinte par le processus Y(t) entre 1'instant t = O et le temps d'arrét S :

X = Sup {Y(t), 0 < t < s}
D'aprés ce qui précéde, on a pour tout i » j :

P(X 2 ify(o) =

I
(=)
A
i
g
L
e
~
=
<
1l

et donc

P(X = i|Y(0)

i}
e
<
n
o2
i
/—\
3 N
[\t
i
£
Mt
+
-
S’

PX=1i, Y=3) =W, W

Notre loi bivariable est donc celle du couple (X,Y), ob X est le maximum de Y(t) entre t = 0

et le temps d'arrét S, et Y = Y(o).

Interprétons maintenant la factorisation de la résolvante.

Pour cela, cherchons la loi & trois va-
riables (Yo’ X, Y(S)). Placons~nous con-
ditionnellement dans 1'hypothése X 2 k

pour un k supérieur & la valeur initiale

y=3 Y(0) = j : ce qui a lieu avec la probabi-
@ 1ité
C S
4
PE 2kl =3 == k=3
o q >

Le processus ayant atteint l'ordonnée k en un instant Tjk antérieur 2 S, on sait (d'aprés

.

la propriété markovienne forte du processus et 1'absence de mémoire de la loi exponentielle) que

le temps résiduel §' =S - Tjk est, 3 nouveau, une variable & loi exponentielle indépendante du

passé. On en déduit aussitdt, toujours pour k = j :

£

P(X 2k, Y(8) = j'IYo = i) =4 1 Rkj,(u)

=
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et par conséquent, pour 1 = j V j' :

. Riit Bieg,ye
P(Yo =3, X=1i, ¥(s) = ji") =W. q. p - 2
i 1

Maintenant, partant d'un état j' <€ i, le processus ne peut Stre en i en un temps t donné

u'aprés avoir atteint une premidére fois 1'état i. On en déduit :
q P P

Gy
R.,., =® ... R.. = =1 R..
j'i ii q ii

s

D'autre part, on sait que la matrice Wj’ R.q, est symétrique, soit

Notre loi trivariable s'écrit donmc, toujours pour i = j v j' :

_ s _ Zoany o s sk
P(Yo j, X =1, Y(8) = i") WJ. qj WJ., qj, Ui (i=2 3 vin
(36)
_ Rt Rist,ie
t Wi 93 wi+1 9341

En particulier, Y0 et Y(S) sont condltlonnellement 1ndependants 2 X =i fixé. On en déduit

aussitdt que la loi trivariable (36) est 1dent1que a4 la loi trivariable W' !Tij "ij‘ de notre

modéle :

=yw! n
Weoay Wpage Uy =W iy g

-~

donc, d'aprés (31)

U, = W; T2
i i i

ot 1'on retrouve ainsi la factorisation (33) awec

D, = 2 W T2 =
sy B Wy

En résumé, dans le modéle précédent la loi & trois variables : X pour le panneau V, Y et Y'

pour deux échantillons v, v' aléatoires dans V coincide avec la loi & 3 variables Y = Y(o), Y' =

Y(S) et X = Sup (Y(t), 0 £t < 8), ol S est un temps d'arrét de loi exponentielle.

<
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CHAPITRE 6

PROPRIETES SPECIALES AU CAS FINI

Dans le cas fini i <N, certaines propriétés particﬁliéres apparaissent. Les unes sont des
relations simples, qui peuvent en particﬁlier servir de critéres de vérification, particuliére-
ment précieux compte tenu de 1l'accumulation des erreurs d'arrondi qui risque de se produire
lors du calcul numérique des polynomes orthogonaux Qi. Les autres permettent de former de nou~

veaux mddéles & partir de modéles donnés grice & la transformation simple n — N-n.

6. 1 - LA RELATION Py, =y

Voici un exemple simple de propriétés pouvant servir de critére : dans la factorisation
" ) .
P = T'T prenons comme indice de départ 1'indice maximal i = N :
v
= Ll
Pig= 2 My Mig
i
Mais on a n'Ji = 0 pour i < J (la variable de bloc est toujours p.s. supérieure ou égale
a4 la variable d'échantillon). Donc ﬂﬁi = 0 pour i < N et W&N = 1, Par suite
2
= 77
67 g™ T

6. 2 ~ LES MATRICES DE STIRLING

Rappelons la définition de ces matrices, utiles dans le cas fini comme dans le cas infini.
Etant donnée une suite ko, 11... finie ou non, désignons par [A]k le polynome de degré k défini

par

i

(Al
[A]o

(A=) (A=A = (A=A D (k > 0)

(38)

It

1
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La matrice constituée par les [Aan présentera un grand intérft. C’est une matrice trian-
gulaire :

[Xn]k =0 pour k > n

Considérons maintenant 1'identité algébrique :

n
n n L
n L - & =
k=0 A—Kk k=0 A—Kk
avec
n n 1
L= I — (k £ 0
o= M
pfk

N fe o tas . n
Nous compléterons la définition de la matrice Lk en posant
=0 . pour k>n

Maintenant, pour tout p £ n, on obtient aussi :

]

n
1 R

k=p K¥>\k ) k=p A=Ay

Noter que, dans le second membre, on peut étendre la sommation de k = 0 & « , puisque 1'un
des facteurs est nul pour k < p et l'autre pour k > n. Multipliant membre & membre par A et fai-

sant tendre ensuite A vers + o, il vient immédiatement :

n

(39) Zk [Ak]P Ly =8

n
p

Cette relation est vraie dans le cas fini (k, p, n €N) comme dans le cas infini, de sorte

que la relation réciproque :

1 P .
(39" Zp [xk]p Loy = Sy

vraie dans le cas fini, subsiste aussi dans le cas infini, puisqu'il n'y a jamais qu'un nombre

fini de termes non nuls au premier membre.

Ces matrices nous seront trés utiles pour étudier les modéles polynomiaux. Voyoms tout de

suite une application au cas fini, qui conduit & un critére simple de vérification numérique.
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6. 3 -~ LE POLYNOME DE DEGRE MAXIMAL Qp(Anp)

D'aprés (39), dans le cas fini, le vecteur de composantes v = Lg est orthogonal & tous les
polynomes de degré < N, et tout autre vecteur orthogonal aux polynomes de degré < N sera propor-
. N N . s
tionnel a u, = Ln' Donc, si u est une mesure spectrale quelconque sur {An} » la relation d'ortho-

gonalité

% u Q) Q (A) D) (k < N)

e

. N .
entraine u_ QN(AR) = C Ln , et donc, puisque Q(o) = 1

_ o
(40) Quty) = H,() = = Ay I

Comme il n'est pas difficile de calculer Lﬂ » cette relation fournit un excellent critére

numérique. Pour une autre mesure spectrale u; » par exemple :

"
o % SO0
a’ u
[¢] [o)
Cette relation nous donne :
-sd ()
' =
40" Hn(N) Hn(N) e

d'olt un autre critére particuliérement simple.

6. 4 - LA TRANSFORMATION n—N - n

Soit u_ une mesure spectrale sur un spectre fini que l'on peut toujours supposer rangé en
n ¢

ordre croissant Ao = 0 < A1 < Az < eee £ AN' La transformation n > N-n revient & considérer la

mesure

L - r = - A
u = ug o osur le spectre An AN N-n

Si les Qi sont les polynomes orthogonaux pour u s normés par Qi(o) =1, les Qi(lN—Aé) sont

orthogonaux pour ué , et de degré i en A&. La condition Qi(o) = 1 donne donc simplement
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QO Q Uy )

Q) TGP

Q! ) =

c'est~a~dire, en termes de facteurs :

o Hy @)
41 Hi() = e

I1 en résulte aussitdt que les nouvelles probabilités Wi , pour lesquelles les H&(i) doivent

tre orthogonaux, sont données par

W, (Hy (1))?
41" Wl o= -l;fﬁljr——
i TTH

La matrice markovienne
—Ant Hn(l) Hn(J)

Pij(t) = E e ——Iﬁl—ﬂ'z_—— Wj

n n

a maintenant pour homologue la matrice markovienne :

e EUE B ()

PI.(t) = 2 e ———— e W
S M
Or, nous avons A& = AN - AN_D , et les relations (41) et (41') permettent d'exprimer Pij en

fonction des anciens facteurs. Pour les nouvelles normes, on trouve sans peine

Ey—]®
N ENE

az =
' n

I1 vient ainsi :

P{j(t) . e—()‘N—An)-t H ()8 () 5 WJ

- T (D

Donc, en introduisant la matrice Pij(—t), inversg de~Pij(t), qui existe toujours dans le cas

fini et a pour expression :

At H (1) H (3
) = L S
P, (-8 }2 e T W,

il vient la relation trés simple :

(42) P]!.j(t) = e EN—GTY Pij (_t)
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Ainsi, la matrice inverse Pij(—t), qui n'est évidemment pas stochastique, ne différe que

par un facteur simple de la matrice markovienne Pij(t)'

Pour obtenir le nouveau générateur infinitésimal

- 8..)

= ot - 1
Al = al(s, 8;) ¥ RIS, o =8,

ij i+1,3

"il suffit de dériver (42) et de faire t = 0. On trouve ainsi :

N6
AL =gy Chy 855 = A

g

et sous forme explicite :

. , He (i+1) . H (i-1)
(42) ai=_Wai’bi=—W bi

avec

(42™) a) + b{ = Ay - (ai + bi)

Noter que HN(i) = Qi(AN) a toujours le signe de (—1)1, d'aprés les propriétés des polynomes
orthogonaux, de sorte que ai et bi sont positifs, comme il se doit. La relation (42"), obtenue
en faisant 1 = j dans 1'expression de Ai., est aussi une simple conséquence de A HN = - AN HN.

Elle entraine 1'inégalité :

ai+bi<)‘N - (vig N)

Le nouveau modéle obtenu par la transformation n = N-n n'est, en général, nullement trivial.
Nous verrons, par exemple, dans 1'étude des modéles polynomiaux, que cette transformation échange

les processus de types "Jacobi' et "Anti-Jacobi".
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CHAPITRE 7

LES MODELES POLYNOMIAUX (AU SENS LARGE)

Comme nous 1'avons vu, pour:tout processus de diffusion discrite & spectre discret, la va-

il n'en résulte évi-

.

leu; enn, &4 i fixé, des facteurs Hn(i) apparait comme un polynome en An ‘
demmant pas, en général, qu'ad n fixé Hn(i) soit un polynome en i. Nous dirons qu'il s'agit d'un
modéle polynomial au sens strict si, pour chaque n, Hn(i) est un polynome de degré n en i. Plus
généralement, au lieu de la suite maturelle i =0, 1, 2..., on peut considérer une suite oo
p1... Nous sﬁpposgrons essgntiellement‘uo =0 et u, > 0 pour 1 > 0. Nous dirons alors que le

modéle est polynomial au sens large si, pour tout n fixé, Hn(i) est un polynome de degré n en

M;. Nous verrons dans un instant qu'il existe effectivement des moddles polynomiaux au sens
large, et aussi au sens strict. Dans ce paragraphe, nous essayerons de dégager quelques propri-

étés générales des modéles polynomiaux au sens large.

7. 1 - LE PROCESSUS SPEGTRAL

La propriété caractéristique des modéles polynomiaux est 1'existence d'un processus de dif-

fusion discrdte, appelé processus spectral admettant les valeurs propres - Hys i=o0,1, 2...,

-

la fonction propre associée & chaque My étant la fonction n + Hn(i) = Qi(An). De fait, pour
tout modéle polynomial , les fonctions Hn constituent, par hypothése, un systéme complet de
polynomes en uy orthogonaux pour Wi' D'aprés le paragraphe 2, et en échangeant les rbles des

variables i et'n, Wi et u_ etc..., on a donc une relation de récurrence de la forme

3 Ay [Hy, () - H (D] +B [B _ () -H (D] =-u H @G

avec B
o

Ay

o, Bn >0 pour 0<n<N

it

o, An >0 pour O£ n<N

I1 existe donc un processus de diffusion di screte agissant sur la variable spectrale n et
admettant le générateur
A (S -8 ) +B (8 -8 )
nm

n n+l,m n n-1,m n,m
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le spectre diséret { hi} , i =0,1... et, pour chaque valeur propre - Byy la fonction propre

n > Qi(kn) =H (i).

n
u

spectral est

Nous savons d'entrée de jeu que la probabilité statiomnaire de ce processus

{un} » puisque les u constituent 1'unique probabiliﬁé pour laquelle les

Qi(ln) forment un systéme complet orthogonal. Il en résulte en particulier :

(44)

A u =8B

n on

oli, ce qui revient au m@me

(447)

n+1

u
n+1

A i Hn+1!12 =B, il Hnnz

Nous pouvons résumer cette dualité sous forme de tableau :

Processus direct

Probabilité Stationnaire

a; bi An s Bn
An M.
W, u
i n

ne;ne

n —'Qi(ln) =H (1)

H
i
W=le"

7. 2 - FORME GENERALE DES FACTEURS

11 sera commode d'introduire la matrice [An]

. n
ét son inverse Lk s

formées comme au para-

graphe 6-2 & partir de la suite Ao = 0, Ai’ Xz ++., ainsi que les matrices analogues [”i]k et

. i
son inverse Mk

formées de la méme facon & partir de la suite réciproque Mo

=0, My Hy e

Ces notations sont valables dans le cas fini (i et n £ N) comme dans le cas infini. Nous avons

alors un premier résultat essentiel :

Pour tout modéle polynomial au sens large, les facteurs Hn(i) = Qi(ln) sont de la forme :

(45)

Hn(i) =2
k

v (0] [yl
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En effet, représentant un polynome en My 4 n fixé et un polynome en )‘n 3 i fixé, 1l'expres-

sion Hn(i) est nécessairement de la forme

H (i) = T A .
- E’)p .p [.n]k[ul]p
Mais, pour n donné, le polynome Hn(i) est de degré n en My On a donc TkP [)\n] = 0 pour
k
P > n. Comme [)\n]k est nul si et seulement si k > n, la relation p > n » k entraine Tkp = 0, En
particulier, Tkp = 0 pour k < p. Mais, de la méme manidre, en exprimant qu'a i fixg, Hn(i) est
un polynome de degré i en n, on trouve Tkp = 0 pour p < k. Donc Tkp = 0 pour k # p, et la rela-

tion (45) en découle.

Maintenant, la matrice Hn(i) admet comme inverse la matrice Hn(i) Wi/ "Hn"2 . Comme 1'inverse

n . i X .
de Dn]k est L, et que celui de [pi]k est M, il en résulte :
) Hn(l) Wi - Qio\n) Un = 3 1 Lk Mk
TH 1 nqQ.ltz T n i
n r k "k
Avec n = 0 et 1 = O, on en déduit en particulier :
k
. (13 k M.
(46) A v reve
k k 172"k
k
k L
(46,) u = 2 (_1)A n

k

De méme, Ln

étant 1'inverse de [)\n]k , on déduit de (45)

1 Koo
[usd, = T, Z,; LS B (1)

Puis, multipliant par Wi et sommant en i, il vient

[n] —-Ll;
2w, lul =
i 1 1 k Tk.

et, par dualité, une relation analogue en [kn] , soit :
k

“n W[4 = G M
2 M Ml T, Xy dgeeoiyg
k
1 * . &N 1
47" %’ v [)‘n]k Tk By Mooty
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Posant E( [p]k) = N Wi [ui] (moment factoriel &es ui) il résulte de (46) et (47) :
i k
i
” - P k
% W, = 2 My (]

Cette relation (47") est d'ailleurs vraie pour toute loi discréte W, et toute suite My telle
que les moments factoriels E [u]k existent. Par contre les relations (46) et (47) ne sont vraies

séparément, en général, que pour les modéles polynomiaux au sens large.

7. 3 LES GENERATEURS -(aj,bj) ET(Ap.Bp)

Nous allons maintenant établir une relation entre les coefficients Tk du déveloprement (45)

et les générateurs des deux processus. Multiplions membre i membre par -An'la relation (45).

Comme — A_H = A H_, on trouve d'abord :
n n n

- A H () = %7 T, [’\nlk (ai[ ”i+1]k = (a;+b;) [“i]k + bi'[“i—1]k)

Mais d'autre part on a

A [An]k = (An-Kk) [An]k + A {An]k =,.[)‘n]k+1 * M [An]k

et par suite ¢

- )\n Hn(i) =T % [}\n]k ( >\k Tk [ui]k + Tk_-l [ui]k—‘])

En identifiant le coefficient de [An]k dans ces deux expressions de - A H (i), on obtient

done

L
: k=1
“8) 2 ([ Biardy = Dogl v oy [”1-1]k - [“i]k) oo Ak[”i]k T [“i]k-1

En raisonnant sur le générateur du processus spectral, il vient de méme :

48" a (A

. T,
-kt
RIEN IR CS PRTRI (U RS CRPRETRES RS SN

De la méme facon, partant de l'expression (45') et de la relation

bi+1 Wi+1 Hn(1+1) - (ai+bi) Wi Hn(l) +a,_ Wi_1 Hn(1~1) = - An Wi Hn(l)

1
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on obtient les relations

ko _ k K __n gl ko ket
biag Mygq ~ (ag#by) Myvag @ My == HY T, M
(48")
T
k k kK __ . k_ Tk _k+
n+i Ln+1 - (Ah+Bn) Ln * An—1 Ln—1 S Ln Tk+1 Ln

Ces relations sont largement surabondates pour déterminer a, bi et p. en fonction des An .
Par suite, le spectre An d'un processus de type polynomial ne peut pas &tre quelconque. Il serait
intéressant de trouver la condition nécessaire et suffisante que doit vérifier un spectre pour

a sz s . . .
€tre associé a un processus polynomial. Nous nous contenterons ci-dessous de quelques exemples.

7. 4 - RELATION ENTRE Ty, a; ET Ap

En faisant k = i+1 dans (48), il reste :

T

%
a; (Ml = T, Ml

Par suite

T, [t Dyil
(49) o el T s

k+1 Myedhe = A [ k]k

D'autre part, pour n = 0, (45) se réduit i

T =1
o

On déduit donc de (49) 1''xpression de T, en fonction des a; ou des An :

k
=1k 1 _ (- 1

49") T, = =
L N T R [Mde 2o 210 A

De (46), (49) et (49') résultent :

a a,0ec0
1°° %1 k
W, = 2 2 [p M.
i k A1 Xz...lk ka 1
(50)
) A BB \ X
4= T e ol Ma
k 152 M k

et de méme, d'apréds (47) :
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, ) a  a,...a g
50" LR i we vovmnll U
X g

7. 5 - PROCESSUS AUTOSPECTRAL

Nous dirons qu'un processus polynomial au sens large est autospectral si l'on a Ak = ny )
a4 un facteur constant prés. Comme, en fait, on peut multiplier le générateur et les valeurs pRo-
pres par une méme constante (ce qui revient simplement & changer i'unité de temps pour le proces-
sus Y{(t)), on peut toujours se ramener au cas Ak = “ﬁ? b'aprés (48) et (48"), si Ak = p,, on aura
Ak = a et Bk = bk’ et par suite le processus spectral aura les mémes facteurs que le processus

direct. Mais cela entraine Hn(i) = Hi(n).

Inversement, la relation Hn(i) = Hi(n) montre qu'a n fixé Hn(i) est un polynome de degré n
en pi.(é savoir Hn(n)), et donc que le processus est polynomial. Faisant i = 1 dans (45), on ob-

tient ensuite :
Hn(1) = H1(n) =1 % T1 An My = 1 + T1 X1 n

et donc An =My 34 un facteur prés. D'ou le théoréme :

Un processus polynomial est autospectral si et seulement si on a pour tout i, n <N :

1) H(D = B @

Comme exemple simple de processus autospectraux, citons les processus & lois binomiale,

binomiale négative et poissonienne que nous retrouverons dans un instant.
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‘CHAPITRE 8

LES MODELES POLYNOMIAUX (AU SENS STRICT)

Prenons p; = i, et cherchons & déterminer la classe des processus & facteurs polynomiaux au

sens strict, s'il en existe. Pour My = i, on a :

[ui]k = 1(i-1)...(ik-1) = (i) k! (k g i)
et de méme
k-1i .
k(=1 _ ok K .
My = T eDT - (-1) ) Jkt (k= i)

La relation générale (48) prend alors la forme :

Xk Bi Sk
(52) ai + (L+1-k) (T i + o =0 (i,k > 0)

ol on a posé pour abréger

Sp = Tt /T

En faisant i = 1 dans (52) et en retranchant membre & membre, il vient :

o oM
52") a; —a, * (i-1) < (i+1-k) T

i + (2-k) b1 =0

Faisant maintenant k = 1 et retranchant membre & membre de cette nouvelle relation, on trou—

ve :
bi - i 51 . (Ak -k l1)
i (i-1) K (k-1)

Cela n'est possible que si la valeur commune des deux membres de cette relation est une

constante €. Donc @

o
it

;=1 b1 + C i(i-1)

k A1 - ¢ k(k-1)

(53)

>
]
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Reportant ces valeurs dans (52'), on constate que les termes en k disparaissent, et il vient :
(53" a, = a, + (i—1)(b1—k1) + C i(i~1)

Reportant ces résultats dans (52), on constate que les termes en i disparaissent, et il

reste, conformément d'ailleurs & la relation générale (49)

(53) Sk=T_=—kak—1

Ainsi, le probléme admet des solutions. Selon les valeurs de la constante C qui figure en (53)

nous voyons méme apparaitre trois familles de solutions possibles

- Pour C = 0, on aura Ak =k A1. I1 s'agit donc de processus autospectraux. Nous verrons qu'il

y a des solutions effectives dans le cas fini et dans le cas infini.

~ Pour C # 0, par contre, il ne peut y avoir de solutions que dans le cas fini, puisque bi et
Ak doivent toutes deux rester positives. Pour C < O, nous aurons les processus du type Jacobi et,

pour C > O, les processus du type Antijacobi.
8. 1 — LES PROCESSUS AUTOSPECTRAUX

Avec C = 0, les relations (53) devienment

- R ol R
e P A L W
k
(54) a; =a, * (i—1)(b1—k1)
bi =i b1

D'apreés 1'expréssion de a;, i variera de 0 & 1'infini pour b1 > 31. Au contraire, pour b1 < A1

il ne pourra varier que de O & une valeur finie N. D'ol trois types de solutions :

a/ Les processus & loi binomiale négative : b1 > A1.

Sans nuire & la généralité, on peut prendre b1 = 1. Cela revient & choisir 1'unité de

temps. Posons :

Ay=q<1l 5 p=1-4q

Pour a;, on obtient a; =ag + (i=1)p. Mais a =a; ~p doit &tre > 0. Posant a =op, il

vient :
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o
It
~
4
+
[+
~r

o
o
]
.

i i
T
- - k-1 = e
)\n =1n q H ——T;— =-k a4

On reconnait le générateur du processus i loi binomiale négative et ses valeurs propres

- An = - n q, c£. Matheron, 1983 . De plus, nous obtenons la valeur du coefficient Tk :
. o (D T@
k i
T(o+k) p k!
o k
e T'(a+tk) q_ p
1 = B e
Noter que l'on a ici Wk T T , et donc
SO R
N IE Wk

En reportant ces valeurs dans (45), compte tenu des expressions de [ui]k et [An:k , i1 vient :

W .
. k o m, iy k
(55) H_(i) = 21{3 0 g2 QG

b/ Le processus & loi de Poisson : b1 = 11

Avec b1 = A1 =1 et a, = a, il vient :
a, = a 3 b, =1
i i
T.
An =n H —%—l =-ak
k
ai -a
C'est le processus & loi de Poisson Wi =37 e - On trouve :
k k W
Y ) T I
1) 2
k K1 ak k!) Wk
et donc
k wo n, i
1 - = -— ——
(55") H (1) % -1 . QG

¢/ Le processus & loi binomiale : b1 < X1

Ici, a; doit s'annuler pour une valeur finie N. Prenons A1 =1, b1 =gqg< 1, p=1-q. On

a a; =a - i p, donc nécessairement a; = (N-i)p. Au total :
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a; = N-idp ; b, = iq
T.
An - n ’ Tk -k A1
il vient
T o= nk - (*1)k o
k . (N kK (k1)2 k
&2 () p W, q
et par suite
N
" . = Z k wo n i 1
(55") B = D @ 5
=0 k q

8. 2 - LES PROCESSUS DU TYPE JACOBI
Soit € < O. Sans nuire & la généralité, on peut prendre C = -1. D'aprés (53), on aura
A, = n(n-1 + K1)

D'autre part, d'aprds (53'), on doit avoir ay = 0 pour une valeur entiére N. Posons :

Y]
)]

(N-1) (o+i)
(56)

o
[}

i (N+R~-1)

ce qui, d'aprés les relations (53), entraine A1 =0+ B, et donec

(56") An = n(n~1 +o0 +8)

La loi stationnaire apparalt comme une binomiale randomisée par une loi beta

rt . .
Wi = .F (a+6) (?) XOL+1-'1 (1"X)8+N 1~1 dx
T() TR) o
c'est-a)dire
_ T(a#B) T(o+i) TW+p-i) N
7 i TGEa T OB

Pour Tk’ nous obtenons a l'aide de (49")

C=F rw 1
k (&i)?Z T(o+k) (N)
k

(57" T
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Compte tenu de

T(a+k + o +B-1) @ w1

A =
[D]k T'tn +0+8-1) k

il vient donc pour les facteurs, ou polynomes discrets de Jacobi :

N ‘ & G
(57|1) Hn(l) - Z (_1)1(. T (o) I'(n+k +o+ B-1) k k

= T'(o+k) Tla+ao +8-1) (i)

En ce qui concerne les normes 1|Hn“2 = uo/un, elles se déduiront des probabilités u_ du

processus spectral.

d/ Le processus spectral de Jacobi

Cherchons d'abord le générateur du processus spectral. La relation générale (49) nous
donne, en premier lieu :
A
[“k+1]k+1 [ k]k ak(k+oc+8-1)
Ak - A & T : \ 3 -
[pk}k [ k+1]k+1 2k +a+B) 2k + o+ B8 =1)

Pour calculer Bn’ le plus simple est d'utiliser la relation (48') écrite avec k = 1, qui

donne : -

An(2n +a+B) - Bn(Zn + o #-2) = - a(n+t o +B~1) + Na

Aprds des calculs élémentaires, on obtient :

_ (N-n) (o#n) (o+B+ n-1)

A
T (a+B+ 2n) (o+B+ 2n-1)
(58)
g -nB+rn-D® +o +8 +n-1)
" (o+B+ 20-1) (a+ B+ 2n-2)
Par la relation An w = Bn+1 Un+1’ nous troﬁvogs ensﬁite les un/uo, i.e. les normes
I‘Hn“z :
59 Yo 1 Iom) It IE) T(N+0+8)  2n+ o 4B~1
ug HHnH2 n’  T(a) T(a+B) TEBm) T(N+#+B+n) nt o +B-1

D'autre part, on a toujours u, = Wo’ d'olt, compte tenu de (57)

(59") u = (N) T(R+N) T'(o+n) I'(a+B+n) 2n+o +8 -1
n 0’ I'(Bin) T'(o) T(N+o+B+n) n+to+B -1
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oA

.;_ Quant aux facteurs du processus spectral ce sont les fonctions n + H_ (1), olr H (i) reste
-donné- pat - (57') Le facteur d'ordre i, Q (A ) = H (i) est un polynome de degre ien X =

=1 (n#a+8—1) , de sorte que le processus spectral fournlt le’ premier exemple d'un processus

polynomigl au sens'large,;mais non au sens strict. Les valeurs propres sont évidemment les

.—Hi ==1.

8. 3 - LES PROCESSUS DU TYPE ANTI-JACOBI

On obtient cette dernidre classe de processus en faisant C = +1 dans les relations (53). Plu-
’tot que de faire les calculs directz, nous allons appliquer au processus de Jacobi du paragraphe
précédent la transformation m - N-n étudiée au paragraphe 6.4. Les nouvelles valeurs propres sont
- done 3

A=y T g Sn (N o+ B n)
ce qui correspond bien & C = 1 dans la formule (53). Pour obtenir le générateur du nouveau proces-—
sus, i.e. les coefficients al et b', nous devons utiliser la formule (42'). Notons que H (i) est

le polynome de degré maximal en i, de sorte que, conformément 3 la remarque du paragraphe 6-3,

nous avons

N
. M . .
N Ti Ty N
(60) WoR @) < Wy = DT Q)
M
0
et par suite :
. ) N
HN(1+1) _ Wy (i+1) _ bivt N-
HN(I) VoM a; i+l

D'aprés (42'), on obtient ainsi :

M-+ B -1 - 1)

al =
1
(61) ' . bi=i(u—1+i)
A; =p(28N +a +8-1~-mn)

ce qui ést conforme aux formules (53) et (53'). Pour calculer les probahilités Wi du processus
anti-Jacobi, on utilise (41'), en tenant compte de (51), pour le calcul de HN(i), et de (59) pour
le calcul de ]]HNNZ. Cela donne :

61" wr = L) TR+ T +B4N-1) N,
i p(e+p+2 N-1) T(o+i) T(N48-i) *



Les facteurs H&(i) du nouveau processus se déduisent ensuite des facteurs Hn(i) du proces—
sus de Jacobi (57') & 1'aide de la formule générale (41). Compte tenu de (60) et (57), cela

donne ¢

"y veay o r_qyi Do) T(N+B-i) .
(617 B @ = D T (o) T(N+R) He_ ()

Concernant, enfin, le processus spectral anti-Jacobi, il se déduit du processus spectral

de Jacobi par la transformation élémentaire n - N-n. Par suite, on a simplement
u' = u ; A' =B s B' = AN
n N-n n N-n n -n

ol A, B et u sont donndes par (58) et (59'). Ce processus spectral constitue un second exemple
de processus polynomial au sens large mais non au sens strict, puisque le facteur Qi est un poly-

nome de degré i en Aé =n 2N+ g+ 8-1-n).

8. 4 - PROPRIETES D'EMERGENCE

Si 1'on fait tendre vers 1'infini les paramétres o et B en maintenant fixes le paramétre N
et le rapport o/(a+B)) = p, il est facile de voir que le processus de Jacobi converge vers le
processus binomial (N,p). Comme ce processus limite est autospectral, on prévoit, et on vérifie
sans peine que le processus spectral de Jacobi admet la méme limite. Comme le processus binomial
(N,p) est autospectral, la transformation n + N-n le change en un processus binomial (N,q). Par
suite, on prévoit, et on vérifie sans peine que, dans les mémes conditions, le processus anti-

Jacobi et son processus spectral convergent tous deux vers le processus binomial (N,q).
Mais on peut aussi faire tendre N vers l'infini. On obtient alors les résultats suivants :

- i N et B tendent vers 1'infini, o et le rapport N/(N+B) = p restant fixes, le processus
de Jacobi et son processus spectral convergent tous deux vers le processus binomial négatif de
paramétre (0,p).

- §i 1'on fait tendre o, B et N vers 1'infini en maintenant fixe le rapport o N/ (N+B) = a,
le processus de Jacobi et son processus spectral convergent vers le processus a loi poissonienne

de paramétre a.

— Par contre, le processus d'Anti-Jacobi et son processus spectral ne convergent pas vers
un processus limite, ce qui se congcoit bien, puisque la transformation n -~ N-n n'a pas d'équi-

valent dans le cas infini.

Dans d'autres conditions, on peut obtenir par passage & la limite les trois types de proces-

sus de diffusion continue 3 facteurs polynomiaux :

- Si 1'on pose X(t) = (¥(t) - ¥p)/V'N p q, ol Y(t) est le processus binomial (N,p), et si

1'on fait tendre N vers l'infini, p restant fixe, X(t) converge vers le processus gaussien de
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diffusion continue, caractérisé par son générateur

A(P =<P""X(P'

- 8i 1'on pose X(t) = q Y(t), ob Y(t) est le processus binomial'ﬁégatif (a{p),et~si:1'on;

fusion & loi gamma, caractérisé par le générateur :

A9=x ¢+ (0~x) 9’ L Z" S
- Enfln, en posant X(t) = Y(t)/N, ol Y(t) est le processus de Jacobi, et en faisant tendte
N vers 1'infini, o et B restant fixes, on obtient 4 14 limite le processus de diffusion 2 101 )

beta - (0,B), caractérisé par le générateur

A9=x(1-x) 9" + (o - (a+B)x) ¢'

On obtient ainsi tous les modéles de diffusion continue & facteurs polynomiaux. On notetka -

que le processus anti-Jacobi n'admet pas de limite continue.

Concernant -le processus spectral de Jacobi, pour N tendant vers 1'infini, o et § restant

fixes, on Sbtient & la limite un processus de diffusion discréte dont le generateur est défini

&
par -

(a+n) (o+B+n-1)
(0+8+ 2n) (o+B+ 2n—t)

A
n

- n(3+.ﬁ;i)
D (g+B+ 2n-1) (at+B+ 2n-2)

Mals ce processus n'admet pas de loi statiomnaire. Au total c'est le processus de Jacobl

qu1 semble presenter le plus d'intérét, pulsque tous les modéles autospectraux et tous 1es pro—
cessus continus 3 facteurs polynomiaux s'en déduisent par passage 2 la 11m1te. Le paragraphe””

suivant; consacré aux modéles de changement de support, va confirmer cette prlorlte.

52




CHAPITRE 9

LES MODELES ISONOMES DE CHANGEMENT DE SUPPORT

Nous avons vu au paragraphe 4 une technique générale permettant de former des modéles de
changement de support & 1'aide de matrices stochastiques Iiij triangulaires ( ﬂij =0 pour j > i)
de la forme

H ()
= uwd n
(62) ]'llJ ~ Hn(l) “—}En—z' Wj

ol les H; et les H sont les facteurs de deux processus de diffusion discréte admettant le méme

spectre An' En particulier, les nouveaux facteurs se déduisent des anciens par la relation

i Hn(j)

' vrsy o oy s
(62" Hn(:L) = E[Hn(_'])/l] =z n
j=s1
A i fixé, les Hn(i) et les H&(i) sont des polynomes de degré i en An' Mais, en général, a
n fixé, H'n(i) n''st nullement un polynome en My méme si Hn(i) posséde déja cette propriété.
D'ol la définition suivante :
Dans le cas polynomial (au sens large), c'est—i-dire lorsque les facteurs Hn(i) du processus

initial sont des polynomes de degré n en M;, nous dirons que le modéle de changement de support

défini par la matrice (62) est isonome si les facteurs g; du nouveau processus sont encore des

polynomes de degré n en My

Si Hn et Hé sont des polynomes en Hy s ils admettent toﬁs deux des développements de la
forme (45), avec des coefficients Tk et Té respectivement. Si, dans la formule (62), nous rem-—
plagons la matrice Hn(j)wj/”Hnn2 par son expression (45') et H;(i) par son développement (45),
nous obtenons :

U= T o ogdy
(62"

= 1
ck Tk/Tk

Toute matrice stochastique isonome sera de cette forme. La réciproque n'est d'ailleurs vrai-

semblablement pas vraie”, du fait que les An ont, du moins en apparence, disparu de la formule (62")
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ol ne figurent plus que les M; et les coefficients Ck = Té/Tk‘ On note que les C_ sont > O,

k
puisque Tk et Té ont le méme signe (-1)k. Un probléme intéressant serait de trouver, de manidre
générale, la condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier 1gs coefficients Ck pour
que la matrice nij soit stochastique. Nous nous contenterons ici d'étudier quelques cas parti-
culiers, qui pourront se révéler utiles pour les applications. En particulier, nous nous limi-

tons au cas H; = i, c'est~a-dire au cas polynomial strict dont 1'inventaire exhaustif a &té

établi au paragraphe précédent.

On note que, dans le cas polynomial strict u; = i, la formule générale (62") des matrices
isonomes devient :

T! P
. ko k- iy k
(63) m. % T 07T Q)

La fonction génératrice correspondante, conditionnelle en i, définie par

G.(s) = LM, g
i . 1]
J
a donc pour expression :
1
T

(63" | 6 = 2 g -0f & ok

P

9.1 - LES MODELES ISONOMES AUTOSPECTRAUX

Examinons d'abord les cas des trois processus autospectraux du paragraphe 8-1. Parmi les

techniques du paragraphe 4 figure, en particulier, le changement de mesure spectrale défini par :

Pour les trois processus autospectraux, on a, & un facteur prés, An = n., La nouvelle mesure

spectrale est donc, 3 un facteur constant prés, de la forme

avec Y > 1. Ce changement ne modifie pas la forme de la loi spectrale qui reste, respectivement,
binomiale, binomiale négative ou poissonienne. Avec les nouveaux polynomes Qi(xn), les fonctions
i~ H&(i) = Q{(Xn) sont donc encore, & n fixé, des polynomes de degré n en i, et H&(i) = Hi(n).
Cela signifie que le nouveau moddle est encore un modéle polynomial du méme type que le modile

initial. Autrement dit, il s'agit bien d'un mod2le isonome de changement de support. Dans le cas
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binomial, ou binomial négatif, le seul paramétre modifié est pj; qui devient

1

P >p

o ou N demeurant invariant. On note la limitation p' < 1.
Dans le cas poissonien, le paramétre a devient a' > a, et il n'y a pas de limitation supé-

rieure. S'agissant de processus autospectraux, on a également :

' i
W =CW, Y

La matrice isonome nij est la méme dans les trois cas. Elle décrit un processus de déci-

mation : chacune des i particules initialement présentes est conservée avec une probabilité

w = 1/Y , ou tude avec la probabilité 1 ~ @&,

En effet, on a ici Tl'c/Tk = (1/Y)k = wk, et (63') donne donc
Gi(s) = (1-w +w s)*

ﬂij représente donc la loi binomiale (i,®). D'ol 1l'identité

| L k k=5 iy ky _ iy ] i-j3
i =Z w (-1 %) (j)—(j)w (1-w)

Toutefois, cette matrice, qui est isonome dans les trois cas autospectraux, ne semble pas

conserver cette propriété vis—a-vis des polynomes de Jacobi.

Dans le cas binomial négatif, un autre modéle isonome de changement de support a été présen~

-

té (Matheron, 1983) ., Dans le sens échantillon + bloc, il correspond 2 l'addition de deux
binomiales négatives. Dans le sens inverse bloc - échantillon, qui correspond & la loi condi-

tionnelle Hij’ on trouve 3

%15 = %;% %E%;—)— (o' =2 a)
D'od
(65) D5 = rlgc%li) l11@(&3) P(“ﬁza"‘-f@i_j) (i:)
et le développement remarquable
@ My = 2 oy Tamy (Y Q@

Cette loi conditiommelle (65) est du type Jacobi (57), avec le méme paramétre o et N = i,
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8 = @'~ &. Elle se déduit de (64) en randomisant le paramtre w par la loi beta (0,0'-0).

Le modéle (65) revient 3 augmenter le paramétre o.Dans le cas binomial, on peut de méme
augmenter le paramdtre N (mais par accroissements entiers seulement). Dans le sens échantiilon
+ bloc, ce modéle revient & 1'addition de deux binomiales ayant le méme paramdtre p, ce qui
donne encore une binomiale avec N' > N. Dans le sens inverse, la loi Ttij‘de'l'échantillon a

X = i fixé sera donc

(66) LA M e 1 o2 N

avec ici encore TI;/Tk = Wk/Wé , et le développement remarquable :

¢ . .
' _ _4yd-k i k
66" ‘ nij = E} ———( ,) -1 (k) (J.)

=1

w2

Sous forme spectrale, ces modéles correspondent effectivement aux transformations

" Ys % T@ (') ,
(65" u' = u. T@") Tlom) @'=> o
[+ o

u& u (g?)
(66") TS T R N's N)
o o (n)

' - .
Or, en posant ((A) = %%%:%%l s on peut montrer facilement que exp(-t¢ (1)) est la transformée

de Laplace d'une loi indéfiniment divisible. Par suite, dans tous les cas ol le spectre est An =
= n (% un facteur constant prés), la transformation (65") conduira 3 un modéle admissible de
changement de support. Nous verrons que la transformation (66") posséde la méme propriété, au

moins dans le cas des processus de Jacobi.

| 9. 2 - CHANGEMENT ISONOME DE SUPPORT POUR LE MODELE DE JACOBI

Nous allons définir deux modéles isonomes de changement de support, valables pour le proces—
sus discret de type Jacobi (il ne semble pas en exister ppur le type anti-Jacobi). Le premier
modéle va consister & augmenter o et, simultanément, i diminuer B, N et la somme Yy =q +  res-

tant constantes. Dans le second modéle, au contraire, N augmentera, o et B restant fixes.

Premier modéle isonome pour Jacobi

Nous prenons ici :

(67) a'>a 3 B'< B3 a+B=a'+B'=y 3 N' =N
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D'aprés (59'), la transformation spectrale correspondante est :

Ya T'(a'+n) T(B+m)
u T(o+n) T(B'4n)

67")

o=

Cette transformation apparait comme le produit de deux transformations de type (66"), dont
chacune définit un modéle de changement de support admissible (puisque l'on a o' > o et 8 > B").
Nous sommes donc certains a priori que cette transformation (67') va nous conduire 3 une matrice
ITij stochastique. De plus, d'apréds (59'"), u& est la mesure spectrale du processus de Jacobi de
pa;amétres (@',B") : les polynomes Q{ vérifient donc Qi(An) = H&(i), ou H& représente les fac-—
teurs du Jacobi transformé. Par conséquent, la matrice Ilij correspondante sera nécessairement

stochastique et isonome.

Pour calculer cette matrice, notons que, d'aprés (57'), nous avons ici :
Tl
_k
T
k

T (o+k) "
Fla'+k) T'(a)

c'est-a~dire la méme expression que pour le changement ¢ + o' du cas binomial négatif. Comme
1'expression générale (63) des matrices isonomes ne dépend pas du spectre An’ mais seulement des

coefficients T{(/Tk , nous concluons donc sans calcul que notre matrice isonome est la méme que

dans le cas binomial négatif. Son expression explicite est écrite en (65) et (65').

Second moddle isonome pour Jacobi

Cette fois, o et B sont fixes et N' est plus grand que N. La transformation spectrale qu'il

convient d'appliquer est donc, d'aprés (59') :

1 N'
%n _ %n ﬁr_l_)_ [(8+ N') T{(N+o+B+n)
ur ©oug (N TGH)T T +a+B+n)
n

Comme le type (59') de la mesure spectrale est conservé, nous sommes certains que les nou-
veaux polynomes Q'i(kn) s'identifient aux facteurs H&(i) du processus de Jacobi de parametres
(o,B8,N"). La matrice Ilij est donc certainement isonome. Toutefois, nous ne savons pas encore
si elle est stochastique (positive). Mais, étant isonome, elle est nécessairement de la forme (63)

avec, d'aprés (57")

Q)
T T N
ko G

c'est-a-dire la méme expression que pour le changement N - N' dans le cas binomial. Ici encore,
donc, puisque l'expression (63) ne fait pas intervenir le spectre An’ nous concluons que cette

matrice isonome est la mfme que dans le cas binomial. Son expression a été domnée en (66) et (66').

En particulier, elle est certainement positive si N' > N. Il s'agit donc bien d'une matrice iso-

nome et stochastique.
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Modéle Isonome & 2 paramétres.

Dans les applications, on a en général besoin d'un modele de changement de support dépendant

de deux paramétres. Si l'on travaille sans anamorphose, par exemple dans le cas de variables a

valeurs entidres, on doit en effet respecter au moins une moyenne et une variance. Noter que,
dans le cas des processus de Jacobi, le premier facteur dst linéaire en i, de sorte que nos lois
bivariables respectent bien la condition de Cartier (relation (2) de Matherom, 1983) . Exac~-
‘tement comme le modéle binomial négatif, le modéle de Jacobi est donc bien adapté & la descrip-
tion d'un changement de sﬁpport en variables discrétes. Mais on peut aussi l'utiliser avec des
anamorphoses 9, et oy Dans ce cas, la condition de Cartier étant automatiquement vérifiée, un
modéle & un seul paramdtre suffit pour respecter la variance. Mais, si l'on s'impose aussi, par
exemple, la probabilité Wé des teneurs 0, il faut & noﬁveau un modéle & desux paramétres. Noter
que la limite wg = 0 correspondra au modéle mixte discret/continu que nous examinerons dans un

dernier paragraphe.

Dans le cas des processus de Jacobi, on obtiendra de tels modeles & deux paramétres en fai-
sant le produit de deux matrices isonomes et stochastiques, dont 1'une sera du type o >+ o' & N
et 0+B constants, et 1'autre du type N + N' aa et B constants. On obtient ainsi une matrice "ij
isonome et stochastique qui transforme le processus de Jacobi (N,n,B) en un nouveau processus de

Jacobi (N', a', B') avec :
N's N' ;3 a'sa 3 B's B ;3 o' +8'=a+8

On n'aura plus d'expression simple comme (65) ou (66), mais la formule générale (62) permet
dans tous les cas un calcul numérique facile. On peut aussi, le cas échéant, utiliser 1'expres-—

sion (63), puisque le calcul du coefficient TIL/Tk est immédiat,

9. 3 - MODELE MIXTE DISCRET/CONTINU POUR JACOBI

Lorsque le support V des blocs est grand, il est souvent préférable d'utiliser une loi con-
tinue pour les blocs, plutdt qu'une loi discriéte. On trouvera dans Matheron, 1983 , un modéle
mixte de loi bivariable dont les marginales sont une loi discrite binomiale négative et une loi
gamma continue. Nous présenterons ici un modéle mixte anmalogue du type Jacobi discret/beta con-

tinu.

Le processus de diffusion continue & loi beta.

Ce processus se déduit, comme on l'a vu, du Jacobi discret en faisant N+ ®, o et B res-
tant fixes. Le processus correspondant, X(t) = lim YN(t)/N, a pour générateur A l'opérateur défini

par :

Ag=x(1-x)9" + (@ - (@+B)x) 9’

et la loi beta (0,B) comme loi stationnaire. Ses valeurs propres sont les mémes que celles du
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Jacobi discret :

An =n{n + 0o + B~1)

mais forment, maintenant, une suite infinie. Les facteurs correspondants sont les polynomes de

Jacobi I qui vérifient 1'équation différentielle
(68) x(1-x) J7 + (0 = (a+B)x) I} =~ n(n+a+B=1) J
Ces polynomes ne sont définis qu'id un facteur constant prés. Si nous achevons de les déter-

miner en imposant la condition :
Jn(o) = 1

les relations de récurrence du processus spectrdl de Jacobi, c'est-a~dire les relations de récur-—

rence en n vont pagsser 3 la limite, et nous aurons donc :

n

(68" A (Jnﬂ @ - Jn(x)) 3 Bn(Jn-1 G - Jn(x)> = - x I ()

(0+n) (0+B4n—1)

avec =
n (a+B+2n~1) (0 +B+2n)

- n(f +n-1) .
n (a+B+2n~2) (0+B+2n—1)

Ces relations de récurrence permetteant un calcul numérique trés facile des polynomes de Ja-
cobi Jn(x). En ce qui concerne les normes, les relations :
" ! 2 = 1 2
(68") Al Jn+1". B g "I
restent valables, et permettent un calcul numérique rapide 2 partir de. "Jo"2 = 1. On peut d'ail~

leurs les retrouver directement & partir des relations de récurrence (68'). De fait, ces relations

entrainent dans L2 (R,g), ot g est la loi beta :

t - 12 = -~
At J xJ I ., 8dx
Bn" Jn—1"z = - j x Jn Jp-1 8 dx

et (68") en résulte aussitdt. Explicitement, on trouve :

gy o8-t T(+g)  T)  I(B+n)
' 2ntaiB-1 T(o#B+m) T(oin) T(R)

ty e =
n
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Les modéles mixtes.

En passant 3 la limite N > @ dans le premier modéle isonome du Jacobi discret, on obtient

un modéle bivariable continu :

x)

g(x',x) = 23 (x") g (%) g o, i (x")
3 1z

%) 2 n o8 o B

@'>0,8"< B; a+p=o" +g"

ol a8 désigne la loi beta (0,B). La loi conditionnelle de X & X' = x' fixé est la limite de la

matrice (65) : on trouve donc
X =2zX'

ot Z est une variable beta (o,u'~c) indépendante de X'.

Partant, au contraire, du second modéle isonome du cas discret, on obtient, pour N'» o, (N, o et
B fixes), un premier modéle mixte, ot X est une variable continue & loi beta (g, , Y une variable

discréte & loi de Jacobi (o, 8,N). La loi bivariable correspondante est :

, H (i)
(69" gi(X) = E Jn(X) Wz— gOLB(X) Wi

La loi conditionnelle de la variable discréte Y lorsque la variable contiinue X = x est fixée

est la limite de la matrice (66) : c'est une loi binomiale N,x).

Ce modéle (69') me contient pas de paramétre disponible pour le changement de support, sauf
naturellement un changement d'échelle pour x : c'est donc un modéle & un seul paramétre. Exac—
tement comme dans le cas discret, on obtient un paramétre de plus en combinant les deux modgles

(69) et (69'). On obtient ainsi le modéle mixte général de changement de support a4 2 paramétres

(un paramdtre essentiel plus un facteur d'échelle pour x). Avec toujours :

Ce moddle s'éerit sans difficulté sous forme isofactorielle :

H_(i)
(69" g;(x) = T 1) Wﬁjﬁ‘ Byrgr () Wy

n

Le polynome J& et la densité 81! sont relatifs au processus beta (0',B') tandis que le

polynome Hn et la loi Wi concernent le Jacobi discret (N,q,B).
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CHAPITRE 10

UNE CLASSE PLUS GENERALE DE MODELES POLYNOMIAUX (AU SENS LARGE)

Cette classe est définie 3 partir d'ume suite My de la forme :

(70) uy = alst-1) + 8C1-rD) (c=1/s,s8>1, a, B 0)

Par des passages 2 la limite convenables sur o, B et s, on obtiendra soit ui= i,ce qui corres—

pond aux processus polynomiaux au sens strict étudiés dans le paragraphe 8, soit aussi By = Ai+

+ Bi2, ce qui correspond & une classe de processus & valeurs quadratiques en i, dont les proces-
sus spectraux de Jacobi et d'Anti-Jacobi constituent des cas particuliers. On pourrait aussi,
au lieu de s et r = 1/s, introduire des exponentielles complexes conjuguées. On obtiendrait

ainsi une suite de la forme

My = a(1-cos 8 i) + B sin 9 i

Les processus correspondants existent, mais nous nous limiterons ici & la famille définie

par les relatioms (70).

Lorsque les u; sont définis par ces relations (70), la matrice [ ”i] prend une forme rela-
. k
tivement simple :
k(k=1)

[”ilk = 8 2 (51“1)--~(Si~k+1-1)(a+6 ri)...(a+6 ri+k'1)

de sorte que les conditions générales (48) premnent la forme :

s1+1 -1 a+8 rl+k R A r:""—1
a; | %Al T Y thi| T T T T
s -1 o +Br s -1 o+ B r
L Ty 1
I A NP TN

Il n'est nullement évident au départ qu'un systéme d'équations aussi surabondant admette

des solutions, mais il en existe effectivement. Le calcul exact, trop long pour étre reproduit
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ici, suit la méme démarche que dans le cas polynomial au sens strict (paragraphe 8). On trouve,

en premier lieu, que le spectre An doit avoir ume structure analogue & la suite (70) des TP

a savoir :

(70") A, = 0 '(s™1) +8'(1-t™

avec des coefficients o', B' a priori quelconques, sous réserve de respecter les contraintes de
positivité. Aprés des calculs laborieux, on obtient la solution générale sous la forme suivante :

le générateur infinitésimal est donné par :

_ Si+1 o +B rt
bt TR i+ i I i
1-r @ s +B r ) s +Brx)
(71)
b, = 1 -[31 FAH Sk o 8.1 ]
i o st 4 B r1—1 1-r 1 - r1+1 ast +8 £t

On a posé §; = Ti—1/Ti' Ces coefficients sont eux-mémes de la forme :

(71" g, = =t . aa'(si-1)(si_1 -1) + BB'(i—ri)(1—ri") - AGsi-1) - B(1-rb)

oll A et B sont deux nouvelles constantes a priori arbitraires . Compte tenu du fait que le généra-
teur (ai’bi) n'est défini qu'a un facteur prds, dont le choix équivaut & celui d'une unité de

.

temps pour le processus, on voit qu'il s'agit d'un moddle & cingq paramétres, au lieu de trois

dans le cas polynomial strict. On est, en fait, plutdt surpris par la simplicité relative de

cette solution.

Ces cinq paramétres, toutefois, doivent vérifier certaines conditions de positivité (pour
a; et bi) et, dans le cas infini, une autre condition pour 1'existence de la probabilité sta-
tionnaire Wi'

. e s . . . . i PR
Voici une premidre conséquence, On sait que le coefficient Ti a-le signe (~1)7, ce qui im-

pose Si < 0. Or, dans le cas infini, o et o' sont nécessairement > O puisque An et pg doivent
&tre positives. Il résulte donc de la relation (71') que 1'on doit nécessairement avoir ao' = 0 :
1'un ou 1'autre de ces deux coefficients est nécessairement nul. Dans le cas infini, domc, le
modéle réel n'a plus que quatre paramétres, et cette perte d'un paramétre dans le cas infini est
trés analogue i ce que nous avons observé dans le cas polynomial strict (deux paramétres dans le
cas infini, au lieu de 3). Par contre, dans le cas fini, on aura effectivement 5 paramétres,

dont l'un, N, sera obligatoirement un entier positif, avec la condition ay = 0.

11 n'est pas possible ici de donner la classification exhaustive de ces processus. Nous nous

contenterons d'examiner rapidement le cas infini.

Notons d'abord les relations simples :

62



&

A S

L ' T T
= t o's+ B 5 gt (As ¢ B)
1™
S, cor . .
S R A G I MO IR (U >
1-r

Dans le cas infini, on a soit o, soit ' = 0. 8i o =0, on doit avoir B > 0, puisque u; est
positive, et on peut prendre B = 1 sans nuire & la généralité. De méme, si o' = 0, on peut pren-

dre B' = 1.

Cas oo =0, B=1. On a alors :

et le générateur est de la forme
a, = A s>t 4 @gn st o+

(si—1) [A si +0']

o'
]

Si A est > 0, ai—1/bi est de l'ordre de r = 1/s : les probabilotés stationnaires existent et

N PP o sae i
ont 4 1'infini un comportement du type géometrique Wi v,

Pour A = O et B > B', on peut prendre B — 8' = 1 sans nuire 2 la généralité. Alors

a, =s +8' 3 b;= o' (sT-1)

La probabilité stationmnaire existe si et seulement sig's > 1, et a 1'infini on a W,

(1/a's)>. Dans le cas simple o, de plus, B8' = 0, on trouve

. ')t i

ce qui évoque la loi de Poisson (mais avec deux paramétres) tandis qu'avec B' > 0 on a une sorte

de loi binomiale négative & 3 paramétres.

Un cas encore plus particulier est A =0, B = B'. Alors, pour B' =1 :

= - ='i—-
a; =1 ;5 b; a'(s 1)

La probabilité stationnaire existe toujours, et a une décroissance trés rapide & 1'infini :
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Cas o' = 0, B' = 1. Ce cas correspond au processus spectral associé au processus précédent.

On a cette fois des formules nettement plus compliquées, sauf si de plus © ou B est nul. Le

cas 0 =0 a déja été examiné. Pour

B =0
on tfouve
i 2
_r 141
a; = = (A+Br )
1—ri i
b, = @ —Br)

La probabilité stationnaire existe toujours et a une décroissance rapide & 1'infini. Par

exemple, pour B = 0 :

o id-n i
W, =w a7 g 1§
1 J=1 1-r
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