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Résumé. Au lieu de chercher a établir directement des bornes pour la perméabilité
effective K, on montre ici que ses dérivées partielles satisfont certaines inégalités.
Laissant fixes les phases A; et faisant varier les valeurs numériques k; de la perméabilité
dans chaque phase, on obtient des inégalités en 8K/dk; qui permettent de retrouver
facilement les bornes classiques de Hashin et Shtrikman, et quelques autres. Laissant
fixes les k; et faisant, au contraire, varier les fractions volumiques, on obtient pour les
milieux & croissance sans mémoire, des inégalités trés fortes en dK/op;. On en déduit
que, dans I'espace a deux dimensions et pour une mosaique aléatoire 4 deux phases, la
formule classique du milieu autocohérent fournit une borne inférieure pour p < 1/2
et supérieure pour p = 1/2. A titre de conjecture, on suggére que la formule ymmy
(m: moyenne arithmétique, mz: moyenne harmonique) fournit une borne
complémentaire.

Key words: Heterogeneous media, effective permeability, effective conductivity,
self—consistent medium, percolation threshold.
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0. Introduction

Depuis les travaux classiques de Hashin et Shtrikman [6], le probléme de I’évaluation
de la conductivité effective d’un milieu diélectrique hétérogene, ou, ce qui revient au
méme, de la perméabilité effective d’'un milieux poreux hétérogéne, a suscité une vaste
littérature. Voir, par exemple, [4, 11, 12, 13, 14]. Ces travaux, basés le plus souvent
(mais pas toujours, voir par exemple [3, 11]) sur des méthodes variationnelles, ont en
général pour but d’établir des bornes supérieure et inférieure, qui se révélent plus ou
moins strictes selon les hypothéses plus ou moins restrictives faites sur la
microstructure du milieu. Dans ce qui suit, nous proposons une méthode légérement
différente conduisant a des inégalités portant, non plus sur la propriété effective
elle—-méme, mais sur ses dérivées partielles par rapport a certains paramétres ayant
un sens physique précis. De ces inégalités on peut, naturellement, déduire par
intégration des bornes de type classique, mais on peut penser que ces inégalités
présentent aussi de I'intérét par elles—mémes.

Le cadre général est le suivant. On se donne une fonction aléatoire stationnaire
k(x) = 0, scalaire ou tensorielle, représentant (par exemple) la perméabilité d’'un
milieux poreux infini, hétérogéne au niveau microscopique, mais macroscopiquement
homogeéne. Pour chaque vecteur constant u (que I’on supposera unitaire) on cherche
alors le gradient stationnaire Vp(x) ('l existe) réalisant le minimum de 1’espérance de
la quantité (u + Vo) . k(u + Vo) représentant I’énergie dissipée. L’existence et
I'unicité de ce gradient est assurée au moins sous ’hypothése que k(x) est bornée
inférieurement et supérieurement. Dans ce cas, en effet, la norme < Y.kY > est
équivalente & la norme hilbertienne || Y ||2, et le théoréme des projections conduit a la
conclusion. Noter que la fonction aléatoire @(x) admettant ce gradient stationnaire Vo
n’est, en général, pas stationnaire elle~méme, mais seulement intrinséque (d’ordre 0 :
L.e. sesaccroissements sont stationnaires). La perméabilité effective K est alors définie
par la relation

u-Ku=<u+Veo,k(u+ Vo>

Noter aussi que la notation <X,Y> représente une espérance, et ne prend le sens
d’une moyenne spatiale que moyennant une hypothése ergodique. Dans ce qui suit,
nous poserons en général g =u + Vo, g représentant cette fois un gradient
d’espérance E(g) = u non nulle, donc le gradient d’une fonction aléatoire intrinséque
admettant une dérive linéaire. Nous nous limiterons ici aux hypothdses suivantes :

® la perméabilité k(x) est scalaire

® le milieu est (statistiquement) isotrope, ou posséde au moins la symétrie
cubique, de sorte que la perméabilité effective K est elle—méme scalaire.

En tant que fonctionnelle de k, la perméabilité effective K(k) est croissante,
concave et positivement homogéne de degré 1, i.e. KAk) = MK(k) et
KQk + pk') 2AK(k) + pKk'), pour A,u = 0. Elle posséde aussi la propriété de
continuité suivante : si une suite k,(x) est bornée inférieurement et supérieurement
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(i.e. 0 <a = k,(x) = b < » pour deux nombres fixes a et b) et converge en moyenne
quadratique vers k(x), alors K(k,) converge vers K(k). Cette propriété permet de se
limiter au cas d’une fonction aléatoire k(x) ne prenant qu’un nombre fini de valeurs k;,
i=0,1,...,M. Le modeéle correspondant est donc

M
@ k@ = > k1,
i=0

ol les 1, sont les indicatrices des classes d'une partition aléatoire stationnaire
(AjNA;=¢ pouri==j), et UA; est’espace RN entier).

Concernant la fonctionnelle K(k), on connait peu de résultats exacts. Nous
utiliserons les deux suivants :

® Désignons par m et 02 la moyenne et la variance de k, et par N le nombre
des dimensions de I’espace. Alors, lorsque les fluctuations sont faibles, i.e. 02 petit, on
a la relation de Schwydler [12] :

2
@) K=m-x & +00?
® Dans le cas de ’espace & N = 2 dimensions, et si la fonction aléatoire k(x) est
de plus équivalente (& un facteur prés) & son inverse, la régle de la moyenne
géométrique s’applique rigoureusement :

3) logK = E_(logk)

Ce résultat, dia J.B. Keller [8] dans le cas de deux composantes seulement, a été établi
dans le cas général par I’auteur [9], puis retrouvé, indépendamment, par A M. Dykhne
[5]. Voir aussi Schwydler [12]. Pour une généralisation 4 N > 2 dimensions, mais sous
forme d’inégalité seulement, voir [1].

On dispose, par ailleurs, d’un certain nombre de modéles physiquement
plausibles. Nous en utiliserons trois. Désignant par m = E(k) la moyenne (arith—
métique) et par my = [E(k~1)]~! la moyenne harmonique, le premier modgle s’écrit :

No1 L
4) K=m~ mY

Il est rigoureusement valable dans le cas d’une perméabilité factorisée, c’est—a—dire
de la forme :

k() = ky(xg) ky(xo,..., ky(xy,

du produit de N fonctions aléatoires indépendantes et équivalentes, dépendant
chacune d’une seule coordonnée x;.

Le second modéle est la moyenne d’ordre a, avec nécessairement a =1 — 2/N,
a cause de la relation (2) :

(5) K = [E (k%)Y (@ =1-2/N)
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(pour N = 2, i.e. a = 0, (5) est évidemment remplacée par (3)). Ce modeéle n’a que peu
de justification théorique, mais se situe, le plus souvent, entre (4) et (6).

Le troiséme, enfin, est le modéle classique du milieu autocohérent : K est

déterminée par la relation :
k 1

© B r®-DE™WN

Numériquement, on constate de grandes différences entre les valeurs fournies par
(4) et par (6), et ceci confirme bien qu’en ’absence d’informations précises sur la
microstructure, on ne peut espérer obtenir que des bornes trés laches. On peut
conjecturer que les formules (4) et (6) constituent des bornes, tantdét supérieures et
tantot inférieures. Nous démontrons ci—dessous que tel est bien le cas pour la formule
(6) du milieu autocohérent pour N = 2 dimensions et une mosaique aléatoire a 2
composantes. Dans ce méme cas, nous trouvons une borne complémentaire, trés
proche numériquement de (4), mais légérement différente. (Voir Fig. 1).

Tout ce qui suit repose sur une relation simple, que nous allons maintenant
établir. Soient k(x) et k(x) deux perméabilités sur le méme espace (en tant que
fonctions aléatoires, nous ne les supposons nullement indépendantes), K et K les
perméabilités effectives associées, et g et g les gradients stationnaires vérifiant :

K=E (klg|); K=E (k|g|]); Eg=Eg=u
Comme g, par exemple, réalise le minimum de ’énergie E (k|g|® pour Eg = u
unitaire donné, le vecteur kg est orthogonal a tout gradient stationnaire (i.e., a une
divergence nulle). Cela entraine K=Ekg.u, etaussi < g—u, kg >= 0. Donc:
K=E[k( 8] ; K=E[k (-]
Par différence, nous trouvons :

) K—K=E((12—k)g-é)

C’est cette relation, absolument générale, que nous allons maintenant exploiter
dans différents contextes.

1. Les relations en JK/ok;

Pour une perméabilité de la forme (1), on peut faire varier les paramétres k; en laissant
fixes les ensembles aléatoires A;. On obtient ainsi une fonction K(kg, k;...) des variables
k;. Désignons par K; = dK/ok; les dérivées partielles correspondantes. De (7) résulte
immédiatement :

@® Ki=E 1Ai lg|?
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'Si I'on désigne par p; la fraction volumique de la phase A;, i.e. la probabilité
pi = P(x €EA)), on voit que K;/p; est'espérance conditionnelle de |g|? dans la phase
A;, tandis que E (1 Aig)/pi est I’espérance conditionnelle du gradient lui—méme.
Ecrivant donc que le moment d’ordre 2 est plus grand que le carré du moment d’ordre
1, nous obtenons :

©) Kizg [E L, g]z

Cas d’un milieu biphasique

Dans le cas général, on ne sait pas calculer ces espérances conditionnelles. Mais dans
le cas particulier d’un milieu & 2 composantes, soient deux phases seulement Ay et
A; = Ay, on a évidemment

1, o Xu-k 4 _E-k
et par suite
k, - K K -k
E1l =1 u; E1 =——y
D’ol1 les inégalités :
2 2
' _:L kl_K N ' _1- K "'ko
(10 KOZQ(kl-—ko) ’ Klzp(kl—ko

On a posé, selon I'usage, p; = p, q = pg = 1—p. Dans ce qui suit, on supposera
ki = ko, sans nuire a la généralité. Comme K(kg,k;) est homogéne de degré 1, on a
K = kyK'y + k; K';, et les relations (10) se combinent pour donner :

m-KE-myg =0

On retrouve donc ainsi les bornes dites de Wiener (ng <K <m). En fait, la premiére
inégalité (10) exprime qu’a ky fixé, la fonction

1/(k, — K) — 1/[Q(k1 - ko)]

est croissante en kg. Si kg tend vers kj, compte tenu de (2), cette fonction tend vers
- p/(q@ N k;). Pour kg < ki, il vient donc :

1/(ky - K) = 1/[q(k; ~ ko)] = p/(N q ky)
ce qui s’écrit encore :

Pq (kl - k0)2

1D K=m-
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De la méme fagon, la seconde relation (10) exprime que la fonction
1/ — ko) — 1/[pk; — k] est décroissante en ki, et, compte tenu de (2), on en
déduit

p q (& — kp)?

ar) K2m- (N0 bt ok

On reconnait, respectivement, les bornes supérieure et inférieure de Hashin et
Shitrikman [6] pour le cas du milieu a deux phases.

Pour k¢ nul, K est de la forme K(0,k,) = Bk;, avec un coefficient g = 0
indépendant de ky. Par définition,ona g = 0 ou f > 0 selonque pest <p. ou > p,
(seuil de percolation). En intégrant la premiére inégalité (10) de 0 a kg, on trouvera
cette fois

_ap = Bl — ky)?
qk; +(@-P kg
De méme, pour p <p,, il peut arriver (mais non nécessairement) que, a kg fixe et k;

tendant vers I'infini, K(kq , k1) tende vers une limite finie nécessairement de la forme
y ko. En intégrant la seconde inégalité (10) de ki & I’infini, il vient cette fois

(12) K=m

Pz(k1 - ko)z

1 K_ —
(123 =m pk;+&—-1-p)k,

Aux grandes valeurs de kj/kg, ces bornes sont nettement meilleures que celles de
Hashin et Shtrikman (pourvu que f > 0 et a < » respectivement), puisqu’elles
impliquent asymptotiquement K = § k; + ¢ et K— vy k,.

Cas général

Dans le cas d’un milieu & plus de deux phases, on ne peut plus utiliser I’inégalité (9),
faute de connaitre les quantités @, définies par :

E 1A1g=uﬁl

Toutefois, ces quantités sont liées par les relations

w. =1 ; w:; k. =K
zx 211

Supposons que le milieu comporte M+1 phases Ay, A,,..., Ay, ordonnées de
maniére a avoir kg < k; < ... < ky,. Sinous remplagons les probabilités initiales p; par
les quantités

B = by




Quelques inégalités pour la perméabilité... 7

nous pouvons calculer les espérances de |g|? et de g pour ce nouveau systéme :

k - k
Eulgl® = X ot E Lalel®

W, u= .
— i .
m - k, m — k,

k.- k K-k
Eug-:zl 0 — 0

Compte tenu de (8), et de 3 k;K; = K, I'inégalité E,|g|? = |E, g|% vadonc
donner :

(K - k0)2
(13) > Kis ko( m)

En travaillant de la méme fagon avec le systéme v; = (ky — k;) p;/(ky; — m), on
trouve encore :

, , Gy~ K02
(18 2Ki= kM( W)

Pour un systéme (ky, k;,..., ky) donné, et un parameétre t =0, posons
Mettant (13’) sous la forme : ’

Z ey — kPK; - 1

il vient, pour la fonction f(t) :

e 1 1

(m est la valeur fixe ¥, p; kj, soit m(t) pour t = 0). Il suffit ensuite d’intégrer en t de

t=0 a 1 — ¢ et de tenir compte de la relation de Schwydler (2) pour obtenir la borne
supérieure :

14 K Ny oy — ) = 02

De la méme facon, on obtiendra & partir de (13) la borne complémentaire

(m - k0)02

(14) Kem - @k + o
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Compte tenu des propriétés de continuité de la fonctionnelle K, la borne supérieure (14)
reste valable pour toute perméabilité k(x) majorée par une constante ky, et de méme
(14’) pour k(x) minorée par une constante k, > 0. Elles représentent la forme la plus
générale des bornes de type Hashin et Shtrikman

Inégalités duales

Dans toutes ces questions, on peut aussi adopter le point de vue dual, c’est—a—dire
raisonner sur I'inverse de la perméabilité, appelée généralement résistivité r. Nous
poserons donc

rx) =1/kx) ; R=1/K ; q=kg/K

De méme que g était un gradient d’espérance u, q est maintenant un vecteur de
divergence nulle de méme espérance u. La relation de base (7) se met sous la forme
équivalente :

(7 R-R=E(f-1q.q)

C’est, maintenant, ro = 1/kg qui joue le réle de borne supérieure, et ryy = 1/ky
celui de borne inférieure. On note d’autre part les relations

§_R_=£{_i2_ K:

ar;, K2 ! ; E@ = 1/my
1 -

En réitérant les raisonnements précédents, on aboutira donc aux inégalités :

f ZkizK§<_1_R_(R_rM)2

(15) {

S (e B
K2 " Tg ro — 1/my
Au lieu de la variance de r, nous introduisons le coefficient sans dimension C2
défini par
C? = Var(1/k)/(E(1/K)*

On notera que, sous la forme duale, le coefficient 1/N doit étre remplacé par (N—-1)/N
dans la formule (2), qui devient ainsi :

@) R=g (1-BxL )+ o
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En intégrant ces inégalités selon le méme procédé que ci—dessus, on obtient de
nouvelles bornes de type Hashin et Shtrikman, que nous transcrivons ici en notation
ketK:

(N — 1) ky (ky — my) C2
(kyy — mp) + (N — 1) ky, C2

KSmH+N

(16) {
(N - 1) ky(mp — kp) C?

™8 ¥ N(mg - k) — (N — 1) ko 02

K=

Dans le cas de deux phases seulement, ces bornes (16) s’identifient & (14) et (14°)
car, les espérances E 1 AS et E1 AB étant connues, la forme duale n’apporte pas
d’information supplémentaire. Dans le cas général, il n’y a pas de relation nécessaire
entre C2, my, m et 02, et, selon les valeurs respectives de ces parametres, les bornes
duales (16) seront tant6t meilleures, tantét moins bonnes que leurs homologues (14)
et (14°).

2. Les relations en JK/dp

Nous considérons maintenant, & nouveau, un milieu & deux phases seulement, mais,
laissant fixes les valeurs de kg et k1, nous allons au contraire accroitre 1'une des deux
phases aux dépens de ’autre. Autrement dit, avec toujours ki>kg, nous considérons
une partition aléatoire de RN en trois ensembles Ay, B et Ay, et nous introduisons les
perméabilités k(x) et k(x) définies par :

La relation (7) nous donne alors :

K-K=(k—k)E (13g g

et nous déduisons de I’inégalité de Schwarz :

- _ 1/2
18 K - K = (k; - ko) [E(Lpg1%) E(15]21?)]

Restent a évaluer les espérances qui figurent au second membre de cette inégalité.
Cela est possible dans le cadre des modgles & croissance sans mémoire. Nous
entendons par 13 un modeéle dans lequel g 4 la méme distribution conditionnelle dans
Ay et dans B, ainsi que g dans B et dans A;. Autrement dit, dans ’ancien milieu (k),
rien ne permet de prévoir quelles portions de la phase 0 vont passer dans la phase 1,
et, de méme, dans le nouveau milieu (k) rien ne permet de distinguer les portions
anciennes et récentes de la phase 1. Ces conditions sont réalisées par deux classes de
modéles au moins :
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® Les modéles booléens, [10]. Ici, la phase A; (par exemple) est constituée par
la réunion de “grains primaires”, qui sont eux—mémes des ensembles compacts
aléatoires, indépendants et équivalents, implantés aux points d’un processus de
Poisson stationnaire de densité 6 (constante dans I’espace). L’accroissement de la
phase 1 correspond & une variation 38 > 0 de la densité poissonienne : ce qui revient
a implanter de nouveaux grains primaires, équivalents aux précédents, mais
indépendants, aux points d’un nouveau processus de Poisson, indépendant du
précédent, et de densité 86.

® Les mosaiques aléatoires (nombreux exemples dans [7]). Ici, on se donne une
partition aléatoire fixe de RN en un nombre (infini) d’ensembles C,, et I’appartenance
de chaque C, a la phase A; et Ag est tirée au sort, indépendamment, avec la méme
probabilité p. L’accroissement de la phase A; est obtenu par de nouveaux tirages au
sort indépendants, faisant éventuellement passer en phase 1 avec la probabilité dp/q
chacun des ensembles C,, classés précédemment dans la phase 0.

Revenons au modale (17), et posons :
q-86p=E le ;9p=Elg; p=E 1A1
Compte tenu de (8), nous trouvons, pour un modeéle a croissance sans mémoire :

E(lB|g|2) = %E Ko ; E(lnlélz) = p—'_arggg K',

Portant ces valeurs dans (18), et faisant ensuite tendre 8p vers 0, nous obtenons
une inégalité remarquable :

19 K < (kl - ko)
écrite, rappelons—le, pour k; >kg. Si kj <k, 'inégalité doit évidemment étre inversée.

Or, il existe un modéle simple pour lequel ’égalité est réalisée dans la relation (19),
c’est le modele du milieu autocohérent. Dans le cas de deux phases seulement, les
relations (6) s’écrivent, en effet :

(1 -p) ky Pk _1
(20) L+ N-DE ETMN-DE_ N

et des calculs élémentaires montrent qu’elles entrainent :

2 ’ '
aKY) _ _1ye KoKy
(ap) = (& — ko) Pq

Compte tenu de la positivité des dérivées partielles, ceci équivaut bien a I’égalité
dans les relations (19).
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Il ne résulte pas automatiquement de cette remarque que la formule du milieu
autocohérent fournisse nécessairement une borne, supérieure ou inférieure, pour la
valeur de K. Il faut y regarder de plus preés.

Comparaison avec le milieu autocohérent

Dans ce qui suit, nous désignerons par K, la valeur de K fournie par la relation (6).
Pour préciser les relations existant entre K et K, il sera commode d’effectuer le
changement de variables suivant :

k, + k k, — k
(21) §=-—1—%—2;n=(p—q)(12 0);0=\/135(k1—ko)

avec, inversement :

) 1 N
21) ki =E+yn2+0% ; kg=E-/n?+0? ; p=5 |1 + —=——
1 m 0 2 /n2+0-2

et les contraintes de positivité :
(22) E=20 ; E2—-n2-0%2=20

Avec ces nouvelles variables, la relation (19) se met sous la forme :

(23) (-%-&K)z - (%%)2 - (%%-)2 =0

et I'inégalité devient une égalité dans le cas de K,., qui apparait ainsi comme une
solution de I’équation des ondes, a I’approximation de I’optique géométrique.

Désignons alors par C. le céne défini par les relations (22). Dans la terminologie
de la théorie de la relativité, ce serait le cone du futur. On peut lui associer une relation
d’ordre, et dire qu'un point M’ est postérieur & un point M si le vecteur MM’ appartient
au cbne C;, c’est—a—diresil’ona:

E=2E e E-852z2m-m?2+ (0 -o0)?

L’inégalité (23) signifie alors que K est une fonction croissante pour l'ordre
défini par le cone C;, autrement dit MM' € C, entraine K(M’) = K(M). Dans le
cas de Ky, on a encore une fonction croissante pour I'ordre C., mais, ’égalité étant
atteinte, il va étre possible de trouver, en coordonnées (&, 7, 0), des chemins le long
desquels K, restera constante, tandis que K augmentera.

Des équations (20), en effet, on déduit sans peine que le gradient de K,., au point
(&, n, 0), a des composantes de la forme :
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aKac__ N—Z)

f BE - A(E"'( 2 Kac)
OKae _ (.. N )

‘ an =A 7]+2 Kac
Koo _ _

L o - A

avec un facteur A qu’il est inutile de préciser. Si nous considérons le vecteur vitesse V
de composantes :

d€ _ ¢, (N -2 o Ny . do_
(24) E{"E"‘(z)Kac’dt-n 2Ka(:a dt—o

la relation

2 2 2
aKac _ aKac - aKac —_ 0
& am 90
entraine immédiatement :
2 2 P)
_ (d& dn ( do) _
VoV K = (dt) (dt at) =°

Donc K, reste constant le long des trajectoires définies par les équations
différentielles (24), tandis que K devient une fonction croissante de t. Par suite

si, sur cette trajectoire, ona K = K, pourunevaleur tgdet, on auraK < K, pourt < tg,
et K=K,. pourt =t

Cas de la mosaique aléatoire 2—-D

Pour exploiter cette remarque, considérons le cas d’'une mosaique aléatoire a deux
phases dans ’espace a deux dimensions. Pour p = 1/2, ce modéle vérifie les
conditions de validité de la formule (3) — ce qui ne serait pas le cas pour le modale
booléen. Pour la mosaique, on adonc K = /kyk; enp = 1/2, et, Kyc prenant la méme
valeur, K = K,.. Or p = 1/2 entraine = 0 d’aprés la relation (21). Inversement,
n = 0 entraine soit p = 1/2, soit k; = k;, et donc dans tous les cas K = K.

Il reste a voir si les trajectoires de la solution de 1’équation différentielle (24)
comportent toutes un passage par # = 0. Or, pour N = 2, et compte tenu de I'intégrale
premiere K,. = constante, cette solution est de la forme :

EM) = g €
(25) N = Ko — Kac — Mg) et

o(t) = g, ¢




Quelques inégalités pour la perméabilité... 13

D’autre part, toujours pour N = 2, la relation (20) donne

Kac='r]+\/§2"02

de sorte que I'on a Ky > 79 strictement (saufsi €, = o, et 1y = 0, c’est—a—dire
k, = kg = 0). Dong, il existe une valeur tp de t pour laquelle #(tp) = 0, définie par

ebo = Kac/(Kac — ﬂo)

Il reste a vérifier que la condition &2 = 42 + o2 est bien satisfaiteent = t;. Or
cette condition est toujours satisfaite par les données intiales &, v, 0, ce qui implique
Ep = 0y Comme 7(ty) = 0, les relations (25) donnent bien :

E(to)z - T]z(to) - 02(t0) = (E(z) - 0%) eto = 0.
Ainsi, cette valeur t = tj est effeectivement réalisée par un milieu physiquement

possible.

Remarquons, enfin, que les équations différentielles (24) entrainent aussi

dp _ _ _ o%() K

=0
dt [02(t) + n2(t)

3/2
]

de sorte que p(t) est, sur la trajectoire, une fonction décroissante de t. Si donc, &
I'instant initial t = 0, on a p = 1/2, il faut augmenter t pour atteindre p = 1/2, et donc
to =0. Comme on a K = K en 1y, il résulte de ce qui précéde que I'on avait K <K,
a I'instant initial t = 0. De méme, p < 1/2 entraine ty <0, et donc K = Kycent =0,
Enongons ce résultat :

THEOREME. — Dans lespace a deux dimensions, et pour toute mosaique
aléatoire isotrope a deux phases, on a

K=K, pourp=<1/2 et K<K,;, pourp=1/2

Pour p = 1/2, on a de plus, évidemment, K = K, = ,/k; k;. Rappelons que la valeur
de K, est

Kuo = |0 = 0k~ k) + (0 = 0%y — k9? + 4 1 ko) 2

N.B. — Le théoréme reste valable si I’on suppose seulement la mosaique invariante
statistiquement pour les rotations de 90°.

Nous allons maintenant établir des bornes complémentaires, qui nous conduiront
a proposer la conjecture suivante :

CONJECTURE. — Dans l'espace & deux dimensions, et pour toute mosaique
aléatoire isotrope a deux phases, on a

K = /mmy pourp=<1/2 et K = /mmy pourp=1/2
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Recherche de bornes complémentaires

Pour cela, nous allons mettre la relation générale (7) sous plusieurs formes
' équivalentes. Partant de I'identité

lg|®2=|g|2+28.(~-9 - |g—-g|?

et multipliant par ]T:, nous obtenons, compte—tenu de I’orthogonalité de k g et de
E-9):

K=Ek|g|?=K+E k-K|g|?- E k|g—g|?
et, de la méme facon :
K=K-E (-kg?-Ek|z-g|?

ou, sous forme de différence :

K-K=E®k-k) Ig2-—Eklg—g?
26) g g— g
K-K=E(k-k) Ig2+Eklg—g?

et enfin, par sommation des deux relations précédentes :

(27) K-K

]
DO

E [k -1 (lgl?+ 112 - 12~ ¢l?)]
ce qui n’est, d’ailleurs, pas autre chose que larelation (7).

Examinons les conséquences de ces relations pour un modele de type (17) a
croissance sans mémoire.

Compte tenu des propriétés de ce modéle, on a

E 13/g|? = @p/9Ko ; E 1;lg|2 = [dp/(p + 8p)] Ky

et donc

g 5 ' oy -~ 6 '
E &k - b|g|? =-qE &, -k Ky ; E (k- k)|z|2 =p+pap &, - ko) Ko

Nous utiliserons ensuite la minoration :
1.13 2 1 1.(5 2
E(lzlg-el?) = 55 [E L@ - o)
Comme on a de plus, d’apres les résultats de la premigre partie :

El,g=
S EE T Ky — Xy
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il vient

2
a -~

Comme toujours, nous supposons k; — kg =0. Portant cette minoration dans
(27), et faisant tendre dp vers 0, nous obtenons

2
K _1 Ko  Ki _ K—-m
(28) o = 5 (k1 — ko) [q + 3 (—-—————pq(kl I ko)) ]
avecm = E k = p k; + q ky. De méme, compte tenu aussi de
Ek |g-g|?2k E 13|g-g|®
la relation (26) nous donne :

K. 2
aK K—-m
(29) 5o = (kg — ko) -t ko(m)

Posant F = m — K, et prenant comme nouvelles variables m, 02, p, ’équation
(28) se met sous la forme :

9 2 __F2
2 3p F(m, 0% p) = o O

Elle exprime donc qu’a m et o2 fixés, la fonction

1 _,P—4

m-K ohpg

est décroissante en p, d’ol1 possibilités d’obtenir de nouvelles bornes. Toutefois,
comme la fonction K, vérifie I'inégalité (28), ces bornes ont peu de chances d’étre
meilleures que celles qui se déduisent de (18). Elles sont toutefois plus faciles a
exploiter, ce qui peut étre un avantage.

Toujours avec F = m — K, mais en variables m, k, p, I'inégalité (29) devient

_3 L
Elle exprime donc qu’a m et k fixés, la fonction

1 kg 1
m-K (m-ky2d
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est croissante en p. Partant des valeurs p, kg, k;, 8 m et kg fixés, on aurap’ = 1/2
pour k; = 2m — k. Ainsi, dans le cas de la mosaique aléatoire dans I’espace & deux
dimensions, o1 la régle K = /k,k; est valable en p’ = 1/2, on trouve

1 _ 1 ___ ko 2q-1
m-K"m- fk@m-k) m-ky? 9

pour p < 1/2, et I'inégalité inverse pour p = 1/2. Avec les notations
m=pk +qky; m"=pky+qk; o®=pqk, - ky?
cela donne pour p <1/2

_ po?

Par dualité, on trouve des inégalités analogues entre les résistivités, qui se
transcrivent, en termes de perméabilités, sous la forme

q kyk; + pm* /k,@m"* - kp)

pour p <1/2, et I'inégalité inverse pour p =1/2. 1l est facile de voir que le second
membre de (31) est toujours supérieur a celui de (30), avec égalité seulement dans le
cas p = 1/2. Finalement, donc, les bornes complémentaires que nous cherchions
s’écrivent :

(30) K=m

(31) K=<m-

F « < PKoky +qm fko@m — kg) P =1/2)
pm* + q /ko(2m — k)

gqm + p /ko(m* — ko) @ =1/2

q kok; + pm* Jkom* — k)

(32) 1

En p = 1/2, ces inégalités entrainent, comme il se doit, K = /k, k;. Noter aussi
que, pour ky = 0, on trouve K = 0 pour p < 1/2. Autrement dit, & deux dimensions, le
seuil de percolation p, d’une mosaique aléatoire isotrope a deux phases est toujours

=1/2.

Ces bornes complétent celles que nous fournit K. Il est facile de voir que la
fonction K = /mmy; satisfait a 'inégalité (29), donc aussi aux relations (82) qui s’en
déduisent. On constate, sur la figure 1, que, pour un rapport k,/k, = 10%,
c’est—a—dire déja trés élevé, les bornes (32) restent trés proches de /mmy, ce qui
suggeére la conjecture avancée ci—dessus. Sur la figure 2, on peut voir, pour le méme
rapport k;/k, = 10%, le comportement de nos trois modales (4), (5) et (6) dans le cas
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de 3 dimensions. La moyenne d’ordre a = 1/3 reste comprise entre les deux autres
modeles, sauf toutefois au voisinage de p = 1/3. La conjecture avancée dans le cas
N = 2 est donc, peut—étre, moins plausible pour N = 3.

Généralisations possibles

Les résultats que nous avons obtenus, pour les modgles & croissance sans mémoire,
dans le cas de deux phases seulement peuvent vraisemblablement se généraliser au cas
multiphasique. Dans ce cas, pour manier librement les dérivées partielles 6K/dp;, sans
étre génés par la condition ) p; = 1, nous prolongerons la définition de K en posant :

K(k;;p;) = (2 p;) K(ks 59/ 2 po)

pour > p;# 1. Clest alors la différence 9K/op; — oK/ dp; qui représente
I’accroissement de la phase i aux dépens de la phasej. 1l est facile de voir que la relation
(19) se généralise au cas d’un milieu multiphasique a croissance sans mémoire, sous la
forme :

oK _ oK _ K; Kj
(33) %; ~ p; = < (k- k) /5 5,

sik;, = k et I'inégalité inverse dans le cas contraire.

D’autre part, la fonction K, définie par

kx Z Pi

Z k; + (N ~ DK,

vérifie encore, pour chaque i et chaque j, la relation :

2
9K _ 3K 2 K K
(34) (api apj) (k kJ) Pi P

donc, pour k; > k;, réalise 'égalité dans (33). C’est cette circonstance qui suggere la
possibilité de généralisation. On notera aussi ’aspect étrangement surdéterminé de
la fonction K,;, qui vérifie simultanément toutes les équations (34), au nombre de
n(n—1)/2 ¢’il y a n phases.
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