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UNE CONJECTURE SUR LA COVARIANCE D’UN ENSEMBLE
o ’ . ALEATOIRE

Conférence de G. Matheron du 26 Mai 1993

notes prises par E. Castelier

Motivations

La fonction indicatrice d’un ensemble aléatoire s’introduit naturellement dans de nom-
breux problémes :

Soit, par exemple, une fonction aléatoire Z(z). Dans un probléme d’estimation non
linéaire, la seule fonction de covariance ne suffit plus. On peut avoir besoin du systéme de
probabilité complet de tout couple de points. Ce systéme s’écrit :

F”l.wa(zl’zz) = P(Z(xl) < 2z, Z(Il?z) < 22) = E{lz($1)<zx 1Z(¢2)<12}

On reconnait la covariance croisée des ensembles aléatoires A(z) = {z | Z(z) < 21}
et A(z) = {z | Z(z) < z}.

On utilise ce résultat dans la méthode du cokrigeage des indicatrices appelée aussi
krigeage disjonctif.

Il se pose le probléeme d’une modélisation convenable d’une covariance d’indicatrice
(CI) car une CI ne peut pas é&tre quelconque parmi les fonctions de covariance :

— On sait que la fonction aléatoire indicatrice d’un ensemble aléatoire n’est pas déri-
vable en moyenne quadratique, ce qui se traduit sur sa fonction de covariance.

~ Une indicatrice d’ensemble aléatoire ne prend comme valeurs que des 0 ou des 1. Les
variogrammes d’ordre 1 et 2 sont donc égaux, ce qui implique pour les variogrammes
des inégalités triangulaires du type: '
7(z1,22) < 7(21,20) + 7(20, 72) Vzo,21, T2

Nous allons voir une condition nécessaire et qu’on espére suffisante pour qu’une fonction
de covariance soit de plus une CIL.

1 Préliminaires

Le théoreme de Bochner permet de caractériser les fonctions de covariance des fonctions
aléatoires (FA) stationnaires. C’est un théoréme treés fort. Si on ne suppose plus la FA

Ecole des Mines de Paris, 1993



108 G. MATHERON

sationnaire, la caractérisation d’une fonction de covariance devient plus aisée 3 établir.
Elle s’écrit :

C(z,y) est la fonction de covariance VN e N, Vzq,...,zn, VA1,..., Ay € RY
d’une fonction aléatoire & z M) C(zs,25) > 0
i,j€[1...N]?

Pour caractériser la covariance d’une indicatrice, nous nous placerons de méme dans
le cas d’un ensemble aléatoire A non nécessairement stationnaire.
Soient

— N points ¢4, ..,z
— Un ensemble aléatoire A défini sur ces N points.
— La FA indicatrice de A: Z; = Z(z;) = 14(=;)
- Cij =B{Z:Z;}, v = %E{(Z,- - Z;)*%}
On trouve les relations:
p=E{Z}=E{Z}=C:s Cy= m—;‘& ~ Yij

qui permettent de retrouver les covariances C;; & l'aide des variogrammes 7v;; et des
espérances p; et réciproquement.

En fait nous allons montrer que les valeurs 7;; suffisent & retrouver les covariances
pourvu qu’on rajoute un point au systéme.
Deux points de vue équivalents

Un dénombrement montre que

— les covariances Cj; j<; pour N points sont au nombre de NN+1) 1\;+1 .

— les variogrammes 7;; ;<; pour N + 1 points sont au nombre de M%ﬂl

Montrons maintenant la propriété:

Propriété: Il est équivalent de se donner les covariances de N points ou les vario-
grammes de N + 1 points.

a) On se donne 7;; <; pour N + 1 points z,...,Zx.

Définition Un Ensemble Aléatoire A est dit autodual si il est équivalent en loi 4 son
complémentaire noté A°.

s

A A°

— On peut toujours construire un ensemble aléatoire autodual A’ & partir de A qui

laisse inchangés les variogrammes. Remarquons déja que les variogrammes de A°
sont les méme que ceux de A. Construisons A’ par:

A'=A avecla probabilité
A'= A° avecla probabilité

TN
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A’ ainsi construit est autodual et conserve les variogrammes. On peut donc supposer
A autodual.

- On fixe Z; = 1. A étant autodual, cela ne change pas les variogrammes 7;; pour
(¢,7 # 0). On trouve par le calcul suivant :

270 = E{(Zi - 20)2} = E{Zf + Zg - 2Z£Zo} =1+ E{Zzz} - 2E{Zi} =1-p

les p; qui permettent de remonter aux C;;.

b) On se donne N points z,,...,2y, les p; et les 5;; correspondants.

— On peut ajouter un point z, et on pose Zy = 1. On obtient alors 2v¢; = 1 — p;, ce
qui nous donne les variogrammes pour N + 1 points.

On vient de montrer 1’équivalence a) < b). De plus on peut supposer A autodual.

2 Formulation géométrique équivalente

Soit A un ensemble aléatoire autodual sur N + 1 points z,...,zy, de variogrammes
Yij i<j- On a la propriété:

Propriété La loi de l’ensemble aléatoire autodual A sur {zq,...,zx} est parfaitement
définie par la loi de Uensemble aléatoire A' = {A | zo & A}, ensemble A conditionné par
o ¢ A.

Démonstration Des relations:

1=P{eo € A} +P{zo€ A7 et  P{zo € A} = P{z, € A°}

on tire P{zo ¢ A} =P{zo€ A°} =1
Soit @ un sous-ensemble déterministe de {zg,...,zn}. On pose p(a) = P{A = a}. 4
étant autodual, on trouve p(a) = p(a*), ce qui entraine:

pla) = P{A=al|z g A}P{z0o ¢ A} + P{A=a]z,€ A}P{z,€ A}
pla)=pla®) = P{A=o|2o g A}P{zc ¢ A} + P{A=0o°]|zo€ A}P{z, € A}

Sizg € @, P{A =a]|zo & A} = 0, sinon P{A = a° | 20 ¢ A} = 0; de plus
P{zo ¢ A} = L d’ot:

_ ) P{A=a |2z g A} sizg€a
p(a)_{ iP{A=alz ¢ A} sizoda

La loi de A est bien déterminée par celle de A’ = {A | zo & A}.

On fixe donc Zy = 0.
Un sous-ensemble « de {zg,...,zx} tel que zo € a peut &tre identifié & un élément de
[0,1]", qu’on note & par abus, et défini par:

=1 siz; €a Vi=1...N
0 sino»nv
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L’ensemble aléatoire A’ = {A | zo € A} prend la configuration a avec la probabilité
p(a) 2 0. On trouve bien sir 3,1 ;v P(@) = 1.
On peut définir une fonction 4 par:

v:[0,1]Y — R

o~ (@):p(e) = BZWS

5 V0Li<j<N

Pour calculer les termes du type ,; on étend a & [0,1]V*! en posant oy = 0. On trouve
que les variogrammes de A sont définis par:

Vi = Z p(a)yii(a) avec p(a) > 0 et Z pla)=1

«€f0,1]V a€lo, 1]V

Comme le systéme de probabilité définit I’ensemble aléatoire A, cette condition est
nécessaire et suffisante pour que les variogrammes 7;; soient ceux d’un ensemble aléatoire.

Géométriquement cette condition exprime qu’un variogramme 7;; est celui d’un ensemble
» . . . . N(NF1) . N ’
aléatoire si et seulement si le point 7;; de R™ 7 appartient 4 I'enveloppe convexe formée

par les 2V points® {y(a)}acpo, v
La condition nécessaire et suffisante pour qu’un variogramme soit admissible s’obtient
donc en trouvant les inégalités correspondantes aux hyperfaces du polyedre. Elles ont la

forme:
Ztij’)’ij < é(t)

Regardons dans des cas simples & quoi correspondent ces inégalités.

Trois points

-

Zo Zv Z. {2712 272 270
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 1

Les 4 configurations de [0, 1]? constituent un polyedre régulier dans R?: c’est le tétrad-
dre régulier. On trouve les inégalités suivantes :

Yie < 7+ 76 (3 inégalités)
Yor+ Y12+ 720 51

qui constituent 4 CNS.

Quatre points

La figure se complique : c’est ’enveloppe convexe de 8 points dans R®. On y met un
peu d’ordre en rangeant les sommets par classes telles que ) ;;=constante.

N(N—1)
1. Nous avons ici N -+ 1 points. Pour N points on considére un polyédre & 2% ~! sommets dans R™ 2
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Zo Zy Zy Z3|2X Yo Yoz Yoz Y3 Va1 M1z | 20 7%ij
0 o0 0 o0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 3
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 3
0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 3
0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 3
0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 4
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 4
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 4

Une face est un hyperplan défini par 6 points au moins. On en dénombre donc C$=28
au plus. Parmi les C¥=21 passant par le point 0,

— 12 sont construites avec le point 0, 3 points de classe 3 et 2 points de classe 4; elles
fournissent les inégalités vir < vij + ¥jk-

— 6 sont construites avec le point 0, 2 points de classe 3 et 3 points de classe 4 ; ce ne
sont pas des faces extérieures car les quantités du type Yoz + Yoz — Y12 — i3 ne sont
pas de signe constant.

— 4 sont construites avec le point 0, 4 points de classe 3 et 1 points de classe 4 ; ce ne
sont pas des faces extérieures car les quantités du type o3 + Y13 — Y03 — 712 ne sont
pas de signe constant.

Des 21 faces passant par 0, 12 seulement sont des hyperplans d’appui et fournissent
des inégalités. Il reste 7 faces qui ne passent pas par 0:

— 4 sont construites avec 3 points de classe 3 et 3 de classe 4. Elles fournissent les
inégalités du type vos + Yoz + Y23 < 1.

— 3 sont construites avec 4 points de classe 3 et 2 de classe 4. Elles fo irnissent les
inégalités du type vo1 + Yoz + Y23 + 113 < 2.

Ces 7 inégalités se reduisent 3 4 inégalités car

Yor+Yo2+ 71251

yos + 713 + 712 < 1 = Yor+ Yozt Yes+ 713 <2

Finalement les CNS sont les suivantes:

Yire < Vi + ik (12 inégalités)
Yii + Ykt <1 (4 inégalités)
Le polyédre est un polyedre régulier & 16 faces. Chaque face comprend 6 sommets
et est un simplexe de R®. En considérant 4 points, on n’a rajouté aucune inégalité par
rapport au cas des 3 points.

Cing points

La configuration se complique encore. Il est maintenant fastidieux d’exposer en détail
ce cas. Voici les résultats qu’on en tire si on prend la peine de ’étudier en détail :

On a un polyédre & 16 sommets dans R'® avec C19=8008 hyperplans possibles dont
C15=5005 passent par 0. Ce polyedre ne posséde, comme hyperplans d’appui, que

— 40 faces & 12 sommets (non simpliciales)



112 G. MATHERON

~ 16 faces 3 10 sommets (simplexes)

Considérons les faces passant par 0. Nous verrons plus loin qu’on pourra toujours
ramener une face a une face passant par 0. Ces faces fournissent 40 inégalités:

Yie < Vi + Ve (30 inégalités)
Yor+ Y1z + Yoz + 734 < Yos+ Yoa+ Y1z + Via + Y2z + You (10 inégalités)

On remarque que dans les trois cas considérés les inégalités provenant des faces passant
par 0 peuvent s’écrire sous une forme compacte :

Y€€iv; < 0 avece; € {—~1,0,1}et Se; =1 (1)

On conjecture que cette forme décrit toutes les inégalités des faces passant par 0 quel
que soit le nombre de points considéré.

3 Théorie des groupes

On cherche ici & ramener ’ensemble des faces du polyédre & celles passant par le
sommet 0. Pour cela, on introduit :

-1 site A

Y"=1”‘2Z"={ 1 siig A

ce qui nous permet de passer d’un groupe pour I’addition de (Z/2Z) 4 un groupe multipli-
catif.
Posons p;; = E{Y;Y;}. On remarque qu’on a:

A%~ 20 =Yi-Y;)" =2-2XY; & py=1-4y

On passe de la représentation des v;; & celle des p;; par simple homothétie sur P’espace
RN!I\;{-I!

Un ensemble a déterministe s’identifie & un élément de {—1, 1}V avec
a= -1 siz;€a
o= 1 sie;da

On peut construire:

p: {1, I}N . ]RN(N+12
! = pla):pla)j=ma; YOLi<j<N

On trouve bien sir p;j(a) = 1—4v;;(a). Les 2V p(a) constituent dans R un polyedre
homothétique de celui des y(a).

. N(N+1)
Groupe agissant sur IR~ 2

Les éléments de {—1,1}" forment un groupe commutatif pour la différence symé-
trique a:

asf (anpge)u(esnp)

Ve B e i-LUY by = abs
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Ce groupe posséde un élément neutre, qui est 'ensemble vide @) et chaque élement o
. . » N N 1
est son propre inverse : aaa = (). On peut faire agir ce groupe sur R au moyen d’une

fonction

&:{~-1, 1" xR"FT> - R
(a,z) = ®la,z)ij=oo; 2 YVOLIi<j<N
Sur R ®(a,.) est une isométrie involutive : ®(a,.)"! = ¥(a,.).

On remarque que ®(8, p(a)) = p(Baa), c’est & dire que ®(3,.) permute les faces du
polyédre. On voit qu’on peut ne s’intéresser qu’a un des sommets du polyedre. Les autres
sommets sont obtenu en faisant agir le groupe {~1,1}".

Ainsi, connaissant les inégalités décrivant les hyperplans d’appui passant par un des
sommets sous la forme ) t;; p;; < ¢(2), on en déduit les autres par:

Vae{-1,1}¥ D aojtijpi; < (1)

4 Conditions nécessaires et conjecturées suffisantes

Montrons que les conditions (1):

Yoeigivi; < 0 avece; € {-1,0,1}et Y g =1

sont nécessaires pour qu’on ait affaire & un variogramme d’indicatrice.
Soit les variables aléatoires Y; définies plus haut. Ces variables valent soit 1, soit -1.
Dans (Z/2Z) on a donc:

Y; =1[2] > VNeNY Y NY; =) N [2]

En prenant des entiers N; tels que Y N; est impaire, alors 3 N,;Y; est impaire, ce qui
entraine (}° N;Y;)? > 1. En passant A ’espérance, on obtient :

Y N; € NY tels que > N; est impaire = Z N;N;pi; > 1
0Li<igN

Comme p;; = 1 — 47;;, I'inégalité devient :
(EN,')2 - 42’7,‘1' NiNj 2 0
1,5

En choisissant N; = ¢; € {~1,0,1} tels que }_&; = 1 on retrouve les conditions
annoncées.

Conjecture On pense que toutes les inégalités relatives au sommet 0 sont contenues dans
P’expression (1). Les autres inégalités s’en déduisent en faisant agir le groupe {—1,1}" qui
transforme p;; en oy p;;.



