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NOTE STATISTIQUE N° 20

LA RECONNAISSANCE DES AMAS,

Is probléme de la reconnaissance des amas a déji &té

sbordé dans la Note Statistique N°164, Les hypothéses simplificatrices .

faites dans cette étude ont pu apparaftre, un moment, comme"Peu ine
quiétantes, Cependant, nous retrouverons ci=aprés des formules du mé=-
me type que celles éteblies & cette occasion, dont seuls les coeffiew
cients numériques seront modifiés : Bt encore cette modification se=
ra surtout imputable & la correction d'une erreur de raisonnement ine
dépendante des hypothdses simplificatrices, L'objet de la présente

étude n'est donc pas tant d'atteindre & une plus grande rigueur, que
de donner une plus juste mesure de l'approximation consentie,

I - RETOUR SUR UN PRINCIPE DE BASE

Il a été admis une fois pour toutes, & la base de la
théorie lognormale de 1l'échantillonnage systématique, un principe de
composition "logarithmique" qui s'énonce ainsi s la variance logari-
thmique dans un gisement Y de la teneur x d'un échamtillon .5 est
égale & la valeur moyenne dans J de la covariance logarithmique

6:1._‘% des teneurs (i, et u, des échantillons 616 mentaires
dd J, ot ;s lorsque ceux~ci occupent toutes les positionms possibles
ans \y 8
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Fn toute rigueur, cette relation est vraie non de la
variance du logarithme de la teneur moyenne x de 1l'échantillon /™,
meis de la varisnce du logarithme L Y, de la médiane ‘l{,‘,L dans
des teneurs w. des échantillons élémentaires A U™ prélevés dans J

L . est on effet la moyenne arithmérique des Lw , Quant & x ,
il est égal & :

2
6,
(2) x= §, € A

P
G'w désignant le variance dans " des teneurs u. , Si 1'on admet
que 6’{: ntest pas aldatoire, meis est déterminé rigoureusement une
fois connues la forme et la dimension dey et de dyg , lefacteur
e [2 se réduit & une banale constante, et x et §, ont mbme
variance logarithmique, Le principe de composition logarithmique est
alors une conséquence indvitable, Mais si par contre &, est une

2 s . ] [ Y.
variable aléatoire, ce principe ne pourra plus s'appliquer,
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Drautre part = et indépendamment de toute hypothése
sur la loi de distribution des teneurs - ce principe de composition
stapplique nécessairement, sous la forme "orithmétique" aux variane
ces de covariances brutes ( et non plus logarithmiques ) on doit
toujours avoir 3
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(5) Z = j:i -[YA\:4J;~Z“‘MZA‘YZ

Or = dans l'hypothése lognormale = on a également %

‘,Z r 6.2' < we
(L) Z = ™ (ﬁ’*\ zﬁkuz"ml(ﬁ “iii‘

Il en résulte que l'on doit avoir ¢
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T1 est aisé de montrer qu'il ntexiste aucune fonction L7, w.

tolle que les équations (1) et (5) soient simultanément vérifides
pour tous les comtours .~ possibles, L'équation (3) étant nécessai=
rement valable, on en déduit que le principe de composition ne peut
stappliquer sous la forme logarithmique = et que, par voie de congée
quence (), st en fait une variable aléatoire, Il en est de m8me
de la variance brute J*, corrsspondante,

Dans les études antérieures, pour établir que Gﬁf

ne peut prendre qutune valeur déterminde, et nullement aléatoire,
on avait considéré la correlation des variables w et J¢ = correla=
tion de la teneur x dfun échantillon AFtiré au sort dans ¥ et de
la teneur i d'un échantillon ) tiré au sort dans v  Les
variables u et x &tant individuellement lognormales, il avait
paru plausible, (bien que non ndcessaire) dtadmettre que leur dis-
tribution conjointe 1'était aussi, Dans ces conditions, la variance
do ud x fixé & une valeur déterminée, indépendante de x et nulle=
ment aléato%?e, Mais = ob 14 est la faille du raisonnement = cette
variance ©, .y de u & x £ixé n'est pas identique &4 la variance

& des u dans un volume .S particulier de teneur x, ¢test la
variance de tous les u contenus dans l'ensemble des.f de teneur X,
ctest-i-dire une sorte de moyenne de toutes les valeurs possibles
des 5\: correspondant, On a en fait, dtaprés 1téquation (2)
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Le probléme de la forme mathématique de la loi de distribution
de la variable aléatoire G, stannonce comme singuliérement
complexe, Tl nlest pas nécessaire, cependant, de 1'élucider ici,

cer en fait 1*équation (1) pourra toujours 8tre considérée comme
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une approximation de 1'équation (5) au premier ordre par rapport & la
dispersion absolue =4

En effet, si nous admottons que la covariance élémentaire
&, . est de la forme 3
L

i

(6) {:'Ul; A-Ddd L

le principe de composition arithmétique, éq, (5) donne
M-I

l - 1 i
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En se limitant, pour A comme pour & , aux termes du
premier ordre en x, on retrouve le principe de composition logarithe
mique,

Coette ampproximation pourra passer pour satisfaisante,
chaque fols que la variance obtenue sera petito, €6 sera souvent lo
cas dans les problémes d'échantillonnages,. en particulier dans le cas
de la reconnaissance d'un gisement par travaux miniers, oll,. tragages
et montages épousent d'aussi prés que possible la forme géométrique
du gisement V et ol par suite le coefficient du terme oncw dans la
variance d'échantillonnage est & priori trés petit, Il se peut, par
contre, qu'il n'en soit pas de méme dans les problémes d'échantillone
nages discontinus ( gnlerie échantillonnée par saignées équidistantes,:
couche reconnue par sondages & maille rigide,.etc,..)

Dans ce genre de probléme, on sait que la disposition
optimum des prélévements est obtenue en divisant la masse & échantile
lonner en zones d'influence 8gales, .au centre de chacuns desquelles
est prélevé un échantillon, 8i X; désigne la teneur d'un échantillon
et ™ celle (inconnue) de sa zone dfinfluence,.on peut toujours
écrire

(9) Xis o

Dans la théorie basée sur le principe de composition
logarithmique, 4' n'est pas tout & fait indépendante de v, = la correlaw
tion préférentielle de 1l*'échantillon central avec sa zone d!'influence
se manifeste par un terme résiduel toujours numériquement négligeabla,
et dans l'approximation actuelle nous pouvons admettre 1l'indépendance
de Y; et ™ , Cotte indépendance serait réalisée dans le cas d'unme
implantation aléatoire stratifiée, et notre hypothdse est toujours pes=-
simiste,
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ILa grandeur que l'on cherche & e stimer est la teneur
réelle vy , moyenne arithmébique des teneurs réelles wi, des zones
d'influences, 8i tous les 4,; étaient égaux & 1'unité, c'ost-i-

dire si nous connaissions les valeurs réelles des m, , le meilleur
astimateur serait 3

(10) m = {1 Zx;

avec une variance d'échantillonnage nulle, Un estimateur lognormal
de la forme i

Gw. 2
(11) wm= (ml e

serait non seulement inutile, mais dangereux, car un tel estimateur
différora toujours quelque peu de la valeur réelle (10) , Par contie
nuité, on se rend compte que si les Y. sont des variables aléatoi=
res de variance faible vis-8~vis de cells des v, , il est encore
préférable d'utiliser l'estimateur arithmétique, C'est pourquoi il
est inutile dtutiliser un estimateur lognhormal dans le cas d'un
échantillonnage continu ( ostimation de la teneur d'une galerie
échqntillonnée volée par volee) Par contre, lorsque la variance
de v devient superleure & celle dem, , comme ce sera en général
le cas dans un échantillomnnage dlscontlnu, ltestimateur lognormal
roprendra son intér8t, En vérité, 1' expression (11) différera toue
jours de la moyenne v réelle, mais d'une quantité qui sera cette
fois petite vis~-a-vis de ltécart type de %x s de sorte que 1l'on
pourra admettrs comme rlgoureuse 1'6galité;,

L Bt Km‘ ¢

gr“lt

Les variables %; et M étant indépendantes, l'estimateur lognormal
ast @ h 4 A ,
6 6314 Geny
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L%égalité (11) étant admlse, la seule partie aléatoire de cette
expression est 13 €3N et la variance d'échantillonnage
ast par suite 3

e e N
l
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Catto exprossion reste d'ailleurs vraie pour un échantillonnage
continu, le terme en €. (terme en o) devenant alors pare _
faitement négligeable,ADa%s le cas de l'échantillonage discontinu,
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et les &4, &tant calculés au premier ordre enex, slle donne
uné idée du terme en &2 qui doit suffire en pratique, car il n'est
pas trés important de savoir si la probabilité dlerreur est de

2,5 % ou de 3%

Ainsi posé, le probléme de 1l'étude d'un mode quelconque
do reconnaissance se raméne & la détemmination de la variance du
rapport yi de la teneur de chaque échantillon distinct & la bteneur
de sa zone d¥influence -

1 1 1 S
od . - €-~ .yt
(15) (;j:. = Py 1 Gy < B vy
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étant entendu que ces différents termes peuvent, en premiére ap=
proximation, se calculer & partir du principe de composition logari-
thmique,

On remarguera également, en passant, combien se trou=
ve simplifiée 1%étude des modes d'échantillonnages systématiques
hétérogénes, Le gisement étont divisé en zones d'influence recon-
nues par auteant d'échantillons distincts, l'estimatour de la moyenw
ne s'obtient en pondérant par le volume de chaque zone la teneur
olle~m8me, dens le cas arithmétique, ou son exposant (sa fréquence)
dans le cas lognormal, et la variance d'échantillonnage en pondé-
rant chaque Gﬁé_ par le carré du volume de la zone correspondante,

. :

Ceci dit, mous étudierons successivmment la reconnaise
sance d'un amas par travaux miniers et par sondages = dans le pre=
mier cas l'échantillon distinct est constitué de l'ensemble des
travaux effectués dans une section, et la zZone d'influence par une
tranche mince comprise entre deux cotes, dans le deuxiéme, la zone
dtinfluence est un cylindre de révolution et 1l'échantillon est
constitué d'un sondage axial

IT - RECONNAISSANCE D'UN AMAS PAR TRAVAUX MINIERS

Un ames est usuellement décomposé en tranches, hori-
zontales ou verticales, chaque tranche étant reconnue par un cere-
tain nombre de travaux effectuds dans une méme section plane ( gae
leries et recoupes, sondagos parallé&les effectués & partir dtune
galerie centrale etc,..,) La "zone d'influence" & considérer ici
est donc la tranche élémentaire,Celle~ci sera assimilée & un cy=
lindre droit de hauteur h dont la section est une ellipse de
demi axes a et b, La section reconnus est la section médiane, Nous
admettons, dans un premier temps, que les travaux effectués dans la
gection permettent de comnaftre la teneur réelle de celle-ci, Dans
un deuxiéme temps nous combinerons les erreurs introduites par 1!
estimation de la teneur de la tranche & partir de la toneur réelle
do la section, et par l'estimation de la teneur de la section & par-
tir deos travaux miniers,
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1) Bstimation de 1la tencur de 1'amas & partir de sections
parfaitement reconnues

a) Covariance do deux ellipses infiniment voisines

Soit h la distanco des ellipses, I1 faut calculer la
valeur nioyenne du logarithme Lr de la distance do deux po:.n'ts pris
au hasard dans chacune des doux ellipsoes, ou si l'on préfére la vow
lour moyonne do ! ( ( '+ 6] , r étant la distance do deux
points pris au hasSard dans une méme ellipse, soit

(1) F L&) ‘j; ([asféé Loy e

Derivons =

Gs) 4 AT L (fasf 2

1 3 {'\"i"-

1°) Supposons d'abord 1l'un des points, i, fixe, l'autre
occupant toutes les positions possibles dans l'ellipse, En passant
en coordonnées polaires d'origine W, on a

(16) [/4.;1‘_ [/ 14 Ae ! ICL ()l - et

On voit apparaftre le terme en L h qui différencie le
probléme 4 3 dimensions, dans lequel L r n'est pas harmonique, du
probléme plan beaucoup plus simple, Sur le contour ¢, on peut assi-
miler ,f L Blacr) & Lr, puisque h est petit et que M est &
1tintéri'eur de 1'ellipse, Cold revient & négliger (* devant 1'um.-
+é, Nous donnerons plus loin l'expression des termes d'ordre supé-
rieur, Pour l'instant, calculons

3 X
(A7) I-fiadb = [ 11,040
© K

rl ot r2 désignant les doux rayons vecteurs de M d'angle, polaire:

G BT

galoul du produit rl re

Coordonndes de 1'origine M ¢ (3(0%0)
o L
Equation de 1l'ellipse i_ \“_é_ 1
Equation de la droite ortant ry, r iy @ x- X,
P 1» T2+ 30,7 '

On pose §> XX Les projections 3" et ?1
de L, o N, gur 1ltaxe des x sont les deux racines de



1téquation 3
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Le produit de ces deux racines est

gsg,_" ‘?tn\a (‘A,f(n\ < ;F':L “'3:11_._4]

.‘1 *.hi 8 °
GL
D'od le produit des rayons vecteurs
ai(’
(18) 2.7,:- 22 fml —
sz \19 .‘)h’. 91@' & tat

Calcul de 1'integrale I de l'équation (17)

I JL:. n AR = T L[ g“\\‘l"’" L&(D—/L(u St 9&@«0.9)0\9

A1

Ltintégrale du deuxidme membre 5o calcule comme suit ¢
i

\/L(o&m@# (deﬂé d@ {L[o"e’ +_€_;}_£A]‘LG;.1.G]A6
o %
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or, pour |ul>i on a 1'égalité suivante
Lt _
o 1
Par suite
i
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On en tire

—
i

‘{’ L(oj.',\.u’e’r();l(osze)i}e = 2TL 2";‘_'&

d'od la valeur de l'intégrale I
1= L[«‘)(rl” r <L 206

a+ b




2°/ Calculons maintenant la valeur moyenne de l'intégrale I lorsque
le point origine M occupe toutes les positions possibles & 1l'inté-.
‘rieur de 1'ellipse

:L [Tas am L é_,i{ . ;r(-; [[ Li-{im] a3
' ) [ R U DEEE

Considérons 1'ellipse homothétique ot concentrique au contour, dféw
guation

¢

S

A
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vl
alt 63 - .
Sur cette ellipse, - .§;'U'!\ est constant ot égal & 1~ A
L'aire de cette ellipse est d'autre part T o Ab
Par suite @
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Done, la valeur moyenne de I dans 1'éllipse ast s

(19) 2o ffiry L oewiied L iR T
Tl ‘ RNt

en introduisant le rayon équivalent R, moyenne harmonique des deux
domi axes a et b

(20) R, 2ol
ar &

A ce stade, notre expression de départ (15) rogoit la forme suivantes

FIEN e e
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3°/ Préoccupons-nous maintenant des termes d'ordre supérieur en h
Remontant & 1'équation (16) nous voyons qu'il convient de dévee
lopper en h 1t'intégrale = ‘

(22) fud) - 7, {[\dfv {-‘i Liah, £2)A P
Nous écrirons trés simplem'ent s

N P p L no
(23) {»i(\‘- «(r(()x‘ ['_& (r)"‘% f 40\1’"
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Coperh e So

Convex?

Terme f (o) = la valour moyemme de J Lo d@ a déja 6té caloum
lée plus haut, e

Terme en h = Dérivons 1ltéquation (22)
(2l) A
L (/5; S

Introduisons ¢) angle du rayon vecteur, M M' avec la normale au
contour

b‘ 1...

de; CU.‘\(}‘ _(_l_é_,

n a "
0 7

44 Gtant 1'é61lément dtarc en i' , L'expression (2l;) s'écrit donec,
en prenant comme origine le point M' du contour

P sb [ S

)L T
My ‘ *Q-YL((” & LXK ‘
P .‘- f")‘ﬁj ~e4?AP _Bp '61"1 ;--!- [ f‘fL‘S‘J A 4" —-“- é‘t)
At Te ? ) {;Iq,“ 52. ) T \.
Pour h = 0
b\a.ig}zfj.’\-g!’s$ L;
Par suite
Wis {
- )
' “u5 ag - © (d;:\”; A .
(e5) {1 5 [ f s T o

équation dans laquelle 1] j? représente le perlmetre de 1'ellipse
On remarquera en passant que cette expression de f£' (o) est vraie
pour un contour quelconque, et non pas seulement pour un contour
elliptique,

Terme en h° = La dérivée seconds de f (h) est =

(26) Y -:,lf} ( g ooy
Friel = fasf g Loy

et pour h = 0

AR
{0~ -2 fasf Loty
] \

Cette expression ntest 1nteressante que dans le cas particulier ol
1'ellipse se réduit & un cercle de rayon R . Alors, en effet =

: LK cos4:
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et 1'on trouve

@7) gl - L

Nous roviendrons ultérieurement sur le cas du contour circulaire, et
nous montrerons quil est possible dans oo cas d'obtenir les OXpros=
sions rigoureuses et non plus seulement des développements limités
aux premiéres puissances de h, Pour ltinstant, et dans le cas général
du contour elliptique, nous nous limiterons au terme en f* (o) , L'é.
quation (23) limitée au terme en h, nous donne s

(28) Yooy Lo+ 040} = _(“H-r\.,n-ri ) {

d*ol
(29) {.‘lﬁfﬁ . L(Z“fiff;-Tr) 1 T'%‘.ﬁ LY
i dé' b e" :)1

Par intégration, en on déduit l'expression de la valeur moyenno de
L r devant servir au calcul de la covariance des doux ellipses dise
tantes de h

7R} A i‘
(50) / Fif\z Flo)+ T E& LR @ :l.:i.:,.g,_
/ 5 & 3 5°

- F (o) = valeur moyenne de I, r dans 1'sllipse (probléme plan)
En pratique, on ne saura pas la calculer, mais on pourra remplacer
1'ellipse par un rectangle équivalent que 1l'on saura salculer,

- R rayon équivalent (moyerne harmonique des deux demi axes )
-3 périmétre de l'ellipse,

b ) Covariance de l'ellipse et de sa zone d'influence

La valeur moyenne du logarithme L r de la distance r d'un point si=
tué dans le cylindre elliptique de hautcur h et d'un point situé
dans la section ds base est

Y ) { ) ge5
(31) Fa)- ] Fie)al = Feofs mle stn i on itk
3‘ ., O

¢ ) Variance du cylindre elliptique

1
-

La valeur moyenne de L r dans le cylindre s!obtient par une nouvelle
1ntegrat10n A
w.:f?

(32) Fi)= 'IF”““’Q‘ ”d‘m’ [LK L] 305%
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d) Estimation dfune tranche cylindrique de hauteur h dont la section
médiane est supposée parfaitement reconnue,

Conformément & ce qui a ét6 oxposé dans le premier chapitre,
la précision de cette estimation est domnde par la variance d'échantile
lon -

t * P
(33) 6,;‘ bl er%-‘«;e‘},é
Avec 8
G%K - variance de la section dans le gisement ,’gi(: A4’5(1>F(?)
63 variance de la tranche dans le gisement Cc::‘ A..‘ 3ot T:'(é(@;,)

)
Exx covariance de lg ‘tranche et de la goce Ty - A2 F?Q]
3 tion médiane ,,, ‘3 i 2

Compte tenu des expressions (31) et (%2), on s'apercoit que non seulew
ment A et F (o) disparaissent de l'expression (33) de la variance d'é=
chantillonnage, mais également les termes en | &

(3L) o

Tz s (Li-1)nbT | aa ngal
S 70 St

I1 sara souvent suffisant de se conbtenter du terme en QE

s
(35) // L pL //
G:202416 T 1
¢ 3

Les expressions (3L) et (35) ne dépendent que de la disperw
sion absolug, de la hauteur h ot de la surface et du pfrimétre de la
section, Nous avons remarqué en passant que le terme en h? était indée
pendant de la forme de la section, Bien que le terme en he ait été cole
culé dens l'hypothése d'une section elliptique, on voit facilement qu!
avec un contour quelconque op serait r?tgmbé sur los m8mes expressions
(31) et (32) des fonctions ﬁg)(h) et F12) (h), avec simplement une autre
valeur du rayon équivalent R, valeur que 1'on ne saurait pas calculer
dans le cas général, Wais les termes en L R &tant finalement 4liminéds

de 1'expression de la variance d'échantillonnage, il en résulte que les
formules (3l) et (35) restent vraies dans le cas d'un contour quelcongua,

@) Bstimation d'un cylindre droit reconnu par n sections équidistantes

goit h 1lt'équidistance des sections, Ces sections peuvent &tre de forme
quelconque, sous réserve simplement que h soit petit viseiwvis de toum-
tes leurs dimensions, En conformité avec le raisonnement du premier
chapitre, nous pouvons nous contenter d'indiquer que la variance d'é-
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chantillonnage s!obtient simplement en divisant par n los expressions
(34) et (35). Il est bon; cependant, de le vérifier directement,

.. Nous désignons X; ot 2; los teneurs de la section i et de
sa zone d'influence; par x la teneur moyenne des n sections et par z
celle du gisement; Variances et covariances sont prises dans un grand
gisement hypothétique englobant le gisement réel, On a @

e,

¢ K o, 1 sl by % e et ” .
- R 0 Tty N Y albe
6 L‘T- - 6 -}6:- "S'- = Tl ¢ + b G ¥ *C - & Q‘. % }
(3 ) v * % ‘Lj - " ‘ A J ¢t éé . A"’jd

. 4
Lo premier terme n'est autre que lo 7 du paragraphe précédent
divisé par n, Le deuxiéme représente la covariance des variables
xi ot x} , On congoit que ces covariances seront d'sutant plus faie

zi z2j

bles que les zones i et j seront plus éloignées, D'autre party, quand

i et j sont voisines, les formules d*approximation données ci-dessus
sont utilisables = par conséquent, on pourra avoir une asscez bonne
epproximation en utilisant ces formules comme si elles &taient valables
pour toutes les valeurs de h,

Montrons d'abord que les termes en L R disparaissent quel

que soit n, On a d'abord en se limitant aux termelél en he

! ! A - % , Zg‘ht_ﬁ .
G,= ?.‘3'-1"\‘; %—C“J‘M‘*A—ﬁdé Ffo\*:?;i.*,'(@*\es LB rtngjl & ."f“" ’

a J . ‘_5 8. < ke
L pl 3 - (
I A LS !
+ (n'ﬂc‘t 1_}
Coefficient de L R 3
h l v
: R o B ) QR T R B A
A ‘_4_; E fag,‘!.gi-nfl \ r‘.h"\_“l__"l}{mi 4..4(1‘:-!%: }} - - ( \3 6.. e\
nd 5 6 e
Ensuite @ s
LR L2
> \ i (o) -3 B D (LR T
Gé: A =54 \ s ( ﬁe' ‘1‘
v pl
- < .
Terme en I, R ¢ - 3a T‘f_‘_ﬁll_k
h ) A
Enfin la covariance @ . 5y \
X e \
. - A -: - d‘ ’!'Q 3(,.'-“_‘\ e L__.. 1 -‘[
: A - Y ST S T I L S AR TR
CEagr g D isnt L ° AL
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terme en L R

Et les termes en L. R disparsissent effectivement, Il est malheureusew

ment difficile d'effectuer le calcul rigoureux pour les autres termes
dans le cas général, Nous nous contenterons de calculer 1l'expression
exacte dans le cas de n = 2, On a dans ce cas ¢

1 (8 . ' _ T
(54‘- Guy+ &2, A - o i r‘oi+~r;_(f-._' L '_: ?

-~ ]

2 z5 €

G}.,A—bvif»’(o; v

(" 3¢}
|

H
' 2 - A 1Lt WA ({,” LIR |t ]
+ - P-SA o el re 2 20 20 - =
\ Gjlgit G‘J'd‘ - PQ "Hd r‘i 35y { o -3\ L 35 4 ( 3(-)‘ 3 )
dtotl ) .
i n().('- , 59491 - 0. 105 oT {.
(37) G}z 3% "(a’»g Ll-é‘fLﬁ) E g"'

2us

Cette expression diffdére trés peu de la moitid de 1toxpression (35)
(0,105 au lieu de 0,II08), En vérité les xi et xj mne sont pas tout-
z1 zJ
a=fait indépendants, mais sont 1iés par une faible correlation négatie
ve, En négligeant cotte correlation, closted=dire en prenant simplement
Gt In on commettra une erreur par excés = donc dans le sens de la
séeurité, Il ne semble pas utile de faire le calcul pour n supérieur &
z 5 car les covariances deviennent d'autant plus faibles qutelles
concernent des zones plus éloignées, Nous prendrons, dans le. cas géném
ral

(38) 2.
6 - 021q I A
' w S

8i 1ton introduit la surface reconnue totale £ = n 8 ot le volume du
gisement \ = n 8 h , la formule (38) s'éorit :

%
(39) // G;ﬁ_ngqngg //




Tl

Il va de soi qu'en cas de besoin on peut tenir compte aussi du terme
en hJ, tel gutil apparait sur la formule (3l), etrafme éventuellement

d'un terme complémentaire en <« de la forme e |0 dernier

sera, dans la plupart des casy parfaitement négligeable,

2) Estimation de l'emas & partir de travaux miniers

En pratique, bien sur, les teneurs réelles de chaque S6Ce=
tion ne sont pas connues exactement, mais seulement estimées & partir
d'un certain nombre de travaux miniers, qui seront constitués par exem=
ple d'une galerie centrale et de recoupes ou sondages paralléles et
équidistants, L'erreur ainsi introduite dens l'estimation de la teneur
de la section doit &tre combinée avec l'erreur étudiée au paragraphe
precedent Dans le probléme élémentaire de l'estimation d'une trgnche.

& partir d'une seule section, la variance globale d!'échantillonnage G~
est la somme de la varisnce Gz, d!échantillonnage correspondant &
lt'estim tion de la section & partir des trgvaux et de la variance G}
correspondant & l'estimation de la tranche 4 partir de la section, £61m
le qu'elle a été calculée au paragraphe précédent

" € _t
(Lo) Gg= G, +t6g,

En effet, ces deux estimations sont bien indépendantes = les variables
xi , rapport de la teneur xi des travaux miniers et de la teneur

yi

réelle yi de la section, et yi , rapport de la teneur réelle yi de 1la
zi

section . la teneur réelle zi de la tranche reconnue ne sont liées par

aucune correlation,

Par contre, dans le probléme plus général de l'estimation
du gisement & partir de plusieurs sections reconnues par travaux mie
niers, nous pouvons craindre qu'il rn'en soit plus do méme = rien ne
prouve que xi et xj soient indépendantes, et dans ces conditions il

yi vI R
ntest pas sfir que 1l'on ait le droit de diviser purement ot simplement
par n l'expression (L0),

En pratique, cependanty cette indépendance des estimations
de deux sections adjacentes sera assez souvent assurée, par oxemple ¢

= lorsque les travaux seront effectués dans les deux sections suivant
des plans géométriques bien différents (direction de sondanges ou
des recoupes différente aux deux niveaux, ou, méme si les directions
sont identigues, espacement différent,)

- lorsque ltospacement des sondages dans un méme niveau sera petit
vis-d=vis de 1l'équidistance des niveaux eux-m8mes,
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Par contre, si 1l'équidistance des sondages est du méme ordre
que celle des niveaux, on n'aura plus le droit de composer additivement
les variances d'échantillonnage, Dans la Note N®14, on avait déterminé
le rapport des termes de section ot do tranche en écrivant que la va=
riance résultante devait &tre minimum lorsque les deux équidistances dew-
venaient égales (maille isotrope), Ce raisonnement est en fait en défaut,
puisque précisément on n'a plus le droit d'ajouter les variances lorse
que l'optimum est réalisé, On verra néammoins que le rapport des coeffie
cients réels n'est pas trés différent de celui qu'établissait la Note
N°l6, Mais en toute rigueur, le cas de la maille isotrope relédve des
formules qui seront établies dans le chapitre suivant, et le cas de la
meille presque isotrope nest pas élucidé = en pratique ce ne sera pas
trés glnant, car les deux catégories de formules ne différeront qu'assez

peu,

a) Estimation d'uns Section

Ce probléme 4 doux dimensions a déja 4té traité dans les études
antérieures, Il convient néammoins de redresser ici encore quelqueos ere
reurs de raisonnement, A la différence du cas & trois dimensions, les
formules dites du Rectangle permettent ici dtobtenir la valeur exacte
de la variance d'échantillonnage,

2

1 . .
(Ll-l) "'::E - 51T03~ 45—;13

1 = dans le cas d'une section reconnue par un seul tragage central, de
longueur 1, la largeur h de la section étant petite vis-dwvis de 1, il
a été &tabli 4 l'aide de la formule (L1) et en ne conservant que les
termes du premier ordre en h =

1
. _ 7 &
(L2) 0 ¢

Cotte formule peut se compléter, le cas &chéant, en tenant compte du
teme du deuxiéme et du quatriéme ordre ( il n'y a pas de terms loga=
rithmique), soit

1

(L3) 2 O UL I S N
o 6 ¢ & P*  2%F eb

Cotte formule est encore pratiquement utilisable tant que h ne dépasse
pas une valeur de l'ordre de 1,5 1

Dans le cas qui se présentera assez souvent aussi en pratique od,
au contraire, la longueur 1 du tragage est petite visedevis de la lar=
geur h de la section, les mémes formules du rectanglo développées en
1l , donnent ¢
h

fl X
' G :lnlLZTLg:*"-g-'Q Ll e ab PL
(4h) =k 13 Al
™ e & 6 1 60 gy
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Cette formule (Ll,) relaye de fagon pratiquement satisfeisante la formule
(L43) & partir de h supérieur & 1,5 ou 2, Il va de soi que, si on désire
une plus grande eXactitude, on peut toujours se référer aux formules du
rectangle, Il serait peut &tre souhaitable de tabuler, & 1'aide des fore
mules du rectangle et en fonction de la seule variable h , l'expression
(41) de la varience d'échantillonnage, T

2 = Cas d'une section reconnue par plusieurs éléments lindaires (sonda=
ges ou recoupes) paralléles, de longusur 1, équidistant de h

T
On divisera tout simplement le &% précédent par le nombre
p de ces &éléments, l'expression du z¢ étant donnée par la formule
(L2), (43) ou (Lh) suivent la valeur du rapport de h/l , En particulier
si ce rapport est petit, on aura

3
S . b
L2 6 ke
Soit, en introduisant la surface de la section 8 = p h 1 ot la longusur
totale L = p 1 des tragages,
2

(5) Se 1w S

CEN tf"’

3 = Dans le cas d'une section roconnue par des éléments linéaires ortho-
gonaux (galeries et recoupes), on sait que l'on doit considérer comme

indépendantes les estimations basées sur les donndes des galeries seules
et des recoupes seules, En particulier, si la formule (L5) est applicable
aussi bien aux galeries qu'aux recoupes, la variance résultante sera

1
€ w S
(L) = L5
LT ) & L.q"r]’z
longueur totale des galeries

Iy
Lo

longueur totale des recoupes

b) Bstimation d'une tranche

On ajoutera purement et simplement la variance d'échantillonnage .
de section, donnde par celle des formules (L2), (43) ou (L) et la va=
riance d'échantillomnage de tranche donnée par la formule (3L) ou (35)

En particulier, si 1l'équidistance des recoupes ou sondages paralldles
de la section est faible relativement & leur longueur, et si la hauteur
de la tranche ost petite vis=8-vis des deux dimensions de la scction,
on aura =

) 6 =olonmd cosTE

™
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¢) Estimation d%un gisement reconnu & partir de plusieurs SGCm
D -
tions

On divisera simplement par le nombre n de sections la variance
dvéchantillonnage relative & la tranche é1émentaire, calculée comme il
a été dit Blus haut, sous réserve de la 1égére modification du coeffie
cient de V

§2

En particulier, et avec les mémes conditions de validité que la

formule (47), on aura )

1L - L

5. - olowawd T2

(18) 5e = o | 172 |
od V, § et L représentent cette fois le volume total du gisement,. la
somme des surfaces des n sections et la longueur tracéo totale dans l'enw
semble des n sections,

3 = Cas particulier du Cylindre de Révolubion

Ce cas est particulier en ce sens que les variances et covarian=
ces,: dont nous n'avions pu obtenir qutun developpement limité aux pre-
miéres pulssances de h dens le cas plus genergl du cylindre elllpthuey
peuvent, au moins théoriquement, 8tre ici calculées de fagon rigoureuse,.

Reprenons, en effet, la formule générale (26) du premisr parae
graphe de ce chapitre,. Wiz

(26) i'*“** 5’["("4’{5’, a9

T

Le base du cylindre étant un cercle de rayon R, on &

=2Rcos(1?

expression indépendente de l'arc A, de sorte que les deoux intégrales
se calculent séparément, Dol =

Wi wie
N e
a2 jw M-t o4t ___&__,, ¢
i) ey T T ey

On calculera d'abord 1%intégrale =

W + N e
i / 420 N T

— e = e B e >

Jp freaRYeap 2 ) 62k r2Rwsy LR W‘*ﬁﬂl\" 4R \["‘L%;

T 2%
gsoit

}

, 6

(1) fhe) -t v e

QL' 2?\5— \/M—ﬂ_
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Cette expression ost intégrable, On obtient d'abord

(50) Py = - ?", + 2 l/nr‘ﬁ

R RS G2t £
on vérifiera que le f' (o) est bien égal & 2L
(L—

.8 il n'y

a pas lieu d'ajouter de constanto dfintégration, Ceci dit, en posant

h =28 h4), nous obbtiendrions par integrations successives les valeurs
2R

des fonctions f (h), F (h), p(1) (h) ot #(2) (n).: les expressions ob-
tenues contiendront diverses puissances des fonctions hyperboliques de

et seront trop complexes pour 8tre manipuldes en pratique, Ces for=

mules, en effet, se présenteront comme dos différences d'ordre multlples
de termes dont’ les développements colncident jusqu'd un ordre 4lové =

le ealcul numérique doit alors &tre poussé jusquld une précision extra=
ordinaire pour chaque terme individuel, si 1'on désire une précision
normale sur le résultat final, Il semble plus raisonneble de se limitor
& dos développements en puissance de h = la connoissance de la formule

R
exacte de f£' (h) nous permet d'en contr8ler la CONVergence ,

Nous distinguerons deux oas, suivent que h  est inférisur ou
supérieur & l'unité, 2R
pour h< 2 R § o 0/ e
Y E A -3
( ¢ }HL 1,,i{" :'(E ) TS 4"5' s (Nv\“
lii_:_..ﬂ.}’ = 1 7- ‘1\ it~ J “ L RE
Pourl1> 2 R T &7 ‘(“Ql\L ‘ b;‘“ you oA ) \{ gn }r-
PO B R e ~
\HQ )me’(‘*'“\ 2«[1’2 e x AR fr
< A
v I ost intéressant de noter que le développement en h ost utie

R

lisable tant que la hauteur est inférieure au diamétre, Coci, par analoe
gie, doit nous rassurer quant & la validité des formules établies pour
le cylindre elliptique = elles restent utilisables méme pour des valeurs
de h de l'ordre de 1'unité, De plus, grfce au développement en R nous

R h
avons maintenant la possibilité d'aborder 1'étude du cylindre long,
étude qui nous sera utile pour le chapitre suivant,

a)~Cylindre de révolution court (hauteur inférieure au diamétre)

Nous donnons simplement, sans demonstratlon, les expressions au
quetriéme ordre des fonctions F, Fl, F° ot de la variance d'échantillone
nage relative 4 l'estimation d'une tranche par sa section médiane, Elles

stobtiemnent trés simplement par intégration successivos,

~ Qovariance de doux cercles distants de h

o L p b
(51) Fit)= ¢ "-”‘-' *E_, L& ¥ = .e\j _ & .
TR 2R FRY
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~ Covariance du cercle de base et du cylindre de hauteur h :

2} “ "
(52) F((c‘\__Lﬁ‘-f.+£ Léfi]avf-_?‘.l
“ 3 R* 6 I 4,1{5 HORL'

- Variance du cylindre de revolution

121 . X . a e‘?j ) e'il
(52)  Fllan. LR-Lr b T g3 ) e bl - S —

- Variance d'échantillonnage du cylindre & partir de sa Section médiane
(53) Ge _ hui g2y B>, 052 B
34 00 &+ 00 R 100 rbY

On voit que, dans le cas du cylindre de revolution, la formule
limitée au terme en h% est encore pratiquement utilisable au voisina~te de
h = R. Par analogie, on peut admettre que les formules en ho &*ablies dans
le cas d'un contour quelconque, sont encore valables tant que la hauteur
h ne dépasse pas la dimension "moyenne" de la section.

b) Cylindre de revolution long - (hauteur supérieure au diamétre)

1
En utilisant le développement en ‘15% s la formule (50) nous

- " i
£ ()= 2 -2 LR RY gt
@R &Y gs ¢} Q4
En intégrant :
. RN - Rh 3 Qé
f(h)= C,+LLG~L -5 42 - 2
(n) A @ 7L 3G oz ¢

On se souvient d'autre part de la relation

LAFL L Prp T p . Q0 1§
ST 3

Le terme en Lh disparait et il vient

— R T &
ATR a1 R, TR RS
a6 & & 38 2z g
En intégrant : . ' L
F N AP ST SN RS R 43R
- TR S e P Y —— "'".""
(54) rf&\- - Viige gy & g°

Les deux constantes d'intégration C; et C, 5ont nulles, car
pour R txrds petit vis & vis de h, la valeur moyenne de ILr entre les deux
cercles differe infiniment peu de Lh. Donc on a




- 20 -

it ¢t -~ a% 9 ab
(56) Freys ! [Franeh= Lo LR E RT3 R, C
61 2 gt 36 6" 60 K% 4

Clest & dessein que la limite inférieurcde l'intégrale n'est
pas spécifiéde. Nous n'avons pas le droit, en é&ffet, d'intégrer entre O
et h une expressién qui n'a de valeur que pour h sypérieur 4 L R. Tout
ce que l'on peut dire, c'est que la fonction hF ( (n) a pour dérives
la fonction F (h). Il en résulte que nous ne pouvons pas ici déterminer
la valeur numérique de la constante d'intégration C. Nous savons seule-
ment qu'elle est proportionnelle & R, puisqu'elle s'annule pour R = 0 et
3 la dimension d'une longueur.

De méme, own.trouve :
' 5 1

_2) 1) ; . .
(57) hm-—il/a;:‘:‘e‘\w- L8 - 3-5 Lh-5 & uL%uE ‘G
& 6 36 6 o & A

Comme C, la constante C' est indéterminée. Nous trouverons, au
chapitre suivant, les valeurs ci-aprés :

c= S a c‘zﬁqu':,‘«\-%]

by
D'olt les formules : .
I S
Fiode LB LR L5 2
thi= Capr 2 By a2 b N
W R_1 R, 5 R Y RS
(58) \w\ ‘-"‘“T;-'"’c; 2% "3 &b Lo @* 6
‘h'ﬁ\, Lﬁ-lfﬂﬁ Rl( KoL ] -3 X7 R{‘ Tl_%_.-
L=t v g Te g 73! T3e gr 20 g8

Il serait facile, d'ailleurs, de prolonger ce développement au
deld du sixi®me ordre. On en déduit 1l'expression de la variance d'échantil-

lonmage du cylindre long reconnue par sa section médiane :

3
(59) F-:Ba[:,%-it.z- iz(uﬂ ?)fb:a iy
£ " ﬁ 3 (P2 @M 120

P
_,
66

4 — Cas ne relevant pas de la théorie précédente.

La théorie précédente suppose explicitement la hauteur h du -
cylindre trés petite vis & vis des deux dimensions de la section reconnue.
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En pratique . puisque nous avons pu €tablir les formules jusgu'lau troisieme
ordre dans le cas général, cette théorie reste utilisable tant que la
hauteur n'est pas supérieure au plus petit diamétre de la Section. Lorsque
la hauteur devient supérieure au plus petit diamdtre, la théorie cesse
complétement d'&tre applicable. Il faut donc repartir & zero. Nous distin-
guerons deux cas

- Ia hauteur de la tranche est intermédiaire entre les deux
dimensions de lg section.

- Elle est supérieure & ces deux dimensions.-

Dans un cas, -comme dans l'autre nous partirons & priori de llex~
pression de la variance de la tranche, qui ne pourra d'ailleurs &tre cal-
culée qu'approximativement et nous en déduirons par dérivation 1'expres-
sion de la covariance de la tranche et de la. section. La variance d'échan-
tillonnage s'en déduira.

a~ Variance de la tranche.

Notre tranche est un prisme droit de base rectangulaire. Les
longueurs des trois ar@tes sont h, a et 1 par ordre .de grandeur croissante.
Pour calculer la valeur moyenne de Lr dans la tranche, il ne unbus est pas
interdit de considérer celle~ci comme le cylindre de haubeur h ét dont la
base est le rectangle de cotés a et 1. La hauteur h &étant petite vis & vis
des deux autres dimensions, la valeur moyenne de Lr dans la ‘tranche est de

la forme :

| 2) (LR 2], m t0e0 6
(bo) Fite )= lanels (R L] w0

Ceci n'est pas autre chose que la formule (32). La seule dif-
férence avec le cas du cylindre elliptique est que S5 ne savons pas
calculer la valeur R (a 1) du rayon équivalent, F ?23 (0),valeur moyenne
de Lr dans le rectangle a 1 et le terme hJ sont, au contraire, connus
exactement. Quand & R, nous ne pouvons pas nous permettre de 1l!'évaluer
sommairement en assimilant le rectangle de base & une e%%}pse. Cattc assimi-
lation donnernit une approximation satisfaisante pour F (h) elle-méme.
Mais nous devrons dériver en a ou en Y cette fonction pour obtenir les
covrriances sectlon/tranche. Si 1l'intégration d'une formule approx1m9t1ve
est en général permise en pratique, sa dérivation est toujours expiessemeﬁt
dangereuse, Calculer ces covariances par dérivation de la variamece du
cylindre elliptique équivalent reviendrait en fait & assimiler la covarian-
ce section/tranches avec la covariance d'un cylindre elliptigue et de sa
périphérie. Il est donc nécessaire d'obtenir une estimation plus exacte
du rayon équivalent R.
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Determination du rayon équivalent R.

Considérons les deux rectangles opposés ABFED et

CDHG, distents de a, et calculons leur covariance.
Chacun de ces rectangles peut-8tre considéré comme
engendré par des petits segments de hauteur h paral-
lele & AE. Deux tels segments situés l'un sur AB
1'autre sur CD sont distants d'une longueur r
toujours supérieures & h. La valeur moyemne de Lx
entre ces deux segments est donc donnée par la

<
formule (6) de 1'Annexe I formule dans laquelle
seul nous interesse ici le terme en h®, soit %,
calculons donc la valeur moyenne de “hﬁ-entre les
segments AB et CD.
B
Entre le pomt D et )ps,gment A}g
j . d(’i - (‘)
’I'L e e ) CLQ
Entre les deux segments
E(l < fﬁ dx-..[eo\kje %['GVgB* LWG,
(?L . K
*a“"a 1 eta,n%devant a, developpons en2
5 X S .
(61) E(-)_,‘._(n_,gfﬂ_z_a o+ 8 -]
eY2TF 8 F 6P 2088

De la méme fagon, la valeur moyenne de \IQ entre les segments
AD et CB distants de 1 est

E(}iz\" ;2‘1 ‘@\»aQJcL(oSQ)]

developpons en 4/ .
. ]
a 0o
~ b SRR -+ —a———"
(62) E(Qz\ 14 6?” -Pé \

Les termes en h2 correspondants sont i& E(,a> « 11 ne nous
reste plus qu'ad identifier ce terme en h2 avec celui que lion dedutt par
dérivation de l'expression donndeci-dessus de la valeur moyenne P
(h,a,1) de Lr dans la tranche, formule (60). La valeur moyemne de Lr
entre EABF et CDHG est :

L N 1]
2 2 F(E\OP‘
oat 2

et entre ADHE et BCGF :
2

R ‘}

d'olt, par identification des termes en h(z)
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t 2420 al +.9
P} I L iy Ty
(63) Wﬁ‘o“aLR a 0 C P a0 aed
3 5
L ; [&]
7D L L -2 -y
(66) T2 0 R T
L'intégration de (63) nous donne : ) 5

P Q _ub o]

¢, ¢y LTmaFandya _a” 9%

Co (B) et Cy (B) étant indépendantes de a. Par dérivation de cette expres-

sion (65) nous obtenons : 1 ? ?) 3 o5
=t IRV YT A G+ 2 4 20
‘b—JZQL&‘a X?'LQ 2 }*L\Q’ f & 04 as()é

Par identification avec (64), on voit que l'on doit avoir :
4 eC0) s & R =0
o der ) &
chacun des deux termes devant &tre nul, on a, les A désignant des constantes

sz?\ < [‘\51%_7‘

ey« Ay B

D'autre part, des termes en ‘Yo é&tant exclus, car LR doit se
comporter comme La pour a tres petit, A] et Ap donc C2 (8) sont nuls.
Al'n, enfin, est nul pour des' raisons de dimensions : si a et 1 sont multi-
pliés par une méme constante, il en est de méme de R et, & 1l'exception
de lLa, tous les tarmes de‘(65) doivent conserver la méme valeur, ce qui
exclut un terme en Arn/f . Il nous reste dbuc :

- = 3 ¥
(66) IR= C +blag-5 & .0 ;8 _ao 4 -
T n¢ ¢ 36703 Suatt ¢

On notera combien cette expression est différente du ces ellip-
tique, ot 1'on avait
N T3 Ll
IR = LKO{‘:‘ :CQLQ‘Q’"EZ‘——- ¥
6B £ 20t 30> wpu

Nous ne savons malheureusement pas calculer la valeur numérique
exacte d2 la constante C. Nous 1l'évaluerons approximativement en admettant
que dans le cas du earré (a =1) le rayon équivalent est égal & celui du
cercle de méme aire, soit :

‘-

' { g ; < ' -
- _IUW - Crla s - — + -
LRxla-- Je jew 30T
Dtol
— \ t - ‘L ~‘. - .~ y.
(69 c= & v+ -=- " yLFT = 0230

2w 36T 3eoW
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b~ Bstimation de la tranche par une section intermédiaire.

La section reconnue est une section médiane paralléle & ABFE,
de cotés 1 et h.

Variance de la tragc%e Elle résulte de l'expression (60) ol R
prend sa valeur (66) et ol F\2 (0) est :+ (voir annexe

by
T a - 2L
(68) FH%(’;*J:?* a( E)@o?“

Covariance de 31a tranche et de la - Sectlon 1ntermed1a1re.

La valeur moyenne de Lr entre EAFd et le prlsme est ¢ y
PRAR] I S -“ TG Qo v i _l_ 2.
(69) “f',“'“":'&xd (Ro @) 2 LV ; ) \? +'3?L!Lf {:}.A ro ¢4
L
+ ‘L- 1< } I‘Lﬂ 2 __f_‘__?}_L T 'FPw
IQQ ‘2 P 5029‘ ;oc.\?

Pour la section médiane, onoremplacera a par

pafs

Variance de la section elle-méme.

Ta valeur moyenne de Lr dans la section est donnée par la for-
mule ( 4 ) de 1'Amnexe I appliquée au rectangle de cotéd 1 et h.

"7_‘ 6.3, T ¢ ) e\l Q - _(5_“
() P de T g e B R

Variance d!'échantillonnage.

- On en déduit au cinguidme ordre. 5 2 , .
€:-3afTe.Th ot ot b o, nbh (10 vt

(71) ¥ £ € 3¢ 3 ¢ 236 pu baf _

+ b (b - Quuda weto _— &h (

opr | T, W,L Sl o ph 4

e~ Estimation de la tranche par une sectionscourte.

La section reconnue est le section médiane parallele & ADHE, de
cotés a et h. La variante de la tranche a2 méme expression que ci-dessus.
La covariance s'obtient en écrivant :

(e 0 @] = é AO e* r““(& a 0}

2 S . ipl
(72) = LP1aT g0 42 o oh [tg4ced|-k R
) CF T w0 et 6wl Eer sett 10w

La variante de la section s'obtient & partir de l'expression :

- . - 5
r‘?(\‘; ‘Ix L A - J} 5 L' % + (:-‘-: (L g}l ~£ l id ““:‘ K ,..
2 a4 gt a2 30 o

P
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Dol L'on tire la variance d'échantillonnage

T 0 1.202+Ta_T & _o Lea)-8 (L& .28
b = 3‘*{' 37734 w( ¢ } bo‘( & )
13 - p3 = o} 1 \
(72) sufi(Le omy-R(1a,3) T & T 8 el ue ! f\:ﬁl
eal " @ 6?2 ¢ 20 Tl 5ok 2 6% so ¢t gy

Comparaison de la formule (73) avec la formule (59) relative au
cylindre de révolution Long = pour a = h, on doit s'attendre & ce que ces
deux formules donnent d3s expressions ‘semblables des variances d'échantil-
lonnage. Introduisons le rayon R tel que ™ &%- a* et faisons a = h, la
formule (73) doune :

-l 1 R
! 0162243068 - LOLSR R 2,068 4 33X ]
FE:ZNP& | ! e ¢ @ g1 en

la formule (59), de son c8té donne:

: | quR . RLR 246 R M.séé‘f]
G'e:&d(.L‘%.l.biéﬁZ- 6« (".‘ LF—~ .é.q il

~ Les divergences ne deviennent notable qu'ad partir du deuxiéme
ordre. On s'apercevra, numériquement, que le désaccord n'est pas catastro-
phigue.

I1 va de soi que l'on composera, comme au paragraphe précédent,
la variance d'estimation de la tranche & partir de la section et la variance
d'estimation de la section & partir des travaux miniers, et que ces expres-
sions devront &tre divisées par n dans le cas de la reconnaissance d'un

gisement par n sertionk.

<y * e . -

IIT FECONNAISSANCE D'UN AMAS PAR SONDAGES.

Nous nous limiterons au cas des sondages implantés selon une
maille rigidé?‘isotrope, ou, plus exactement, pour englober dans notre
étude les échantillonnages systématiques hétérogéneS;au cas ol le polygone
d'influence de chagque sondage peut-&tre assimilé & un cylindre de révolu-
tion, dont l'axe coincide avec le sondage intéréssé. Suivant le raisonnement
habituel, il va nous suffiiy de détermiher la variance d'échantillounage de
L'estimation d'une zone d'influence par son sondage axial. La variance
d'échantillonnage correspondant & l'estimation d'un gisement entier par
n sondages s'obftiendra ensuite en divisant par p cette premiere expression,
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avec cette gfserve qu'il sera souvent nécessaire de tenir compte du
terme en 5g /2'\

10~ _C_qﬁ_g cylindre long.

Soit x la teneur du sondage axial de longueur h, z celle du
cylindre de revolution de rayon R, h étant grand devent Ron a

1 1 ?
(74) Gp 2 G 65*26913

L'expression rigoureuse de la covariance d'un cylindre et de
son axe a €t€é donnée dans la Note 16. La variance du sondage est aisde
a écrire :

(75) s‘.‘—.A-w(Lfr?g\

-

~

Il reste & calculer la variance du cylindre. Elle est donnde
par la formule (57). Il reste toutefois & justifier les valeurs admises
pour les constantes C et C', Autrement dit, il nous suffit de calculer
directement les termes en R o) \éz . Les termes d'ordre supérieur

sont déja connus,

Variance du Cylindre long. .

Considérons dans le cylindre deux droites distantes de r paral-
18legaux géuératrices. La valcur moyenne du logarithme de la distance de
deux points décrivant chacun l'unc de ces deux droites est dounéde par la
premigdre formule du rectangle :

s

(16)  Etun): L('ﬂ*;.;.‘ -Lesg “'g@)*m’: ¥ *3’4) L S

avec
(77) - g

r étant petit devant h, on peut, au troisitéme ordre prés en "«'—Ig s 8s8si-
milex l'angle ga g et écrire :

(78) Etiny. LG-3 5w B +§1iL’i-§
2 6 & 6 2

I1 suffit d'intégrer cette expression pour toutes les positions
possibles des deux droites dans le cylindre pour obtenir les termes du
premier et du deuxitme ordre qui nous manquent encore dans 1'expression
de la variance.
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- Terme constant : il reste égal & Lh .2

- Terme_en r. I1 convient de calculer 1a valeur moyenne de r dauns le
cercle de rayon R. On calculera d'abord la valeur moyenne de la dis-
tance r de deux points, l'un intérieur au cercle, Ll'autre décrivant
sa circonférence, soit : '

it
: . ™~ " 2 ‘
..! 2”:’1()‘1‘)6‘2’.1.{-.'23{5"‘@ € vt -,_:/,chse
-} PLUREN it
LIRS -z
.Ii"l ’,,'?
& Q f 27 K
byl 3 P\ \ - d
[ a0 o AR J- 07Q A0 = I
ARt I3 AW AT i
- &

Si maintenant E(R) est la valeur moyenne de r dans l'ensem-
ble du cercle, la variation de ECR) pour un accrolssement d R du rayon ¢

-

du cercle se relie FTacilement & 1'expression précédente :
L P

i W, PR N y T ek B
Fiaraq) £ (Raar) s nIRVER) w Rt aTIR 35 R

aw
soit ! o
LEiale ® EqrY s 420 N
q1v
Cette équation différentielle admet une solution de la
forme ¢
- 12
El\'{\: -+ .—L—? .L}
By g4 8

BEn fait, la constante d'intégration C est nulle, puisque
le ‘terme en R doit s'anauler en méme temps que le rayon :

(79) BiwY - 123 @
Lo
et le terme en ? dans 1l'intégration de la formule (78) est
3
\18 E.

D

Ly 6

Terme en rr.Il nous faut maintenant calculer la valeur moyenne dans
le cercle de l'expression %2[1.% - 3} . Comme plus haut, on prendra
d'abord la valeur moyenne de cette dxpression entre le cercle ot sa
circonférence : w2

1, - -
2] 21808 s f 220108 e n i 2R0B
T3 -y 3 =

Soit & calculer 1l'intégrale

.42

4 -
1. Lg"‘[ €03 (%(L?:f»ifi.tos@}de
Ao 0" le (;_‘ G

Tout d'abord -
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et finalement .

. (1
1= S0 RULB bR
2 § 3 .
En divisant par W R s, on obtient la valeur moyenne du
terme d'ordre (2) entre le cercle et la circonférence
2 RYR L3Rt
2 6 4 _—
On établira comme plus haut l'éguation différentielle &
laguelle doit obdir la valeur moyenne dans le cercle F (R) du terme
d'ordre deux
LFR) + R FIR) = 6R LR - 3R*

3
avec comme solution

FIR)- R"(LF 3 a
D'olt la valeur du terme en R2 de la variance :
R RoL
(Ls-31

(’
La formule (58) est ainsi entierement établie :

d0) &« A-3( ¢ §\2?$1K(LM 5 R |
(30) 3 6 Ly & € ;) 3o B r1zo @6

Covariance du cylindre long et de son axe.

On peut intégrer directement la formule (78), mais on
n'obtiendra ainsi qu'un développement limité aux termes du deuxidme
ordre. En fait, la valeur moyenne exacte de Lr entre le cylindre et
son axe a €t€é donnée dans la Note Statistique N© 16,

(8N Fera)-c 619 freep ) buse | ‘f LVM6+ U' B) 144
‘2 b B z 1
BRX o ue - K %

kaena
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On calculera aisement le développement jusqu'ad l'ordre 6 3

O ¥ {
(82) Ef{csil=t b -3 427 R u { ’ CRY ) R
< .3 'y )Cl g‘ ..3(7 (n“ 2‘10 f(z

D'olt la covariance

(83) @, 2y

Variance du Sondage.

t

g g-q ...‘. + --n
2 A 30&!“’\ %*%’-a 5—-&,_(“-5‘ :] 36 € ‘: i40 f,b

Clest tout simplement

(84) 5, - AJ*(‘—"V%)

Variance d'Bchantillonnage du cylindre long.

Elle résulte des formules (74), (80), (83) et (84), qui

donnent 3 L .
e R R
Sdafaduya RS R, LR 1R

(85) GE R i & 2 6’," *UL ﬁl. 20 elb}

Cette expression n'est utilisable en théorie que pour P‘le)
plus petit que Vv « En pratique, elle donne encore de trés bons résul-
tats vers /e\ =1

2° Cas du cylindre court

R est maintenant supposé grand relativement & h. On va déter-
miner les développements en IR e

Variance du cylindre court.

Elle a déja été établie au chapitre précédent : la formule
(52) nous domme en effet ¢

3 n
86) G2 A-3a[LR-La 8 ((R 43 b6
(8) 3 ( 4 eﬂ‘ 6 ‘2‘ Ty .nm]

Govariance du cylindre court.

Nous 1'obtiendrons en développant en ef‘/ﬁ\ la formule (81)
qQue nous ecrirons sous la forme.

E(enfz LR-Ligp-14 L tg Lo 4(-‘05*{3 y¢
N g peeet ICRAREY
"‘J«t):.—

R
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On obtient aisdément : eL

PR A A L - D A ]
(87) g;ﬁ:h"g’d‘ LK"’S '}b“"‘:{l( e' *E] 6D Kl‘

Variance du sondage

Elle est ici encore.

(88) &, A- 3,4:.9,-5.1

Variancé d'échantillonnage du cvlindre.gourt

Elle se déduit des formules (86), (87) et (88)

[ N o 3 i -
(89) Go-3a{LR 43 B (1248 L & }
© 6 4 &R & Wl s 4 b

2, Cette formule pourra &tre utilisée sans crainte jusqu'a
/R =1 12 valeur au deld de laguelle le dévecloppement de la covariance
cesse d'8traconvergent.

En pratique, la formule (85), valable pour h plus grand que
R, et 1la formule (89) valable pour .h inféricurs & R se raccordent
trées bien graphiquement. Pour h = R, en particulicr, la formule longue
donne la valeur 0,961l x 3« , et la formule courte 0,989 x 3« . Il
est possible d'intrapoler entre les deux approximations. Dans le cas
de la reconnaissance d'un gisement par n sondages, on divisera simple-
ment par n celle des deux expressions qui vonvient au cas eonsidéré, Il
sera souvent nécessiare, en particulier dans le cas du cylindre court,
d'ajouter a la varianmasl‘ lc terme du deuxigme ordrc par rapport &

la dispersion absoluwe. f N S

0

3°) Remarque sur le cas d'unc maille presgue isotrope.

Les formules précédentes ne sont utilisables que lorsque
la zone d'influence de chague sondage est assimilable & un cylindre
de révolution. Lorsqu'il n'en est pas ainsi, il peut arriver que les
sondages soicnt groupés par ligne, et, si l'espacement des sondages
sur une ligne est petit vis & vis de 1l'éguidistance des lignes, on
retombe sur le probléme étudié au chapitre II, et la variance est la
somme d'un terme de ligne (de section) et d'un terme de tranche. Le
cas litigieux est celui ou l'espacement des sondages est du méme ordre
de grandeur que 1l'équidistance des lignes, ou bien, en termes de
travaux miniers, le cas ol l'espacement dés recoupes est du méme ordre
de grandeur que l'équidistance des niveaux, sans lui 8tre égal.

Désignons par

e- 1a longueur des sondages ( ou des recoupes)
h-~ 1l'espacement des recoupes ( ou des sondages




- 31 -

a - ltéguidistance des niveaux ou des lignes de sondages.

h est supposé inférieur & a mais du méme ordre de grandeur.
Dans le cas contraire, rien ne nous empé&cherait de Tegrtuper nos élé-
ments linéaires dans un systéme de plan orthogonal au premiesr. Il y a
n niveaux et p sondages par niveaux (np sondages au total). On admet
gue la longueur p h d'une ligne est relativement grande vis & vis de a.
On distinguera deux cas suivant que e est grand ou petit vis & vis de
a et h.

- 8 cst grand vis & vis de a et h ( ou au moins du méme
ordre qu'eux) :

Notre variance d'échantillonnage est la somme du terme de section.

¢, . 2 (u & -o.zm_ee;j]

~

DAY S

et du terme de tranche

1 - at 1AW f(iealk&l
Gg .G liie ne T T
4 nt\e'IQ 0onph ¢
Soit, lorsque a =h =
y!
4 _ 2
G.. 3 (0inkr-& \—i(o.i?léﬁ&\%
© op ok ! 9 bo | €

La maille étant alors isotrope, on a aussi :
G- 3% (13en3® .S RY)
n} c w C

Le rayon R ost tel que T!K al « On remarquera la guasi
égalité numérique des termes du premier degré ( 2,26 dans les deux
cas) Les termes en & /e différent d'avantage (O 456 contre 0,398),
mais encore relativement peu. Dans ces conditions, il devient legltlme
d'utiliser les formules du chapitre II méme dans le cas ol la maille
est presque ilsotrope, puisque, & la limite, elles donneunt pour la maille
parfaitement isotrope, un résultat qui ne s'écarte que trés peu de la
valeur réelle.

~ e est petit vis vis de a et h.

On trouve alors, par les formules des travaux miniers, pour
=h et p grand
? i f‘ﬁ ,otof 4 32 ¢’ Lﬁ 4165 ﬁ. ‘
e

-
b‘;: R? G

i—-\x

4

b
Contre IR ej ( LR _ﬂ
€E" y( & &R ¢ 12
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avec les formules du cylindre.

IV -~ RESUME ET FORMULAIRE .~

On décomposera dans tous les cas le gisement en autant de
cellules élémentaires, ou zones d'influence, reconnues par un échantil-
lon distinct, que le comporte la géométrie des travaux effectués. Les
estimations de chacune de ces cellules seront consid’.ées comme ind<p-i-
dentese , et la variance d'échantillonnage global s'obtiendra en divisan?
par le nombre de ces cellules la variance d!'échantillonnage introduite
dans 1l'estimation de chacune d'elle. On distinguera le cas des sondages
et des travaux miniers.

A- Amas reebnnus_par sondages 4 maille isotrope.

Chague sondage constitue un échantillon distinct. Soit h la
1ongueur du sondage et R le rayon de son polygone d'lnfluence assimilé
a4 un cercle de méme @ aire.,

. v ..l" 5 ‘25 “3 R _‘5
! Ligh Koo kY ‘S .‘. _‘ﬁ, - — Yo e)) X
G _}c&.(h% Rt B e fﬂ- te 20 6,6 ’ {{
N i P
L "4 2 4 (‘J\ ' fowr e’< R
c o da LR 3 ~3, _ﬂ ‘--ﬁ; § o - ]
6 ( 6 q e ( 3 oued 2 RE

B ~ Amas reconnus par travaux miniers.

Ces travaux sont localisés dans des sections planes paralléle.
Une telle section sera considérée comme un échantillon distinct, et sa
zone d'influence sera la tranche cylindrique limitée & wmi-distance des
deux sections adjacentes. La variance d'échantillonnage pour chaque
tranche est la somme d'un terme de tranche, variance d'échantillonnage
de 1l'estimation de la tranche & partir de la scection supposée parfaite-
ment connue, et d'un terme de section, variance d!'échantantillonnage

de l'estimation de la section & partir des travaux miniers qui ¥y ont été
effectués.

12) Texme de section.

Ce probleéme plan se résoudra en divisant la section en autant
de rectangles qu'il y a d'éléments lindaires échantillonnés (recoupes ou
sondages paralldles). On divisera par le nombre total de ces rcctangles
dans la section la variance d'échantillonnage relative & chacun 4'eux.

Soit 1 la longueur de 1'élément linéaire et h la largeur du rectanglce.

On disti_gue deux cas : . i 7 e
% & . ouuil G L% } e 2 -3 !
: 5“!;'5 qé (3-':. Tae e ec }

1 - o bS5 ;
ge»sa['-uzug Is 60\{(! Lag). ot} v g7 |
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2°) Terme de tranche.

On distinguera 3 cas : grande section, section intermédiaire
petite section . Les formules relatives aux deux derniers cas ne sont

gu'approchées.

8 - Grande Section.—

La section, de forme quelconque, a une surface S et un perl-'
metre 2L, L'équidistance h des sections successives est petite vis & vis

des deux dimensions de S

1 31
—_soa(oz,:lé“"e\ £t / I
35 3ost

Le coefficient 0,22 16 s'entend pour une seule tranche. Il
est remplacé par 0,21 s'il y a plusieurs tranches.

b ~ Section intermédinire.

Soient h, a et 1, par grandeurs croissantes, les 3 dimensions
de la ftranche. Une section intermédiaire est une section h 1 :

€‘~--: 30{{“—

[

1

7 %‘Ok‘q},t et L L _‘-_‘_k_‘_ 4 T& La “‘2;.,
6 -e-; 48& ¢ 66\()( !

63

5 g
NIy Y L L -——v‘I
e ( 3o24) Sepr waf ‘30

5’0

¢ - Petite Section.

Une petite section est une section h a ¢

e |
1
C 2Ta-rb _etpayay_ 8 (.6 13 /
.M( [T T e?l(Lf‘ ‘2, eml( 2 l\

L) 3 @‘t
7> 2,00 8 PO LY & uefﬁ u_c_z_,,t
+Ih (L840 3g)- & (l—e_*z,* 'Soze ua(“ 12 f(_, bo B {0 b

6af G 6

ANNEXE T

Développement des formules du Rectansle

Les formules du rectangle ont été établies de fagon rigou-
reuse, mais il est commode, en pratique, de disposer de leurs dévelop-

pements limités : car les formules exactes sont pénibles & manipuler en
pratique.
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1 - Covariance de deux éléments linéaires de longueur 1 distants de
h, 1 supérieur & h.

La valeur moyenne de Lr entre ces deux éléments est ¢
=00 10-% s [T0-201 ) ! - R
(1) t((,@)‘l.(z, Lesgg+ 1T-20015Q 104 'p [ Sen b [kﬁ.é)

D'olh le développement en LY

8 4 2
- ; & k. 5 . A 4 &
(2) FCA =Ll remhab(Lp-T) s g

2 ~ Covariance du rectangle et de son grand coté.

On obtient immédiatement par intégration en h de la for-
mule (2) la valeur moyenne de Lr entre le rectangle et l'un de ses
grands cotés ) o.n | GB

- ; |
Man) .3 .u‘_e}'.(i L(“l-‘.‘.)'*—’—"“:‘ =
(3) T((‘(..,]~i( 2 4 2 e 3()1 e & 50 e(, L0 (}6

3 - Variance du Rectangle

Par intégration de (3) on obtient la valeur moyenne de Ir
dans le rectangle de grand coté 1 et de petit coté h :

(o) ¢.e /6.y o 1 q
4 Felg)=tgf 34 *+ La-2 -2 Y e
() <IQl e Z*J P 6(}2,( € v \a{) FH i 20 ("b
4 - Covariance du rectangle et de son petit cotd.

!

!

-

't

La valeur moyenne de Lr entre le rectangle et 1l'un de
ses petits cotés de longueur h s'obtient & partir de (4) par 1'équa-

tion ¢ “ Ly e? ) P F}
] - a .
(S (e,le\‘%e(r’(_,z ( H L
Soit o b
Ol Pt a7 6 B —ri_—e“—f"'i'“—g-'
(5) G URE=el-TaT A Y5, P 340 7

5 ~ Covariance des deux petits ecotés du recfangle

On obtient la valeur moyenne de L r entre les deux petits
cotés par 1l'éguation

) 4 .-(t‘({“e
68,0 - g, 0 (6
Soit
', 6°

L U]
L (0,0) - U P S
() Gl L R - T T T T8

Ces formules ont été utilisdes pour établir les expressions (43) et
(44) aqu texte.
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ANNEXE 1IT

- Llestimation de la dispersion gbsolue -

1) Si ce sont vraiment les covariances logarithmiques, gqui
sont de la forme A-3« I r, les théories précédentes ne constituent
gu'une approximation du premier ordre en & o+ Cecl n'est pas forcement
redhibitoire, d'autant plus que nous avons indiqué comment 1'on pouvait
pratiguement introduire un terme du deuxiéme ordre en « . Par contre
llestimation de la dispersion ® elle méme va poser un probleme dif-
ficile: On évalue « en calculant la variance d'échantillons en aussi ;
grand nombre gue possible, (volées individuelles; trongons de carotte
etc+,.) donc d'échantillons dont la variance ne peut absolument pas

-

8tre exprimée & l'approximation du premier ordréd.

Une fagon élégante de trancher la difficulté serait d'admet-
tre pour les covariances arithmétiques relatives ZﬁhuL/;f, et non pour
les covariances logarithmiques, une expression de la forme A - 3 w.Tr.
Les théories pricédentes prennent alors une valeur absolue, & condition
dl'y remplacer les var%ances logarithmiques par les variances arithmé-
tiques relatives ( ¢®-1 ). Le calcul de w ne poserait alors plus
de probléme particulier. Il est bien clair que seule une étude cxpéri-
mentale pourra nous indiquer la véritable expression de la covariance
élémentaire .,

La théorie de l'estimation a besoin d'étre faite non seule-
ment pour les variances et la dispersion absolue, mais éralement pour 1
les valeurs moyennes. L'estimateur de Sichel, en effet, n'a de valeur
gue lorsque l'on dispose de.n échantillons dudépendants. Le fait que,
dans ‘tout échantillonnage systématique, des cerrelations non négligeables
existent entre les échantillon distincts doit compliguer singulitrement

1'estimateur déja rebarbatif de Sichel.

2) Puissances et accumulations sont des varisbles définies
dans un espace & deux dimensions. On ne peut cependant pas faire
abstrection de la troisieme dimension. Il est absurde d'attribuer & la
puissance une variance en L <y (S surface du gite, s section de
la carotte)— car la puissance h a pratiquement la méme variance pour un
s nul (droite géométriquc) ou de gquelques centimétres carwés., La lon-
gueur h étant de loin la dimension prédominante, la variance de la
puissance doit &tre prise de la forme

i
Cpr A-3a,[L0-1)

oy dtant: la dispersion absolue des puissances, et A la valeur
moyemne de Lr dans le gisement multipliéde par bCia .
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