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Note géostatistique n° 26 MORPHOLOGIE

MATHEMATIQUE

FONTAINEBLEAU

Construction de Modéles Numériques de giscments minie

1/ Les méthodes dites de cimulation — trés utilisées, en parti-
culier, dans le domaine des sciences Sconomiques - consistent & construire
un modele mathématique d'un phénoméne naturels Elles pcrmettont de contrd-
ler la valeur des jdées théoriques qui ont servi de base & la construction
du modéle - puisque 1'on peut examiner dans quelle mesure les propriétés
déduites de 1l'étude mathématique du modéle singent, ou simulent, les proprié-
tés du phénoméne réel. Inversement, elles peuvent conduire & la découverte
de lois nouvelles du phénoméne réecl, 1'dxpérimentation Gtant infiniment
plus facile & réaliscr sur un modele purcment mathématique. Do mémo, il
serait intércssant pour lc géostatisticien de savoir construire des modeélcs
numériques de gisements miniers, c'csted-dire a'8trc capable dtaligneT des
sériecs de chiffres, présentant les mémes caramtéristigues que celles que
1ton pensc devoir attribuer 3 1o succossion dans l'espace des tencurs d'un

gisemont réel.

2/ Dans le cas dtun giscment, on considérera la teneur ocommo
une variable régionalisée douée d'une loi de dispersion intrinséqué de
Wijsicnne, Pour obtenir n valeurs numéfiques plaﬁsibles % i, susceptibles
de représenter los tencurs de n volumes V i occupant des positions rcspec—
tives bien déﬁerminées 5 1tintéricur du gisement fictif que l'on cherche
3 construimey 1a. premidre idée gqui vienne & 1tesprit est de so donner 3
priori une loi de probabilité.; lognormale par exemple — & n variables xi

rcliées par les 1 (n = 1) covariances de Wijsiennes déduites dos distances
2
mutuelles des volumes V i. Un tirage eu sort gimultané selon une telle

loi cngendrerait un excellent modéle. On cst malheurcusement arrété par
1textréme complicatioﬁ des calculs dés que n prend des valeurs un peu
élevées. Un systéme 1indsire de n équations 3 n inconmues conduit au
calcul de n + 1 déterminants d'ordre 1, dont chacun contient 1 i termes,

soit, pour n = 40, 89I6~IO47 termes - ce qui est beaucoup, méme pour une

machine élcctronique.




3/ Les méthodes basées sur les développements en série de Fouriey
permettont de construire. , &.bien moindre frais, des modéles de giscment a
une seule dimension. Elles ont de plus ltavantage de n'impliquer aucunc
hypothése a priori sur 1a forme mathématigue de la loi de distribution statis
tique dcs teneurs. La condition de périodisation imposée par de telles
méthodes nous conduit & considérer la succession dcs teneurs 1c long d'une

galeric cireulaire infiniment mincc.

'4f;fi::5j\\} Unc telle galeric (fig.l) ost, si 1'on vout,
,Ki \2425\) 11'iddalisation de 4 trongons de gelerics et
i &/ . rccoupds ceinturant un panneau carré dans un
\}. //ff Schantillonnage périphériquc. Le schéma de
\Qi\;j;fj/// de Wijs en série dc Fourier permet alors de
,} B | |- construire le moddle chcerché avec unc rcla~

.*1 e — $ive facilité.

R ‘ 4/ Soit done une galeric circulaire dont le

rayon R nous servirs d'unité de longueur

e - (R = 1). Désignons par 2ﬁx 1langlec polaire
d'un point M de la galeric. La variablec x

Fig. 1 variec de o & 1. On cherchera & déterminer los
e = coofficicnts ap ¢t bp dlun développoment de

Fouricer du type s

n TS

(1). £(x) =m+/
IS

capable de représenter la tceneur f (x) d'une volée do longueur ofi 1 centrée

(ap cos 247 px + bp sin off px)

au point M d'angle polaire 2 x. Nous avons choisi, comme cxemple numériques

1= 1

0
de manidre quo la totalité de la galorie soit occupée par 40 volées suc—
cessives, Le terme m, qui figurc dens l'expression (I), ntest autre gue
la teneur moyenne dc la galeric ecirculaire, et peut 8tre choisie arbitrai~
roment, Sous TE&erve sculement a'8tre suffisammont G¢levée pour gque f (x)
ne preunnc aucune valeur négative. Les cocfficionts ap et bp, do leurs
cbtdés, doivent &tre tels quc le covariogramme
(2) o (r) =1 :/:_r_ (ap2 + bp?) cos 2ff ph
2 np-1

- clogt-ad-dire la fonction représentant la covariance des teneurs des

volées 1 distqntes dc 1l'angle polaire h — soit du type dc Wijsien, clest-a—

dire de la formel 3




= III -

(3) G (h) =3~ /£ sin “
- PL cos 24 ph
1 ff2P3 1

Le coefficicnt 3 o< est la dispersion absolue et 1 est la longueur
de la volée rapportée & la longucur de la galerie (dans los excmples qui
suivent, 1 = 1 ). Nous obticndrons donc un modéle satisfaisant de la forme(l)
4 condition déochoisir dos cocfficients ap ot bp vérifiant les relations 2

(4) ap2 + bp2 = 6 o< sin?‘fgl

« 2P312

La disporsion absoluc pouvant 8tre choisie arbitrairement, nous

prendrons s L, de mgnidrc & faire disperaitre le terme 6>< d¢ la formule (4).

6
Chaque harmonigue de Fouricr ost ainsi déterminé en amplitudc, la phasc

pestant arbitraire. Une fonction de la forme

Do
(5) f(x) =m+ Z— sintipl cos (2 px - @p)
p-1 p3/21

dans laguelle lcs phascs ¢p peuvent &tre priscs arbitrairemcnt, pcrmet de

construire un moddle convenable. En pratigue, on devra se limiter & un
nombre fini de termes de la séric (5). La convergecnce étant relativement
lentc, il convient cepcndant dc prendre un nombre asscz grand dc tormese
Dans les exemples ci-dessous, on a retenu les 40 premicrs termes de la
géric. Quent aux phases @ps ontisroment arbitraircs, clles pouvent gtre
choisics suivant un proccdé argitraire quelconquc. Dans toute la suite,
nous prendrons m = Oy puisqu'il suffira d'ajouter une constante af (x)

pour faire disparaitre les tencurs négatives.,

5/ Des moddles particuliers, pairs ou impairs, peuvent &tre
obtonus cn choisissant les phascs fp de telle manisre que £ (x) comporte
ugiquement “soit des tcrmes on sinus, soit des termes cn cogsinus. Los
deux fonctions f (x) les plus simples que 1l'on puissec ainsi obtenir sont

los doux fonctioms G (x) ot § (x) définies comme suit ¢

1. Cf. Mon "traité de Géostatistique Appliquée", ch. III Paragraphe IT.




Pour plus de simplicité, nous avons multiplié C (x) et 8 (x)

- IV o

(¢ (x) =< sinpl gos 24

) ey T
6) ¢

) s (x) =2 sinpl gin oA

( " 4375 1 <

parf(l ='f_ , de sorte que le coefficient Cr de la fonction trigonométriquc

oo o0 0o 00 s0 o 0o o0 00 a0 (T3 oo oo oo

00

40
est @
(7) Cr = 2372 sin.ﬁg
P 30
La table suivante donne les valours numériques dés 40 premiers cocfficients
Cp
TABLE I :
Valeurs des 40 premiers coefficients Cr :
iy cr i ¢t ' or cr Y1 Cp :
1 0.07845 * II 0.02084 ° 21 0.01036 ° 31 0.00376  °
2 0.05540 ° I2 0.0I946 * 22 0.0095T° 32 0.00325 °
3 0.04454 ° I3 0.0I8I19 ° 23 0.0088I ° 33 0.00276- °
4 0.03063 ° 14 0.0I70I ° 24 0.00809 * 34 0.00229  °
5 0.03423 ° 15 0.0I590 ° 25 0,00738 ° 35 0.,00185  °
6 0,03089 ° 16 0.01486 ° 26 0.,00672 * 36 0.00143 °
17 0.02847 °© I7 0.0I387 ° 27 0.00608 ¥ 37 0.00t04 1}
8 0.02598 *° 18 0.01294 ° 28 0.00546 ° 38 0.00067 °
9 0.02405 ° 19 0.01204 * 29 0.00487 * 39 @.00032  °
10 0.02236 ° 20 0.0III8 ° 30 0.00430 ° 40 0.00000 *
Les valeurs numériques des deux fonctions f;_ ¢ (x) =453$

cos 24(px et:i s (x) =/4Cp sin 24(§x ont été calculdes pour les valecurs

de x multiples de 1/
tandis que la figure 2 rcprésente graphiquemcnt la variation de ces deoux
fonctions. Pour nc pas trainer des décimales inutiles, les valcurs numéri-

ques ont été multipliées par IO0O. Pour les valeurs de x négatives, on a

C ("‘X) =C
la table 11

40 -

(x) et § (-x) = - 8 (x), égalités au} pormettent do compléter

sur une période entiérc (de x == "2 2 x

40

+2).

40, Los valeurs yumériques sont portées sur lc table II,
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Cos deux fonctions préscntent la particularité de localiscr aux alentours
dc 1llorigine la quasi totalité de leur variebilité., La fonction C (x)
représente des teneurs décroissant trés rapidement de part et dlautre

d'un maximum trés accusé. La fonction S (x) représente un scuil relovant
brutalement des teneurs dont ‘la tcendance générale est & une décroissance
réguliére, Aucunc de ges deux répartitions trds particuliéres n'est suscep-
tiblc d'8tre représentée par unc loi de distribution (au sens statistique)
dtun type simple. Mais toutes deux sont de Wijsiennces. Elles représcntent

une veriation fonctionnelle des teneurs de part et dtautre d'un accident.

b et e

TABLE II

valeurs numériques des fonctions C (x) et S (x)

an
oo jed

x 1001 c(x)® 1001 s(x)? =  ‘roof c(x) * 1007 8 (x)

s 40 i 40 s 3 40 3 40 :
- 3 0 : + 62.87L s 6.00p 3 II/40 = - 3.657 = + 4.573 3
s I/40 3 + I3.046 3 + 24.135 3 I2/40 ¢ - 34928 : + 4.054 e
- s 2/40 3 + 5.898 & + 17.292 2 I3/40 & - 4,152 ¢ + 3.462 2
s 3/40 ¢ + 2774 & + 13.458 3 I4/40 3 - 4341 s + 2.722 3
s 4/40 + + 00926 & + IL.4I3 s I5/40 & — 4.470 3 + 2.379 3
:  5/40 3 == 0,326 3 + 9.933 : 16/40 3 = 4.556 & + I.87TT : y
:  6/40 3 = I1.353 ¢ + B8.6I6 : I7/40 s - 44620 = + TI.400 3
:  7/40 3 — I.986 + + T.5I8 ¢ I18/40 = ~ 4.650 3+ I.032 3
: 8/40 + - 2,584 : + 6.760 3 I9/40 ¢ — 4.749 = + 0.488 :
s 9/40 3 = 3,041 = + 5.931 3 20/40 : - 4.769 & = 0.000 3
s I10/40 ¢ — 3.381 z + 5.220 3 H s |
6/ Plus généralement, des fonctions paires et impaires de la
forme s

( P (x) =4'ép Cp cos 2T px
) <
@) ( I (x) < pCp sin ofox

ol tp peut prendre ta valeur + 1 ou - 1, qui s déduisent de C (x) ot

s (x) on affcctant un signe arbitraire & chacun dos harmoniques, permet-

tent de comstruire tous les modéles pairs ou impairs possibles.
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. Nous avons construit deux fonctions paires, Pl (x) et P2 (x) et deux fonc—
tions impaires I7 (x) ot Io(x) particulidres en donnant aux <p lecs séquon—
ces de signe arbitraires, et & peu prés aléatoires préscnitdes sur le

tableau suivant s

s TABLEL III :
¢ Signes %p arbitrairement attribués aux termes de Py, Pz, Il’ et I, 3
R DI T . I
:ls 4+ ¢ = g 4+ 8 = 32 8 = 3 = 3 = 3 - 3
g 23 - 3 - 3 +4 & = 3223 - 3 + 3 + 3 - s
£33 - § = 3 = % + 2238 + = 4+ 3z = 3 + s
s 42 H . 2 * 3 + 3 24 s - : -3 + s - :
e 5 L, ¢ L 02 = 3 _ 3$25: u - + 3 - s
G + & - 3 + 2268 - ¢ - - 3 + H

. s Te 3 - f + 3 + 527 - 3 - + 8 - H
s 8 : = 2 = ¢  _ 328 4+ z 4+ 3 - + :

- $ 93 4+ 3+ & 4+ 2 _ 3293 4 3 4 3 + 3 - s
¢I0s - ¢ + ¢ 4+ 5 L, $30: - g = 3 - 3 + 3
2IIs - ¢+ 2 = 3 23T s 4+ 2 o+ 3 - 3 - s
$l2s ¢+ 2 - 2+ 2 232 ¢ 4 s+ 3 + 3 + H
2l3: - 3 + 8 - 2 + £ 33 - 3 -2 + 2 + 2
gld4e + 2 - 2+ 834 4+ 3 o+ - ¢ - s
2158 - ¢ = 2 = % . 235: o 3 - 3 = 3 + s
26 - 8 = 2 + & . 3363 - 3 - + 3 - :
sIfe + ¢+ 3 = % 3373 4+ & o+ 3 - 3 + :
218 ¢+ 5 = 3 = 3 4+ 3383 4+ oz o+ 3 4+ + :
:I9: + 2 - 3 + 8 309 ¢ + 3 + 3 + H - 3
220+ v 4+ 3+ 3 = 3 3

(1)
€0 oo

1]
o0
g
il
pe
>
3
oo
o ad
oo 0o

I1 est clair que lec tirage au sort du signe de Cp dans une
fonction P (x) ou I (x) est un cas particulier du tirage au sort des
- phases @p d'un développement du type (5): Les valeurs numériques des deux

fonctions paires Py ot P, et des doux fonctions impaires I, et I, sont

représentées sur la table IV. )
Pour x négatif, on mrendra P (-x) = P (x) et I (~x) = -I(x).
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TABLE IV
Valeurs numériques des fonctions Py (z), P, (x), I, (x) ot 1, (x).

Y e G
0 ! - 370 ! - 0.505 ! 0.000 ? 0.000 !
1/40 1 + 3.I59 | - 3.879 I+ 4.264 ! + 1.192 i
2/40 1 - 2,082 !  + 0.6I6 o~ 2.788 s 20366 !
3/40 1 + 2,392 ¢ ~  4.408 b4 2332 ! - 0.198 !
4/20 ! + I4 I72 ! + 9.704 ! - 6405 ! + 9.047 '
5/40 1 + 2.844 ! + 16,582 oL 6.781 ! + 18.401  F
6/40 t - 0.045 !+ I58TI I . 16.050 S 9 2
/40 1 4+ 15.340 ! + 7.286 'L 13,116 ! + 9.052 !
8/40 1 + 12,035 ' & 3.9I6 ' - 964 ' 4+ 502520 !
9/40 1 + 12.800 ! + 14935 '~ 1.505 ! + T.417  °
10/40 1 + 2,325 1 + 8.I29 PooL 27992 ! + 8.902
. 11/40 ¢ - 2.800 ! w I1.5I5 P 13.443 ! + 9.251
I2/40 1 + 9.643 ! = 5.222 P~ 8.404 ' 4+ s5.548 !
. I3/40 1 - 3.280 ! - 12.71I0 ' s 1710 0 ¢ + 18,358
I4/40 1 ~ 0.789 ! + I.672 Y 4 8.420 ! + 6.612
I5/40 1 - 16,856 ! - 10.4I4 PoL 2,91 3 + T.o7z
16/40 ! -17.998 ! - 3.036 Pos1ea397 Y 2325 !
17/40 1 -23.764 ! + 64654 ! L 6972 ! - 8.632 !
18/40 1 - 4.728 ! - 14.910 ' . 7.008 ! + 4.120
19/40 + 0.715 ! - 20.409 P+ 4.088 ! - 9.692 !
20/40 ! - 5,207 ! = 15.089 ! 0.000 ! 0.000 '

Enfin, bicn que les fonctions ainsi obtenues préscnient
déja des caractéristiques trés analogucs & dos sérics de tencurs, il con-
vient de s'affranchir des restrictions apportées par la parité Pl et P2

et 1'imparité de Il et IE' Nous introduisons les quatwe fonctions f, £,
?

£ et £ définies de la maniérc suivante

3 4
) ( 1 (x) = P, () + I, (z)

) £, (x)
) £y =)

P, (x) + I, (=)

) (9
' ) 3 (x) + I, (x)




~- VIII -

(£, (x) =B (&) +1, &)

Cos fonctions ne sont plus liées par aucunc condition de symé—
trie autour de x = O.
Cc sont des fonctions du type 5 avec des phases Pp égales a
@, 3, =4, ou =24 .
4 4 4 4
’ Elles sont représcntées graphiquement sur los figures 3y 4»
5 ot 6, ¢t tabulées sur la table V.

TABLE V

1
! valcurs numériques des 4 fonctions f, (x), £, (x), £y (x) ot f4 ()

T s m o5 L
1 20/40 g -~ 5.207 1 ~-15.089 1 - 5.207 = 15.089 i
) ¢ 19/40 ! - 3.373 1 = 24.497 1+ 10.407 1 - 10.717 !
1 18/40 g + 2.370 1 - 7.812 1 - B8.848 1 - 19.030 - 1!
. 1 I7/40 ! _16.792 1+ I3.626 1 - 1I5.I32 1+ 15.286 1
1 16/40 ! - 30.395 1 = I5.433 1 & 5.227 1+ 20.189 1
1 I5/40 ! - I4.665 1 - 8,223 1 -1I8.I27 1 - I11.635 1
1 14/40 ! - 9.009 ! - 6.748 1 - T.0L 1 = 4.940 !
1 13/40 1 ~16.990 1 —26.420 ! -2I.638 ! - 31.068 !
1 I2/40 ! -~ 18.05T ! + 3.I82 1 + 4.099 I - 10.770 !
1 II1/40 ! + 10.643 1+ 11.928 ! =~ I2.051 P = 10,766 !
1 10/40 ! + 29,717 1 +35.521 ¢ = 6577 1 - 0.773 !
! 9/40 1 +20.305 ¢ +2I.940 ' o+ 5.383 1+ 7.018 1
! 8/40 1 +2I.599 1+ I3.480 1+ 6.783 - 1.306 1
! 7/40 ! + 28.456 1+ 20.402 1 + 6.288 1 - 1.766 !
! 6/40 ! + 16.005 1 +3I.921 1 -~ I3.6I9 !+ 2.297 !
1 5/40 1 + 9.625 ¢ 4+ 23.363 ! - I5.55T % - 1.8I9 !
1 4/40 ! +20.577 ! + 16,109 '+ 5.I25 1+ 0.657 i
1 3/40 i 4+ 0.060 1 = 6.740 1t o+ 2,590 1 - 4,210 !
! 2/40 ! + 0.706 1+ 3.404 1 = 4.448 U - 1.356 !
- 1 1/40 ! - I.I05 1 - 8.I43 ! 4+ 1967 ¢+ - 5.071 i

(2 suivre)
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! suite Table V , g
! x g fpooo v fy / £, ! £, 1
1 ] ]
; 0, =~ 3.IT ; - 0.505 i - 3.I7I i - 0.505 4
; I/40 ] o+ Te423 § o+ 0.385 1+ 4351 T - 2.687 !
,2/40 | - 4870, - 2.I72 P, 0.84 '+ 2,982
L 3/40 | 4 424 - 2.I76 oL o294 Y - 4.606
. 4/40 g+ TJT6T o+ 34299 ot o3.019 o418 75T !
5[40, = 3.937 , + 980I | 4 21.245 boya4.983
; 6/40 y - 16.095 { - 0.I72 b 13.529 b4 09.445 !
: 7/40 g+ 2224y - 5.830 Pos 224392 b 16.338 !
; 8/40 g+ 24471, - 5,648 Py 17.287 Py 9,168 !
’ 9/40 ; o+ 5.295 { + 6.930 by 004217 P4 01,852 :
: 10/40 g - 24967 - 19.263 oy I1I.227 Yoy 174031 g
. II/40 . - 16.243 ;- 14958 Yo sust Y1736 !
; 12/40 g+ L.243, - 13.626 i + 15,195 i + 06326 i
. I3/40 ;  + 104430 y + I.000 " 4+ I5.078 T+ 54648
; 14/40 ;  + 7631 ; + 10.092 oL 5.823 Yy 8.284 :
: 15/40 - 19.047 ; = I2.605 Pl 15.585 - 94143 :
. I6/40 y = 5601 ; o+ 9.361 P 4T.023 bl 06061 ?
; 17/40 ;= 30.766 ; - 0.3I8 i - 32,396 : - I.978 i
. 18/40 ;  ~- II.826 , - 22.008 ; - 0.608 ; - 10.790
| 19/40 .t 4,803 , - I6.32I = 1 8.967 = 30,I01

Pour x = + 20, on rctrouve lcs mémes valcurs que pour
x = =20, Ces quatres fonctioﬁg varicnt avec assez d'irrégularité pour gu'il
ne,soég pas possible d'interpoler graphiquement cntre les points connus -
dlots le tracé con dent de scie dus courbes des figures 3, 4, 5 ot 6, ot
cependant leur: variation présente un ccrtain degré de pscudo-continuité.

Ce sont bien 1& decs caractéres de variable régionalisée de Wijsicnne.

7/ Nous pouvons maintenant nous demander cc que donncrei t
anc étude statistique ordinaire des tenours rcprésentées par los quatre
fonotions ainsi construibes. Ces quatre fonctions ayant, par coustruction,
méme valeur moyenne m = O ot méme loi de dispersion intrinsédque(on parti-

culicr, mdme variance) il nous suffit d'étudier la loi de distribution

statistique de la population obtcnue en mélangeant les I60 waleurs calculées




pour les quat
sur la table VI.

re fonctions. L'histogramme de cotte population ecst présenté

Py,

uc

TABLE VI
Histogramme des I60 tcneurs de la table V

Prégquence

[T

Frégucnce

S~ U O

16
12
1T
24

©r o @

o @ @

julid

4= 4o

23
20
9

9
12

que llon a rogrou

variance. Un calcul p

donne cn eoffet la valeur

1a variancc théorique

valeurs des £ (x) ¢

numériques suivantes de la
(m=-022

2 2

6= 225
La moyenne m = - 022 nlest pratiquement pas di fférente de O.
Dtaprés la manigre dont les foncti

8tre rigourcuscment nullc.

gramme de la table VI. Cc groupage doit entra

'3
o

6% quc l'on observerait, si 1'on comnaissait les

lement en quarantc points éguidistants.

toneurs des 40 volées en quoi on a découpé la galerie

moyenne m ct dc la variance 6

De 1'histogramme de la table VI, nous dédu%sons les valeurs

ons £ (x) ont été comstruites, clle devrail

Cotte valeur légérement négative pout 8trc imputée au fait
pé les I60 teneurs en classes de taille 5, sur lthisto-
fner aussi unc errcur sur la

lus précis — utilisant des classes de taille 1 -
Nous allgns comparer cette valeur numérique 6 = 2I2 avee
n tous les points du segmgnt 0 - 1, et non plus

6 = 212 est la2variancc des

sere la variance

re infini de volées de méme taille existant virtuellement da

) - [ ~—iy LY - - .y Y - e

e



"XI-.-

galeric, ¢t sc chevauchant les uncs les autres.

Dlaprés lcs formules (8) et (9), cettc variance théorique

a pour valeur

2 4 N
67&:"2-29-[0132+Cp =Z;%431n2_{£
P 40

de 1l'égalité

Z\ sin 2‘ﬁ§ 1 =3 - log, 21 - log, 1 +0 (12)
a2 p3 12 2

. “ o as 2 - .
On tire, en négligeant les termes en 1”7 ot d'ordre spériecur, et en faisant

1=1_
40 3 5 A
(10) 6% = 42_10 G - log, 24+ log 40) = 206
1600 2
R O s 2
Cette valcur théorique 61 = 206 cst en excellent accord avec la valeur

obscrvée, 212,

On notera sur la formule (10), que la dispersion absolue

des moddles £ (x) est @

(11) 3¢ = 42 10% = 61,5
1600
I1 remte & exeminer si 1l'histogremme de la table VI peut
gtre représenté par une loi de distribution statistique de forme mathémati-
que connue, La symétrie approximative de cet histogramme nous incite a
gssayer la loi normale, ou loi de Gauss. Nous avons comparé, au moycn d'un
test Xg, 1a distribution obscervée avec la loi normale de moycnne m = O

et de variance 6% = 206. L'accord cst excellentl.

1 - On a trouvé K2 = 8,86 pour 9 degrés de libertd, soit P (X) = 0445, ce
qui est cxcellent. Cepcndent, les 160 tencurs - de par leur procédé de

construction — ne sont pas indépendantcs les unces des cutres, ce qui

enléve toute valour quantitative au test classique du X2° Néanmoins, cn
tant que mesure de 1l'écart guadratique moycn entre lg distribution obser—
wée ot la loi normalec, le X° conscrve unc valeur qualitative § il est
bien évident que l'accord reste d'autant meilleur que le X2 ost plus
petite. '

Bien qu'ik ne nous soit pas permis de nous cxprimer quantitativement,

il nous parait certain que l'accord est ici trés bon.
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Ainsi donc le procédé dc construction utilisé ~ qui consiste
3 tirer au sort indépendemment les uncs des autres les phases d'un développe-

ment de Fourier de type (5) — engendre une distribution statistique gausiennc.

Ce point doit sans doute pouvoir se démontrer théoriquement. Nous avouns done
réussi 2 construire un moddle de giscment & une dimcnsion dont les tonocurs
obéissent & la fois & une loi dec dispersion absolue de Wijsicnne et & unc
loi de distribution statistiquc gaussienne. De ces deux caractéristiques,
scule la premiére apparait comme fondamentale. Si, eu lieu de tirer les
phascs au sort indépendemmont los unes des autres, nous nous les donnions
4 priori sclon ume cerfainc loi ~ on en a un exemple avec les fonctions
c (x) et S (x) de la formule (6) - ou méme si nous les tirions au sort selon
unc loi admettant des intercorreclations, la distribution nc sercit sans
doute plus normale, tandis que la loi de dispersion intrinséque resterait
de Wijsiennc.

8/ Il est aisd, & partir dos modéles précédents - normaux.
ot de Wijsiens - d'obtenir des modéles dont la loi de digtribution statis—
tique soit lognormale, tandis que la loi de dispersion intrinséque reste
de Wijsienno, Il suffit d'admettrc que les fonctions f (x) représentent,
non plus les teneurs elles-mémes, mais leurs logarithmes. Pour obtenir unc
dchelle de variation rappelant celle d'un giscment & basse tencur, nous

avons divisé les valeurs numériques de (x) par 40 et posé :

12 1 y=1 f (x)
( ) 0810 70

Dtolr quatre nouvelleg fonctions ¥ys Tor yg et y4, dont les valeurs numéri-—
ques sont données table VII, ct dont la variation est représentéc graphi-
quement sur les figurcs T, 8, 9 et 10, L'allurc dc ccs fonctions - a la
fois crratiques ct pseudo-continﬁes, et présentant en outre cette dissymé-
triec entre les valeurs élevées et basses, si caractéristique des distribu—
tions lognormales — évoque parfaitcment la succession des tenours de 40
volées.le long de la périphérie d'un panneau carré, dans un giscment a
basse teneur.

Les modéles obtenus semblent donc setisfaisents. Ils corros—
pondent, d'aprds (II) ot (I2) & une disporsion absoluc logarithmique (oxpri-
mée, suivant l'usage, en log népericns) Ggale & @

(13) - 3X=22 x61,5-0.2004 ouX =6,8

= i
1600 I00

Nous allons maintcnant examiner ce qu'aurait donné 1l'étude
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statistique, cntreprise par les procédés habituels, des populations dec tencurs
figurant sur la table VII, et comparer les résultats ainsi obtenus avec los
. prévisions théoriques déduites du xchéme de de Wijs en séric de Fourier.
Indiquons tout de suite que les écarts observés seront imputables & deux
causes trés différentes 3
—~ tout d'abord, 1'usage habituel de représenter les histo-
grammes au moyen de classes logarithmiques de raison IOV“IU introduit quecl~

ques erreurs sur l'estimation des médianes et des variances.

TABLE VII
1
!Valeurs numériques des quatre fonctions de Wijsicnnes et lognormales Y1995 )
i ' y, et ¥ !
3 4
! !
1 ; : : s o1 : \ i
x J1 y i B T4 v x | y1 2 I3 T4
{ : .
" = 20/40 | 0,741 § 0.420 | 0.T41 0.420° ° O 0.834| 0.97TI| 0.834| 0.971 !

'~ 19/40| 0.824 | 04244 1.820) 0.541 ° I/40 | I.531| I.248| I.283| 0.858

* - 18/40 | I.I46 | 0,638 0.60I} 0.335 2/40 | 0.755| 0.873| I.I77| 1.I89

* = I7/40| 0381 | 2.I93| 0.4I9 | 2.4I0 3/40 | I.312{ 0.883| I.I33}| 0.767
- I6/40| 0.I74 | 0.4I2} I.352| 3.199 440 | L1.563 | 1.2081 3.802| 2.844

* ~ 15/40| 0.430 | 0.624; 0.3521 0.505 5/40 | 10,798 | T.758 | 34396 7.925

'~ 14/40| 0.948 | 0.678] 0,653 0.753 ~ 6/40 | 0.396 | 0.99L | 24444 | 50445 -

'~ I3/40| 0.376 | 0.,2I8| 0.288| 0.I67 7/40 | I.I38 | 0.7I6| 4,065 2.559

! ! 1

- 12/40| 2,825 | 1.200| I.265] 0.538 ~ 8/40 | 4.I50| 0.723 | 2.704 1.675
- 11/40| 1.845 ' I.986| 0,501 0.538 : 9/40 © T1.279 | 1.406 | 3,199 3.5I6
- 10/40| 54534 L 7.727] 0685 0,957 ¥IO/4O 0.298 | 0.330 I°9Io' 2.661
- 9/40| 3.214 ' 3.532] I1.365} 1.496 '11/40 | 0.393| 0.423 | I.449| 1.560
-~ 8/40| 3.468 % 2.I73] I.476: 0.927 !12/40 14074 | 04456 | 2.399| 1.0I9
~ 7/40| 5.I4T | 0.I57| 1.436| 0.904 'I3/40 | T.824| I.059|2.383| I.384
~ 6/40| 2.5I2 | 6,281} 0.457] I.I40 214/40 1.553 | I.787| I.32I1 I.6IL
-~ 5/40] I.742 | 3.837| 0.408] 0.902 215/40 0,:334 | 0.484 0.408! 0.592
— 4/40] 3.266 | 2.529| I.343| I.037 !16/40 0.725| I.7I4| 0,093 | 0.221
- 3/40] 1.002 | 0.679| I.I162| 0.785 ‘17/40 0.I70| 0,982 0.552| 0.893
—~ 2/40] I.043 | I.2I6| 0.775| 0.904 !18/40 0.507 | 0.282} 0.966| 0.538
- I/401 0.938 ! 0.627, I.I20| 0.747 i19/4o i 1.3I9! 0.39I1 0.597; 0.I77

1 : i

. Ces errours, dont nous apprécierons l'ordre de ggandeur

proviennent simplement du procédé de calcul adopté. Elles ntont pas de
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signification théorique.

— Bn deuxidme lieu, les populations observées représentent
les toneurs de 40 volées obtenues cn découpant la galeric cn 40 trongons
successifs, ot correspondent & un mode de découpage particulier. Los pré-—
visions théoriques concernent au contraire la population infinie de toutes
les volées existant virtuellement dans la galorie ot se chevauchant « Il
cst trés important, pour la pratique, de se faire une idée de llordre de
ghandeur des écarts imputables 4 l'adoption d'un mode dc découpage = .
discontinu, De tels écarts, obscrvés & propos de giscments réels, pourront,

en effet, 8tre considérés comme non significatifs.

9/ La table VIII reprdscnte les histogrammes des quatre
populations Yy y2, y}, y4, avec les classes logarithmiques habituclles.
Los classes sont désigndes par leur lorne inférieure. La classe marquée
0.I58, par exemple, contient toutes les données compriscs entre 0.I58 ¢t
0.199. A partir dlun histogramme, on a calculé les paramétres lognormaux
habituels -~ médiane ou moycune géométriqueug, variance 6'g (qui est, suivant

1tusage, la variance des logarithmes néperiens des teneurs) des populations

Yy Yor yé, Y4 séparément, puis de la population totale obtenue par lo
mélange des quatre précédentes. Les valecurs numériques de ces paraméires
sont indiquées sur la table IX. Pour la population totale, on a indiqué
d'abord les paramdtres déduits de l'histogramme ot dcs classcs logarith—
miques, puis les valeurs plus exactes déduites de la moyenne et de la
variance des fonctions fl (x), £, (x), £, (x) et f4 (x). Deux conclusions
se dégagent s

— Tout dtabord, les errcurs, introduitcs par le procédé de
calcul & partir des classes logarithmiques, sur les variances comme sur
les médiancs, apparaissent comme négligeables, comme on le voit en comparant
les valeurs cxactes et déduites de l'histogramme ées paramétres de la
population totale. »

' — Seul donc le mode de découpage de la galeric en volée dis—
continues est responsable des écarts entre les valeurs trouvées et les
précisions théoriques. Si les fluctuations des quatre médiancs des y restent
dtamplitude faible (6% au maximum), les variances présentent des écarts plus

importants (18 % au meximum). Par offet de compensation, la variance de 1la

population totale (0.700) est on bon accord avec la valeur théorique (0.683).
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TABLE VIII

Histogramme des 4 populations Yys yé, y3, y4, et de leur total.

1 , . .
Classe ° Fréquence ¥y Fréguence y2gErequence yggFréquence yA!TOTAL
- 1 1

L]

H

1

!

!

!

I 0.0794 0 0 I 0 I A
i 0.100 v 0 ! 0 ! o ! 0 1 o 1
I 0.I26 y 0 i 0 ! . ! 0 1 o
! 0.I58 q 2 ! 0 i 0 ! 5 o4
10.199 0 ! 2 ! 0 ! I N
1: 0.25I I ! I ! I ! 0 1 3 g
1 0.316 5 ! 2 ! I ! I 1 g
I 0.398 I ' 5 ! 4 ! I 111 1
1 0.501 g I ! 2 ! 4 ! 6 113 %
I 0.631 3 ! 5 ! 4 ! 4 116 1
1 0,794 5 ! 5 ! 2 ! 8 t20 1
1 1.00 y 5 ! 5 ! 4 ] 4 118 1
1 I.26 q 6 ! I ! 9 ! 3 119 1
L8y 3 : 4 1 2 3 2 fir oy
! 1.99 g o} ! 2 ! 3 ! I ! g
1. 2.5I y p) ! I I I ! 3 17
1 3,16 q 3 ! 3 ! 3 ! 5 111 1
1 3.98 1 I ! 0 ! I ! 0 t o g
1 5401 q 2 ! I ! 0 ! T VI
1 6.31 1 0 ! I ! 0 ! I L2
$ ¥ ! ! ! ! y
TOTAL 40 40 10 10 160

10/ De la méme fagon, il convient de comparcr les variogram-

R e A e ST U .
mes des quatre populations dispunibles, calculds par les procédés habi-

tuels, avec le variogramme théorique déduit de G (h) du schéma de de

Wijs en série de Fourier.

La table X présente los valeurs numériques des 5 premiers points des

variogrammes des 4 populations et de leurs moyennes.

o

e
L

Les quantités tabulées sont les variances

6§ du logarith-

me néperien de la différonce des toneurs des voldes situdes & la dis—

tance angulaire fod 1tune de l'autre. La figure 11 donne la représen=—
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tation graphique de ces variogrammes. L'amplitude des fluctuations est
importante. Or, pour chacunc des populations, si l'on connaissait, non
pas seulement 40 valcurs de y cn 40 points discontinus, mais la courbe
totale représentant la variation de y en fonction de x, les quatre
variogrammes seraient,par construction, identiques entre ecux et avec
covariogramme théorique. Les fluctuations observées sont entiérement
imputables au mode de découpage discontinu. Si l'on en rencontre de
semblables lors de 1!'étude de gisemcnts réels, on est en droit de les
considérer comme non significatives. Daxs les études pratiques, il
scra done souvent difficile de mettrc en évidence une véritable régio-—
nalisation de la dispersion absolue, celle-ci risquant d'8tre marquée
par les fluctuations alcatoires du typc observé icl,.

Lt'équation théorique du variogramme, de son c8té, est @

62 2 (6 - 3@/1& sin p; cos 2’<pd )

AR
A partir d'unc distance angulaire d supérieure 3 2P, cotte expression

ne différe pas beaucoup de 3

]

(14) 6% = 2 (62 + 3rx’ioge 2. (sing 4))
Cette formule (I4) a servi & calculer les valeurs théoriques du vario-
gramme qui figurent en derniére colonne de la table X ¢ elle sont cn
bon accord avec les valeurs moyennes dcs 4 variogrammes a partir de
= 3, clest-a~-dirc & partir du moment ol la formule simplifiée (14)

devient vraiment valablc.

10/_Influenco de la longucur de la volée
A partir des 4 sérics de teneurs représentées sur la table

VIII, ot supposées représentep l'évolution de la minérelisation dans
un gisement réel, il nous a paru intérossant d'exeminer ce qui se
passerait dans un tel gisement pour des volées deux fois plus longues

(1= l_) et guatre fois plus longues (l = l_), Compte tenu de la pério-
20 IO
dicité, et en prenant des volées chavauchantes, on obtien 160 valeurs

pour chacune de ces deux populations. Les deux histogrammes sont donn8s
table XI.
Ces histogrammes permettent dlexaminer s'il y a permanence

dec la lognormalité, et comment évolucnt les variances lorsque la taille

1 de la volée augmente.
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o

. ' ! TABLE IX
! Paramdtres lognormaux des ¥y, ¥,» Tyt y4 !

-
-

-z

JMédiane  !Variance
! Population des yy g I.06 g 0.800

)

(valeurs oxactes)
Populetion théorique

o3

I.00 ! 0.683

=

: " Y, 4 099 ;0.725 !
]
z " v,y 0499 oy 0.622
1 1 yz { 0.99 1 0.705 1
2 1" !
Totale 1 1
1 (nistogramme) : I.0T , 0.700 g
;, Population totale ?
' I 0.99 ! 0.702 :
!
{

! TABLE X !

. q Variogrammes de DL 2 y3 y4 ¢

. d ! ! ! ! -

1Distance Variogramme ;

! — 1 - . o

anité =2f 1 I 1 RN ] y33 yA  moyen theo
! 40 ? !
1 ! i 1 i

§ v !
) 1 § OTTT 4 0.694 0.602 ! 0,568 g 0.660 g (0.609)

1

! 2 ) I.I78 0.962 1 0.809 ! 0942 |, 0.972 (0.892) :

{

' 3 1 I.288 4 I.057 i L1.049 ! 1.030 , I.I06 I.054 ’

U4, T.18 , T.30 y 1.023 ! I.35 I.I76 ,  1.169 :

|

! 5 ] 1.280 I.284 ¢ TI.I92 ! 1.110 , I.216 1.256 :

o
—n
Yy
ey
-
-
(-
)
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TABLE XI
Histogrammes des volées de longucurs 1 =1 et 1 = I
20 IO
Classe Fréquence 1 = I Fréquence 1 = I _
20 I0
0.251
0.316 T
0.398 I 7
0501 8 11
0,631 20 I7
0.794 28 37
I. 24 3T
1.26 I4 I0
1.58 9 I2
1.99 1 6
2.51 I2
3.16 6 I5
3.98 5 4
5.01 3 0
6.31 I

A/ Un simple examen des histogrammes montre qulapparemment
il n'y a pas permenence de la lognormalité. Le test X2 donne des résultats
désastreux ¢ il est vrai qu'ici, plus encore que pour la population primi-
tive dos ¥y, le test X2 n'a plus aucune signification quantitative. Les
voldes chevauchantes ne peuvent absolument pas &tre regardées comme indé-
pendentes, Mais, d'un simple point de vue gualitatif, le résultat demeurec.
Trés caractéristique est, d'ailleurs, l'allure bimodale des deux histogrem-
mes. A cbté du mode principal situé dans la classe 0,794~1 apparait un
mode secondaire. Encorc peu marqué et situé dans la classc 25I-3 .16 pour

les volées 1 = I , ce mode secondaire prend une ampleur trés forte pour

on——

les volées L__,Q et me situc dans la classe 398-5.0I. Si ce dernier histo=

er. 210 A - . .
gramme etal% d'origine expérimentale, ct si son modc de construction ne
nous garantissait pas & priori l'homogénéité de la population, on conclu—
reit & coup slr & unc hétérogénéité, et on chercherait & séparcr deux

populations 1'unc riche et l'autre pauvre smais ici nous sommes certains,

& priori, que la population est unique. Cot exemple doit nous inciter a
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une grande prudence lorsqu'il stagira do diagnostiquer unc hétérogénéité

3 partir d'une distribution expérimentalc. On doit penser que toute sépara-
tion de population non justifiée par un critérc géologique solide est treés
hasardcusc. Enfin, la permanence de la lognormalité, qui n'est pas respec—
tée ici, devient un phénoméne un pou énigmatique.

B/ Examinons maintenant 1'évolution de la variance. La
tableau ci-aprés donne los valeurs numériques de la médianc et de la vgriance

des volées do longuwaur _I , _I ot I

40 20 10
—
: i i { |
3 Coo1=L 1 T T
! i 40 1 i g
$ ..., K
Médianc i 0,99 ! I,I0 g 1.I9 1
T 9 b
g 0 1 ] ] i
Variance & ! 0.702 I 06526 ! 04375 !

.o
aa
—
(Y™

Pour 1 = I 5 on a vu que la valeur de la variance est en

40

bon accord avec la formulc théoriquc. Le passage & des voldes de longuecur
double doit faire décroitre la variancc de 3§(log62 = 0.204 X 0.693 0.1I41.
On observe en fait ¢ 0.702 = 0.526 = 0,I76 et 0.526 = 0.375 = 0.1I51 le

désaccord ne portc quc sur la deuxiémc décimale.

fi

I1 ost plus suggestif de faire la comparaison sous la forme

suivante 3

! population ! Variance observée ! Variance théorique i
: : , e
. 1=1 0.702 ' 0.683 ,
! 70 ! , i
g g i
. B S 0.526 z 0.542 :
! 20 1 ] !
1 1-1 ! 0.375 9 0.40T z

S

!

L e

ki3
On peut conclure quec la loi d'évolution de la variance

en fonction de la taille de l'échantillon est & peu prés conforme aux

prévisions théoriques.




