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Précision sur l'estimation d'une moyenne par une droite de Corroespondance.

Le probléme abordé ici se pose surtout dans le cas des gise-
ments d'Uranium. Il est, en effct, aisé et peu ondéreux de mesurer les
radiocactivitéds de toutes les berlines sortant du gisement. Ces radiocacti-
vités x sont en corrélation positive - généralement trés forte -~ avec les
teneurs y des berlines. La droitc de régression de y en x ou droite de
Corrospondance,jpermet donc, avce une précision d'autent meilleure que
cette corrélation est plus forte , d'estimer la toneur y inconnue d'unc
berline donnée & partir de sa radioactivité x. liais, en raison du prix de
revient élevé du guartage, on ne disposera, en général, pour étalonner la
droite de correspondance, gue d'un nombre n relativement pou élevé de
couples de valeurs correspondantes (xiyi) connues cxpérimentalement, Au
contraire, puisque les radiocactivités de toutes les berlines sont mesurées,
la population des radiocactivités x est trés bien connue, et les paramétres
de leur distribution -~ soicnt, dans le cas lognormal, la médiane}(x et la
variance 62X¢-peuvent 8tre considérés, pour le problémc qui nous occupe,
comme connues & priori. Le probléme, posé consiste & trouver la meilleurec
estimation de la tencur moyenne, et la précision de¢ cette estimation, &
partir des n couples expérimentaux (xiyi) et des paremdtres Xx.et 62x
connus a priori.

Nous supposons que les teneurs y et les radioactivités x sont

des variables lognormales de paramétres
. AP o s . 2 R
- pour les radioactivités, médianc X;: variance 6 % (connus a priori)

2 (&4 estimer)

—bpour les teneurs " )(y " 6
~ Covariance radioactivité teneur 6xy et coefficient de corrélationqr
(& estimer)
Oh introduire aussi le coefficknt P de régression de ¥y en xg
6xy =P0x 6y =P 62x
Wous désignerons; en outre, par méy le meilleur cstimateur

de la teneur moyenne my, dont nous devrons former 1'expression & partir

des n couples expérimentaux (xiyi) ot de Xx et 623>. Comme la droite de




correspondance dépend de my, @ et 62y’ nous aurons aussi & fdmer lecs esti-

2 . . . . .
meteurs 5* et 6 y*e Nous déterminerons ces trols cstimateurs par la méthode

du meximum de vraisemblance (cf. CRAMER, pp 498 et suiv.)

1o/ Probléme normal

Pour des raisons de simplicité, on cherchera d'abord les

estimateurs du maximum de vraisemblance log g*y’ 6¢2y et $¢ dée la médianey

de la variance ot de la pente. La donsité de probabilité f (log x, leg y)

du couple de variables normales f log x log y 2 pour logarithme 3

—— 2
x/
Log £ = - leg 24~} log 67 62y (L-p2) - _1 log 9%
2
2(1-p2) 6 %
-~ 2
5 P logx_ log y log y
¥x v+ 5y
6 x 6y 62y

Soity; en remplagant F par ? 6x
6y

(1) log £ = - log 2€ - % log,2 = 4 log (62 - }3262 ) - 1
x I * 5] 2,2
2(6y-p <)
62
___Zlogx/XX—Z@logg_logl_+logz_
62 Xx ¥y Ly

x
On obticnt les estimateurs du maximum de vraisemblance en donnant auzpara-
s 2 - *
métre inconnus log gy, @ et 6 v les valeurs numériques log X*y, $ et

2 & . .
6 ¥ qui rendent maximum la somme

£ 106 (205, - 1,

étendue aux n valeurs cxpérimentales X5 Ty Ces trois ecstimateurs sont les

solutions numériques du systéme 3

; dlog flxiys) _ / dlog £(xiyi) _}p dos £(xiyi) _ 4

2log ¥y i _362y i 5P
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- Hquation en X Yo

Blle stéerit 2

(2) Z prlogxi _ loggyi | _ 0
N ix Xyet:
ou

* * § *
JLog?fy = B logxX +1 £ (log yi - B” log xi)
n
Cette dquation (2) résoudrait le probléme de llestimation de
la médiane X*y si 1'on oonnalssalt la valeur vraie de la pente }3 - ¢t non
pas seulement son estimateur B

L'estimateur (2) aurait alors pour variance :
2 % 2 2
D 1 =16 17

(1og ¥7,) 16 (1-F

- Mais ]3 n'est pas connu a priori. On doit élaborer son estlmat_eur? a

partir des deux autres équations du maximum de vraiscmblance 3

- Equations en 62" et Bo
J

Celles—ci nous donnent @

_ P*Q 2 + : A
rd ‘.““-"’2
L log x:L/XX
v n 5
(3) ' 6 x
«\a 62 2 i i
B —x —-n6X,=ZlogXl log ¥*
24 2 2 Vg -
‘_6 y - P 6% ¥x Iy
avec
¢ D —_2
(4) A = | log yi -2 P log xi log yi_ + 625'2 log xi

Z(y Xx Xiy 623; Z’X

En éliminant A des deux équations (3), il vient :

Z_log xi leg Vl

- —
log xi
¥x

On obtient -~ en principe-~ les deux ostlmateurs simultanés P otj y en

résolvant le systéme (2) - (5), soit en principe pourfy :
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2
log xié]
1og‘¥*y 1 [ x =_]_._Zlog yi -1
—2
nZlog Xi/b’x

(6)

j Zlog yi 1og Zlog
—~2

Z—lcg xd
pid

;
7

On voit apparaitre dans cctte cxpression les estimateurs s
( Zmog xi

(7) ’
R =

que l'on utiliserait si l'on ne connaissait pasz et 6 5 par ailleurs

log),(*x =

=R

(on note que dans {52 s cleost la vrale valeurx gui figure ot non llesti-
mateurx*x) £6) pout alors s'écrire s
e
(8) logf)*y 1 - lo X*’ 1 Zlog yi - log Xx /ﬁx lZlog yi
OQX 42 n
log xi
ix

Tel est l'estimateur qu'il convient d'cmployer effectivemcnt pour avoir

la meilleurc cstimation de la médianeXy. Le calcul de la variance ecxacte
D2(log‘$*y) apparait comme asmez coriame. Mais cette variance dolt &tre
en l/n, ety si n cst assez grand, on peut se contenter de sa partie prin-
cipale en l/n, et négliger les tormes en 1/n2°

Repenons alors 1l'estimatcur (2)

log ¥*y = p* log¥x + 1 Z (1og yi - B* log zt)

n
e

L'estimateur B de B — tel qu'il résulte de la résolution du systdme (2) -
(5) - a 1lui aussi, une variance en 1/n. On poscra s

3:!: = B +£
P étant la valeur réellc du cocfficicnt, et ¢ une variahle de valeur moyen—

ne nhllel ¢t de variance en l/n. I1 vient @

1. en réalité dc valcur moyenne en 1/m — mais ceci ne change ricn,




1ong* = lZ(log yi =B log xi) + JB 1o,g\5X - g_ élog xi
n AX

Le dernier terme é_f,log_:_c__i_ est le produit de doux variables de moyennes
n ¥x

nulles ¢t de variance en le. Il a lui-m8me unc variance cn 1 s donc négli-
n n

geable. Il est d'autre part ind8pendent du premier terme car 3

log xi est indépendant de log yi - d log xi

yx
VA . . . . +
L log xi o‘bZlog yi sont indépendants de P

(d’aprés los propriétés clasaiques de la loi normale). Par guite, si on

néglige lox termes cn l/n2, la variance D2 (long*) est encore

(9) o (108 ¥5*) =1 6%, @ ~p?)
n

- 2°/ Probléme lognormal

Ce ¢ui nous intéresse n'est pas la médiane X — qu¢ nous

Y

+ 2

savons estimer par mais la moyenne m_ = e 6 - gue nous estime-
p Xy y . \éy y/2 = ¢

rons par
2%
* * 6
I0 m = e 2
(10) . ?fy v/
en négligeant le biais2 en 1/n. L'estimatour 65; de la variance, tel qu'il

résulte de (3), se met - apres quelques manipulations - sous la forme ¢

62 e &0 2

4
{
2 *
(11) y =B 6X+_];Ztl_og§fi - B log i
n qu, ?(X
- Si ﬁ est cxactement connu, il suffit d'introduire la variable :

n

log z = logy - B logx

pour avoir s 7,
62* = }32 62 + 1 Zlog 21

y X —-——e ————

n X *
Z

- llestimateur log?{z":e étant ~d'aprés (2) - ll'estimateur normal

log Xz:l= =_];Zlog Zi
- n

2. Pour éliminer ce biais, il conviendrait dc¢ généraliser llestimateur de
SICHEL .
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L'estimation de 6 5 se raméne & l'estimation de la variance 6 , de Z.

2

2 2 .
Comme on a 6 5 = 6 (1 —P ), les résultats. classiques donnent 3

it

2, 42 4 4 2.2
(12) D(6y) %6Z-g_ 6y(1-;)

n

et on note que 6"; est indépendant de Xy*. Dol - d'opres (I0)
2, * 2 2 4 2,2
D = i -

(13) (my) =1 6750 =P+ 1 65,0 -7

— Si B n'est pas connu a priori (ctest le cas général), on sc contentera

d'une approximation en l. On pose alors :
n

p* =B +<
E
logly = logjy + log g
. & et log g sont des variables de moycnne nullel et de variance on 1/no

On écrit (11) sous la forme :

e
24 2,2 2 X3 74
(14) 6y=}36x+_]£_.lZlogzi+2}3£6x-2§_210g 1 log 71

i a A

N

-2 log g Z log _Zi
n )/Z
ou l‘on a négligé 1es produits de variables tclles que é et log g. Le pro-
duit ?Lfg Zj a une moyenne nulle — puisque x et z sont indépendants. Les
Yz
termes 1 Zlog *i log Bl oy lZlog __3_: ont donc tous deux moyecnnc nulle et
n Xx Jz n ¥z
variance en l/n. Les deux derniers de (I4) peuvent 8tre négligés, comme
epportant une contribution en _]_.__ a la variance D2 (6$§_) de (I4). On écira

2
n

donc :
2, #2 4 12,2 2 4 2 ..«
D(6y)=gn_6y»(l—-f‘)+4}3 6. D" (B7)

2 .
La variance D (;3*) de l'estimateur }3* définie en (5) - & ltapproximation

on 1{n - a son expression classique 3

1./ En réalité, il peut y avbir un biais cn 1.
n

e
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) 2
(15) D(p*) =1 65 (1-7%)
n 2
6x
Do finalement 2
5 2 4 4
6 =26 -
(16) ey =2 ; @=p"
et—d'aprés (I0) (carlj; ot 62 sont encore indépendants)
2 + 2 2 4 4
(17) (m ) -1 6°. (L=p")+1_ 6" (L-p7)
y =L Gy B )r oy et

30/ Bstimoteurs asymptotiquement efficients.

D'oprés la méthode indiquée par CRAMER (pp493 ct suivantes),
nous allons calculer directement les expressions asymptoticues des varian-
ces des estimateurs efficients. L'approximation ainsi faite revient & ne

considérer que la partie principale oen 1 de ces variances, et & négliger
i ' n

lecs termes en n2 ot d'ordre supérieur. Le fait que les cxpressions ainsi
obtenucs coTncident avee celles que nous avons obtenues directement dans
les deux premiers paragraphes, prouvera quc les estimatours utilisés sont
asymptotiquement efficients - c'est-ad-dire qu'il n'est pas possible d'en
trouver de meilleurs, & l'approximation du premier ordre.
Méthode.

Si les deux variables X ¢t y obéissent & la loi de distribu-
tion & 2 variables F(xy, abc) dx dy dépendant de trois param&ires a b ¢
1 s s . as s £ .+ &
de valeurs numériques inconnucs, les estimateurs efficients a3 by ¢
(stils existont) de ces trois paramétres admettent l'cllipsoide de concen—
tration s

—

- 2 2
n E\/&log F) (a*~a) +2E (Qlog F dlog F) (a*-a) (b*=b) + o.e
| 2a B ab

- 2 5
+E (Qlog F) (c*-o) J =5
al
5 partir duquel on obtient les veriances D2 (a*-a) D2(b$—b) et Dz(ci—c)

Choix des paramétres & cstimer.

<

|

On choisira la moyenne m_ des teneurs, la pente B =t36, = 6X;
y &

o)
N
b

. . 2
de la droite de correspondance et la variance 6

o

. . . & A
Pour tenir compte du fait que l'estimateur m y de my sera a

peu prés lognormal, tandis que locs ostimateurs B* et 62; seront & peu preés

normaux, on remplacera my par log myo Les vgriances efficientes obtenues
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seront Dg(log m*y) - clest-a~dire la variance logarithmique de méy - g%
i D2(;B*) et D246*§,) - clest—a~dire les variances arithmétiques des estima-

teurs }3* et 62;3‘;

Calcul des coefficients de l'ellipsoide des concentrations.

Exprimée & l'aide des paramétres my, B et 6;, la fonction de

probabilité des 2 variables log x ct log y admet comme log 3

2 2,2 X
(18) log F = - & (6% = p%6°x) - & (log = )° 6%
Ix - '
2 2 2,2
6x(6y—}36y)
X -2
+}31°g-}]-x (logy—-logmy+-?56y)
2 2,2
6°y - p6°x
: - % (log y - log my+—%62y)2.
2 2,2
) €y~ PO %
On posera pour simplificr :
2 2.2 2 2 2
(19) 6y ~BEx=6,=6301-7)-D
Bt on calculera : o
my Jlog F s;_(log;:_—,’B log X )
Py D Xy ¥x
3 . . -2
‘lOgFr:g 1 X ) l 2 X
e =l-1 + B log=— — le =, (B log=— -2
%23_ = [( B log 33 g Y)+D__2( og I3 B
-2
X A N
o ], S [ -
logyx Oggy+lg7;y)
(20) -
3105F=362x~}3§;lag%+621 +,;§262x log x_log y_
e ¥ 2 XX oY
5 -2
- P& xlogy
R D2 Xy

Dol les moments carrés et rectangulairess
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-
E (my dlog F)2 = m2y (Jlog F)2 Flxy) dx dy = 1 = a
- 2 ny o my D
E(@logl?)2 = 1 +1 =%
2)62y 4D op°
E (dlog F)2 - 6°x (62y + B 62x) =0
2B 2
D
(21) B Emyé)log F Qlég F)= =1 =fF
E (dleg F m au-g'F) = 0 = e
(735 7 om
_ Iy
. | B (Plog P Dlog F) = -3 QEE = 4
( 5B :)62y) D2

.

et 1l'équation de 1l'ellipsofde de concentration s

n (a 2 4 by2 + 08> + 2dyz + 2ezx + 2fxy) = s
2 2 :
o X y et z sont mis pour (log n*y - log my) s (6% - 6°y), et (B° - B)

Calcul des variances efficientes.

De l'équation de llellipsoide on déduit :

p° (x) =1 b e - 4

i}

B bo = of° = be> = ad> + 2 def
D° (y) =1 ca=—ce
(22) < n 5 5 5
abe = ¢fF = be” -~ ad” + 2 def
2 2
D (z) =1 ab=-f
h n

abc - cf2 - ‘be2 - ad2 + 2 def




. o

des valeurs trouvées (en 2I) pour a b c d e et £ on déduit 3

{ avo - cf2 - be2 - ad2 + 2 def = 62x 62y (1 - Pg)

be - d2 = 62x 62y (1 +‘p2),+ 6°x 62y (1~ p2)
4 d3 2 D4
ca - e° = 6°x 62y (1 + p2)
D3
ab - £° = 1
2D3

Diol

L}

) )
p° (log m*y) = 6y (1 = p°) + 64y (1 - p¥)

] n 2n
) (23) p° (6*%) = 2 64y 1 - ph
0° (3*) =1 6y (1 -5
n 2

6 x

Remarque 3
Si B est connu a priori (par exemple, si llon sait a priori
que B = 1) = en pratique, il ne semble pes que ce soit le cas - 1l'ellip-

solde est remplacée par l'ellipse de concentration

n (ax2 + by2 +2 fxy) = 4
et 1lton a
p° (x) = __b | 1 (y) = _a
ab = f2 ab - f2

Soit

' 2 2,2
v° (log ny) = éil(l -p) éfl (1 -1p)
4 n 2n

2
D% (6*%y)

i

2.2
2 6% (1 - p°)
n
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Les expressions de ces variances efficientes (que B soit ou non connu a

priori) sont identiques aux parties principales en 1 des cstimateurs
n
déduits du maximum de vraisemblance.

On en déduit que les estimateurs du maximum de vraisemblance,
donnés dans les paragraphes 1 et 2 sont bien asymptotiquement effidents.
Cela signifie que, pour n pas trop petit, ces estimeteurs sont les meil-
leurs possibles. (Dtautre part, le fait de retrouver les mémes expressions
constitue un emcellent recoupement, et nous met & l'abri d'une erreur de

calcul possible).

4°/ Précision sur une beneur individuelle estimée & partir de sa radlo—
activité x.

Lorsque la radioactivité x est connue, la teneur y est une

variable lognormale de médiane et de wariance 3

¥ 5= = Xy %?5) B
(24)

2 2 2
2
8i 1l'on connaissait les vralgs valeurs deijyy 6 y et B ces formules
résoudraient le probléme., La variance de y, en particulier seralt 62y(l—p2)

Mais on ne connaft pas la vraie médiane y.X, mais seulement son estimateur

- - B
‘xy.:x. ¥y (= )

3=

Pour une valeur donnée de x, les deux rapports

L
y et ‘gx.x sont indépendants
fy.x Xy.x

Par sulite 3

D ( ¥ « X ) = D° ( y__ & X))+ p° (X*z}.x) = 62y (1 _Pg) + DQ(X*I.X)
3%.x Yy.x YT X YT+

Calcul de la variance de

B*.B

brz - x (z)
Ve Yy fx

On prendra la variance logarithmigue de cette expresgion‘X*y ot B® &tant

indépendants (d'aprés les théordmes généraux), on a 4
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-2
Dgézzzg) = D2 (*y) + (log x)° D2(B*) = 6%7 (1 = p°) + log x_ 6°y(1 = p°)
¥ 4 -x) 3* n ¥* 6%

D'olr la variance logarithmigque donnant la fourchette de y &4 x fixé autour

de X*y;x H
- 2
x
(25) DQ(y.Y'hy.x) = 62y (1 -~ pz) 1+1+1log¥x
n n

62x

Ceci est l'expression asymptotique en 1. D'aprés Cramer (p.55I) 1'expres-

1
n

sion exacte s'obtient en remplagant n pér n - 2,

o/ Précision sur la valeur probable d'une teneur y & x fixé.
J

On obtient un résultat notablement différent. La valeur prc—

bable de y & x fixé a pour vraie valeur s
B~ B262x
z =B (yex) = my (x_) e 2
Xx

. . . . L
On 1ll'estime par llestimateur approximativement lognermal z défini par

%2 2

(26) leg z* = log mq’y + B* log x_ - B"° 6°x

Xx 2

On nete que m*y ot B* sont indépendants | car e = E{Qlag B ny 910@; F =0
| 3B o Iy

. . . . *
Dlou la variance logarithmique de 3 2

Dg(z*) - p° (m*y) + D2 (B*1eg X - B*Qéii_{_ )

X 2
On posersa B* =B +1{ ¢ ayant moyenne nulle et variance en 1
n
dtol B"h2= 32 +2%B + &2 en négligera £2 comme ayant une variance
en 1
2
n

2 2

ot on premdra B o= B° 4+ 2B (B*-B) = 2 BB® - B
dtolr
262::
5

E
p°{B log x - B*Zégx\# D B*(leg x ~-B 623:) + B
2

¥x




D'ofy finalement 3

(26) Dz(zé) = 62y (1L - p?) + 64y(1 - p4) +1 (logx_ = Bégx)2
: n 2 n n Xx

2 2
Sy (1-p)
2
6 x
Il s'agit ici encore d'une expression asymptotiquc en le On en déduit la

* n
2 0(z ) gul donne lierreur sur

fameuse hyperbole de confiance z*e =
llestimation de la valeur probable d'une teneur lorsque la radiocactivité
est connue, )

On notera la signification trés différente de (25) et (26).
De (25), on déduit la fourchette de llerreur commise en déduisant la teneur
¥y dlune berline de s2 radioactivité et de la droite de correspondance. La
partie principale de la variance d'erreur, 62y (1 -pz) est finie. L'équa-
tion (26) donne lterreur commise on assimilant, au point d'abscisse x, la
droite de correspondance réelle (inconnue) & la droite déterminéde 3 partie
des n couples (xiyi). La variance eét en l/n et tend vers O lorsque n aug-—

mente indéfiniment,

6°/ Remarques terminalcs.

I/ Nous avons admis, implicitement, que l!'échantillonnage était
aléatoire. Les formules données ci-dessus sfappliqnenf, en toute rigueur,
au cas ol les n berlines retenues pour étglonner la droite de correspon~—
dance sont choisies au hasard parmi toutes les berlines arrivent au jour.
En pratique, 1l'échandillonnage est toujours de nature systématique. Chaque
panneau contribue & la droite- de correspondance par un nombre de berlines
en rapport avec son tonnage, la régle étant par exemple de retenir une
berline pour tant de métres d'avancement. Bt clest bien ainsi qutil
convient de procéder, puisqu'il cst trés vraisemblable que 1'équilibre
radioactif posséde un caractére régionalisé — et non pas aléetoire. Les
formules données ci~dessus ne sont donc pas strictemcnt applicables, mais
peuvent &tre retenues & titre d'epproximation. Cette approximation est

d'ailleurs pessimiste (dans le sons de la sécurité), car il est bien

certain qu'on aurait une moins bonne droite de correspondace en prenant
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n berlines au hasard, ou bien-d'en choisir le méme nombre selon des cri-

téres systématiques.

2/ Les formules ci-dessus peuvent s'appliquer aussi & l'estimation de la
teneur des constituants secondaires d'un minerai, par cxemple l'argent
ou llor 1lids au plomb ou au cuivre. L'usage ost, de ne doser pour Ag
qulun échantillon de minerai de plomb sur 10, par exemple, et dlen
déduire un coefficicnt de proportionnalité Ag/Pb. I1 s'agit en fait
d'une véritable droite de correspondance Lg/Pb, et les échantillons

analysés pour Ag Jjouent lc mlme r8le que les n berlines retenues pour

1t'établissement de la droite de correspondance.




