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NOTE GEOSTATISTIQUE . N° 41

Recherche d’optimum dans la reconnaissance
et
ls mise en exploitation des gisements miniers

°
o 3 e

INTRODUCTION

Etant donnés 1'ampleur des investissements mis en jeu dans 1'industrie
~ minidre, et la gravité du risque de ruine, aucune Société, aucune autorité respon-
sable, ne premnent la décision dfexploiter un nouvesu gisement saus avoir procédé

au préalable 4 une estimation aussi précise que possible de tous les paranmdires '
gdologiques, techniques et économiques qui conditionnent la rentabilité de la nou-
velle mine. Ces paramdtres sont nombreux et variés, Des dtudes préviaionnelles de
marché permetient de préciser les facteuras économiques (couxs et débéuché)». Des épe
sais de traitement en laboratoire, ou en laverie pilote, et l'étude ddtailléde de dife
férents projets d’exploitation permettent de choisir et de chiffre: la meilleure So=
lution technique, Enfin, des travaux de reconnaissance par sondeges ou travaux miniers
conduiéent 4 une évaluation des réserves du gisement, en tomnage et en tensur, Il se-
rait souhaitable, dans 1l'absolu, de connaitre parfaitement ces différents paramdires,
Mais Y'information cofite cher. Les travaux de reconnaissance, en particulier, peu-
vent i'eprésentor un pourcentage non négligeable du total des investissements. Il ar-
rive un moment ol la valeur de 1'information supplémentaire n'est plus en rapport

avec son prix de revient. Entre les deux situations extrémes, caractérisées;l’une par
des dépenses de recherche nulles et un risque de riiine maximum, 1'autre par une sécu- .
rité parfaite et des dépenses de recherches infinies, il existe nécessairement une
situation de compromis correspondent & un optimm, OY se situe cet optimm, et com- .'
ment le déterminer, telles sont les qjﬁestioﬁs ayxquelles tente de répondre la présen—
te étude. Nous nous limiterons, en fait, an w‘éléme de la détermivation du volums - -
optimum des travaux de reconnaissance, Les données écomomiques (coura du minerai et
possibilités de 'débm_iehés) sont supposdes connues, de méme que les ca.ractéristiques' '
techniques de la méthode d’exploitation et du procédé de traitement reterus. Nous de=
vrons, par contre, étudier en détail 1'influence du choix de deux paramdires technie
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ques trds importants : la cadence amnmuells d'exploitation, et la teneur. limite de
coupuree

Il est clair que le problime ne peut pas se formuler dans l'absolu, le ni-=
veau optimum de la reconnaissance dépend des caractéristiques du gisement lui-méme, -
et ne peut &tre déterminé effectivement que si 1l'on dispose déja de certains rensei-
gnements sur ces caractéristiques, c'est—i=dire, pratiquement, si 1'on a déji effec~
tué une premidrs phase de travaux de reconnaissance. On & un schéma séquentiel, ol
les décisions & prendre se présentent en cascade., A 1'issue d’une premidre phase de
reconnsissance, on se trouve placé en un point crucial C (Figare 1), ¢

Permer '
'y

Exploiter
o  D¥me phase de TR c!

Figure 1

ou l'on g le chclix entre trois décisions possibles s

1)= Permer le chantier et sbandonner le gisement,
2)- Bxploiter tout de suite,

%)= Faire une deuxidme phase de travsux de recommaissance.

Si l'op adopte la troisidme décision, on se trouve-i 1l'issue de la deuxid-
me tranche de travaux de reconnaissance — en un nouveau point crucial C° oh, théo-
riqusment, les trois décisions sont & nouveau possibles, mais peuvent 8tre prises
sur la base d'informations plus complétes qu'en C. Entre ces trois décisions, le
choix suppose un critdre : nous avons adopté le critdre habituel, qui consiste & ma-

ximiger 1'espdrance mathématique du bénéfice futur. On choisit la déecision qui donne
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la meilleure espérance en aval du point C. Ia hemidre décision conduit & une espées
rance mille. Celle de la deuxidme se calcule eh faisant le bilan prévisionnel du pro-
jet d'exploitation eonstruit & partir de l'information disponible & 1'issue de la pre;
nidre phase. Colle de la troisidme s'obtient en anticipant, en pro‘babn.lz.tég( ) les -
résultats de 1la deuxidme phade de travaux et la déeision é :grendre qu'ils impliqueron'l
en 077 elle met en balance la dlmlnutmn du r:.sque de ruine avec le cofit des travaux
supplémentaires, Ia Géostatistique fournit, 4 chaque &tape, une mesure objective de
1'information disponible sous la forme de variances d'estimation sur le tonnage et la’
teneur, auxquelles des raisonnements simples p'emettent -gi"at'!;ivibuer une sig,nifieatipaf
économique, et done de caleculer numériquement les diverses espérances mathématiqﬁes‘o‘

HMais ce ﬁ“'eét pas tout. Outre le risque de ruine, d'autres facteurs influen
sur le volume optimum des travaux de recomnaissance. Si, en effet, la décision d'ex=
ploiter est prise, le risque de ruine ayant été jugé suffisamment faible, il reste &
préparer un projet d'exploitation aussi bon que possible, comportant, en particulier,
un choix optimum de ls cadence ammuelle d'exploitation et de la teneur limite, Ia ca-
dence et la teneur limibe optimales dépendent naturellement des rdserves du gisement,
Une erreur dans lﬂévaiuation des tonnages et des teneurs conduit & un dimensionnement
de l'exploitation qui s'dcarte de 1'optimum, Il en résulte une perte, dont la waleur
probable peut &ire calculde, et doit &tre mise en balance avec le prix de revient de .
travaux supplémentaires. Méme si 1'on est certain de 1'exploitebilité du gisement, il.
arrivera que l'on ait intérét & faire des travaux de reconnaissance supplémentaires,
non plus pour pallier un risque de ruine négligeable, mais pour choigir le meilleur
programme d°exploitation,

Chronologiquement, le schéma séquentiel de la figure 1 se présente en prem
mier lieu, les problémes de dimensionnement n'intervenant qulapres la démonstration
de 1'exploitabilité. Mais un exposé théorique doit nécessairement observer llordre in-
verse, puisque c’est ssulement lorsque l'on a défini les éventualités possibles en
aval du point C, et chiffre leurs rapporis, que 1l'on peut calculer les diverses espé-
rances mathématiques : il faui, en premier lieu, approfdndir le concept d'exploitabi~
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Le recours au langage probabiliste est, en fait, un artifice dont nous devrons exa=

miner ls valeur et les limites. . !
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lité, et cela conduit obligatojrement & poser le problime du dimensionnement opthimma
D'oll 1le plan de cette étude : Dans une premidre partie = qui s'inspire largement des

| travaux de F. BLONDEL -~ on éxaminera la rentabilité d'un gisement dont les visecvos
sont commues et les problimes posés par le choix d'une bteneur limite et d'une gadencd
axouelle d’exploitation. Dans une deuxi®me partie, on déterminera le niveau optimum
de la reconmaissance d'un gisement dont la rentabilité est certaine; en mettant en
balance le collt des travaux et la perte due % un mauvais dimensionnement de 1'exploi-

. tation. Ia troisidme partie, enfin, tiendra compte du risqlie de ruine et formulera,

de fagon précise, le schéma séquentiel de la figurs i, Les deux premitres parties,
en réalité, traitent du probléme posé par le choix de paramdires techniques : cadence
d'exploitation, teneur limite, et volume des travaux de recomnaissance, ces derniers
nlintervenant ici que dans 1. mesure oh ils servent & définir 1l'optimum des deux pre~
. miers, Corrélativement, nous verrons ‘que les raisonnements doivent &tre faits avec.
un teux d'actualisation nul, et qu'ils conduisent i des optima absolus. Ia troisidme .
partie, au contraire, analyse des criteres de décision ¢ elle a pour objectif une op=-
timisation séquentielle, ou relative (relative aux informations disponibles au point
crucial C), et fait nécesssirement intervenir un taux d’actuslisation différent de
zéro, A titre d'illustration, enfin, nous donnerons dans une quatri®me et dernidre
partie un exemple numérique détaillé d'application.
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CHAPITRE I

1)e= Définition des muramitres.

Dans cette premidre partie, nous supposons que les caractéydstiques

(1)

du gisement sont parfaitement connues. En particulier, on a pu déterminer sans
ambiguité la meilleure méthode d'exploitation et le ms_;illeur procédé de traité-
ment possible, Il reste ¥ choisir deux paramdtres techmigues -essentiels : '

‘=18 cadence de_production anmuelle %"

= la teneur limite, ou teneur de coupure " x.V

Ia signification du deuxiime paramdtre doit &ire précisée. Dire que
1'on prend x comme teneur de coupure signifie que 1l'on décide ¢'sbandonner.,
les pannegux dont la teneur moyenne est inférieure & X, et d'exploiter ceux
dont la teneur est supérieure & x. Une telle notion n'a de sens que si 1l'on.
défg.nit la taille des panneaux auxquels cetite coupure s'sppliquera, ¢!est-d-dirve
le niveau suquel opérera la sélection. Cette taille doit 8tre considérée comme
une donnée, puisqu'elle résulte des caractéristiques technologiques du mode d'ex—
rloitation que 1%on a retenu.

Le_tonnag " 2(x)," et la teneur moyenme "m(x)" apparaise

sent comme deux fonctions, 1l'une décroissante et 1'autre croissante, de la te-

e de minerai

neur de coupure X, Si T(o) = To désigne le tonnage du gisement entier, ls dif-
férentielle ...,.d.%&?,l représente, en pourcentage du tonnasge total, le tonnage
1o

du minerai & teneur comprise entre x et = + dx. On 1l'interprdte parfois com= -
me la densité de fréquence f(xjdx e la distribution statistique des tensurs
en fonction des tonnages. Une telle interprétation p'est ni clairve (1) ni eg=
sentielle, Nous n’en ferons pas usage. La fonction (x) représente simplement
le résultat d'une méthods donnée d’exploitation lorsquion l'applique, avec uns
teneur limite x, & un gisement, c'est-B-dire, & un phénomtne naturel, déterming.

e00 / o8

Voir page suivante,
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On prendra bien garde, en particulier, de ne pas assimiler __Léx) a
. ‘ N
la distribution cumplée des teneurs des échantillony prélevés., Méme si 1l'on admet

les postulats probabilistes,(i) la distribution des teneurs des échantillons n'est

® 6 6 o ©6 © & © 0 © © ° O & 6 0 6 0 © o O e f T O o O 6 o O o0 &6 & S & o O H O 0 £ 0O

L'interprétation probabiliste de T(x) n’est possible que moyennant des
postulats assez artificiels qui ne sont que rarement explicités dans la littératu~
re..On considdre, par exemple, 1'ensemble des panneaux, en nombre infini, possédant
les dimensions minimales imposées par la -technologie du mede d‘exploitation adopté
et susceptibles d'étre implantés gdométriquement dans l'aespace minéralisé., On défi-
nit ensuite un procédé de tirage au sort donnant une méme probabilité d'étre choisi
4 chacun de ces panneaux. La teneur x du panneau choisi est alors une variable
aléatoire, possédant une certaine densité de probabilité £(x). Ia distribution eu=
mulée j“"'f(x)dx de cette variable pourrait trés bien n'avoir qu'un lointgin rap-

X

port avec la fonction (ﬁ(xh Iors de l'exploitation, le découpage en panneaux n'est
pas fait au hasard., Le chéix intelligent du mineur intervient, et joue un peu le *
r6le du démon de Maxwell de la thermodynamique. Conceptuellement, T(x) pourrait
gtre défini de la manidre suivante 3 on considdrerait, en premier lieu, 1'ensem~
ble des partitions Pk réalisant le découpage de l'espace. minéralisé en panneaux de. .

tailles égales ou supérieures & la limite. technologique. Pour chague partition By,
la gélection des pannesux (en nombre fini) & teneur supérieure & x définit vne
fonction M(x), et conduit & un bilan d'exploitation possible By (x). Pour chague
valeur de x, il existe une partition P; pour laguelle ce bilan est maximum j 1°indi-
ce i est une fonction de x, puisque il n'y a pas de raison pour qu'une méme par—
tition Pj soit optimale vis-3-vis de toutes les coupures x. T(x) est égal, pour
chaque valeur de x, & la valeur du T4(x) de la partition optimale P;, En réalité,
le mineur n'est pas infaillible, et 1a partition qu'il choisira ne sera pas forecé-
ment la meilleure : mais elle sera quand méme, en général, l'une des meilleures pos—
gsibles, et l'on sera toujours plus proche du ¥démon de Maxwell" que du "singe dacty-
lographe®, L

De plus, la teneur de coupure x n'est sans doute pas, & elle seule,
un critdre de sélection satisfaisant, Un panneau isolé, & teneur supérieure & x,.
pourra 8ire abandonné si son accds est trop onéreux. En toute rigueur, & chaque par-
tition P, de 1l’espace minéralisé en Ni psamneaux est associé un ensemble de -

1 e

1+ 'GNk+ coo + Gzi = 2  projets d'exploitation possibles, comportant 1'exploita=
tion de 0,1 ... N pamneaux. Parmi ces projets, l'un (v) est meilleur que les au=-
tres dans les conditions économiques du moment (caractérisées per un paramdtre b)e:
Si les conditions économiques varient, Sk(b) est une fonction de b et définit wn -
tomnage T (b) et une teneur m(b) ass¢ciés & la partition Be. A b £ixé, on choi=-
sit, parmi 1'ensemble Si(b), le meilleur projet S;(b)e (L'indice i est une fonew
tion de b), Le tonnage et la teneur associés & 8;(b) définissent, lorsque b varis,
les fonctions T(B) et m(b) donnant, en fonction des conditions économiques, le maile
leur tonnage et la meilleure teneur possibles. Par élimination de byon obtient ume

veo/ eie
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" des &chantillons n'est pas du tout identique & la distribution T(x) des teneurs dosﬂ

panneaux au nivesu desquels opdre ls sélection. Elle est toujours plus disperséde. Ia
géostatistique permet, en général, de calouler la variance de la distribution T(x) (IOI
pannesux, & partir de la variance expérimentale des échantillons. Si les teneurs obéis-
sent, au moins approximativement, 2 une loi de distribution simple (normsle, 1ognom===.
le, etc ...), il est aisé de reconstituer la fonction T(x). Bn 1l'absence d'une loi sim-
ple, on pourra cependant construire 1'histogramme des pammeaux en resserrant 1'hisfo-
gramme des échantillons autour de sa valeur moyenne par une affinité de module égal aun
rapport des écarts types.

_ Ces méthodes ne sont utilissbles que si 1l%en ;a,dmotiles postulats probe=
bilistes (si le découpage en panneaux est assimilé & une partition aléatoire). Méme
8i 1’on admet cette hypothése, il faut de plus que le gisement soit homogivie, Dans le .
cas d'une hétérogénéité trop complexe pour permetire une séparation effective des sous—
zones hgmogénes composantes, il ne restera plus que les méthodes graphiques usuelles,
qui consistent & dessiner sur plan les contours des zones mivéralisées & _plus de z”
X3p coo et d'évaluer directement les volumes déterminés par ces différentes qoupureas i
On obtiendra ainsi une image de la variation de T(x) au voisinage des veleurs plausi-.
bles de x. Cette méthode graphique est parfois supérisure aux méthodes mathématiques,
en particulier lorsqu’il y a des hétérogénéités, des zonalités ou des runs pronducés,
De plus;, elle n'implique aucun postulat probabiliste. Mais elle présente un danger gra~
ve de surestimation systématique de la teeur moyenne. En effet, pour estiger la te-
neur moyenne i 1'intérieur d'un combour correspondant & une coupure x domnée, 11 faut
kriger, c'est-a-dire tenir compte sussi bien des données extérieurss que des dormées
intérieures. Les domndes extérieures étant, par construction, inférieures i x, la ra=
tique habituelle, qui consiste & n'en pas tenir compte, introduit bien une surestims-
tion systématique -~ que l'on corrige, en général, & 1'aide d'un "sbattement pour sa- ™

000 / o606
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(fin de la note infrapaginale).

relation m = £(T) donnant la tensur en fonction du tonnage. Le paramdtre x = d‘(mi‘-[i; :
qui s'introduit nécessairement dans les équations de lloptimum, joue exactement le rd-
le de 1la teneur de coupure envisagée ci-dessus : rien d’essentiel n'est changé. C'est
uniquement pour simplifier 1'exposé que nous avons introduit la teneur limite x com=
me une notion premidre, au lieu de la définir par 1'équation (1).
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lissage" plus ou mdins arbitraire..Il faut; du reste, reconnﬁtre‘ que le probléa-é
me est difficile, Bi. 1”011 était sfr de l“homogénén.té gécstatmhque et de 1°1so==’
tropie du gisement, dans 1z Zone exploitable et un eertam voisinsge de celle-oi,
il serait possible de faire un krigeage du type continu. Bien souvent, il y surs
des zonglités ou des rums, qui ne permettront pas le caloul effectif du krigeage,
ou méne des hétérogénéités franches : dans ce cas, la notion de krigsage n’s plus
de sens ; il s'agit, au sens strict; d'un vémtabla sal:.ssage dont 1'expérience
seuls psut indiquer l”ordre de grandeur,

En vésumé, on peut recomanier la méthode suivante pour la ddterming-
tion pratique des f’oxgctione' T(x) ot m(x) s Au vu du plan d'échantillomnnage, sdop-
ter 1lattitude na‘l:uz;eile du mineur, c'est=b-dire choisir et dessiner, pour une J.im
mite x donnée, le mode de découpage en pannesux techniquement possibles qui pa~
raft devoir conduire au meilleur résultat préms:.‘ble,, et évaluer la teneur moyenne
m(x) des panneaux sélectionnds, & 1'aide d'un krigeage (si les conditions d'homo=
généité et d'isotropie sont vérifides), ou, & défeut, d'un salissage empirique.

En recommengant 1'opération pour deux our trois valeurs de %, on obtiendra wge ima~
ga de la variatioﬁ de E(x) dans la zone des coMpures utiles, et cela sﬁff’im pour

les applications p;'atiqueso(”

Quelles que soient les difficultés que 1l'on peut pencontrer en prati-
que dans leur détermination, les deux fonctions T(x) et m(x) existent, et'repré.aenm
tent le résultat de 1'application & un phénomdne naturel déterminé (gisement) d'wn
procédé technologique défini (méthode d’exploitation). L'une, T(x), est décroissan~
te, et 1'autre, m(x), croissante. & toute teneur moyenne m (correspondant & une
certaine coupures x) est donc 4ssocié un tomnage bien déterminé, dont la teneur
moyenne est m, On peut donc sussi définir une fonction T(m), dommant le tonnage en
fonction de la teneur moyenne, et non plus de la teneur x de coupure,

On peut dgalement définir une fonction m(T) donnant la teneur moycnne en

_—
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Pour les krigeage, le lectsur peut se référer & mon "Traité de Géostat:.sthue Appli~
quée! Tome I, Ei. TECHNIP, PARIS 1962.
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(2)%

(3)*

-0 =

fonction du tomnage retenu. On remargue que l'on a nécessairement s

),
aF dt’_logT,)

T R R I BRI SR voo e b et w100 ffal‘ltlmxe népé=-

SR TRE Ea effet d(m‘l‘) représents le tomnage de métal dQ contenu dans ls ‘kran-

che marginale dT, dont la teneur est xnw Dans certains cas, cette relation (l)aerm

vira & définir le psramdtre de coupurs X, I1 peut arriver, en effet, que les condi-

(1) X =

tions d'exploitabilité ne soient pas les mémes dans les différentes portions du gi=~
gement, Un méme pannesn de méme teneur peut &tre payant s'il est situé au coeur
d'une zons riche, et inexploitsble s'il est entouré de zZones pauvres et ne paye pas
ses frais d'approche. Bn pareil cas, il n'y a pas de tensur limite universells,
mais la fonction T(m) est toujours définie et, par dérivation, la relation (1) per-
met d'introduire le paramdtrs x de coupure. '

Ia relation m(T) pourra, parfois, $tre représentée par une éguation . .
trés simple : ' o

(2) m=@i=g%logT e
ou loi de mgz)*‘ Cette relation, obtenue empiriquement par S.G. LASKY, ¥eprésen-
te trds bien 1l'évolution des réserves en fonction des teneurs dans le cas des pore-

phiry copper (et pour une gamme de variation plausible des teneurs). Elle ne peut
phs &tre extrapolée & zéro ou 1%infini, sans conduire & des contradictions insur-

(3)%

sible des paramdires, elle peut 8tre considérée comme une bonne spproximation de la

asce / ©og
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montables. D'autre part, on peut montrer que, dans une gamme de variation plaue

D'un point de wvue purement mathématiqu@,,on‘ gerit s
2

a(z) ™(z) = =f‘xT“(x}dx
Iy

et en différencisnt, il vient 3

d(n?) = sz?

LASKY - S.@.- "How Tounage and Grade Relation help predict Ore Réserves”,
Eng.Min, Journ., NEW YORK, Avril 1950 -

G MATHERON . "Remarques sur la loi de lasd,y" Chron.Min.OM et de la Rech.Min.D:f,1959,
PPo463-466.
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relation lognormsle entre teneurset tonnages. Sans préjuger en rien de la vali~
dité générale d'une telle relztion, il nous guffit de remarquer, d'un point de
vue purement pragmatique, que lz loi de LASKY constitue une excellente formule
d'interpolation et permet, en particulier, de représenter le comportement de la
courbs m(T) entre deux points expérimentaux (comnus, par exemple, i partir de
deux projets 4° exploitat:".on différents). Nous en ferons uszge dans 1l'exemple dlaps
plication domné dans la quatriime partie. Il ne sera pas légitime, en général,
d'intégrer cette relation dans un intervalle trés large. Par contre, les proprié-
tés déduites de son comportement local, au voisinage des points expérimentaux; et
en particulier ls relation (1), auront des chances d'8tre vérifides, Compte tenu
de (2), 1a teneur de coupure X se met sous la forme trdés simple

(3) z=n-p
Aprés avoir défini les paramdires techniques du problime s S |

= cadence snnuelle d'exploitation %,

= Teneur limite de coupurs X,

= Tonnsge T(x) | )
= Teneur moyerme mn(x) *

il regte & préeciser les paramdtres Sconomiques utiles. Parmi ceux—=ci, nous en dis-

‘&in’gﬁemns trois principaux : le cours du marché, les dépenses d'exploitation am=

melles, et le montant des investissements.

Ie cours du marchd, en tant qu'il ne dépend pas de la volonts de Liex~
ploitant, peut &tre considéré comme une donnée. Pour simplifier, nous le suppose=

' rons connu et constant. Il serait d'ailleurs relativement facile de modifier les

équations que nous proposons ici de maniére 3 tenir compte de 1l'incertitude de.
l”aveniro(‘)* Par l'intermédiaire de la formule de vente du concentrd et du rende-
ment des installations-de traitement, le cours du marché permet de définir la va=
leur V(m) du métal récupérable contenu dans une tonne de minerai de teneur m.

eoo / 2 1

Plutdt que comme une vewisble aléatoire, il conviendrait de considérer la série

chronologique des cours & venir camme engendrée soit par une variation régionalicde
4 une dimension,soit par un processug stockastigue : ces deux points de vue posai~
bles, qui ne sont pas $trangers l'un 2 1'antre,pourront faire 1'objet d'éimdes ul~

térieures,
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On pourrs souvent utiliser une formule lindaire s
4) ¥@) = =1

dans laquelle la constante de pénalisation b pourra toujours 8tro remupée aves
le terme constant de 1'expression ds p(t) que nous allons définir.

sentent 1°ensemble des dépensss anmzelles (axploimtzon, traitement,, trans_,port ot
¥rais généreux) divisées par la production anmmelle t, Ils dépsndent de la’ produce -
tion t. On les représents par une fonctzon p(t) que 1'on suppose, en généralg -Aé=
croissante. On peut souvent admetire une relat:.on de la fomc $ :

w>ﬂw=%+%L

qui implique, pour les dépenses annuellas 3

t p(t) = 8y ot

et a_sont les freis fixes et les frais proportionniléo

une forme lindaire s 2, o

i
:

Les invest:.ssements groupent 1'ensemble des dépenses qu'il est nécoasd.w‘

fre de consentir avant 1'ouveriture de 1'exploitation (traveux miniers préparatoires;

usine de traitement, éventuellement s citd, voierie, voie ferrée, etc ...)s Ils

soht représentés par une fonction croissante de la cadstice %, soit i(’t% Is

rapport m%;l des investissements ‘4 la production annuelle est, au contraire, une

fonetion décreissants de tgi)&& Pour les applicsf%i%, on pourra utiliser soit

sa0 / 000

OOOOOQOOOOOOocO0ODOO°0°OOOOQOOQOQO'OOOQ’.

Si ig ) était une fonction croissante de t au deld d'une certaine valeur cri‘i:ia

que t te» Un raisomnement—classigue montre que, pour > t o O 2, en général,

- intérét & fragmenter l’exploitation en plus:wurs sisges autonomes,, ayant chacun

une production annuelle infémeum &t RS
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une formile lindsire (V¥

(6) I(%) = G, +0C, ¢

Soit, plus généralement, une expression de la forme s "
A ' :
(1) 1(t) = ¢, + ¢ &

1n.xposantXéta.n£ Positif, et inférieur ou égal & 4. Pour C =0 et }E/:: %,, on

retrouve la loi empirique, utilisée dans différentes branches de 1'industrie, et

qudi éxprime que les investissements et la capacité de production varient, respec—

tivement, comme le carré et le cube de la dimension des installations. Sous cette
~ dernidre forme, la formule (7) sera utilisée dans la quatrilme partie,

Bn résumé, nous utiliserons les trois fonctions économiques suivantes 3

(-1

- V(m) s valew contenue dans la tonne de minerai & teneur m
= p(t) ¢ dépenses d'exploitation & la tonne de minerai
= I(%) s montsnt des investissements.

Il est commode d'introduire un paraméire supplémentaire, la dtz;-ée de

vie N de la mine, lide au tornage T(m) et & la cadence d'exploitation t par
la relation évidents : '

- Zm)
@ x- He-

1e bilan prévisionnel de 1'exploitation future se représente, commodément, par
=fTgxpression de la valeur actuslisée des bénéfices futurs. Nous désigneroms per i
le taux d'actuslisation, et par Bi 1s valeur des bénéfices futurs actualisés & ce

ose / one

® & o & o ¢ 06 ©6 & 6 & © 06 0 0 © © 6 © & 0 0 O ¢ 0 O ¢ 0 o @ 8o 6 & ¢ O & 0 o o b P

(1)* CYest 1a formule adoptée par F.BLONDEL, in “Evolution de la Notion de Réserves
d'un gisement minéral,", Congrés de Freiberg — Janv. 1959, auquel la présente
formulation du probléme est trés largement empruntée.
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tait. On a, évidemmmt ¢

=i |
(9) 3 [V(m)=p(t)] 1"’ - 1(%)

et; dans le cas particulier trds importent oh le taux i est Jp'ris'égal 40, le
bénéfice non aetua]\:.sé prend ls forme trds simple H

(10) B = [v<m> - (tﬂ Pa) = (4)

Dens tous les cgs, le bénéfice peut dtre considéré comme uné fonetion des deux’
paramdires m et ¢, ou, si 1l'on préfirs (compte temu de 1'équation (1)), de x Eo'k_ '
de t, teneurs de coupurs et production annuells, Le critdre qui doit guider le
choix des valeyrs de ces deux paramétres est la maximation du bénéfice 3 encore
faut-il savoir quells valcur domer au taux i d"actuahsationo Fous allons non==

Dans un premier temps, nous écrirons les éguations générales en lais-
sant indéterminds la valeur du taux 31 d'actualisstion. Nous montrerons ensuite
qu'un taux i non nul conduirait 3 des anomalies, contraires aussi bien au:com-
portement réel des exploitants (tout gisement, si gros soit-il, devrait &tre ex-
ploité, pratiquement, en un nombre d’amées imposé d'avance et trds petit) qu'd -
la moralité minidre (prat:.que de 1'écrémage). Nous indiquerons les raisons profon—
des pour lesquelles l'optimisation des paramdtres techniques doit 8tre faite -

4 4 =0, En dernier lisu, nous particulariserons les équations générales au
cas i = Q¢

Y- 73 / [2-1



Hous partons de l'expression (9) de la valeur actusliséde des bénéfi-.
ces fuburs Bi" et novs cherchons les valeurs de m, t et N pour lesquelles Bi _ast
maximum. Compte tenu de 1'équation (8), qui exprime une condition de liaison en-
tre m, t et N, le formmlisme classique de Lagrange conduit aux éguations suivan—
tes de 1'optimmmn 3

aurquelles 1'équation de liaison (8) doit &tre jointe, on vue d'éliminer le para=
métre de Lagrange A. &fin de simplifier lez écritures, on posera :

d V(m)
dm

(12) v =

Ce paramdtre b, qui reprdsente ls valeur du point de métal supplémentaire conte=
nu dans ume tonne de minsral de teneur m, o3t wne constante dans le cas particu= -
lier ok L'on afmet 1z relation (4) ¢ en pratigue, il en sera toujours ainsi. Avec
1'expression (9) de B,y le systiue (11), =uguel on adjoindrs toujours 1'équation
(B), s'explicite de la manidre suivente $ s

Ia deuxitme équation montre gue le multiplicateur A de Lagrange peut &ire inter-
prété comme la valeur actualisée (hors amortissement) de la dernidre tonne de mi~

LX) / /00



= 15 = '

nersigpe prdduira 1'erploitation & 1'issue de ses ¥ amndes de vie. Nouws l'uti-
liserons pour Sliminer Ao De plus, la relation (1) permet d'exprimer la dérivée

%% en fonstion d¢ la tencur moyenne © ek de la tencur de coupure X. Aprds quel-

ques calculs elemeﬂt;a;;resg op obtient le systime suivant

, =if .. =il c -ifly g
(vp) | 2zt ile =10 ey Lize ) E
(14) g i i at
b ' e g !
== (m = 2{) [ 1 ﬂz] )

Ce systime, eom‘olété bar 1'éguation (8) et la relation tommage- jeneur,
go résoul assez facilement @,ar approxma,tlons succdssivez. Daps le oss particus-.
lier ofi les teneurs n'interviemment pas (gisements du type "toub ou rien") la pre-
midre équation subsiste seuls et débermine lz cadence ammuelle. Si + est conny,
le deuxidme dquation psrmet de calculer repidement la beusur ds coupurs =x 3 le
terme en (m - %) jous le véle d'um fzcteur correctif, of ze réduit & une constante
dons le cas particulicr ol la loi de Laslky (3) est wérifide. '

2-h =Jzonalies enbraindss par un taux i _non nul.

Utilisé avec va teux i différeat de O, 1@' gystipe (14) comiuit, dans
leg applications numériques sux gisemonts véels, & des conclusions qui parsissent
abérrant@&a Hous on verrons un exemple dans ls quatridme partiec. Mais ces anoma=
iies sont déja visibles sur la forme méme des équatiops (14), En premier lieu,
1z premidre équation (14), ou Squztina de 1la csdsnce anwmelle, implique que la
durée de vie de lg nine ue doit pas ’(ﬂé?&%ﬁur gertaine veleur E@g 8i gres que soit
le tonnsge T 3 ezplm.tw(?) Y hle limite, un gisement infiniment grand -Beit £tre-
vidé en un nombre fini d'aunsce., Pour le voiv, il suffit de montrer que = pour
4 mon vnl - la premidre 6qvatien (14) ne peut pas sdmetire de solution avec N ine
fini, Pour I infini ot 1 £ 0, en effet, les exponentielles s'évancuissent, et il

soo Jooo

o @ o o a o a L « o o < o o 4 L < & L4 o o - & 1) ] o o o [<] o o L1 [} o o © @ o &

Cette conelusion ezt indiqués daus P, WASSE “Le choiz des Investissements®, Bunod,
Paris, 1959, pp.350 ot suiv, mais avee des hypothimes trés restrictives( p consten’

et I proportiomncl & ).
S
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reste 3

(15) =1 9, 08
ab as

Or, p et :i' soat des fonctions déeroissentes de +, ce qui implique les indgsli=

tés 2 ) 4
i , & _d (Pb) &
TR at P

L'équation (15), si elle &tait vérifide, entrainerait s
a
¥ K il + pb

Une telle relation exprime exactement que 1'cxploitation est déficitairs 3
L'équation (14) conduit donc % une durée de vie finie diz lors que le gisemennt
est exploitable. Dans les spplications numériques, on s'apsrgoit presque toujom
que = sauf pour des tounages T extrémenment petits = la durée de vie de ia'mﬁ:a@
déterminde par (14) est pratiquement constante et égale & la valeur cribique Su~
péricure m@ 5 et E@fe ezt en géndral trds petit. Tout gisemend, quel que =9it som
tormege, devrait Stre vidé en un nombre d'amndes extrémement faible, Pour illus-
trer ce point, dounons un exemple emprunté & F. BLONDE] gﬂﬂ. i1 s'agit d'un gises
ment de fer africain, pour leguel tomnage et teneur sont pratiquement imposde (i:ya
pe tout ou rien), de sorie que seule lo premidre équstion (14) intervients De
1'étude de différents projets d'exzploitation, on a déduit les rélatioﬁs swi.van-
tes s

¥ = 15 dollars (valeur constante,puisque la beneur est imposée),

e anl '
R 9"%() (p en dollexs, t en toanes/an),
1(+) = 50,20% + 10 ¢ (on Gollavs)

Aves ces valewrs mumériques ot un taux i =10 %, la durde limite N, est & peins

so00 / so0

¥, BLOUDREL -~ Loc. cits
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gupérieure & 7 ans. En fonction du tonnage T, on trouve § -

Tonnage T - Production annuelle Durée de vie
(en millions de tonnes) | (en millions de tonmes) (en années)
20 | 6 | 3.3
50 | 7.7 | 6.5
100 - 4.3 ' 7.0
350 48,0 . T2 RO
1.600 S 290 73

Pour un tonnage supérieur 2 50 ou 100 millions de tonnes, la durde
de vie est pratiquement constante et égale & 7 ans. Pour vider en 7 ans un gi-
gsement d'un millisrd et demi de tonnes, il faut atteindre la production ammuel-
1le fabuleuse de 200 miil‘ions de tonmes. On objectera qu'en pareil cas des _i :
contraintes interviennent, le marché mondial étant incapable d'absorber un tel
excédent, Fn fait, méme si la conjoncture était & une extréme pénurie de mine-
rai de fer, aucune Société n'adébterait wn rythme de production aussi vertigi-
neux, De plus, l'anomalie, observée pour les gros gisements de fer, se manifes-
-te aussi dans le cas de gisements métalliques plué modestes, dont la production

(1)

~est incapable d'avoir une influence sur le marché mondial. Il n'est pas cor-

rect d'invoquer des raisons particulidres pour expliquer un phénomdne général.

_ Lt'étude de 1'équation de la cadence révile donc une premidre anoma~
‘lie : durée de vie de la mine pratiquement indépendsnte du tonnage, et trés bre-
ve en comparaison de la pratique réelle, Les exploitants, en fait, ajustent tou-
jours leur production annuelle 4 leurs réserves. On trouve parfois dans la litté—

ol [ eee

(1)* On en verra un exemple dans la quatridme partie.
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rature une vieille rdgle empirique selon laquelle la production doit étre pro-
portionnelle & la racine carrde du tonnage (ou, p}us généralement; augmenter
avec lui, mais moins vite que 1u:§.'). Ces résultats se retrouvent, comme‘nous le.
montrerons dans un instant, & condition de faire i = 0. La régle de la racine
" carrée, en particulier, se déauit directement de 1'équation (6).

Exsminons mainténant la, deuxié'mé équation(ltl-),qui domme la teneur de

coupure %, Le facteur : N . ke
g =% il 2.
. _‘.—“-S{Nm—“ é’ iN + (J—N) caw
s'annule pour i = O, Pour i non nul, il est une foncta.on strictement positive
et rapidement croissante de la durée de vie N, Pour i = 0, donc, l'équation

aléerit
p
(18) == :

Ce n'est rien d'autre que la régle marginaliste suivant la-
quelle on explon.te toute tonne qu:. paye ses frais en aval (les. investissements
étant amortis sur les par'bles riches du glsement) Cette rogle est effectlvemn‘b
appliquée, en pratique, par _toutes les Sociétés minidres. Or, si 1'on introduit

. taux d’actualisation non nul, on voit apparaltre un terme . correctif-

 (me=x) S—--—i—q-—-l-g- obligatoirement positif (et nu_'LleTment négligeable, comme on

peut le voir dans 1'application numérique de la quatridme partie). Appliquée cvec
un teux non nul, la deuxidme équation conduit & la, Apra‘blque de l'écrémace, contrai
re & la fois & la moralité minidre et au comportement réel des exploitants Sé-

rieux.

Dans les deux cas, la conclusion est la méme : on n'obtient )
de résultats satisfaisants et conformes & la pratique réelle qu'a la condition
de prendre wn taux d'actualisation égal & zéré. Ce n'est pas 1la une circonstan=

ce fortuite, comme nous allons le voir.

vee / ves
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2« ¢ = Lloptimisation des poramditres techniques doit se faire & 1'= O,

( Dans wne économie globalé,k_ ou planifiée, il est presque Svi-
dent ’) que les paramdtres techniques doivent 8tre déterminés avec un taux

‘dlgetualisation i = Q.

L'objectif que l'on se fixe, ‘en effet, est de produirs cha=
que année, au moindre prix de revient, la quantité de minerai ou de métal corres=-

_ pondant sux besoins de la collectivité pour l'amde en cours : on considere gLow

balement ‘ces besoins, et les possibilités de 1'industrie minidre prise dans son
ensemble, et non pas les particularités de chaque gisement indd,v;i.dﬁel. Prigse dans
son eb,semble 1ltindustrie m:.mere est considérée comme pratiquant l'autofinance- ,
men'l:. Les bénef::.ces bruts de l'ensemble des gisements en exploitation pendant . ‘

‘1'année en cours servent & financer les investissements que 1'on doit faire la

m(.’me annde pour ouvrir do nouvelles exploitabions en remplacement de colles gud

v‘:.ennen‘c & épuisement. Les mvestlssements relatifs & chaque gisement particuln.er«
ne sont done pas smortis sur la productlon future de ce g:.semen’c lui-méme, mais
‘sur 1'ensemble de la production réalisée cette annde 1 par tous les glsements

- en explon.tat:.ono Les investissements apparaissent comme une simple charge pour‘

reconstitution de gisement - et le taux d'actualisation disparalt, puisque 1l'on
n'a. plus & comparer entre elles que des dépenses effectuées la méme amnnée. .

Méme en économie comcurrentielle, le néme point de vue doit

dtre adop’cé(et est effectivement adopté, au moins implicitement », comme le montre
'a.nalyse du comportement réel des exploitants) par une société m:.n:.ére asserz ime

e pcr‘bante pour autofinancer ses exploitations. Cette socidté a, par excmple, be—

goin de tant de milliers de tonnes de plomb' chaque armée pour alimenter ses fon-

deries : le seul probldme consiste, pour elle, & s'assurer cet approvisionnement

au plus faible prix de revient, donc en minimisant la somme ‘Qes dépenses d'ex-

| . ploitation et 4'investissements effectuées pendant 1'aunée en cours. Elle déter-

000/ e e

Nous écrirons explicitement les equatlons de l’économle planifiée au paragra-—
phe 2 - d.
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minera donc production snnuelle, teneur de coupure ef;“de fagon générale, tous
- les parvamdtres bechniques, par une condition dtoptimum & i = O, C'est bieﬁ
ainsi qu'elle doit procéder (et qu'elle procéde effectivement), si elle ne veub
pas se condamner & dépenser, chague année, davantage d'argent pour obténir un

néme résultat.

Pour illustrer ce raisomnement, nous avons repris 1l'exemple, déja
cité, du gisement de fer de F. BIONDEL.- Supposons que l'on dispose, pour appro-
- visionner l'indusfrie, d'un grand nombre de gisements possédant les mémes ca- .
ractéristiques et le méme tomnage T = 1 milliard de tonnes. Si les besoins ax-
nuels sont dgaux & un millisrd de tomnes, on voit qu'en moyenne un gisement
vient & épuisement chaque année, et une nouvelle exploitétion doit &ire ouverte
~pour le remplécer; Nous avons calculé; & l'aide des équations (14) et pour les _
deux taux i =0, et i= 10'%, la production annuelle optimale‘ t de chague gi-
sement, le nombre k = N de gisements exploités simultanément, ici égal & la
durée de vie de chacun d'eux,et les déyenses totales d'exploitation et dfinves—
tissements nécessaires pour assurer chaque année la production constante d'un

milliard de tonnes :

i=0 - i=0
. 6 ' ' 6
Production * : 17,4 10 143. 10
Nombre k de gisements
exploités simultanément 575 : 7
_ v , P
Dépenses d'exploitation | 9.172 10°. 9.021 10
Investissements 224 10° . 1.480 :106‘
TOML (Dollars)] 9.396 10° . 10,501 10°

‘ses /_'....
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Pour i = 10 %, les dépenses d'exploitation sont légdrement plus fai~

. bles, mais les investissements considérablement plus élevés. Au total, pour Ob~

tenir un méme résultat (production dfun milliard de tonnes tous les ans), on.
dépense dans un cas 10,5 milliards de dollars, et dans 1'autre 9,4 seulement.

_'Avec ie= 0, la tonne de minerai de. fer revient 10 % moins cher.

A la racine du. probléme, nots trouvons le fait que 1'expression (9)

. de la valeur actualisde du bénéfice futur n'a été prise comme critére économi=

que qu'a la suite d'une erreur d'optique, Maximiser Bi revient & restreindre
son attention 2 la considération d'un gisement unique. Sj, en tant que phéno~
méne naturel, chaque gisement doit effectivement &tre considéré comme unique, il
est clair, qu'en tant que phénoméne économique, toutes les sources d’approvi-.
sionnement sont comparables entre elles, le critére de comparaison étant le
prix de revient.' Il n'y a avcune raison de se limiter & un gisement particulier.
I1 se peut trdés bien que l'on ait intérét & exploiter simultanément plusieurs

gisements avec des cadences plus faibles. Pour le montrer, nous donnons ci-aprds,

- conformément au gofit du jour, un petit moddle trés simple, ol nous parlerons de

machines, et non plus de gisements, pour souligner le fait que les sources d‘ap-—

provisionmement sont de méme nature économique.

Supposons que l'on trouve sur le marché une gamme de machines capables
de produire une néme marchandise A. La machine de type M(%) produit par an %
tormes du produit A de valeur unitaire V. Elle colte i(t) 4 1l'achat, nécessite
des ‘dépenses de fonctiommement p(t) & la tonne et dure N(t) ammées. Le raisonne=
ment qui nous a conduit aux équations (14)_ revient & supposer que l'on achdte une

machine unique. Ia valeur actualisde du bénéfice futur est :

~iN ».
(1) B, =22 (V-p)t- I

Mais, en rdalitd, au bout de N amées la machine est hors d'usage et doit &tre
remplacée. De fagon générale, toutes les N amndes il faudra acheter une ma-

- *
chine nouvelle. Pour tenir compte de cette prolongation (1) 3 1tinfini, on-doit

Sur cette pmlongation & 1'infini, on peut consulter,en particulier,P.MASSE,
Ioc.cit. : '

e e e e
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B majorer le deuriime mem’bre: de (17) par le terme ZB e il (puisqué, dans N a:a¥
-nées, on se retrouve exactement dans la situation actuelle) On trouve une deu~

xidme expression, déjd meilleure, du Bi

v-D I

——pe -

i gl

(17) bis | B,

Mais pourquoi se limiter & n'avoir qu'une seule machine & la fois ? Si 1'on
admet, en (17 bis), la possibilité d'acquérir une machine neuve au temps N, rien
ne nous empéche d'en acheter une dds aujourd‘hﬁi. Ouvrons donc un z.at.elier, dans
lequel nous installerons n machines achetées simultandment :

s

(A7) ter B, =2 (V-p)t -
173

1_1N

Br féali‘b’é, nous avens intérdt 3 dtaler dans le tatips 1'achat des différentes
machines, Mis & part quelques & coup, qui se produiront an démarrage, un régl-
‘me permanent s'établira vite, dans lequel .on achdtera une nouvelle machine $oum

tes les N annédes. Au moment d'un tel achat, le Bi a l'expressmn sulvante

JL
. o ~(n-1)iXN
.--:-(V- )t---L 24+ em+e2'lrl\1l+..+e - n
an™ i
S PR
1 ’J.-e—l%;

-

Si par haserd n est grand (si nous avons: beaucoup de machines), notre béné-

fice actualisé prend la forme : .

- (18) | Bi = § [-(V- p)tv--f}]

dans laquelle le taux d'actualisation n'intervient plus que par le facteur

4/i & il va donc disparaftre des dquations de l'optimum. En ce qui concerne n,

.
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il faut naturelléement le limiter par une contrainte. On. s':hnpbsera‘lcomme objec=

. tif, par exemple, de produire tous les ans une quantité donnde Q £'nt du pro-

duit A. Si 1'on prend de plus, comme dans le cas des gisements, 't = N s il va
: _ : _ 7

regter :

(19) B = - [(v-pm-i]
. T :

1

Si T est une constanteﬁ” _ 1'optimisation de Bi en t conduit naturellement &

 1a premi®re équation (14) crite avee i = O.

2 ~ 4 — Bquations de l'optimum pour i =0

Btant acquis que la teneur limite, la prdduction annuelle et, de fa-
con générale, tous les paramdtres techniques d'une exploitation, doivent &tre
optimisds aves un taux d'actualisation mul, les dquations de 1'optimuh s'cb~

tierment en faisant i = O dans le systime (14). IL vient ainsi :

dp aT
at  at

(
)
)
(

- Ce éyst‘eme., trés simple, se résoud facilement par approximations suce

cessives, dés lors que l'on connatt la fonction T(x) donnant le tonmage dispo- -

XX / e

T figure en dénominateur dans (19). Si T est une fonction T(m), l'optimisa-
tion de B; en m conduirait & un écrémage forcené : cela est naturel, puis-
que nous avons admis implicitement qu'un nombre infini de gisements était &
notre disposition. On ne prend que le meilleur de chacun d'eux, quitte & en
gaspiller un grand nombre chaque ammée, Comme les richesses naturelles sont
limitées on s'impose (dans le cadre d'une politique générale, en économie col-
lectiviste, sous la pression d'un Service des Mines, en économie concurrentiel=
le) de ne consommer chaque amée qu'un nombre k dormé de gisemenis, Le rapport
Q/T est remplacé par une constante, et (19) coincide alors, & une constante
prés, avec l'expression (10) du bénéfice non actualisé.
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nidble en fonction de la teneur de coupure x, On notera, en pé,x_'timxlier, que la

valeur V(m) du minerai n'intervient que dans la deuxidme équation, par 1'inter-
wédiaive de lo valeur b du point supplémentaive contenu dans une tomne de minew
rai., la prgmiére équation donne la cadence de .production t en fonction du ton=

‘nage T sans faire intervenir les conditions du marché, Elle exprime un opbi-
" mum purement technique, correspondant au '=;neilleur dimensionnement possible des

by

installations destindes 2 exploiter un tonnage T donné. Ce n'est que pour les.

trds gros gisements que les conditions du marché se réintroduiraient, éventuel-

' lement, dans l'expression de la cadence d'exploitation Sptimale pour un tonnage

donné, sous la forme, par exemple, d'une contrainte exprimant la limitation des

. débouchés pogsibles,

81 1'on adopte les expressions (5) et (7) de.p(t) et I(t), le sys—

" téme (20) se particularise de la manidre '?uivante :.

' _ ,‘t [1 T(x)]m
(a1 ¥ 4

1
X == + —
b(ao £

et se résout par approximations successives. Dans le cas particulier ¥=1 ’ la
premidre équa;hion donne la régle empirique, sui\ra.pt laquelle la cadence de pro-
duction doit &tre prise proportionnelle 3 la racine carrée du tonnage. Dans
besucoup d'applications pratiques, on utilisera la loi de LASKY pour exprimer
la relation T(x) : nous en verrons un exemple dans la quatridme partie.

Le systdme (20) a été obtenu dans 1'optique d'une économie conc;'um—
rentielle, EBn économie planifiée, on arrive également & ce méme systome, et
d'une manisre beaucdup plus directe, puisque l'élimination du taux d'actualisga—
tion se fait d'elle-méme. En effet, l'oiojectii:~visé est alors d'assurer, chaque
année, une production Q d'un métal don,né.w Pour assurer cette production, on
dispose d'un certsin nombre de gisements, caractérisés par leurs fonctions
7. (x), p;(t) et ii(t). Dans le cadre d'une politique & long terme, dont la dé-
finition joue un rdle egsentiel, on estime que les ressources disponibles per—

nmettent de consommer chaque année un nombre n, de gisements de la catégorie i,

eee / sre
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Y

o Pour assurer une production @, on doit avoir, en prpmier lieu ¢

I.es dépenses annuelles nécessaires, pour assurer cette product:.on,

comprennent d'une part les dépenses d'exploitation, de l'autre les 1nvestn.sse- '

" ments qu'il faut consentir pour remplacer les n, gisements de chaque ca.tegome

‘qui viennent & épuisenment.cette annde 1. Elles ont pour express:.on :

[_ni {:Pi(ﬁi) Ti>(xi) + ii(tizl

C'est cette expression qu'il convient de minimiser, relatiVemént -

Y

& la teneur de coupure X, et & la cadence annuelle 1; des gisements de- chaque
classe "i, et compte tenu de la condition (22). En dés:Lgnant par i le pa:camé— :
' tre de Lagrange, on obt:.en'b facilement les équatz.ons suivantes :

dp; - dI
Ti —— -""" =0
. diil dti
(23)
i
xi- Jl-

Les ni ont disparu de ces équations, _qui -~ pour chague indice i~
constituent un systime identique & (20), dans lequel le paramdire S de I-é.gra_n—-
ge joue exactement le réle de la valeur b du point de métal ~ c'est-d-dire -
le rle du prix du marché. Ia seule différence avec 1'économie concurrentielle
 est que M. est déterminé - par 1'organisme planificateur - de manidre & véri-
fier la condition globale (22), ce qui suppose la résolution cpmpiéte du syse ..
‘tme (22), (25) relativement & toutes les catégories i de gisements, les n;
étant définis dans le cadre d'une politique de gestion & long ter@e des’ riches-

Aooa/ PP
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" ses naturelles, Le parambtre J. apparatt comme 1& prii réalisant 1'optimm du

. programme de production glb‘bale dans le cadre de defte poiitique définie &

| l'avance‘par la donnée des n.. Une fois que ce prix M & été £ixé par ltau-
torité planifiéatrice, les paramdtres relatifs & chaque gisement se calculent

- exactement comme en &conomie concurrentielle, c'est-i-dire & 1'side du systd=-
me (20). ' '

_ Notons donc, en passant, cette "convergence" remarquable : les
paramdtres techniques d'une exploitation-se calculent de la méme fagon (avee
1 =0) en économies planifides'!) ot Livérale. |

b

Y

- 3).~ HNotion de limite d'exploitabilité tonnage-teneur, ,

' ' * Certains sevont peut-8tre choqués de cette disparition, méme ex
économie libérale, du taux &‘actuplisation, Préciaéns_ bien notre pensée : seuls
les paramdtres techniques (c'_est-h-dire,’ pour l'essentiel, les paramdtres qui

- déterminent les dimensions d'une exploitation) doivent &tre optimisés & i = 0. |
Ie taux d'intérét i, en réalité, ne sera pds supprimé. Il interviendra néces—
'sairement quand il s'agira de juger de la rentabilité de chaque gisement par—
ticuliér. et de prendre une décision quant & sa mise en exploitation., Autrement
.dit-, on déterminera les caractéristiques techniques optimales d'une exploitation
~éventuelle & l'aide du systime (20), c'est-i~dire avec i = 0, et on prendra »
une décision sur la mise en exploitation en examinant le bilan financier de
1'affaire, c'est-d~dire en appliquant le taux i du marché, Les valeurs de t
et de x déduites du systime (20) seront.portées dans 1'expression (9) du bé-

oqocooooaaoahﬁo.o.o--'oo-coo’op'nw,lonn:.:Z:.:
(1)*  L'analyse que nous donnons ici du comportement ratiovmel de 1'autoritd plani-

ficatrice conserve un caractdre théorique, et ne préjuge en rien de la prati-
que réellement observée dans les pays d'économie socialiste, D'aprés ¥, STAMM-
BERGER ("Zum Problem der BsuwilrdigKeit", Zeitsch.flr angew.geo, Février/mara
1957, Berlin), il semblerait que 1'on détermine, en principe, la teneur x de
coupure de telle.manidre que la~tensur moyenne m(x) du tonnage T(x) soit éga~ -
le (ou pas trop supérieure) & une "teneur jpdustrielle minimale"(Industrielleg.
winimal gehalt). Le phénomdne de la rente étant jugé malsain (pour des raisons
idéologiques, on pourrait presque dire pour des raisons morales), IL faut eme=
p8cher & tout prix les gisements naturellement riches d'&ire favorisés par L
port aux gisements plus marginaux ; & la limite,on ferait cesser le mcandale
d'un minerai trop riche en le mélangeant volontairement & du gtérile.lisis il
s'agit la d'une position doctrinale 2 laquelle,pgur notre part,nous doutons
fort que la pratique se qomf{:rma réellement.,
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néifer geliilic’ ob elest seulememt i la valeur humérique de ce B; est posi-

tive que le gisement sera, effectivement, mis en exploitation. Cette régle simple :

10/ Ne pas actualiser pour déterminer les caractéristiquesrtechni-

ques de l'exploitation,

20/ Actualiser le bilan obtenu pour prendre une décision de mise

“en exploitation de chaque gisement particulier,

pour contradictoire qu'elle puisse paraitre, n'en semble pas moins correspondre au
- comportement réel des sociétés minidres en économie libérale : il est naturel qu'el-

les actualisent au moment de prendre chaque décision particulitére, conformément aux

" lois générales des Sconomies de concurrence (2°), mais nous avons vu qu'elles n'ace

1>_tualisaient pas les paramétres techniques, sous peine de dépenser davantage d'ar-
gent chaque amnée pour assurer une méme production (1°). En économie planifide, la
‘rdgle 19/ est certain - jpiiquée. La deuxidme rdgle est moins évidente (et
la convergence est moins irappante) : il reste, cependant, que si-~ toutes choses
" égales d'ailleurs - le plan laisse le choix entre deux gisements & mettre en exploi-
tation pendant 1l'amnée en cours, on ouvrira en premier lieu celui qui assure la
meilleure rentabilité, Cela revient bien & réintroduire un taux d'actualisation au
moment ol 1'on prend la décision d'exploiter : mais la difficulté est de préciser

ce "toutes choses égales d'ailleurs" dont le contenu exact n'est pas clair,

Dans tous les cas le critéré, pour décider de la mise en exploita—
tion d'un gisement particulier, est le signe du bénéfice futur Bi’ (calculé, éven~

tuellement, en économie planifide, avec i = 0). Dans les applications on prendra
1'expression (9)de Bi,avec le taux i du marché,et les valeurs de m et de t déduites
‘du systime (20) on exploitera si s

(24)  B,(tm) 2 0

Pour B:_ = 0, le gisement est marginal : 1'ézalité, dans la relation (24), exprime
le concept de limite dlexploitabilité tommage-teneur. A tout tonnage donné, la

eos / sae
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relation :

- -1i%: .
(25) B, = LV(m_) - p(tﬂ t ﬂfei" K ~I(t) =0
ou t est calculé par le systéme (20), associe une teneur limite dfexploitabilits
m (T) en dessous de laquelle le gisemont n'est plus exploitable. Inversemont, &
toute teneur cogrespond un tomnage limitc L(m)o On se gardera bien de confondre
la teneur de coupure x avec la teneur limite d'exploitabilité mL(T)a La_fonction
mL(T) s'obtiendra en résolvant, pour chaque valeur de T, l'équation obtenuc en rem—~

plagant, dans (25), % par sa valeur déduite de la premidre équation (20), prise,

'par exemple, sous la forme (21). Nous verrons une application pratiqué dans la qua~

trieme partie.

e stk s
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CHAPITRE iz

II.~ RECONWAISSENCE OPTIMALE POUR IE DIMENSIONNEMENT DE L'EXPIOTTATION.

1)- Position du Probléme

Comme nous l'avons indiqué au début de cette &tude, nous n'intro-

duisons pas encore, dans cette deuxidme partie, le risque de ruine, c'est-a—di-

re le risque, jamais tout-a—fait nul, de mettre en exploitation un gisement qui

ne serait, en fait, pas rentable, HNous admettons que la preuve, ou du moins la
quasi certitude, de cette rentabilité a pu &itre établie. IL faubt alors dresser
un projet précis et défini%if d'exploitation et de traitement. Leg parametres
de dimensionnement : production amnuelle %, et teneur de coupure x, sont cal—
culds par les équations (20). Cependant, pour résoudre cette équation, nous ne
comnaissons pas la véritable relation tonnage-tensur.T(x), mais seulement une
estimation de celle-ci TE(X)g qui en differe plus ou méinsg selon que la recon—
naissance & §té plus ou moins poussée. Far suibe, ;L?s parametres ‘GE et Ty que
nous allons Géterminer vont différer des valeurs to et x, qui correspondraient
3 1'optimum pour la véritable fonction T(z) inconmue. Ce désaccord entraine une
' rerte, dont nous allons essayer de chiffrerla valeur probablea On peut; na b~
" rellement, diminuer cette perte en effectuant des travaux de reconnaissance shp-
plémentaires, qﬁi permettront d'obtenir une méilleure estimation de T(x)e_Maié
ces travaux, eux aussi, colitent cher. I1 y a un opbimum, correspondant & un vo-
lume de travaux de recomnaissance tel que la somme de la perte et du colt des
travaux de recherche soit minimale. Cet optimum a le méme caractére technique
qu'au paragraphe précédent : les travaux de reconnaissance ne sont envisagés
ici que comme un paramdtre technique auxiliaire servant & déterminer la taille
optimale de l'exploitation. Conformément au paragraphe 2-¢, on devra ralsomner
avec un taux i = O, Comme la fonction approchée iE(x) conduit & wne solution
voisine-de 1'optimum réel (xo, to)g on doit s'atiendre & observer une perte du

second ordre (ce qui ne signifie pas qu'elle soit négligeable) dont la'valeur

Yyl / v
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(1)

(2)%

" l'expression est :

probable( ) " pourrs s'exprimer en fonction des variances d'estimations sur le tone

nage et la tensur.

Le probléme étant relativement délicat & formuler, nous examinercns
d'abord le cas particulier simple des gisements du type "foubt ou rien®, et ensui-

.

te seulement le cas général.

2 = Qas des gisements du type, "tout ou rien'.

Par gisement du type tout ou rien, nous désignons un gisement,dont

la teneur n'est pas nécessairement constante, mais dans lequel aucune sélection

. . . , . e s ®
n'est possible : ou bien on exploite tout, ou bien on n'exploite pas.(z) 1z re-

lation tonnage-teneur ne, joue aucun rSle : tonnage et teneur sont ici imposds par

‘la nature, et 1l'homme n'a aucun choix possible. Dans ce cas, l'erreur commise sur

1lestimation de la teneur moyenne est sans incidence sur le dimensionnement : la
coupure étant imposée, le seul paramdtre technique que l'on ait i déterminer est
la production annuelle t, qui ne dépend que du tonnage T. En différenciant la pre-

miere équa%ion (20) on_vdit qulune erreur SE?sur l'estimation du tonnage entrdine

~un écart &t entre la cadence adoptée et la véritable cadence pptimalé, écart dont

St = - 2 or
TP" o4 I"

- conduisent, pratiquement, & des résuii .

L'expression "valeur probable" est ambigiie, en ce sens qu'elle a 1l'air d'impliquer
une ‘référence & un modéle probabiliste. Nous reviendrons plus longuement, dans la

3eme Partie, sur l'artifice probabiliste. Il suffit, pour 1'instent, d'obsexrver
- que les variances d'estimation, qui interviennent seules ici,sont définies en Géo—

statistique sans référence & aucun moddle probabiliste,et possédent une significa-
tion physique objective., Le lecteur pourra se »éférex su'"Traité de Gdostatistigue
Appliquée" déjh cité.

Ce type de gisement se rencontre, en pratique, plus souvent qu'on ne croits Un gi-
sement tout ou rien n'est pas, obligatoirement Limité mar du stérile franc. Il
peut &tre entouré dlune frange minéralisie 1nezp*01oquu~ ﬁ*ﬁwhﬁtlaulouemuat hatile-
rogéne avec lui. On observe alors ie - "-’“"a Suogsndli e e ’ L
connaissent bien : les calculs de toz

entre pannegux exploitables et 1ne”p101uwuih‘ G A e ie

oea / P
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Relativement au bénéfice (non actualisé) optimal, cette divergence entrains une

perte, que l'on obtient par un développement limité

) —_—2
P==0 [(V—p}ﬂ? I]- (Tpt + I &t + % (Tp" + Iv) St ,

Le terme du premier ordre est nulg d*apres l'équatlon (20), pquue l'on est voi-

sin de l'optimum., Compte temu de 1l'expression de 0 t, on trouve .

p'2 2

P =%

T-p" + I."

. 2 _ e
Ba waleur probable, ST 2 domne la wvariance @ sur liestimation du tonnage, dont
la Géostatlsthue permet’ de calculer la valeur en fonction des caractéristiques

des travaux de reconnalssance. On a donc ¢

) 12 2
(26) P = P - &, o
TP" g Ill
Cette perte P doit &tre mise en balance avec le ‘colit R des travaux de reconna.r.u-
sance. R est une fonction décroissante de 6 On obtiendra le volume optmum '
de la reconna:.ssance en résolvant 1'équation : ‘

P12

(21) <R 4§ — =0
d6'2 Tph + It

" qui exprime que la somme P + R est minimum. En pratique, on exprimera R et G‘,% i
en fonction d'un méme paramétre (nombre n de sondages, longueur £ tracée,etc.s),
ou, éventuellement, de plusieurs, Si les ui désignent ces paramdbres, on aura &
résoudre le systéme : ‘ R

t2 I~
(2) DB 4y —— BOZ__, L
By omed u o
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Dans le cas ol il y a effectivement plusieurs paremdtres w; ( par exemple, dans

. la recomnissance d'un filon par travaux miniers, la relevée entre niveaux et
la maille des rainurages dans les tragages), la résolution du systéme (28) donne
a la i‘o:Ls le volume global optimum des depenses que l'on doit consacrer & la re-
comnaissance, et la meilleure ventilation de celles~ci entre les différentes ca-

tégories de travaux (tracages et rainurages).

A 'tltre dtillustration, imaginons un grand g:Lsement de fer sédimen—
taire, de forme & peu prés elliptique ou rectangulaire recomnu par un réseau de
sondages & maille adaptée, c'est-a-dire implantés aux noeuds d'un reseau rectan-
gulaire, avec un rapport de maille égal au rapport des dimensions du glsement. La
géostatlstn.que nous :mdlque que la variance relazm)re - sur 1'estimation du
tonmage est la somme de deux termes : le premier veprésente 1l'effet de bor—
dure, ou si l'on veut l'erreur sur l'estimation de la surface minéralisée, et

admet une expression de la forme _0 244 \ﬁ I I n étant le nombre de sonda-

‘ges utiles, S l'gire mindéralisée, ! D1 et Dg les diamdtres (plus généralement,

les variations diamétrales si 1laire 8 n'est pas convexe) de 1laire minéralisées

Pour un contour elliptique, on prend Dy Dz =_2__~ 1,13, et le premier terme
se réduit & _0.276 . Le deuxidme terme représente L'erreur sur l'estimation de
3;2 '
n .

la puissance moyenne, et admet une expréssion de la forme % y OU A est légérement
inférieured la variance relative des puissances dans le gisement, et peut &tre
considérée comme une constante (c'est, en réélité, une fonction lentement décrois-
sante de n). Nous prendrons une valeur plausible, telle que A = 0,10, En résumé,

la variance relative a pour valeur @ .

2
Or _.0.2716 &
= 113/‘2 .

4

Bn ce qui concerne les domnées conomiques, nous prendrons pour p(t)
et I(t) des expressions de la forme (5) et (6), et nous désignerons par C le

- collt unitaire du sondage. La somme, que l'on veut minimiser, de la perte et du

colt de la recommaissance, s'éerit, en fonction du nombre N de sondages.

LN ] o e

Traité de Géostatistique appliquée, Tome 3 (3 parattre).
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r‘_-L o276
1 % a4 ¢, T 0'?7 4+ =4+ Cn
Z ¢ | 1 ) nj;z n-

‘Bn annulant la dérivée en n on obtient :

1 0,414 A
- ¢ =

1 ay Yy T 5 5=+ 5 2 c
Numériquement, prenons T = un milliard de tonnes, ‘ 51 = 3.106,

1 = 10, comme dans 1l'exemple de F. BLONDEL déjh cité, & = 0.10 et un cofit uni-

- taire C de 2.000 dollars par sondage. On trouve n = 60 environ.

3 = Cas ol la relation Tonnage-Teneur intervient’

~ Lorsque la relation Tommage-teneur intervient, c'est-h~dire lorsque
1'on sélectiomme des panneaux exploitables extraits d'un gisement géostatistique=
ment homogéne, le probléme est un peu plus délicat & formuler. Désignons par'To

et 'l:o- le tonnage sélectiomné et la production a.nnuelie correspondant au projet

optimum. Du fait que la véritable relation tonnage teneur n'est pas exactement

. conmue,le projet adop‘cé.sera To +E3T1, to + St, légdrement différent de 1l'opti-

mum, Mais, de plus, la réalisation ne sera pas =»xactement conforme au projet adop-

té : la cadence de production sera bien t +8t, mais le tonnage retenu, .
me quantité petite

. ar
' T +BT1 + (E/ différera légérement de la prévision T + 8 by V—Desn.gnons par

51‘ = §T + GE’ ltécart entre le tonmage effec{:ivement exploité et l'optimum
théomque T » Comme on est voisin d'un optimun ('.'L‘ s © ), la perte due aux écarts
01: et @ T est donnée par la dn.fi‘erent:.elle seconde (changée de signe) du bénéfi-

_ce:

\ o
(29)1’-—%[-@-«3*:& -2-—8t8rr-.( %ﬁw)&}

Cette perte doit &tre positive, sinon la solution (To,to) ne serait

pas un véritable optimum. Ceci implique 1'indgalité :
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(30) p2+b g (I"+ ") < 0
B Comme dx est négatif, on doit, en particulier, avoir : |

dT

(31) I+ Tp" > 0

Ces indgalités doivent &tre vérifides au moins pour T = T et b = £

Il reste, maintenant, pour calculer effectivement lg valeur de la perte & l'ai~-

de de (29), & exprimer les valeurs probables de QSE", 3t 9T, et St en fonc—
tion de variances d'estimation que la géostatistique soit capable de calculer
(au moins approximativement). Mais on s'apergoit que les relations entre les '
variations O T, &t et 1llerreur commise dans 1tévaluation au tonnage et de la té—
neur s'expriment de fagon différente, selon la nature plus ou moins rigide de

la méthode d'exploita{:ion adoptée. Nous distinguerons et nous traiterons les
deux cas extrémes corrés'pondant a une ‘exploitatioxi parfaitement rigide et parfai-

tement adaptative.

3

»
«

L'exploitation parfaitement rigide correspond au cas d'une carridre.
A parfir des renseignements donnés par la reconnaissance, on choisit le ‘.’comlage
que l'on veut exploiter, et on trace sur plan les limiteé précises des ,pa.nneéux
que 1'on sélectionne. Ie tormage que l'on exploitera effectivement ne différera

‘ *
de ce projet que d'une quantité ﬂ(:trés petite, et souvent négligeable<_1) L'ex—

Ry

T représente 1l'erreur sur l'estimation du tonnage des panneasux retenus, l'effet
de bordure étant exclu, puisque l'on s'est imposé les limites de ces panneaux.
Dans le cas d'une formation stratiforme, par exemple, on comnaitra parfaitement
1'aire occupde par les pammeaux choisis. Par contre, on commettra wne petite er-—
reur dans l'estimation de la puissance moyenne. Le terme “C représente cette er-
reur, : ' : /
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plOiTt%lﬁﬁ.aiﬂjiatiVe, au contraire, correspond 3 une méthode trés sélective.
Ce n'est plus le tonnage & exploiter, mais la teneur de goupure qui'est imposée.
On suppose que le mineur, jouantAé la perfection son rble de " démon de Haxwell™
est capablé de respecter, lors de l'exploitation effective, la teneur de coupure
% établie dans le projet. La perte, ici, résulte essentiellement de ce que
Xp = X, + 8x différe légtrement de la coupure optimale X On doit s'attendre &
une perte plus faible qu'en exploitation rigide, et on le vérifiera en effet.

1

3 a - Méthode d'exploitation rigide

Pour formuler commodément le probldme, nous prendrons comme variable

. principale le paramdtre géométrique S sur lequel s'exerce réellement le choix du

*mineur. Dans le cas d'une formation stratif&rme,ou.filonienne, par exemple, S repré-

sentera l'aire minéralisée sélectiomnée par le mineur. Dans le cas d'un amas, S se-.

rait plutét wn volume. A partir des informations fournies par les travaux de re-

" cormaissance, le mineur procdde & 1'estimation des fonctions T(S) et m(S) donnant

. le tonnage et la teneur affectés au meilleur projet de taille-S,~et il en déduit,

(1)*

‘par la relation (l), la teneur de coupure x(S). Ces estimations TE(S), mE(S), et

XE(S) différent des valeurs véritables par les quantités, généralement petites,

T(s), p(s) et g(s), qui sont des fonctions de S :
T5(8) = 7(8) +Ts)

(52) { mg(s) = n(s) + p(s)
(5 = x(8) + £(8)

Ii

it

‘Dans la suite, nous interprdterons T(S) et u(S) comme les erreurs commi-

(1)*

ses dans 1'estimation du tonnage et de la teneur affectés & un périmdtre douné S‘ !

Faute de comnaftre les vraies fonctions T(S), m(S), x(S), on en sera réduit & écri-

re le systdme (20) définissant 1'optimum au moyen des fonctions erronées TE(S),

_mE(S), xE(S). La résolution du systdme (20), ol 1'on prend comme variables les ca-

ractéristiques techniques S et T @ s

p!(s) + p"U(sj + It

= 0
x(8) + (8) =§

‘conduit & un projet d'exploitation SO + 88, -t + O, 1égdrement différent du

Cette assimilation n'est pas absolument correcte, puisque, parmi les différents

- périmdtres possibles de méme taille S, celui que retient le mineur pour construire

les fonctions Ty et mp n'cst pas forcément le meilleur possible.Mals cette deuxitme
cause de divergence doit &tre regardée comme conduisant 3 des erreurs petites vis
YNorie d- B ook Aan :
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peosjelt ootinum 8 o ‘c o Les variations 38 etcﬁt, ‘ou du moins leurs valeurs
vm.nmmale:’:, sont une conséquence des erreurs d'estima’bion%' et Ho s et se eal-q

|
|
i
|

culent en pdaolvant le systeme @

3 (p"T+I")8t + p! 3s+p"b' 0.
(33)
CpBep E0s - p'St'

¢

Le périmdétre choisi, . S +8b, est effectivement exploité, puisque la métho=
de est supposée rigide. Il lu:. correspond un tonnage T +8T qui, differe de

1t opt:.mum To par la quantité :

Sm -E38

_ BEn résolvant (33), on obtient 'pourgt et 3 T leAs expressions sui-
vantos § : )

e mpdx
gt.::- o (5 -f&aﬁ : .
(34) | b am T (@ + 1) 4+ 12

o wETes i

pt2 + b = (p"’.l‘ +I")

[N

11 suff:l.t de porter ces expressmns dans l'équat::.on (29) pour obte-

| nir la perte P s

- o012 E7F ¢ 2 b 4 o200+ o) 8

9'2

P=-F
+p (P +d)

L'indgalité (30) montre que cette perte est toujours positive, quels que

(a
soient T et
vée 37]} pouVant se calculer directement a partir de 1la relat:.on teneur-tonnage

« On remarque aussi que le paramdtre S a été éliminé, la déri- _

Mx). En valeur probable, les termes ‘t’ %2, etT € doment les variances

ver [ eee




- 3T =

i Tx gy ,. .
g;‘;b/ ; {_‘}E et la coveriance Oews, et on trouve finalement :

dx 2 . 2, _ 2
- bpt? 5 G54 2 bp'2 (G, + B(IM + T
(35) P | b 3 TT 2P Oy o™(1" + p"1)GE

p2+b--(p"T+I") - .

. 2
~ Le calcul de la variance O n'introduit pas de difficultés parti-
culidres : clest la variance d'estimation (effet de bordure exclu) sur le ton-

nage T(8) affecté au périmdtre S, telle que la gdostatistique permet de la cal-

- culer. La deuxiéme variance 62 pose un probléme un peu plus difficile., Bien

que f“’ (s) represen‘be l'erreur sur la teneur de coupure x(S), il ne faut pas 1l'in=.
terpréter 1)x comme une erreur sur la teneur moyenne d'une frange dS infiniment
petite ceinturant le périmétre S. On doit, au contraire, définir % (s) dtune ma-
nidre analytique, & 1'aide de M(S), T(S) et de la relation (1). En effet, ce

terme ne représente pas 1l'erreur swr la teneur d'ume.portion du gisement, mais
2 ra by

résulte, globalement, d'une mauvaise adaptatipn des fonctions 'I‘E(S) et mE(S),
clest-b~dire d'une erreur sur l'évaluation des paramétres de la relation tonnage

teneur. Si la loi de Lasky est utilisable, on a
§ n(s) - x(s) = P
) my(s) - %) = B +OP

3 F) représentant 1'erreur sur le paramdtre B de la loi de LASKY, et on en tire :

28) - 5() =3 p-

-

Si la loi de Iasky 'est extrapolable jusqu'eu périmdtre maximum Sy
correspondant au glsement entier, le parametreﬁ n'est autre que la teneur m(SI{I
du gisement entier, et 4‘) P 1terreur J“(SM) commise sur l'estimation de cette
tensur. On sait qu'en fait, la loi de Lasky ra.sque de ne pas &tre vérifide jus-
qutau périmstre SM' Mais le caractdre fondamental du terme g( 8), qui est d'&tre

'11ié A une erreur sur l'estimation des para_.métre_s de la relation Tonmage-teneur,

. .
soe / ses

Cette interprétaf:i_on conduirait, en général, & une variance § %, infinie.
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dora s gustaine ldgitinité aux résultats obtenus par cette extrapolation.

Admettons done la relation 2

(36) () = p(S) = p(S,)

Comme le per:unétre maximum SM du gisement ent:.er résulte de la ju"c-

- ’capos:.’cion du per:.métre S sélectionné et de son complémentaire S -3, lterreur

p(s ) sur la teneur globale sfobtient en pondérant par les tonnages 1'erreur p(S )

"sur S et l'erreur Q (SM - 8) sur le complémentaire SM S, soit o

M<SM) - T(s) p(s) + fT(Sm) - T(S).} ?(SM) -8)

T(S )
" En portant dans (36), ot en dorivant Ty et T o liende 2(sy) et T(S), 11
vient ¢ . .
| oo .
M
1(6) = o fue) - Vo - s |
Ty & '

Les périmdtres S et S y S, obtenus par juxtaposition de zones

d!influence d'echant::.llons distincts, sont, en général, estimés 1ndependamment

 1'un de llautre, de sorte que les var:.ances d'estimation 0‘2}1 et o‘g des te-

neurs - de S et de S - 3, sont additives. On en déduit la variance o 2 .
. g
U BT :
(37) o2=|HE ) ¢ 0'2+0'—$) '
' g T ta ‘

De plus, les variances d'éstimation sont, le plus souvent, inverse-

‘ment proportionnelles au ftommage retenu 17 de sorte que 1l'on peut écrire .

2 2
T T K

* En portant dans (37), il vient :

(1)

(38) o'g = -_S.’EM._:.EZ._ 0'2

Tog P

2 .
Une variance telle que o’}‘L s'obtient en divisant la variance d'extension d'un

. échantillon distinct dans sa zone d'influence par le nombre n des zones d'ine
 fluence ¢ ce nombre n est proportionnel & 8, lui-méme approximativement pro-

portionnel au tonnage.
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_ . | ‘
On voit que (3¢ est toujours inférieure i la variance d'estima= -
e .
tion Y de la teneur, En falt, elle admet une limite supérieure, égale i

(“:32 ,» et atteinte pour T = 0, c'est-a~dire lorsque le tonnage retemu est mul.
i % .
Lorsqu'il y aura ambigitité sur la définition du tomnage total T I(M exemple,

8'il y a passage & peu prés continu du minerai au stérile, sans qu'il soit pos—
sible de fixer une limite préeise), on pourrs évaluer le rapport a l'aide de 1a

. loi de lasky :

oo

- T T

(39) TM =t=-Te P
TM

~ les valeurs numériques de A et B étant celles que 1l'on a calculdes en inter—
polant entre deux projets réels. De méme, la covariance 57[:@ (qu:. interviendra,
en général, comme un terme correcta_f) se calculera & part:.r de la covariance

- géostatistique 6?:, " reliant les estimations du tonnage et de la teneur du pé-
o, _ .

rimdtre § (effet de bordure exclu), par 1'équation :

(40) & g
40 ',3_= o
C U T, O

En portant (38) et (40) dans 1'expression (35), on obtient la per-
te P. On détermine ensuite le vélume optimum de la recomnaissance en minimisant
la somme P + R de cette perte P et du colit R des travaux de reconnaissance 3
si le volume des travaux de reconnaissance est fixé par des paramétres U, Uy
eoss On doit résoudre le systime

w 2.

oY Ju
at lav solution obtenue donne & la fois le volume optimum des dépenses globales
qui doivent Stre consacrées & la reconnaissence, et la meilleure ventilation
de celles~ci entre les différentes catégories de travaux correspondant anx dif-
férents paramétres U Il n'est pas utile d'expliciter ici, sous forme litté-
rale, 1'équation (41) : Nous donnerons un exemple d'application & un problime

pratique dans la quatriéme partie.

e / ace
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% e b o Héthode dlexploitation adaptatbive

Dans la méthode adaptative, l'attention se porte sur le choix de
la teneur de coupure (xo + 3::) adoptée dans le projet et que le mineur, jouant
& la perfection son rfle de démon de Maxwell, est supposé respecter lors de
1l'exploitation effective. Cette teneur de coupure différe de 1'optimum e
d'une quantité [? x qu'il s'agit de calculer. la véritable relation Tonnage-Te~
neur n'est pas exactement connue. Le mineur utilise les résultats de la recon—
naissance pour étudier divers projets correspondant & différentes valeurs du
parametre S, & chacune desquelles il affecte un tonnage et une teneur estinés,
avec les mémes erreurs L (S) et J;L(S) que dans les équations (32) Mettant en
correspondance le tonnage T +QJ avec la 'beneur de coupure X +§ il obtient
wne relation tomage.teneur T(x) + 6 (x), qui différe de la véritable relation

(x) par un terme ©(x), généralement petit, vérifiant la relation :
@
e D) 40(x) DT
D'ol 1ton fire :

(42) o(x) = §

815

Cette erreur ©(x) va entrainer un écart entre le projet
Pl 4
(1:0 43k, z +¢’Sx) adopté et réalisé, et le véritable 0p‘cimum(to,xo). Le pro—~

jet, en effet, est choisi comme la solution du systdme biaisé :

p'1(x) + p'6(x) + I' = 0
b

X = e

P
o

. o
et les dcarts ¢t et Uz vérifient les relations :

p'® + p! %83 + (p“T + I")ﬁt =0

5_‘& = g,gt
b

i et S T

LR XY / LX ¥



- 41 -

(oo vodadt lew desrts &: et @x, ainsi que l‘ecarth entre le

tonmage T + 8‘1‘ qui sera effectivement exploité et 1'optimum T :

dx

b+ = ~¥b a ©
2 Q{S 1 .n
p'c+ Db 77 (p T 4+ IM)
o) -2 A
(}T:% 8X= P e'

p'2 + b (p"T + I")

" Les valeurs de ces écarts sont ensuite portées dans l'expression (29) de la per—

te, qui devient @

24dx 2
e =
bp T ($)

13?(; + B aT (F"T e I")

© est alors remplacé par son expression (42), et on obtient, en passan’c aux va~

leurs probables :

bp! 2

»-;;!3‘

dT

(43) P =%
2

ax .
! — 1" T
P! 4+D 77 (p T 4 IM)
Les variances Gizﬂ et 6“2#' , et la covariance (‘)’?’ § se calculent
exactement comme au naragraphe précédent, et on achdve, de la méme fagon, la ré-

, solutlon du probléme en minimisant la somme P + R de cette perte et du collt des

- travaux de reconnaissance. ) : -

Il est instructif de comparer la perte Pr’ correspondant & la métho-

 de rigide, et dormée par 1'équation (35) avec la perte Pa domnde en (43) et cor—

 respondant & la méthode parfaitement adaptative. Poutes choses égales d'ailleurs -

ctest-d-dire pour les mémes fonctions I(t) et p(t), la méme relation teneur-Ton-

nage et les mémes travaux de recomnaissance - ces deux pertes différent de la

cee [ aas
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quantité :
_ ar =2
P =P ==+b== 0%

Comme % est négatif, on voit Que cette différence. est tbujours
positive : comme on pouveit s'y atitendre, la perte est ftoujours plus grande dans
le cas de la méthode rigide. o
Dans la pratique, une exploitation en carriére correspond é'peﬁ .
prés & la description que nous avons donnée d'une méthode rigide. Par com:ce,
aucune méthode d'exploitation réelle n'est parfaitement adapiative : le mmeur
est incapable de respecter rigoureusement la teneur de coupure prevue par le pro—
jet. En dehors du cas des carrieres, on sera, le plus souvent, dans un cas inter—
médiaire, -et, comme il est difficile d'apprécier le degré de rigidité et d'adap-
tation, on pourra, pour des raisons de prudence, se servir dans tous les cas de

1'expression (35), qui correspond & 1'hypoth¥se la plus pessimiste.

e et e+ e

21 o g e et e r e g
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B 1)- Le probldme de 1'Arr8t des Recherches.
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CEAPITRE ITII S !

OPTIMISATION SEQUENTIELLE ET ARRET DES RECHERCHES

-

Il convient maintenant de réintroduire le risque de ruine. Dans

- le chapitre précédent, nous avons admis que la rentabilité du g{sement davait pu

(1)*

. 8tre établie, et nous avons déterminé le meilleur niveau de la reconnaissance, en: ’

_tenant compte seulement de la perte entrainde par un mauvais dimensionnement des

installations. Il s'agissait d!un optimum purement technique, ayant valeur absolue,
et défini sans actualisation. Le probldme que nous abordons maintenant présente
la plus heute importance pour la pratique de la recherche minidre. Il se résume

dans la question essentielle : A guel moment convient-il d'arréter les recherches,

et de‘prendresune ddécision = positive ou néesative = quant & la mise en exploitation

dv_misement ? Le problime ne' peut plvs se formuler dans L'absolu. On doit se
contenter d'analyser les éléments qui commandent la décision relativement au passa=
ge d'une phase de la recherche & la phase suivante, Reprenant le schéma séquentiel
de 1la figure 1, supposons qu'une premiére tranche TR1 de travaux de reconnaissan-
ce ait été exécutée, Elle a fourni deg indieations chiffrées sur le tonnage et la
teneur du gisement reconnu, et les méthodes de la géostatistique ont permis de fi-

xer la précision avec laqueile,ces informations représentent la réalité. Une étu-

"de d'exploitabilité, d'autre part, a pu définir pour quels tonnages et quelles te=

neurs une"exploitation pouvait &tre payante. Au point crucial C de la figure 1,

auquel on est ainsi parvenu, trois décisions sont possibles :

1 - On décicde de ne pas exploiter et on abandomne le gisement
(on fe::a), :
(1)*

2 -~ On décide d'exploiter tout de suite
3 ~ On décide de faire une deuxidme tranche TRz'de travaux de re—
connaissance.

Si 1l'on adopte la troisidme déeision, on se retrouve, aprés

1'exéeution des TR, en un nouveau point crucial C', ol, théoriquement, les trois

I
ia

Si 1l'on n'actualise pas, il est indifférent d'exploiter tout de suite ou plus tard,
Si l'on actualise, il est préférable d'exploiter tout de suite, sauf dans le cas

oh les cours seraient aujourd'hui, 3 un niveau anormalement bas, et olt 1'on espére-
rait leur redréssement dans les années & venir, Comme nous ne prenons pas en compte.

dens cette dtude,la varisbilité des cours,nous n'cnvisageons pag non plug la solu~-
tion G'atiente,dont la formilation sur des bases roalistes serait assuz délicato.



déeisions sont X nouveauw roswihles, mais peuvent &tre prises & la lumidre d'une in-
formation améliorde. Dans de nombreux cas, en pratique, il sera hors de question,

en réalité, d'envisager wne troisisme phase T33 de recherches. Nous nous limiterons,
dans cette étude, au cas ol le seul choix possible, en C', consistera & mettre, ou

1

non, le gisement en exploitation.

Ce problime séquentiel se formule, nécessairement, de manidre di-
continue. En particulier, la deuxidme phase de recherche TRz, envisagée dans la
troisitme décisién, sera imposée par la technologie. Panr exemple,'si l'on a reconnu
un gisement filonien par tracages équidistants de 60m, la deuxidme phase consistera
3 tracer des sous-niveaux intermédiaires, de manidre & ramener & 30 m la relevée
entre niveaux. Ou bien, pour un gisement stratiforme reconnmu par'sondages a4 maille
carrée, elle consistera & centrer la maille, c'est-d~dire & doubler le nombre des

sondages utiles. Cette deuxidme phase ne dépend donc pas d'un paramdtre variant de

' *
- fagon continue, et dont la valeur pourrait &tre choisie arbitrairement.(1) Elle

est imposée.

On aura parfois l'illusion qu'un choix contimu est possible. Par .

"exemple, ayant reconnu un gisement filonien puissant & troix niveaux, et échantil—

~lonné ces troix niveaux par des sondages percutants horizontaux, pris du tolt au

nur de la formatiqh, on pourrait s'imaginer améliorer l'information disponible en
resserrant la maille des"percutants dans les niveaux déjh tragés sans faire de tra=
vaux miniers supplémentaires. La maille des percutants apparaitrait ainsi comme un

: *
paramdtre X peu prés contimi. Mais on sait (Théoréme du Statisticien.dégu<2) )

oun/ aes

(1)*,

Nous supposons, essentiellement,que la rscommaissance du gisement a été exhaustive

.Cn a pu se tromper dans 1'éveluation du tonnage et de la teneur,mais la totzlitsd du

(2)*

glsement a €té reconnue.los travaux de recomnaissance ont débordé sur les limites de
la minéralisation dans 1'espace,et il n'y a pas de probléme d'extension.Il ne serait
dtailleurs pas possible de traiter,mathématiquement,un probléme d'extension.Un filon
peut se prolonger & l'aval du dernier niveaun reconnu,et la géologie peut apporter
des arguments en faveur de cette extension : mais ces arguments ne sont pas chiffra-
bles Wi la Géostatistique, ni aucun artifice probabiliste ne peuvent remplacer une
information manquante.Dans le cas des filons,il est, en fait,trés rare que les tra—
vaux miniers atteignent la terminaison aval.les calculs de rentabilité,que l'on fait
en pratique,ne tiennent pas compte d'un aval possible au deld du dernier niveau.le
tommage effectivement reconnu doit justifier,a lui seul,la mise en exploitation.Nous
ferons exactement de méme dans notre analyse théorique.

Traité de Géostatistique Appliquée. Tome I.
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que l'amélioration apportée par des percutants.supplémentaires serait presque tou-

. Jours ndgligeable, la plus grande partie de la variance d'estimation provenant de

1'extension des sections (supposées connues) & leurs tranches d'influence & trois

- dimensions, extension sur laquelle le resserrement de la maille des percutants reste

~ sans action.

La géostatistique permet de calculer la précision avec laquelle les
réserves sont connues & l'issue des TR1, mais elle permet aussi de prévoir & 1l'avan-
ce la nouvelle précision avec laquelle elles seront connues lorsque l'on aurs exé-

cuté la deuxiéme phase TRQ, telle que la technologie l'impose., Pour formuler le pro-—

‘bleéme séquentiel, il convient d'attribuer une valeur économique au supplément d'ine-

formation apporté par les TR2, et de le comparer au prix de revient des TR,2 eux mé~

mes. Parmi les trois. décisions possibles, on devra choisir celle qui conduit & la

. 5 plus grande valeur probable du bénéfice futur(1)* en aval du point C (c'est-d~dire,

()

ars

Nous laisserons volontairement ouverte la question de savoir $i le bénéfice doit,

ou non, &tre actualisé. En économie collectiviste, on n'actualiserait sans doute pas.
En économie concurrentielle, le raisonmement de la premiére partie s'applique enco-—
re, au moins théoriquement : une grande société, se fixant comme objectif de produi-
re chagque année une quantité donnée de métal au moindre prix de revient, devrait
chercher & minimiser la somme des dépenses consenties chaque annde, et qui compren—
nent des dépenses d'exploitation, des investissements, pour remplacer les gisements

' venus & épuisement cette année 13, et des travaux de recherche, pour préparer le

remplacement des gisements qui s'épuiseront les années suivantes, Ce point de vue
conduirait, en bonne logique, & adopter l'expression non actualisée du bénéfice dans
1'optimisation séquentielle des recherches(corrélativement,d'ailleurs,le paramétre b
ne correspondrait plus au prix du marché,mais & un prix interne, défini par la Socié-
& de manidre, précisément, h optimiser son programme de production global).

Ce raisonnement nous avait paru pérempteire, lors de 1l'étude de l'optimisa-
tion technique faite dans les deux premidres parties, parce qu'il conduisait & une
description correcte du comportement réel des exploitants. Dans l'optimisation sé-
quentielle, au contraire, le comportement réel des exploitants, en économie concur-
rentielle, correspond & un taux non nul. On cherche, en effet, un critére de décision
quant & une mise en exploitation éventuelle, et — en économie concurrentielle - on
ne décide d'exploiter un gisement que si la valeur actualisée du bénéfice futur doit
&tre positive, Nous nous servirons donc de l'expression (9), correspondant & un taux’
i non nul.Il sera extrémement facile de passer au cas 1 = O en remplagant, dans les
résultats obtenus, les exponentielles il par l'unité, et les expression 1 = e~iN

par N. , +

.oa/ os e



~.46 =

pore: teair compte des dépenses antérieures, mais en tenant compte, pour la troi-
gidme décision, du prix de revient de la deuxidme tranche TRQ, puisquten C celle-ci
n'est pas encore exécutde). Mais la notion de valeur probable n'est pas immédiate.

. Nous devrons la définir avec soin, et préciser les limites de llartifice probabilis—
te. C'est seulement ensuite que nous aborderons 1l'étude du probléme séquentiel lui~
méme, en traitant successivement le cas d'un gisgment tout ou rien, et le cas ol la

relation Tonnageiﬁeneur intervient effectivement.

. 2)= IL'artifice Probabiliste.

(1)
(2)%

On sait que le tonmnage, ou la teneur, d'un éisement ne constituent
. ‘en aucune fagon des variables aldéatoires (f)*. La teneur_d'un gisement, par exem=- -
‘ple, est un phénoméne naturel physiquement bien déterminé, et unique, méme si. les -
informations disponibles ne permettent pas de la commaftre exactement. La question s
" combien v a~t-il de chances pour que la teneur de ce gisement dépasse 10 % est dé-
.pourvue de significétion. Si la teneur est 11 %, il y a, si 1'on veut, 100 chances
sur 100 pour qu'elle soit supérieure . 10 %, et zéro si elle est égale & 9 %. Mais.
comme, précisément, on ne sait pas si la teﬁeur rdelle est 9 % ou 11 %, une telle

. proposition est purement formelle.(a> Cependant, pour développer le ralsonnement .

»

(fiﬁ de la note précédente).

Ies économistes attachent, avec raison, une grande importance au
choix du critiére adopté. Oytre 1'expression (9), actualisée ou non, du bénéfice futur,
bien d'autres critéres peuvent &tre envisagés, conduisant & des pratiques plus ou moins
malthusiennes et & diverses variétés d'écrémage. Par exemple, le point de vue stricte-
ment capitalistique se fixerait comme objectif de faire rendre & chaque action le plus
fort revenu possible, et conduirait & maximiser le rapport%%i.;. De méme, le point de
vue,un peu naif,du technicien pur conduirait a minimiser leiprix.de revient du kilo de
métal (V- p)T = I etc ... D'une manidre générale, J. LESOURNE (in "Technique économique

T : - .

m 2
de gestion industrielle", Dunod, Paris) indique que les rapports, tels que F .., consti-
tuent de mauvais critéres économiques.Dans le probléme qui nous occupe,le seiil choix pos-—
sible se limite donc & faire, ou non, i = O dans 1'expression (9) du bénéfice.

~ On peut méme dire que clest 12 le point de départ de la Géostatistique.

~ Lo teneur pourrait se probabiliser moyennant certains postulats arbitraires. Il fau-
drait, en premier lieu, définir, dans l'ensemble des gisements réels, des classes d'équi-
valence (clest le problime de la classification des gites minéraux, sur lequel les métal-
logénistes discubent i perte de vue), considérer l'ensemble des gisements appartenant &
la mé&me classe C que le gisement &tudié,définir un procédé de tirage au sort, et admet-
tre que le gisement étudié peut &tre considéré comme ayant été tiré au sort dans la clase—
se C suivant ce procédé. Ia teneur devient alors une variable aléatoire : mais sa loi de
probabilité dépend étroitement de la définition des classes d'équivalence.Suivant la dé-
finition adoptée,on pourrait obtenir & peu prés n'importe quelle loi. On peut se demandex

ree LE N 1
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séquentiel, nous avons besoin de définir des valeurs probables, et cela ne peut I
8tre fait qu'en assimilant certaines grandeurs & dés variables aléatoires. Toute ?
probabilisation est artificielle, en ce domaine, et entratne une tres large part *
- d'arbitraire. Pour diminuer cet arbitraire, nous devons réduire les postulats pro— |
babilistes au strict nécessaire. Nous ne probabiliserons donc ni les teneurs, ﬁi
leurs estimations, mais seulement les erreuws, <'v-. - Lro Iy SUNE
l'estimation et la valeur vraie. Pour abréger le Liiii-iv, woallons traifer I

cas des teneurs. Mais les raisonnements auront un caractire général, et s'applique—

P

ront"'éussi bien & un tonnage ou & une relation Teneur-tonnage. Nous définirons, en
- premier lieu, la notion géostatistique de variance d'estimation : cette notion possé--_
de une signification physique objective, et n'implique aucun artifice probabiliste,-
de méme que la relation d'additivité que nous établirons ensuite. Enfin, nous intro= 5
duirons le moins d'arbitraire possible en .probabj.lisan’c les erreurs, de manidre &

donner un sens & la notion de valeur probable.

2 a = la notion Géostatistique de variance d'estimation

Pour faire comprendre la notion géostatistique de variance dlesti=
mation, imaginons un gisement G, de teneur moyemne inconnue m, reconnue par deé
travaux miniers. On imaginera, par exemple, G sous la forme de la por{‘.ion d'un gise=
ment filonien situé & l'amont du dernier niveau tracé. Pour estimer m, on dispose
de la teneur z domnée par 1'échantillommage des travaux miniers. Dans un el pro-
bléme, la teneur m est unique et physiquement déterminée. Ce n'est pas une ~.va:t'ia.--
ble aléatoire. Mais il en est exactement de méme de z, puisque l'implantation des;
travaux miniers, relativement au pannesu G & estimer, n'est pas 'quelcoriqué, mais -
unique et bien déterminde. Une loi de probabilité de z & m £ixé n'a pas plus de sens |-

”

(suite de 1la note (2)% de la page précédente) .
d*asilleurs, si les critéres goologiques *Deuvent conduire & autre chose qu'a des anslo-

gles non transitives (4 analogue & 3B et B analogue & ¢ nlentrainant paz A4 anzlow
gue & C). Dans ce cas, les classes d'equlvalence ne seraient pas logiquement définissa~—
bles, Peut-8tre est-ce 1a l'origine des difficultés inextricables rencontrees par les.

métallogénistes dans la classﬁ:.catn.on des gisements minéraux.

FR—.
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par m : cela est naturel, puisque les variables régionalisées m et z " jouent "dés
‘r8les symétriques. _ . / -

- 4.8'—
qutune loi de m & z fixé, Ni 1l'une ni l'autre de ces lois n'existe.

Pour lever la difficulté, la géostatistique rend leur mobilité &'

n etz sn:ultan&.ent, en supposant que le gisement G est un panneau exirait d'un

grand gisement X, dans lequel eat supposée régner la loi de dispersion int fringd-

#
, que“) définie par le variogramme expérimental observé dans les travaux miniers.

Il est inutile de faire intervenir une loi de distribution, au sens statistique,

des teneurs dans le gisement K. 8i le pammeau G se déplace dans K, en entrainant
les travaux miniers qui lui sont liés, les deux teneurs m et =z deviennent des
variables régionalisdess On définit alors la variance d'estimation de m par .z,

comme la valeur moyenne(2> dans le champ K, de l’expz'ession' (m - z)2

(44) 1P(m = z) = "Lﬂf (n - z)%av
VK I K _

V désignant le volume du gisement X, Cette variance est caleulable & partir du
var:.ogramme, et le caractire intrinséque de la loi de dispersion nous garantit
qu'elle ne dépend pas de la forme et des dimensions de K. Elle s'exprime par des
intégrafions effectudes sur le variogramme et dans le panneau G ou dans les fravaux
miniers. On notera bien que cette définition, purement géométrique, n'implique au-~
cune référence & une lol de probabilité hypothéticiue. La variance d'estimation pos-
sede une signification physique objective au méme titre que le variogramme qui sert

& son calcul.

2 - b = Ia relation d'additivité

Imaginons, maintenant, qu'aprés uné premidre phase de travaux de
reconnaissance, qui nous'a dommé une premidre estimation z, nous décidions d'effec-

tuer une deuxiéme phase de recherche. Ces nouveaux travaux ne sont pas implantés
b

?our les notions de loi de dispersion intrinséque et de variogramme,
cf, "Traité de Géostai:istique Appliquée", Tome I, ch. IV.

On remarquera que (44) représente aussi la variance d'estlmatlon de =
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de foguw gaeleon e ror wopport aux premiers, La teneur u  qu'ils vont nous in-
diquer est donc tout auwssi wnique, et physiquement déterminde que m et z, et de-
vient, en méme temps que m et z, une variable régionalisée dans le champ K, Par

des relations analogues & (44), on définit les variances d'estimation, 62z et 6‘5,

‘dem par z etu, et la covariance Guz des erreurs (m = z) et (m = u) :

2: Da(z-m) : | ' 7 ' "

G

= Dz»(u - m)

A

0. =B - z)(n-u)
uz .

)

Le symbole E représente ici une valeur moyenne dans le chamjg X,

Tout comme 1'expression (44), ces expressions ne dépendent en réalité que du vario-

. gramme et de la géométrie du pannean et des travaue miniervs.

Lorsque les travaux de deuxiéme phase sont exécutés, leur teneur  u

© est combinée avec la teneur =z de la premiére phase pour donner une nouvelle estim

»

mation z' de la moyenne m ¢

z' = Au + (L =A)z

Le paramétre :'\ est déterminé par la méthode habituelle du k:v:igeage,

qui congiste & minimiser la variance d'estimation de m par z'., Cette variance

(z! = m)zdv = ?\26121 + 2201 =) Guz + (1"'?‘)262

. 2 .
AT T - 6y
.‘/’\"']')'—

5 + & - 26

ug
. ‘ : ouo/aeo




Yo

[

. On obtient immédiatement
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Le Cénominateur D de cette expression n'est autre que Dz(z - u),
clegt-b~dire la variance d'estimation de u' par z. Avec cette valeur du paramd-

tre A de krigeage, la variance d'estimation de m par z'! prend la forme :
2 2 _an_ 2 a2
(45) Qg © 602; ;‘\N'- Gz ,’/\ D '
Mais l'estimateur z' étant lui-méme wme var:.a’ble régionalisée dans K, on-peut dé-
finir 1a veriance d'estimatibn 6 2. de z' par z

62 = 0%z - 2)

(1]

6’,.2

Q\ 2 u)—Q\D

ek 1a relation (45) se met sous la forme ¢ -

) 62-6 - 62

~Ia variance de l'estimation que l'on peut faire, & 1'aide du ré=
sultat =z de la premidre phase de reconnaissance, du résultat z' qué 1'on Sbtien—
dra par l'ensemble des deux phases, lorsque la deuxilme phase aura &té réalisde,

apparalt comme la différence entre les variances d'estimation de m avant et
i

" aprds la deuxidme phase. Cetbe variance @ 2 représente exactement le gain d'ine

formation apporté par les nouveaux travaux de reconnaissance.

Cette relation (46), ou *‘elat:.on d'additivité, nous sera précieu-

‘se dong la formulation du raisomnement séquentiel. BElle est absolument générale,

et résulte d'un processus régionalisé de krigeage. En particulier, elle possede
une signification physique objective, et n'implique aucune référence & wn moddle

probabiliste plus ou moins arbitraire.

-~ ) ) -
s ’ oee / s
) . .
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2 -~ ¢ « la Probabilisation des erreurs.

HNous n'avons encore introduit aucun artifice probebiliste, et tou=
tes les variances que nous avons définies én'h une signification objective. En vue
de définir une notion de valeur probable, en limitant ua maximum la pai't de llar=
bitraire, nous ne probabiliserons Que les erreurs. Seules, les différences du ty-
pe (m - 2) seront assimildes & des variaﬁies(t) *aléa‘coires, et traitées cbmme telw

" les.

" . X'Une variable telle que :

y=M=2

assimilée & une variable aléatoire, nous attribuerons une loi de probabilité, dé=-
 finie par une densité de fréquence f(¥)dy. Ia forme mathdmatique de la fonction
f(y) est, a priori, indéterminée, mais la variance et la moyerne de y sont, elles,
parfaitement définies : la variance est nécessairement égale & la variance ?‘fsti-
mation 65% définie plus haub, et la valeur moyenne ne peub &tre que nulle \2)*

E(y) =0

(47) .
? (y) =@‘§

Une foié fixées la valeur moyerne et la variance de la loi £(y),
on s'dpergoi’c,”en traitant des exemples numériques, que la forme mathématique de
cette loi n'a que peu d'influence sur les résultats utiles. En pratique, et pour
des raisons de commodité, nous utiliserons tantSt wne loi normale et tantdt une

loi lognormale.

N A

(1)* Le postulat implicite consiste ici & considérér l'ensemble des gisements:
reconnus avec la méme variance d'estimation g, et & tirer l'un d'entre eux
au sort : la différence m -~ z entre sa tepeur réelle et l'estimation déduite
des travaux de reconnaissance est une variable aléatoire de variance g2 : la
classe d'équivalence est définie sans ambigiiité, et la part laissde -2 & l'ar=
- bitraire est trés réduite.

(2)* 11 suffit, pour le voir, d'imaginer un champ K assez étendu, Dans un tel champ,
P

les variables régionalisées m et z ont méme valeur moyenne, et par suite (m = 2)
a une valeur moyenne nulle, Dans le cas ol G est un panneau sélectionné pour sa rie
chosoe,on n'oubliera pos que l'estimateur z doit résulter d'un krigeage, tenant
compto aussi bien deg donnédes extéricures pauvres que des donndes intérieures riche:



Ceci étant, la teneur réelle m, inconnue, mais unlque, du gisement
peut se mettre sous la forme de la somme :
m=2+y

de la quantité fixe z, numériquement connue, et de la variable aléatoire'y; dont
la loi de probabilité est £(y)s Par suite, et bien qu'elle ne soit paé réellement

. probabilisable, il est 1légitime de traiter la'guantité inconnue m comme une va-

riable aléatoire de valeur probable =z et de variance sz

z
( ) E(m) =2
- 48 2
o 7

Dans ce raisonnement, on n'a fait nulle part appel & la notion de

L 1oi de distribution de 2z & m fixd, ou de m & 2 Fixd, loi dont nous savons qu'elw
. le ne serait pas définissable objectivement, Seule 1!erreur y=mn=-2a été proba~

bilisée. 8i m était connue, et 81 nous cherchions une estimation de z, nous de—

vrions écrire, de la méme facon @

(49) § PElz) =m
2

'DQ(Z) r“ﬁz

Certains statisticiens orthodoxes seront peut &tre choqués par cet-
te maniere de raisonner. Bn fait, il n'y a aucune raison pour que le formalisme
du calcul des probabllltes classiques soit transposable & la géostatistique. Nous ,
allons montrer, cependamt, que le raisonnement classique conduit nécessairement,
4 la limite, aux relations (48). Les lecteurs que le purisme ou 1'orthodoxie ne

~ tourmentent pas peuvent, sans inconvénients, passer directement au peragrarhe 3.

Le statisticien classique aurait considéré m et z comme de véri-

- tables variables aléatoires, sans insister, sur les postulats implicites que cela

\,

présuppose, et aurait soigneusement distingué les lois de zhmfixé etde m X

z £ixé. Dans cette optique, les relations (48) et (49) sont clairement incompati-

bles, Supposons, par exemple, que la distribution de m et z  soit normale, avec

.../ X
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2 .
e moyenne commune mo, des variances (. 3 et 6 2, et un coefficient de corréla~
, 2 | o
tion {3. Ia valeur probable de z & m fixé serait :
L &
E(Z.m) =m°+ ? '-'g- (m-.m)
G o
(1)x
bable de z & m fixd soit dgale & m, c'est-d-dire la relation (49). IL en 'résulte

61

§,
2

Ie statisticien classique admet volontiers que la valeur pro-

? =

La valeur probable de m ¥ z fixé est alors :

,-2
(50) Blmez)=m, + P 2 (a-n) =n (1-% ) &
@2 _62 62 :

r -Blle est différente de z, puisque, si 1l'une des droites de régression a la pente
wité, l'autre a nécessairement une pente différente de 1. Pour domner wn sens -

* concret & m, 5? , et 52, interprétons les comme la moyenne et les varianées de
m et z dans un grand gisement X dont G serait extrait. Il y a d'ailleurs 1a quel=
que chose d'un peu inquiétant, pu'isque ces trois paramdtres prendront des valeurs
bien différentes, selonr que 1'on retiendra une plus ou moins grande portion de K.
Ma:.s supposons, & la limite, que K devienme trés grand. Les deux variances 1@;12 et
@'2 sont majorées d'une méme constante A qui tend vers 1'infini. A la lml’ce,
il rveste h

v

E (mez) = z

la deuxn.éme droite de régression a rejoint la _pz‘emlere, et’ 1a re=-
la’clon (48) en découle, On montrerait, de la méme fagon que la variance l:.ee

1 - 2) a pour limite la variance d'estimation de la géostatistique, .
62 1 ¥ ¢ ,
V ane / L I

(1)* C L'inverso,o!ett-bedive la relation (48), le cI}OQuemit' 41 sssimile ime
o ' plicitement z au résultat d'un tirage au sort efTootnd o1 wme urge 80 © noasie
tion m.

hae M
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Il y a plus. Supposons que le statisticien orthodoxe veuille.utiliser
la relation (50) dans une application pratique. Il lui faudra déterminer les va-
leurs numériques des variances et de la moyenne générale o e En ce qui concerne oy
deux cas sont possibles, Ou bien ¢ est un gisement entier, et l'on ne dispose'

d'aucun autre échantillon que ceux qui ont servi au calecul de z. Devra~t-on prendre

m supérieur ou inférieur & z ? On sera, en fait, obligé d'estimer m a partir de

z lui-méme, et la relation (50) donnera encore E{m.z) = z. Ou bien G n'est qu'un

panneau d'un gisement réel plus grand, et des échantillons ont été prélevés & l'ei
térieur de G. Ia teneur m est alors interprétée comme la teneur moyenne du glasce—
ment .entier. Pour 1l'estimer, on fera une moyemne globale indifférencide de tous les
échantillons disponibles, intérieurs ou extérieurs & G. L'équation (50) représente

alors un krigeage, c'est-a~dire une pondération ou un partage d'influence entre les
échantillons extérieurs et intérieurs. A dire vrai, il s'agira 1l d‘un hauvais krie

geage car le terme indifférencié m ne représente stirement pas la meilleure pondé—

ration possibie des échantillons extérieurs. On a toujours intérét‘é'attribﬁer a

chaque échantillon extérieur son poids propre, tenant compte de sa plus ou moins
grande proximité du panneau G & estimer,'et.calcu;é de manidre ¥ rendre minimale
la variance d'estimation. Mais, en réalité, c'est précisément Par un tel k:igeage .
que 1lestimateur z doit toujours &tre formé“ﬁammé les échantillons extériéurs sont
incorporés dans 1'expression de z, il ne reste plus rien au statisticien classique

pour procéder & l'estimation de Lo

3 - L'Optimisation séquentielle pour un gisement du type tout ou riens

!

Aprés avoir éclairci ces indispensables préliminaires théoriques, nous

allons maintehant traiter du probléme de 1'arré&t des recherches dans le cas le plus

simple o}y la relation tonnage-teneur n'intervient pas, c'est-a—-dire dans le cas des -

gisements tout ou rien. Nous poserons, tout d'abord, lés équations générales du pro-f~}

bléme. Nous chercherons ensuite & les particulariser. Enfin, nous traiterons le cas

. particulier trds simple, mais fréquent, ol la temeur intervient seule, et celui éga~

lement important, ol le tonnage intervient seul.

oo /000-
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3 = a = Formulation générale du probléme,

Liéxploitation d'un gisement de tonnage T et de beneur m, laisse un
bénéfice dont la valeur actualisde Bi.;,(‘T,m) est, par exemple, domnée par. 1'équation
(9), dens laquelle la cadence anmuelle d'exploitation t a été déterminée comme il

a eté dit dans la prem:.ére partig. Nous négligerons ici les oonsequences d*un mau~

' VBJ.S dimensionnement des installations. La perte, calculée dans la deuméme partie,

est du deuxidme ordre et peut &ire négligée vis-b-vis du risque de ruine : en tenir

compte conduirait 4 une complication, pratiquement inutile, des équations générales.

Lo cadence t est ici considérée comme une simple fonction de T et m, donnée par. .

la résolution de la premiere équatlon (20). BEn premidre approximation, on pourra. mé—

me souvent considérer p et I comme des constantes.

Ceci dit, reprenons le schéma séquentiel de la figure 1. Au poiﬁt C,

ctest-3~dire & 1'issue de la premidre campagne de reconnaissance, on dispose des es— |
timations T1 et m, du ftonnage et de la feneur.- Les valeurs vraies e et s sont in~

conpues, quoique physiquement détermindes, et mous avons Vu qu'il éteit légitime
de les traiter comme des variables aléatoires, dont les valeurs probables et les

variances seraient :

E(’E) = Ty E (}1’) =

(51) 2 2 2 2

p°(%) =61, ° () =6,
Les vsriasnces sont les variances d'estimation calculées par la géosta-—
4istique. Eventuellement, il faudrait tenir compte d'une covariance EPT?mi ; car les
erreurs sur le tomnage et la teneur ne peuvent pas toujours &tre considérées comme
indépendantes. La densité de probabilité f (f}z,, 4o )d?d}» des deux varia-

bles ’C‘et S peut &tre choigie de ma.nlére agsesz arbltralre, sous réserve de vériw

fier les relations (51), et, éventuellement, de respecter la covariance(; Tom
_ . ] 1

De méme, si l'on éffectue la deuxidme campagne, on aura, au nouveau

point crucial C', les nouvelles estimations T, ek wm,» A oo woment, les valeurs
. . 4 fn

z2
£

o

'
i
!
i
¢
i
i
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' vraies & et M pdui‘ront &tre traitées comme des variables aléatoires vérifiant

. les relations ;

. (5'2); E<@) =T2 o E(yu.) = m2
AT =6, () =S

To

et sounmises & une loi de probabilité fé(’E,'J},:Ta, mz)d't dmy qui peut &tre pri-
' se quelcongue, sous réserve de respecter les relations (52), et, éventuellement,:

une covariance §Tp . .

Ry

2"2

Mais, au point C, la deuxidme campagne n'a pas encore &té exécutée.

5 et m, sont inconnues, quoique physiquemept déterminées, et on peut les traiter

_ comme des variables aldatoires vérifiant les relations (46) et (48), qui s'écrivent

ici
2 2 - 2
E(EL‘E) = CL‘1 \ Op = 6—'1'1 = g‘ﬂg
(53) s 2
E(ma) = m1 . G.m = @ﬁﬁ o 6'111.2

Ia vérianceﬁ g d'estimation de T'2 4 partir de T stobtient en faisant

" la différence dés variances d'estimation dé T & partir de 'l‘1 et de 'l‘z. Ia

loi de probabilité g(Tz, m,} T1m1) ar,, dm, de T, et m, vérifie, outre les condi=

tions (52), la relation :

~ 1'intégrale étant étendue au champ des valeurs possibles de T2 et mé,

Ceci étant, examinons les trois décisions possibles au point crucial C,
et évaluons, pour chacune d'elles 1'espérance mathématique du bénéfice futur B@‘,’y)
La premidre décision - fermer le chantier et abandonner le gisement - conduit tres

clairement & un bénéfice nul, Nous écrirons

(s5) B(B,) =0
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I: deuxidme ddcision =~ arr8ter les recherches, et exploiter le gise-
ment ~ condwit & un bénéfice B(Thgn) dont la valeur probable se déduit de la loi

f1(’{i',", ﬁ"a ‘1‘1 ,mz) de “E’ et . lorsque les estimations T‘l et m, sont conmues, soit ¢

(56) =(3,) =ﬂ3(?,w £, @y s T,:m,)d‘C’d)p, '

‘ Ltintégration est étendue au champ des valeurs possn.bles de’z et ﬂp .
Pour la troisidme décision, la formulation est un peu plus complexe. Anticipant les

- résultats Ta
xidme point crucial C', ol deux décisions, seulement seront possibles : fermer, ou

et n, de la deuxidme campagne, transportons nous par la pensée au deu=

_ exploiter, A ces deux décisions, sont assocides des espérances donniées par des

équations analogues & (55) et (56) :
| E'(B ) =0

(57)
E'(B,) = jB(’t’ p £,(s g Tmy) aTap

et, en C', on adoptera la premidre ou la deuxi®me déeision selon que mn (32) sera né= -
gatif ou positif. Mais, en C, la deuxilme campagne n'a pas encore été effectude. Il
-convient donc; & l'aide de la loi g(TZ,ma; T1m1) de T2 ‘et m,, lorsque T1 et m, sont
connus, d'anticiper, en probabilité, la décision future qui sera prise en C's Il
convient également de tenir compte du cofit R de la deuxidme campagne de recherche,
puisque, en G, R n'a pas encore été dépensé. On obtient ainsi l'expression suivante

pour 1'espérance attachde & la troisieéme déeision :
- 1 . Im_ -
(58) B(35) ﬁm (8,) &(Typmy; Tyom, )T, dmy = R
D

L'expression de -Eé(B), qui figure sous le signe soxﬁme, est donnée par la de_uxiéme
- équation (57), et le domaine D d'intégration en T2 etm 2 qui représente 1'ensem-
ble des cas ol, en C', on décidera d'exploiter, est défini par L'inégalité :

(59) E’(Ba) > 0

8i R était nul, E(B3) serait nécessairement supérieur & E(Bz), Ui
que la deuxléme campagne, en complétant l'information, élimine du champ des cas poS=

‘gibles un certain nombre d'évenhzal:.’ces ol le gisement, & 1'exploitation, se révele=

coe/ ous
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s et EpCctae Lo 0wt B dosorecherches supplémentaives,

! ’éqm 2on (88) mes wuactonent en balance le colit de l'infématg_on et la valeur
o deonomique quton dold lui attribuar. Le critdre de décision est alors trés simple :
" les B(B) étant caleulés, par les équations (55), (56), et (58), on choisit celle des

o trois décisions qui domme la meilleure espérance.

3 - b - Particularisation des équations générales

' Ie calcul numérique effectif de. l'expressioﬁ (56), et surtout (58), est

 relativement difficile, dans le cas générals Le résultat, d'autre part, dépend de
' la forme adoptée pour les lois de ‘prdbabilité,f‘!, f2 et g. Mais ces lois sont par- -
" fai’cement.arbj.traires, et peuvent &tre prises quelconques, sous réservé seulement

" de vérifier les conditions de valeur moyerne et de variance qui leur sont imposées.,

En pratique, on leur attribuera une forme mathematn_que qui conduise aux calculs les

' plus simples possibles.

Bxaminons, en premier lieu, 1'expression (56) de E(BZ)‘ Le bénéfice

B(‘C, ,I:A) doit 8tre pris sous la forme (9). Au pbi‘nt crucial €, les problimes posés

" par le dimensionnement des installations apparaissent comme un peu lointains, et dé-
pourvus dfurgence. la perte calculde dans la deuxiéme partie est d'ailleurs du se--
" cond ordre, c'egt-d-dire négligeable, en premidre approximation et au point C, vis-a-

" vis du risque de ruine., On peut considérer la cadence anmmuelle + comme une constan-

te, puisque les incidences de ses variations possibles apparaissent comme trés fai-
bles, et difficilement calculables au point C. Celd revient & considérer les invesw

tissements I et les dépenses & la tonne p comme des constantes, numériquement for—

" faibéés, On prendra donc le bénéfice sous la forme :

g v
1—e—l-F_

i

(60) B(L.. 9_\;13) = (b M =~ P) t —i

Pherr
Dans cette expression, S mtement linéairement, et & par 1iinter

médiaire d'une exponent:.elle. I1 pourra done &tre commode de traiter J~ comme une

variable lognormale, et %, comme une variable normale ¢ o2 et e” :“E sont ainsi log-

normales simultandment. Pour ne pas alourdir. 1'exposé, nous rejetons en Anmnexe le

m

T
détail des calculs, et les expressions lognormales exactes. En posant Ny = ....é.... ’
on obtlen’c pour E(B ) L'expression approchée : : /

-y,
(61) B(B2) = (bmy = p)t —=-=- S -1
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qut o~ admple démarguage de (60). On se contente de remplacer Tet M, dans 1'expres-

sion du bénéfice, par leurs valeurs probables Tl et m, e

. Passons maintenant au calcul, plus difficile de l'expression (58). En pre-

mier lieu,'E’(Bz) se calcule exactement comme en (61) :

—iN )
(62) B'(8,) = (bm, - p)t 2220 - i

En deuxilme lieu, 1'expression obtenue doit &tre portée dans 1'intégrale de
1'équation (58). Le calcul exact de cette intégrale serait assez difficile, car le do~-
‘maine D d'intégration, défini par l'indgalité (59), est limité par la courbe, assez
complexe, d'équation E'(Bz) = 0, qui représente la limite d'exploitabilité tonnage~te-
neur. Il est préférable de transformer l'intégrale double en une intégrale sinple, en

. introduisant une nouvelle variable :
X =E'(B,)

.dont la loi de probabilité H(X H Tl, ml)dX peut, en principe, se calculer & partir de

£, et g. On a alors :

2
(63) x(3,) f XE(X ;1 m1>ax ;

 1lintégrale étant cette f01s, prise de zéro & l'infini. En ce qu1 concerne la loi H, il
»seralt, en réalité, assez vain de la déduire rlgoureuuement de fzet de g,ces deux dernid-
res ‘lois étant de forme arbitraire, on peut aussi bien se donner directement une loi
H(X) de forme aussi simple que possible, sous réserve seulement que la valeur moyenne
et la variance de cette loi.premnent les valeurs exactes. La valeur probable de X n'est

autre gue 1l!'espdrance E(B2) calou1ee en (61).
” (1)

lindarisant X, fonction des variables m, et T2 dans un petit domaine autour du point

Une expression approchée de'la variance de X s'obtient rapidement, en
I ’ !

(ml,Tl). On & approximativement :

X - (8,)= Qi; (i, - my) + Qf (m2 ) Ti)
", 2
*EE{ EE)] (n‘{)c +2 {ﬁ?ﬁfgxc +.€?i‘§) "é

L
I, 1
- ‘ 1= ’ca
Or : X = - ——:--~———~ -
r X (bm2 Pt - T
31T
Ox 1 - e 2 AN
—— 2 o e e et e a2 - 1
@}Inl t b 1 @Tl (bml P)e - .e // o ee

ST S S e e e e e e e Ge G Gwoe e S (Tma e e hm sea e S e et e T e Seen Sem e S TR S e e ey e S s me ey b vn

(l)* — Les formules exactes sont donndées dans 1l'annexe L.
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l—e —illy L2 -2ip 2 C=il —illy
- (64) S'X = v542 _____-_,) @ +(bm, - p) € Gp + 2bt(bml~p)6 )
On assimilera X & une variable normale ayant la variance ainsi calculée et

la valeur probable :

= (bml— )R ~1

En deulgnant par G(z) 1‘1nieérale vaus ienne habituelle ;
Lo

(65) E(B;) = X EC N
‘QX V2 7
Les tables de la fonction G, qui donnent généralement aussi la valour de l'ex—
ponentlelle, permettent un calcul numérique trés facile. Si X dépasse 3 ou 4 f01s

1técart type “y’ on pourra ubiliser les formules asymptothues données en Annexe II

|
3 ~ ¢ = Cas particulier ol la teneur intervient seule

I1 arrive parfois que l'erreur sur le tonnage puisse &tre néelicde, et que
P q g€ P 8- ) que,

par sulte, la teneur intervienne seule. Il en est souvent ainsi, en particulier, dans

(1)*

fient beaucoup. Si-la teneur limite de rentabilité est my, et la teneur réelle M. ,

le cas des gisements filoniens. Les formules du paragraphe précédent se simpli- -

le bénéfice peut toujours se mettre sous la forme :

(66) B =pT(p ~ my )

(1)% ~ BEn réalité, la reconnaissance d'un filon par travaux miniers laisse, presque tou-
jours, ouverte la possibilité d'ute extension en aval, mais cette possibilité n'est
pas chiffrable. Dans 1'étude de la rentabilité de l'exploitation, on ne prend en comp-
te que le tonnage effectivement reconnu. On doit faire la méme chose pour l'optimisa-
tion de la reconnaissance : on ne rctient que le tonnage démontré, et celui-ci est -
considéré comme certain, ce qui revient & ammuler la variance d‘estimation%ﬁ% :

'
AR ] /-oo .
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ob T est le 'tOil’).'l’lﬁ"‘?,Eu b la valeur du point de métal contenu dans une tonne de
minerai. Par une application immédiate des relations (48), on trouve :
(B ) =0 '

(67) 2 E(B?_}’ _ b’l‘(n.11 _ mI')

On voit, et c'était bien évident a priori, que si le choix, en C, se

Limitait aux deux premidres décisions, on exploiterait ou on abandonmerait selon

que l'estimation m, serait supérieure, ou inférieure & la limite d'exploitabi-
1ité nm . Pour calculer E(B ), on assimile, comme au paragrapheaprecedent, 5

& une variable lognormale de valeur moyenne m, et de variance §m 6’2 On ob=
2

" tient trés facilement : S ) m,,

(68) ®(z) = - oy (2 -6) - m, o(a)]

.G étant 1'intégrale de Gauss, et z la variable réduite associde & la limite m

de rentabilité

I

Pour illustrer ces diverses formules, donnons un exemple numérique,

~ Un g:.sement de Plomb—Z:an a été reconmu & un niveau par travaux miniers, et par
. des travaux de surface. Le tormage certain est de 400.000 tonnes. Il y a peut

&tre un avél , mais on n'en tient pas compte. Ia valeur du Pb, du Zn et de 1'Ag.

contenus dans une tonne de minerai a été estimée (1) 2 3,000 anciens francs.

Ia teneur limite correspond & 3.000 anciens francs, de sorte que 1l'on est exactew

" ment dans le cas marginale. Compte temi de l'incertitude des cours futurs, nous

- ferons cependant les calculs pour trois valeurs différentes de mI', soient 2,700,

53.000 et 3.300. La teneur moyenne est connue avec un écart-type d'estimation.

& my = 0,15, Une deuxitme campagne de reconnaissance, qui consisterait a4 tracer

un sous-niveau in’cemédiaire, couterait 40 millions,.et domnerait un nouvel

(2)%

écart~type 5' =% Ky . On en déduit l’-e’cart type @ de l'estimation de mp &

(1 )¥* Comme ilya plusmurs metauxgll est plus simple de raisomer directement s les valeurs

- (2)*

contenues, et non sur les teneurs,
"On est dans Ia zone lindaire du variogramme, de sorte que la nouvelle

variance est égale au quart de l’anc:.enne.
. L / ot
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“partir de my 3

G.m = VG.:L‘ - 61%2 = —2E‘ Wm,’ = 0.13

Le calcul des esperances (67) et (68) pour les itrois limites d'exp101~

tabilité conduit aux résultats numériques suivants (en millions d'anciens francs)

my 2,700 3,000 | . 3.300
E(B, ) 0 o C 0
E(B ) + 120 0 ‘ . =120 )
3(333) 1%6-40 =+ 96 | 56 =40 =+ 16 | 20~40 = ~ 20

Si la limite est fixée & 2.700 francs, on doit exploiter tout de suitee
81 elle est de 3.300, on dolt abandonmer. Si elle est de 5,000, c'est-b~dire dans le
cag exactement marginal, il y a Un avantage théoriquement non nul, mais numériquement
assez faible (16 millions), & faire une deuxidme campagne de reconnaissance. C'est 1a
une circonstance assez générale : c'est dans le cas exactement marginal que les infor—
mations apportées par des traveux supplémentaires présentent le maximum d'intérét. Cet
intérét décroit assez vite dds que l'on s'écarte du cas marginal par.excds ou par aém
faut. Dés que l'on est pratiqqement'sﬁr que la teneur réelle est supérieure (ow infé=
rieure) & 'la 1imite deyrentabilité, on décide d'exploiter (ou de fermer), et le besbin

de travaux nouveaux ne se fait mullement sentir.

3 = d = Cas ol'le tonnage intervient seul.

_ Dans certains cas, la teneur moyenne peut &tre consmderee cdmme ‘bien
connue, tandls que le tonnage inspire certaines inquiétudes. Il en est souvent ainsi .
pour les glsements sédimentaires, et aussi pour les gisements dans lesquels la mlnera—
lisation payante se présente sous forme de lentilles discontinues, féparties irrédgulids
remen% au sein d!une formation homogéne 1nexp101table par olle~ndiis I pavell ead, 39

: R /e

v
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rentabilité est lide & la démonstration d'un tonnage suffisant pour amortir les inves-

. tissements.

L

t
.

Avec les mémes notations, pour les tomnages, qu'en 3 - b, et en dési-

. gnant par V la valeur de la tomne de minerai, on trouve pour E(Bz):

' 2
TE YT T

(69) E(3,) = (v-p)t -1

o On note que cette espérance est toujours plus petite que si 1e 'l:onna—
. ge. étalt parfaitement connu (6931 = 0)s C'est 1& un effet de 1l'actualisation. Les chan-_-
ces pour que le tonnage réel soit inférieur ou supérieur & Ty sont bien égales, mais
‘la perte qui’se produit dans le premiei' .cas a liew dans un avenir moins éloigné que
" - le gain qui apparalt dans le deuxi®me = et pose donc plus lourd en Y;le?ac“bualisée. E

i

Cet effet est, en réalité, le plus souvent négligeable, le terme 5= —EL étant en
‘ | &

- général assez petit.

- . Si l'on adopte la $roisidme décision, la deuxiéme campagne donners

um i'ésulta’b T2, avec une variance d'estimation§’ ,%2, et on auxfa,’ au point C' :
’ T .2 A
L 3ef S h
1 - tz : . . ‘h
E'(Ba) = (V-p)t ~1I : :
i

et, en C!', on décidera d'exploiter ou d'abandommer selon que E! (B )} sera positif ou
- négatif, c'est-d-dire selon que Tp sera superleur ou- 1nfer3.eur aun tonnage limite de
 rentabilité T. correspondant 3 B (Bg) ) =077

1 ; | ‘({2
| L 2 BT

(70) T, = - £10g 1 - iz, - —3
' _ (V-p)t t

, Ce tonnage (1)x est d'autant plus petit que @I’z est plus petit,
¢ es‘t—éf-dlre que la reconnaissance est plus poussée. C'est encore un effet de l'actua=
llsa'blon. En exécutant une deuxiéme campagne, on abalsse le tonnage limite de la quan=

" tité positive :

neovn

. (1)* ~ Ce tonnag différe du tonnage limite défini dams la lere partie par le terme correc-
- N i :_2 Bh ; qui traduit l'effet de llinceptitude, Ce terme &tant toujours petit, -
. 2 t2 les deux not~tions du tonnage limite coincident pratiquement,

‘_. . - L
-

o

%%
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‘Au point C, T est assimilé 4 une variable normale, de valeur probas
o Ta
ble égale & T, et de variance 6 o= 61‘ - ST L'exponentielle et %
étant une variable lognormale, l'expressn.on (63) se calcule expl:.cltement, en in—

g , tégrant, sur les tommages, de T a 1'1nfn.m.. On obtient :

vl (gl Ty (et b2 82 6&: )
(1) E(Bg)= 5==-1 & 5 )= 5+ N G(icg _>_ Rv

. Cette équation, ol G est 1l'intégrale de Gauss, permet un calcul numériqqé fgcile. ,

L3

4/~ L'Optimisation séquentielle dans 'le cas d'une relation Tonnage-Teneur.

Dans le cas ou la relation tonnage-~teneur intervient effect’%vement,'
le probléme de l'optimisation séquentielle devient & peu pres inex’cﬁricable si
" - 1'on cherche & le formmuler de fagon rigouretise., Par contre, si, au _?oint.cméial A
"~ £, on néglige les inciderces d'un mauvais choix de la teneur de coupure i et de
~ la cadence t, ce qui est  1égitime en premiére. apprdximation, on retombe sur les
équations du cas tout ou rien. En effet, en C, les résultats de la premiére ‘cam—
pagne donnent une estimation Tq(x) de 1a relation tonnage-teneur. Cette relation
. permet d'élaborex; un avant projet sommaire d'exploitation, comportant une coupure
x1, un tonnage T1 et une teneur I e Adoptons, conformément & la prudence y le
pomt de vue d'une exploitation wigide. Le tonnage Tq est ddlimité sur ;;;:L;ms Son
périmdtre est connu. Il n'y a pas d'effet de bordure, et T1 ne différe du tonnage
qui -serait réellement exploité, lors de 1l'exécution du projet, que par un terme
_ de variance 6 ™ representani:, par exemple, l'erreur sur l‘estlmatlon d'une puigm
s - . sance moyerme (effet de bordure exclu). De méme my représente la tepeur réellin

l
sy

e
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du périmdtre choisi avec une variance 6 :11 y que 1'on sait~calculer.

A 1'issue de la deuxi®me phase, on aura une nouvelle estimation 'I.‘z(x)
de la relation tonnage -teneur, & l'aide de laquelle on élaborera un nouveau pro-
jet (x2, Ty, my), comportant, en général, pour le tomage retemu T, le choix
d'un permetre légerement différent du premier. Mais cette dlfference est, en pre-
midre approx:.mat:.on, sans incidence sur les nouvelles variances d'estlmatlon (HTZ
~ et 6 o’ qui peuvent se calculer comme si les deux périmdtres coincidaient. Le
.'ralsonnement se poursuit exactement comme dans le cas tout ou rien. En C, TZ et m,

gont inconnues, mais peuvent &tre traitées conme des variables aleato:.res véri~
fiant les relations (53), et les diverses espérances se calculent exactement com=
me au paragraphe 3 - b; De plus, l'effet de bordure étant exclu, il arr:.vera £ 0=
vent que l'erreur résiduelle sur le tonnage soit faible, et que les variances ’ '
d'estimation ST pulssen‘c 8tre négligées. On est alors ramené au cas tros simple
ot 1la teneur :.ntement seule,. et 1l'on peu‘b wbiliser les résultats du pa.ragraphe

3 = cCe-
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EXEMPLE D'APPLICATION ISSU D'UN PROJET REEL D'EXPLOITATION,

Nous nous proposons d'illustrer par un exemple nwnériqué les .diffé-—.
rents points mis en évidence dans les trois premiéres parties, Les cafact_é—'
ristiques du gisement et de son exploitation nous ont été suggérées par un
projet réel d'exploitation, dont les données ont ét6 modifides pour des rai~-

sons de discrétion.

Disons seulement qu'il s'agit d'un gisement gue 1l'on a décidé de

prendre en carriére. Une importante quantité de stérile de couverture est a g

~ prendre en méme temps - ou & peu prés - que le minerai. Le matériel de car—

riere est loué & une entreprise, d'ol il rdsulte que les dépenses d'esnnvo-

- tion sont & peu prds proportionnelles & la quantité de minerai et de _stérile

manipulés. D'autre part, les divers pro,]ets d'exploitation montrentque le

rapport du stérile au minerai reste & peu prés constant.

‘ L'exploitation dﬁ gisement exige,en outre, la création assez'onéreuse
d'un atelier de concentration, Il faut ajouter, de plus, quelques investisoow
ments assez minces. On admettrs que le cube des investissements cro?ﬁ comme

le carré de la cadence annuelle d'exploitation : c'est 1a une loi- assez com— ‘
munément adoptée et qui a déaé été mentionnée au début de cette étude, la ges=
tion de 1'ate11er de concentratlon révele des frais proportlonnels (au tonna—

ge traité) et des frais fizes annuels, _ SR A

Ceci posé, nous respecterons les notations des trois premleres partles,

sans guére nous étendre de nouveau sur leur deflnltlon.

L'exercice proposé, d'un point de vue théorique revient & l'étude‘

. d'une fonction de bénéfice de la forme @

" - j.N »
B=(V-p)t =22 -1  od N=--
. n |

et V une fonction de T par l'intermédiairxe de m, et éventuellement d'une
autre fonctlon expllclte de T. dV désigne la daxﬁvéé totale por rapport &4 T 3

o e ' R S oy

’ . ' QVdm U 8
i | “Hn 4t zﬁ
p,efﬁf'édnﬁﬁdésfﬁonnfiﬂﬁﬁ do. t seulenent. S e e



1)= Estimation des parambtres,

19/ Donnédes relevant & la fois de la géologie et de la technique d'expioita-:-
tion. ' : '

_ L'analyse de trois projets d'exploitation de la carridére, correspon-
- dant & divers périmétres d'éterddues différentes permet d'ajuster une loi
de Lasky repfésentant la teneur moyenne d'exploitation en fonction du tonna-

ge de minerai relatif au périmétre retenu,

Les trois pro:je’cs relatifs aux extensions respectiﬁeé de 320.000 ton—~ ‘
nes, 530,000 tonnes, 770.000 tommes, révélent des teneurs moyennes de 1,46 %,
1,15 %, 0,87 %.'.'Ceq trois projets s'alignent convenablement_sunf la droite de .
_ - Lasky 3 o : o
" o m=d-p;‘logT(1)*jb_ avec W = 5,36,
| p =0,674

les tonnages étant exprimés en milliers de tomnes, les temeurs on %,

On note que la loi de la teneur de coupure se déduit de la loi de m
par la translation -]3 , comme il a été exposé  plus haut. ‘

2°/ Yalorisation du produit recélé.

Il a été précisé au 1°/ que les tonnages seraient exprimés en mil-

liers de tonnes, les sommes d'argént dans ce qui suit le seront en milliers

. de N.F,

. Lé métal récupéré est vendu 9,45 NF lé_ kilo. Cependant, ‘Llatelier de
concentration ne permet pas de ssuvegarder la tqtalité du méta_; 'cont_em;t,:

le rendement escompté est @

9(m ~ 0,10) Kg de mésal par tonne de minerais

: 'oon‘/ PP




Ia valeur contentie dans une tonne del minerai es%,par ,sui-’ce, ' :
9945(9m - 0,9) =« 8 m - 8,5

le terme désigné plus haut par b est ici égal a 8j, quant au terme
8,5 indépendant de la teneur, nous allons l'englober dans les dépenses di-

' rectes. '

39/ Dépense 3 1a tonne..

 Elle est décomposée :

- en dépensesdirectes i la tonne : a,

‘ .coniprepant le cofit d'extraction d'une ‘tonne de mineréi : 4-,00,.NF.~~'~

116 cofit d'extraction de 4,376 -tonnep de
gtérile pour 1 t.° demmeraz_aZSNFlat.. 10941\1}? =

les frais.directs de l'atelier de concentration : . ) 11,12'0 NF'- IR
enfin, le terme soustractif de la valeur contenue : - 8,50 NF 3
.8, = 34,64 NI

= en frais Fizes b la tonng ... 2
¥

a4 représente principaleméntles charges fixes annuelles de 1'atelier de
' ~conqentration. s o ’ o ‘
9-1 =580 » .

4°/ Investissements.,

Ils corré,spOndent'essentiell@ment au cofit de constmctiéh de il'ate-
- lier de concentration : 1'expérience ﬁous a indiqué qu'iis pouvaient |
étre représentes par ' 2/3 RN | .
y ' I =617t - ‘ " (617 est le terme Gt indigqué plug Z_u.-mi;}

[, (. - - I,
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‘Bn résumé, la teneur moyenne est donnde par :
n = 5,36 - 09574 iég T
ei-; 1la fonction de bénéfiée :

1_e'iN 2/3
B=(85m-»34964w_5_18?g)t-—-§-»= - 617 &

2)= Les équations de 1'optimum

2-g = Les équations de l'optimme~ Optimisation des bénéfices actualisés et non—
-~ actualisés,

L'cptimum est obtemu par le couple (T,t)qui anmule les équations aux
dérivées partielles de B par rapport & T et par rapport & t. Ia présent;
Stude a exposé (cf. Chapitre I.2,¢.) les raisons pour lesquelles 1'opbtimum
devait 8tre recherché i taux d'actualisation nul (c'est-h~ dire en faisant
i =0 dans les équations aux dérivées partielles). Nous allons cependant,
ici, afin de pouvoir juger des ordres de grandeur et des différences entre

 deux conceptions; chercher lfoptimum selon les deux méthodes 3

- en rendant maximum 1'expression du bénéfice,actualisé au taux i= 0,0

" n u " U " non actualisé (i = 0).

Nous allons domner, avant de particulariser les fonctions et les

constantes numériques, les équations générales de l'optimum & taux i non nul -

iN

~iN 1-e av
B = V=0p) + == f o = 0
o (V=p T o
-iN . -il -iN 4 :
B%‘Fl-e - ille (Vmp)wtl'ne P _ .4l =0
i * dt dt. [

* a0 / 0@
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“ 70 =
- Ces équations ;peixvent s'dcrire, en introduisant dans la premiére
l'expression de la teneur de coupure x, et en remplagant la seconde par

une combinaison linéaire des deux équations :

ele1~iN

x=2+ > u-x)
b in
ifo0 . )
1‘°-m~( °m"'-£i°m T.d.!+t?£)+§£-o
T in FTTE T

La premidre équation suppose toutefois que V_est proportionnel 3 m. : V = bm.

Pour i = 0, le gystime se réduit 3 :

On retrouve le systime maintes fois utilisé dans les premitres parties de

- 1'étude en particularisant les fonctions V(T), p(t) et I(t), selon les for-

mules retenues pour 1l'exemple envisagé et en attribuant awparamdtres les va-
leurs numériques indiquées, on obtient les systimes d'équations, en notant
que la teneur de coupure x est une fonction de T définie par la Loi de
lasky s ' ’ '

x=n=P=&-f =R logT

0,08 X

T 10gT 4 ( ~Sm——mZte = 7,3479 )T + 10,1259 ¥ = 0
) 0,08 N :
if o
{ 0,08¥- s
- .O - 1-09083; T = 095744 T2/3 + 1091239 N=0
0,08K L . g=0s08N

Pour i =0 1le systéme d'équation se réduit & :

log® +8,2376 T 0,6

had 693479 =0
i=0

0,6
t=1,2289 T

1a seconde équation associe & chaque ampleur T du périmdtre d'exploitation
la cadence anumuelle appropriée t.

se0 / (2 X ]
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Le systime des équations de 1'optimum, dans le cas général ¢ i non nul;
se résoud par itérations. On se donne une valeur de N, & laquelle ls deuxitme équa=
tion associe une valeur de T, que l'on porte dans la premiére équation, dont on
déduit une nouvelle valeur de N. Cette nouvelle valeur est portde dens la deuxid-
me équation qui donne une mouvelle valeur de T et ainsi de suite ... Au bout d'un
petit nombre d'itérations on obtient pour T et N des limites qui sont les racines
du systime, c'est-i-dire les caractéristigues de l°optimum.

Ia résolution du systime dans le cas i =0 est plus élémentaire; car
les variables T et t sont séparédes.

Ie tableau suivant présente les résultats dans chacune des deux hypo=
thises ¢ ' '

= optimum défini sans actualisation,

- optimum défini avec actualisation (i = &%),

Optimum Optimum
défini défini
sans actualisation| avec actualisation
(i=8%) o
B <
‘mplm du périm.étreg 00900000000 COOE T 46496 38591 -
=z0adencs gnmelle d'exploitation % ... 49,0 71,1
“Nombre d‘années d'exploitation N = 'TE : 9,49 5,42
Teneur de coupure ObServée X coccoccco 0,547 % 0,673 %
Teneur moyenne du gisement retenu m .. 1,221 % 1,347 %
Importance des Investissements I cocoo 8.256 10.586
Valeur du Bénéfice global non actualisé 18,361 17,025
" " actualisé(i=8%) 10.3%4 11.818
o
$ ( Dépenses totales d'exploitation (1)* 17.646 13.209
ﬂg Dépenses totales y compris investissement 25.902 23.795
e b Tonnage de métal récupéré ..(tonmes)..... 4 .687 4,322
@ ( Dépense au kilo de métal (NF) coocesccooss 5,526 5,506

(1)* On a déduit de p le terme de rendement qui y avait ét€ inclus au § 1, 30
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Les paramdtres fechniqﬁes obtenus par optimisation du bénéfice actualisé condui-
sent 4 Scrémer le gisement, & grossir les investissements et & réduire les dé-
penses globales dfexploitation.~ La vie de 1'exploitation est réduite pratique-
ment de moitié.

On pourrait &tre surpris de ce que le prix de revient (dépenses d‘ex—

ploitation non-actualisées et augmentées des investissements, l'ensemble étant 1é=

parti sur la production de métal) soit i peu prds identique dans l'une et l'aus
tre options. On se serait plutdt attendu 2 un meilleur prix de revient pour 1l'op-
timum obtenu sans actualisation, '

Ce fait n'a, en réalité, rien d'étonnant car le critére d'optimisa—
tion du bénéfice non-actualisé n'est pas identique & un critére d’optimisation du
prix de revient. Voyons succinctement ce que donnerait le critdre d’optimisation

du prix de revient appliqué & notre gisement et & quel gachis il meénerait.

b) - Digression. sur lloptimisation du prix de revient.

Pour éviter la confusion des notations, on désigne par : p* le prix
de revient p déduction faite du terme de rendement qui y avait été inclus au
§ 19 30‘:'

Le prix de revient au kilo de métal s'éerit s

DT+ I o* I
= = o+
9(m=0,1)7 9(m-0,1)  9(m=0,1)T

f

Les paramétres techniqﬁes t et T de 1l'exploitation  sont obtenus emn
~dfhulant les dérivées partielles ﬁﬂ et ¢
o t

{o

. v ‘
L'équation ?t = 0 adapte la cadence d'exploitation t au périmdtre T :

ap* da
A L
t  at

cette équation est identique & 1'équation d'adaptation de la cadence au tonnage

\ fose [ oo
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qui a été obtenusdans lioptique de maximigation du bénéfice non actualisé.

‘ . , |
L'équation ?T » par contre, ol l'on peut introduire comme plus haut
la teneur de coupure x, conduit & une expreséion différente de celle-ci 3
p*T

‘x=091=-;=--(m==x)
I

Le systime des deux &équations devient, avec les fonctions et les valeurs numéri-
ques adoptées pour p* et I ' S ‘

? = 0,7002 /3

t + 55,44 1ogt <1215/61=0

qui définissent la cadence d'exploitation annuelle + = 29,0, puis 1'ampleur du

périmdtre T = 194,1, puis la teneur de coupure : x = 1,136 %,
Obdir su critdre d'optimisation du prix de revient nous aménsrait & wa
écrémage éhonté du gisement et & une exploitation anarchique dont les caracté-

‘WMbtiqies seraient les suivantes s

o

Amplsur du périmé@tre T ccococcsecsccccccosocsccocsecccsos 194,1
Cadence annuelle d°exploitation t ecececossccssscsssscss 29,0
Nombre d‘années d‘exploitation N =% 00000600000600000000 6,69
Teneur de coupure ObSEIrvé® X ccocccoccccocsccosossccccssso 1,136 % .
Teneur moyenne du gisement reteni M eococoocsscsoccscssao 1,810 %
Tmportance des Investissements T eenenovconcsesseconnons 5.824
Valeur du Bénéfice global non actualisé cccccccccccscocce 13.447
woom " " actualisé (L = %) ececocos 9.08L
Dépenses totales d'exploitation cccecscss 8.956
non ' " " y compris investissement 14.780
actualisées Tonnage de métal récupéré (tonnes)c...... 2.987
‘ Dépense au kilo de métal (HF)eceosooscsos 4,948
1
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III,- Comportement du Bénéfice 'au'voisiﬁagg de lioptimum. Cadence adaptée.

Nous poursuivons encore en ce paragraphe la comparsison détaillée
des deux procédés d'optimisation technique, avec ou sans actualisation.
Notre choix entre les deux méthodes est déjd fait — pour des raisons théo-
rigues. Nous continuerons, toutefois; 1l'snalyse afin de faire ressorfir le
comportement cies caractéristiques dans deux options radicalement-différen—
tes.

3 =8 = Plages autour des optima.

On peut se demander si 1l'optimum s‘apparente & un sommet escaipé
ou & une croupe arrondie - autrement dit quelle serait la conséquence sur
le bénéfice d'une modification des caractéristiques autour de 1'optimum 2
On ne pourra pas, en ééne’ral, respecter exactement l'optimum défini, car
les divers projets d'exploitation possibles forment une suite discrite en—
tre les termes de laquelle on ne pourra pas toujours s'arréter. la sensi-
bilité de la fonction de bénéfice autour de ses maxima est figurée simple~
ment par la construction deés courbes- ellipses - sur lesquelles la perte,
petite, de bénéfice reste constante.

On a porté sur le diagramme joint, en coordonnées T et + les

ellipses correspondant & une perte de 5 % sur chacun des deux optima.

(cf. Figure 1)

Ia détermination de ces plagesexige la commaissance de la diffé-—
rentielle seconde du bénéfice aux points optima. Nous donnson les expres-—
sions des dérivées partielles secondes, & l'optimum, dans chacune des deux
options 3

soe / [ X=X



4 diffévent de zéro. . SR S pour i = 0
B TS o UL -\ 4 a%y | 2av
L A gt ar
BY = 1me—m_ ﬂ\l' QY- " e—m Eg . _ gg
i 1 dT dat at |
. ' . » . . , A
B .—.-Nz(l =-e"m) §1+2Ne"m22..1=° - 42(pt) ..9..2.:.[. =_po ....fff.
g8 “Tamc - at i atd  atl a2 gx2

formules qui donnent d'aprés les données numériques retenues :

i différent de zéro pour i =0
B! = = 0,1245 = = 0;1233
BY = <+ 0,2264 = ¢ 00,2420
Tt :
B = = 1,8774 = = 53,8284

5- b ~ Adaptation de la cadence d'exploitation su périmétre retenu.

S'il est difficile de choisir exactement pour périmétre, le périmétre corres—
pondant & l'optimum de P, il est généralement plus aisé d'adapter convenablement la |
cadence dfextraction, ainsi que la capacité de 1'atelier de traitement t au tonnage
retenu.

Ia relation, qui lie T et % adapté & T, est donnée par lfamnulation de la dérivée
partielle du bénéfice par rapport & t.

coe / oo
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Dans le cas ob 1'optimisation des paramdtires _technigues est réalisée & taux d'ac-
tualisation nul, cette relation est trds simple et prend, avec les fonctions envie
sagées la forme déjh signalée : | '
; 0,6
t=1,2280 7

~ Si les paramétres techniques étaient dbtenus par optimisation du bénéfi-
ce actualisé, la loi qui lie T et t se traduit par la relation moins aisée entre
~ N et T, dont la forme numérique est d’gprés les lois envisagées s

0,088 _ 0,08N_, | 2/3 2
e - “7’01 08°’°8N Tugr~7, 53479 SO0 g | 7 1708 5 Y3 OO 12 1
9 . .

0,08

Les deux courbes d'adaptation sont portées sur le graphiqueg elles pag-
sent évidemment par les optima et leuss tangentesen cespoints ﬁe sont sutres que le
digmétre conjugué des cordes de l'ellipse paralléles & l'axe des +. Cette proprié-
té évidente analytiquement se congoit aisément : 1la direction de la tangente & la
courbe d'adaptation est telle que, & perte de _béﬁéfice constante,; le tonnage rete—

~ nu pour le périmdtre de carritre soit le plus €loigné du tonmage optimum. On peut
aussi dire d°un point de vue & peine différent que la direction de la tangente est .
telle que la perte soit la plus petite pour un écart donné du tormage avec le tonna=
ge optimm. Ces deux facons de voir font apparaitre les points & tangentes paralld-
les & 1'axe des +, dans le systime d'ellipses. (cfe Figjuré i)e

IV.~ Courbe d’exploitabilité
N o Ayant semble-t-il suffiszmment poussé la comparaison entre les deux
B points de vue d'optimisation du bénéfice, nous considérerons dans tout ce qui suit
que les caractéristiques de l'optimum technique sont obtenues par maximisation du

bénéfice mn-aog_uég gé.
Dis lors, nous retiendrons une cadence d'exploitation de 49.000 tonnes par an, &

laguelle con'es_poﬁd une dépense & la tonne p=46,48 NP(charges directes augmentées

sse / ese
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des frais indirects & la tomne), et une masse d'investissements de 8,246,000 NP,
Par ailleurs, 1le périmdtre optimum correspond A un tonnage de 464,600 tonnes &
une teneur moyemme de 1,221 %, et devrait &tre exploité en N = 9,49 anndes.

Ia cadence annuelle d'exploitation étant choisie, c'est-i-dire les dé-
penses et les investissements étant bien définis, ls courbe d'exploitabilité met
en évidénce les couples : tonnage de la carridre =teneur moyenne susceptibles
d'annuler le bénéfice acimalisé; Cette courbe est représentée par 1l'équation’s
(cf. Chap. I, (3) équation 25). | §

i

[ -sm]e 2227 _in -0

goit deci ¢

(52063 - 28.469) (1 - 00Ty _

8.256 =0
Deux valeurs remarquables sont donndes par cette dquation s

- la teneur d'exploitabilité gbtenue pour la wvaleur optimum du ton=
=B LEne 5y,

- = 0,845 %

nage T = 464?6 ‘¢test-b~dire ny

- le tonﬁa@ limite d'exploitabilité TL obterdn pour la teneur moyen—
ne du périmdtre optimum m = 192521'%., Soit : Ty = 164,5

Ie courbe de rentabilité est tragde sur un grephique joint (Voir Figuve 2)

Ori se reporterz au Chapitre II, dont la démarche et les conclusions _

s'appliquent sans modifications gu cas de notre carriére, Nous nous trouvons devant

un type d'exploitation rigide, ol le périmdtre est défini & 1'avance, l'effet de

~ bordure est négligeable, 1l'erreur sur le tonnage est presque exclusivement due A
lferreur sur la puissance moyenne de la formation minéralisée, qui se traduit par

coe / eos
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. 2 :
la variance désignée dans le Chapitre II par 1O

Y’
Ayant décidé que la carridre devait &tre reconnue par sondages,
on souhaiterait savoir , a priori, l'ordre de grandeur du nombre de sondages
4 implanter.
En effet, une reconnaissance trop approximative conduit inévita- ‘
blement & définir de fagon défectueuse le périmetre d'exploitafion optimum,
et & se tromper; en outre; sur la quantité réelle de minerai qu'il recdle.
Ces deux déterminations errondes se traduisent;par ailleurs, en une adapta—
A-'I:J.on imparfaite de la cadence d'exploitation. I1 est bien évident, par contre,
“qu'il n'y a pas & développer,outre mesure;une reconnaissance onéreuse. Un compy,
nis doit &tre trouvé entre ls perte inévitable consécutive & une reconnaissance
‘limitée et le colit des travaux.

Il faut reconnaitre, que les caractéristiques de 1l'exploitation et
les paramdtres géostatistiques ne peuvent &tre appréciés que par un minimum de
- reconnaissance préalable. Ia détermination, au moyen des indications données .

par les sondages préalables, du nombre optimum de sondages & forer, doit per-.

~ o mettbe d:‘i'ndiquer si la reconnaissance préalable est déjh suffisante au point

ol elle est:parvenue et s'il y a lieu dfarr8ter les travaux, ou de poursuivre e

de rectifier le projet d'exploitation & la lumitre des nouvelles données,

Ceci posé; une campagne de reconnaissance restreinte nous a permis

- 4'établir les expressions approximatives des variances d'estimation 6;“ de 1a
2
teneur moyenne et O"?f du tonmage (effet de bordure exclu), en fonction du nom=

- bre n de sondages.

) :

0,08 3 12.000

Ces expressions permettent le calcul de la perte, dont l'expression est établie
au paragraphe 3 =a - Gu Chapitre II. Le colt des travaux associés & cette ped=
te est, si un sondage revient & 4.250 NF 3

R = 4,25 n. ] e



* : La formule (35) domne l'expression de la perte probable : N
% -ppr2 & 52 +2p'2 B+ bz(i“ + ') &2
at v g ) 3

(35) P=-1%

Pta +b __ (Iﬂ p"T)

dans laquelle s'introduisent les dérivées partielles secondes calculdes au para-
graphe 3 - optimisation du bénéfice non-actualisé :

- B;_E(B" ? 6 6 *+ (8 )25-.35(,2 - 1BY2 6%
)2

B By - (3,

2 .
6?;, est conm, & 13 est estimé d'aprds les formules (38) et (39) au moyen de
Gﬁ'ﬂ ’ ﬁ s — Ezag est négligé, ce qui est admissible d'aprés la formule (40)

si les estimations de la teneur moyenne et du tonnage sont & peu prés indépendan=

tes, ce qui est le cas ici :

. e =~ 0,1233 Bi. = 0,2420 Bip = = 3,8284

o
. 1_
ﬂ Gv o 6§=(1 —te P)g = 0,555 62

2
P = 0,008731 G + 18.5646;2,,

et en fonetion du nombre n "de sondages ¢

- log n)

2
6r=_}?:299_ (6 - 1og n)

62 _ 0,08 (6
n T n

P = 1590 _6».5_195..3},

Le nombre le meilleur de sondages, du moins pour ce qui est de

t définir correctement les paramdtres techniques, minimise la valeur probable de '

W cxe / YY)



la perte, acerue du colit des travaux supplémentaires s
Y - © P+R=1.50 S8 4405
| 1 c'est-d-dire, annule 1'équation dérivée :

n2 - 374 (7-logn) = 0

On trouve que le volume optimum de sondages est de 36.

La courbe ci-dessous présente les variations de la fonction P + R, per=
te probable,augmentée du colit des recherches correspondantes,en fonction de l"impbr«-
tance n de la campagne.Elle montrejen particulier,par sa dissymétrie,que, dans
le doute, il vaut mieux reconmnaitre plutét davantage que trop peu.

Figure 3
Perte probable accrue du colt de la reconnaissance correspondante selon
P+R I'importance de la campagne de sondages
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Vi~ OPTIMISATION SEQUENTIELLE ET PROBIENME DE TL°ARRET DES RECHERCHES.

_ Cette dernidére question we e propose plus de déterminer de fagon. suf-
FTisamment adéquate les caractéristiques bechniques de l'exploitation, mais s'in-
téresse aux travaux de recomnaissance en tant que ceux-ci peuvent prémunir cons

tre-wme ruine éventuslle,

Nous nous trouvons au point C, & 1'issue d'une premidre tranche de son=
dages de reconnaisssnce 3 28 sondages ont été forés, se répartissant selon une
maille carrée de 30 mdtres de cdté. Du point de vue du risqus de ruine, y-a-t-il
lieu de s'en tenir 14 et d'exploiter ? ou bien est-il préférable d'effectuer une
seconde tranche de reeoﬁnaissancég en centrant la maille et en précisant certai-
nes zones ambiglies, ce qui conduirait 8 Forer 32 sondages supplémentaires, soit
un total de 60 sondages ? Il est & peine besoin d'indiquer qu'il ne saurait &tre
question de renoncer & llexploitation & 1'issue de la premidre tranche de recon-

naissance, llespdrance de bénéfice :

E (‘82) = 10,394 étant franchement positive.

il s'agit plutdt de savoir si la deuxidme tranche de recomnaissance est suscep-
tible d’améliorer encors cette espérance de bénéfice, déduction faite du colit de

1s deuxidme tranche de recomnzissance ¢ ECBB) désigne cette nouvelle espérance.

_ On psut appliquer textuellement les raisomnements et conclusions du
Chapitre IIT : la carridre est un gisement ol intervient une relation tonnage e
n_;eur(j Eént 1'étude peut &tre rattachde approximativement & celle d'un gisement
du ‘type "tout ou rien", dans le cas géadral oh jovent simultanément les variations
du tonnage et de la teneur. { o oap. 11T, §"’;79 DR

Ls probléme est résolu par les formules (61), (64) et (65) du paragra=-
phe F=b-.
Les divers termes sont calculés au moyen des parametres techniques cors

respondant & 1l'optimum, d&fini sans actuslisation ; nous les rappelons

880 / S0 0

&

(1)* Chap.III, § 4)



b=285; ' = 1,221 %
t = 49,0 P = 46,48
N = 9949

Quant aux variances d'estimation introduites dans la formule (64); elles représentent
1'amenuisement des variances d'estimation entre la fin de la premiére tranche et la
fin de la seconde tranche - correspondant respectivement & n =28 et n = 60 sonda=

4

1

ges.
2
Q =-%E (6-1g28) = 222 (6~1oz 60) = 0,0076 ~ 0,0025 = 0,005
& = 22000 (¢ 1e0g) - 122000 (5. 1g60) = 1.143 - 381 = 762
) 28 60
Diolr 2

E(Ba) =X =10.3% d'aprés la formule (61)

’ - =iN o .
62 = b2 ta(}%—?- ) 62 + (bm-p)le 21N g,% (Formule 64)
' n

2 2 2
Gx = 767,000,000 ()-m + 719 6

2
Ox = 3+912.000 + 548,000 = 4,460,000 Dol 6'X = 2,110

Liessentiel de la variance est dft & la variabilité de la teneur moyemme - il était B
peu prés évident de prime abord que la variabilité de la puissance moyenne interviem=
drait peu et il eut &té acceptable de traiter cette dernidre partie comme si la te-
neur intervenait seule (cf. Chspitre ITII, § 3, 3-c).

¢ Le rapport de la valeur centrale Xe a 1l'écart-type 6-]( est grand @

X
g = o0 o 20394 _ 4,92

6% 2.110
doe / S48
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et on peut substituer i la formule (65) donnant E‘.(B3) un développement asymptotique(L

dornné en amnexe et dont le/premier terme est :

E(B;) = E(B,) |1+

R

Ie cofit de la tranche supplémentaire de reconnaissance est ¢

R = 32x%4,25= l__36

Dol ¢

E(B;) = 10.39%4 + 0,0002 ~ 136
Le bénéfice E(B3) que l'on peut espérer réaliser aprds avoir fait la deuxiéme tranche
de reconnaissance est inférieurau bénéfice E(BZ) au point C,de la totalité du colt
des travaux supplémentaires, & une somme infime prés s 0,20 NF !
On en conclut que,dans la ligne de conduite & tenir vis-3~vis du risque de ruine, il
n'y a certainement pas lieu de faire la seconde tranche de reconnaissance,

Une conclusion qui nous semble intéressante et assez inattendue apparait
c'est ici la détermination correcte des paramdtres techniques et non la crainte de

ruine qui régit la densité de la recommaissance & qui elle impose une valeur assez

élevée,
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ANNEXE &

Formules asymptotiques

Dans 1'expression générale (65), ou dans les expressions particulidres (68)
et (71) figurent des intégrales de Gauss G(u), ol l'argument wu est une variable .
réduite. Si 1'on est voisin du cas marginal, u est petit, en valeur absolue, et il
faut utiliser effectivement les tables de la fonction G. Mais si 1'on est fra.nche-;

ment supra ou infra marginal, on peut utiliser la formule asymptotique ¢

2

1 U 1.3 _ 1.3.5 }
kK) G(u) ;~£—;—~6 E--E'l' -——g——'l’oo.- pour u’s 0

u

{a(u) =1 -6 pour u < 0 R
Ces formules sont utilisables, en pratique, d®s que |u} est supérieur'd 3

ou 4. -

Par exemple, si X0 est plus grand que €X9 la formule (65) peut s'dewire &

i
vz

i O -7 :
. - "'2' G’ oo
E(B,) = 8 o 6% 12X . (snX ) +ee | -2 X <0,
(L) Vaan 4 Xi Xo -
- ';'Z'E' _62 7] o
E(B3) =X <+ g-x-'—- e CX ——§—- - 13 ( 6X—'x )4 F oee| ™ R pour X > 0
0 Vem - Xﬁ ° _ °

La décroissance trés rapide de 1'exponentielle permet de voir que, dds que'
1'on s'écarte de guelques écarts types du cas marginal, les travaux supplementair%

ne presentent pratiquement plus aticun intérét économique.



