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NOTE Mo 37 (/(CMZ)

Remarques sur la méthode tellurique de prospection géophysique.

Cette note est une application dw formalisme du calcul diffé-—
rentiel absolu & la méthode de prospection tellurique. Elle permet de
maniére particuliérement simple de mettre en évidence, outre le para—
métre "aire" habituel, l'existence d'un vecteur divergence D tel qu'en
tout point la divergence plane du vecteur champ électrique T soit égale
au produit scalaire D E. Si, en particulier, le vecteur E est conservatif
dans l'espace & 3 dimensions, le produit scalaire D B changé de signe

représente la dérivée de la composante verticale Oz.

dEz =~T E

3z
On sait gque la méthode tellurique repose

) sur la correspondance entre les vecteurs
électriques E (0) et E (M) observés au
méme instant en un point O pris comme ori-

S ) gine et en un point M variable sur la sur-

face topﬁgraphiqhe. Cette correspondance

N est lindaire, de sorte que si E_(0), E (1)
B = ) N
9 et EQ(O), EZ(M) sont deux couples ds vec—

teurs homologues en O et M, tout vecteur
E(0) de la forme :

B(0) =%, B, (0) +7, E, (0)
a, en M, un homologue de mémes composantes %l et‘)z vis & vis de El(M)
et Eg(M), soit

1) B @) =258 @ +)E, @)
Comme le champ €lectrique dérive d'un champ de force

E - g7l P

on exprlme simplement cette loi de correspondance en disant que, si ¢
et ¢ sont les potentiels dont dérivent E (M) et B (M), le potentiel ¢

représentant un regime quelconque sera de 1a forme H
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Si les deux potentiels particuliers ¢l et ¢2 sont connus en tout point,
le potentiel le plus général sera toujours une combinaison linéaire
de ces deux potentids particuliers et sera entiérement déterminé par
la connaissahce des paramétres5\i s les Ai apparaissent comme les coor-
données de 1'état du systéme. Cette interprétation devient tres parlante
si 1'on adopte comme systéme de coordonnées curvilignes les deux fonc-
tions ¢1(xy) et ¢2 (xy) représentant les deux potentiels particuliers.

‘ Dans le systéme de coordonnées ¢i, le repére naturel au

point 1 est constitué par les deux vecteurs :

(2) 6. = 9M

On vérifiera facilement les relations suivantes :
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Géométriquethent, ces relations expriment
que e, se déduit de El par une rotation de
-
C -
L & -+1§ et une division par S de sa mesure
2 2
&y algébrique, tandis que e, se deéduit de
E2 par rotation de +-ff et division par
2
- S = E2’El' La métrique est définie par 3
gi,j:‘eie,j
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Par inversion de gij’ on obtient aisément les composantes controvarian-

tes du tenseur fondamental : on trouve :

i 73
(5) 11 .2 00 2 12

Les repéres Ei et ej sont eomplémentaires en ece sens qu'un vecteur

. . k
aydnt les composant s controvariantes u vis & vis de l'un deux a, vis

4 vis de ltautre, des composantes covariantes numériquement égales aux
uk. En particulier; le vecteur E(M) ayant, vis & vis des Ei’ les compo-
santes controvariantesf}i, on voit que ces mémes A i, représentent

les composantes covariantes du champ dans le repére naturel e, On le
vérifie immédiatement en prenant le gradient du potentiel ¢ QJ.¢ s

soit

3 i ¢i - .. .
Comme?ik g- =< =1sii=5ketOsiipgk, il reste :

(6) @k;z:‘?\

relation exprimant que le champ a bien pour composante covariante la
coordonnée d‘étata\k

Pour mettre en évidence les propriétés de la loi de corres—
pondance (1), nous examinerons la variation d'un vecteur électrique E,
donné par ses composantes covgriantes E Q constantes, pour un
petit déplacement donné par ses composantes contravarlantes d ¢ . Comme

les Ek sont nuls, la différenciation covariante se réduit ici a :

2 A ¢ J
ou,sous forme de dérivation covariante :
o 2
(8) VJ.Ek=-\j By

Le symbole fs fk représente le symbole de Christoffel de 2&me espeéce,




On sait qulen général ces symboles ne constituent pas les composantes
d'un tenseur. Mais,da caractére itemsoriel de 1'équation (8), il résulte
qu'il existe un tenseur du troisiéme ordre’?; dont les composqnteéT} K,
dans le systéme de coordonnées curvilignes ¢l ¢2, cofncident avec les
symboles de Christoffel. Au reste, si, au lieu des potentiels~¢1 et
¢12, 1téquation (1)' montre que llon passergit d'un systéme & 1llautre
par une substitution linéaire. Or, vis & vis des changemcnts linédaires
de coordonnées, les symboles de Christoffel se transforment comme les
composantes d'un tenseur. Les composantes du tenseur |cofnaident donc

avec les symboles de Christoffel dans tous les systémes de coordonnées

gt g2 .

Le tenseur ', indépendant des états électriques particuliers

¢l et ¢2, est défini en chaque point M. Son étude constitue 1®eobjet de
-
|

la méthode tellurique. Les 8 composantes se réduisent,; cn réalité,

?

& 6 par suite de la rclation de symétrie :

(9) L= P

Comparée & (8), cette relation exprime 1'égalité :

V-E =V E, =0t E =0
d e e J

et signifie que E est un gradient. Aucune eutre relation n'est imposée
a priori & ses composantes. Si1 la surface topographique est plcne,
ltespace des ¢1 est euclidien, et por suite lesTj k doivent vérifier
les conditions exprimant que le tcenseur de courbure est nul. Ces condi-

. . . PN 1 k . .
tions font intervenir les dérivées de \j o et ntinfervicnnent que

¢

pour les problémes du 2&me ordre, Les propriétés du premier ordrc -
le parametre aire et le vecteur divergence — seront établies pour unc

fn s . . . . i
métrique quelconque, ot subsisteront en pamticulier si l'espacc des ¢

est riemannien, c'est-d-dire si la surface topographique est quelcongue.
J
k’

-
Par contraction, nous pouvons former, & partir des \i

deux vecteurs distincts

\AG ] _f? .
(IO) i i k
Dj __n k3 kr 1t
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que nous allons interpréter.

I°/ Le vecteur Divergence.

La divergcnce du champ sur la surface topographique, c'est-i-
dirc dans le cas eli cette surface cst plane et se¢ trouve rapportée &

deux axes rectangulaires Ox Oy la quantité :

: - A
div B = ~BEx . JEy
B:X'. gy

a, dans un systéme de coordonnées quelconques, la valeur :

i ik
ViE = g V. B,

De 1l'équation (8), il résulte :

i ik 7 I _
(11) Vi.E =8 i k B e D E e

Cette égalité nous indique la signification du vecteur DY considéré en
(10) : ce vecteur est tel que div E soit égal au produit scalaire E D
de ce vecteur par le champ. En particulier si, en un point M, le champ
E est perpendiculaire au vecteur D (M), il a en ce yoint une divergence
nulle., Si B est orienté selon le vectour
> D, so divergence, au contraire, prend une
valeur maximum. Le champ des vecteurs D,
1S et en particulier ses lignes de couranvy
refléte donc les propriétés intrinséques
du sous—sol. En particulier, si le champ électrique est conmservatif,
ctest-d—-dire a une divergence nulle dans l'cespace & 3 dimensions, le

produit D E changé de signe donne la dérivde 7Bz de la composgsante verti-
3
cale Ez du champ.

9Bz = =B D =-8 D°

———— )

3%

Si E est parallzle 2 D et de méme sens, on
volt, en se plagant sur la perpendiculaire
en M a la surface topographique & une
profondeur dz,; que les lignes de courant

3
)
A montent vers la surface, avec une pente 3
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Si au contraire E est perpendiculaire & D, la pente est nulle et la
ligne de courant reste paralléle & la surface topographique. Le vecteur
D indique donc la direction des plus grandes résistivités. Ce vecteur

ne dérive pas d'un potentiel scalaire au vecteur.

20/ L'Aire et la Rotation.

Lt'équation (7), interprétée pour un déplacement spatial d M

de composantes 4 ¢l indique que le tenseur du 2&me ordre :
.,‘-
(12) td c—agpd T Y

k k

représente la déformation subie dans ce déplacement par la figure géo-
métrique constituée par deux vecteurs électriques. Cette déformation
peut toujours &tre décomposée en une déformation pure, représentée par

le tenseur symétrique 3

= L
(13) S ij 2 ( tij + % Ji)

et une rotation, représentée par le tenseur antisymétrique 3

= L -
(14) a ij -2 (t ij t ji)

Du tenseur symétrique on déduit, par contraction, le scalaire dilatation

8, qui représente la variation relative de 1l'aire dS du parallélogramme
S .
construit sur deux vecteurs électriques quelconques : on a ainsi

as = —a g9 T4 . 3o
(15) g_%_s__ d¢Tgi_+d¢ e

La dilatation-est égale au produit scalaire du vecteur 6 introduit en
(lO) par le déplacement d M. I1 résulte de (15) gque ce vectour cst un
gradient :

(16) 6j =23 log S

Du reste, on établit directement la relation :




‘éli=%—aj log (z)

(g) représentant le déterminant des g3j qui, d'aprés (4), est égal 2
1 s 8y représentant l'aire du parallélogramme particulier construit

o—

5o

sur les deux vecteurs E; et E, correspondant aux potentiels ¢1 et ¢2

choigis comme coordonnées, On a donc
©j= 95 log s,

ce qui n'est autre que (16) écrite pour llaire particuliére EIFEQ' Ces

différentes aires étant proportionnelles, on voit que le vecteur & déri-

ve d'un potentiel log S défini & une constante prés. S n'est autre que

le paramétre aire classique, défini comme on sait & un facteur prés .

Interprétons, maintenant, la rotation. De (12) et (14) on

tire 3
ek agc (T, -T =R a g~
(17) oy =~ E AP (M = T)) =By, af
Le tenseur du troisiéme ordre R ki j ainsi défini est antisymétrique

relativement aux indices i et j. Il représente la rotation. On peut en
déduire un vecteur R par contraction relativement & 1'indice k et
1'un dea deux indices antisymétriques i et j. Prenons par cxemple le
vecteur s

: K, T k.. ,T ok
(18) Ri =B d==%1  "3+F"

On déduit immédiatement de (10) s

(19) 2 Rj = 6j - Dj

Le vecteur rotation est égal & la différence du vecteur dilatation &
et du vecteur divergence D. Pour interpréter ce résultat, revenons au

tenseur R Xij Celui-ci, étant antisymétrique en i et j, ntadmet que

des composantes du type R K12 En particulier, la motation angulaire

infiniment petite a.., a pour valeur :

12
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k
215 = Bpp O F
Elle est égale gu produit scalaire du pseudo vecteur Rk12 par le dépla-

cement d ¢k. Mais les égalités (18) et (19) permettent de voir comment
ce pseudo vecteur se déduit de Rj = @j - Dj. En effet, si l'cspace est
rapporté localement & un systéme de coordonnées orthogonales, composantes
covariantes et contraWariantes coincident. On a alors, compte tenu de

1 . A . .
llantisymétrie en ij de R Kij
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Autrement dit le pseudo vecteur R k1o S€ déduit de Rj = ©j - Dj par une

rotation de -1&. Ainsi, la rotation est nulle lorsque le¢ champ électrigue
2
a la direction du vecteur R, et prend une veleur maximum lorsqu’il lui

P /\‘a

est perpcndiculaire. La rotation angulaire

a12 est égale a 3

2

o
f

1 1 2
1o RII2d¢ +3212d¢ =32d¢ ..Rld¢

etgst-ddire, en rotation vectorielle ordinaire :

(20) a, =d M,.R

Le vecteur R = 6 ~ D suffit donc bien & représenter la rotation. Les
lignes de rotation nulle sont les ligncs de courant du vecteur R
Ainsi la méthode tellurique doit mettre en évidence, sur la

surface topographique, trois champs de vecteurs :

- un vecteur dilatation @, qui dérive du potentiel log S
) (S étant 1'aire)
- un vecteur divergence 5, tel que divE = D B
- un vecteur rotation ﬁ, tel que la rotation soit dﬁ/\R.

Ces trois vecteurs sont 1liés par la relation :

(21) 6=28+D
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3°/ Composantes des 3 vecteurs en coordonndes orthogonales.

Si la surface topographique est plune, on peut la rapporter
a4 deux axes orthogonaux Ox et Oy. Si elle est courbe, on peut toujours
rapporfer le voisinage d'un point M & deux axes orthogonaux du plan
tangent en M & la surface topographique. Le champ des tenseurs tellurie
ques Test supposé défini par la donnée, en tout point M, de deux vecteurs
homologues El et Eg' Le vecteur @ s'obtient trés facileme nt en prenant

le gradient de log S, l'aire S étant définie par

S = Erﬁz =5, x Egy - Ely B,y

Pour avoir le vecteur D, on considérera le vecteur éleotrique le plus

général :

E =,A E. +’%2E2

dont la divergence est 3

{22) div E -_-?\1 div B, + ’)\2 div B

1 2

On identifiera avec la relation :

v E =TT R T DN
dlvE,DE‘_{\lDEl,L ) DE2

diolr les deux relations s

+ —vo 3 ___A
Dx By, + D By = div By = 2,
Dx EQ.'X'. + Dy E2y = div E2 =ﬁ¢2
On en tire 3
D_=4g1p -Dg2 g
X S5 Yoy 5§ W

(23)
D, =_g§g_Elx-l§%_1_ B,

relations du reste évidentes, puisque 1l'équation :
aive =21 bgt 2 A pl

: i, . .
exprime que D admet les composantes controvarlantes53¢ vis & vis des

P i .. s .
vecteurs ey et 2 clest—-d-dire les composantes ca&ariantes[3¢ vis & vis

de El et E2. Le vecteur rotation R se déduira ensuite de la relation(2I).



