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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 42

Représentation transitive globale d'un phénoméne minéralisateur

Dans la représentation transitive globale dfune variable régionalisée =
on dira, plus bridvement, dans lloptique transitive = on renonce & l'hypothese d'une
loi de dispersion intrinsdque. On prend le phénomene physique étudié comme il se pré-
sente et, en particulier, on lui attribue une extension finie., La variable régionali-
_sée ne prend des valeurs différentes de zéro qu'd 1'intérieur d'un domeine borné
(mais non nécessairement comexe). Ce domaine n'est autre que le champ géométrigue
réel de la variable s celle-ci est supposée identiquement nulle & 1l'extérieur. A la
limite, on pourra admettre que ce domaine devienne infini, sous réserve que les in-
tégrales utiles restent convergentes : on obtient alors un modéle de répartition zo=
nale, ol la minéralisation décroft, plus ou moins réguliérement, & partir d'un noyau
riche. On notera qu'un tel modéle est profondément étranger aux schémas de disper—
sion intrins‘eciﬁeo .

Une deuxiéme caractéristique de la représentation transitive est de pren—
dre en charge les phénomdnes de bordure. Le gisement est congu comme une pépite iso—
1ée au sein d'un univers vide, Mais ses frontiéres ne sont pas infranchissables, puis
que la régionalisation régne dans l'espace entier, avec des valeurs nulles de la va=
riable & 1'extérieur des limites du phénoménes réel, Toute inbégration est étendue
4 1'infini et franchit les frontitres, En particulier, si la varié.ble est prise éga~
le 31 & 1%intérieur du gisement et & zéro & l'extérieur, on obtient une représen~
tation de 1'effet de bordure & 1l'état pur, c'est=i~dire upne formulation précise du
probléme géométrique. Ce prolongement & 1'infini, par des valeurs nulles, du champ
géométrique peut &tre considéré comme um cas limite de 1l'artifice de périodisa‘tion
fictive, lorsque la période augmente indéfiniment. Les intégrales de Fourder rempla-
ceront ici les séries de Fourder que nous avoms utilisées par ailleurs. En contrepar-
tie, la notion de valeur moyenne d'une variable régionalisée s.D évanouit -~ puisque la
régionalisation est diluée dans un champ infini. La théorie transitive s”lintéressera
4 des intégrales, et non & des valeurs woyennes — & des quantités de minerai ou de
métal, et non & des teneurs., De méme, elle s'interdira 1'étude locale de la minéra-
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lisation et, en particulier, ne résoudra que les problémes posés par llestimation
q P

globale d'un gisement entier. Elle ne traitera ni le krigeage, ni 1l'estimation des

panneaux, et considérera tout schéma de reconnaissance comme un schéma & champ fi-

xe et implantation flottante.

BEn résumé, la représentation transitive globale peut &tre dite plus
compréhensive que les schémas intrinséques, en ce sens qu'elle s'affranchit de 1'hy-
pothése d'une loi de dispersion absolue, rend compte de 1l'effet de bordure et formu-
le d'une manidre corvecte l'estimation des tonnages de minerai ou de métal. Par contre
elle peut &tre considérée comme plus restrictive en ce sens que les teneurs lui échap-
pent et qu'elle ne permet ni, krigeage, ni estimation locale. Représentations transi-

tives et intrinséques apparsissent comme complémentaires.

I.— LE SYMBOLISME TRANSITIF

1) .= Covariogramme et transformée de Fourier.

Dans un gspace & n dimensions, nous considérons une yariable régiongli~
sée & support ponctuel prenant la valeur f(x) au point x de coordonndes (xig X2 coo
x,)e Ia variable £(x) ne prend de valeurs différentes de 0 qu'a 1'intérieur d'wn
domaine D, Nous parlons de domaine, et non plus de champ géométrique, pour indiquer
que la régionalisation s'étend & l'espace enbier, f£(x) étant nulle & 1'extérieur de
Do, Le domaine D est supposé borné et, & celd prés, quelconque. Dans certains cas,
il pourrs &itre infini, sous réserve que f(x) vérifie des conditions convenables de
sommabilité. Plus que comme une fonction, d'ailleurs, le symbolisme transitif traite
la variable régionalisde f(x) comme une fonctiomnelle, cfest-i~dire comme une dis-
tribution. On remarquera que l'exploitant, pour des raisons pragmatiques, adopte spon-
tandment le méme point de wue. I1 ne se soucie pas de la répartition dans 1°espace '
des grains de stérile et de minerai. Ce qui 1'intéresse, c'est de comnaitre, ou de

prévoir, le résultat d'opérations technologiques bien définies (prélévement 4°Echan~
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tillons, exploitation de panneaux) lorsqu’on les applique & 1'espace ol se dis-
tribue la mindralisation. Cependant, comme nous ne poursuivons pas un objectif
abstrait, nous n'utiliserons pas explicitement les distributions, et nous établi-=

tons le symbolisme transitif dans le langage de la théorie ordinaire des fonctions

A la variasble ponctuelle f£(x), nous associerons un covariogramme

et une transformée de Fourier. Le covariogramme g (h) 0 tqut d'abord, est défini,

pour un argument vectoriel h de coordonnées (hz, ho sso hn)gJ par 1'expres-

sion 3

(1) g®) =;{‘f(x) f(x + h)dx

Liintégrale est une intdgrale multiple d’ordre n, d&tendue & l"eépace entier, et
dx est 1'¢éldment de volume dx1, dx2, ... dXy. Ce g(h) transitif se distingue
d'un covariogramme intrinséque par deux traits caracteristiques. En premier lieug'
il est domné comme 1'intégrale du produit £(z) f(x + h), .et non comme sa valeur
moyenne dans un champ géométrique. Si F et I sont les dimensions de la variable
et des longueurs (au sens de 1'analyse dimensiommelle) la dimension du g(h) est
72 1R, et non pas F°. Bn deuxidme lieu, la valeur moyenne de £(x) = la teneur
moyennd # = ne figure pas dans l'expression du g(h). Il est commode (en chanw
geant x ot = x) de se représenter le g(h) comme le produit de comvolution de £(x)
par son transposé g(x) = f(=x), ce que nous écrirons syx?boliquement sous la
forme @ v | :
(2) gn) = £ # ¢ :

Ta transformée de Fourier - de f£(x) est définie, pour un argument vectoriel u

de eoorddtinées (ug, Ups soco Up)s par llexpression classique s

(3) b =f & p(x)ax

o ux représente le produit scalaire Xy + Ug¥p + eood Uy Xpo

La transformation inverse ¢
7 1  odux _ .
(4) =(x) = er l?‘(uDdu ‘
est toujours possible, au moins au sens de la théorie des distributionse(f(x) est
' ¥*®
une distribution tempérde ). Compte tenu de 1'équation (2) et de 1'échange des

% 1,,SCHWARTZ ~"Théorie des distributions®.1059 = Hermaenn - Paris. eso / vo:



produits convolutifs et multiplicatifs, on voit que la transformée de Fourier du
g(h) est égale au carré du module de §(u) s

(5) [ n = | p)|

Désignons pas Q = quantité de métal = L'intégrale de la variable ré=

Il

gionalisée F(x), &tendue & tout 1'espace
(6) Q =) f(x)ax

En faisant u = O dans les équations (3) et (5), on voit immédiatement
que 1'intégrale du g(h) étendue & tout 1'espace, est dgale au carré de la quantibhé
de métal s

(7) f gn)an = &

Dans les schémas intrinséques, la dispersion de la variable régionalisée

était mesurée par une variance, égale & la valeur du g(h) en h = O. Dans la repré-

sentation transitive, le g(o).9 que 1'on peut appeler variance transitive, est défi-

ni comme 1l'intégrale du carré de la variable ¢

2
(8) &(0) =j[f(x)]dx

En notation de produit scalaire, on édcrira ¢

(9) g(0) = £.¢

Et, par inversion de (5), on aura aussi s

([ ) T
19 &0 - 2 (1 4 72

Variable & support non ponctuel.

Donnons nous, en premier lieu, un support v, borné, de forme géométrique,
de taille et d'orientation déterminde. Ia position de v dans l'espace est repé—
rée par les coordonnées ( Xys Eg oo xn) de son centre de gravité x. On peut définir

oo0 / cee

Q est effectivement une quantité de métal si f(x)est une teneur volumétriqueo
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deux variables régivnalisdes d¢ support v 3 la teneur moyenne y(x),, ctest-a=dire
1s valeur moyeme de f(x) dans v, ou la quantité de métal q(x), ou intégrale de

£(x) dans ve

(11)  y(x)

|
ﬁej £(x + h)dh
V vy

(12)  a(x) =j £(x + h)dh
v

Dans cette écriture, l'intégration se fait relativement & l'argument
vectoriel h dont 1l'extrémité balaye le volume v cenitré en x = 0. La définition
(11) de la moyenne dsns v n'a de sens que si le support est borné. Ia quantité de

métal (12) est définie sur un support quelconque.

! !

Plus généralement, on peut définir une teneur moyenne et une quantité
de métal généralisée en se donnant une fonction de mndération p(h), définie dans 1le

support v centré & llorigine et nulle & 1'extérieur s

On écrira, par exemple @

(13) y(x) = _ﬂa_,f £z + h) p(h)dh
) Iy

D EJ p(b)dk
v

De telles teneurs moyemnes pondérées ont été utilisées, en schéma in-
trinsdque, dans la théorie du krigeage continu. Il est clair que la définition (11)
est un cas particulier de (13), la fonctiom p(h) étant définie par s

(14) p(h) = 4 si h appartient & v.
p(h) = ©Q si h n'appartient pas & V.

Pour développer le symbolisme transitif, nous mettrons la définition (13) sous
1a forme du produit de convolution de £(x) par la transposée p(x) = p(=x) de ia

fonetion de pondération.
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(15) § y(x) =5~ 2(x) * pa)
a(®) = £(x) x p(x)

Lorsque la fonction de pondération p(h) admet la définitiod (14), 1'opération
symbolisée en (15) représente le préldvement d'un &chantillon v (ou 1'exploitation
d'un panneau v). La fonction de pondération p(j:n) sera dite aussi, en ce cas, fonction

de prélevement,

Le rapprochement de la définition (15) de q(x) et de l'expression (2) du covario-
gramme montre que le g(h) n'est pas autre ehi;se que la quantité de métal généralisée
associée & la fonction de pondération p(h) identique & la variable régionalisée £(h)
elle-méme, Une conséquence géométrique simple de vette remarqué nous sera utile dans

la suite. Si £(x) est la variable ponctuelle géométrique associde % un volums V ¢

f(x)
f(x)

]
-

si x appartient & V.

|
(@]

si x n'appartient pas & V.

qui s'introduit naturellement dans 1'étude du ﬁrobléme géométrique, cette variable
f(x) peut aussi s'interpréter comme la fonction p(h) associde au prélévement d'un échar
tillon égal au gisement V lui-méme, Pour un argument vectoriel h, le covariogramme
glh) nfest donc pas autre chose que le volume de l'intersection de V et de son trans—
laté dans la tranmslation h.

- 1a régle d'échange des produits convolutifs et multiplicatifs donne immédiatement
la transformée de Fourier d'une variable non ponctuelle,
51 v (u) et 4@ (u) sont les trangformées de y(x) et p(h), on a ¢

() ) @) =5 T b

De m@me, le covariogramme G{(h) de y(x) peut se déduire de sa transformée de Fou-
rier, qui est [t ? (u)]g On peut aussi utiliser les définitions (2) et (15),
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et derire ¢

) =, 2 3 @ [+ [ @ watx)/

Compte tenu des propriétés d'associativité et de commutativité d'un
produit de cotvolution, on voit que le G(h) de la variable pondérée par p(h) se dé-
duit du g(h) de la variable ponctuelle £(x) par la relation @

2

(17) o) = L5 g * (o *p)
iy

En particulier, si p(h) est la fonction de prélévement (14) associde
4 l"ééha.ntillon v, on voit que le covariogramme @¢(h) des échantillons v n'est
autre que la valeur moyenne du covariogramme ponctuel g(u), lorsque les deux extré-
mités de 1'argument vectoriel u décrivent sépardment deux volumes v se déduisant

1'un dé 1lautre dans la translation h.

De méme, la varisnce transitive ¢(0) de la variable non ponctuelle y(x)

est donnée par 3

(18) o(0) =25 gp*3)
P

Cette expression représente — comme dans la théorie des schémas intrinséques = la

valeur moyerne (pondérde par pfh) ) du g(h) ponctuel dans le volume v.

Notons enfin gue la quentité de métal associde b y(x) est égale & la
quantité de mstal Q associde & la varisble pouctuelle £(x). On a, en effet, compte
tenu de {16)

(09) [yt = () =4 W) ¢ ©) == 2

puisque W(0) est égal & p, d'aprés la définition (13) de p, et @(O) 3 Q, dlapres
1'équation (3).
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3) o= Processus de montde et de descente.

Si 1'échantillon v n'est pas borné, les teneurs moyennes v(x)
s?évanouissent, mais les quantités de métal q(x), définies en (12), conser—
vent leur signification. A la limite, le volume illimité v peut se réduire
4 une droite, un plan (ou un hyperplan si 1'on & plus de trois dimensioms),
et rien n’empéche d'introduire les variables régionalisdes 3 n =1, 0L = 2coey
dimensions définies comme les quantités de métal portées par des droites, des
plans ... paralléles, Pour préciser cette notion, désignoms par £ (%1, Xy
oo Xn)"’ la valeyr de la variable régionalisée £ & n dimensioys au point -
de coordomnées (xzq, Xy oo Xn)° Ia variable & n - 1 dimensions définies par ¢

R4

(20) fnal (;19 E2 oo xﬁ&l) = fn( X} Xjooo X 5 :xn) ax,
. ,

représente les quantités de métal portées par les droites paralldles & 1'axe

des X, De méme, la variable & (n~2) dimensions
. o 2

(@) £ p( mompee x5 = (V‘an(xl Ty T g T Wy 4%

-0 =5

représente les quantités de métal poriées par des plans paralléles aux axes

g ré o o ) | ’ ,=
des x . et des x , L'opération (20), qui fait passer de £, & £ 1o Sera dé

signée comme une montée d'ordre 1 le long de l'axe des X L'opération (21),

qui fait passer de f‘n a fn » Sera de méme désignée comme une montée 4'ordre

2

2 le long du plan X, F ge On définira de méme, dans un espace & plus de

trois dimensions, des montées d'oxdre 3, 4, ete ... Pour obtenir une montée
[

le long d'une droite ou-d'mn plan non paralldle & des axes de coordomndes, il

suffirs d'effectuer une rotation convenable des axes de coordorndes. Si l'on

désigne par Qn (g Uy un)9 é)nal(ul Uyeo unml)' et @nmz(ul Ugeo Y o) es

transfornéesde Fourier de £, £ _4» eb £ ., les équations (20) et (21) arne

2

1 -

nent immédiatement g

(22) %:1 (Wooo . _3) =0 (@ o0o w4 0)
Gop (ogeee U p) = 4 (Bpoee @ o0 0,0)
R
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Ltopération de montée le long de l'axe x  se traduit par 1'annulation

de la coordonnée v, de la transformée de Fourier, Plus généralement, la montée

le long dune droite, d'un plan ... quelconques se¢ tradulrait par une, deux ...
relations lindaires homogines entre les U;, Wous n'insisterons pas ici sur 1lale
gdbre de la montée. Remarquons seulement que les montées le long de deux axes
perpendiculaires sont des opérations commutatives et associatives, dont le produit

domne la montée dfordre deux dans le plan des deux axes.

Lfopération inverse de la montée - ou descente - est liée &troitement
au probléme classique de Radon(12 qui consiste & déberminer une foﬁction, connais-
sam¢ la valeur de son intégrale sur toutes les droites, ou tous les plans, d=z
lfespaces, Dans le paragraphe suivan®, nous aborderons ce probléme dans le cas par—

ticulisr des schéuas isotropes.

La montée prend une signification trés concréte pour une variable
f3 (xyz) & trois dimensions représentant une teneur : 1l'axe des z étanb supposé
vertical, les quantités de métal :

£, (sy) =/ £(xyz)az

£%

i

£, (2) [f(xsr%)dxdy

A%

représentent respectivement les accumulations des sondages verticaux et les guan~

tités de métal mu métre d°approfondissement portées par les sections horizontales.

Examinons maintenant comment se répercute la montée sur le covariogram=

me, Soient 8,0 Enoi® Spep? les covariogrammes affectés aux variables reégionali-

sées £ , £¢ ., b £ .. On écrirs, en tenant compte successivemsnt de 1la défini-
1n? “n=1 n=2°
tion (1) &1 covariogramme g, 10 de la définition (20) de la montée Le lop~ 9=

1laxe des E et en intervertissant 1'ordre des intégrations

©0o0 / LR ]
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:J,ijdxloeo dxﬂmlj fn(Xl ”G’ h goo x + h 19X & JX) (X oox lgx )d.x d}

JdAJJ £ (x +hlo“ T g th 1o * A) £ (Xloe X g E ) S dxga

On reconnéi”itv dans la deinidre intéerale, lcexﬁression du &0

On a donc 3
(23) gnc,l (hlooc 'R’:‘l) ;—J gi’i<h1°°° n@lOA )d?\
-0

De la méme facon, on trouve pbﬁr le 8n2 1'expression 3

gnm2<hl°°° n'==’2) =fjgn(hlon hnng >\N‘> d}\ dJL

(24)
EJ gn.‘=’1 (hlooo hn.z.g"%) dA

Autrement dit, 1 covariogramme monte et descend de la méme manisre

que la variable régionalisée 3 laguelle il est associé. Cela pouvait se voir plus

simplement encore, & 1l'aide des relations (22)9 en remarquant que les transfor=
2 2 2 2
nées de Fourier de €0 &p1? Ene sont / @n/ 0 ¢n==-1/ /b g/

4o= Montée et Descente dans un clavier isotrops.

On dixa qu'une variable régionalisée f_n(x) obéit & un schéma transitif

isotrope si son covariogramme transitif gn(h} ne dépend pas de la direction de

1largument vechoriel h, mais seulement de son module r 3

2

V2, n2 ~
h *h - N -]
1 5 + 3 h.n
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On écrira alors gn(zv) au lieu de gn(h)o Les schémas isotropes, et ceux qui peuvent
se ramener 3 un schéma isotrope par une affinité géoméitrique, seront seuls utilisés
dans la plupart des applications pratiques. Ils présentent une propriété essentiel=
le, qui est “la régularisation & la montée du comportement des covariogrammes au voi-
sinage de 1l'origine, Un terme linéaire en r donne, par montées successives, des
termes en re log r et @ o I'étude des schémas intrinseques nous a habitués & 1'idée
que l'efficacité d'une maille de recomnaissance était lide & la régularité du compor=
tement du covariogramme au voisinage de r = 0, De fait, on s'attend bien & ce que les
tonnages de métal au méire d'approfondissement domment de meilleures indications que
les accumulations de sondages verticaux, ces dernidres étant elles-mémes supéiieures
& des prélévements ponctuels., En dehors du cas isotrope, cependant, on peut imaginer
des schémas qui ne possedent pas cette propriété. Par exemple, si le covariogramme &
3 dimensions est de la forme :

g5(xyz) = g(x) gly) &lz)

et si 1'on pose 3

A =J glu) du

on obtient, par montées d'ordre 1 et 2, les covariogrammes 3

gy(xy) = Afi_g(x} g(y)

g,(z) = 4% g(z)

qui ont méme comportement & llorigine que :g3 lui-méme., En pareil ecas, on parlera

d'effet rectangulaire., I1 n'est pas exclu que cet effet existe dans la naturs sous

forme plus ov woins atténude, On s'en rend compte en imaginant ls css limibe o 1len
Y %

cherche a évaluer le volume d'un parallélépipéde par des sondages paralliéles aux aré-

tes ou des sections paralléles aux faces. Le covariogramme de la variable géométrigue

cow / o0



ponctuelle est du typs (L =x) (1 =y) (L'= z), et donne, & la montée, (1 ~ x)
(1 =y) et (1= 2z). Nous pensons, cependant, que la plupart des phénoménes natu-
rels peuvent &tre traités en schéma isotrope.

Les processus de montée et de descente en schéma isotrope peuvent &tre étu-
diés directement, & 1'aide des équations (23) et (24), ou par 1'intermédiaire de
la transformation de Fourier et des équations (22). Examinons, tout d'abord, les
possibilités de la transformation de Fourier, Le covariogramme gn(r} possédant la
gymétrie sphérique, il en est de méme de sa transformée qui se met sous la forme

G(?}g avec ici @
1
(25) p= \/u§+u§+ooo+ﬁ§

On sait que G(r}) admet l'expression classique suivante
- o™ w2
3 . 27T, ;
o= ; = 3 ; \ dr
(26) G(ED) F gn<1’)7 ﬁém T gn<£) J 4 (f T)
o

s

7

représente la fonction de Bessel de premiére espéce dlordre n - 4,
-4 2

o

et Fn désigne 1l'opérateur de Fourier relatif & un espace & n dimemsions.

Ie }processus de montée le long de llaxe des Zo par exemple, se tra=
duit, d'apres les équations (22), par 1l'anmulation de la coordomée u de la traus-
formée de Fourier du viriogramme. Mais la transformée de &4 posside, =lle aussi,

la symétrie sphériqie dans l'espace & n =4 dimensions. L‘'équation (25) montre

que cetbe transformée n'est autre qué G(()}., Plus généralement, on volt qu'en 3ché-

ma isotrope une montdée ou une descente d'ordre quelconque, le long d'une droibe,

d'un plan, etc o.... dorientation guelcongue iaisse invariante la transformée @(ﬂ

d1 ceveriogronme

(21) o(p) = 7, [gy(x) 7=y '/zg«zﬂ<r‘) == =y Jey () 7



L'inversion de 1'intégrale (26), par la transformation réeciproque, domne

immédiatement 1'eXpression du covariogramme gﬁzk(r) obteny par montée d'ordre k s

.’!_ (.
o T |
« . (am) 2 2 i ol by
(28) g (x) ahre e £ ele) I, (prap
f’gf'@‘ 2
0

Ia formule (28) donne la solution théorique du probléms de montée et descen~
te en schéma isotrope. Pour descendre, il suffit de donner & k une valeur entidre
négative, On Yeut égalemerit définir des montées et descentes d'ordre non entier

en donnant & k des valeurs quelcongies. Plus généralement, la donnée d'une fonction

G(? )} permet de définir une famille ol elavier de covariogrammes g% (r), dépendant

continfiment d'un paramdtre A o

(29) g‘?\(r)=(2‘m T / ﬁé. G(f)) J%w’l(fr)df

Le jeu du processus de montée et de descente permet de décrire tout le cla=

vier des g}x une mbﬁjﬁé@ 4 ordré g, par exemple, faisant passer de g;\ Y g;/A
_—

Remszquiotis bien que c'est la fransformée ds Fourier dans l'espace & n =k
dimensions - ank Z;: n.zk( r)/7 =‘.d@ iz fonction de n =k variables

\ 2 2 7 2 ~ o 2 P . y o Pv 2 "
gn ok [ \/ xg + ces + X e / qui reste invariante, Si gngk(r) est considexrée coms

me fonction de 1la variable unique r, les formules (26), (28) ou (29) représentent
des transformations de Hankel, Ls transformée de Fourier & wiie dimension d'un g 3
@ [ e @ -
P ooglr) =je¢ g (2

ne reste pag invariante & 1la montde 3 Nous verrons qu’elle descend quand gj.\ monta,
4
et réciproquement.

LN -] / -X-X:]
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Ces remarques recevront des applications lors de 1'étude des schémas

transitifs particuliers.

Passons maintenant & 1'étude directe du processus de montée et descen
te en schéms isotrope, & partir des équations (23) et (24). Les montées d'ordre 4

et 2 font passer de g (r) & g .(r) et g _(r) par les transformations &
n ne=1 =2 .

g () =2 & [VEiZ Ja
(30) 0leg
g, o(r) = 2°mrj g, L Ve 4+p 2 Jpdp

La deuxieme équation = par wi chéngement de variable évident - se meb

sous la forme ¢
' o

(31) g o) = Z‘ifj g, (w)udu

r

qui montres que la montée d’ordre 2 (ou plus généralement toute montée d'ordrs pair)
est vne opération élémentaire. Les montées d'ordre impair, au coh‘craire,, apparais—
sent comme moins aisdes. Cette circonstance n'est pas fortuite, Prenons, en effet,
gomme nouvelle variable @

(32) y= 2

et considérons les gk(r} comne des fonctions de y = rz H

(33) g (x) = g Vy )

Les deux équations (30) se mettent sous la forme @

gnmﬂ_(\/?)=j g (V7 ) ==
y

Vv =y

()

Yo,

g z(‘_‘[;)‘*',“;tgn(\/‘?) dv
vee /[ oes
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Ia deuxi®me est une intégration ordinaire, tandis que la premidre se
présente comme le produit de convolution s

g1 (V5)= gVl
de gn( Vy ) par la fonction T définie de la manidre suivante s

' ~%
- My) =8y} pour y <0

™oy) =0 poury > 0

Cette fonction T(y) est trés proche de 1l'opérateur, classique sn thébm
rie des distributionsl, de 1l'intégration d'ordre 1/ 2. Pour obtenir l'intégration
d'ordre i , il faudrgit remplacer T(y) par 1 T(=y), 1'intégrale (34) &tant

" Var
alors prise de 0 & §, et non plus de gr‘ & 1'infini, Le produit d'un nombre pair
d'intégration d'ordre L étant une intégration d'ordre entier, il n'est 'pas éton=
nant que les montées d'ordre pair conduisent & des résultats simples. Introduisons
les fonction FA (y) définies par s

Al
F(y) = LI pour y < O
P 7Y
(35) :
F.(y) = 0 pour y > O
A _
On, Jznorﬂ::r:“ee(a9 en théorie des distributions, que le produit de convo=
lution de P par F est. F
AT A+l

(36) F # F_ = F

(1) = Voir, par ex., L. SCHARTZ,loc. cit.

(2) = Les relations que nous allons écrire ont un sens pour toutes les valeurs des para—
métres Ay L coo €5C ooo 81 les 8n et les B, sont des distributions. Dans toutes
les applications,. les valeurs des paramdtres seront telles qufelles conservent leur

oo o / a0

sens si les g, ot les If“a' sent des fonctions,
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La montée d'ordre 1 se représente donc par le produit de convolution s

=z \/ *
€l W& E%

et, plus généralement, la relation (36) permet dféerire la montée d'ordre k sous
la forme s

k/2
.—.!'-Tr *
g, (Vy) g,(Vy ) Fk/z

(1)

Pour k = 0, on retrouve la fonction gn( \/§ ) elle-méme; ™’ et pour k

entier pair on est ramené & des intégrations ordinaires. Il n'est pas nécessaire; .
d’ailleurs, que a et k soient des entiers. On voit que tous les covariogrammes

g"A appartenant ‘& un méme clavier, tels que nous les avons définis en (29), peu=

vent se déduire de 1'un quelconque d'entre eux par des processus de montée et

descente représentés par des produits de convolution s

H/2 -
OGN e (Vy) =T g *Fy

Atp =
bu, explicitement s . '
‘WMZ 5 -1
{38) g (Vy)s (VW) (v =) av
) %W)iw(%) #gawm- y

On peut aussi revenir & la variable * = \E. Il vient alors s

a2z

e : weq
(39) | g;\(r) oy = & ﬂ(u} (v = %) 1
2 r

Dans un pﬁdc.essus .de descente (i négatif), il pourrait arriver qu'une
intégrale telle que (39) soit divergente. On pourra, en général, éviter le recours
& la théorie des d:‘Ls’c:lé.:i.‘mgd;:‘i.ons9 en descendant d'un entier pair 2 k supérieur & §
(ce qui n'entraine que des dérivations) et en effectuant ensuite une montée d’or-
dre positif (2k - Jo )o Par exemple, la montée d'ordre 1 s

(40) g, (x) = 2§ g, (1) du

xr 112 = . s00 / *eo

F, est la distribution de Dirac O (y).
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admet comme réciprogus la descents dlowdre 2. s

T

P SR | " - du
(41) g,lr) == ;E;J(gn@ () %ﬁ

Cette relation s'interpréte comme une descente dlordre 2 - qui conduit

S . '{?,, 9 4 e - . ., 2
a & = e cocotRomcmos . T @ 0« o y : jf'-) a0 : s o
ol T oy 24 nul(u:‘) suivie d'une remontée d'ordre 1

Le rapprochement des expressions (39) et (29) d'un mémz g permed d'as-
n S o o Ve o 2 7z Eal Pf/ -
socler a tout clavier un clayier réeiprogue. Considéroms, en effet, la transformée
de Hankel P, de 1a fonction g (rv) 3

d
%
ST
&
3 of
o 12 5 o
(42) E( g (r) = cx(f%z)m =° g({r) T ., (uz)dr
A w3=1 _ A 2° 1
0

qui s'interprdte, pour ™ entisr, comme la transformée de Fourier dans un espace

& 4 dimensions de ls fonction g a;{rv) a symétrie sphérique. On remplacera g dans

(42) par son expression (:29)9 et on inbtervertirs llordre des intégrations. On uti-

lisera 1%intégrals discontinue de Weber, qui domne la transformée dz Hankel de

)

-3
1“ J\ (;]la) 8

Laq P

2

o

2 o =

N A, ®

(2m) 3 - i
Conr i J%mifm} J@mi‘frw
RS 2
g = of
2 2 i=3. 3
- — g: (\;‘S\ = u°)
™ cﬂm‘ )
2
pour o > w, le premier membrs tant idsntiquement mul pour p inférieur & u,
On trovve ainsi ¢ B - G{L -39 aod .
) “%c@é ¢ 5T : W, 2 D z " *
(45) (27‘5’) E& gﬁ (r3 = c:;’ﬁ-':lﬁsrav-my.m G‘:?\ (? - U \ P&EJ
Tty
2 a

La comparaison aver 1'équaticn (39) mountre que le dsuxiéme membre
: PR o i G "Y) i o S = £ o
paut s'inferpréter comme une montée Alordrs N =g effectuds sur C(?h Si G(?) est

-] / - RN



considérd comme 1'é1lément Go(f ) d'un claview GA‘ ?) défini par une relation du

typs (39), on voit que la relation (43) peut s'écrire sous la forme simple

(44) (2w) F g%(r) = %<=%(§33
et admet la réeiproque
N .) 7 P J\B,C:d -
o = (2
(45) g =) =Cm F 31(?)

Les claviers gr‘ (r) et %@, ( f) apparaissent ainsi comme réciproques, On

voit sur (44) qulune montée d'ordre Dsur g,\,, qui g pour effet de changexr ?ﬁ
I'4

en A = \) » a pour réciproque = of restant constant — une descente de mme ordire

P sur G ., qui devient @ 7e Pour A = ?\D on retrouve naturellement
A=R o= A

1'équation (27), qui exprime l'invariance de P g o DT rapport & >\o

AR

Nous verrons de nombreuses applications des processus de montée et des—
cente en schéma isotrops dans le chapitre II, qui sera consacré & 1l'étude de
quelgues claviers particuliers (claviers de Bessel, de Gauss, de Laguerre et cla-

vier hypergéométrique).

5.)~ Théorie de 1'estimation en schéma transitif,

Houg revenons maintenant au cas d'un schéma transitif quelconque (is0=

trope ou non), de covariogramme gn(h) = gﬁ(hl coo hn>9 déerivant la répartition

d'une variable régionalisée fn(ﬁ = £ (% oo xn} dans un espace 3 n dimensions,

Tant qu'dl n'interviendra pas de processus de montés et de de;cem’;c«;,,
nous éerirons g et £ au lieu de 2, et fn” en sous entendant 1'indice n. On
Suppose que, pour évaluer la quantité de métal Q, c’est-a-dire 1l'intégrale de
f(x) définie en (6), 1'on dispose d'un réssau de préldvements poustuels effec—

tuds, selon une maille régulidre, aux nosuds d'un réseau construit sur un paral-

ooo / L2 -4
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1é1épipede reé%anglee Ia maille est définie par un vecteur a, dont les coor—

données o 8y eoo 8o domnent les ar8tes du parallélépipéde. Le réseau de re=

connaissance peut &tre, sans inconvénients, supposé infini, puisque la variable
régionalisée nd prend de valeurs non nulles que dans un domaine borné. Si le

vecteur y = (yl Yo eoe yh} représente 1'implantation de 1'un quelcongue des

prélévements, le résultat de la maille de reconnaissance s'exprime par la don-

née des valeurs ntmériques de 1'expression s
(46) £(yy + Dpags Tp + Dy 8y oeo T, + 7, 8 ) = I(y + pa)

pour tous les ensembles de valeurs entidres p = (piypzooo pﬂ) comprises entre

=do et + 20 .(Bn réalité, seul up nombre fini de valeurs de £(y + pa) sont
différentes de zéro, puisque le domaine de la variable est borné). On estime la
quantité de métal par la somme multiple, étendue & toutes les valeurs entidres,

positives ou négatives, des pj, dont l'expression est @

(47) @ (yy + )
4-7 Q, - al a2 LY X' aﬁ ‘ f yl + Plalo ceo yn * pnan N
PyPpe Py

ou, symboliquement 3

(47vis) () =/ 5/ Z., £(y + pa)
P

Il est manifeste que cet estimateur est une fonction périodique de
Llargument vectoriel y, c'est-a=dire de l'implantation de 1'un quelconque des
prélévements, le parallélépipede des périodes étant, justement, le pargllélé~
pipede de base du réseau, défini par le vecteur a. Pour tout ensemble de n

entiers k = (kjp Kyose kh)pan a 3
% *
(48) QA (y +ka) = Q (y)

puisqu'il est indifférent de prendre comme origine le préldvement y ou le pré-

lévement y + ka. Il en résulte que le probléme de lfestimation peut &tre trai-

o8 o / @00
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t¢ & partir de développements en série de Fourier. On représentera 1'estimateur

Q (y) par le développement classique 3

¥ ¥
2mi(y, -
() T =/ o & "
= &
49) Q (y Byee B
¥ P{lo °Pn
les coefficients C étant donnés par 3
Baee Py
¥, .
v A, .
—2wi(p ==+ . 4D, ZE)
4, ¥ q n
(50) C . p = Q(y) e dyy oo 4y,
1 n a&oc 8,
P

Dans cette formule 1'intégration est étendue au parallélépipéds P des
%
périodes défini par le vecteur a. Si 1'on remplace Q (y) par son expression (47),

on fait apparaitre 1'intégrale de f£(y) étendue & tout 1'espace :

v, ¥

- 2‘1’;"1,(13?L gg's teo # D a«ﬁ’ )
3 4, ) n
Cppee Eggee ¥p) @ gy eoe Gy

En introduisant la conjugude ‘%‘7 (u) = § (ul oo un) de la transformée de Fourier

de la variable régionalisée f, on obtient enfin 1'expression suivante du coeffi~

cient o
R p P )
(52) ©, o o= (W £ eeene 2w )
1°° *n 4, ey

ou, symboliquement g

i
[
v
® N
=
P
o
19

(e
(52)
¢ =8 (2 2)

. _ N
6 poo / eoo
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En particulier, pour p = O (c'est-d~dire Dy =P, = eco =P = 0), on a 3

(53) ¢, =¢ (o) =Jf\<y>ay = Q

=,
La précision de 1l'estimateur Q (y) serz mesurée — exactement comme dans la théo-
rie des schémas intrinséques ou des schémas en série de Fourier - par une varian—

2 .
ce d'estimation 6, définie comme la valeur moyenne de EQ”‘"(y) ) 32 dans le

parallélépipade de base, construit sur le vecteur a 3
2 . . 2
(54) 6, = oo (y) =/ &
‘a'ooa n P

Compte tenu de (52) et (53), cette intégrale se représente par unc Saikp multiple

étendue & tous les ensembles p d'entiers, positifs ou négatifs, non tous nuls
simultanément ¢
2 D 2
& = E ﬁ (2w & j

p#0

2
Enfin, si 1'on remarque que / .§ (w) / n'est autre que la transformée de Fourier

@(w) du covariogramme g(h), on obtient 1'expression définitive :

(55) 6 =/ cl2wg)
p#0

qui s'écrit explicitement s

2 ] P P
& = G2F -2 ... 27T =B
& al an

P1P2 °° Pﬁ* 0
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Ls variance d'estimation peut dgalement &tre représentée & l'aide
du covariogramme g(h) lui-méme, et non plus de sa transformée de Fourier a(w).

En effet, nous pouvons mettre 1'équation (54) sous la forme 3

I N EQy)jdy=Q2
=)

ooo a

*
et remplgcer, directement, Q (y) par son expression (47). On obtient, pour

L2
EQ*(;y)j . une série multiple d'ordre 2 o

. ._
EQ*(y)j = L (2000 an)z £(y + pa) £y + q@)
Pa

Nous remplacerons gq par p + k avant dtintégrer dans le parallélépipdde

2
[Q*(y) j dy = (ajeee a)? ; £(y +pa) £(y +pa +ka) &y
P Pk

Le sommation sur les indices p permet de remplacer l'intégrale dans P par

une intégrale étendue & tout 1l'espace — et on voit alors apparaitre 1'expres-

sion (1) du covariogramme

[dn ] - (3y 8 voo 8)° écm
P k

Diol, finalement, 1'expression suivante de la variance d*estimation ¢

2 }f" '
(586) 6, = (al 8, eoo an} ng(ka) o)
k
ou, explicitement s
2

2 .5 ~
(57) %T = (al 8.2 000 'an) J/'/ g(klalg 000 9 Ik an) = Q

K00k
kl 2 o 6oo0 / o060
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L'équivalence des expressions (55) et (56) résulte de la formule
sommatoire classique de Poisson. Dans les applications, on se servira de 1'une

ou de 1l'autre, selon leur plus ou moins grande simplicité.

D'aprés la formule (7), le carré Q2 de la quantité de métal est égal
b 1'intégrale du g(h) étendue & tout 1'espace. Prise sous la forme (56) ou (57),

la variance d'estimation 6’; ' s& présente comme la différence entre une valeur

numéﬁquement approchée et la valeur exacte de cette intégrale. Les différents
g(ka) peuvent 8tre évaluds, en pratique, & partir des domnées expérimentalement

disponibles, qui sont les f£(y + pa) @

gm) =(a; oooa) / 2y +32) 2y +7a+ka)
b

: *
De méme, pour évaluer Q, on se sert de liestimateur Q (y) défini

en (47).
L'égalité s

[C0T]= e 0) L &)

montre que 1l'on n'a malheureusement pas d'autre moyen d°évaluer Qa, & partir
des données expérimentales, que 1'expression numériquement approchée elle-méme
= dont la différence avec la valeur exacte représente la variance d’estimation
cherchée. L'examen de la formule (55) conduit & la méme conclusion négative.,
Un réseau périodique de données expérimentales ne permet aucune estimation des
composantes harmoniques dont les périodes sont des multiples de celles du ré=

seat, Il est donc théoriquement impossible de déduire de ces mémes observations

expérimentales 3 la fois une estimation et la précision de cette estimation.

En pratique, on l&vera la difficulté en se donnant a priori le covariogramme,
sous la forme d'une expression mathématique dépendant d'un ou plusieurs para-

métres, dont les valeurs numériques pourront &tre détermindes par ajustement

o0 / 600
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sur les valeurs expérimentales. Les formules (55) et (56) permettront alors

le calcul du 6; par voie théorique. Mais, natursllement, le résultat ne vau-

dra que ce que vaudra le moddle mathématique, ou schéma, adopté pour le cova=
riogramme, L'expérience seule pourra nous indiquer les schémas convensnt aux

différentes catégories de variables régionalisées, L'analyse géométrique, qui
sera faite au paragraphe suivant, nous montrera, cependant, que la marge dar=

bitraire n'est pas aussi large qu'on pourrait le craindre.

Une fois comnu, ou choisi, le covariogramme ou sa transformée de
Fourier, le calcul numérique effectif de la variance d'estimation par la for=
mile (55) ou (56) reste assez laborieux . En pratique, on utilisera le plus sou~

vent des méthodes d'approximation, dont on peut distinguer deux types.

Le premier type d’approximation a pour but de remplacer les séries
multiples (55) ou (56) par plusieurs séries simples. Les domnées ponctuelles
sont ordonnées en lignes, les lignes sont ordonnées en plans ... Comme direc—

tion de ligne, on choisit la direction.ai du réseau pour laquelle la covarian-

ce transitive g(ai} est maximum. Comme direction de plan, on choisit la direc=

tion aj as déterminée par les deux directions de pius grandes covariances g(ai)

et g(aj)o La méthode d'approximation consiste & considérer comme indépendantes
les erreurs commises en estimant llaccumulation réelle des lignes & partir des
données ponctuelles, les poids de métal au metre des sections & partir des ac—
cumulations réelles des lignes ..., la quantité de métal & partir des poids de

nétal rédels des sections su métre,

Considérons, par exemple, le probléme & deux dimensions correspondant
& la reconnaissance d'un gisement par des sondages implantés selon une maille

1 2ge Les données ponctuelles sont les accumulations

fagyi +-ki 819 ¥y +=k2 aa) portées par les sondages. Supposons connu le covas

rectangulaire a

riogramme gé(h19 h2> et soit, par exemple s

g, (a;) > g, (a)

'y / LYYy



On groupe les sondages en lignes paralléles & la direction ay

on cherche avec quelle précision le poids de métal au métre d'allongement por—

get

té par une ligne peut 8tre estimé a partir des accumulations f2 des sondages.
Le long d'une m&me ligne, les f’2 constituent une variation régionalisée i une
seule dimension, & laguelle correspond un covariogramme particulier, Comme on
ne s'intéresse pas aux lignes individuellement, mais & leur ensemble, il suf=
fit de déterminer le covariogramme moyen. Si L est 1'allongement (qui peut

ne pas coincider avec l'allongement réel du gisement), les lignes sont au nom-

bre d¢ _L . Le covariogramme moyen dans les lignes est défini paxr
)
2

e

glhy) =

& <h90>
L-2 i

La quantité de métal porté par la ligne moyenne est connue avec une

variance d'estimation ¢

2 a
i
6, = 2 Z_ 32<k1 R 0) = = gg(haoo)_dh&
1 L K L

Chaque ligne commande une tranche d*épaisseur a,, et les lignes

2
sont au nombre de I:/a20 I1 en résulte sur la quantité de métal Q du gisement

une premidre variance, ou variance de ligne 3

2 2 5 2 2
6 =8 6_ = 5L a 6
1 2 a2 al 2 al

= 8 ag,%gackaag 0) - aQJgZChoo)dh

En deuxi®me lieu, les poids de métal portés par les lignes obéissent
3 une régionalisation & une dimension, décrite par le covariogramme qui.se dé-

duit de g, par un® montée d’ordre 1 effectuée le long de la direction 8y ¢

Si les vraies valeurs de ces poids étaient connues, elles permet-

G oo / © o0



traient d'évaluer Q aveec la variance dlestimgtion ¢
1

2 2
N ~ -
6, = 5;2“ 3y 2%;- g (ky ay) - Q

2

: 2
On remarque gipe 1'intégrale qui figure dans 1°expression de 6;: n'est

autre que gd_(O)o D'oli, finalement s
2 2 2 2
(58) 6;25I+5§=a1 85 Zk g2(kal 0) + 8y 2 gl(ka2) = Q
k%0

Les deuxidmes méthodes d'approximation reposent sur la formule &'Bu=
ler Mac-Laurin. Dans un schémg & une seule dimension, en effel, la variance

-

d'estimation s 2

6 = a% glka) = j g(x)dx

représente 1'erreur commise dans le calcul numérique de 1l'intégrale du covario=
gramme. Si Ie g(x) est continu de 0 & 1'infini, et posséde partout des déri-

vées continues d'ordre requis, on peut dcrire g

0
2 et
(59) & =2 a[% (0) + Z;gwa)}zfg(x)ax
1
0

B
= o 2 4'=£ (200
==22a"B g'(0) + 2a 5T & (0) = soco0

L]

Les Bj, B, o.. sont les nombres de Bernouilli. Si le g(x) comporte un

1°
terme lindaire & l'origine, et s'annule & 1'infini ainsi que ses premidres dé-
rivées (ou bien s'annule en un point situé i distance finie, et possdde en ce

point un contact d'ordre élevé avec l'axe des x), on éorira, en premidre appro~

ximation s

2 a2
(60) 6. = = = g'(0)
_ 6
Ia théorie intrinsdque des variances d'extension conduit a la méme

expression. Mais il arrivera que la formule d'Buler Mac-Laurin ne puisse pas

o060 / 0oe



&tre utilisée sous cette forme. Un g(x) peut &tre trés régulier & liorigine
Y Z1ne,

et ne comporter que des termes d'ordre pair ( e~ X€ par exemple), ou bien com=

mencer par un terme dfordre non entier (iﬂou leogx, par exemple), En deuxitme
lieu, un g(x) peut s'évanouir i distence finie b sans avoir un contact d'or-
dre tres élevé avee l'axe des X, Dans 1'intervalle ouvert (0, b), les g(x)
usuels présentent toujours les caractéres de régularités requis. On est amené
3 distinguer trois composantes dans la varisnce d'estimation. Soit k le plus
grand entier tel que Xka (a étant la maille) soit inférieur & la portée b du

covariogramme 3

ke £ b S (k+1)a

On écrira 3 a
2 4 a i
- 2s[ 3e0 +,§g<a>]zj o) ax

0
ka
(61) toa|%ela) ¢ al2) + o b g'Kk - 1) a}% (ks m{g(xm

b a

+a glka) = 2| g(x)ax

La deuxitme composante peut &tre évaluée par la formule d'Euler Mac-

Laurin.
Ia premidre doit &tre calculée directement.

Quant & la troisidme, qui représente un véritable effet de bordure,
elle ne pourra &tre calculée que dans la mesure oh la valeur précise de b
pourra 8tre interpolée avec vraisemblance entre ka et (k + 1)a. Cette source
tros réelle de difficulté pourra souvent &tre négligée, car le covariogramme
expérimental sera souvent tangent en b & l'axe des x. Le troisiéme terme peut
alors &tre ndgligé, et on obtient 1'expression approchée

2 a
8 =ae(0) +gla) |- 2 g(x)ax - 2 a%B, g'(a) +2a4??_ 1 (a) = ...
[ J fo 1 23 & A8
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6.~ Relation entre histogramme et variogramme (Variables géométriques).

(1)=-

Dans ce paragraphe, nous allons dégager quelques particularités du
probléme géoméirique. Etant donné un volume V (convexe, ou non, connexe ou non,
mais borné) dans l'espace & 3 dimensions, nous lui atbtacherous une variable gdo=-
métrique ponctuelle f(xyz), égale 34 lorsque le point (:a;yz) est intérieuwr & V
et & 0 lorsqu'il lui est extérieur. 1 A cette régionalisation est attaché un co-
variogramme gz)(h) = gB(hig By h3)9 dont nous avons wu la signification géomé-
trigue dans le premier paragraphe 3 g,j,(h) représente le volume de 1l'intersection
de V avec son translaté dans la translation he Dans le cas ol le volume V esh
conexe , il existe une relation simple entre le covariogramme g et L'histogram—

me des puissances de l'amas V. En effet, la dérivée @gb; (h)  du covariogramms
dans la direction o du vecteur h représente glors df au signe prés = l'gire
de la projection, sur um plan Py perpendiculaire & h' de la courbe d'intersece
tion de V et de son translaté dans la translation h. C’est aussi 1l'aire occupée,
dans le plan Py , par les puissances supériecures & la longueur du vecteur h. Si
nous désignons par Hy (h) la fonction de répartition (au sens statistique) des
pulssances paralléles & h, c'est-b-dire la proportion, permi 1'ensemble des puis=
sances non nulles, de celles qui dépassent la longueur h, et si nous appelons SwL
ll'aire du contour apparent de V dans la direction & du vecteur h, on peut écri-

re §

: 085 (n) _
(63) W = = Ss(\ Heg (n)

Si la répartition des puissances posséde une densité de fréquence

p%(h) =~ HY (h), on a aussi s

X

vis O 5 (h) B f
(63)%* wm*g::mmm = Seé‘ . oP(*(h) dh

© © ©®» © © © ¢ €6 @ o ¢ @ ¢ e e e ©o o o ¢ 8 o v @ o e v o© ©o© o0 o © a © OV © ©6 ©6 o0 O ©

¢80 / G 00

Dans le langage de la théorie des ensembles, on dirait que f est la fonction
caractéristique de 1l'ensemble V,
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Ia loi de distribution des puissances, H&b(h)g prend une significa~
tion vectorielle eh se relie au gradient du covariogramme, Inversement, la connais—
sance de 1'histogramme p(h) des puissances dans une direction, prise comme axe
des x, permet de déterminer les valeurs gz, 00) du covariogramme dans cette di=
rection, pourvu que l'aire S du contour apparent soit également comnue. Cela ré=
sulte de 1'intégration de (63), mais il est intéressant de dommer une démonstra=

tion directs, On peut, en effet, écrire ¢

g(u,00) = j‘J» dy dz Jf (xvyvz> £(x +u, y,2)dx

I'expression & intégrer en x est égale &

% fomw  pou /e Lb
0 pour /u/ :> h

h représentant la puissance paralleélement & 0X, considérée comme fonection de y

et z, On peut alors écrire

(64) g(u,00) = S J(h = u) p(h) dh

avec, en particulier s
62g(u9090)

Ju°

ce qui n'est autre chose que (63)]?1S Ia relation (64) se met aussi sous la for-

= 8 p(w)

(65) g{u,00) = V-u s+sf (u=1h) p) dn

o]

Ia dérivée du covariogramme, prise & liorigine dans une direction domnée, est éga-
le au contour apparent de 1'amas dans cette direction : Tout covariogramme géomé-

trioque, décrivant un smas convexe, est lindaire & 1l'origine.
que, 9 g LS

oo / w00
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Si, maintenant, 1'amas n'est pas convexe, certaines des traversées

paralléles & Ox sont fragmentées en trongons distincts 4, B:o L'intégrale en X,

qui se réduisait & |h - u| dans e

cas convexe, devient ici la somme gl=

& ’ B A B & 5 gébrique des fonctions (e = u)

attachdes aux s

LAl ements 4, B, (3 i)
2 0

n{n-=1) w P 5y 3
” B; 4, (3 74)

n(n=-1)

A, A,
2 Lod
aln-1) B. B.
2 i7d

les deux premidres catégories (d'une origine & une extrémité, ou d'une extrémité
% une origine) sont affectées d'un signe +, et les deux autres (d'une origine &
mme autre, ou d'une extrémité & une autre) sont affectdes d'un signe =. la somme

algébrique des fonctions égales a 3

-u poun, u < ¢
0 pour u » €

¢ représentant la longueur des segments définis ci-dessus, peut se représenter
par we ligne brisée. Ia formule (64) reste utilisable, & condition de prendre un
histogramme p(h) défini comme la scmme algébrique des histogrammes relatifs avx

quatre catégories de trongons de puissances émumérées ci-dessus. Comme s

n(n+1) + nfn=1)  nm=1) n=-1l)
2 2 2 2

=0

on voit que l'intégrale Jp(h)dh n'est plus égale & 1'unité, mais au rapport du

oo / ooe
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nombre des troncons au nombre des puissances (valeur moyenne du nombre n de
trongons portés paf chaque puissance). Si S est le contour apparent, le pro-
auit® ¢ Valewr moyerne de n est dgal & la demi variation diamétrale SDg
qui s'introduit dans 1'étude du probléme géométrique. Le p(h), qui peut par ail-
leurs prendre des valeurs négatives, représente une généralisation de la notion

d*histogramme, Par contre, la relation

3 f hp(h)dh = V

est conservée, car on a, pour chaque itraverséde 3

Z_rAiBj+BiAj - 4 A mBiB;q =Z_A
)

ij

Cette relation permet de mettre (64) sous la forme ¢

(66) g(x,00) = V=x 8, + sj(x = h) p(h) dn

La non convexité de 1'amas se manifeste par une pente & l'origine S,
égale & la demi variation diamétrale et toujours supérieurs au conbtour apparent.
Cette pente peut devenir trds forbte (pratiquement infinie) si 1'amas est hérissé

de protubérances de tous les ordres de grandeurs (on parlera d'effet de protubd~

rance), ou 8'il n'est pas connexe. Les deux égalités ¢

67) g(000) = 7V ‘
jﬁé(xw)dxdydz = 77

restent, cependant, vérifides. Le variogramme reste fini, et son comportement &
l'origine pourra se manifester par un terme en x logx ou X“D avee 0 <« £ 1,
Iorsque le volume V, disconnexe, est constitué d'un grand nombre de petites Len~
tilles dispersdes, on obtient le cas limite extréme correspondant & & trds petit.
la valeur & l'origine du covariogramme est alors trds grande, et peut &tre consi-
dérée comme infinie., Ce cas limite, qui correspondrait & un comportement loga=

oo ,/ oo
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rithmique, est sans doute un cas extréme. Il pourrait déerire la répartition
d'une teneur ponctuelle, égale & +4 dans les grains de minerai et & 0 dans
les grains de stérile. Il semble difficile de concevoir des variables géométrie

ques dont le covariogramme posséderait un comportement plus irrégulier.

Dans le cas isotrope, ou si le covariogramme ne présente qu'une

anisotropie géométrique que l'on peut facilement corriger, la relation (64) 3

(68) gy(x) = 8 J’ (- ) p(o)dn
r

permet d'établir des relations remarquables entre les moments de la loi de dis=

n
i =J L p(h) dr

n

tribution des puissances et les valeurs a l'origine des covariogrammes qui se

déduisent de &5 par montée, On trouve s

]

&5 (0) smg = T

(69) { 2 () = 55,
g (0) =5 8n,

%n Sm4==r Vz

]

g, (0)
A titre d'exemple, considérons la sphére de diamétre unité, Oun a 3

21 pour 0 L b < g

il

it

g p(h)
p(h)

La relation (68) domme s

0 pour h >4

g3(z°)

i
1
P

!
RO
H
+
Nl
H\N

eoo / s00



- 33 =

Plus généralement, prenons :

p(h) = (A+4) n pouwr 0< B <4
= v pour h”> 4

On trouve g

A+ 2
(70) gB(r) =V |2-A%2 .4 1 T
A+ i A+l

Avec s
A+

a A+ n+a

Les relations (69) donnent @

vy At2
3 N+ 5

omncaa

] . I (A+ 2 )2
(72) 5 O+ 1)t 5)

i

g,(0) = A2 g
A+3

'gl(o)__.:r;,,.,.i}m;t.?uv

Dans le cas limite o A ‘tend vers - i, on obtient ¢

(72) gB(r) = VEL +rlog T r]

Nous étudierons dans ls deuxidme partie, sous le nom de claviers

géométriques, les claviers engendrés par montée & partir de ces covariogrammes.

60 / LY
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IT.- EXEMPIES DE CLAVIERS ISOTROPES

Nous allons maintenant passer en revue quelques claviers particu-
liers, qui pourront &tre utiles dans les applications, Les ums (claviers de Bes—
gel, de Gauss et de Laguerre) seront du type infini ( g(r) s’anmule & 1'infini,
ainsi que ses dérivées successives), les autres auront une portde finie (cla-
viers géométriques et hypergéométriques). On peut, bien sfr, imaginer bien d'au=
tres types de claviers. Ceux que nous avons retenus permettent de n;on’_cer ou des~

cendre avec une relative facilité.

Les claviers de Bessel.

Nous dirons d'abord quelques mots du clavier construit sur les fonc=.

tions de Bessel de premidre espéce 'Jﬁ(‘r)e L'intégrale classique de Sonine 3

So
J;L (a VA2 + z2) Vo1
L

_ Ve Tiyn) 3 3 ()
(2 5 2y W2

at
33/2 o =¥/2

0

se met, en posant s

L\? =‘b2+22
sous la forme : *0/ | 0 \\) 7/2
2 T (o) ,/2;‘.1 . T
(73) 2 e ﬁm&_ (uzwzz) udu =(§l) w.}
reYyd o * 2= W2
2 %

La comparaison avec (39) domnne & cette équation le sens d'une montée d“ordreapo

Jﬁ(a@

(avec des constantes A, convenables) constituent

Leg fonctions A
e AT, A

wn clavier, dans lequel une montée d'ordre ‘9 se traduit par le changement de

A en ‘Am .%. » C'est le clavier de Bessel de premidre esptce. Le clavier réci-

4
progue est défini par des fonctions de la forme B_ (4 = 22 J, pour lesquelles

2
a
00 / cseo
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1la montée dfordre M se traduit par un changement de ?\ en A -ln'% « Nous n'uti-

liserons ni 1'un, ni 1l'autre de ces claviers dans les applications pratiques,
en raison de la trop grande régularité de leur comportement au voisinage de l'ori-
gine,

Les fonctions de Bessel modifides de seconde espéce X, (x) se pré-

A

sentent, au contraire, sous un aspect plus adapté & un usage pratique. Toujours
positives .et décroissant, & 1'infini, comme des exponentielles, ces fonctions
présentent & l'origine une gamme de comportements beaucoup plus variés.

La fonction : |

(74) g, (x) = Fale K_p (c2d,

(1)

a pour transformée de Hankel d'ordre n

2 3

5

n/2 n
(75) &(p ) = (2) sa+z) ¢

- - B
Pl (02+F2)ﬂ*§

En appliquant la relation (28), et en inversant la transformée de

Hankel de K, on trouve immédiatement 1'expression de la montée d'ordre k @

2 k/2 k
(76) g () = 20 (er) " x (er)

ok =& =3
La montée dfordre k = et k peut &tre un nombre quelconque, en=-
tier, ou non, positif ou négatif = se traduit par le changement de j en }1,+1-§ ’
Interprétée par la relation (39), liexpression (76) de la montée d'ordre k conduit

& 1'équation s

aoo/acv?

(1e=) Guelfand et Chilov - Loc. cit. pp. 282 et suiv.



! FN S
A o= k
k 2 = =4
Jit 5 2 2. 2.2
(cx) K k (0x) = St (cu)” K__ (cw)(u®=x%) udu
(5)
X
(77)
)
k ™~
- 2 me+k “ % -,
=2 (Cx v B (Gvx) (v5= 1) vdv
Mk e
2 1.
En particulier, si l'on fait ji= m% , k=4 et C =4, et si 1'on

tient compte de la relation classique s

Ki(}) =\’«1‘; e 2
3 -

2%

on obtient l'expression classique de la fonction dfordre O s
20

= VX dv

Ko(z) = | e

q ¥e -1

L'intérét pratique du clavier de Bessel modifié provient de la gran—
de variété des comportements & llorigine des ¥ Ky’ (x). On s®intéressera particu~

lidrement aux valeurs entieéres et demi-entiéred de 1'indice _ju, Pour un indice n

entier, on a le développement classique au voisinage de l'origine

=7, .
i 2(np) n
n n+ 4 o Xy o AT
2k @ =) fee-d]) @ ep)ap el {%fp
p=0 platp)t p=0

:n o +
+ (<) ,7 e E+%+“+i+"1+%+w%m}=—]
p=d1 p ! (n+p)! P nrp

Clest -18. constante A'Buler (C = 0,577216 oc. )
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Pour un indice demi-entier, on obtient le produit d'une exponentiel=

le par un polynome 3

n .
A ] - =
it 2 K ot (x) :@ & Z; =T (urp)l
=0 5 P pi{n=p)!

] o .i & n r'd o
Pour les indices 0, %, 4y seo décrits par montées successives,

ROl

on a des covariogrammes qui se comporbtent & 1l'origine comme log X x9 x‘?’logz, :cguo
et montrent le phénoméne habituel de régularisation i la montée. La fonction Ko(x}p
en particulier, donne wne version transitive du schéma de de Wijs. la fonction
\f; K (Dc} "; '~=‘/%€ e ¥ donne un schéma exponentiel, lindaire & llorigine, qui

3 _

sers gsouvent utile,

i

Pour étalommer des covariogrammes expérimentaux, on aura besoin de

comnaftre la valeur & llorigine des covariogrammes théorigues. la valeur de
& ﬂwﬁ. 3 | LY s o
£ K m(x) enx =0 est 2 ¢ (@), Les valeurs & 1origine des covariogrammes,

qui se déduisent par montées successives & partir du g de la formule (74), sont

dong 2

k2 4

=
s T k
(79) gnék(()) = Z}z“ 2 P (e 3 )

et vérifient les relations de recurrence ¢

() &,5.0(0) =5 (245 g,500)

qui permettent le caloul facile des pavamétres gu ef @ & partir des valeurs &

1'origine des eovariogrammes expérimeniaux.

Le probldme de 1'estimation se présente de fagon particulitrement
simple dans les schémas de Bessel & une seule dimension, Pour une variable régio-

nalisde & une dimension, de covariogiamme ¢

(81) g(x) = & (cx) K‘:,A(@E) veo Jove



on calculers l'efficacité d'une maille a par la formile (57). Ia transformée de
Fourier de e(x) &tant s
2
(82) &(u) = AVHF 28 i"(’}\+%3

¢
(e 4+ u2)P¥Z
(

on caloulera la varisnce d'estimation par s

L, Jo 2 3 NS A
i ﬁfn =eA=E 2 2% 2%+1 S S
g;mgg G (&= )= AT 277" ™" & (n2+8202>>«.+a°
7 i 4

. ae P N . 4
Dans tous les cas utiles, ~5= sera inférieur & 1l'unité, car = Te=
=

présente la portée du phénoméne étudié, et la maille a est choisie plus petite,

On peut utiliser un développement du type

E = §(A+4) .2
Z. (b + o) Y - 4n Sp(d e * ég B Syt h g g)” orere

ol S. est lg fonction de Riemann

A

e ]
a4
S. = e
2 Ll A
13ide aux nombres de Bernouilli (B.= 1 B. = g B, = QEE:- eco ) dans le cas o
18 2730 T3 42 °°

=]

A=2 %k estun entier pair, par la relation classique

Sk - 4 2%k
(&) 8, = = L
(2 k)1

Be

On obtient ainsi 3

2
2 27 2Ma a2c2 ac?
(81) 6 = o %’nzm 2043 2\4r2 52245 ...

On pourrs trds souvent se contenter du premisr terme 3

@00 / L
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2% 2A+1

) 2 AC a
B 6 = :
(85) 6 P S, %44
2
Pour les indices A =2 IR 3 % oo qui se déduisent par montées successives, la
2
2

variance d'estimation est en a%, 8,39 at. On retrouve le phénoméne familier qui asso=

. . 4
cie dess variances en =5 9 .
n

3 b B eeo 3 des variogrgmmes commengant par des ter—
n 9
!

mes en x, x2}og X, 22400000

Te réciproque du clavier de Bessel est constitué par des fonctioms du

ﬁ;,}pe & A , pour lesquelles vme montée dlordre J» change 1'indice A en A =
(a2+ rz)% 2
Trop réguliere & l'origine, et décroissant trop lentement & 1'infini, ces fonctions

seront rarement utiles en pratique.

L'exponentielle gaussieme

2 2
= g1 - a(xi % vooe X )

est la seule fonction qui vérifie la relation fonctionnelle

£r) = £(z) £(5,) ovo £(x)

1E;:_:L.'.Le fournit le seul exemple de covariogramme isotrope présentant, & ls montée, llef=
fe¢t rectangulaire & 1°état pur. On vérifie immédiatement qulune montée d’ordre guel-
conque A bonsedive la forme de 1'exponentielle gaussienne. Sous la forme (38), la

montée s'derit o
: G

N2 _ Ay
% (r) =H & a,v(v - r2)2 av

r (#2) 2

€

®oo / 600
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Fnposant ¥ = u + rgg il vient tout de suite ¢

a2 _ 2

T
(87) (r) = == e
: En =N\ r) a%/a

A2

Ia montée 4°ordre 9\ se traduit par le facteur (g’ Jo Comme la transformée de

Fourier d"une exponentielle gaussienne est encore une exponentielle gaussienns,
on doit s'attendre & ce que le clavier réciproque soit encore un clavier de Gauss.

Bt /50 effet, d'aprés une intégrale classique de Weber, on a 3

2
= a1°2 ~ wa/gmq? /4 a
S .

(88) P, e
o

On vépifiera facilement sur cette expression la loi générale (44) exprimant la

réciprocité de la montée et de la descente.

Le clavier gaussien sera rarement utilisé dans les applications pra=
tiques, en raison de la trop grande régularité & l'origine des exponentielles de
Gauss, Mais les expressions particuligrement simples de la montée et de la trans-

formation de Hankel - équation (87) et (88) - conduiront parfois & utiliser, pour

certains claviers, des représentations de Gauss, Supposons que 1'élément gn(i?)

d'un clavier admette une représentation intégrale de la forme

74
(89) g (x) = j e wr? f(u)du
0

Compte tenu de (87), la montée d'ordre A se metira sous lg forme s

WG
o _ Az | -w? y
{90) gn@% (r) =" e mi%%“m dw
4 0 4

gqui est aussi une représentation de Gauss de 1l'élément N Ia transformation
de Hankel, d'aprés (88), s'derira, de son odté s

009 /ooo
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w7 ,
| ad b
(91) 4 gna%(r) = T j; e 4u _flw du

En changeant w em 4/4v, on obtient sucore une représentation de Gausss

0 ‘
' K+ D=2 A+ =v92 A +A=- 2
2 el 2
(92) B, &_q (x) = 2 ¥ Qe fﬁ-z;:, T dv

A titre d'illustration, prenons, dans (89), la fonction 3

3p-t Boa -C%u
u e

C

f(u) &=
P

On voit facilement que le gn(r) de 1l%équation (89) est dgal & 3

2p -1
c

glx) = (2 + D)@

Ia formule (90) conduit & une représentation de Gauss du réciproque du clavier de
Bessel de 2%me espdce. En appliquant la transformation de Hankel sous la forme (92),
on doit en déduire une représentation du clavier de Bessel lui-méme. Pour % =4, par
exemple, on a directement :

2p-1 _ I-B b-%
1] 2+ r2)P e (p) P
et, sous la forme (92) 3
e 2
4 =2f 212 =1 2 c
F’Zl rgn(r)ml= 2 g}‘gj C ? e v? - Rw ' dv
COREA A

coo /noo
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- En posant Je =(§ = % et epn changeant F en X, la comparaison de ces

deux équations domne la représentatiop de Gauss du clavier de Bessel s

<35

JE 23 =1 ="§§.JI> vz 2 agi
, _ v dv
(93) (ex) Km,& (ex) = ¢ 2 J. e mmv& =7

L'application de la montée, sous la forme (90), redonne la formule (76) (La for—
mule (93) est connue dans la théorie classique des fonctions de Bessel comme une
représentation de Sonins - Schlf1i).

Comme deuxisme application de la représentation de Gauss, nous donnons,

dans le paragraphe suivant, le clavier de Laguerre de premidre espéce.

3o= Les claviers de lasuerre

Pour définir le clavier de laguerre de premidre espéce, nous partirons
de l'expression classique de la fonction hypergéométrique dégénérée, ou fonction
de Laguerre s

AM+L) 000 (Hen=1) =

(o4) F @, ¥, x)= 4+
n=1 Y{Y¥+1).eeo (Y+n=1) nl

qui constitue la solution analytique au voisinage de 1l'origine de 1l'équation dif-

férentielle 3

(95) fxyt? A4 (Y«: X)y" = “(y:(}

. et admet la représentation intégrale (1)

; tx %mi E"ﬁ(”ﬂ' cve fooo
(96) FiN-¥,x) = L) \g e £ (i=%) at /

(1) = Une telle intégrale ne converge,su sens usuel,que moyennant des conditions restric-

tives surd et . Ia théorie des distributions permet de s'affranchie de ces res-
trictions.
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Ie clavier de laguerre de premidre espdcs se défimit & partir de la fonction ¢
4 ( = 5/ = 2

Ia formule (96) permet d°exprimer le gn( r) sous la forme d'une représentation de

Gauss 3
- 2 q Vet
o w? e
(98) & () = L) o ™
st ) 7 (y=4)
0

Par une spplication immédiate de la formule (90)9 on voit que la montée d'ordre

\ conduit & un Ene\ de la forme s 4

(99) o (@) = e DY) e a2 (ﬂnu)bf du
&) =y)

ce qui peut s’éerire aussi s

a2 o -/2) A
. K)q‘ (ﬁ( 2 F(Q{ §g‘§;§ er)
-2 P

(100) g,_» (x)

Ainsi, & un facteur presy la montée d'ordre A" donne la fonction de Lagu,@m\,
d'indices eﬂ A et K:» £, Ces fonctions sont trop régulidres & llorigine pour

&tre utiles dans les appln.catlons pratiques. Par contre, le clavier réciproque,

ou clavier de lacuerre de deuxiéme espéce, présentsra souvent beaucoup plus d'ine
térét. Pour le définir, nous appliquerons au gn(r) dorné en (98) la transforma=

tion de Hankel d’ordre g mise sous la forme (92), .o

: o e =2 a2 - uxl el
(101) F g (r) = riY) 2 w e % ul (u-i) i

i ) T{g-4 ) 4

En particulier, pour g = 0, on obtient, en changeant uwend + v

LY / eo®
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, , <2
7, g(r) = L) 2¥-d-a) 24-Y) - F

()

Bn modifiant les notations, nous définirons le clavier de Iaguerre de deuxiéme

espéce comme le clavier engendré par montée et descente & partir de s

(102) &(x) =

il

2
= oo a
e (u=1) du
W a
(5) %
On écrira aussi gnﬁav( r), pour rappeler que la fonction &, dépend du paremdtre a.
[

La montée d'ordre 9\ peut &tre effectude directement, ou & partivr de la représen=

tation de Gauss. Par la deuxiéme méthode, et compte temu de (90), om trouve :

| Mo T2 -4 +2 =2
(103) g0 a(i") =X & (v =1) 2 4 du
¥ a )
7 ( 3) 4

Par ls premidre méthode, et 1'équation (39), on-obtient 3

a2 2 %mq_ s
gnm?\a(ED:W f emu(uarg) u 26.11
2
T3y R
2
En remplacsnt w par l“zvg cette expression devient 3
a2

] A2 A=8 - T2 =4 + % = %
(104) N Dv(r) = r e (v = 1) v ©dv

™ (4/2) 1

La comparaison de (103) et (104) conduit & la formule de transformabion s

A-a 5
52 A-a

(105) g 5 (=T = = Ena, ()

Pour justifier la dénomination de clavier de Laguerre de deuxidme espece, nous al=

-] /ooo
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lons montrer que les e 2 sont liés aux deuxidmes solutions d'une équation dife

férentielle du type (95) - c'est-d-dire les solutions qui ne sont pas analytiques
au voisinage de 1'origine. Nous posons T2 = x, et, considérant 1%expression (103),

nous cherchons si ¢
Wa

= ux =4
Vo= ] (ugﬂ.) u du

4
peut vérifier une dquation du type

ol

Nop
i

1=

xy"+ (Ax + B) y* + ey =0

qui s'éerit aussi, sous forme intégrale 3

S v

== =1 +3 ”%‘ 2

e (a=1) o »[xu=(Ax+B)u+c du
il

En identifiant 1'argument de 1l'intégrale 3 1a dérivée ds s

2

ca &

= Ux
Vu)= e (u=1) u

ol

on voit que y vérifie, en effet, 1l'équation différentielle :

(106) w+ (s+2+252 )5 4 (@-3)y=0

I1 faut, en principe, supposer & positif, Mais les résuil’pats auxquels nous par-
viendrons se présenteront sous forme de fonctions entidres en a et ‘Ao Par pro=
longement analytique, ils subsisteront pour des valeurs quelconques de ces para=—

métres. La solution générale de 1'équation (106) est de la forme 2

A= &
2

A=a
2

R =N
(107) y=AFa-2,4+220 _x)+3Bx

2 3 QEX)

(-8 / X4

F("lmggﬁ_aﬂa
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En remplagant x par rzg on voit que le gna?\ (r) s'obtient effective-

ment & partir des fonctions de Laguerre, Il reste & déferminer les constantes A

et B, Pour déterminer A, on fera x =0, d'ol (pour A > a) 3
y (o) = &,

Par intéeration directe, avec T = 0, l'équation (103) donne :
A=a
?\/ 2 7 ( 5 )
&)
")

(108) 4= W

Pour % ( a, ce résultat subsiste par prolongement analytique, sauf si 2%3

est wn entier négatif. De méme, B s'cobtiendra en prenant la valeur, en'x = Oy
& =2 2
de ¥ 2 v ( pour a> A ). L'expression (104) o 1'on fait x° = 0, domne direc~

tement 3 :
LIINE 8
2 2
(09) B =T =L
a
F(3)
Pour a < ?\9 ce résultat subsiste par prolongement analytique, sauf si 93-:-2‘5 -

2
est wn entier négatif. Finalement, la montée d'ordre A se représentera par 1'équa=

tion 3

(110) gnm%m a(r) =t

F3)
3 o A

N A (R R
r(3)

Les fonctions de Laguerre pourront &tre représentées par leurs développements

analytiques (94). Lorsque A= a est un entier pair, ces développements donneront

encore le & _ %, grice & un raisonnement & la limite, qui fera apparaltre des

LR / oo0
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termes logarithmiques. Les cas les plus utiles en pratique seront obitenus pour
A =3 a+ll, a+2eta+ 3. Il leur correspond des covariogrammes dont les
comportements & l'origine sont en log x, %, x2 logx et 329 conformément au phé~
noméne habituel de régularisation & la montée,

Un cas particulier remarquable est observé pour a =4, On a alors,

pour”%:’ls

N\
(I") - e o= 1]1“2 du
gn=191 -

’l Vu(u =4)

a4+ v
2

Soit, en posant wu =

(111) g 4, () = o e T - e %k (5)

De méme, pour A =2, on a, compte tenu de (104)
. m :
-w?
v

%«;g,;ggﬂ. () =W xaf ®
| A Vv

2

En posant v = » on fait apparaltre l'intégrale de Gauss,

2r2

2.
(112) €n-2,1 (x) = V2 [ e vz du = 2 TK'B/Z (=2 )
<2 V3

Un autre cas particulier remarquable, sur lequel nous n'insisterons pas, s'ob-

tient en faigant tendre ?\ et a vers l'infini, de telle manidre que Asa
reste constant, On retrouve alors le clavier de Bessel de 2&me espéce, &tudié

au paragraphe 4.

cos / coo
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(1) -

La Fonction hypérgéométrique F(a(\b b",,x} est définie par le dé-

veloppement s
Do

(113) PEPY=x) =1 +E(d+i)“,,(a+nm1)@(ﬁ+i) coo(Ptn=1) £
¥ (E +4) coooe (Vtn-4) n! -

n=494

RElle constitue la solution régulidre au voisinage de l'origine

de 1'équation différentielle de Gauss :

(114) z( = =x) y“”+[“@f= (2 +°£+(3)XE ¥y -XBy =0

(1)
4

-1 ¥-p-1 e
(115) F(o((w,,xﬁ: ry) uﬂ (1 =mn) b (A =xu) du

M) T¥-R) Yo

et admet la représentation intdgrale

ot 1g formule de transformation 3

mgb F<X“°(o \6“’%9\6‘9 x )

=l
(126) P(etpP¥, %) = (2 = x)
On peut définir un clavier hypergéométrique de premidre espece & partir dfune -

fonction gn(r) définie par s

(117) g (x) = PP, - %)

Pour effectuer la montée d’ordre ?\ , on prendra la fonction hypergéométrique

oco / oo o0

Cette intégrale ne converge que si les parties réelles de?ﬁ et Xm@ sont po=
sitives. La théorie des distributions donne un sens & la représentation (115)
méme si cebte condition nfest pas vérifide. D'une fagon plus élémentaire,

1'unicité des prolongements analytiques permet dfétendre & toutes les valeurs

des paramdtres les résultats obtenus pour des domaines de variation bornés.
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sous la forme intégrale (115). En permutant montée et intégration, on est

conduit & effectuer la montée sur le terme (1 + ura)f’* On trouve facilement ¢

N2 =4 A ‘ =% ga
T (14uv) (v:r?)z 1 W-? =E=i-=m ?\/2 (“’1+11 ) *
F(a/2) 7#2 | 7 (%)

En remplagant, dans 1'intégrale (115), le terme (1 = :m)':bgpar cette expression,
il vient :
V2, |

: _mf:-é) E"(p) (HCY)

Cette relation, qui généralise 1'équation (100), montre qulen clavier hypergéo-
métrique de premidre espéce, la montée d'ordre % gleffectue = & un factelr prés,
en remplacant F(w ﬁa et X par c(‘-= % ’ fﬁr = % et Y= %. En pratique, les fonce

tions (118) sont trop régulidres & l'origine pour &tre utilisées dans les ap-

plications.

Le clavier réciproque, construit sur les transformées de Hankel

by

des 8k ? offrira une gamme de comportements & l'origine plus intéressante.

Mais les expressions obtenues sont relativement compliquées. A la différence
de ce que nous avons observé dans le cas des fonctions de Laguerre, le réci-

proque du clavier hypergéométrique n'est pas lui-m&me hypergéométrique.

En posant u = ﬂ. » le g, (r) peut s'éerire 3

e -8
(?5) f 1+ 2(dh= ‘{)(2 @ Perd)  av

i“(gs)i“(‘{~ p)
On appliquera la transformation de Hankel d'ordre Jm. Comme s
_d ’1+§==“<T2 /2 =% o=p/2
F(v+ ) W~v f f{ji/Zmi(v?)
()

g,(z) =

LX) / 000



&~
_ le clavier réciproque admet la représentation intégrale suivaente s
=0
ogm‘g 1 +J§‘ +he 20 > ¥-p-=1
F r)=A ¥ =4 K a
"y &(F) =40 v (v5- 1] ‘mm%(fV)v
1 2
(119)
2 =ol+ g1/2
; 2
oY) 2 *W‘ﬂ/
A =
BEOICENCS
Cette relation constitue une généralisation de (77). Pour la valeur particulicre
Ju= 2= ffg la fonction de Bessel XK L s'exprime & 1'aide d'une éxponentielle. On
trouve 3 |
s

d =¥ Pl -
N 7 ﬁ_gﬁ(r) = A\,%lvﬂ% )(vzaﬁ.)\f @ o fvav
29 =

Ce clavier constitue une généralisation du clavier de Bessel de deuxidme espice.

5.=~ Clavier Hypergéométrique de deuxidme espece.

Pour définir un clavier ergéométrique de deuxidme espéce; on prendrs
q P P 9

par analogie avec (102), une fonction de départ gn( r) définie par 3

é gn<1°:) =ro (- I’Z)b/z pour r <14
(120)
" . % gn(r) = 0 pour >a

la portée du covariogramme est prise, implicitement, comme unité de

longueur, Pour ¥ supérieur & 4, tous les covariogrammes sont nuls. On dcrira

XX / a9
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aussi g b(r)9 pour rappeler qu'une telle fonction dépend des deux paramétres
99

s et b. La montée d’ordre ?& s'éerit dci s

Ve [ LI
2 a = L =1
(121) € agb(r) S w2 @A ‘u)2 (u = r2)2 du
7 (n/2) e
Effectuons le changement de variable u=1 = (1 = ra)v. I1 vient @
b A T
. V2
. 2 1-a/2 b/2 A/2-1
(122) g 1, , o) = T PRI
i =2 fl gty ?\ l«

I1 suffit de comparer (122) et (115) pour obtenir s

- 9\/2 ({L E) Li’;?‘; 7.
(123) gnz%ab(r) = rore (a-r?) 2 Frig 1+ %9 1+;5§'—§2&9 4 - rz‘i
7 @« 3%@ "

Le changement de variable u = -%m , effectud dans (121), conduit & une autre expres—

sion ¢
~A=1
a2 A= & -1 +Z v/2 N2~
(124) (r) = K T v 2 v«—r?‘) (L=v) dv
gIl:’ag a b
T (A/2) 2
d'ou l'on tire une formule de transformation s
A =b
2t D(1s2)  A-a (x)

= 0 ;
(124) & 9 o (¥ = En-be2, 4 + ?1.32:’%";5;9&% 2

I (W)

que llon peut obtelir aussi en appliquant (116) & (123).

coo / soo



Pour obtenir un développement de (123) au voisinage de l'origine, on uti-
lisera les propriétés classiques de permutation des solutions de 1'équation (114)e
D'une facon générale, on voit, en changgant x en4 - x, que F(c%,,@,}’, 4 - x) est
solution d'une équation de Gauss de parametre o ,§9, et of +B =% +4, ce qui .

s'éerit
- Y Y= =P :
(125) F(oggp,,‘ﬁ; A - x) = A FELP A +Pt41, x) +Bx P(P=Por ¥~ +¥-d=Px)

On détermine la constante A en faisant x = 0. 3

A= F(Dﬁﬁh’pﬂj= Co F-e-8)
V(=) P (¥-PB)

Cette relation, obtenue pour I{m o =‘5 > 0, reste vraie pour des wvaleurs
quelconques des paraméires, par suite de 1'unicité des prolongements analytiques.

i il

Pour déterminer B, on multipliera les deux mémbre,s de (125) par , et on

utilisera la formule de transformation (116) sous la forme 3

P o B 4 = 2) = Pl Yoy 1 - )

En faisant x = 0, on obtient 2

BEF<¥<=°§9.KQE§QK) i) = P<X)P(§Q+@=’Y )
PR TR
Cette relation, obtenue pour ¢ + [5 = K > 0, reste vraie pour des valeurs quel-

conques des paramdtres, par suite de 1l'unicité des prolongements analytiques.

Compte temi de (125), et des valeurs trouvées pour A et B, Ile &7\ éerit

en (123) admet une deuxidme expression @

ooo / XX



(r) = WN "1 +1v/2) F( 2 ) (1 r2>b+9& gt
P@+@%§m)ﬁ(%)

n@."" g;ﬂ."‘amg\p I"2_]

gn"?\eas q

(126) +

W2 (25R) o,
+ W rg . “A=xw ) 2 % =& %51«;— Né?k&a S+ ’@m;a ,,rz
[ 8
JES

Lorsque ?\ - a est un entier pair, on montre, par un raisonnement & la
limite, que ces développements restent utilisables, et font apparaitre des termes
logarithmiques, Pour A =a, a +4, a + 2, a + 3, on retrouve la séquence habituel~
le logr, T, ° logr , et 2

Enfin, la formule de transformation (116), appliquée séparément & cha-
cune des composantes du 2bme membre de (126), conduit & une troisidme expression

du gnm}%(r)o On trouve 2

.\ ({L.;. =) (m
A 2 =b= -
gnm?\gap'b (3.") =T : E?T 2 2 F(ﬂ'm ap 2 2 Aﬂ,-}—az;\“y rz)

(127)

F(%x

Comme exemple d'application, nous examinerons plus en détail le cas

particulier b = 0, Il reste gh( r) = ¥~ 2 Les résultats obbtenus pour la montée

de r % seront utilisés dans le paragraphe suivant. On voit, sur le développsment

ooe / ®0o0
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(113), que, pour{» = 0, la fonction hypergéométrique se réduit & la constante
umité. Pour b = 0, 1'expression (127) de la montée d'ordre ?3\ dewvient donc 3

( B2 .

) Té‘ 2 A as=, o

gnw’}\ga,}e(r‘)— Y pery F (”1=’§9 5> 1 + o °)
r)

(128) | N
ﬂ?va P(a; ‘) r?&-:a

4

=

r(g)
Ia partie non régulidre & L'origine se réduit & un terme monome 1% -8,
En explicitant le développement de la fonction hypergdométrique, on met (128) sous
1la forme suivante 2

W?L/E i (%&) x?sm a

gnm%ap(x} = —
" (

)

hviiked

(129) -
2/2 (»1_%) (2%) @%) on

$ ot 2
=g

I (9/2) e n+ a;?‘ ' nt

=3

Pour ?\ = 2 ?{9 entier pair, cette expression se réduit & un polynome,

dont 1'expression peut sobtenir aussi par des intégrations élémentaires. Pour

2 =2, on trouvs, par exemple s

g, p () = LT (2 a)

=2

Lorsque A =g est un entier pair, on doit voir apparaitre des ter-
mes logarithmiques. Compte tenu de ce que g, %(x) s'ammule en ¥ =7, on

peut écrive 8

e / L3N]
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£

/ . N ﬁ%’/g e ;1 2 (1=2/2) (2= 2/2) 0. (n=A[2)
. g, 5(x) = F—r e = .
' T(w2) no="1 (n + %A) n!
(130) « — -1
A . Z (L =2/2) oo. (n =R/2) =B
r.;', 2; o a=A a = n!
( 2) ~ n=1 n 4 5~ J

Pour étudier le vas Aoz = 0, on pose ?\ =8 =€,, et on étudie & part

les texrmes en

o
P °

a =%

2 (‘1=:§'ﬁa)=§(ﬁ‘=xg)-%’m2h§x

A=a
N Dlolt, pour A = a = 0, L'expression.suivante, qui comporbte un terme
en log x ¢
. w .

: A2 ' V(2-Af2 , P

(131) g, (2) = I = 2 logx~— (A=2/2)(2-4/2),.(n - 7/2) (xznm"i)
] =8, 890 ?\ )
( g7 n=4% n nl

Plus généralement, pour Nea=2k, entier pair, on posera =
Aca =2k +& | et on traiters & part les texmes dordve k des deux séries in-

finies g

(1-4/2),.(k _%2) e _ A= a] _2@-2). (k-h/2) 2 (E_ 1)

k9(k+a§?\) &
- 2k
, A Ay X
':"“”"%P‘ 2 <€L = :;é’ ) oo (k = 3 ) mkg 10g°x

# 00 /QOO
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Dioli le résultat cherché :

:
- . o

‘ Nz ﬂm")oa(n*==
(132) &, , 5 o o(x)=Temm 2(1= ) (e .,,%, § logx +[_ £ (2 2)
¢ W(a‘) | ki . ’l_ (Il=’k) Il?

On pourra aussi utiliser les formules (126), qui domnent @

nm%gago X) =% ‘
r <§§;>
(133) s
a a a
+ WWZ 2 ({me a/z q +» 5(&'5' §)oo(n°1+ 5) X&l
M3) (A-a) a 71 (s B (24 BR). (e Z)

Si a est un entier pair négatif, 1l'expression entre crochet, dans le
second membre, se réduit & un polynome, Enfin, pour les valeurs de x voisines de

1'unité, on pourra utiliser directement la fermule (123), qui domne, avec b = 0 3

WX
fA 2 24— 2)000 -‘1 &
(134) &, Yoa o(z) = % _E:./m, (‘1=X2) 2 as 2( +2 (n "5‘2) (1_X2>n
HEY a =4 (@+2)2+ Dea(ar)

Comme les montées d'ordre entier pair se raméunent & des intégrations élé~
mentaires, on utilisera surtout, dahs les applications pratiques, la formule de la
montée dlordre A= 1, que nous allons examiner plus en détail. Dans le cas général,
ot a n'est pas un entier, la formule (129) donne s

&%y, o
(135) gllmivago(x) = W”.Lﬁm A=z 2 QZ_, c, ¥
W(%)

“oo / owo
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Les coéfficients Cn

10305000 (a?.n = l)
2% ng

(136) ¢, =

3
sont ceux du développement de (1 = x)” 2., Si a est un entier pair, ce développem
ment reste utilisable. Il sera parfois préférable d'utiliser (133), en particulier
si a ==2k est un entier pair ndgatif s 8,4 est alors le produit d'un poly=

nome par %/ 1 =x2 o Pour a entier impair, et négatif, on peut utiliser 1la for=

mule (132), Il sera souvent plus commode de faire ume intégration directe. Par

exemple, pour a = -4, on a 3

4 - x2 3
(1;37) gn==19.=€l_gocx) = QJ (22 + uZ) du = W + X2 log 1+ Moj_ - %2
0 X

Pour a = =(2k.44), une intégration par parties domne ls formule de récurrence

(138) 20k +4) Iy =2 Va-2 & (&+a) L, ,

On a écrit Ianﬁ:i pour g A2l dl, 0(X>,°

On aura parfois besoin aussi d'effectuer la monitée d'ordre 4 sur des termes de la
© forme x 2 log x. Leur expression s'obtient en dérivant (135) par rapport au para-
métre a. Si holis erivons (135) scus la forme &

e 2 ] e E a2 Gy
gnenioa T4 -a n a =1 4 =z a =4
2




le résuliat La de la momtée sur % > logx a pour expression s

L(x) =-teg g (=)
a Ja, o8

=

Ve nGF) vl 2] S
C xigalogx G IR namrﬂ,z
(172) (%) | (1-2)2 o ot 55
us
-4 L
(’1@%\,) nol (n*ami)Z

Pour a en'tier pair négatif, ce développement reste valable s le terme logarithmi-

que dlspara:i.t,, puisque W( ) est infini, et il reste une série entiere paire, et

un terme impair unique en xﬂ'za’o Pour a entzer impair négat:.f , on trouve9 par
passage & la limite, des termes en (logx) o En particulier, pour a = 4., la montde

de r logr donne 3

R,
2 2 2 Ca
L:ﬂ(x) = =% x(logx)c + x" logx |-1 +L
n =741
n =2
(140) ¢
o vg
G C
+ 5 'l-s-z; 2 =% ’i+_/: = 2
(n==’l)2 n=2 (n -1)2
Par des caleuls directs, on trouve 3
oo
? cn
= 4 & e{:;z =log 2 = f&‘
n=2
v Gn 1 2 TB"Z :
a4 4 5 =%+ log 2 = log 2 + == = 1,5551595 "~
o (n-1) 12

cos / so0
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Eour sommer ces séries, on park de 1'égalité
o .

C D
£(x) =£ﬂ e SV -R KN
g nF= M +x)

on pose ¥ = A +&, et on cherche le développement de £(x)= 2 quand € tend
' 28
yers 0, On écrit ¢

logf(x):%logw-i—lbg Eo1 +log 1@ +&) = 10g 7 (L +€)
€(€-1)

N (€3]
“ naE)

? 4 2
log £(xz) = log A=-2% + & [ e . ) ] + § [H(’l)w H(‘%‘)]
-2

En prenant H(x) =

28 (1-8) SICAREE g eY)

D'autre part, eén dérivant la relation classique 3

P (o) =7 () ¥ (z 0 2) A 227
M=

on trouve ¢

5 PO(QX) - Wﬂ(x)+ FO(X""%;)‘.@es-zlogQ
I (2x) ° (x) I (x+3)

4 H(2x) = H(x) + E(x + %)

et, pour X =% 3
RNCO MY
Fréed @

=2log2=0C~210og 2

=]
F o
fof-o
.
i

y o TP
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D'olt 1la méthode de sommatiom., Du développeument 3

2 2
i L o4 o O _ 4 T N N

on tire la somme des deux séries, en égalant la premidre au terme constant, et la

deuxitme au terme eﬁ,'g changé de signe ]

Ie clavier géométrique,

Le clavier hypergéométrique dépend de trois paramétres essentiels et de
deux paramdtres de position (un paramdtre d'échelle, et un facteur constant), soit
au total 5 paramétres, C'est, en principe, une circonstance favorable, pﬁiSque
1'ajustement de 5 paramétres permet dg représenter & peu prés n'importe quelle cour=
be expérimentale, En pratique, vette abondance risque d'&tre une géne, =i les don-
nées expérimentales ne SOﬁt pas assez détaillées pour permetire un ajustement si,gzl‘xim
ficatif de paramdtres aussi nombreux. On est conduit & chercher un clavier plus sim=
ple, dépendant par exemple d'un seul paraxﬁétre essentiel et de deux paramétres de
position. Le clavier géométrique, introduit au paragraphe 6 du premier chapitre, se-

ra souvent utile, Il est défini par @

{141) gB(r)m v Qmﬁr + ﬁr’;\

L'élément &5 est supposé lindaire & 1'origine (hypothdse convenable pour le pro-
blime géométrique). Dans d'autres cas, c'est an ga(r) que l'on affectera l'expres—

sion (141)e Dans le cas limite A = 1, il reste s

€3(1’)= Vii+rlogr=rx

Ia montée d'ordres 4 donne gz(r)o Elle s'effectue terme & terme, en utilisant les
relations (135) et suivantes., D&signons par I o (%) 1e résultat de la montée d'or-

- 2o /ooo



= 6l =

dre 4. effectude sur J_:"* 8
A+ ol n
LY C x
(l42) Ieé(x) = V%: i ( 2 ) x'l +°{ + 2 QL —_—e
4+ ~ _ st
r“D ( 2’0‘% ) n="7%2 n “"*—"*’”2

— (-2 4120 (11-32)
Ve P T2 a2y ,lgiz 2 3/ 2n

Fe-%) LX (2- 2).. (-3

Pour % entier impair, le résultat peut &tre calculé directement par les formules
de récurvence (137) et (138), Pour le terme r log r, on utilisera (140).
On a ainsi s

(143) ga(r) = T Io(r) = &% L (x) + ﬁ I?‘(r)

o

La montée d'ordre 2 donne un nouveau polynome 3

' - 2
(144) g(n) =7V %r“L a.2(Ar2) 42, ,22,5 6 A

. = h
A+ 2 A A-1 A1)
ek, dans le cas limite A= 4 -

(145) g () =TV E],=9h2w6h3 logh+8h3]

Pour les ajustements pratiques, on utilisera souvent les: valeurs & l'origine 3

g5(0) =V )
(146) %0 = zx 7
g(0) = 5 Res ¥
T -
gO(G) =3 3‘%_’3‘" V=7

°so / oo
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Ia valeur & l'origine du covariogramme obbtenu par une montée d'ordre S est donnée

par la formule générale 3

JMAZ 29

(147) &5_ ,(0) = I
Mw2) @ (p+2)(A+gp)

Le clavier sphérigues

Nous appelerons clavier sphérique le sous-~clavier, extrait du claviexr ;
hypergéométrique de deuxiéme espece, obtenu en faisant a =4 dans 1'équation (127), ¢

cl'est=a~(ire engendré par les processus habituels de montée effectués sur 1l'expres-
<{L =T 2 b/a P o 2 ’, o Ly 2 3 0 \
sion .,__,__._a;r o Ce clavier est 1ié de fagon étroite & la géométrie des hypersphe-
res dans des espaces & un nombre quelconqgue de dimensions. Examinons, en premier
lieu, le cas de la sphdre & 3 dimensions. La variable géométrique (égale & +4 &

1tintérieur de la sphdre de diamdtre 4, et & 0 3 l'extéricur) admet le covariograme

me g

4.2y _ 4 Yy
(148) g(n) % - ’fh (1-50) =5 e, ,00) .

Ie g (h) est défini en (127), avec A =2, a =4, b = 2, Il repré-
‘=’2gﬂ-92

gente la fonction, lindaire & l'origine, obbtenue par une montée d'ordre 2 effec-

tude sur i{r o De méme, dans un espace & 2 dimensions; le covariogramme g(h) de

Y

la variable égale & + 4 dans le cercle de diametre unité, et & 0 & 1l'extérieur,
représente l'aire de l'intersection du cercle et de son translaté par h, et a pour

expression §

(149) g(t) = #| Arc cos h-n VITKZ [=T -0 ¥ £ 3, b°)

ooo/ L XX



‘a/i;zr?o 5
L=,

I1 est obtenu par une montée d'ordre 2 effectude sur

un espace & une seule dimension, la sphére de diamétre unité -~ ou segment de

longueur 4 = définit une variable géométrique ponctuelle de covariogramme.

(150) g(n) = 4 -n= f% 8on o)

Ces résultats se généralisent & un nombre quelconque (non néeessai~-
rement entier) de dimensions. Dans 1llespace & B dimensions, 1°hytpersphere de dia=

métre a a pour vol‘ume H

ey B
(151) vV =m£m;"iﬂ;§;., S
Ta+3)

Le variogramme %L(h) de la variable géométrique (égale b + 4 & 1llinté-

rieur de l'hypersphére de diambtre unité, et & 0 & llextérieur) représente le vo-
lume de liintersection de 1”hypersph§re et de sa translatée par h. Ia dérivée chan-
gée de signe, = g’(h)g est le contour apparent de cette intersection, c¢'est—d-dire
le volume de 1'hypersphére & g — 2 dimensions de diamdtrs \/1-he. Dlaprds (151),

on a done 2

g o4 =1

(152) - g (n) = 2o 2 @-1n) 2
4 40
EEED

En intégrant; et compte temu du fait que g(b) s'ennule pour h =4,
on obtient s
ﬂ.«n&;&; Jﬁ»_ J;a'l

(153) %L(h) = ’lm) / (4 = n2) B

Catte relation représente - i un facteur prés = la montée d'ordre 2 efw-

Z@L:Wﬁ-
fectude sur &agglgmlwgw o Le %}1<h> est du type (127), avec A =2, a =1,

ooo/ 0



- 64 =

b =g =4, On trouve, exactement

=3
2

(154) g (n) = 27y
) Tﬂ (ﬂ. Zdﬁn)

€p-2 oL pp’ﬁgh)

Les trois relations (148), (149) et (150) correspondent aux cas parti-
culiers jL= 3y 2 et 1. Compte tenu de (127)9 on explicite cette relation sous la

forme ¢

. - u-1
=3 _a/2 T _
(h) = 2 “E" - 2 2 hF(ﬁ. a JL 39 h2)

MCPE-S I S8

29 2 9‘5

(155) ) 2
- 1 A-g 3 42
_vﬁ-:vﬁgi hF(ag = 2,,11)

Les deux constantes Vp et V représentent les volumes des hypersphé-—

Sl

res de diamétre unité dans les espaces & g et jr =4 dimensions, Yﬁkm’.’L peut 8tre

Q

aussi considéré comme le contour apparent de l'hypersphére & ji dimensions. On re-
trouve le résultat &tabli en (65). La relation générale entre le covariogramme g(h)
de la variable géométrique ponctuelle et l'histogramme (densité de fréquence) sta-

tistique de puissance f(h) s
£(h) = g" ()

donne ici ~ compte tenu de (152) :
=3
(156) £(n) = & B -14%) ©
A étant une constante de normalisation. Une telle 1oi de probabilité est analogue
% la loi définie par la fonction eulérienne Beta ihcompléte. Mais elle ne dépend
que d'un paramétre s (le nombre des dimensions de L’hypersphére !) et présente

une pente finie & 1l'origine.



