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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 45

CALCUL DES VARIANCES D'ESTIMATTON TRANSITIVES

Pour repdre opératoires les méthodes générales de la NOTE 42, il faut dispo-
ser d'un procédé de calcul commode des variances d'estimation transitives. Nous nous
limiterons aux probldmes & une et 3 deux dimensions pour un covariogramme g(r) iso-
trope. A une dimension, la variance d'estimation affectée & unme maille a est donnée
par la relation .

S0

W <a>~ag<o>+ea>: g<na>=-z%/g<r)ar

n=1

A deux dimensions, la variance attachée & la maille rectangulaire ay a, est
donnée par .
D0

(2)( Salagay) = & o [g(c» +25 eln o) + 2T oloa;)

-
+4Z ,Zg( Vo2 32 + p ag\l 2n _‘.é(r)rdr

n=1 p=1 0

| Liintégrale qui figure aux deuxi®mes membres de (1) et (2) est dgale au ter-
me QZ, carré de la quantité de métal & estimer. Si la maille est grande vis-i-vis de la
portée du phénomdne étudié, seul le terme g(0) subsiste dans la série du deuxi®me mem-

bre. Les équations (1) et (2) prennent alors la forme ¥ aléatoire® 2

) |
5y(a) = & £(0) - 0

(3) ¢
2 2
g 62<a1 32) = al 32 g(O) i Qg

dont 1'interprétation est immédiate . la maille étant plus grande que la portée, il

¥ a au plus un seul échantillon positif, et tout se passe comme si cet échantillon

/
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unique était prélevé au hasard dans un rectangle a, X a, contenant le gisement.

Lorsque la maille est petite vis-3-vis de la portée, au contraire, nous ver=
rons que les variances d'estimation admettent des développements limités en puissances
non entidres de a, et ayo Dans le cas intermédiaire, ol la maille est du méme ordre de
grandeur que la portée, on devra souvent se contenter d'une simple interpolation gra-
phique. Nous alloris examiner successivement les cas & une et deux dimensions, corres—

pondant aux formules (1) et (2),

¥

Io= VARIANCES D'ESTIMATION A UNE DIMENSION

L'étude directe de 1'équation (1) par la formule d“Euleg Mac Leurin va nous
permettre de mettre en évidence un terme d"exten51on9 108 au comportement du g(r) au
voisinage de 1l'origine, et un terme fluctuantg ou thter4bewegung9 1ié au comportement
du g(r) autour du point de raccorﬂement r="0, b désignant la portée. Nous nous li-
miterons ensuite aux g(r) sans Zitter-bewegung, et nous établirons § leur sujet un
principe d‘’équivalence, et une rdgle de correspondance permettant de caleuler la variane
ce terme & terme. L'expression explicite de cette rdgle sera enfin déduite & 1'aide du

clavier de Bessel.

1o /= Terme fluctuant‘et terme d'extension.

La formule (1) se présente cag?e le reste d*Buler Mac Laurin dans le caleul

numérique approché de l'intégrale Zh/r g(r)dr. I1 faut prendre garde que des irrégula-
o 0 .

rités analytiques peuvent apparaitre dans le comportement de g(r) au voisinage de r = 0,

et aussi, dans le cas oli le phénomdne a une portée finie b, au voisinage de r = b,

Désignons, comme dans la formule (61) de la NOTE 42, par k le plus grand
entier tel que ka soit inférieur & b

ka< b 4 (k+ 1)a.

La variance d'estimation spparalt comme la somme de 5 termes R ¢ R

5 et R

3
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a i

R, =a [g(O), + g(a)] = 2‘/0‘ g(x)dx a

By=2a[Le(e) + gea) + oo+ 6 [(e0)a] + 4 sla) | 2 | alodex
~b
—a -2 (x)ax
B, g(ka) \'/k'a g(z)d

Le terme R peut se calculer par la formule d'Buler Mac-Laurin, puisque le vario—

gramme est reguller enr=a et r=Xka Il vient .

(4)

or

B B
R2-2a __[g (ka) »g(a>] 2 2722 [""(ka)mgm(a)]-g-,“

28 41
En regroupant avec Rl les termes en a et avee R3 les termes en ka, on met la varian-
ce sous la forme T. + TZ” avec

0
Ty = [g(O) + g(a)] / g(x)dx = 2 a2 2 g 1(a) + 2a% % g™ (a) = coo
' B
(5) TZ = a g(ka) - %/ glx)dx + 2 a m- g'(ka) - 2 a4 Eg g% (ka) + ...
. ka :

28 43

'I.‘C s'appelle le terme d'extension. I1 ne dépend que du comportement analytique au

voisihage de l'origine. Le terme ng au contraire, est 1ié & la manidre dont 1t g(r) se
raccorde & l'axe des abscisses en r = b. Il porte le nom de Zitter bewegung, ou terme

fluctuant. Nous verrons dans un instant la raison de cette terminologie.

Examinons; en premier lieu, le terme d‘extension. Supposons qu’ au volsinage de x = O,
le g(x) admette un développement limité de la forme o

(6) ex) =) ¢ 3 .

ol les exposants A ne sont pas nécessairément entiers. Ls formule (6) doit, en réalité,
8tre complétée par un reste d'ordre supérieur au dernier terme retenu. Le développement

(6) permet de calculer TO terme & terme. Désignons par T (x ) la contribution & TO du.

Ao
TO-_-X

terme monome x .

cee / coa
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On déduit immédiatement de (5) 2

B B
(7) T ( ) = o™ [ - 5‘1%1“ - 20 é—% + 2 x(x-l)(mmz) ZT - 20(A=1) (A=2) (A3 ) (At E% * oo

. . . . A )
Dol 1°importante conclusion 5 la contribution du monome X est un terme monome

en a1+7\, et le calcul de ‘Ifo peut se faire terme Ex terme en appliquant la régle de cors’

respondance (7). Lvequat:l.on (7) se préte mal aux applications pratiques, et nous en donwf

nerons ulterleurement une expression plus synthétique. . Remarq_uons déjd, compte tenu des

Valeurs numer:v.ques ‘des nombres de Bernmouilli o

. que To(x?”) s'anmule lorsque A est un entier pair 2k

(8) T (x ) =

Par derlvatlon de (7) en 2, on peut obtenir la contribution T (x?\'log x) des termes.
logarithmiques x log Xo Passant 3 la limite A = 2k, on peut voir que les termes
xaklog x apportent une contribution non nulle ¢ nous établirons plus loin leur ex-

pression exacte par un procédé plus direct.

Passons maintensnt au Zitter-Bewecung '.I.‘Zo Au voisinasge de x = b, et pour x L b,
1le g(x) peut se mettre sous la forme d'un développement limité s

9) e(x) = I ¢ -

avec, ici encore, un reste d'ordre supérieur au dernier terme retenu. 8i les exposants
A sont entiers, le caleul terme & terme de TZ est possn.bleo S8i. A n’est pas entier, ’
les derlvaes successives au point ka deviennent des J.nflnlmen'h grands en (b - ka)?\'- o
On est alors conduit & arréter la somme de Mac-Laurin, dans l'expression (4) de 329 au
terme g {(kai Jg et & remplacer (5) par %

(10) T ag. [k—-i) _J + Zag (ka) - 2 ’ g(x)dx_ + 2a2 13% gt [(l%ml)&i] i

2
k=1 "
(k1) s B

hass 2&1‘ b g'}?i [(k~1)31+ e

4!
noo / so0
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.

N

On obtient ainsi la contribution de (_bax)x :

() 1 [ = 2 [(ﬂ_wa)?‘ s2t - 2 (1) n 2 KL (e
- A+l 21 : :

’ B
+ ) (A=2) 2 (1) L.,

N .

On a posé -
ac = b =-ka

ag, compris entre 0 et a; est le reste de la division de b par a. On voit que TZ va
fluctuer entre deux valeurs extrémes correspondant 33 e=0 et & = 1. Liamplitude
de ces fluctuations est en a1+7”° Elle est donc lide 3 1l'ordre du contact du g(x} avec
1'axe des %, en x = bo

A titre d'illustration, considérons le covariogramme particulier .

g(x) =b-x (X <b)
g(x) =0 (x>0b)

Les formules (10) et (11) domnent ( pour a< b)

. &,
0 6
1, =a(e-6®-3)

6"

Lorsque € variede 0 & 41, le terme fluctuant passe de valeurs négatives & des
valeurs positives, puis s'annule & nouveau et redevient négatif. Sa Va.l_..eur moyenne

est m;lle 1 i

j Tz(s)da =0

La variance d'estimation résultante est 5

2 2
o (a) =T, +7T; =a" e(l - &)

cse / s o0
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Dans les applications pratiques, & n'est jamais conmu. On est conduit & remplacer

le terme fluctuant par sa valeur moyemnne, qui est ici 0, et il reste ¢
2
De méme, pour le g(x) paraboligque &
g(x) = (b=x)?

on trouve .

Le terme fluctuant est du troisidme ordre. Sa valeur moyenne en & est nulle.

Dans la sulte, nous négligerons purement et simplement le Zitter-bewesgung. La
courbe réelle donnant la variance en fonection de 0y qui présente des fluctuations T, de
: &

part et d'autre ds TO est implicitement remplacée par la courbe moyenne T0@

2./~ Principe d'équivalence et rdgle de correspondance.

Le Zitter bewegung étant uégligé, la variance d'estimation, pour ume maille a
petite, se réduit 3 Tﬂo 81 le covariogramme admet un développement 1limité

c

- X

glz) = 7

bn-en déduit, pour a petit, le développement limité de 62(a) :

2
(12) 5@ =]_0 Ty (=)

Cette relation exprime une rigle de correspondaunce terme & terms. Los termes entiers

pairs A =2 k apportent, d'aprés (8), une contribution nmulle. Fa particulier, =i g(x)

&

D
est une fonction analytique paire gi(x‘) :



S0
2 T 23
(15) glfx ) = GQ "ﬂ"Z CZIIL £ "

La r3gle préeéden’ce conduirait & une variance mulle : en réalité, pour s non nul,

1la varlance n es’l: certainement pas nulle. Le rebultat récédent signifie seulement
Y

que © (a) s'annule en a = 0 ainsi que ses dérivées de tous les ordres, de sorts que

tous les développements limités 3 un nombre fini quelcongus de termes s'évancuissent.

Pour illustrer ce point par un exemple, prenonz o

B

(mlin (42"

2
2 ool X §::
g].,(x ) = © = nl

La variance d'estimation est donmée par . .

P

2, mm'aggv %
o (a) =a 1+2L -\

n=d, u

La formule d'échange des fonctions theta (voir deuxidme partie) permet de mettre la
variance sous la forme .
2 P

2, . - =2
o (a) =2/~ Z: " M ua?
i3 n=1

Elle n'est pas nulle pour a # 0. Mais elle s'amule effectivement, ainsi que ses dé-
rivées de tous les ordres, en a = 0. Elle ne peut donme prendre, pour a petit, que

des valeurs numériques extraordinairement faibles.

Du point de vue pratique, on est amené & décomposer tout g(x) en une par—
tie régulidre gl( X ) regroupant tous les termes d'ordre entier pair, et uné partie
irrégulidre du type

'.A.“}-LC’*{

ou aucunt expozant A n'est un entier pair.

Deux covariogrammes serount dit nts 2'ils ont méme

l'[)

s_analytiquement Sguival
partie irrdgulidre g,(x‘)o clest-g~dire s'ils me diffirant que p

e

zr leurs composantes
régulidres (analytiques paires). D'aprds les résultats préeddents, deux covariogram~

oao/ 200
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mes équivalents comduisent, pour la variance d'estimation, au méme développement li-
mité (12), c'est-d-dire, pratiquement, aux mémes variances d'estimation pour les

magilles a petites.

On peut remarquer qu'a une équivalence analytique prés 1'opération de mon-
tée peut s'effectuer terme 3 terme. En effet, la formule (128) de 1la NOTE 42 montre
que la montée d'ordre A effectuée sur ™ & pour résultat ©

IV Ay

Dt

(W) £ TEPw M= n 252 M g 6F)

N,

ol gl(rz} est une fonction régulidre paire.

D'ailleurs, toujours & une équivalence prds, on peut remplacer I' (= %)xg

par lﬂezpression‘fv(m % ) {rg = rgﬁi]oﬁ. 2k est un entier pair. Si o tend vers

2k, on pose -

o =2k+2e
et on derit o
F(m oy - . (ml)k + 1% U (mijk*'i
2 M1+ %stan®  Tledle)sin en ekl

De sorte que 1l'cn a

, PN -k
(15) T(-%) [r"‘ - rgk] o S e e
k!
Cette notion d'égquivalence nous permettra de calculer 1l'apport & la varian—
e
ce d'estimation des termes 1ogarithmiques.r*L log r en premnant la limite, lorsque o
tend vers 2 k, de la contribution du terme [° (- % ) %8
k+1., o
16 T 1r2k log T = g:llnu_@,@g; Lim (- x } T (fm}
0 g 2 ¥
- 2 & =21

3, /= Forme explicite de la réegle de correspondance.

7 A . P R . .
Le calcul de TO(X‘} peut &tre fait sur un covariosramme pariiculier, admeb-

»

A TR FU R e Taeen ot
tant un terme en ¥ comme terme irrdgulier d'ordre le plus bas. I1 est commode d'uti-

; . eme 5 :
liser le clavier de Besgel de 2 espéce. Le covariogramme .

oo / 200
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glz) = % K (=)

]

admet 1s composante irrégulidre ¢

op - A =2k
- 2 Xz(m+k)

2 8in At k=0

g,,(x:\ =
© [+ k+2)

et on a v dans la NOTE 42 que la variasnce d'estimstion était .

52(3.) mZ: (-:1} PA+x+d) 5 af1+2(7\+k)

- o 142(sk)
k=0 2?»«2'4, ﬂZ?\ﬁ"ak Vﬂ? Kl

avec la notation

(3]
S = Z:: %
n=1 n

On en déduit immédiatement la végle de correspondance explicite .
2T ( 'ﬁ : LA,

S
QTEA‘ Vﬁir-cnf(= % )

() T (x) = 1
Pour simplifier cette expression, on intrcduit les nombres de Bernouilli

généralisés;
o) 3, -Llze) g
r 2% «

et on utilise les propriétés classiques de la fonction eulériemme .

(19) ér“(x) I (Aex) = e

é Sin m x
éng@l P T+ = Ve Flex)

La régle (17) peut se mettre sous 1'une ou l'autre des deux formes suivantes .

{ 5 7\.7(; R T
% 2 sin wgﬂm Y
7
T (%) = = cmmmeee By &
0 4 4 _.3,
(20)
. B
F(" %) T()(X?\,) - 250 %& a’.l.-i-?n
(1) T (1+ 2 5 )

S e 0 /.oo
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.

Sous 1sg premidre forme, on obtient en prenant A =2 %k et 2k =1 ¢

T (x )l =0
(21) »
i o = k )
7 (szi) _ (=1) B, e
i .

La premidre de ces relations confirme que les termes pairs n'apportent sucune contri-
bution. Sous la deuxi®me forme, et compte tenu de (16), on trouve pour les termes lo=

garithmiques en x K log X »

(22) T, t0gx) = (W Fem p
) 4+2k T
A titre_d'exemple, considérons le clavier de Laguerre de deuxilme espdae’
)
/ ==ur2 g =1 _ %
g, M(x(r) = B e (%@‘ﬁ) u - du

4

dont la partie non régulidre est o

g2(r) = B P(mu-u Y r A [ﬁ; -=m,, ’.’l.r-&-w:mm9 al’zJ

L

L'application de la rdgle (20) domne ¢
\b A%

A r N
(23) © (a) - j‘;ﬂ F(1+x=3) B ot s
r{a-% §)e= y (theoic) (241ee 5% 22) > a

Si 1'%on prend, comme dans la NOTE 42 0

&

o 2
L"’( E )
Le coefficient de la somme prend une expression simple o
-,
B =1
m-u-w-égw = g 8in % 5
Iy (1= i’)

On n'oubliera pas que le développement (23) n'est utilisable que pour & petit. Lors-

que a devient grand, 1a forn"alw (33 conduit & 1'expression asymptotique suivante o

FEE F des



A= A+N=o0
2 s (s..é.__,} I" (?,m__.._.,,_m

24) oca=BL(% Y = _ 2 \
(24) 0 ‘z) r(yp T

Pour une maille intermédiaire, 1l y a lieu d'interpoler graphiquement entre
les équations (23) et (24).

II.- VARIANCES D'ESTIMATION A DEUX DIMENSTONS

Le calcul des séries doubles du type (2) est un peu plus délicat. Nous nous
contenterons de dégager des formules d'approximation suffisantes pour les besoins de
la pratique. Dans tout ce qui suit, nous négligerons un éventuel Zitter bewegung,. ce
qui revient & admettre que le covariogramme s'annule ainsi que toutes ses dérivées
en x=h, b é&tant la portée, finie ou infinie. En premier lieu, nous rappellerons
les propriétés classiques des fonctions théta, et nous en déduirons des méthodes de
calcul approchées dans le caé ol le covariogramme peut ®tre mis sous la forme d'une
représentation de Gauss, au sens de la NOTE 42. Les rdgles pratiques s'en déduisent
enfin par une méthode approchée mixte, uﬁilisant & la fois les propriétés des repré-

sentations de Gauss et les résultats de la premidre partie.

1/~ Les fonctions Théta.

La fénction théta, qui intervient dans la théorie des fonetions elliptiques,

est définie comme la somme o

La formule sommatoire classique de Poisson o
' x

(26) L o) =7 Lol 52)

- >

oﬁ ¢ est la transformée de Fourier de f conduil, avec

2
flu) =
2

¢ @) =\F§ o &

a
Ge0 / 8%
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& la formule d‘échange des fonctions @ , 80it ¢
RENONE:s
RENONES

Outre son intérét théorique, la formule d'échange s l'avantage de permettre
un calcul numérique trés rapide des fonctions théta. En effet, si =x est plus grand

(H) (x) avec une préeision trds grande, en se limitant aux

que =, on peut caleuler (H
premiers termes de l'expression. Par exemple, l'expression 1 + 26™* conduit & une '
erreur de l"ordre de 2 e’4X< 2 6!455 # 6 10“’6 Si, an contra:.r% x est inférieur

g

mitant au méme nombre de termes. Par exemple, l'expression Vé: El 26" '322‘ domne une
X ~ +

valeur approchde 3 6.10~° au plus en erreur relative,

Nous utiliserons deux approximations. En premidre approxn.matlong nous evaluem

rons la fonction théta (avec une erreur relative inférieure & 2 e O 087) par les

formules »

(28) (x) =4_ pour = > X,
@ (X)=\g pour X & T

En deuxidme approximation, et avec une erreur relative inférieure & 107°°
nous utiliserons les formules -

pour X< 7

(2 % (x) = 142¢e™= 3;12 pour X ¥ ;U
9) ) X}

2./- Variance d’estimation en représentation de Gauss.

Supposons qu'un covariogramme g(r) admette 1a représentation de Gauss o

te) =/ e ()i

Toute variance d'estimation peut s'exprimer 3 l"alde d'intégrales portant sur la fonc-

tion théta. Dans la suite, nous désignerons par ¢ ia) la variance d'estimation & une
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2
. dimension calculée pour la maille a, et par 0'2(3.1,,32) la variance d'estimation 3 deux

dimensions calculée pour la maille rectangulaire s, ae Compte tenu de (30) , les

A4
formules (1) et (2) nous domment immédiatement o
2 2 >
= 2 = du
o) =af @ ed) s -V ﬁ<u) du
(30) § * 0 o a

SO

2 2 2 du
o, (aya,) = 88, A @ (uzy) @D (uay) £(wan - ﬁﬁ(u),?

Le principe de la methode dlapproximation va con31ster & séparer le champ
dtin tegratlon en deux intervalles (deu=0 & u= 3% et de u = 3% % 1'infini),
a a
et & remplacer dans chacun de ces intervalles la fonction par 1l'une ou l'autre des

deux expressions approchées (29).

Examinons en premier lieu le cas le plus simple de la variance & une seule

dimension. On écrit o
20
(a)-\/’/ @ (= )fu)j—é-&—a .(ua)i(u)du»Viﬁu)au

[~)

A 1“approx:|ma’clon (29) cecl se réduit & o

2 - -ua? / |
a < 5
o ua? £(u) 224. a/t; +2¢€ Jf(u)du [ e

2
(31) oy(a) =2\

S\"mﬁ a

A 1'approximation plus grossidre (28), il reste la formule trés simple o

Q0 29
2
a) = 1)du = (u EE
(32) oy(a) alf(u)d v}‘sé fi)ﬁ
2

a2
Sur les exemples rnumériques, on peut voir que la formule (32) donne un ré-
sultat acceptable pour les covariogrammes peu réguliers 2 l'origine (terme en rx -

. avec A de l'ordre de 1), Pour un covariogramme plus régulier (A =3 ou 4 ou davantage),

2cQ /@ou
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la formule (32) sous estime la variance de manidre inadmissible, et le recours & (31)
stimposerait = si 1'on ne disposalt pas par ailleurs des résultats de la premiére par=
tie. En effet, la formule (32), appliquée ¥ la représentation de Gauss du clavier de’

L

Bessel ou de Laguerre, conduit & la rdgle de correspondance .

P(=§> T _(X?\) = m‘immef aﬁﬁL
AMa#l) w2

que 1l'on comparera 3 (17) ou & (20). A 1ltaide de (17), par exemple, il vient &

a+A
iy (x ) 5
X
T" X ) 2 \n

Ce rapport est une fonetion tres rapidement croissante de A

S’:’Lras-?\

Nous concluons donec qu'il n'est pas possible de se contenter de 1l'gpproxi-
mation (28). C'est donc 1'approximation (29) qui va nous servir & caleuler la varian~

ce 3 deux dimensions Gz(aigaz)o

Pour calculer cette variance & deux dimensions, nous supposerons al az,J et

nous: mettrons la deuxidme formule (30) sous la forme o

2 £ 2 2 .
plagsy) =5 L @ ) Ot +
0 uai ‘11&12 ! L

Nﬁ:ﬂ

.( 27‘(m)f(u)du

(. “az ¥u
do " %o

+ ay35 (uai) (uag) flu)du = ﬁ/ flu) = du

o
2
%2
200 / o0
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Avec 1'approximation (29), il va rester -

. i o

> i
o, (ala?.) = 21 [g ua? + e uaﬁj £u) %E
0

=

- a5 o Es
(33) * 2, Vi [’l +2 Taze ‘Uag}f(u) du

A v?s

1 20
Jo

- 2
+ g8, [‘1 + 20 1 + 28“’“32] flu)du - = f(u) %E

R
o

Pour interpréter cette formule, nous la mettrons sous la forme suivante ¢
2 2 2
(34) 0‘2(&1&2) = 62(3100) o+ ay 0'1(3.2) + R(alaz)

.2 ’
Le premier terme 0’2(3.190) s'obtient en faisant a,= O dans (33). Clest 1e

terme de tranche, égal & la variénce & une dimension obtenue en appliqﬁgnt (31) au co=
variogramme déduit de g(r) par montée d'ordre l. Le deuxidme terme est le "cerme de li=
gne (extension des sondages dans les lignes parall%_les & 82)0 I1 se calcule en appli-
quant (31) & g(r) lui-méme. Enfin le reste R(alag) admet 1'expression suivante :

5
3.2 ﬂa 2
1 =5 du =z, du
= 11& ot o e
| Blaga,) = 2n e uay £(u) = 231\/; e f(U){E
M 0

(35)



A 1'gpproximation utilisée, qui est celle des équatioﬂs (29), ce reste est néglige%m
ble pour az ﬂo Ainsi, le principe de composition des termes de tranche et de 1li-

gne peut &tre appliqué avec la méme approximation ¢ mnous écrirons -

2 2 2
o, (ay58,) = 0,(2;,0) + a; o, (ay)
(36) ‘ '

pour azéi%
2

Pour calculer les termes de tranches et de section, nous n'utiliserons pas,
en faltg 1a formule approchée (31)9 mals la régle exacte de correspondance etablle
dans la premidre partie. En désignant par To( M) 1a contribution du terme 3 1a va-
riance & deux dimensions <a1 az)gon obtient la rdgle de correspondance suivante, qui

peut s'éerire sous deux formes équivalentes ¢

- 2+ p It

FE8 @)= 2n Y7 B, B g, A e B . &g,
2/ o\t w5 %1 1k 182
(24 p) T(3+ p) (s )1+ 5)
(37) 2
144
2 sinpEl(p) 24 2 sinp X U
| To(rﬂ):= i I H 8 k. 2 B%& a8y
(4+5:) chﬂ.-w?] T+ p
Pour p=2k =1 et p =2k, entier impair ou pair, on trouve o
k ZmZk 142k k
2y (1) (kaz)" (-0) 2k
To(x™ ) = Byt 8¢ ¥ T Boag
(38) Ck 4 —2-) Zk ﬂ.; :
k+l 242k k+j_
To(rzk log r) = &R 20 (k) "B a?&"k G X5 s %4-21:
(2 + 3)3 e HET
Et, naturellement,
2k
To(ir ) =0
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On n oubllera pas que ces formules ne sont utilisables que pour aq et 8y
petits, et aaém— o Si cette dernidre cond:.‘clon n'est pas remplie, ilfaut, en prln01=~
pe,tenir compte du reste (35). Pour le calcul de ce reste, il est permis d'appliquer
le prineipe de correspondance terme & terme, et il suffit pour cela d;évaluer la con-;
fribution, d"ordre 2+ pen a1 et 855 du terme rp & ce reste, contribution que nou.s
noterons R(:r: Y. Toujours dlaprdés le méme principe, il est permis de galculer R(r Y&
l'aide d'un covariogramme particulier. Nous choisirons le covariogramme de LAGUERRE

avee x =2 et p=A=u=2A =2, s0it »

o0 A
==ur2 1= %
(39) glr)={ e u du
1

La partie irrégulidre de ce g(r) se réduit au terme monome P (mg )rp‘s, de

sorte que les résultats que nous allons é’cablir nous donnerons directement la rdgle

de correspondance sous la forme f (~= 5 ) R( )o

L*équation (35) nous montre que R(al,,az) se présente comme la somme de qua=-

» que nous allons évaluer successivement en prenant:

tre termes Rl” Rzg R3 et R4
- B
flu) =u 2. Pour simplifier les écritures, nous introduirons les fonctions inté-

gro-exponentielles Hm(:ac)9 qui sont du reste un cas particulier des fonctions de
LAGUERRE, e '

Ha(x) = / g™ u“ml du

X

Calculons explicitement le premier terme R. de (35). Il vient o~

1
T 2
R1=2n % ¢ U-a% umzéz du
i
ﬂZ
En posant ¥ = ===, on trouve facilement
ual 5
2 . i
2
241 ag 244 2
82 =7 % 2 3'2 a 5}:2
R, = = 87 ¥ “Av = mmmmme= (Bt ( -m) (==
1 1+ 4 8> o 1‘*2’ a® %’i a2
7 1 7 “2 >

'Hmﬁm dea / ces
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En fait - a, et fn étant petits tous les deux et d'ordre de grandeur compa~

rables -~ le terme Hl + B [nz] est toujours négligeables Une simplification analogue
5 ‘

2
%2
2 lieu pour Ry, Nous obtenons finalement :
2e "t g
R 6
4 4 -!-2 2
s TH &2
3.2
Ry ==2a5 "H H 1rp (x%)
‘ 2
(40) 2
R, = ﬁiﬂ (:mag)
3 - . 1 At 552
n btz “2’“'&
)
o X+ 1
Ry =2a] aZHm&‘(z )
> 2

Récapitulons les résultats obtenus. De (37) et de (40) résulte que le terme

o (mg ) To(rp) peut se mettre sous la forme suivante, avec a > a,.

@ O e 2 b2

Pour abréger l'écriture nous poserons dans toute la suite o

(42) 2 _y £1
al )

La fonction CP ainsi introduite se présente comme une somme -
W) P =)+ Dy

Le terme é o Teprésente la contribution de (37), et subsiste seul pour tX % On
peut 1l'écrire sous la forme -
- 1+p
) (¢, ) =\ by, *A %

B (1+p,)f(l+g) ;_,;é-t_-_#m oeo [ ace
i
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%

Le deuxidme terme represen’ce la contribution de (40), et ne prend de Va. =

leurs apprec:Lables gue pour 1:)’ o On peut 1'écrire sous la forme .

'2f2+ B 2t1+
(45> éRh;) = Tirﬁm H1+ % (i%) - m;;u;—:— H1+ " ( ) + 2% H,u,[—-a?—» ZH%(M)

La fonction @ (t) peut &tre déterminde par tabulation directe de @ 0 et@

En ce qui concerne @ s on peut, en premiére approximation, se contenter de calculer
sa valeur pour t = 1. De la valeur @ (1) prise par (43) en t = 1, on ddduit en effet
1a dérivée @ (1) au méme point, en remarquant que (41) est une fonction symétrique
en ajay, ce qui implique

22 2 a
S TECRE R X6

goit

O (5) = *HE(E)

oo

et en dérivant
1+
FO=Gpt FH -t pd)

et, pour t =1

(46) @) = (1.4-% E

La fonction § () est ainsi graphiquement déterminée par la comnaissance
de @ (t)9 suffisante de t =0 & t = -- & quoi l'on ajoute @ (1) et 1a tangente
4 la courbe en t = 1,

On n'oubliera pas que la formule (41) ne reste vraie gue pour des mailles &
-a, petites. Si a, et a, sont grands, on devra utiliser la forrule de type aléatoire(3).

Pour des valeurs interméd.iaires s On pourra se conbenter d'wme interpolation graphique.

LR / o0 e
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3./= Yaleurs numérigques

Les premiers nombres de Bernouilli d'ordre entier et demi entier ont les

valeurs numériques suivantes §

1
Bl = -g = Oo 166657
B = 0.058I
5 56157 .
z
B, = = = 0,033333
(47) ) 3 = 0.025413
i 2 «
S{ T
1
By = 15 = 0025809
B = 0.02692T
% 9

B = - = 0,033333
430

Ces valewrs permettent le calcul des coefficients A 9 et \/x A’.H-p. de 1%équation (44).

Les résultats numériques sont les suivants -

p A - Ami "
1 0.59082 0.21587
2 | 0.I2179 0,069813
3 | 0.039388 0,028302
4 | 0,0I5968 0,013298
5 0.007502 0.00697T
6 | 0.003933 0.003989
7 | 0.002507 -

.
!

o0 / 202
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Afin de juger de l'importance du terme correctif en SbR(t)’ rous avons cal=
culd ses valeurs dans le cas le plus défavorable d'une maille carrde (% = 1,0u a,= az)o

Le tableau suivant donne les résultats .

bl 9 )
1 | 0.00378 0.81047
2 | 0.00216 0.19376
3 | 0.00127 0.06896
4 | 0.00077 0.03004
5 | 0.00049 0.0T46T
6 | 0.00033 0.00826

En fait, il sera tout & fait admissible de négliger purement =t simplement

le terme complémentaire @R(l)g et de prendre dans tous les cas o

(48) (r(- &) 1, (r“)__u\/ﬁ—%w ZHE g g A

&8
Du pomt de vue pratigue, on utlllsera sourtouf les trois termes To(r) 9

0(23 J et To(r log r), qui sont donnés sous forme numérique, par o

| 1 2 3
'1‘0(1-) =-za 8= 0,0609 a7
(49) ¢ To(r3) = % a ag' + 0,01198 a,_5L

4
e

De telles fomules ne sont utilisables que pout aq et a, petits. Elles doi-

To(rzlog r) = 0,0609 aq ag + 0,03490

vent 8tre raccordes graphiquement aux formules (3).

Avril ]....9_63 o G, MATHERON,




