(/( f :2” ?;f‘v'i*‘?@’}‘;’w/{/
N -4

NOTE GEOSTATISTIQUE No46

LE GROUPE DE HANKEL

Pour compléter, sur le plan théorique, les résultats obtenus dans la Note 42,
nous nous proposons ici de caractériser la structure algébrique de l'ensemble des
transformations constitué par les montées et descentes, et les transformations de

Hankel. Les conclusions seront les suivantes

1 -~ L'ensemble des montées et descentes constitue un groupe abélien isomor-
vhe au groupe des translations sur la droite euclidienne Rl'
2 =-Le groupe des montées et descentes et 1l'ensemble des transformations
de Hankel constitue un groupe (non abélien), ou groupe de Hankel s isomorphe au grou-
pe des translations = symétrie sur Rl" Dans cet isomorphisme, les montées et descen-

tes correspondent aux translations, et les transformations de Hankel aux symétries,

10/~ Le Groupe des montées et descentes isotropes.

Liopérateur de montée d'ordre p, ¥ , a été défini dans la Note 42. Agissant
sur une fonetién9 ou une distribution f(z), appartenant & un espace de fonctions ou
de distribution convenablement défini, il lui fait correspondre la fonetion, ou la

distribution M f(r), appartenant au méme espace, telle que 2
p’ lJ, (S \
21? 2 .2 %“’ 1
(1) ¥ flr) = S fla) [u® =& ] udu
W )
I1 est commode deffectuer le changement de variable
r o= \/y

AL

F(y) = m. pour y < O
A M (n)

F?&(y) = 0 pour y >0

et de poser
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Pour des valeurs de A quelconques, la définition de F doit &tre enten-

due au sens de la théorie des distributions. En nbtatlons convolutlvesg la définie

tion (1} de 1'opérateur M " peut s'derire g
(3) u, £ V9 =5 205 ) # F (y)
' 2

Pour éviter de trainer des constantes inutiles, nous introduirons le nou-

vel opérateur I, défini par ¢

(4) I, = =——=g—M

(21:)?’

C'est, dans toute la suite, cet opérateur I7L qui sera désigné comme 1'opé~
rateur de montée. Le terme de montée, au sens strict, est réservé aux valeurs posi-
tives de ‘A; et le terme de descente aux valeurs négatives. La définition (3)

s'éerit, pour I .
A

(5) L, 207 =22 £()F ) * ¥ ()

2

L”ensemble des I. constitue un groupe abélien I , que nous appellerons

groupe des monteeﬁ et descentes isotfropes. En effet, la convolution est commutati-

ve et associative, et lez distributions F& vérifient la relation de convolution

(6) F, # F,.= F
et, en particulier,

(1) F *#F = Fy=3(y)

ol &(y) est la mesure de Dirac. On déduit de (6) que le produit IK IM de deux

montées dfordre A et p est égal & la montée dlordre A + p 3

(8) I%-IMEI'«\HL
I1 en découle que ce produit est commutatif o

L =Ty, =11 o/
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La formule (29) de la Note 42 domnant 1fexpression de la montée dfordre p
3 1'aide de la transformation de Hankel .peut s'écrire 3

=\

4 B
(2r)2 Ip £ = (2n) Fyﬁl E, f

D'od résulte 1'égalité .

(13) I=H_ B

Le cas particulier (12) correspond & p =0, et s'éerit s
(14) B Bo= I

Ainsi, le produit de deux transformations de Hankel est une montée, et nous

avons la rdgle de calcul fondamentale s

(15) E Be= I_

Considérons alors l'ensemble G des montées et des transformations de

Hankel, et montrons que G est un groupe, que nous gppellerons le groupe de Hankel.

En effet, tout d'abord le produit d'éléments de G est associatif, -car,

°

'éii P, @ et R sont trois éléments 4e @, ona -

.[1=<QR>]f= P Ez(m)]_ - (Q)() = Em)a]f

Montrons ensuite que le produit de deux é€léments de G appartient 3 G.
Dfaprds (8) et (15), le produit de deux montées on de deux transformations de Hane
kel est une montde, donc appartient & G. Il reste & examiner les produits du type

IH ou HI. Multiplions (15) % droite par H@ s compte temu de (14)¢

H = I B
o P“'“@

De méme, en mﬁltipliant 4 gauche par ng il vient -

H‘Bx H(;;I{éma . ) ’

En changeant les notations, on obitient les deux rdgles de calecul suivantes $

I H = H
(16) =AM 208

H?x I}x Hpﬁ&
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et associatif s

(1, IM) =Ly, 5= Laun=5 Leps IK(Ip 19)

Enfin, il résulte de 7 que la montée d'ordre O, I, est un élément neutre .

(9) I8 = ¢

et que Ix admet pour Inverse sz 4

Lia=inL =5

L'ensemble I constitue donc bien um groupe abéliem. Considérons. slors le
groupe T des translations sur la droite eyclidienne Rig et notons Tk Ia trans-

lation (vers lsa gauche) gui transforme l'sbscisse 'x en =x=A. On g 3 o

(10) T, Tp.: T, .4 "

La comparaison de (8) et (10) montre que 1'application bijective I, &>,

du groupe des montées sur le groupe des translations est un isomorphisme.

D'od la conclusion s Le groupe abélien des montées isotropes est isomor=-

phe au groupe des translations sur Rle

2°/ = Le groupe de Hankel.

Nous écrirons ici la transformation de Hankel Ha sous la forme .

& e &
(11) Ho;f=pﬁm§fr2 £(x) I, . (pr)ar
0 2-

de sorte que la formule de réeciprocité s'écrit simplement .
(12) # H f= ¢
o

LY

L'opérateur Ho; est 1ié 3 la transformation Fm introduite dans la
Note 42 par 3

(2} 2 ces /[ ees



avee, en particulier .

() B, L8, = I,

On a ainsi montré que le produit de deux éléments de & est un élément de
@, etyen outre, retrouvé sous forme purement algébrique la relation (44) de la
Note 42 associant une montée d'ordre A\ dans un clavier & la descente de méme

ordre dans le clavier réciproque.

Pour achever de montrer que G est un groupe, il suffit d‘’observer qu'il

contient un élément neutre I,» et que chaque élément possdde un inverse défini

o

par .
- I-I“ H =1,
(18)
‘ A T=A 0

Dans le groupe G, l'ensemble des montées constitue un sous groupe distine-
gué (ou invariant)..C'est en effet un groupe, d'aprds la premidre partie, et de plus

on a ¢

i

ILLL =1
ByoI, By= I

Le groupe quotient % est isomorphe au groupe additif des entiers modulo 2.
En effet, il ne contient que les deux classes I et H avec les régles .°

II =1
(19) IR = HI = 1
HE = I

Enfin, le groupe de Hankel G Ilui-méme est isomorphe au groupe des symé-

2p

point d'sbscisse g , et par T la translation d¢ - & .On a les rdgles suivan-

tries~translations sur ng ‘En effet, désignons par 8 la syméirie autour du

®

tes, qui traduisent des propriétés géoméfriques élémentaires :

L X R / e



TOC T/3 = TQ(. +p
(29) s, Sp = Tpaa
5 T = =

o P ‘TEB;S“ —Soc +p
En comparant (20) & (8), (15) et (16), on voit que 1'application bijective
SOG Gy HO(.

Ty «» 1
P P
est bien un isomorphisme. Si le groupe de Hankel est considéré comme opérant sur
1'axe des dimensions, une montée I?\ s'interprdte comme une translation de -A
sur cet axe, et une transformation de Hankel H‘x comme une symétrie autour du

point d'abscisse %‘ .

~ G. MATHERON.



