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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 47

LES SCHEMAS STOCHASTIQUES INTRINSEQUES

ET LEURS RELATTONS AVEC LES SCHBMAS TRARSITIFS

Cette Note se propose de formuler 1a théorie des schémas géostatistiques
& Iol de dispersion intrinséque en termes de processus stochastiques. Une telle for—
mulation nest pas obligztoire, mais elle a 1l'avantage de rattacher les concepts de
1s géostatistique  des %h‘éqﬁés plus classiques. L'hypothdse d'une loi de disper-
sion intrinsdque sa maduit; dans cette Formulakion, par 1'hypothése que les ao=
croissements, €31 j de la War:!.a“bl@ reglonallwee entre deux points M =1 M] d&

1lespace constituent un pm@es&m sfy@@hashqu@ statiomaire. Bien qu“ime telle hy-

_ pothése implique en apparence une référence aux lois de probabilités des &1 j

1liés les uns par les autres, le développement de la théorie ne fait intervenir que
la fonction de corrélation, et me fait pas réellement appel au contenu probsbilis—
te de l“hypothésee Ia méme cirvconstance se produit, d'ailleurs, dans la théorie

stochastique des processus statiomnaires du Qeﬂonfi ordre, et ce falt confirme bien

quil est poss:u.‘ble de construire une théorie mdependanfe de toub modéle probabi=

“liste.

1,= Def’:.m.tlon des @ehemasstoonas tques mtmnsé ues.

Nous appellerons schéma % loi de dispersion intrinsdque = ou, plus bridve=
ment, schéma intrinsique - urL processus stochastique 3 accroizgsements stationnsires

def:ml dans un espace & plusa,”urs dimensions. Chague :?“eallsatmn d'un tel processus

engendre une variztion r@glonallséee

Précisons cstte définition. Soient Yo ¥ soo 128 waleurs prises par

. 3
une varisble régionaliszée & support ponctusl aux points Mo Mj ooo Des lois dz

probabilité s priori des y, eux-mémes, nous ue dirons rien. Dans 15 cas le plus

600 / © 00
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général, elles ne sonbt pas définissables. Par contre, nous nous intéresserons aux

accroissements

définis comme la différence des valeurs prises par la variable régionslisée aux
points M et l‘vIno En taut que processus stochastique, le schéma est défini par
la donnée de la 1oi de distribution (au sens probabiliste) simultande

F(&lg" E,kﬂg oo 5 Mg Ivi M., M 5 coo) d'un nombre quelconque d'accroissements

Eys0 3 ExP °°° Cette loi depend en general des coordonnées des points »Ivligv 'Mj 0 qu

Iﬁg oos L@ processus sera dit 3 accroissements statiounaires si cette loi me dépend
que de lz géométrie relative des points Mig Mj 9 ng Mﬁi clest=a=dire uniquement des

vecteurs 2
hyy =My
by = Himk

Une translation d’ensemble des points Mi Mj Mk: Mf oce Jlaisse invariamte
1ls loi de distribution des Eijg de sorte que le processus est homogér_;e dans l'es=
pace. De plus, la loi P esh indépendante de la valeur ¥y de 1%une quelconque
des varisbles elles-mémes. Lorsque ces deux propriétés sond vérifides, on dit que
F possdde le caractdre intrinsdque. Si cette propriété intrinsdque est vérifiée
non pas par la loi F( E. 5k3€oq) mais seulement par ses momenks d'ordre 1 et 2,
nous d:use)ns quS nous avons affaire & un processus 3 accroissements stationnaires
d'ordre 2, ou schéua, intrinstque sensu. lato. Tout ce qui suit = & 1'exception des
paragraphes consacres % 1'estimgtion des variances et des variogrammes = concerne

les schémas intrinséques sensu labo.

Passons mgintenant & 1°examen de 1z loi de distribution F( & Ml M_i)

d'un seul aceroissementk éig = ou plut8t de ses momenhs d'ordre 1 et 2 qu:i. seuls

nous intéressent vraiment.



Désignons par 5i;j 1z valeur probable (a priori) de 1'accroissement
éijo Par hypothéseg elle ne dépend que du ‘vee‘_ceur ‘hij = MiM;j

Mais de la définition (1) des accroissements résultent des relations de fermeture,
sur lesquelles ncus reviendrons en 1=2, et que 1l'on peut éecrire -

S57% B = G

soif, en passant aux valeurs probables .
3y ) + okbg) = alby)

On en déduit que la fonction scalaire S(h) est une forme lindaire relativement a
son argument vectoriel h  autrement dit, il existe un vecteur & tel que 5(n)

soit égal au produit scalaire &h

(2) o) =& 3§,
Le moment du premier ordre traduit donc, en schéma intrinséque, 1l'existence dune
dérive lindaire de la variable régionalisée £(M). Il suffit, pour éliminer cette
dérive, de remplassr f(M) par £(M) = OM 5, 1llorigine O étant prise srbitraire-

ment. L'accroissement

est alors, en effet, remplacé par éij = Miﬂ_j‘ 3. Nous .supposerons donc, dans toute

la suite, que les momente dloxdre 1 sont muls o

(3) E(él;j) = Qi
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l=2 = Moments d"ordre 2, et loi de dls'pers:.on intrinséque.

Par hypo‘chése, le moment d%ordre 2 B( é ) - qui n'est autre que la
variance D ( 5 ) en vertu de (3) = est une :E’onet:.on du seul argument vectoriel

hij = M:‘i.Mj" Nous poserons, par définition

e ) o S
(4) ylng) = yg; =40 (.élag

v

La fonetion Y(h) égale & la demi-variance de 1'accroissement 5 5 slap=

pelle fonct:.on de dispersion :Lntmnséque ou demz.-—vmog:ammeo Elle joue da,ns 1la
théorie des processus 3 accroissements statiomaires le méme réle ‘que la fonetion

d'autocorrélation pour les processus stationnaires.

La donnée de 1a fonction intrinsdque y(h) suffit pour définir tous les
moments d'ordre deux. En effet, la définition (1) d'un accroissement entraine, pour

toute suite d'indices i j k B ... des relations de fermeture de la forme ¢

v

(5) éij+ %k + éﬂ,'%&ﬁr = 0

t

Pour trois indices i j k seulement, la relation de fermeture s'écrit &

i }

Eiy* 8 = G
Prenons la variance dps deux mezﬁbfes,, en posant, pour simplifier 1°écriture Z

e 513 5319 = E(ij, 9k) = - B(3i, 5k)

Compte temu de 4, il vient -
De méme, pour 4 indices i jk et & en écrivant - .
35 * & *Eg =€y

et en prenant la varisnce des deux mewbres, il vient ©
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‘Le cas ot 1'on a ¢

=5 =
Yi5* Ve * Yy *+ B(ij, Jk) + B(jk, kf) + B(ij, kB = Yig
Compte tenu de la relation ( 6) déja obtenue, oﬁ trouve faeileinent .
(7) E(ig, kB = yyp+ Vi = Yo =¥ 32

Gette relation permet de calculer tous les moments d'ordre deux- ‘& 1'ai-

de de la seule fonction Y.(h}g ainsi que nous l“avﬁ.ons amnoncé,

lo= 3 = Propriétés de la fonction intrinsdque.

La fonction intrinsdque y(h) ne peut pas &tre absolument quelcongue. De
la définition (4), en effet, résulte tout d'sbord les conditions

. y(o) = 0 |
() § y(®) =y(h)
y(n) %0

Ces qoﬁ&itions n“impliquen‘é pas, d'ailleurs, la continuité de la fonehion y(h)

en h =0,

lim y(h) =¢» 0
iy 0

correspond; on le saif, & un effet de pépite de constante G. Plus généralement,
la fonction y(h) doit &tre telle que toutes les variances dont; elle permet le
calcul regoivept une expression positive. Considérons, par exemple, une combingis
son linéaire d'accroissements

n
9 ety ) - D i,

- Les ?‘k sont des constantes réelles, et les accroissements

Eu = 2By - 2(n)
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sont définis pour un ensemble de 2 n points M et Pp dont la géoméirie rela-

ste)

tive est invariante (Hk Pgp=C"""). Prenant une origine O arbitraire, nous po-

serons dans ce paragraphe .

%w%
¥y = 0Pg

La variance ' D°(H) de la forme linéaive H a pour expression (d'aprés T) %
2 \ s s
.D{") =§ ?\k %E(jkgkg lfaﬁ)

= %?‘k ?\’ﬁEﬁk 38 Vi i = Yadd = ijjf?]

Soit Z" S
(7) 2°(m) =§ ?\g\ﬁEf(y:g;K) +y(zym) = vizgx) =y(yfyk_;£) o

€herahons une condition nécessaire et suffisante pour que 1'expression (”f}"soit po=
sitive quels que soient les coefficients ?\k et les points Mk”Pﬁ Dans le cas par=
ticulier ou les Pk gsont les translatés des Mk dans une méme translation ((\}9 soit

MgPg = vg-mp ="

1'expression (7) se réduit & o

g2 g;}; Ap iy [Y(xfxgﬁ?f J y(xg%;’f) =2 Y(xﬁxk)] :

I1 est équivalent de dire que & doit &tre positif quels que soient les Ay et
les xklou de dire gue 1l fonokion

o mT) =y +T ) 4yh =T ) - 2y(n)

doit &tre de type positif (relativement % son argument vectoriel h). On salt que
la condition nécessaire et suffisante pour quiune distributiog éoi.t ‘de type posi-
tif est gqulelle ait pour trﬁ?gomée de Fourier wne mesu.rie positive 3 croissgqég
lents (théordme ds Bochner). Si, de plus, cette mesure est sommable, la distiibu~
tion -est wie fometion continus ‘ou, plus exactement, ne diffire d'une f’dn:q;tic)’ga;:r

(1) n.Schwarkz" Théorie des Distributions? Tome 11, Hexrmann,Paris, pp.- 132 et suiv.
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continue gue sur un ensemble de mesurs nulle) et réciproquement. Dans le gas -
présent, cette mesure est certaitiement sommable, puisque

| e (0) =2y(%) .

. ) , . . * - —
est défini, Il en résulte que la fom.tion(l) intrinséqué y(T) ne diffire d'une
fonction continue que sur un ensemble de mesure nulle o En pratique, nous iden=
tifierons toujours y(h) svec cette fonction contimus, sauf au point h = 0 ol

'on doit ném@'sssirem@zfit avoir .y(o): O Ainsiy ~:Y§_ h) sera toujours uns fonction

gontine, sauf en cas d'effet de pépite o dans ce cas, elle ne différera dlunms

fonction continue gu'au point h =0,

Désignons par éf}(‘u) 1a transformée de Fourier de y(h), qui est, dans
le cas général, une distribution tempérée. La transformée de Fourier de  (h,T7)

(relativement au vectsur h) est dgale & la distribution

(%4 T 2) b () = o 200 - cos wT) § ()

D'aprds le théordme de Bochner, cette distribution (relativement au vec-
feur u) doit &tre une mesure positive. Cetbte condition, devant &tre vérifide quel
que soit le vecteur L, entratne que - (u@)z $(u) doit &tre également ume mesure
positive, et, résciprogquement, si le produit de - Q(u) par le oarré d'une forme

linéaire quelcongue est une mesure positive, il en est de méme de =(1 - cos ul)§(u),

Ainsi, pour que 82 seit toujours positif, il faut et il suffit que
=(u T)? Q(g) goit une mesure positive. Dans la transformation inverse de Fourdsr,

=(u¥ )2 s'échange avee 1l'opérateur de dérivation seconde dans la dirsction du vec-
teur 'ga Le théorime de Bochner nous pemet de formuler la condition sous une forme
équivalente . pour que S2 soit toujours positive, il faut et il suffit que la aém
rivée seconds de y(h) prise dans une direction T ¢ '

(1)% Il en résulte sussi 1'inégalité ¢ (b, T) & @ (0,T), clesti~dire

v+ s ym T & 2lim) + () J



)

s=8m

-
T3 Y Oy @hj

soit une distribution de type positif, quelle que soit la direction T (1a dériva=

tion doit &tre prise,ici, au sens de 1z théorie des distributions : en cas-de dis-

continuité, elle fait apparaftre des mesures de Dirac). -

La condition obtenue est nécessaire pour gque &, -.192<H) de 1%équation (7)
goit positif QS:Z est un ca® particulier de DZ(H) =~ Montrons qu’elle est suffisante.
Pour cela, exprimons la warisncs (7) 3 1'aide de la transformée de Fourier %(u}

t

de y(h)

%) =iy(ngk) Ziu(jxﬁmrk) =iulygy,) | i

2(H) = +e ¢ (w)du

~iux. ' iny. i
o) T e ke ) |ylu)aw

Sous le signe d'intégration, les deux crochets, conjugués l'un de 1'aubre,
ont un produit réel positif, dont la partie principale en u est le carré de la

forme linéaire

Q.=z:‘1<yﬁ= Xf) ?\ﬁ

Par suite, la fonshkion

==iuvzg

R(u) = 5 ﬁ:z nfe e
1

clmig) Z ?\i (e’iuyﬁ - @iuxi)
L

est partout définie et positive. Comme enfin = par hypothdse - Q?" @(u) est une me-

sure positive, il est clair que 1llexpression

°(8) = WLE / R(u) [a Q° (%(u)} du
(2m)™

est toujours positive.



Exemple =~

‘Supposons que Y(h) soit de la forme Ar')‘ dans un espace a 1 &imengiéﬁ 5
avec r =lh|. Sa transformée de Pourier, qui ne dépend que de p = |uf, est 1a -
distribution o g P (?\,+n>

MP) = 22\,+n 2 A =A=21

W(:A-)p

2

Pour que le produit de - w?(p) par le carré d'une forme lindsire en wu
S 4
s80it une mesure positive, il faut et il suffit 1 que 2 8Soit inférieur 2 2.

h L2

En effet, le produit de @(p) par 1= carré d'une forme linéaire est alors
%
sommable dans tout volume fini conbenant 1lorigine. 2 Comme lx transformation

de Fourier échange les propriétés de O(p) & 1lorigine avee celle de y(r) & 1'infi-
p : Y

2.= Théorie des variances d'estimgtion

Nous allons maintenant passer & la théorie des variables & support non
ponctuel. Nous définirons d'abord des valeurs moyennes sur un ensemble fini de

points I'I19 & l'side d¢ sommes discrdtes. Le passage aux intégrales stochastiques,

(1)¥ La constante A devant avoir le signe opposé & celul de

(2)# Dans le cas de la fonction de Wijsiemne y(r) = iog =, Mp) est de la forme

A(w E + B3) ot & est la fonction de Dirac (Schwartz, loc. cit, polllﬂ

Comme u—&?) 3 = 0, il reste - ufff) Q?f J =4 (u;b;?m avec AV O, et Ja condi'&tms‘z

est bien remplic.



v

- 10 - |
et auz valeurs moyermes dans des volumes de mesure non nulle sera ju.sjbifié par la
théorie de la convergence en moysmne quadratique. Nous nous apercevrons que la no-
tion premidre est celle de variance d'estimation d’un volume V psr un volume v,
valeur probable du carré de la différence dss teneurs de ¥y et de V2)9 et non plug
1a notion usuelle de varisnce de v dsans V. La variance d'estimation dépend, nsturel-
lement, des positions relatives de v et ¥, et cels m2ne dans le cas ob v est inté-
rieur % Vo Du reste, le variogramme défini en (4) peut déjd &tre interprété comme
la variance d'estimabion des deux variables pounctuslles Vs et yj 1%une par 1l'au-

tre o - La variance d'estimstion apparatt comme la généralisation naturelle de la

notion de varlogramme.

2o Lo= Définition de la variance d'estimation

Btant donnés deux ensewbles de points Mi et ng an nombre de Ni et Nj

respectivemsnt, introduisons les valsurs moysmmes y et 2z de la variable £(M)

sur chacun de ses deux ensemblss
\ .

@

2 ﬁ P
: ¥==g= ) 3
‘ ’ Ni itI i
(8)
R T
RN A2 .73
J Ji’c:r

Une variasble régionalisée telle qus y, considérde comme aysnt un support
ponctuel (par exemple le centre de gravité Gi des points Mi) peul &tre sans dif=
Pigulté déerite & 1l'aide d'un processus stochastique X accroissements stationnaires.

Plus généralemsnt, considérons la différence (y - z). De la relation

L T
= 5 b w%mz &
JAET N
01%: 4tire immédiatement 3 }
i . _ 1 j -
(90 w-= =g Ler Pm



- TPoutes les Aifférences de ce type sont donndes par des combinaisons Iindai-
res d'accroissementz "@ij en uombre fini, et peuvent donec &tre ddcrites & 1'aide
de processus statiomnsirez. Calsulong la valeur probable et la variance de (y = z)o
D (3) résulte, en premier lisu o

{10) EBly=g) =0

. 2; ; ; 2 ) o e
La varianee D (y = z) =E (v = 3} » Gque nous gppellercns varisnce d'estimstion

<

de v par. zlowde 1l'ensemble I psr l'ensemble J), de son ofté, est domnde par o

2o E“"" T2
D (y=z) =
(5, ) 42 Gy Cit
JET
Y

i

= 3 g,’imm E(jigSu)
(Niﬁn) iuel

! Js8Ed
Soit, en wkilisant (7)
2, 1
Dy = 3) = e L E Y. =Y. =Y,
Ve G S ["ﬂu Yis " Vs Ym]
Jo3&d

En séparan'k chacun des termes du crochetd, on obiient, apres des Qimphﬁua,tmns évi=
dentes, 1“ewress1on guivante °

-
i)

, P a a3
(1) D(5e2) = i dor, Yag - - el 2 vy
N fpeT "4 1\% s, ﬁ;r W, Tl
_ 2 3

Plus généralement, outre les deux variables y et 3, introduisons deux sutres va=
rigbles: = et .t définies sur deux autres ensembles K et I de points Mk et @19,,

et introduisons ls covarisnce d'estimstion E (y=z)(x-mi°) - On trouvs

e, T
B Eyﬁz)(x‘:t)] = WIS é B(ji, 1K)
IS EY iel
hE-)
kZE
Yol



= 12 =

La rela‘hién. (7) s‘donzva9 de 1a méme manidre
(2) E [(yzz)cx“t)] E‘T ka i Nﬁz‘*ﬁmﬁ”ﬁ mﬁiz\’;;ﬁ ﬁ""’ﬁ”’ TY::&

Supposons, maintensnt, que chacun des pointd M, soit pris & 1'intérieur
de N:‘i. petits volumes jointifs égaux dont la réunion comstitusz un volume Vio Si 1'on
fait tendre = pour un volume Vi invariable = le nombre N’i des petits volumes join-
tifs vers 1'infini, les sommes discrétes vont tendre vers des intégrales. L'accrois=

sement ¥ = 3z, défini en (9),, en particulier, deviemt formellement -

(13) ymzwsﬁ%mf/ g A
13 VT U, 3

J

i

et la variance de (y = z), définie en (11) donne de méme o

2 2 " 1
(14) D°(y=2) = — /f (‘M LY )am 5 ?éfﬁ(mimg_)dmi amy
i Vi ¥, i Vi v,

J + i .

mm /Y(M M“)dM dl'lf'

Or l'expression (14) est parfaitement définie. On sait que c'est 1%, en théorie des
processus stochastiques staticunnaires, la conditiom nécessaire et suffisante pour
que 1“inﬁégrale sﬁﬁr@hastique (133 soit définie (au sens de la convergence Sh moyens
ne qua&ratique)o_ Le passage des sommes discrdtes aux intégrales est ainsi justifié.
La variance (14) est la wariance d'estimation dw volume Vi par le volume Vjo De
la méme manidre (12) dormne, & la limite, la covariance des estimations de v,

par Vj et de Vk par Vﬁ o

e 1/ , I A Oy
E Ey=z)(x@t_)ja T / f (M, M )M+ = / (M, Mo )aM, dM
. 5 /7Y vky 3T (AR viY R

(15)
wﬁ%g// y(mﬂzfz@)am a%:.m //v(ﬁ M),



Naturellement, on peut aussi avoir des cas intermédiaires, avec un volume 'V et

un ensemble fini de points Mj S le formle (14) prend un aspect mixte, ot flgurent

& la fois des intégrations dans V; et des sommations sur 1'ensemble M En parti-

culier, om peut avo:x.r & estimer la valeur moyerme 2z de la variable dans un volua-

me V, & 1'side de sa valeur y; enun point M {(occupant une :melantat:.on d.éf:.nle
vis-3-vis de VJ) Dans ce cas, la formule (.14) devient S

(16) D (yomz) =m/(mm YaM, =m/1/(m M")dM amv

Jaa

2=2 = Varisnce de v dans V

La variance d’estimation d'un volume v par un volume V est -dé'finie sans
ambiguité par la relation (14). Elle dépend de la position de v dans V, et cela mé-
me si v est intérieur & Vo Au contraire, la notion de prime abord plus naturelle
de var::..ance' a llintérieur de V n'est définissable de manidre univogue que pour une
variable & support ponctuel. Considérons, tout d'abord, la variable y; enun ‘point
M, intérieur 3 V. Llintégrale (13) s'éorit ici o

" La variance (locale) S2(V) de y, dans ¥ doit &tre définie comse 1'inté-
grale stochastique o .

3 focoto 5 [ faonm,

’SFVV

La valeur probable de cette variance E(SZ) =0 (V‘) se déduit de (6). On

trouve immédiagtement

(17) GQ(V) = E(gz) = mf/(}mv>dmamu

et on vérifie que ecstte formule peut aussi s'obbenir en prenant la valeur noyenne
de la variance d’estimation (16) de V par M, lorsque M; déorit Ve Clest aussi,si
1l'on veut, la variance de l'estimation de V par un point M, +tiré air sort dans V‘,se;
lon un procédé de tirage qui donne une chance égale & tous les points de V. Ainsi
une variance ponctuelle apparaft comme une variance d’estimation Wmoyenne‘“_gl?ans

le cas d'une varigble y & support non ponctuel v, la notion de variance est iné-
vitablement ambigue. En effet, par suite d'interférences aux bordures, l'ensemble
des volumes v intérieurs & V possdde une moyemne dans V qui nre coincide pas, em
général, avec z. On se rend compte facilement que, pour un volume v de 1l'ordre de
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la moitié ou des 3/4 de V, cette circonstance enldve 3 peu prés toute signification -
au concept de variance de v dans V. Il y a cegenfdant deux cas ol le concept peut 8tre

'3

défini, soit d'une manidre rigoureuse, soit d'une manidre approchée. _
v

Le premier cas est celul ol le volume V est constitué par la juxtaposition
de n volumes Vyo tous é’gaux entre eux et translatés les uns des autres (ce seront,
par exemple, des parasllélépipddes). Si les g i‘ sont les teneurs moyennes des Vio

ot a rigoureusement

et:la variance des vy dans ¥V est définie sans ambiguité comme la variance de la

~ population finie des z; -
S (v 1 E (z =

La valeur probable de 82 est alors -
2 o
_m(e?y _1 2f. _
o (v V) =5 =% Ei (s, - 2)

Mais la variance d'estimation DZ( Zg = z) de V par ut vy particulier est donnée
en (14). Si 1'on remarque que, pour une fonction §(M) quelcongue, la somme des im-
tégrales de @ dans chacun des vy est égale & 1'intégrale dans V, il vient

2 Z;ﬁ(m)am = %/(’g(u)dﬁ
v

‘?U'?‘,

Appliquée 3 la variance d'estimation (14), cette relation va donner :

1.2 2 q o 4 N
EED (zimz) = v;d{,dm E§é<mi>mim%vﬁ(!mn)mmn .

4 3;, K 9 9 -
5L 2//Y(MiMi)dMidMi
. 'V’q Vi

vi

_1 y (e )aan® m y (] Mﬂ)dM N
W J,

iv‘ﬁ.

Y



On retrouve ainsi, dans le cas particulier ol V est constitué par un

empilement de " briques ' toutes égales & v, la formule synthétique habituelle

(18) 02<vnv> - % %(mv)ams - %%(wv YaMan

Le deuxigme cas particuiier est celul ot le volume v est petit, dans
toutes ses dimensions, vis-a~vis de V. I1 est clair qu'en ce cas les interférences
qui se produisent aux fronti®res n'ont plus d'influence sensible. Cette ciyconstan—
ce justifie la notion apparemment intuitive (mais d’origine purement expérimentale)
de variance d'un petit échantillon dans un gisement. La moyenne des v dans V est
alors pratiquement égale & z. Dans 1lexpression (14) de la variance d'estimation de

V par un Vs donné, on peut remplacer 1l'intégrale double

2V [/ Y(mdli)deMi par % Y(Giﬂ)dMg ob G, figure le centrs
i Vv, v

* 2
de gravité de Vyo La variance d'estimation moyemne o (v 1 V) s'obtient en faisant
décrire 3§ G; toutes les positions possibles dans V(les effets de frontidres étant
négligés). On retombe alors sur la méme formule qu'en (18).

Ainsi, dans les deux cas oy la variance est définie (partition stricte,
ou v petit devant V) Elle est donnde par la méme formule (18), d'od 1'on™déduit
la relation d'additivité habituelle (formule de Krige) o

a

2 2 2
: (19) o(v]lVv) =0 (v)V) +0 (VIV)

Cette relation, qui n'a de sens que si v et V sont intérieurs & V
et Vi et si vetV et Vet V' vérifient 1'une ou 1'autre des deux hypothdses
requises, peut &tre utilisée fom‘{;"allement pour définir la variance d'un volume ¥
quelconque dans un volume V quelcongue. Prenons, en effet, un yolume V' trds grand,,
de manitre que les deux variances o (v)V!) et o (V 1 v*) aient un sens. Nous po-

-

serons, alors, par définition o

(20) (o} T) = (v V) =0 (¥]77)

On vérifie immédiatement que la définition (20) conduit & la méme formule (18).




On définira de la méme manilre la covariance de deuz volumes v et v°
occupant 1'vn par rapport % 1'autre une position bien définie et implantés dans
leur ensemble de manigre quelconque dans V, et on aura .

(21) olwe | V) = %%Z(mn)amw - .%;ﬂ /fy(MM")deI-I"
| Moo

2.= 3~ Exemple : fonction intrins®que homogéne.

Supposons que y(h) soit une fonction homogdne d‘ordre B (d'aprés le pa-
ragraphe 1-3, nécessairement E&£2), c'est-d~dire vérifiant la relation

(22) y(an) = ?P y(h)

> .
Calculons la variance o (v} V) dans le cas particulier ol le volume v
est géométriquement homothétique & V dans une homothétie de module p

n v
=¥

Dans la deuxi®me intégrale de la formule générale

2 ‘1 7 2 ﬁ“ 2 2
c (v|7) = = ﬁ/‘/;y(m )dVd‘q’ =;§£g{§(m Ydvdv

effectuons le changement de variable M = pP, M' = pP', Il vient .
,
o (viV) =(2 ==pr) % é /y (10 )aman e
o v
En désignant par o (0} V) la variance de la variable ponctuelle dans V, on a ainsi &

2 84
(23) o (v} V) = E - @ ]a (0y7)

Plus généralement, supposons que y(h) soit une fonction associde & une fonction ho-

[

mogene d'ordre &6 .
_ 2 :
y(2n) .==?fB y(h) + % logn y,(h)

ot 'Yo(h) est une fonction homogene de degré f8- On obtient cette fois, toujogrs y

]

pour v homothétique & V dans une homothétie de module p
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ﬁ/Y(M“)@iﬂiﬂ mﬁvgj% ’if Y, (e daman
T

c (v_nv} A-u ) =

Ty

Dans le cas de Wijsiem, on a B =0, et Y(h} est du type 3 @ log r, ou, plus géné-

o

ralement . .
y(h) =

3 o log O(n)+ @
§(an) =2 P(n)

o ste , .
On a, dans ce cas y@(h) =3 g =0, et il vient

2

(z8) o (v}¥)

i

& 1@g%§

Clest la formule de DE WIJS.

Fo= Relation entre schémas intrinsdques et transitifs.

I1 n'existe pas forcément de relation simple entre les schémes intrinsé-
ques définis ici comme des processus stochastiques 3 accroissements stationnaires,
et les schémas transitifs, que nous asvons utilisés dans 1la Note 42. Le mode de re~
présentation transitif présente un trés haut degré de généralité. Il permet de dé=
crire n'importe gquelle variable régionalisée évoluant dans un champ géométrique fini
V. En contre partie, le covariogremme transitif g(h) est 1ié &troitement & la géo-
métrie de V, et il n'existe aucun moyen simple de passer du chaup V & un autre champ
VP, Il-faut bien voir, d'ailleurs, que la lizison entre le covariogramms et le champ
exprime souvent aussi une zonalité réelle de la wariation régionaliséds, si les te-
neurs présentent, par exemple, une tendance systématique 3 1'appauvrissement lorsque
1'on va d'un cosur riche aux frontidres du champ. Ce genre de phénomdne, aisément -
pris en compte par la représentation transitive, est profondément étranger aux sché=

mas intrinséques, puisqulen pareil cas les accroissements e, . ne peuvent en aucune

P
fagon présenter le caractire stationnaire. Par contre, dans lg cas o les frontidres
du champ n'exercent pas d'influence particulidre sur la régionalisation, et ol tout

se passe comme si le chemp V avait été découpé avbitrairement au sein d'une. régiong—
lisation homogdne, qui awrait pu se poursuivre, Sans changer de nature, bien au deld
des frontidres, la dépendance du g(h) relativement 2 la géométrie de V apparaft com-

me artificislle, &t masque une réalité plus simple. En pareil cas, il vaut mieuz
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ubiliser la représentation intrinsdque, c'est-3-dire considérer la régionalisation
comme ame -réalization d'un processus stochastique & accroissemsnts stationnsires. Ia
relation entre les deux modes de représentatioms doit alors s'exprimer dans‘ une for-
mule donnant la valeur probable E [g(h)} du covariogramme transitif en fonction ds

la loi de dispersion intrinsdque y(h).

3 = 1-Définitions et Algorithmss

Etan% donné un processus stochastique intrinssque, décrit par une loi de
dispersion y(h)g et un volume V arbitraire dans 1l'espace, nous allons nous inté~
resser aux réalisations du processus 3 1l'intérieur de V, et anmuler conventionnelle-
ment toutes les valeurs de la wariable régionalisée extérisurssd V. Ainsi tronquée

au champ V¥,  la régionalisation donne nzissance & un covariogramme transitif

(26)  glh) = f (M + k) £(i) a

qui doit .&tre considéré comms ume intégrale stochastiqus. Le champ V, de son coté,
est commodément décrit par la varisble géométrique k(M) % support ponctuel définie

par

kM) =1 si HEYV
k(M) =0 =t m?f: v
L'intégrale (26), étendus ¥ la régionslisation tronquéég doit s'éorire de manidre

plus précise

© (26 vis) glh) = /,9 (8 + n) £(M) k(M + n) kM) am

%

£(M) représentant cette fois la régionalisation non tronquée. A la varisble k(M)

=

définie en (27) nous associons un covariogramme transitif K(h), ou covariogramme

géométrique du champ V

(28) E(h) = y/ (M) k(M + h) ax

On & vu dans ls Note (42) qus K{h) représente la mesure du volume de 1'intersechion
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du volume V et de son translaté T(h)V dans la translation h. Cette interprétation
géométrique est une conséquence évidente des définitions (27). Ce volume vatn)yv,
dont K(h) est la mesure, est géomdtriquement dgal au volume VNH(<h)V de 1'inter-

- section de V et de son translaté par = h, et s’en dédulb par ume translation de h.

Tin) [v @“E(wh)v]= 7 0B (L)v

(29)
E(n) = Mes Eﬂﬁ(h)v] = Mes Efﬂ“t@h)if]

Nous aurons, par la swite, & comsidérer les quantités de métal Q(h) et Q(-h) et les
teneurs moyennes m(h) et m(-h) associées % ces deux volumes. Leurs définitions pré-
cises sont les suivantes

Q(h) = n(n) K(k) = // £(u) o

; YO %}.\/

Compte tenu de (27), on peut remplacer 1“1ntegra1e prise dans le volumé

de 1'intersection de V et de son transiaté par h par une intégrale étendue 2
tout 1llespace, b condition de multiplier £(M) par k(M) k(M - h), facteur égal &
1“unité.quaﬁd M appartient & cette intersection et & O dans le cas contraire.D'oy
les définitions

(30) a(n) = m(h) K(h) = /ﬁ k(M) k(M-h) £(m) 4 ¥

o(=h) = m(-h) K(n) = f (M) k(M + 6) £(M) d ¥
Dans notre optique actuelle, Q(h) et m(h) doivent 8tre considérées com-
me des intégrales stochastiques, tandizs que k(M) et son covariogramme K(h) sont
de nature purement géométrique, et ne dépendent que du choix du champ Vo Le cova-

riogramme K(h) peut &tre utilisé pour simplifier le caleul de la valeur moyemne
dans V d'une fonction quelconque F(h) de l'argument vectoriel h. En effed, on

/ﬁfF(xmﬂ aame = & /fkhﬂ k(v) P(v = u) dudw

Dans le deéuxidme membras figurent des intégrales étendues ¥ tout l'espace {intégra-

peut écrire

le sextuple si 1'espace a trois dimensions), w et v sont des vecteurs et du e dv



(corme dM et dM’) des éléments de volumes. Posons

M+ h

3 M

R~
<
iR

L'expression & calculer prend glors la forme o

Jf/ﬁkiﬁ + ) k(i) P(b)dMdn

si 1'on effectue en premier lisu 1'intégration en M(dams tout lﬂespa@e),, on fait
apparaftre llexpression (28) du covariogramme K(h). I1 en résulte la régle de cal-
cul suivante, d'ailleurs évidente =i 1'on tient comphte de la sn.gn:x,:f‘:.catwn géomé- |
trique de K(h) ¢

i)
(31) i)//?(mavmam =3 /x(n) F(n)an
vy =/

Cez diverses formules seront ubilisdes dans toute la suite. La formule

(31) peut aussi servir 3 simplifier le calcul d'une variance par 1'équation (18).

3, 2= Relations entre y(h) et B i:g(h);}

Dans le volume V 1rdgne un variogramme locsl Yv<h) que nous définirons

par la relation

(32)  yylh) = 22%5 f E(H) = £(M + hﬂg k(M) k(M + h)aM

Clest le variogramme que l'on pourrait construire expérimentalement si 1'on connais—
sait la valeur £(M) prise par la variable régionalisée en tous les pointe du champ V.
Avec cette définitiom, Yv(h} apparatt comme une intégrale stochastique. C’est une
varisble aléatoire dont la valeur probable (apriori) est naturellement égale & la
fonction intrinstque y(k)

Ev(m] = y{n)

Hous remendronb dans un autre paragrsphe sur la variance D2 ﬁv(h) g du
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variogramme local. Si mous développons le carré figurant dans 1'intégrale (32), le
double produit 2 (M) £(¥ + h)va faive apparaitre 1'expression (26 bis) du covario-
gremme transitif g(h). Il vient sinsi o

. " ()
(h) = =t k(M) k(M +h) £2(1) + £2M + n)|aM - i
i 2% () [ ’ ’] K(h)

Considérons une intégraie telle que

/ k(M) k(M 4h) £7(M)aM = /«a £2(Ma 1
'vn‘z(=h)v

égale 3 1'intégrale du carré de la varigbls reglonallsee dans 1'intersection de V
et de mon translaté par - h. Désignons par S (mh:) ia variance locale de £(M) dans
cette intersection, définie par 1'intégrale stochastique -

o8 ) = =2 T - a(a])? |
TaB(=h)v i

et de méme la variance locale S (h) de £(M) dans YNT (0)V, n(h) et m(=h) étant

¢xplicité en (30). Avec ces notations, on a immédiatement

) al = 52(-h) + n2(-h)
K0 Yy v

D'ol 1'on déduit 1°expression du variogramme local yv(h} .

(35) yylb) = ..q n2 (k) + E2(h) + u2(-h) + 85 mhﬂ g)
K(n)
Le premier membre de cette équation admet une valeur probable égale & y(h)s I1 en
est donc de méhne de l'expression stochastique qui figure au second membre. Mais,:
d'apres 1e pgragraphe 2-2, Sg‘(h) et 52(2 ~h), définies en (34), ont une méme valeur
probable o (h), é3ale & la variance de la variable ponctuelle dans VThT(W)V ou

7 al(-b)V (équation (17) 2

E Eg(hﬂ = E[?ﬁ,{mh)j = azﬁfn?f(h)a = o°(h)

Nous avons dong o

- , 2., { 2(n) + m(-n)®> &)
s IYy(a) = (k) =6 (B) + B | -
(36) E E@f( Ne=x o () + ¥ > o




D'un point de wue purement théorique, il serait souhaitable de remplacer,
dans une telle relation, les moyennes partielles m(h) et m(<h) par la moyenne
m = m(0) de la variable dans le champ V. Pour ce faire, nous allons considérer que
le champ -¥ se &éplace dans un hyperchamp H, fini mais suffisamment grand pour que
les interférences aux frontidres aient un effet négligeable. S1i G désigne le cen-
tre de gravité de V, supposé déerire H, m.z(h)9 ma(ah) et m> sont des variables ré-

gionalisées lides 3 G, et on peut introduire 1'intégrale stochastique

(37) 1 z% /@&z(h) 4 m2(=hﬂ - mz} d g
. /g

Ls valeur probable de cette intégrale est égale & la différence des variances de
AU (h)V et de V dans H '

g

(58) B(I) =o (VALV]E) - o (ViE)

Mais, si dans 1l'expression (37) de I on fait téndre 1'hyperchamp H vers 1'infini,
on obbient % la Limite ‘1)

I a3 [mth) + mo(-h) _ mz]

2
|
Comme enfin 1'expression (38) de E(I) ne dépend pas réellement de H, comme on le voit

en remplagant les deux variances par leurs expressions (18), ou encore en utilisant
la relation (20) :

2
RTAT(RIV] E) - o (VIE) = o (V0B ()¥ 1 ¥)

nous obtenons finalement

i 2 - 2 2 ]
(3) B [m (n) s 27(m) _ x{%a o [m”ﬁi(h)vu VE

Revenons maintenant 3 la relatioﬁ (36)9 que nous mettrons sous la forme suivante .

(1)* = L'existence d'une telle limite n’est pas évidente. Elle suppose que les variables
du type m°(h) - m? possddent la propriété ergodfque. Ce point, que nous ne discu-
terons pas ici, mériterait une ébude plus approiundie.
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) ; 2 2 :
o(a) = 62 LG vafé{h)]_l_ B [m (h) ;m ("?h) - n@] + B Enz _ g%‘%

Compte tenu de (36), et de la formule de KRIGE (19), il vient finalement :

(40) y(h)—c(ouv)-s-E[za;%}

Ainsi est précisée la relation entre la loi de dispersion Y(h)g la varisnce de
la variable ponctuelle dans V et le covariogramme trensitif. Remarquons bien que
le g(h), en tant qu'intégrale stochastique, ne posséde pas forcément de valeur pro-

bable définie. lLa relation (40) n'affirme cette propriété que de la différence
g(h)
m2 - E-(-Ej qui prend ainsi une signification intrinsdque. Remarquons également que,
8i 1'intérét théorique va en croissant lorsque l'on passe de la formule (35) & (36)
3 (40), 1a précision expérimentale va, au contraire, en décroissant. La premidre
formule est une relation numérique, obligatoirement vérifide par les diverses gran-
deurs :Lntzc'c:du:d:eso La deuxi®me et la troisidme indiquent simplement des relations
entre valeurs probables, et n'excluent nullement des divergences u?s aux fluc’cuam
w2(h) + m2(=h) _
peut différer
2 K(h) 5 (h)
de sa valeur probable 3{(h) =0 (h)9 et plus encore l'’expression m

tions stat:.sthues habituelles. L“express:mn

)
de y(h) = c*(0 V)

3o= 3= Remarques complémentaires

8i, dans-la relation (40), nous faisons h = 0, il nous reste (puisque

Y(O) _ 0) o
glo) 2
E{W = 3 =0 (O “ V)
g0) (el B
%00) - m est égal

En fait, &(0) est egal & la mesure du volume V, de sorte que
la variance locale S de la variable dans V ¢

g(o) 2 1 2 2
E?;jam_vo/:%(m)mm A= 8§

de sorte que nous avons 5
B(s%) =0 (01V)

La valeur probable de la variance locale coincide bien avec 1'expression théorique

- -

" [



Prenons maintenant, & 1'aide de 1l'algorithme (31), la valeur moyenne dans
V des deux membres de la formule (40)o On a vu, dans 1la Note 42, que 1'intégrale
dtun covariogramme' transitif étendue & tout l'espace était égale au carré de la quan-
v tité de métal correspondsnte. On a done

[ em o
. / ;{(h)dh =_v2

Et par suibe, en intégrant K(h) y(h) dans tout l'espace, on trouve S

/ m)}ychm =7 csz(o |v) =B [mzvz - / g<h),th

L'expression figurant sous 18 signe E étant identiquement nulle, il reste simple-

ment o
- (o V) = / K(h) y(h)dn

Ceci n'est pas autre chose que la formule (17) déj& obtenue.:

4.~ Représentation Transitive des covariations régionaliséés. .

¢
I1 arrive souvent que 1%on ait affaire simultanémen}: & plusieurs varia-
bles régionéliséesdéfinies sur un méme support, ponctuel ou non. Nous parlerons
dans ce cas-de covariation reglonallse39 et nous devrons attacher une attention
part:,cul:.ére lﬂétude des correlat:.ons reliant les diverses compos tes de la co=
variation, Outre les corrélations directes reliant les valeurs ;E‘i(M) et fj(M) de
deux varisbles en un méme point M, il convient également de considérer les corréla-
tions " différdes ® reliant les valeurs f:l(M) et fj (M + h) de ces deux variables en
deux points dlstmets d:.stants de he ILes covariations régionalisées seront traitées,
dans ce chap:.treg en tranSl‘blf et, dans le chapitre suivant, en intrinsdque. La re-
présentation. Yrensitive nous permetira, en particulier, d'étudier l”:.nf‘luence des
frontidres du champ géométrique sur une reglomilsatlong et donc de préclser sous

©.

gquelles cond:.t:.ons générales cette régigmgls

abion est susceptible d‘'&tre représen-
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tée en schéma intrinsdque. De son coté, la représentation intrinseque, en tant qu’el-
le est débarrassée de toute influence du champ géométrique, permet une étude plus
fine des relations régnant entre plusieurs varisgbles & 1'intérieur d'un miliéu homo-
gine . ces variables pourront correspondre, par exemple, asux divers constituants
minéralogiques ou chimiques d'une roche ou d'un gisement, et nous serons ainsi con-
duits au paradoxe de Chayes.

4o~ 1= Matrice de covariation

Suppbsons que, dans un champ V défini par la varisble géométrique k(M)
introduite en (27) et son covariogramme K(h) inmtroduit en (28), que 1'on peut éerive

aussi, en nqtation convolutive
v
(41) K= k*# k

rdgnent-simaltanément plusieurs variations régionalisdes f,l(M)g fz(M) coo & SUp=
port ponctuels A la variable f‘i(M) d’indice i est associé son covariogramme tran-
sitif gi(h) défini par o

: ‘ = #

Etant donné des nombres réels %; quelconques, nous pouvons définir une nouvelle ré-

gionalisation par une combingison linéaire de n variables fi .

.o m
(43)  £(t5 2,) =§Z;‘1 £, ()

o

et lui associer son covariogramme transitif g(hg Ki) :

v
g(hg xi) -‘:% Ay s fi(m) #* fj(ﬂ)

2 v v ‘ -)
=§ Ay &;(h) *igi}’ilj [xi(m)v%:. 500) + £,(0) & fj(m)

Dans certains cas, i1 y a intérét & distinguer les deux composantes des tormes rec—
tangulaires, soiemt . v

h Dig =T 7L
(44) , v
Y D oef, ey,
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Le plus souvent, ils n'interviemnent que par llexpression symétrisde
, - . v v
h) =i = + * #
(45) Gij(h) = Gji(h) i [fi PR SIS A

La fonction C; (h) es% le covariogramne rectangulaire des varisbles f, et f . Le

covarlogramme de la varizble (43) sYécrit, avee ces notations o
f o 9 o= 3‘:: j ¢ p
(46)  elng 2) =L M g(B) + 25 a2 0y (n)
1<)
En posant, conventiounnellement,

€,;(h) = g ()

on obtient 1'écriture pluz condsunsée

(47) &lb; 2,) = M A;_ Ay 611(11}

Lg matrice des G, j( h) associée & la covariation régionalisée des f‘ sera dite ma=
trice des covariogrammes, ou matrice de covariation.

o= 2= Lss covarignces d’estimation.

Le csovarlogramme rectangulaire G Ah) exprime 3 sa manidre la corrélation
différée régnant entre f, ('M) et £, (M + h)o Pour en présiser la signification, imagi-
nons que nous dlprSlOﬁSQ pour estlmer la quantité de métal Q(?\. ) agssociée & la va-
riable (43)9 d'un résesu de prélévements ponctuels implantés sux noeuds d'wun réseau
parallelépipedique. & toutbe estimatiog par une maille définie par un vecteur a est

associée une variance d'estimefion o qui s'obtient, conformément aux formules

a8 2
(56) et (57) de 1la Note 42, en appliquant =u covariogramme g(h) 1'opérateur lindai-
re E, défini. par

2 5 bl VR

(48) o =( (h) =la; ay. 2 [{kgumk gllga, <o ka ) - / g(b)dh

Puisque cet opérzteur est lmea,lreg ls variance associée 3 1'estimstion

de Q(?\"i ) va prendre 1'expression suivante .




8. [0 2] - wy & )
2 b
=37 Gle)+ zigi Aghs E;(cij)

(49)

. F-S
Dans cette relation, @.a(gi) est naturellement égsle & la variance de 1%estimation

de la quantité de métal Q, associds & la wariable £g0 Oun voit immédiatement(en
faisant varier les soefficisunts arbitraires A, 9?\, ) que, de son coté, l'algorithme
@ a(cu‘) - calculé en appliquant (48) au @ovar:Logramne rectangulaire G The représen=
te la covariance de l'sstimation simulbtanés des quantités de métal Q et Q par

une méme maille de prélévemsnt,

4o=3= Condition d’indépendance interne de deux varighlssz,

En régle générale, cetbe covariance d'estimation ne sera pas nulle, msis,
le plus souvent, positive. Les deux variasbles f; et fjg lides & un méme champ gdo-
métrique V, ne sont certainement pas ¥ indépendantes " dans 1'absolu. En 1'sbsence
de toute autre cause de liaison, le fait qu'elles aient méme champ gfométrigue ezim
trafne une valeur positive de éa(@i j)o 8i lg maille a a été implanide de telle
manidre qu'elle conduise, par exemple, & une estimatior psr sxcés du volume de V,
il en résulte - toutes choses égales d'ailleurs - une tendance 3 la surestimation
simultande des deux quantités de métal Ql et Q ., et inversement. Ls notion ususlle
d'indépendance de fi ek fJ = notion interng au @hamp ¥ et gui s'exprime plus Gommo-
dément en représentation intrinsdgue - correspend au cas ol la covariansce directe
(ordinaire) des varisbles ponctuelles Ty et £ 3 est égale & 0, ce qui s'derik, aves

nos notations o

(50) Gi;,(") =m; m, K(0) = m;u.V

|
‘%‘." étant le ' ='==n t '=*==q de £, et dans Ve
& 3 : J y £, et L. ¥

Mais il faut bien voir que la relation (50), qui exprime 1'indépendance
des varisbles ponctuelles, n'entraine pas nécessairement 1'indépendsmoe des varisbles
non ponctuelles qus 1l'on peut en déduire. En effek, désignons, conformément aux o=

tations de la Note 42, par p la fopcbion assocife au prélévement d'un échantillon v

(Note 42, formile-14) = Les variables .

5 BB ¥, 3 support non ponchuel v se dédui-



sent de £, et f;j par les formules (15) de cette note, soit

v
1 “
y. == T, *%p
i~ v i
(51) X v
= %
I3 =3 fj P
v
p¥p P
En désigmzmt par P = = 5 le covariogramme transitif associé 3 3

v
(clest-3-dire le covariogramme gdométrique de v), 1la formule (46) nous montrs que
le covariogramme rectangulaire associé aux nouvelles variables Vs et yj a pour

expression
) J > . ' n.
P # @ij = U/ P(h = u) Gij(u)d,u ‘

Mais = et clest une facon de prendre en compte l'effet de bavure qui
se produit aux frontidres lorsque 1'on définit les varisbles & support non ponctuel,

le covariogramme géométrigue doit également &ire remplacé par

. B® By =/P(h ~u) K(u) d u

¥
On vérifie que la convolution par \fw n’altére ni les guantités de métal

ki :
f fi 2P an = Qi” ai le " volume ¥ généralisé /]; # g dM = V¥, donc ne change
v . =

: v
pas les moyennes my et mjo La condition d'indépendance des variables ¥y et 'yj

g’éerit donc

52 [ 30 ¢ = nm, /70 e

Or (52) n'est pas du tout une conséquence de (50). Pour que v et ¥y soient indé-
pendants quel que soit le support v, clest-d-dire pour que (52) soit vérifiée pour

tout P(u), il est nécessaire et suffisant que 1l'on ait ¢

(53) Cij(h) = mh, &(h)



Lorsque cette relation est vérifide, nous dirons que le couple fi f 3
vérifie la propriété d'indépendance interns (interne au champ V). Clest 13, én fait,
une condition trés sévire, qui ne sera jamais rigoureusement vérifiée en pratique.

Mais, si les fluctustions de G, j(h)p de part et d'autrs de miﬁij &(h) n'ont pas trop

d'ampleur; on pourra souvent admettre 1°indépendance interme a titre d'approximation,

Si cette condition (53) d'indépendance interne est vérifide, la covariance
«@(cij) des estimations de Q et Qj se met sous lg forme o

' 2
(54‘) IGQ:;;Q@ = 5((2:13) = mimj &K) = mim
| R
ot V représente las variance d'estimation du volume V par la méme maille (varian~
ce geométmque,) En pare:.l cas, la variance relative de 1'erreur commise sur 1’esti-

mation du rapport Q. /Q peut Yéerire, en premn.ére apprommatlon

o o 26 2 2

og; 9 04

(55) 5=+ %awwﬁiw%iw
& @ wuey g Qgp v2

L Sl

& #®

4.~ 4~ Corrélation entre une variable et son champ géométrique V.

Un cas particulier remarquable s'obtient en prensnt £, =1 (variable ré-
gionalisée quelconque) et £, =k (varisble géométrique sssocide au champ V¥ de o
En écrivant ¢(n) au lien de cij(h)p la condition d'indépendance interne (53)
s'éerit

(56) olb) = m K(n)

Lorsqu'elle est vérifide, la relation (55) prend la forme

@?’ 2 2
n v
(57) \THm = = = ==
m = Vé 2
oy ‘
La varisnce relative =5 sur 1z teneur moyemne s'obtient en faisant la
m

différence des variances relatives sur la quanfeité de métal et sur le volume. Cdla



signifie que, dans le prodult @ =V, les quantités w et V peuvent &re donsi-
dérées comme estimées indépendzmment 1'dme de 1'asutre, autrement dit qu'il n'y a
pas d'interférence entre le probldme géométrique (estimation de V) et l'estimation
de la tencor moyenne me Dans la mesure ob elle manifeste 1'gbsence d'influence de
1z position dfun point M & 1'intérieur de V (plus ou moins prds des frontildres de V)
cette condition doit servir de critdre pour juger de la possibilité d'ume représen-
tation intrinsique. Enm raison de son importancs, nous allons 1'analyser avec quel-

ques détails.

Revenons & la définition (45) du C{h)s qui s'éerit ici o
N v v
Ch) =L [fFk+fFk

Reportons-nous suz définiticns (30) des quantités de métal Q(h) et Q(<h) contenues
dans les intersections VRT()Y et VAY(<h)V. IL vient

, v
(58)? F#k =ff(jm) k(M - n) a = Q(h)

v
g £¥k = f P() k(M + h)aM = Q(=h)
La condition d'indépendance interns (56) peut donc s'éerire ©

I

(59) % Ex(h); m(mh)] =n

Elle exprime gue la moyenne des tencurs daus les deux intersection#-
(L)Y et VNAT(-h)T zeste constaute ef égale & la moyemne m de la variable
dans W Naturellement, une telle relation ue psut pas &8tre rigoureusement vérifiée.
Du point de vue stochastique, on peut 1'interpréter comme une relaticn entre valeurs
probables o elle traduit slors 1'shsence de dérive systématique des teneurs, &

1'exception d'une dérive lindaire (qui n'influsrait pes sur n(h) ; n(-h) ). Elle

traduit done la condition pour gue le formalisme intrinséque puisse &tre utilisé

8 la description de f’(M}o- Du point de wue pratique, on pourra admettre certains
doarts relativement % (59), dcarts que 1'on interpréters comme des fluctuations
statistiques (sans que l'on puisse préciser 1'smpleur maximsle admissible de ces

fluctustions). Mais, dans le cas d'une dérive zonée {eoeur riche, périphériesde
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plus en plus pauvr@s)g on & nécessgirement -

. ¢(h) < uE (h) pour h grand

o(h) > u K(n) pour h petit
On notera, cependant, que J]dans tous les cas/ les relations suivantes sont vérifides
0(0) = mk(0)=q

/g(h)dh = m;/ﬂ K(h)dn = Qv

(60)

La premidre résulte simplemeat de la définition de G(h)

¢(h) = %[é(h} + Q(mhﬂ

La deuxi®me déecoule des relations (58), & condition d'intervertir ley intdgrations
en M et h. Elle s'appligne du reste & un covariogramme restangulaire (45) quelcon-
que '

(61) Gij(h)dh = Q0
Par contrs, dans le cas général, le cij(o) est de la forme
- (V\B - ) ’
(62) c:ij(o) = / £, () fj(,MMM aVLmimj + cij)

Dans cette relation o, i3 est la covarismce directe (ordinaire) des valeurs o+ (M)

£, (M) assocides & un méme point M. ILa premiére relation (60), C(0) = Q, exprime donc
que la covariance ordinaire entre une variable f£{M) et la variable géoméirique k(M)
associée & son champ est toujours mulle. Seules les corrdélations différdes entre
£(M) et k(M + h), exprimées par la fonetion C(h), peuvent donc permettrs de repré-
senter 1'influence du chsmp sur 1'allure de la varistion régionalisée,

&o= 5= Le paradoxe de Chayss

Lorsque 1'on effectus l'analyse chimique compléte d'un échantillon, ou
lorsque 1'on étgblit la compositlon minéralogique d'ume roche, en pourcentage des

différents minéraux constitutifs, la scmme des résultats obtenus doit &tre égale &
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100 8/ (aux erreurs prés). Un tel systéme ° fermé % représenté par un ensemble de
n nombres f:i. positifs dont la somme doit &tre obligatoirement égale & 1l'unité

domme lieu au " paradozs !’ apparent de Chayes . la relation imposée

}Zfiezi

entrafne nécessairement entre les f’i une corrélation négative globale. Le fait

dobserver un coefficient de corrélation négatif enire deux constituants particu~
liexrs f:‘i. et fj n'a donc en soi riem d'insolibe. On ne peut conclure & une affini-
té ou & une répulsion entre fi gt f_i que si la corrélation observée diffdre signi-
ficativement d'ume certaine valeur considérde comme normale. Mais quelle doit &tre
cette valeur ° normale ¥ nécessairement négative, et correspondant cependant & une

absence de ligison ¢

Foymulons ce " paradoxe ™ en représentation transitive, Au constitvant i
est associde la varisble régionalisée & support ponctusl f’i(M)g égale 2 1 ou 3 0
selon que le point M tombe, ou mom, & llintérieur d'un minéral de la catégorie i.

En somms, fi(M} est la vwariable géométrique assoside auw volume V., de forme compli—

. i
quée, occupé & 1'interieur du chawp total ¥V par 1l'ensemble des grains du mineral i.

Commg toubt point M Hombe 2 1l'intérieur d'un et d'un seul grain minéral, les Vi

constituent une partition de ¥V, ¢t 1'om a -
(63) J_£,(M) = ifm)
1
k(M) étant la varishles gécuétrique du champ to%al Vo Le principe d'exciusion
(64) £;(M) £,(M) =0 pour i j
entraine, d'aprds (62) -

(65) Cij(GJ =0

Réciproquemsnt, comme les f, ef les £, sonf positifs ou muls, (65) entratne (64).

Dlaprds (62), la condition Q’i_,j(@) =0 wsorrespond &

Fg,., = i, T,
ij ‘:E:ng
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Les covariances (ordinaires) des varisbles ponctuelles ont des valeurs
imposées par le seul principe d’exclusion. Il est done clair qulune affinité ou une
répulsion entre les constituants 1 et ] mne peubt 8tre reflétée que par les corré=
lations différées, c'est-i-dire par les covariogrammes Qij (h), pour h non mul.
Le principe dfexclusion, cependant, n'a d'influence direche que pour des distsnces
inféricures au diamétre maximum a des grains minéreux. I1 dorme naissance & un
effet de pépite de portée a. On peut done considérer comme indépendants (aw sens
de 1'indépendance interuns) dsux minéraux i et j tels qus °

(66) Giﬁ(h} o mmg K(n) pour (hi>a

L'égalité ne peut &tre gu'approximative, 3 cause de la condition (61)
le petit défaut du Gij(h) pour |h)Xa doit &tre rattrapé par un léger ‘excés pour
b}y a, excds qui peut &tre trds faible si a est petit devant V. La fonction

Gi,j(h:) = mimj k(n)
caractérise les relations entre les minérsux i et j. Négative pour (W< g, & cause
du principe d'exclusion, elle psut prendre des valsurs positives, par exemple, pour
lh} > a, mais, d'aprés (62), & ces valemfs positivez doivent ensuite suceéder 3 non-~
veau, des valeurs négatives, de manidre b:ue 1'intégrale totale r-esté;-"mll@o Une
affinité aux courtes distances a pour corollaire nécessaire une rép%iiéion ‘aix gran-
des distances (et récipmquemen‘?;)o Il va de soi que 1l'on pourra parler de corrélaw
tion positive, ou d'affinité entre les mindraux 4 et j dans le cas m\ai J’(h) - m, Kh)
prendra des valeurs notablement supérieures & zéro pour des distances |h' immédiate-
ment supérieures 3 la portée a. ‘

v
En faisant la convolution de (63) par £ (M), et celle de 1'équation trans-

posée par fj(M} , on obtient, avee les notations (30)

T= o d - :
(67) «%@i,j(h) mengh) + gj( h)]

Imaginons que la condition d'indépendsnce interne (66) soit vérifide pour tous les
couples i et 3 (pour des distances |h| supérisures % la portée a). BEn sommant (66)
en i, et compte tenu de la relation ’

% miml

conséquence immédiate de (63), il reste simplememt
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(68) :
éz Gij(h) = m, K(n)

5(})

En ebﬁparant (67) et (68), on fait apparattre la relatio (69\

(6) % [{njm +mn) | = m,

qui exprime 1l°sgbsence d'influence du champ géométrique sur 1'allure de la variabion
fjo

Ainsi se dégage une importante conclusioxi ¢ les variables soumises au
principe d’exclusion de Chayesne psuvent 8tre toutes mutuellement indépendantes
deux & deux, au sens de 1'indépendance interne (66), que si la condition (69) est
vérifide, c'est-i-dire si aucune d'entre elles n'est influencée dans son allure par
le champ géométrique V. On congoit bien, d'ailleurs, que 81 1'une des variables s'en~
richit au coeur de V gquelgues unes gu moins des szutres devéont s'enrichir § la péri-

phérie.

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie, puisque (69) nlentrat-
ne pas, en général, (66). La condition (69) est nécessaire, mais non Suffisante, pour
que 1l'indépendance interne soit possible. Comme cette condition exprime également
qu'il est possible de représenter les variables f (m) par des schémas intrinséques,
nousg reprendrons 1'étude du paradoxe de Chayes apres avoir exposé la théorie des

co-régionalisations intrinsdques.

5 « Théorie des Corégionalisations intrinstques.

Nous désignerons sous le nom de covariation régionalisée intrinsdque, ou,
plus brié%émentg corégionalisation intrinséque une réalisation d'un processus sto=—
chastique & plusisurs composantes et & accroissement stationnairs. La théorie in-
trinsdque des cordgionslisations apparaft a la fois comme la généralisation au cas
d'un processus & plusieurs composantes des théorisz des ehapitreﬁ 1et 2, et coome

la transposition en termes stochastiques de la représentation transitive donnée su
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chapitre 4., La théorie stochastique est d'une part moins gfnérale gue la représen=
tation transitive, puisqu’elle postule le caractdre intriné.’?aque de la corégionslisa=
tion, c'est-a~dire 1l'indépendance de celle-ci vis-3~vis de son champ géomé’‘czﬁ*‘n’.quoaa9
mais elle permet d'autre part une étude plus fine et plus approfondie des corréla~
tions des diverses variables entre elles, précisément parce qu'elle réussit ¥ faire

 abstraction de toute interférence avec la géométrie du champ.

s S5o= 1= Définition des corégionalisations intrinsdques.

i

+  Une covariation régionalisée est une réalisation d'un processus stochasti-
que & n composantes fl(M) ) fz(M) oo fn(M) et & accroissements stationnaires. Par

accroissements si(mﬂ) de la variable fi(M} nous désignons la variable aléatoire
\
(70) e (mre) =z, () -3 ; (M)

Les accroissements si(MM”) sont définis, en tant gue processus stochastiques, par

la donnde de la loi de distribution (probabiliste) simultande &

[ 0 1), ey (0, m) . 811:@1‘“191

4%in nombre quelconque k d‘'accroissements des varisbles f‘i coe L. prises parmi
L 1

. " : 1. C -

les vamables fi pour k couples quelconques de points Mlbil 0co Hkmkf Ce pro

cegpus est dit stationnaire, et la corégionalisation est dite intrinsdque, sila |

loi F ’a,:msi définie ne dépe:é}d que des positions relatives des points M M coo MkMk

Q“estwéwdlre si elle ne dépend que.des 2k - 1 vecteurs Ml o M Mzo oldluzmngl.
bfiwttion implique que la loi F ne dépend pas de la position dans 1'espace du centre
de gravité du nuage de points Ml { oo MkMk" ni des valeurs prises par les varia=

bles fi oo fik elles-mémes, ce que 1l'on exprime habituellement en disant qu'elle
1.
possdde le caractdre intrinséque. BEn fait, sauf dans les questions trés particulilres

qui feront 1l'objet du chapitre 8 (estimation du variogramme et des variances) s 11
n'est pas nécessaire de postuler le caractére intrinsdque pour la loi F elle-méme,
mais seulement pour ses moments d'ordre 1 et 2. Comme nous 1l'avons vu au premier cha-
pitre, cela signifie que le conkenu probabiliste de la définition n'intervient pas

réellement, et n'est pas strictement indispensable 3 la comstruction de la théorie.
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BEn ce qui concerne les moments d’ordre 1, nous pouvons, sans inconvénients, les
supposer tous nuls. Chaque variable fi(M) prise individuellement, possédant le
caractére intrinsdque, ne peut admettre, comme nous l'avons vu en l=1, qu'une dé-
rive linéaire; qu'il est toujours possible d'éliminer. Par contre, les moments d'or—
dre 2 -présentent la plus grande importance. Pour les introduire commodément, consi-—
dérons une combinaison linéaire arbifraire des variazbles fi(M) o

.

(71) f(ﬁ; 7\i> = Z?\'i fj’_(M)

- Qette nouvelle variable possdde le caractdre intrinsdque quels que soient

les coefficients réels A,, puisque tout accroissement
ge = t - . = ?
s(nt; ) = £(M%s 2y) - £(; 2,) 22 e, (%)

est une combingison linéaire d'accroissements si(MM“)o I1 lui est donc associée une

loi de dispersion intrinsdque y(h3 ?\,i)g définie comme en (4) par
y(bs 2) = % D% [G(MQM + 1 Ki{_l

Comme tous les accroissements ont, par hypothdse, une valeur probable égale & 0,

nous pouvons écrire .

il

1 E E:(ms M + hs xi)?‘]
+ Y A A E E.(mgm+h) E.(M, m+h}]
i%°7 Tt 3

ij

CHES

n

La définition (4) admet ainsi la généralisation naturelle suivante -

(72) 4 3 (h) =+ E E;i(m,,mm) sj(ngm+h)} =+ B Ei(ﬂ-&-h) - f’i(M)J E"j (M+h) - £ (M]

Avec ces notations, le variogramme y(hs ?‘i) de la combinaison lindaire (71) peut
s'éerire )
(73) Y(h; xi) = ;;.Z; ?‘-i 7\'3 Yij(h)

La matrice Yij(h) s'appelle matrice de covariation intrinséque. Ses termes diago-

naux Y:‘Li(h) = Yj_(h) ne sont autres que les lois de dispersion intrinsdque yi(h) des
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variables fi‘(M‘)“ considérées individuellement. Un terme rectangulaire tel que
Yi;';j(h)’ que now appellerons fonction de codispersion intrinsdque des deux varia-
bles f‘i et fj doit, tout naturellement, représenter la corrélation existant eun-

tre ces deux variables.

S5o= 2 = Propriétés de la matrice de covariation intrinsdque

4 toute propriété d'une fonction intrinsdque y(h) doit correspondre une
propriété de la fonction de codispersion Yij (h)s que 1'on peut obtenir en écrivant
que la propriété en question doit &tre vemf:.éeg quels que soient les coefficients
A;o Par le variogramme y(n; ?‘i) de toute combinaison linéaire du type (71).

Par exemple, tout variogramme doit 8tre positif ¢

Y(h° > 0

Par conséquent, pour toute combinaison linéaire limitée & deux termes ?s. f * hgfg

o

la forme quadratique en 7x, et ?\3 o

2 2
Yy Yi(h) + 22 yij(h) + hj Yj(h)

doit 8&tre définie positive, d'ol résulte 1'indgalité de Schwartz -

() | vy L Qv () v, @)

On peut ainsi définir un goefficient de codispersion

Yij (b)
\/Yizhj Y3 (h)
qui est une fonction de h, nécessairement comprise entre + 1 et = . Rij (n) n'est

pas autre chose, en fait, que le coefficient de corrélation des acecroissements
%m+mM=g@+wqu)

%m+mM=%m+@m%m?

Un coefficient de covariation égal 8 + 1 ou = 1 pour un argiameant vectoriel dommé

b, entrafne une relation linéaire fonchiopnelle entre les accroissements & et e
8.,



Cela signifie que les variables fi et fj vérifient une équation aux différences fi=-

nies de la forme .

M EXC i) - f;(ﬁ)] = o femen) - 200]

9

Les valeurs de f; (M + kh) pour k entier quelconques sont alors déterminges par 1a
donnée de £, (M) et des f, (I"I + kh ) ‘

Comme deuxidme exemple, considérons la relation (7). Appliquée % y'(hg?s,i)

glle peut s'éerire) pour quatre poinkts MM® PP gquelconques

mj:@(}wg_ A;) e(PPs ‘;\iﬂ = y(MP?; A.) + y(M'PA, ) = y(MPsA, ) = y(MPPO50y)

Mais on & aussi
E [e(rmv; As) e(PPIg xi)-J Z Ay s E[ (o) e, (PP")J
y(pes a) + y('PsA,) = y(B5A,) = y(H°P1eA,) =Z;j?»i?»j]}ij(m")*Yij(M“PFYij@IP7
= Yij(MﬂPu)]

En :.dent:zi"lan’b les coeffm:.ents de xi ?\,Jg on obtient la généralisation de la rela-
tion (7) soit °

(76) E (simﬂ) sj(PP“)] =y (MR0) +y; (H'P) — v, (MP) -y, (7P

et cette relation nous montre qiig la matrice de covariation Yij(h) suffit pour dé=

terminer tous les moments dlordre 2.

Dans le paragraphe 1=3, nous avons établi que la transformée de Fourier
@(u) d‘'une fonction intrinsdque, qui est en général une distribution, devait 8tre
telle que son produit par le carré d'une forme linéaire quelcongue (u¥ )2 @( u) soit
une mesure positive. Appliquons cette propriéhé & y(hg, )9 et soit ? (u) 1a trens-
formée de Fourier de yij(h). Dans le cas de deux coefflclents Ay b Ay on trouve

(en changeant 7, en =A;) que les deux distributions



= BY =

(H@Z[‘ P(u) + 2 Ay s Qib(n) +’>C2¢

d aJ

(u )2 [xﬁ (?gu) - 2‘?\3. C}lj(@ + 7 6%,](@)

B

doivent &tre des mesures positives. La différence de deux mesures positives étant
une mesure quélconque, on trouve simplement que ( a't) @ (u) doit &tre une mesu~
re. Comme 1'intégrale de la mesure positive (TL)? $lus A, ;) sur un domaing. D

quelconque doit &fre positive, on obtient l”lnegal:.te'de Schwartz .
@l S g ] £ St b /) b
N uy i3v u ;«b/ - i 1/ 3
. D oD D

Cette indgalité n'est pas une conséquence de (74), et constitue done bien une condi-

‘#tion supplémentaire. & titre d'exemple, examinons le cas

o

Yy =h ¥
[+ 1

2

Y ﬁA’gr
2

=B I}V

Dlaprés le paragraphe 1-3, les exposants oy et e doivent &tre inférieurs 3 2.

Le méme raisonnement montre que, pour que(u’[’;)z @12(’(1) soit une mesure, B doit

&tre également inférieur % 2. Soient ©
o {2 % {2 B {2

La condition (74) domne, de son coté - + o,
2

3|F (VEET -

*y

Cette indgalité, devant &ire vérifide quel que soit ¥, . et en particulier pour

r trds petit et r tr¥s grand, entraine nécessairement o

—m

+©i
%_ °°1

(78)
Bl Vy Az

On vm‘*‘ faeilenent que (77} est aloms vérifide.



5«3 « Covariances d'estimation et covariasnces de varisbles non ponctuelles.

La théorie des variances d’estimation, telle qu'elle a été définie au
chapitre 2, s'applique évidemment % la variable intrinsdque £(M; xif)g combinsie
son lindaire du type (71) des covariables :t“i(M)o Désignons par v et =z les
intégrales stochsstiquesz de f(M,;}\i ) dans dsuz volumes V et V9, divisée par la me-
sure de ces volumes, et de meme par ¥ et z; les moyennes stochastiques de fl(M}
dans ces deux mémes volumes. La variance d'estimation de y par z est donnée par
1'application au variogramme Y(h; Zki) d'un opérateur linéaire, dont 1'expression
résulte de la formule (14)

) . 2 s
D2y - 2) = 2 S vl oy JMAM® 3;“/{/ y (P, JaMaP
RRL

2 //y(m"P“o s )dM"dP”
V% e |

Le premier membre de cette relation peut s'écrire

2 Y ; ,
(v ~ z) EZA’:@. ;\';j E[(yi - zi)(yj - zﬁ)] .

34
13

et le deuxidme mewbre se met sous la Torme &

{ // y (IM”)&M&M = m// m(MP)de,P //Y L(MPo)@Mrgpe

3-3 Vo o

En identifiant les termes en li ?\.jg on obtient imnédistement -

(79) E [( (=%, )(y@ J»— »{; / 35 (M0 )EUA? = =5 / ﬁlgim)dmw

mm/:/; [(MP o )aprape

vﬂv‘l

Ls relation (79) définit 1a covarisnce des estimations de la moyemne
(stochastique} eac 1 du volume ¥V par celle du volume V' de la moyemne en

de V par la moyeune en j ds V'. Nous disons plus brigvement : govaeriance d'esti-




- 4] =
‘mation des variables i et j pour les supports V et V'. On voit qu'il s'agit
de la covariance des erreurs (;yi = i> et (y_imzj)o Dans le cas particulier i = j,
on retombe naturellement sur la définition habituelle de la variance d'estimation,
qui est ici la variaunce de 1'erreur (yi - Zi)o

Ia définition de la covariance des deux variables T3 et T de méme sSup=
port non porctusl v 2 1'intérieur d'un méme champ géométrique se développe de la
néme manidre, en appliquant les résultats du paragraphe 2-2 & la combinaison linéai-
re f(li'Ig?\,i)9 et en identifiant les termes en ?xi et ?\,jo Tout comme au paragraphe 2-2,
cette définition n'est vraiment claire que dans le cas ob il existe une partition de
V par un nombre fini de wvolumes égaux & v et translatés les uns des autres, ou
encore si le volume v est suffisamment petit dans toutes ses dimensions vis—a=vis
de V pour que les effets d'interférence aux bordures puissent &itre négligdés. Dang
un cas comme dans l'autre, on obtient la formule suivante, qui généralise la formu—
le (18) du paragraphe 2-2

i/ i "
(80) oy4(v|T) = ?/ﬁij(mw)amaw - ;i//;'ij(m{“)deM”
v v v v

De cette relation, on déduit immédiatement la loi d'additivité, ou formule de Krige,
= (. 8 0
o (7| V) =y v V) %oy (V0 )
et cette relation nous permet d’adopter dans tous les cas la formule (80) comme

définition conventionnelle de la covariance des variables ¥y et yj de méme support
v & l'intérieur d'un volume quelcongue V.

5c= 4 = L'indépendsnce intrinsdque.

Par définition, nous dirons que les deux variables ponctuelles fi(M) et
£ (1) ~sont intrinséjuement indépendantes si leur fonction de codispersion Yig (h)
eat identiquement nulle, soit

(81) yo.lnd = 0

L]
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Cette condition exprime simplement que les accroissements [f {4h) = £ (M)J

et ij(m-h) - f](M)\Ion“i' un coefficient de corrélation nul quel que soit ho Il ré-
sulte de (76)'que des accroissements &, (o) et aj(PP“) sont également indépendants
quels que soient les points MM' P et P', De méme, toubte covariance d’estimation du
type (79) est égale & 0, et cela signifie que foutes les estimations des valeurs
moyennes de fi et fj dans des wvolumes quelconques sont foujours indépendantes les
unes des autres. Enfin, la covariance introduite en ( 80) sfarmule également, et
cela s:.gmf:.e que les teneurs en i et en j d'un méme échantillon de volume v sont
toujours indépendantes, quelles que solent les caracztérmt:.ques géométriques de v,
‘ g

Examirons msintenant les rapports entre 1'indépendance intrinsdque ainsi
définie, et la notion transitive d'indépendance interne introduite au paragraphe 4-3.
Le ré’su-lltat essentiel est le suivant : 1'indépendance intrinséque entrafne 1'indé-
pendance interne, mais en valeur probable seulement. Le fait que ce résultat ne
s'énonce qu'en valeur probable est naturellement 1ié 3 la nature stochastique de la
$héorie _intrinééqueg en contraste aves la représentation transitive, qui s'intéres-

se directement aux réalisations, ¢'est-A-dire aux régionalisations elles-mémes.

Pour établir ce résultat, appliquons la formule (40) du paragraphe 3-2
3 la combinaison lindaire f(Ms 7\,i:) de variables régionalisées, pour un champ géomé=
trique quelconque V de covariogramme transitif E(h). On a
2 g(he 2;)
y(hs ';\.i} =0 (0 JV’) + B {ma - ,,mg,mim.,]
K (n)

4

Compte temu de (47) et de (73), on obtient

' R ., ( ciii(h)‘ai
% ?“i?‘;-; yij(h) = L Ry Py a.:sij(oﬂv) + Egmimj - ?Ey |
L3 ) ¢

La notation o (Qﬁ ) représente la covariance dans V des variables ponctuslles

f’ et fgo En :s.dent:.flanf lez termes en A, A,Jg on trouve .

B Gij(h) 1
(82) yié(,h) = @ijic\v) + E‘ Y
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Si les varisbles i eb J sont intrinsiquement indépendantes, Yij est identi=

quement nul ainsi que la covariance 5i§(0] V). I1 reste donc

wr

Clest 1%, précisément, la condition (53) de 1'indépendance internme, exprimée en va=
leur probable.

Dans le cas général ol Y:‘i.j(h) n'est pas identiquement nulle, les
varigbles fi et ; . présentent une dépendance intrinséque. La mesure de leur degré
_de dépendance est donnee par Y. E(h) elle méme, ou, si 1l%on veul, par le coefficient
de codispersion le(h) de la formuls (75), qui est un cosfficient de corrélation
entre accroissements, et non entre les variables elles-mémes. On pourra s'intéres—
ser & la limite de Rij(h)v i elle existe, quand b tend vers 0. Rjj(h) piésente
le caractere intrins?que, en ce sens qulil ne dépend pas du champ géométrique V
dans lequel on étudie ls cordgionalisation. Mais, au contraire de la fonstion Y4 J(h)
il ne se généralise pas d'une manilre simple au cas de vaxlables 3 support non ponc-
tuel v,

De méme, de la définition (80) de la covariance, on peut déduire
un coefficient de corrélation Pig des variablgs vy et 3 de méme support v dans

un méme champ V °

gij {v j ¥)
V@fi‘? (v/7) 652 (v]V

Un tel coefficient n’a pas le cgractdre intrinsdque, puisqu’il dépend & la fois de
v et de V. I ne présents, en fait, pas grande signification. Il suffit, dans cer-
tains cas, de faire tendre le champ V vers 1l'infini, pour obtenir, & la limite,
Pij = 1. Telle est la raison profonde pour laquelle la théorie intrinsdque raison~
ne toujours en termes de covariances d°estimation, et pratiquement jamais en ter=

mes de coefficient de corrélation.

Il y a cependant un cas parbiculier remarquable oll le coeffieient
(83) présente le caractére intrinsdque. C'est celui ol les fometions y4(h),y j(:h)

et Yij(h) sont proporticnnelies 3 une méme fonction vy(h), soit &



(84) v.ln) =, y()
J J
yij(h) = &; 5 y(h)
2 2
En effet, les wariances et covariances ¢4, @fi et Gij 82 caleulent en appliquant

un méme opérateur lindaire « 3 Ygo Y;‘g &t Yij regpectivemsnt, de sorte que 1'¢n a

Dol 1'on tire iumédia‘l;ement
V@t, &
173

Le ooefficient de corrélation est, dans ce cas, indépendant de v

(85) pyq=

et de V¥, et conztant. Nous parlerons alors de corrélation intrinséque. On vérifie
immédiatensut que le cosfficient de codispersion Rﬁ(h) de la formuls (75) est

ici constant, indépemdant de h et dgal &

Pij
i 5

d

Une corrélation intrinsdqus, lorsqu'elle existe, s des chances sérieuses de tra-
duire une liaizon génétique. On ne peut espérer en observer qulentrs variables de
méme nature. Des variablez de natures différentes, comme une tencur et une puissan—
ce dans un gisement, out en général des vé.riogrammes neé présentant pas le wémz som-
portement analytique au voisinage de 1llorigine, d= sorte que Ies relations (782%) na

peuvent pas &tre vérifides.

5o= 5= L& paradoze de Chayes en intrinséque

Revenons msintensnt au parsdoxs de Chayes, d€j3 exposé au paragra-
phe 4.5, Les varisbles ponctuslles fi(M)p sgales & + 1 ow & O swivant que le
point M +tombe ou mon & 1'intérieur d'un grain de mindral i, vérifisat les rela=

tions d'ezclusion et de fermeturs o
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(88) { £,(m) £,(m) g0 pour i# j

Z fl(M) =1
9

Remarquons qu’en toute rigueur de tellez variables ne peuvent pas possé-
der le caractire intrins®que. Comme les variables ne peuvent prendre que deux va-
leurs seulement 0 et 1, les accroissements ne sont pas indépendants des ﬁaleurs
. prises par les varisbles elles-mémes. Un asccroissement tel que f£(M + h) = £(M),par
exemple, peut prendre les valeurs O ou 1 51 £(M) =0, et = 1 ou0 si f(M) = L. Cetté
lfimitation joue pour les varisbles ponctuslles. Les variables & support mon ponctusl,
méne petit (pourvu ga'il soit grand vis-2=vis de 1la dimension des grains) n'y sont
. plus soumises, et peuvent souvent 8tre déerites, en premidre approximation, & 1'ai~
de d'un schéma intrinséque. Cette approximation revient & ne pas tenir compte de
lleffet de pépite & 1lorigine, et & uégliger la relation d'exclusion pour ne conser—
ver que la relation de fermeture. Celle-~ci entraine, pour les accroissements ai(’MM“)_‘,

la condition -

,f; g, (0] = 0

@

aux valeurs probableg, on obtient immédiatement ©

En multipliant par 1l'accroizsement @_i(mi") d'une des variables fj o et en passant

(87) 5=
£_Yy(h) =0
i
La relation (87) se répercute sur toutes les covariances du type (80) °

(88) ? 0,5l V) =0
Il en résulte que ces variables ne peuvent pas 8tre toutes intrinséquement indépen—
dantes deux & deuz. Supposons, en premier lieu, que leurs corrélations soient intrin-
s¥ques, cl'est-d-dire que les relations (84) soient wérifides. I1 existe alors das
c¢oefficients constants Pi 5 ix%dépendan.ts du chemp V et du support v, et les coef-
ficients de covariation Rij(h) sont constants et égauz aux Pijo La distanqe nlale
tdre pas lew rapports eantre les deux varisbles i et j, qui une présentent donc ni
affinité ni répulsion partimii%;:feo ‘
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Si deux minéraux présentent une sffinité,(ou wne répulsion) sensible, les
corrélations ne peuvent done pas &tre intrinddques. Le coefficient [Pij augmenters
(ou diminuera) si 1l'on sugmente la taille du support v initialement trds petit.
Une liaison positive entre i et j se traduira, pour les petites valeurs de h,
par uwne croissance de yij(h) plus rapide que celle de Yy, (h yj(h)o Clest ici

le coefficient de codispersion Rij(h) qui doit servir de critdre. Rij(h)}Rij(O)
indiquers une liaison positive entre les minéraux i et j & la distance h, eb

réciproquements

6 = Théorie de la montée intrinsdque.

En représentation transitive, la montée spparaissait comme un cas limite »
du passage de la varisble ponctuelle & la variable de support géométrique w, lors—
que le support v se réduisait & une droite indéfinie. En intrinsdque, la montde ne
peut plus se faire le long d'une droite indéfinie, puisque la régionalisation se
poursuit, homogéne, dans tout l'espace. Nous nous intéresserons donc & la montée
sous puissance finie. Trois cas sont possibles, selon que cette puissance finie est
de nature stochastique, variable mais déterminée, ou enfin constante. La montée sto-
chastique serait sans doute la plus intéressante & étudier du point de vue théerique,
mais, outre de grandes difficultés mathématiques, elle est soumise & certaines limi-
tations g priori. Une montée stochastique, en schéma intrinséque, ne pesut conduire
qu'a une corrélation nulle entre puissance et teneur montés. Une corrélation: non
nulle, en effet, signifierait que 1la variable ponctuelle n'est pas indépendsnte de
son champ géométrique, et ne peut pas vraiment &tre considérée comme intrinsdque.

De plus, les puissances elles-mémes, assujetties 3 ne prendre que des valeurs posi-
_tiveslg‘ ne peuvent pas non plusgd_f en toute rigueur, &tre considérées comme intrinsé-
q‘l—éSv' La montée sous puissance varisble (mais déterminée) ne peut, de son coté, don—
ner naissance & une nouvelle variable intrinsdque que dans le cas trés particulier
ol les puissances sont soumises & une simple dérive lindaire © mais, dans ce cas
trés particulier, 1'apparition de puissances uégatives enldve toute signification
physique & la montée, Nous nous limiterons donc & la montés sous puissance constante
qui suffit en géuéral dans les applications pratiques. Nous donnerons d'szbord les
formules générales, et nous examinerons ensuite le eas particulier dun variogram-

A
me en I o
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6 - 1 = La montés sous puissance constante

Soit, dans un espace & n dimensions, une régionalisation intrinséque fn(M) & sup=

—

W _ ol port ponctuel, déerite par un variogramme Yn<h)o

Censidérons des segments MM?, PP' ... égaux

I__
&L ;EK et parslidles, de méme longuewr P (figure 1),
¢ §@' e 5P les points origine ¥, P ... étant pris dans
) un méme plan TI, fixé une fois pour toutes.
/ Ls moyenne stochastique de fn(m) sur le seg-
ment MO
Figure 1 (89) £ () =% / ‘:fn(M“") ay

peut 8tre considérée comme une variable régionalisée & support ponctuel M dans le
planIT & (n-1) dimensions, et peut &tre, dans ce plansreprésentée par un processus
stochastique & accroissements statiomraires,c’est=8~dire par un schéma intrinséque.

On vérifie facilement, en effet, que l'accroissement
8115,1(}@) = fﬂ=1(P) = fnzgl(m)

vérifie les conditions énumérées am chapitre lo. Detemmons le variogramme y :L( h)

de cette nouvelle varigble régionalisée & n=1 d::.mensuonso Diaprés le paragraphe 1=2,

ce variogramme est égal & la moitié de ls variance de 1'aceroissement correspondant.

Ynmi(h) = Jé— Dz E.?&nmi(m‘cﬂ“ b, M)] = % 2 {f (M+h) (M)]

I1 coincide donc avee la définition, éerite pour la variable originelle

fn(IvI)9 de la variance d'estimation du segment MM’ par le segment PP', pour MP =h

(e vecteur h étant paralldle au plan TT). La formule (14) nous donne donc 1'expres—

sion du nouveau variogramme ynmi.(h) gous la forme

g

P _ ?
p 2 . 7 2
2 ynmi(h) = 23 /:11:: ﬁn[ h +(tﬂmt)ui at? = o /d,i- h[ (-tnwt‘)u] at?
0 "0 y =0 0




'

Pl

= 4B = _ -

o u = > est le vecteur unitaire du vecteur Po En simplifiant par2, et en wti-

12)
lisant 1'algorithme de la formule (31), on obtient facilement o

2 K
) voy) = /)y [mm]er - 2 /) (s

"0 ‘ 0

Dans le cas général, le plan TI, auquel h est paralldle, n'est pas perpendiculsire

au vesteur fs et la montée est dite oblique. Si le plan IT est perpendiculaire & B

T, 1a montée sera dite droite. ig plupart des applications pratiques utilisent 1la |

montée droite. Si la montée est droite et si la fonetion intrinsdque est isotrope,
clest-d-dire peut se mettre sous la forme d'une fonction Yy, (r) du secalaire posi-

tif r = |b} la formule (90) s’écrit sous la forme suivante, qu:z. sera utilisée dans

¢
) Yoyl = 5, / (o) [ VrT T2 Jix - £ /(8 v,
0

les applications .

Le wariogramme an—-ﬁ.(h) ainsi défind permet de calculer, par les formules du premiep ;
chapitre, toutes les variances ou covarisnces requises relatives ¥ 1a variable i;lm,jf;}l.)
régionalisée dans le plan TI.

I1 est possible de réitérer 1l'opération, en effectuant une nouvelle montée
le long d'un vecteur f" du plan TI. On définit ainsi une nouvelle régionalisation
& n-2 dimensions, dont le variogramme peut se calculer en appliquant 1'algorithme
(90) au Yy, 1(11) précédemment formé. On obtient ainsi 1'algorithme composé de la
montée dlordre 2, qui fait intervenir les valeurs moyennes de Yy dans le pa:ﬁallelo@

a

gramme ﬂ"

P
(92) y,_,(n) = / /Zﬁmﬂ(g“m*:“) Y, (n+‘i;u+t“u°)d.tdt° = nw /7@ 4 ) f-t)

00 vf (ra+ttuids o

Dans le cas particulier de la montde droite en schéma isotrope, cetie formule

s'éerit ©
04
(99) Yy ol?) = 3 j/ (fmx')(f"mx”) VT z o b
¢

§24 5 //;/f (fwﬁ)f"m}:“) YHE \/XZ & qu]deixV
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des deux intégrales.
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Relativement & la montée transitive (sous puissance 1nf:1.n1e),, 1z montée
intrinsdque se présente comme moins simple, ey ce sens que les variogrammes obte-
nus dépendent des vecteurs f,, & , méme dens le cas isotrope. Il faut bien voir,
en effet, qu'une montée d'ordre deux telle que (92) déerit, dans llespace & n di-
mensions l'évolution des teneurs moyennes de parallélogrammes 280 dont 1%un des

sommets déerit une droite (un plan & n-2 dimensions).

6-2-= Montée droite sous puissance constante de 1'?"

En vue des applications pratiques , nous allons traiter explicitement le
cas de la montée droite sous puissance constante f du variogramme isotrope.
A
v (r) = ¢
Les résultats sYexpriment & 1'aide des fonctions hypergdométriques Flx % Yo%) 4838
utilisdes dans la note 42, et permettent d'établir les formules du rectangle pour

:r?‘o Dans ce qui suit, nous poserons

%4 ?\,
(94) y)gr)-—‘-@%J/;(f x) (£ +r) dx

Cette fonction y(r) qu::. represente la valeur moyenne de :r?” entre deux vecteurs
P d:.s’ca.nts de r, dlS_’pOSéS comme les deux cotés f d%un rectangle f x v, différe
du variogramme cherché vy nmfl,(r) d'une constante, que 1'on détermine aisément en
écrivant -

(xr) = y(r) =y(0)
Calculons explicitement 1'algorithme (94). Il est égal & la différence

(95) &) = 1,(a) - (W)

{ A
2
I,(a) = T (x2 + 2) 'ax

i
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La deuxilme intégraie se calcule aisément en faisant le changement de variablé
x =VYu. I1 vient o

w RERE ,1+% e s

(96) Ty(A) = —Bes {(fz +1%)  -r J

(a+2)g

)
H

Passons au caleul, plus difficile, de I{L(?\)o Posons.

2= OV
A

1 5 _1
- ﬂZv 2 =3
Iﬂ,(?\) = I“A/ @; + ?p v 4av
. 0

I1 vient

Nous reportant & la formuls (115) de 1z Note 42, nous voyons que cette intégrals

s'exprime 3 1'aide d'une fonction hypergéométrique F(« ﬁ Yo = =5 ), avec
' r

p-1 ==, @;—:.m%
y-p-1 =0 = ¢ p=1
= X -2
se =3 { =5

On obtient ainsi :

' oa, a3 P

(97) I‘l(?\') =27 F(‘= By 59 Fy :2" )

Cette expression, qui se développe sous la forme d'une série entitre
en ( = > ), est satisfaisante lorsque z est plus grand que € (comportement du
variogramme & lorgrayon d'action). Comme les propriétés les plus intéressantes d'un
variogremme sont liées & son comportement analytique an voisinage de 1lorigine, il
est nécessaire de trangfomer 1l'expression obtenue, de manidre & faire spparattre
un développement en élé . On y parvient & 1'aide d'une formule de transformation des

fonctions hypergéométriques, que nous nous contenterons de dommer ici sans démons-
tration. ‘ t .
FlotoBoYo=x) = L (‘_f) PE -
B el -

Floyoetiey, ortl-B, =%)

(98)

L P Ve -p) F

F(o =Y, B+l 9“=’§
7l o (y = ) ﬁﬁﬂy Piw(.x z)
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Si nous appliquons (98) % 1°intégréle (97), il vient ¢

14\
2 . (= =2) A4\
( 2 x N T S S \V. 3 - r
(99) 1,() = thﬁ - ah 0 % P(=%’) e

Pour la symétrie des écritures, nous méttrons (96) sous la forme ¢

£

F(‘z’ 9C§-p29"‘“‘="°

2
M2

A 2 2 T
Friher-bobop g

ll

I,(»)

2
2

En portant ces valeurs dans (95), on obtient lﬁalgorithme y?&(r) sous les deux formes

équivalentes suivantes

On utilisera le premicr dévelopi)ement dans le caz r}fo I1 s'éerit explicitement o

r i ( ""1) 200 (éak"'i) N 2k
(101) Y?\(r) -—r'@"i + 9 § 2 (%) }
L k=1 - (2k+1) fe+q)1

o

Pour r<£9 ondoit se servir du tifauxiéme développement, qui se met sous la forme ¢

w0 AR Z}.}. : »
f 2 i ’l‘:‘g = 2(2 1)000(2 k“ﬁ“2> r 2k
| k=2 (hfl-2k) k!

(102) WEHY

o B . Vi (= ==) St

2eFA, ﬁz P 0 2};) Ei
2




BEn pratique, on s'intéressera surtout aw cas ol A est un entier pair

Y

ou impair, et on aura asussi & effectuer des montées sur des termes en r;?,p log r
(p entier). Le cas de A =2p entier pair est particulidrement simple o y (x)
se réduit, en effet, & un polynome homogine pair de degré 2p em £ et h, dont  on
obtient, immédiztement 1'sxpression en arrétant (101) ¥ k = p. Par exemple, on
a .
rd " 2
Yolr) =  + % Jf.
i} 22,1 g
(103)§ v, (r) = 4 3 12, 3-3 t

Yglrd = £ + 5 142, r2ﬁ4 + g’g ¢
Pour A = 2p - 1; entier impair, le développement (101) est utilisable
pour: I }Qe Par contre, pour r< P, 1e développement (102) préser;te des singularités,
et doit &tre étudié par un passage & la limite. On s’attend & voir apparaftre wn ter-
ne en rZP log v, et on va le vérifier en effet. Lorsque A tewd vers 2p = 4, tous les
termes de (102) ont une limite finis, 3 l“eie@ption de deux d'entre sux . le terme

de la somme correspondant 3 k = p, et le terme isolé en rl*?"o Séparons ces deux ter-

h

mes . .-
3G -MeeeGmp+2) 2 n (=T
(2‘) + Vr 5
(A+4-2p) p! n(=%)
Posons A =2p = 1 + &, et faisons tendre & wers O. Le permier terme est équivalent
& .

R

Le deuxi®me peut s'éerire

213 (‘1 + & log ﬂ) E,P - %)ooo(:%) + %(PQ - '..L)]

cos € g i ’\-fg-+p+§ ) _2pie
= V1 X (%4

2
. 7t > 5 :
Sin & 5 [ (1+p+%) J g Y pt

P (ptk) M (14p) }

p! .

|7 (vt 3 o) 5

Le terme singulier a pour limite, lorsque & tend vers 0

2Pt 22 g 20| () Mla) T P
iy g 4 SReomesmenes @ ¢
2 Vi pt T wETT o Vr plaep)? p(2+p) p(%)z
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2P

217 (pt) _2p T (p+)
L ﬁ : !\*%Qﬂnooo%mz+210g2 E

(104) T log = +

pzmmm e e e
Z Wmops LT\ op

Ce terme sz remplace, dans le développement (102), les deux termes en P

autres termes restent inchangés. Pour A =4, par exemple, on obtient ainsi .

o Les

£ 1°2 I ? ]
= = & =k e T = & e e b oo
(105) yi(r) 3 + 7 log = + log 2 =7 | + 5 , 5 f 5% +
On peut d'ailleurs, par des calculs directs, obtenir 1'expression suivante o

Yi(r)=% VE + 22+ 5@2[ V2 i‘]ﬂ-%@logg /€ 2

4
Enfin, la montée pour un terme en erlog r peut s'obtenir en dérivant y?x(r) en A,
et en faisant A = 2ko Gomme A est un entier pair, des simplifications notables se

o

produisent. Pour log r et r 1@gr, on obtient les développements suivants

D

Z (==1>k&1 ( ﬁk
=1 k(o) (2es1) T

| ‘ Y%.&)] = logr + &

k<1

|~ o 2k
= 1 ﬁm3+ﬁr+ IV lioe 21 &1 (=) - ()
A (gi 2‘% L T

\ ‘ o k »
y §la - Progre L 2 2[1 82 | () gzk]
(106), EE?‘; X?‘(rﬂ_—{ ¥ logx+ g Llogz + ¥ [12(1“” E%a ke(le+2) (11 ) (21c#) (r’) 1
] 4 3
leogf[gaﬁ-(r‘?:-g(%}ﬂ%k%%logr *%n%

k 2k
EZ[MW 2 Frva (1) o>
' -5 5’1;3 k(101 (16:2) (2-3) @) j

6 = 3 = Les formules du rectangie pour z:?"

Dans les applications, et notamment pour le caleul de ls variance dlex=

tension d'un élément lindaire dans sa zone d'influence, on a souvent besoin des
9

fonctions auxilizires yx et F, qui permettent d'expyimer la covariance du rectangle
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L

avec 1l'un de ses c¢6tés, et la variance du rectangle lui-méme .

x,(lﬂ = = / Y(xe) dx

~h

h
F(h) = 2 / X X(X)d:?: = 3-5/ (h = x) Y (x)dx
h=s w2/ ny

La fonction \f(x) & laguelle s'appliquent ces formules est la fonction intrinsd-

-i\

que obtenue aprés une montée droite sous puissance constante ¥ effectude sur le -
variogramme Yy, (n) du phénomdne pemctuel. Comme % se déduit de F en dérivank

2
he F(h)9 nous nous intéresserons i la fonction F(h), que mous derirons F(h,%),

pulsqu@lle dépend symétriquement des deux ¢b6tés h eb £ du rectangle. Bu égard
8 (93), il nous suffit, dans le cas yn(r)ﬁ ", de calculer la valeur moyemne

Fx(hg ) de r™ dans le rectangle I x h. Cette fonction & pour expression .
b g A
F(0f) = oits /[ (hex)(2y) (P52 ) dzdy
A 53
B2 5 o

Pour calculer cette intégrale, passons en coordonnées polaires (z = p cos 9,

=pSin@)

212—///“ hf, A+l = (hsin 6 + T cos e)p 2 4 sin @ cos © p 3]dpd6

__4  /inf w2 (nsin @+ Foos 8) M3 sin® cos @ .
" 2e {M»z P - RF3 por—xFTI—°F

¢

Sous cette deuxidme forme, 1l'intégrale est étendue au contour du rectangle. Par
raison de syméirie, il suffit d%intégrer de 0 ¥ GO = Arc tg % L'intégrale de 60

3 g s'en déduit en échangeant les r8les de h et de £. La premidre intégration don-

ne, en remplagant p par 555
) 8¢
L _al i &Q@ X W gmgds
b2F | (7+2) (2a3) soe G2 +3)(%4) con 9
. ’ ° l“"“% A42
4n cloris 54 4 @) -
(2=2) (243) R A e 4) {2
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Dioll le résultat cherché .

F:')\,(h"ﬂ) = 4};\’ i F("’ %0%9%9"" ﬁ) + “"““"‘i;i’;%“’“’z’ F("” %9%9%9“‘ E‘; )
(107) | {(a2) (43 ) B2 (aa2) (43) {

e o eememczes

“mo O

i . {(hz Rt B :‘
(3:42) (3) (nd) L P2 2 P

I1 est aisé de transformer cette expression 2 1'aide des formules (98), de manidre

& obtenir un développement en ‘% » Valable pour h . En réalité, ces développe-

ments s'obtiennent plus rapidement en intégrant directement em h 'ée développe=~

~ ment (102) de Y?\_(I’)a valabls pour h T

h
I j{ (1) v, (x)ax

chaque terme en = apportant sz contribution S hp'g on obtient ainsi ¢
- (1) (ps2) )
A A
2 = 5(5 = 1)oo(5 kt2) g 2k
F?\’(fgh) = N 2 + ot (1) 2z 2 0 R

" (E + - \i
(1) (240)  6(n4) k=2 (W1=2k)(3+2k)(ketl)?
(108) ‘ '

40 2
4 2t 2 /x (= 5 ) LLEA |

¥ (2+?\}(§+2&)(4fs-?§4) 12 v (22)(30) [T (= %) 2

Lorsque A est un entier pair, le terme en h1+?" disparaft, puisque I (= %) est in-
fini, Il reste un polynome psir et holxxcgélcua,J de degréd A en h et L. Pour A en=
tier impedr, soit A = 2p=l, on remplace le terme en 2P par sz de la formule (104),
et on :_i.ntégre directement, en notant qu'un ferme en 2P logr apporte la contribu-
tion o

2 120 1 o 2421 3) 2D
(2p+1)(2p+2)

(zp*@)z(gwg)z

Les mémes rdgles, appliquées aux formules (106),, permettent de calculer facilement

la valeur noyenne dans le restangle des termes en rgk log x.

On aura également besoin, en pratique, de la covariance du restangle avec

1'on de ses sommets, ou de la covariance des deux c5tés L et h du rectangle fﬁi h,
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Désai.’gnons par K&(hgﬂ) la valeur moyenne de ™ entrs le rectangle et l'un de ses

sommets, ou, ce qui revient au wméme, entre deux cbiés £ eth o

/ ' 7o
5 (D) = g §/° P = el M2 g
' “R Thiasz) - o

Comme ci-dessus, 1'intégrale se sépare en deux composantes Ii eh Izg qui se dédui-

sent 1'une de 1'autre par échange de £ et h. Il vient, par exemple -

@ 4 7\
o1/ T =w13~//;h+2)2dx i [ ziii]
A4 0 - a2 = a2 59592" #e
Dol le résultat o
¥ 2 \ 5 2
R S %13 b
(109) K/\,<h f;) ‘A+2 E(= Fo50F = ;IE) v F(= Sr50 5= ;ﬁz)

S8i h ¥ on peut transformer la premidre fonction hypergdométrique 3
1l'aide des formules (98), qui domment 3

2 2
e A T A W A1% h
(hz)mmm e F(= Gy = =gz mx) F( A
Hthe (aa)(zen) 2 2020 @2 2*7‘ 222" »
= pl= 3 T+
& \/ﬁ : ‘ h/\.xﬁ, £

(a4 ) [*(= 5 )

En fait, on s'intéressers surtout Z la covariance d'wn ¢srré avec son centre. Celle-

ci se déduira, pour un wasid de cdté a, de

M0 Y
SSAV

) £G 5 = FHxd Hep Gio )

I1 est possible d'établir de la m2me manidre les formules du parallélépipdde, en
effectuant une nouvelle montde terme z terme sur 1é développement de Y;\’(r)o Les
résultats peuvent s'exprimer au moyen de fonctions plus générales que les fonctions
hypergéométriques & frois paremétres « B y. Nous n’écrivons pas iei les développe-
ments, qui s'expriment par des séries doubles, car on aura le plus souvent intérét
2 calculer directement et mmériquement, dans chaque cas particulier, les premiers

termes des fomules correspondantes.




7 = Calcoul des variances d'estimation intrinsdques

La notion générale de variance destimation a été définie au chapitre 2.
En pratique, on utilise le plus souvent des mailles régulidres de préldvement, et
il importe de savoir calculer numériguement les variances d'estimation correspon—
dantes. Nous établirons les formulss générsles relatives aux mailles régulidres,
sous deux formes différentes. La premi®re forme, suggérant une analogie avec les

variances d'estimation transitives, permettra de dégager une rdgle approchée de

composition de termes de tranches et de termes de section, et de se ramener 3 un

probldme 5 une seule dimension. La deuxidme forme fers apparaftre un principe d'ap-

roximation de nsture différente, reposant sur la notion de varisnce d'extension
L 9 P Jartlal LLLens.

¢lémentaire. Les deux méthodes d'approximation conduisant & des résultats légdre-

ment différents, nous nous efforcerons de dégager une rdgle pratique, dont la natu-

re sera mixte.

7ol Formules générales des mailles régulidres.

Nous supposons connues les valeurs
v, = f(mi)

de la variable régionalisée £(M) en un nombre fini n de points M, implantés aux

noeuds d‘une maille régulidre. Cetté maille régulidre pourra, par exemple, 8tre dé—.
¥

finie par la donnée d'un parallélépipéde (1) oblique v. A chaque point de prélé-

vement Iin s nous attribuercns une ' zone d'influence ¥ Vo qui sera le parallélépi-

pede v centré au point Mio Nous désignerons par V 1l1la réunion des zones d'in-
fluence vy Pour abréger le langage, nous remplacerons 1'expression ' moyenne sto-
chas’clque de la variable régionalisée £(M) dans le volume V ¥ par l“expressmm 0 tom
neur moyenne de V' Le probléme gue nous nous. proposons de traiter est celui de
l'estimation de la teneur = de ¥ par la teneur moyerme v des n préldvements

M,

i (111) ;-_Jl z v

(1)

La mallle pourrait &itre définie par d*autres polyddres v, sous réserve qﬁ ils pos=
sédent un centre de symétrie, et que l“ensem’ble des vy centrés aux points M
constitue wme partition du volume V & estimer.
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Comme nous l'avens vu au chaplire 2, on peut assoder 3 cette estimation
la variance d’estimation o,
2
e 20 .
g, 0= Dz = v}

o

dont la valeur est donnée par 1la formule théorique (14), qui s’éexit fci ©

/ W&z BjaP = m,j;my(mm ) =mjfy(m*r)(mm0

“”fz

o

%&1 mo

2
(112) o, 7

Du point de wus pratigus, une telle formule ezt difficile & mettre en
oeuvre directement, et on est conduit 2 rechercher des méthodes de calcul approchées.

I1 faut bien voir que la somme double % z y(MiMj) peut &tre considérée comme une
% °j

waleur approchée de 1'expression 2 @m (M. E)aPp qui, & son tour, est une ap-
¥ o Y
’ o5

proximation de 1'intégrale doublz. Ls variance 0’31 apparatt comme une différence
seconde de quantités tr¥s voisines les unes des gutres (d’autant plus voisines que
la maille est plus serrée). Dans la théorie des variances d'estimation transitives,
nous avons rencontré une circonstance trés analogue, et nous avons pu en déduire un

principe apﬁ‘oché" de gomposition de termes de tranches et de termes de section. IL

serait malaisé de montrer rigoureusement que le mé@me principe peut &tre utilisé
pour le calcul de (112), mais 1a parenté profonde des -formula‘c-l:‘i.o:_as intrinséques et
transitives rend trés plausible le raisonnement par analogie. Nous admettrons done
que 1'on peut écrire (dans 1le cas d'un espace & 3 dimensions)

2 2

: 2
(113) o = O * %, * %3

Gnl étant la variance de 1l'estimation par les ¥3 de la teneur moyenne des lignes 3
plus grande densité de préldvements, o‘112 1a variance de 1l'estimation des plans de
2 -

plus grande densité par les lignes de plus grande densité, et Gn,j celle de llesti-

mation de V par ces planz. Sous réserve d'effectuer, pour les deux dernildres, des
montées convenables sur le variogramme y( h)p chacune de ces variances peu‘l‘ ge cal=
culer comme une variance d'estimation & une seule dimension.

. 2
Mais la varisnce d'estimagiion 0, admet aussi une deuxi®me décomposifion,



profondémenﬁ différente de (:113)o Considérons, en effet, 1l%sccroissement

clést-g~dire 1lerreur quée 1'on commet en attribuant & la zone d'influence Vs la
teneur v; de 1'échantillon qu'on y a prélevé. Cette " erreur ® peut &tre congidérée

come une réalisation d'un processus statiomnaire. Elle admet une variance o‘E

2 .
. 2 1
(134) o5 =D (zi - yi) = vj y(M P)aP - m_/’ y (3010 )amam
s Vg
N A S

que nous appellerons varisnce d'extension élémentaire de 1'échantillon Mi dans sa

zone d'influence Vs Mais 1llerreur totale -
E=gz =y

commise en estimant la teneur moyemne de V par la moyenne des n yy; peut se mettre

sous la forme o

o
[
[

0
li

En prenant la variance des deux membres, il vienmt .

2 ﬁ'.
(g} = ZME(&-E}>
n° ij
2
Ainsi la variance d'estimation o, admet 1la décomposition suivante .

2 4 2
(115) 6 =2 Op+ 5 z E(siej}
i3
Les termes E(@is ) sont des covariances d'estimation, et peuvent se calculer & 1l'ai-=
de de la formule (15). Si, dans (115), la somme des covariances d"estn_nai;a.ong éten=
due & i 5—5 j, peut &tre considérée comme négligeable, il nous restera la“formule
trés simple o . '

2

2
q
(116) Oy =% o

qui exprime un principe de composition des variances d’extension. Les régles (116)
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et (113) sont manifestement incompatibles. En fait, dans le cas général, la somme

des covariances n'est pas négligeable.

[Ty On s'en rend compte (et on peut le véri- |
o i "ﬂg : @ fier par le calecul), en imaginant uns
g""“‘ - E‘ maille rectangulaire trds allongée. Sur
¢ | ® 1a figure 2, 31l n'est pas possible, en

effet, de considérer que Mi et Mj esbi=-
ment indépendamment 1'un de 1'autre leurs
Pigure 2 gones d'influence respectives 5 ils sont

trop proches l'un de liautre.

En dehors peut &tre du cas d'un variogramme isotrope et d’une maille
cubique (ou carrde), la formule (116) ne sera certainement pas utilissble dans un
espace & plus d'une dimension. On est ainsi conduit & subordonner le principe de ,
composition des variances d'extemsion au principe de composition des termes de tran-
ches et de section. On appliquera donc, en premier lieu, la décomposition (113)0 .
¢ éest Seulerznent pour le caleul des variances d'estimation & une seule dimension,

O, 5 Oy o’ 61139 que nous ponvons espérer pouvoir utiliser le principe (116) : méme
1

alors, comme nous allons le voir, des réserves doivent &tre faites dans certains

CasSe

- 72~ Calcul des Variances dl'estimation & une dimension.

Rappelons la définition des fonctions auxilimires x(h) et F(h) qui se
déduisent du variogramme vy(h) & une dimension par les formules

h
x(n) = %/: yix)ax
h

F(h) = ;2;2 J[xyg(x)dx thx} y(x)az
' LR = 0

(117)

Désignons par & la maille de prélevemente Soit (0,L) l“lnterv'allegde longusur
5L = na, que l'on veut estimer et

Xi = (:L = ?)a - 2
1'abscisse du point de prél¥vement M, Pour calculer la variance d’estimation op,



nous utilisgrons la décomposition (115). Le calcul de la variance d'extension &1é-

mentaire GE est immédiat

2
g = 2 x(m3 = Fa)

(par hypo’chéseo on a y(0) = 0). Caleculons la covariance d'estimation E(e e, )9 pour
les pomts M et MJ distants de

h=lj-ila
Ia formule générale (15) nous donne ici
a a
(118) E(e 2 ) = ~=/ y(h+u)du - S5 / y(h+u=»v) dudv = y(h)
-3 2

Dans la suite, nous supposerons y(h) continu et plusieurs fois dérivable,
sauf au voisinage dg 1'origine. Pour i ## j, la covariance d'estimation est done
une fonction continue et dérivable de h. La formule (118), compte tenu de (117),,
peut s'derire o

. 2

- m [(h +2)° F(h + a) =2 h F(h) (h - a)ZF(h = a)]
Za

Si Y( x) a,dmet un développement de Taylor autour du point d'abscisse h, il en est
de méme de B 5~ F(h) et de nx(h), et 1'on a S

(h + 5) v(h + “2’> - (h = m) x(h = m) = 2;;0 ey ) (Zn)(h)
(hgi)__, F(hta) - b2F(n) + <h“"“) Fhes) =2 }: ’T‘”‘W (&)

Si ces séries ne sont pas définiez, du ne convergent pas, on prendra des développe-

ments limités, avec des restes convenables. En portant dans (119), on obtient S

e 2n
(120) Ble.e.) = §_ =2 [2 - ggnjzi }Y(zn)(h)
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On vérifie que le terme en az(n~1) a un coefficient mul, de sorte que le
développement commence par le terme mvé a y(4) (n)e Comme, pour h grand, y(h)
croit moins vite que h s ainsi que nous 1l'avons vu en 1-=3;, ce premier terme doit

décrofitre plus vite que Zséso Naturellement, cela n'est vragi que pous h grand, et

n'empéche pas, en principe, la covariance de prendre des valeurs relativement éle-

vées pour des distances h de 1l'ordre de quelques mailles a.

Pour simplifier 1'écriture, posons
E(aiaj)g c(h) .

puisque la covariance d'estimation E(eiaj) est une fonction de h = limj\ao Portons

cette expression dans (115). La variance d'estimation 0'121 prend la forme o

2 2 T
ST J (R [(e2e]
| o =% of+ " (z?;wl) c(a) + (n=2) ¢(2a) + oo0 + C | (n-1)a
(121) ¢ > n-1
=% op + 2 3 a(l-ka) C(ka)
12 k=l
Sous ':cette deuxildme forme, on voit apparaftre une expression approchée de 1'inté-
I
grale . L :
35 /(L - ) C(x)dz
étendue 3 1'intervalle a, L = na. Comme, sur cebintervalle, la fonction G(h)—E(s j>
vemfle les conditions requises, nous poiyons utiliser la formule (1)* d'Euler Mac~-

Lauriﬁ s
Ti=1,

(122) /(m) )iz = 2 T (aa Cla) + 2 ;‘3 ) S L f @H?}RN,

(1)*

Cette formule est prise ici sous la forme dissymétrique

na n=l 2k=1 2k=1
/(x)dx = a%;of(ka) +§; (<1)E %ﬁﬁ aak[f (na) = £ (o)] + Ry

0 :
indiquée dans 4.0. GUELFGID(is tchislienie konietchnikh raznostiei,Moscou 1959).
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dans cette écriture, la fonction f(x) qui figure dans la somme des termes eorrectifé
de Bernouilli est mise pour (I~x) C(x). On vérifie immédiatement la rdgle de récur-
rence

£ (2) o (bex) Bx) - 1 &L

de sorte que l'on &

#w) - #PNa) = (2p-1) "[cZP*(L) - CZpuz(a)Jw(lwa) ¢ H(a)

soit encore, en utilisant le développement de la fonction ¢(n) donné, ci~dessous,
en (123)¢

%
2Ly 2210,y o (2p-1) E::GZk a2k[y2kﬁ2p~2(L) mly2#&2p=2(a)-]

(122bis)

_ (L—a) c 2k: 21§‘+2p=1(a>

2 2k ® Y

fixg

Calculons, en premier lieu, 1l'intégrale du premier membre., Posant -
9 E b

o(n) -z_ Cp &y ()
(123)
k+1
2k 2 5 ‘ : 2k@2
On trouve 1mme&1atementsen effectuant une intégration par parties

(124) %’2,/(1‘“") °<§>dxi‘:‘” ff’;é % a* [“ng@“a) VG + 0 YR - 0 Y6 J
B -

Portant cette relation dans (122), nous allons obtenir ‘une expression de la somme fi-
gurant dans le deuxilme membre de (121). Compte temu de l“expre831on (122)b1s9 des
termes de Bermouilli de (122), on obtlent .

2k,
(125) Ezaz (1ka) C(ka) = % [ ) = y* ) (1-a) y (a)}

a0 %o
+ 25 % Mﬂ{yakmz(l‘) - Yakmz(a)Ja- ;9%%:;3 a%E(1,-) T, v a)

RiaT=



avee .
k=2 (ml)pB

= 2p D
o = 2o TN Cieap (228

k=2 (-1)PB
= Sy

N - ]
2k =1 2p ) 2k=2p

L'examen de la formule (125) fait apparaitre deux catégories de termes.
En premier lieu, les termes du type w% azk y(2k=’2) (L), ot figurent les dérivées
: L

de ‘Y(h) au point L, constituent un Zitterbewegung. Mais on voit facilement que ce
Zitterbewegung pourra, g'é’néralemeri%;, 8tre négligés En effet, pour h grand; et,
en général L = na pourra &tre considéré comme grand, y(h) croit moins vite que 11‘2'9

et Y<2km2)(h) décroft plus vite que h(g.fk) (k¥ 2). Le terme général du Zitterbewew
2a 2a2 .
nnnn,:;:n: == a:uux::mg ooxam
122 T k2 2

lorsque n augmente. Les termes d'extension, en deuxidme lien, comportent 3 le{zr

gung est done, au plus, de la forme et déerott plus vite que

tour deux sous-especes . des termes en % (du type 2k yzkml(a)y et aes -termes
- 2kt+l k=l 2k
1 ) a k=2 . . -1
en ;ﬁé » du type Y (a) ou 5 Y (a), qui seront respectivement en 5
. : _

et % o 5% n est grand, on pourra, éventuellement, négliger les termes en a% 54,
0’ n

au. voisina,ge_ de h = a, le variogramme admet un développement du type

(126)  y(n) = F_y, n*

le deuxidme membre de (125), le Zitterbewegung étant ndgligé, peut se mettre sous

la forme i
5: YK[% T, () + & TZ(MJ w*
n

et 1'on voit ginsi apparaftre, comme dans la Note 45, un principe de correspondance,

associant & chaque composante en h?“

du variogramme au voisinage de h = a, sa
contribution [%i Tl(?\.) + % Tz(h)] AT 1'expression (125). Nous calculerons plus
o

loin, par un procédé indirect, les valeurs delef?») et Tz(?\,)o En se reportant &

(121),, on voit que la variance d’estimation o, =e net sous la forme -

2 2
(127) o, = 5?1'1 ogr Iy, v [%' T, () + }é’ sz_]
- n .



w Bf =
- Arrivé & ce point du raisomnement, il y a lieu de distinguer deux cir—
constances trds différentes selon que le développement (126), valable autour de
h = a,peut, ou non, représenter correctement le variogramme y(h) dans tout 1'inter-
valle O, a° Dans le premier cas, c'est-i-dire si (126) est valable de O & a,(pas
de changemen’c d'allure dans l'intervalle O-a), on voit facilement que chague terme

en h apporte & la variance d'extension une contribution o

2l L
ML a2

de sorte que (127) s'éerit
(128) o =3y, WM Ee) + A0 ()
e R R

aveg -
A1
(129) T(A\) =T (?\) *+ 5 _&[2 ~ 535 J

Dans ce cas, le principe de correspondance s®applique directement au cal=
dul de o‘za Mais il peut arriver sussi que le développement (126) ne soit pas vala-
ble dans tout 1l'intervalle O,a, et, dans ce cas, la formule (128) ne peut pas &’ap~
- pliquer. En fait, s'il y a changement d’allure du variogramme entre O et a, ce sera
le plus souvent un ralentissement de croissance. En pareil cas, les dérivées en a

de y(h) prendront des valeurs particuli®rement faibles, de sorte que 1'ensemblé des
‘ termes figurant en (125) pourra, le plus souvent &tre négligé. On pourra donc appli=
quer le principe simple de la composition des variances d’extension élémentaires, et

derire o
2 2 1

On arrive ainsi a la rd3gle Eratigue suivante . S5i un méme développement
de type (126) n'est pas utilisable deh =0 & h = a, on appliquera (130), clest-
ad~dire ‘le principe de composition des variances d'extension. Si, au coniraire, un
développement du type (126) est valablede h =0 & h = a, il convient d'appliquer
la rdgle de correspondemce (128), avec des coefficients T(A) et T (?».) que nous al-

lons maintensnt calculers
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T=3=Etablissement de la rdgle de correspondance

Pour établir la rdgle de correspondance, nous parbtirons du variogramﬁe
particulier y(aé =1= emux,, pour lequel il est possible dfobtenir 1'expression
exacte de la variance d'estimation. Nous tranmsformerons eusuite ce variogramme par
le jeu d'un opérateur linéairve qui fasse apparaftre un terme en x?\’ o appliquée s
" la variance d'estimation associde & 1 = emuxa ce méme opérateur metira en évidence

la rdgle de correspondance cherchée.

Considérons donc ce variogramme particulier, et ses fonctions auxiliai-~

res o
' =UX
y(z) =1=¢e
: ~Ux
l=2¢
(13) § x() & ~
F(x) =1a=§§m[e"uxal+uxj
52

2
Pour calculer la variance d'estimation o associée & la maille a pour
n préldvements, nous partirons de la formule générale (112), qui se met, dans le cas

d'une seule dimension, sous la forme suivante .
2 4 < 2 &
o, =3% 2 (=F)ax [ (k%)a] - > (ak) y(ka) ~ P(L)
k=l n~ k=0

Remplagons y,X, et F par leurs expressions (131), et tenons compte des formules som=

matoires habituelles &

=],
’ & o _ 4 R
=0 1p=Gil
{ n-l Y -
X r e~kau _ gﬂ & e”‘auk@.;:_?ifj?i
U =0 | 1™ 2 (1722
I1 vient (avee L = na) au
- ‘é" [
2 /o r 4 -l dag p
1 4 10 2 {e 2 ~uL
G’n=mﬁ=’i}={°§" + = °§"2 (111"‘—'—'41”'6 \

_ oply e B g pTER 52

5 ~Tay - r=Litl -
L2 ety 2 edn
w2 T pean? | B 4w
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Les exponéntielles BnLu correspondent au terme de Zitterbewegung envi-
sagé au paragraphe précédent, et doivent &tre négligées. Il nous reste alors 1° ex=-
pression suivante, que nous écrivons en séparant les termes en % et 3'5 s et en rem-
plagant L par na .
amn -

[ 2 m1=§m}+Li[4@”? o™
fpal ua e au(l = e (”lu-sema’u)2 a2u2

g =
n

=R

par leurs développements en g kau o

Enfin, remplagons les termes “T"“"";l.,,aun
o 2 ‘o (1&—8 )
il vient .

2 oo - G0 co o
4, ~kzu 2 41 4 2 =Rau ~Kau 2

(132) c:;{ﬂ_-&z > @ =m]+m[%ﬂw6 > e 2 Y ke =m]

& 4 k=1 au né | v k=0 k=0 a2u2

On voit qﬁe le fait de négliger le Zitterbewegung a eu simplement comme effet de
remplacer les sommes finies d'exponentielles par les séries infinies correspondantes.

Examinons le coefficient de % o I1 se met sous lg forme o

e W3
2 E(f“):&i'ﬂoz 3 e“ka“a?a/e”wdx}
a sa k=1 ad,

On reconnait dans Ea 1'opérateur linéaire qui, dans la représentation transitive,
associe' 3 une maille a et au covariogramme g(x), la variance d’estimation tran-

gitive

(133) é{g(x)] =af 2z gl g(ka) = 2 ///g(::)dx

0
D'autre part, on vérifie facilement les relations ©
o =kau 4 a;,-ux Zg =UX 4
4e 7 ) e =clgle) g v
k=0

ek, (1318 (gum, 2
nge - uda g a(e )+a.2u2
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de sorte gque le coefficient de 3‘5 dans (132) se met sous la forme o
o

=)
gé:,fiw mg}é {&=9%Y +§:i%€ (™)
au)a 2 ) a a '] .udasa a :
Introduisons les operafwurm
1P
oy S ( T= 3 ea
(134) § = .

; &
o228 1
| =2 G 5@‘

Ls variance destimation (132) se met sous la forme symbolique ¢

2 o
o, = ('%tr +$§T2)_e e
el

Considérous maintenant un variogramme y(x) plus général que (131), et

supposons qu'il puisse se metire sous la forme -

v = /(L= €™ slua

oll f(u) est une fonction donnée. C?ommg les opérateurs T et Tz sont linédaires et
ne dépendent pas de u, la variance Gn associde & une maille a et & y(x) peut se
nettre sous la forme .

2
(135) o =

bﬂ!—ﬁ

J/;‘ £{u)du + % Tz/éam %%l &

n

Il est alors facile de dégager la rdgls de correspondance. Prenons,par exempls, ls

variogTaM? 0 . ' % £y uﬁ#—ﬂ .
136, ylx) "—:{ Z =6 fﬁ”r’;—ﬁj .

D'aprés la formule (110) de la Note 429 ona o

(137) &, (x) = /&; -mdum"ﬁ“+ §(=)
'=p,
§(x) &tamt une série enfidre en x, de sorte que le variogramme (136) adueh mxp com=
me terme unique en =P I1 va done uous suffire d'identifier les termes en & Fa
1'gpplication de (135) & ce variogramme pour dégager, au signe pres, les coefficients
T(p) et Tz(fp) de la formule (128). La formule (20) de la Note (45) nous indique que
1'opérateur g _ agissant sur (157) fait apparaiftrse wn terme unique en & ﬂ“g qui

=

est o



- 2 sinp 2
< e (X’] = o B By ALt
= P 1+p *2

d'0} résulte immédiztement

. 1
Z2zinpusy
133) T[o(‘f;]:“,mmméﬂs W
(: 8. bM)X( A +P 4‘2“1 g

L'opératenr T,, de son cbté, doit agir sur la fomction -

2

" =2 o
/@m L N—-— du:"“&mgﬂ(‘-x‘)
= ) eap,}‘ Lap ¥

D'aprds 1'expression (134) de TZ" et comi)te tenu de (138), on obtient I

L £3 ( —H 8

(]_99‘) TZ{ = e O (x)} 2= e (p =7 + 2 ) B a
0 e ™ 2

(d4) (24p) Sk

A .
En changeant les signes, nous voyons qu'd tout terme =x du variogramme correspond,

dans la variance d’estimstion, la composaunte o

7 A,
2 , T (\)a
% S (?k) = T(?\,)a + 2
; n T 2
é a
— TA) = e - B, .
(140) Ten 1«:&
2 ‘B &
7 =% v b 2 o\
(T, =i (4 =4+ 27 B,
{ = (1) (240) =5

Si A est un entier pair T 74} = amnule, mais non ‘J%g?x)p et 1'inverse

se produit pour A entier impair o

h é Tek) = 0 |
(241) ¢ T (2%) = Q{ﬁi)kﬂ (21:@:‘1.4«2'!21{) 3
{ = (142%) (242K) letd
T T
ﬁ § o 2k-1) = ML;,,ELEM B,
(142) ) ‘
3 T (2le-1)= 0
& 2



Reste & ezaminer le cas des termes de la forme XZklog %o Ia formule (22)
de 1la Yote 45 domne immédiatement leur contribution su terme en % de la variance

d’estimation o

(143) T(£™cg x) a2F = (-)k %@E Bk«a%— a2t

Le calcul du teérme en % est un peu plus délicate En dérivant T,(A)a"
u

en h, et en faisant & = 2k, on obtient o
L » 2k 2k 2k d 2k
(144) To{x log x) a =T,(2k)a” log a +[§37L T, (Z\,)J a
A=2k

Mais 1z détivée en » du nombre de Bernouilli généralisé ne conduisant
pas, semble-t-il, & un algorithme simple, on devra se contenter d'un calcul numéri-
que pour chague valsur de 2k. On noters, dans (144), 1'apparition du terme logari-
thmique T,(2k) &°log &

T4~ Mailles aléatoires et aldatoires stratifides.

Bien que les mailles régulidres domment toujours de meilleurs résultats,
il arrive parfois que 1l'on &it affaire & des mailles du type aldatoire ou aléatoi-
Te stratifié. Nous allons éteblir les formules o G'zilleurs trés simples, donnant

la variance destimation dans chacun de ces deux cas.

Examinons d'shord le cas d'une mgille sléatoire. Par hypothdse, les =
points Mi de prél”evemen’cs sont implantés au hasard deans le domsine V & estimer,
de telle manidre que chacun des points M appartenant & V ait méme probabilité
d‘'étre prélevé. La variance d'estimation associde & la moyemme arithmétique (111)
est alors égale & la wvaleur probable du deuxidme membre de (112) pour des points
}Tilvlj ainsi tirés au sort dans V. On voit que 1'intégrale

%/ y(P) ap

"

a pour valeur probable, dans ce tirage au sort, 1l'intégrale double



- TL =

%J{/fy(z@)dmw
¥y

et que Y(MiMj) a la méme valeur probable pour i # j, tandis que, pour i = j,

y(MiIrzlij)z 0 a une valeur probable nulle. On obtient ainsi la variance d'estimation

associde & la maille aldatoire o

ci a% ﬂ y (P )amap [2 = ;“i‘%;;}sia - 1J
2

Soit, puisque 1'intégrale double n'est pas autre chose que la variance ¢ de la
varisble f(H) daus V, comme on le voit en se xeportant % la formule (17) &

,
(45) o =% (o [ n

Dans une maille aléatoire sitratifide, le domaine V 3 estimer est découpé
en n zones d'influence Vo | égales entre elles et translatées les unes des autres 0
de manidre que 1l'ensemble des vy constitue une partition de V, eb, dans chague zo-
ne d‘influence Vip OD implante au hasard un point de préldvement Mie Lo variance
d'estimation correspondante s’obtient en prenant la valeur probable ée (112) pour

des points I\in;Mj ainsi tirés am sort dams v, v.j.:i Mais on a o

Z_ / y(MPlam, = //Y(M.P)dM

v

o

Le premier terme de (112) se réduit ainsi & 2

5 /oo
A
vy

Considérons le deuxidme terme., En valeur probable, il domne &

> f/ ymmmmam

1 N
= m Z J / y(ml 5/ J = ;5 g J%l(mim;)amimg
i Vg?“«*



Ia somme doit &tre étendue, en effet, aux indices i # j, puisque

y(MiI-Ii)= 0. L'expression obtenue se simplifie aisément, et devient -
/ / mn)m&m\) - m
\/\ Y(MMO)(maﬂa

Diol, finalement, 1l'expression de la variance d'estimation -

2 2
(146) %= i:i/j/y(mq)amdmv =%a‘ (0} v)
v v

En comparant (145) et (146), on voit que la variance d'estimation s'obtient,
dans le cas aléatoire pur; en divisant par W, la variance des échantillons danms V,
*a dans le cas aléatoire stratifié, en divisant par n la variance, toujours plus

petite, des échantillons dans leur zone d'inifiuence v. La maille aléatoire strati-

fice est donc toujours supérieure & la maille aléatoire pure. Parmi toutes les mail=

les aléatoires stratifices possibles pour un méme V et un nombre n donné de pré-
1¥vements, la meilleure est celle qui correspond aw polyddre v réalisant, pour une

mesure dommée v de son volume, le minimum de l'intégrale

o0 |v) = 5 Z {rf (0t Y

Pour un variogramme isotrope Y(), supposé fonction non décroissante de
r, ce minimum est obtenu pour des polyddres réguliers. A deux dimensions, par exem—
ple, on obtient les hexagones réguliers et les carréds, avec une infime supériorité .
pour les hexsgones, dans la mesure oy l'hexagone est plus proche du cercle que le

carré,

Si cette maille aléatoire stratifiée optimale est comparée avec .la mail-
le régulidre associde aux mémes polyddres Vs maille régulidre dite adaptée (car—
rée ou hexagonale dans le cas isotrope & 2 dimensions ), on montre aisément que la
maille régulidre adaptée donne foujours de meilleurs résultats. Mais cette conclu-

sion peut cesser d'8tre vraie pour une maille réguligre non adasptée - c'est-2-dire

— 2
définie par des polyddres v différents de ceux qui minimisent o (o Iv)o
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8 - Les flﬁétua’tions des moments d'ordre 2,et leur estimation.

L'étude des fluctuations des moments d’ordre 2 présente une grande impor—
tance pratique, en tant gqu'elle permet de formuler des tests capables de contréler .
1la valeur de 1'hypoth®se intrinsdque. Pour tout moment d'ordre 2, variance cu va=
leur du variogramme y(h) au point h, il >;y a lieu de distinguer une yaleur expéri-
mentale; calculés en général % partir des valeurs f(Iin) prises par la variable en .

un nombre fini de points de prél¥vement M., une valeur locale vraie pour un domai~

ne V, définie par une intégrale stochastique étendue au domaine V, et enfin une
valeur théorigue, qui n'‘est autre que la valeur probable des deux variables stochas—
tiques précédentes. L'écart entre une valeur locale vraie (ou une valeur expérimen=
tale) et la valeur théorique correspondante peut &tre considéré comme une fluctuation,
et 1'étude des fluctuations permet de tester le caractdre intrinseque de la régiona=
lisation. Au contraire, 1'écart entre une valeur expérimentale et la valeur locale
vraie doit &tre considéré comme une erreur d'estimation et pose le probléme de 1'es-

timation des moments d'ordre 2, que nous devrons également traiter.
Lgablon Ge 9 4

. .Du point de wue théorique, nous aurons b'esoin'dan,s ce chapitife d'une hypo-
thdse légérement plus forte que dans le reste de cette étude., Comme, en effet; les
moments ;d."ordre;ll s'introduisent nécessairement dans les problimes que“nous &llons
traiter, il convient de supppser que les accroissements de la variable régioné.lisée
constituent des processus stationnaires d'ordre 4, c'est~-dire que leurs moméents
d'ordre 1 & 4 (&t non plus seulement 1 et 2) poss%dent le caractire intrinséqﬁeoLes
moments impéirs (d'ordre 1 et 3) seront supposés nuls. Pour pouvoir calculer effec-
tivement les moments d'ordre 4 % 1'aide du seul variogramme d’ordre 2, y(h), nous
serons parfois amenés ¥ supposer que les accroissements obéissent 3 des lois de
Gauss. Cette hypoth®se gaussienne, beaucoup plus forte que la précédente, n'a ce-
pendant rien d'essentiel. Elle se recommande par sa commodité, mais n'est nullement

indispensable pour la construction de la théorie.

8 =1 = Ile variogramme second.

Soit une varisble f(M), de variogramme y(h), dont les accroissements

(147) &5 = f(Mj) - £(1,)
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possédant le caractiére intrinséque jusqu'd 1'ordre 4. Etant domné un vecteur h,

arbitraire mais fixe, assujettissons~nous ¥ reconsidérer, dans la définition(147)

des accroissements, que des points Mi et M,j’ liés par la condition

Le vecteur h é&tant fixe, 1'accroissement 8’:‘:’.35’ que nous écrirons
(148) 8y = f(Mi +h) - f(Mi}

peut &tre considéré comme une nouvelle variable régionalisde & support ponctuel
Mio Ernfin, le carré de cette variable '

(149) e? = [f(Mi +h) - f(Mi) }2 ‘ ,

constitue également une variable 3 support ponctuel Mio Des hypoth2ses faites

(moments statiomnaires jusqu'i 1'ordre 4), il résulte que 8?_ constitue un processus

stochastique stationnaire d’ordre 2, et posséde une valeur probable a priori
- 2
(150) B(ej) =2 vy(n)

et une variance finie Dz(a§)° Si 1'on admet 1'hypothdse gaussienne, cette variance
est égale &

2, 2 ey 2
(151)  Dh(e) =8 y(n)
L'indice @, dams Dg(ei)p est mis pour rappeler que la formule corres-

pondante n'est vraie que dans le cas de 1'hypothdse gaussienne,

. s 2 . tps
De méme, nous pouvons associer & la variable &; son variogramme défi-

ni par

- 2
1 2 2 4 2 2
5 B [(ai - si") ] = E(si) - B(eS e

il .
(152) | (wt5 ) T el

La fonetion | (MM ,h), ainsi définie, & h fixé, pour un argument vc—;ctoriel U

est appelée variogramme secon, de la régionalisation, et domine les problimes de
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fluctuation ou d'estimation des moments d’ordre 2. Dans le cas gaussien, le vario-
gramme second [ ' (MM¢,h) se déduit 4'une manidre simple du variogramme premisr

y(h). En effet, si zixj«ﬂsont des variables gaussiennes céntré%s (de moyennes nul—

2
les), de variances Oy et de covariances oijg le moment le plus général d'ordre 4

a pour valeurs .

(153)  B(xjz ;=) = %15%8 ¥ 051 * %1 sk

E<Xj ) 3 gj’

22 —
E(xixj) =0; O+ 2 % 4

Portons ces résultats dans (152), il vient ¢

=T 2 2
Vo, 0msh) =3 B(eg) - Bley) -2 B(ege; o)

Tenons compte de (151) et de la formule générale (7)0'0n obtient ainsi 1l'expression

suivante du variogramme second, valsble dans le cas gaussieﬁlseulement b

e

=i 2 f 2
(56 T7 mt) =0 y(@) - 2[y0m 4 1) + vl - 1) - 2 y0m)

8-2- Fluctuation du variogramme local. .

Dans un volume V donné, le variogramme local yv(y) est défini par
1%intégrale stochastique (32). En posant & } ‘

f(Msh) = £(M)

7V = vOE(-h)Y

§ e(M;h)

cette intégrale s'écrit simplement -
o 5

(155)  yyln) = 2. / e(M, 1) au
2y’ -
VD
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\d,ﬂcﬂuu)

Clest la valeur moyenne de 1l'accroissement & dans 1'intersection V! du volume
disponible V et de son translaté par -~ he Sa valeur pro‘ba‘ble est égale & la va=
leur théorique du vwariogramme au point h

(156) B [y,(n) | =y(n)

Sa variance

(157) P° [ Yv(h)] = ELYV(h) - Y(h)]z

gqui prénd une valeur finie, pour un h domné, s’appelle variance de fluctuation du

demi-variogramme local su point h. On peut la calculer & 1'aide de la formule (152),
en éerivant °

2 [ = 2] vy | =y
L 7 e2(1,1n) EZCMH,,h)J amaue - Y(h)

4 V°2

=t /f[’“ (bmee ) ama® + 3 E(e4) - Y(m)?

4Vv2 T v

Soit, compte tenu de (150) o

(158) D [yv(h)] = %{ (?) - = f _/ L (m09h}deM“J

Si 1'on compare (158) & la formule générale (18), on voit que la variance
a priori Dz(szz) de ls varigble 82 est égale 3 1a limite vers laquelle tend la va=
Tiance de &2 dans un volume fini, lorsque ce volume s'étend indéfiniment, Dans le
cas partieﬁlier de Lhypothdse gaussienne, on obtient, d’apres (154) et (151)

) (159) DZ yv(n)} gy /Jy(l‘m%h) + ¢(MM°=h) = 2 Y(MM“)J aMaM ?
‘V’U Vv



De la méme manidre la fluctuation d'un variogramme expérimental

. ne | >
1 ) =z +n) - xtny |

2N

. relativement ¥ sa valeur théorigue y(h), sera domnés par les formules, :

—

P yym) =3[0 - T Mo |

w2 iy J
(160) -
ﬁ{{m}iLSfymM#hhsmmahhﬂymmfz
elVe gz g7 e T T T

o N' désigne le nombre de couples Mis I'Ii-a- h disponibles,

' 8-3~ Fluctuation du variogrammé 2 '3 yme dimensioim

Le‘é formiles (188) ou (159) conduisent, en général, % des calculs compli-
qués. Nous nous contenterons d'examiner, dans le cas gaussien, les fluctuation du
demi~variogramme local & une dimension correspondant 3 une réalisatioﬁ de la fone-
tion intrinséque x?" sur un segment de longueur L, Bbtant dans le cas Gaussieﬁg nous

utiliserons la formule (159), qui s’écrit ici o

(161) 15 [vyw)] = % 2

/ %f'(fmx) {(ﬁh)m + 5K==:r1§A - 22" ax
“s

Or a posé, pour abréger les écritures o ' -
i

£=L-n

 Le caleul de (161) est assez long. Le développement du carréd figurant
sous 1'intégrale fait apparaftre 6 termes qui doivent &fre intégrés de 0 & 23
eu égard 3 la présence de !x=hﬁ ?\’9 1'intégration doit Btre faite de 0 & h ot de
k3 2 (pour h{ § clest-3-dire h{ é) avec des arguments différents. Ces diverses
. intégrations font apparaitre des fonctions hypergéométriques, qu’il faut ensuite
transformer & 1l'aide des formules (98). Donnons simplement le résultat dans 1e cas

h(i f clest-a-dire hg\g
G420, :

7 et m-.ﬁm;

Or obtient deux termes singuliers en , et une série entidre



o

woh

.En particulier, pour A = 0, smt

- T8 -

paire en 2 » multipliée par ﬁ série dont nous avons caleculé les deux premiers

i

termes en (h)4’ et (h) :

32 [ry)] = VG (g L Ay 22

~ (3 + ?\’) CoS A T
(162) {

o

+’ o= A i) 2 m}f*m + A%(2-1) 2 %ﬁ
Paed) T2 R oz) o4
Tiaeg 2( 320,

6
» 2R [ () (2n3) (2n5) + D20 4 (7»~3)(?w4)(7»-=53 S e
4(2=5) ALp-aC 2] T g ® ¥

1z (2a-3)
Par dérivation de (162) en A cm obtient la fluctuatz.on du varlogranme local x?"leg Xe

. D a ”2&'2 _Q_‘"i
Pimdn,  Yim %% ¢ 6_""

A0 AL

PRTEYY B R

z° ?b

‘on constate que les trois premiers termes de (162) ont une dérivée mulles Ainsi, 1a
fluctuation du variogramme de wijsien log x est du sixidme ordre en %‘.’, Numérique~

ment, on trouve \ N

Ainsi, pour h trés petit, le variogramme local ne pourra pas beaucoup différer du
variogramme de Wijsien. Mais, pour h de llordre de gg la fluctuation peut devenir
importante.' Cette conclusion est trés ge’nérale; seul le début d’un variogramme local
peut &tre considéré comme représentatif du variogramme théorique correspondant. 4
la limite extrdme h =1 (£ =0), la formule générale (161) dorme '

2 -
2 YV(L)] ez 2 L‘Z?" = 2 YZL)
I1 ne res*be plus, en effel, qu'un seul couple de point, et la wvariance est égale
él i 7D 2(e).

-

le cas particulier du variogramme linéaire pur: - ' "
y(h) =\n]

conduit & des caleculs plus simples. En effet, on a
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x+h +kx=hlmgx; - % 2(b-x) pour x{ h
' ( 0 pour x Y h "

Cette propriété -exprime le caract@re markovien du schéma intrinseéque
& ung dimension & variogramme linéaire pur. Les accroissements de la varisble pour
deux intervalles ne se reeouvrant pas sont indépendants.(Il s'agit du processus
stationnaire & aceroissementé indépendants de la théorie elassique). Cette préprié::-
+é markovienne est étroitement 1ids & 1'effet d'écran. La formule (161) domme iei o
b

2 [vy®)] = é—% NACTICT R
; ° O

pour h<ﬂ (n( %’)9 et, pour h)f;

A
22 [yt ] = %—_ {’?Jﬁmx) e

On obtient respectivement o

3 4 3
2 -$%-3 -4
Dq {Yv(h)] pEE A - Ao il | ““Z”“"")?
(163) ¢ 7_

@vafmlwtmﬁ*t/“ﬁf%ﬁ*f ey e 25E

3
Pour 2 trés petit, la variance est = 41 57 ¢ La variance relative est
en % %: et 1'on voit que le début du variogramme est représentatif, Par contre,
pour h == gg 1la variance est égale 2 Zé,, ce qui correspond 3 une variance re-

lative égale a lﬂum.te o & mi-distance, le variogramme local n'a plus quim rapport
trés lointain avec sa valeuxn théorique .

JY .
% w_migln + 2\,? D2(y)
h e 2

1 13
1) 50~ 0,49 = 2,05
1 1 0,135 = 7,40




Gode Liestination du variogramme Local.

Le variogramse local est la moyewns sbochastique dans V' = VN ‘C(-h)V de

la variable %‘- @g(ﬁph)g tandis que le variogramme expérimental est la moyemne de cet=
te méme variable en un nombre fini W' de points. La variszpe® d'estimation s'cb-

tient donc en appliquant les formules générales du chapitre 7 & la fonetion intrin-

i 1 e e ° 7 ° ] 2 8
séque T Tk (M1°,h) associde & la varisble % € o Dans ls cas gaussien, et pour une

maille adaptés, on obtiewt une formule gpprochde trés simple. En effet, dans la for—
mile (154); si (MM®) est infériewr & h, 1s crochet Ly(m0+h)+ Y(hwnw)mzy(mv)J
s pour partie principale [y(h)a{(mﬁi")’]

On aurs dong

165/ ) —2
(164) EWG (m1o,h) = 4 y(n) y(m0r) = 2 y(w10)

Cette approximation ne peut Stre utilisés que pour |MM|/h, Mais, la maille &tant
adaptée, on peut se contenter de caleuler la variance d'estimation par la formule
( 130)9 clest-d=dire par composition de variances d'estimation. Dans le calcul de
cette variance d'estimation, MM' est un vecteur intérieur au polyddre de la maille,
tandis que h est‘ia somme géométrique de veeteu;%fd@ @ase de la maillép de sorte
que: .lh condition requise est reallseeo D'autre part, dans le deuxidme membre de
(164) le terme carré YW) begmooup plus régulier & llorigine que y(MM') lui-
méme, ne va apporter qu'une conbtribution négligeable & la variance d’extension. Cel-=
le—i sobtient done en appliquant les formules générales % 4 y(h) y(MM'), et, com-
me y(h) est une constante, on va trouver 4 y(h) g O étant 1la variarce d'exben~
sion de la variable f(M) dans we zone d'influence. D'ol le résultat approché tres
simple © ' '

(165) 2[4, vyl Jo S4B o o
Ne ”_étant le nombre de coﬁi;les de point L ;¥ utilisés pour le calcul du vario-
gramme expérimental y e( h)

Si 1%on désire estimer le variogramme théorique & l'aide du variogramme

expérimental, on pourra, emfin, écrire simplement .




e 81 =
(46) Dg\;ye(h) -y = ] ye(h)-»vvfﬁfjﬂ- v? [YV@) - Ycﬁ')]

8-5 — Fluctuations de la variance locale.

Repraémons les notations de 2-2, st raizonnons d'sbord dens le cas d'un
nombrs fn.m. n de points M’i ob la varisble prend les wvaleurs Vye Soit z la te-
neur moyenne (stochastique) des points Hy

) =

e

7 80"
Se= T3

3 d
La variance expérimentale (mous disons izi expérimentale et non locale,

car il n'y a qu'un nombre fini de points) est définie par la somme

2

== 5 IR T
(167) & =3 > (yi z )° = Se Eay G

7 ’ ijk

La variable aléatoire 2 s pour valeur probazble &

2y _ 4 g , =3 -
(168,) E<S)"';§ 3.:5 innﬁ'Yki':ij] "'ng X Yi “"Gg

—~—

c'est-B=dire la valeur théorique de la variance. Pour calouler lz variance DZ(SQ)

de 82’9 examifions d'abord 1fexpression de 84

= men i’;?“ e
o “mk %51 %t Bl Fnp
s

Pour calculer ls valeur pfobable E( 84)9 nous nous placerons dans le gas gaussien.

Dans ce cas, la formule (153), nous domne o

E[ajiakiamfsrﬁj E(a 8 JE(g “mi’sn&?) + E(s.. ymﬂ)E(amaﬂ) + B(s,. 58 nﬁ)E(a amf)




v
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Aprés sommation £n ljk:?.mn le premier des trois termes du deuxiéme membre
donners_simplement E(S2) ~ =0, comme on le voit en se reportant & (167). Dans
cette méme sommation, par suite de lz symétrie des indices, les deux sutres termes
domneront le méiié résultab, de sorte qu'il suffit de calculer 1'un d'entre eux seu—
lement. La variance Dg(S“?:) va dong &tre donnée par o

1}2( 25 2

s%) ’ Els, B
" T Caat) Mot

Appliquons la formule générale (7)

E(ejiemf) E(&kienf) = [Yﬂ *Vig = Vip - Yif;![yk;ﬁ Yy =Yy Yiﬂ]

Dans le développement du produit figurant su deuxidme membre appardissent trois ty-
pes de termes : dss termes carrds du type E 2 des termes ol un indice est ré-
pété, tel que Y30 Yige et enfin des termes & 4 indices distinets, de la forme
YZLJ Yip® Dans la somugtion en 1 j k I, tous les termes d'une méme espice condui-
sent & la méme valeur. On trouve ainsi ¢

2 (el

4 S

Remarquons, enfin, que 1'on a: d'aprds (168)

| S
2T Vv [ Xyla] =0

ot Ajkl

Nous obtenons finale;{ent 1l'expression suivante pour la fluctuation de la variance

expérimentale (relativement X la variance théorique).

(169) 2 =20 +3 ZY - T Yy Y
) o n* ijk

- La fluctuation de la yariance locals dans un volume V s'en déduit, par les rai-
sonnenents habituels, en remplagant les sommatioms par des intégrations o

2 v - . N
(170) 12(8%) = 2 *ofv) + £/ yimr)aman - & ﬁ(MW(M“}@@&ﬂ
LA Vs



¥

On notera, en vue des caleuls pratiques, que la dernidre intégrale peut se simpli=

o~

Tier par 1'algorithme suivant o
- | | )
(171) fy(m) v {(MP V) DMGPER =\/d§:{ [/y(MP)GPj
VE V- v

& titre d'exemple, considérond, dans 1e cas & une dimension et pour le variogramme
v(z) =
la i‘luctuatlon de la variance locale dans un segment de longueur L. La fomle gené~

rale (170)9 compte temu de 1'algorithme (171)9 se met alors sous la forme
I: L

(172) 1%(5%) = 2 (T 7% ;5 j(hx) Y(x) dx = ““g‘ 2 y(x)dx - = X(wa) X(x)
2 J
0 x(ﬁwa?dx

o]

1

Les fonctions auxiliaires ¥ et F ont ici pour expression

x(z) = ﬁi—% 2

2 A
o X

" (D) (a2)

F(x)

Le ca_lcul,de (172) est aisé. On trouve o

- ——— 2
(173) D 2(s?) = [ 8 + 4 - 8 __8 " (a) J
| (m1)P(2)°  (2nd)(2w2)  (2w3) ()2 ()2 M (as20)

‘ : . A5
On notera que la variance relative | ‘ w2

2 1 @GE rns)
p’(s)  _ 2%5)
ok L) 2 =

2-?.'}‘]} T‘(i\“‘

) Ary ﬁ()i’%‘
est indépendante de L, et ne dépend que de Ao
2
D) _,,1 eD0vel | 2(m2® , Pws)
sd4 2 1+2% ~ TA¥3 TF

T (4420)
Pour h = 1 (variogramme linéaire pur)9 onn trouve une variance relative de i

5
1%(s?) _4
5 4
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Les flyctuations auront, en général, une amplewr considérable, et la va-
riance locale n'aurs qu'un rapport assez lointain avec sa valeur théorique. Il me
faudra pas s'étommer d'observer des variances trds différentes dans des pamneaux de
m8me tzille. Parmi les moments d'ordre 2, il semble bien que seuls les prem:’i.ers?
points du variogramms présentent quelque fidélité, et puissent permettre de tester
le caractdre intrins2que. ' "

8=6~ L'estimation de la variance locale . le biais

Soit un domaine ¥, en n points Mi duguel on connait les valeurs R

de la variable f(#). On se propose d'estimer la variance locale S

v M
(172) -m/&@ﬂ’) c(MP?) GMdPAP?

3 1'aide de la variance expérimentale Sig calculée & partir des ¥y disponibles .

(173) s° ...,:,.,,_? 7 a(mm)a(mnk‘)

n” ijk

La premidre remarque que l'on puisse faire est. -qu’une telle estlmat:a.on est nécessai-~
repent biaisée:; En effet, les valeurs probables Oy et o, de S2 et S ne coincident
pas, puisque 1l'on a o
: 2
o, =EED) =2 [ y(u)amans
v v V‘Z
V2

ce --E(S) ~m XY(MM)
! n

(174)

C:?e biais est de méme mature que celui qui apparatt dans la théorie classique de
1llestimation des variances. On le voit en supposant les points I'Ii et M implantés
au hasard dams V. Pour i # J, Y(M M ) est remplacé par sa valeur pro'ba'ble ré~
lativement au t::.rage au sort de M et M 39 et celle-ci est égale & o"zo Mais pour
i=j3, y(Mlﬂl) est nul, de sorte que l"cm a, comme dans le cas class:l.que 3_

2
2y _ n=l
E(Se) =% %
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Mais si les points Mi ne sont pas implantés au hasard, cette relation cesse d'@tre
vraie. Le biais ok dovs !
| 2 2 . _ 4 -
(175) oy -0 == / (o) aar - 3 3 y(n 1)
L - o 13
Cette expression du biais se présente comme la différence entre la valeur exacte
et la valeur approchée d'un intégrale portant sur y(h). Elle évogue une variance

d'estimation. De fait, dans le cas particulier ot les points Mi sont impiantés au
hasard, le biais est égal &

2 2 1 2
O =% =2 %

2
c'est-a-dire, précisément, & la variance d'estimation a, associde & cette implan-

tation aléatoire. Dans le cas d'une implantation aléatoire stratifide, on vérifie
aisément que le biais est encore égal i la variance d'estimation correspondante.
!
_ ;- Dans- le cas d'une maille régulidre, chague M, étant implanté an centre
de sa zone d'influence viélne peut plus, cependant, en 8tre ainsi’ la Fformule(175)
diff¥re de la formule (112), notamment par 1'sbsence du terme représentant globa-
lement la covariance des M, et de Vo De fait, (175) s'applique aussi bier & une mail-
le réguligdre implantée, dans son ensembles de ma.mére quelcongue dans V, les M
n'étant plus au centre de leurs zones d”lnfluence (schéma dit & champ fixe e mplan=
tation flottante) s Ainsi le biais ressemble davantage & une variance d'estimation
transitive qu’ad wne variance d'estimation intrinskque.
[ i
Précisons ce i)ointa Le volume V est supposé constitué par la réunion de
n -volumes Vi égaux entre eux et translatés les uns des autres. A ce volume est as-
socié un covariogramme transitif K(h). L'algorithme (31) nous permet de mettre 1'in-
tégrale, Tigurant dans (175), sous la forme -

A f vouamar = -2 /k(n) y(n)an
Vg V2 Ve

|1

‘Dfautre part, les vecteurs M, I-IJ sur lesquels porte la somme double de
v
(175) sont de la forme szff, les k%, étant des entiers quelcongues, et les ap

les vecteurs de base de la mailles Mais le nombre de couples ‘Mimj pour lesquels



. £ N - . z Y ﬂ-
le veeteu:g Miﬁj est égal & wn vecteur }:; KIaI =kq est justement égal a = K(ka)o

De sorte que nous avons aussi

«5%% Z_y(mM.) = = 3~ K(ka) y(ka)
2 i3 oo Tk

Ainsi, (175) peut s'éorire S
2 2 4 u/‘ Sy < A
Oy = 0. = === /K(h) y(h)dh = =z~ @ K(ka) y(ks)
V. & pd v %

Au facteur{' 'w%»"présg on recomait l'expression de la variance d'estimation transiti-
V . )
ve-0 (a) associde % la mailie vectorielle a = (algazoo) et an covariogramme ~K(u)y(h),

D'zutre part, si nous nous reportons & la formule (4.0)9 nous voyons que

la fonction 5
e(e) = £ 32 + oy |- K& y(0)

est, en valeur probéble-g- le covariogramme sssocié é_ la représentation fransitive de
la régionalisation obtenue en découpant un champ égal 3 V au sein de la régionalisa-
tion intrinséque. A la maille a donnée, ce covariogramme fait correspondre la va=

riaxice d'estimation transitive de la quantité de métal en V ¢

o (a) =7 L ste) - /stole

Mais, comme le champ V est égal & la réunion des zones d'influence vss la varian-

ce ‘transitive d'estimation du volume est mulle pour cette maille a

V;;Z K(ka) =V/"K(h)dh=0‘

; 2 :
et la variance ¢ (a) s'éorit simplement @

2 )
‘ o () = v/hn) (E)an - v E (i) (i)

Dol le rg’sultat . 2

| 2 o (a)

Ll G o2 ecocnomanaDen
e

2
(176) =
Ve

v




Le deuxitme membre représente la variance d’estimation sur la teneur
moyenne dﬁ-ifoi_!.ume V constitué par la réunion des zones 4'influence Vo :Lorsqué le
réseau de préldvements, & maille régulidre a est implanté, dans son ensemble, de
manidre quelcongue dans V. Dans wne telle implantation, 1'un des préldvements peut
8tre considéré comme implanté au hasard dans sa zone d'influence, tous les autres
prélévements étant ensuite implantés aux points du réseau ayant ce premier point com—

t

me origime: Un tel schéma est dit & champ

2 2
Ainsi, nous pouvons éncncer . " le biais °V = 0 est égal & 1a variance

destimation ealcalee en champ fixe et implan tatlon flot"l:ante ", On notera que cs
‘b:'i.ai}sg toujours positif, est minimum pour une maille adaptée. ‘

© 8~7T~ L'estimation de la variance locale . la dispersion,

11 nous faut maintenant examiner la dispersion de la varisnce expem.mentam
le. cerrlgee du biais relativement & la variance locale. Elle sera représentée par

la variance o

21 2 2 27,2 2, .2 2l 2 2
(177) D [Sv e]-_~ D (sv) +D (se) -2 [E(svse) - E(Sv) E(se)J
N -
Les variances D‘?'(Sz') et DZ(SZ) ont dé3h &té calculdes en (170) et (169), I1 reste
a caleuler 1'expression entre crochet, qui n'est autre que la covariance de 8‘2, et

w@ Compte tenu de (172) et (173), nous avons en premier lieu o

2 .2

Sy S = / (I-LM ) s,(Mkm ) e(PM) &(P'M)aMaPap®

3v3 1;1:

Passons aux valeurs probables. On trouve (toujours dans le cas gaussien), en appli-
quant (153) ¢

[e(}I M. ) s( .9 ) =(pM) e(P“miﬂ: E[e(MjMi)e(MkMi)J E [a(PM) e(P“M)J
+E [a(m ;) s(PM)J E [s(mkmi) &(P m)J

+ B [olugy) o(e «m)J B [0 1,) e(EM)j
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Par sommation en ijk et intégration en PP! et M, le premier terme donue
E(Sv) E(Sz>9 tandis que les deux autres, par symétrie, conduisent ¥ une seule et
méme valeur. I1 suffit donc de caleuler un seul d'entre eux, & l'aide de la formule
générale (7), soit &

E [e(mjmi)s(m)] E[s(MkMi)s(P vm)] - [y(M jxvx)+ y(MiP)m y(H jp) - Y(MiM)J
X [Y(Mkﬂ) +y(e) - y(Lpr) - Y(MiM)J

En développant le produit des crochets du second membre, on fait des tere=
mes de quatre types ¢ y(MM;) y(MM ), y(MM ) y(P“M Y Y(MI ) y(PM ) et y(M )
Les termes de méme esplce, apres sommatlon et intégration, condu:.sent a une m@me vas |

leur. Des smpllfn.catlons se produisent et, finalement, chacune de ces guatre valeurs

ne subs:.ste qulune fois, avec le signe - pour les deux premidres, et le signe + pour

i
les deux derméreso On obtient ainsi la covariance cherchdée sous la forme Z {
v |

'E(sv Sa)mE(S.V)E(S ) == mz /\;(MM v (v, it - -2 X y(zvm )y(M"I‘E)deM';
(178)

|
+'=2_§2“Zf )Y(MM)deM"+mX Y(Mm)dM [

On notera la simplification

nzvz L f y (M, ) y(eM daman e = [ Eﬁ(m )aMJ

2
Cette expression est lide étroitement ¥ la variance d“est:.ma'klon o de ¥ |
par les points M. La formule générale (112) domne, en effet ¢

2 2

2 H
2 f .
===—=z M. M)dM = o=
°n v i\éY(l) 2~ %

d'ou 1l'on tire o

2 :
;%5 [% é(mim)dﬂz -_{oi + o’; + o’zj i



Compte temu de cette simplification, reportons (178),(170), =t (169) dans (177).
Nous obteuons ginsi la dispersion de ls variance expérimentale relativement & la

L4

variance locale sous la forme suivante .

\ 2 2 2 2 4
Yo2l2 &2 2 2 .
D [S - Se]" (o*v =0.) =2 G‘n(Gv + c’e) -9

v
___:-.2 wz “%» 2
+ 2 Y(MM®) aMdM® + %}:y(mimn} - %‘”J/Y(mi) aM
VA2 St IR A

= iﬁ(m) y(MP?)aMaPaP® ~ %Xy(ﬁimﬁ) v )
v T3 n? ijk

4 /o (. + . -
o ooriee (Mm, ) y(0M, )aMAM® + = 3 Jy(i,) y(ima )am
u %“é; + + o ij@z{ + MB%

Go MATHERON

Juin 1963



