MN-hy

HOTE GEOSTATISTIQUE He5d

PROCESSUS MARKOVIENS NORMAUX STATIONNATRES & =n DIMENSIONS

G, MATHERON

Hovenbre 19‘63




NOTE GEOSTATISTIQUE N° 5 O

PROCESSUS MARKOVIENS NORMAUX STATIONNAIRES 4 n DIMENSIONS

1.- Définitions

(1)

i
~

Soit une fonction aléatoire f(x) s telle que toutes les lbis de répartq‘.tion_
simultandes F(fi,. s xﬂ_..o.xk) des valeurs prises par f(x) en k points quelcon=
ques soient Gaussiennes. Nous nous limiterons au cas stationnaire, c'est-i~diré au
cas ob les lois F sont invariantes par- translation.. Ges lois gaussiemnés sont en-
ti¥rement détermindes si 1%on connaft la Valeu:é probable '

m =E [f(x)J

et la covariance

K(h) = B [f(x+h} f(x):‘ -

Nous supposerons que m et K(h) existent effectivement, c'csb-i~dire
que la fonction aléatoire f(x) a une variance finie, et nous prendrons d'ailleurs

ce qui ne diminue en rien la généralité. Le cas, considéré duns la théorie intrin-

_séque, ot K(h) n'existe pas,mais oli les accroissements de £(x) ont une variance

finie, pourra &tre traité par passage & la limite,

Dans 1l'espace & n dimensions, la fonction aléatoire f(x) sera dite mar-
kovienne si, une fois connues les valeurs prises par f£(x) sur toute hypersurface S
fermée % n-l dimensions, il y a indépéﬁdanceentre f(xo) et £(x'), pour tous
points x, et x' 1'un intérieur et 1'sutre extérieur 3 S.

Goinme f(x) est gaussiénne9 cette indépendance est assurde dds lors qufil
v & une corrélation mlle, et il suffit pour cela que la valeur probable de f(kn) .

i



(2)

(3)

(4)
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une fois fixées les valeurs prises par la fonction sur S; ne soit pas modifide si
1%on connatt en outre x!.

Lorsque 1es iraleurs f f(xl) prises par f(y Yen k points x5
sont fixés, la valeur probable de f(xo) est de la forme ©

 its); % = g

Les coefficients «, sont constants et se déterminent en écrivant que

i
la variance résiduelle est minimale. Cette variance a pour expression :
x(0) - ZZ o, K(xOmxi) + ; % oy K(ximxj)
i

Elle est minimale lorsque les o, vérifient le systme o

Zcx K(x -x) = K(x\,mxo)

On voit que l“equat:.on (3)9 & laguelle conduit la théorie de la régres~
sion des variables gactmﬁs:l.enmss9 ne differe des équations de la théorie n.ntr:.nséque i
du krigeage que par l'sbsence de la condition supplémentaire

. =1
e

Et, en effet, la valeur probable a priori m =0 existe, contrairement
% ce qui est supposé en mtr:ms%q_ueo Liéquation (2) est une moyenne pondérée des
k+4 valeurs f, et m, le coefficient de m éfant 1 -2 oo Puisque m ex:.s‘Ee,
on doit en temir comptes ce qui est fait mplml‘cement dans l"euuatlon (2).

8i; zu lieu de k points o 1%n dispose d'un domaine continu V en
tout poimt-duquel f£(x) est connue, (3) est remplacée par 1%équation intégrale ©

/ a(z) K(x'-x)dx = E(x'~x,)

v
gui doit &tre vérifide pour tout point =' sppartenant & V.
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Si1g ;dpﬁain@ ¥ ezt une }{ypersurfac@ fernde S, (4) devient @

() /ci(x) K(xt=x) 88 = K(x“wxa)

et cette Squation doit &tre vérifide pour tout point z! de 1"hg;gerswf;ace 8.

Le po:.nt XO et’antg par ex::mple,, suppoee appartenir aun domalne extérieur

ner les fonct:.ons de eevmmme K(h) vémf:.ant eette condition nécessaire et suf="

fisgnte, et par 1a méme de ‘déterminer tous les pyocessus nommsux stationnsires et ”
merkoviens poszibles dans 1'espace & n dimensions. Hous rechercherons on pre—
micy lizu une condition nécessaire que doit vwérifier K(h) =i le processus est mar—

kovien, et nous montrerons smsuite que cette condition est suffisante.
» q 3 | -

= Recherche d'une condition nécessaire

Le processus étant markovien, premons pour S 1%hyperplan degcoordons
nées (229 oo Xn>o Pour sbréger les notations, nous désignsrons par x la coow=
domnée x, et par y = ( Xpoo zcn) les n-~1 dernilres coordomnées. Un point gquelcon=
que de lYcspace est caractérisé par ses coordomndez (x,y), et 1'hyperplan § est

défini par 1'éguation

De méme, en ce qui concerne leg transformées de Fourier, nous poserons
vy et v = (1120” un) » de sorte que le point (u pUgoo _un) sera représenté par

(u,v)s

Soient alors deux points (XOJyO) et (x%,y') situés’ de part et d'autre
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Pzr evemple, prenons .

{ >0
(6) $ s

Lorsque les valeurs de £(0,y), pzfises par f sur S, sont connués, la
valeur probable de f(xo) est de la forme .

2 [et)\ )= /o) 20909
La fonction (y) = 05(3'2300 xn) est solution de 1'équstion intégrale 5
I / ay) E(0.3=5)dy = Klxpp 755°)

vérifide pour tout point (0,y°) de S. Si £(z) ezt markovien, la solution a(y)
de (7) doit vérifier également ‘ :

(8) aly) K(=* oy’ =y)dy = K(zl=ry y=y,)
LY
pour tout poink (x%:y’") ‘vérifiant x40
Soient v(u,7) 1a transformée de Fourier de E(x,y)

(9) x(u,v} = //?i(égy) g2 Lailmmr )y

et H(x,v) la transformés partielle de E(x,y), prise en y seulement 2

-

I , .
(10) H(x,v) = / K(x,y) €™ *7* 7Y gy
o/
Dz (9) et (10) résulte, en prenant 1l'inverse dé Fourier en u ds
v(u,w) ©
[
Anux ;

(11) H(x,w) = /x(uw) e dn .

30
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Soit enfin &(v) la transformée (en v ) de wly)e L'égnation (7), qui
est v-produit -de convolution dans S, domne, en prenant la transformée de Fourier

gn y' des deux membres .

o mzﬁiye v )
(12) a(v) BE(O,v) = e B(=z,7)
De méme, (8) domne 2 .
-=2:1ﬁ.y0v
(1) Alv) B(z'yv) = € H(x'-xy, 7)

Pour que £(x) soit markovien, il faubt que (12) entraine (13) pour tous
les nombres x', % vérifiant (6), ou les inég=lités opposées. Autrement dit, on
doit avoir o

CBlzlemy, v)  Hlezg, v)

= gCVE» )
A(x!, v) g(0, v) KQ

G, fonction de 2 et de v seulement, est indépendante de x'. Prenons

lz dérivée logarithmique par rapport & x' | on obtient

/Qé.“ log H (=¥ = Tyo W) =®% log H(z!,v)

P

Par suite, il cxiste une fouction G@CV) telle que l'on ait, pour
touk =< 0
3 .
A log H(z, v) = Gﬁ_(vf)

B 2
0z

Diol 1'on tire immédiatement, pour =< 0

=lx| C,
(14) H(zov) = 4,(v) e * _:L(V)

En prensnt, an lisu de (6), les indeslités inverses, on établit de

la #S0o wanitre que , pour =D 0, H(x,v) est de 1la forme

: . == G(v)
- {15} H(zv) = L,(v) €
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ll,,(v) et ("‘) dtant deux fonctions de v, non négessairsment identiques 3 Al(v)
st G, (v) L?i ek 0;, ont leurs par’sles reellem positives, pourvu simplement que
it 2937') soit une fonetion & croissance lents. Bn effet, H(x,v) est alors nécessai-
vement vne distribution btempérée, et cela exelut une croissance en e\xl Dy reste
E(%,y), fonction continue de type positif, est ndoesseirement & croissance lente,
de gorte que Gﬂ ‘et (}2 ont bien leurs parties réelles positives, et que 1'on peut

prendre la transformée de Fourier en x de H(x,v). On &, par suite ©

0 o
o) = y(n) e ARGy 107 B
% 0

4, (v) . 4i5(v)

Gy (v)= 2imu 2,(v) + 2ima

g0 O30 Aos Uy s0nt des fonctions complexes de 7o Cepsndant, comme K(x,y) est

s a————

$elle et p.;‘i.r 2, x(w,v) doit &tre dgalement rdelle et paire. Il en résulte que

H

&9 Cl qom' les: conjusudes de A l et Qi Désignons par A et B les part:.es réel~
lez et imaginaires de Ai,j et par C et D celles de Gi . qui uunt des fonct:.ons

de v. On obbtisnt pour X(ugv) une expresgion de la forme

AC + ED - 27Bu
2 4+ (D - 2m)®

wluw) = 2

0

o1 guecre, on changzaut lea notations §

Alw) +uB(v)

c(v) +[u + 2(v)]°

x(w,7) =

Lo réle privilégig que joue la coordomnde u = Uy dans cette expres-
sion résulte naburellement du fait que 1'on & pris pour S le plan des coordonnées
7 = (1?29 coo xn)e Mzis la propriété markovienne doit @tre vérifide si 1%on prend
pour S un plan quelebng_u@ passant var llorigine. Autrement dit, =i 1'on effectqe
gur les n, wme trapsformation lindaire quelcongue, x(u,v) doit rester de la for—
me (16). Pela n'est possible que i le numérateur et le dénomingteur sont des po=
Lyonemca de degré 1 et 2 relstivenent aux U, o Reprenant les notations de 1'espace

Y

2 o dipsnsions, on a donc .



Tom

;o By u b
(s
(ﬁj 917 oo W ) =
4 Vo ohg Ao m ug by p,u + O
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i3 4

Haizs y doit @tre wno fonction paire, et cels impligque g =R, =0

I1 reste we oxpression de la forme -

i

S . 2
z-?\ﬂi?i\.j uiujtr@

{17) (ugen uy) =

Commo vy dolt &bre non négative, la forme quadratique

Q(u:a.)*- Z_ ?\.lﬂm g v,

o
doit Otre ollo-mlme nom négative. Bn effectuzat sur les U, ume tranzformation
lingsire homoglos couvenable, la forme quadratigue O ge ranlne & unc somme de

carrés. 81 0 3t définie positive, clle se rambue ) la foims °

2 2 2
(12) Q =y +7 + oon +

B4 elie est simplement non unszative, on obbtlent wn mombre k< m de

[
COMPOSaNtCs o

2 2 2
(12) Q-—:ui%»nz%-goo +

toute transformation lmeas,rc homogine effectuds sur les Wy correspond,

poy dualité, we transformation zssocide effectuds sur les =, Ainsi, on obbticu~

,.,‘

dva, & uns tronsformation lindsire pres, toubtes les fonchions de covariance mar—

leovicnmes poszibles I Xi‘) en prénant la transformée de TFouricr de o

T

©
jy;(_ui) R e 5 (=1, 2, soo n)
ij;i ofp oso o QJ:. "z" ﬁ’

Powr k& = n, on obtlendrs wie fonction isotwupe de l'espace & b di-

fis

O

wensiond. Pour I { n, on obtient des founctions dégénérécz, isotropsz dans leo

sous-oopace des k  premitres coordounéez et indépendsntes des n=lk asublres covr=
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donndes, c'est-d-~dire des moddles d'anisotropies zonales.

Sclu‘tn.ozx non &.égeneréeo Premons d’sbord k = n. Toutes les covariances K(h) possz.'bles

e ded’tnsents, par transformations linéaires homogines des coordonnées, de 1a so-

Iution isotrope.

7 A
(20) E(r) = ? —
n ?2, + 02
On obtient les fonctions de Bessel modifiées de 28me espdce d'ordre g-tl .
n o A=%
K(r) = 2n 4(C)" (ex) © K (2n oz)
a

Les constantes A et C Stant arbitrairss, nous éerirons simplement ©

-
(21) E(z) = B(Cx) L (¢r)
4 ‘é,aﬂ,

Pour n =4, on retrouve l'exponentielle @zgr que donne la théorie
classique des processus markoviens stationnsires normsux & uns dimension. Pour
n =2, on obtient la fonection diordre zéro, KOCCr)g caragtérisée par son cémpor=
tament 10ﬁmthm1que 31 l'origine. Pour =n =3, on obtient g»m ete ... On note=
rg que les solubions ainsi G@%enues pour n >% concernent des distributions

aléatoires, et non plus des fonctions.

Le cas limite C = O correspond & la théorie intrinsdque. En effetS
d'aprds (20), on obtient pour C =0 et n g A

K(r) = ==--§m

rnmz

et, pour un =2

E(r) =B log%
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c'est-a-dire, d'aprés lg théorie du lcr:igeage contimu, lss fonctions intrinsdques
3 caractire markovien. Pour C = 0, K(r) est harmonique. Pour € quelcongue, il
résulte de (20) que K(r), d’expression (21), vérifie 1'équation aux dérivées par-
tielles . - l
- o

(22) X(z) =°§§ bx(z) =3c™ (20)° s(x)

 En particulier, pour r # 0, ona ¢

(23) Ax(z) = ¢® x(x)

Solutiors dégénérées. Pour k< n, on obtient de 1a mlme fagon ©

N&W

v 1

(24) - \} T 2 ) = B(C V% +o00s * :z:2 ) Kk \/:€+oo+ x2)
2~

Dans le scqsmespaee 2 k dimensions des xiw %o cette solution est
isotrope ot coincide avse la solution (21) écrite pour n = k. Dans son extensiofi-
& l'espace & n dimensions; elle engendre une zonzalité. La fonction aldatoire i’(x)’"
conserve des valeurs constantes sur les hyperplans 8 n=k dlmenslons paralliles -

& 1'hyporplan des coordonndes (xk Toxn)o Par transformation linéaire des coordon-
ndes, on dédvit ds (24) la solution générale présentant une zonalité dfqrdre ne=lg

parall®lement % un hyperplan quelecongue de dimension n-k.

3.= Démonstration. de la réeiproqus.

I1 reste & montrer que les covariances (21) ou (24), et celles que l'on
peut en ddduire par transformatlon Linéaire des eoordonnéesg possédent efféctz.ve~
ment 1e caractére markovien. Démontrons le pour (21), 1a demons_fqratlon étant _:Lden==_ '

tigue pour (24). Dlaprds (23), E(r) est une solution isotrope de 1'équation

(25) AT =G



(26)

10.~

Les solutions de 1'éguation (25) vérifient un théordme d'unicité qui

s'duonee ainsi o étant donné une hyperswrface fermée. S & n<l dimensions, il

D

zigte au plus wme fonction régulibre ? vérifiant (25) pouf tout point intérieur
%3 et pronent sur S des valeurs déterminées.

Pour établir ce théoréme, il suffit de montrer que seule la fonction
§ & O vérifis (25) % 1'intérieur de S et s'anmle identiquement sur So Cela
résulte de la formule classique de Green. Désignons par V 1lintérieur de S'g et.

par ’§ et W deux fonctions régulidres, cette formule nous donne .
Jlia - 088 - /2 2T |
9 Foy-voe 4 b V5.

N

n représentant la normsle intérieure & S. Si § vérifie (25) et s'anmule identi-
quement sur S, et si i%? est une solution quelcongque de (25), le premier membre
de (26) est identiquement nul . par suite aussi, quelle que soitb 4’ vérifiant
(26), on a . ’

fl@‘% a8 = 0
S On '

Dioh 1'on d4duit, par un raisonnement classique, que %§ eat mille sur

8o Seit alors wne fonction \P quelcongue. Le deuxiims membre de 4 (26) étant wmul,
et { vérifisat (25), on a ©

/’@[ﬁw@ cztl)] dx = 0
T

A

Comme 4) est quelconque, on en déduit que @ est identiquement nul dans
¥, d’ol vrésulte le théordme d'unicité.

lontrons qus la fonction besseliemne (21) posside bien le caractire mar-

lovion dsns 1'espace 3 =0 dimension. Soit une hypersurface S fermée, V le

domgine intérieur de S, et x, un point extérieur & S. Désignons par «f=) la solu-
tion de 1'équation intégrale (5), ¢'est-a-dire une fonction wérifiant

o

/ joc(x) E(x' - x) &8 = K(z" = xo)

Vg



119“’L X

pour tout poimt x' de S. Considérons la fonction -

@ (z*) = o(x) K(x'x) as
[

. §ur 8, elle coincide avec K(z'= ,o)_e 8i ' est un point intérieur 3 8,

ona s

t A =° 0‘2,) -§ (z?) =/&(X) [A = 621 K(xﬂ=x)as = 0

S

puisque, tant que x' est intérieur % S, (A - GZ)K(X%:E:) est mal dlaprds (22).

Mais, x' étant intérieur et % extérieur, on a également
3 ,
(A= 6®) Kzr—y) = 0
Autrement dit, @ () et K(xf'.mxo) vérifient la méme équation (25) dans
1linkériear de S, et coincident sur 3 d'apres (27) Ie théordme d'unicité mon-
tre que ces Sﬂ@ux' fonctions sont identigues (dans 1'intérieur de 8).

$l=1) = K(ziex)

et par suite k(h) possdde effectivement la propriété markovienne.

4.~ Détermination directe de o«(x) sur un hyperplan.

I1 ezt instructif de déterminer explicitement ia fonction de pondération

o), solwkion de 1T&quation intégrale (7)., lorague K(r) est la solution isotrope

A=l
(23) B(r) = (or) ° K (or)
3=t

En reprepmnt les mémes notations qu'au paragraphe 2, et en prenant Yo© 0,
1'8quation 7 s'écrit . '

(29) t/ﬁm(y;) KElyﬁmyl] dy = Ki(_@\/ xg +y'2 )



12.= ©

Prenons la transformée de Fourier en y des deus membres de (29). Soit
if{v) 1= transfornde de a(y)s Celle de K(} 1) est ¢
n_, n

13 3 2

(0) Fpa @) g ()ai 2
o E 2 2,22
2 C Co+ dn” v

. A
. . L2 ‘
On & éerit 7> am liey de - 'ug + o0 + W, e méme que y“2 dans (29) est mis
PO x'g + 0es + x”ie Cherchons maintensnt la transformés en y de K(GVx% + y2)e

ous 1'évaluerons, d'aprds (11), en prenant la transformée en de d; k(Cr). Or,

ona .
n n g
, 1- 5 .5
e ,
Tl ? (o) =l —C
z- ot (02 + 4n2 P2\ o2 (‘324- %21;?‘-54332??2)

Prenons la transforméd en w de cette ezpression :,

=0 n
H(ng) = ﬁ (21) e du
-0 Gnuz (02 Mﬁguz + 4*?5@"?72)
n n
5-1 3 ==V Pran®?
=2 FIs &

== ‘f 62=i-4552v2
Appliguons ces résultats en transformant (29). I1 vient 3

n I n n
=S | =4 2., 22
o2 o2 o2 i emlxo ] \/cv sty

= H(KO;)V) =

Gan 62 4'-4:732?72 Qn,«e (32 " %:2?2

Alv)

Diod o

/& 235
(31) i) = @ "lzo| V¢

En particulier, pour v =0, on obtient le poids botal, attribué aux don—

néos de S, ou intégrale de ofy) dans 1'hyperplan S °

/o 5 % = c
(32) 4{0) =froc(y)dy = & 'XOI

\
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. - Ce poids est toujours inférieur & 1, sauf si € =0, c'est-3~dire dans
e cas intrinsdque (krigeage continu). La décroissance, en fonction de la distan<'
ca du point (xogyo> & l'hyperplan S, est exponentielle. D& que cette dis_tahce dé~
"passe deux & trois fois l'inverse de C; la connaissance des *données sur § est pra~
tigquement sans influence sur ce qui se pasﬁe en (xogyo)o |

Pouiv déterminer explicitement o(y), il faut inverser (31) &
Ve ’2“"‘-‘""’-‘2 > ; ’
t alxo‘ ‘/é + 4 +2 Es
aly)=/'e o dv
- .
Pour faire ce calecul, nous poserons en premier lieu o

Ggﬂlm?_ug

et nous déterminerons la fonetion guxiliaire

.. o ) A m‘ziﬂxﬂﬂ A2 + v +2in(uxivy)
: /g(ngg XO’) =/6 - €

(33)

dudv
«(y) s'en déduit snsuite en prenant 1'inverse de Fourier en x &

igmax

o =
(34) oly) =/[3(x9'g; xo)e dx
: =)0

De (33), on adduit :

@(xsygxo) = \E% (ZJ'CXOP) K%,(ZHXOP) ?XO ‘Eﬁﬂ.;

T

Portant ce résultat dans (34), on obtient 1'expression de . aly) o

n
| . 52 '
. ce(y-): -0 — 2 Ea ngﬂ”aj EE(Zm xg-izvz)
G 2 ¢
i Posous : . -
2 2 - 2
) r=x+y

r représentant la distance du point & estimer (xoi,yd)'g Yq étant supposé nul, avec

-
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le point courant y du pian S d'équation x = 0, sur 1eque1 les valeurs de f(x)

sont disponibles, et remplagons u par L . I1 vient :
’ - 2n
1-3 -3 x . n ’
(35) aoly) =2 2a 2 2 ()2 E_g (cx)
T 2 .
n E‘
2.

Lorsque € “ténd vers 0, (C.!r)z K 5 (Cr) tend vers la constante 2° [1(5).
q' - % 2

g On obtient donc, dans le cas markovien intrinséque, c“est—a—direilors-
‘que 1a forietion intrinsdque y(r) est en %:2- s ou logr pour n =2, la fonction
de pondération oc(y) du krigeage continu T swrwm hyperplan 3 n<l dimensions | -

(B

(36) «(y) = r 2n) 0
n n

T2 r

En particulier, pour n = 2 (schéma de wijsien & 2 dimensions), on trou-

2
r

A

ve = 2. formile déjd obtemue dans la théorie du krigeage contim.

So= ,‘-'nbétermina‘bion de x(x) par la fonction de Green.

r

La covariance markovienne isotrope
-5
rK(r) = (cr) ¢ K1 (Cr)

o 2
vérifie 1'équation 4
, 2

(57) (-1)§ = -L-?c-g_?_-r- 5(x)

ol 5 (z) est la mesure de Dirac, Etant donnde une hypersurface fermée S et un
point KO intérieur 'S, on appellera fonction de Green associde & S et au point
%y (supposé fixe) une fonction G(xgxo) nulle sur S et vérifiant & 1'intérieur
de S 1'équation ¢ n

(38) (-4 )e = (3;)?? 8z - x;)
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Prenons Y (x) = 'G(xi,xa) dans. 1a formule de Green (26), '@ étant une
solution quelconque (régulidre ¥ 1'intérieur de S) de ©

(39) (¢ -4)9

On trouve

(40) @(xo>=m--— /3@ = (xxg)as
(2n)2 -

Adnsi, la c_.onnaissance de 1la fonction de Green permet de déterminer la:
valeur en x; de la fonction §(x) vérifiant (39) et prenant sur S des valeurs
connues. Blle permet également de déterminer la Solution_,oc(z) de 1'équation inté-
grale (5). Soit en effet x' un point extérieur % S. Prenons .

( 9 =K(z=)
E P(x) = 6(xx)

@(x) est une solution de (39) régulidre dans S (puisque x' est un point extérieur).

L'application de (40) donne
n==2 4
‘ @(xo) = Klxgex!) = Somomee ﬁ(me') (% x,)ds

a

Il suffit. de comparer é"(S)wpour -enf é,eduwe .

cnm2

a(x) = L5
| (2n)2
Exemple. .Reprenons le cas, déja traité au paragraphe (4), ot S est un plan. Désignons’

(41)

"“g; &(x;x,)

par ¥y un point courant de S; et par r et T' les
distances 3 % et & son symétrique x5 d'un point
quelconque x de l'espace, et limitons nous aux

points x du demi espace supérieur (x et x d'un

_ 4 8 ? [’2\: méme c8té de S). La fonction
A Y .
B A -5 a-3 |
;;’ . K(r) = K(rﬂ)g (C]’.‘) Kn 1(cr)m(Cr9) Kn (crﬂ)
X(‘lj ’ g §=~’l

- vérifie (38), et s'anmle quand x vient sur S. On a .

done

6(x, xg) = k() - x(x)
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Désignons par z et Zy les cotes de x et x, au dessus de S: de (41),

on tire o
2 g |
(42) olx) = S L E«r) - K(xt)
(2=0
(2:;)2
Or, on 1a
Z o= g
L k@) = O 4 k()
dz r ar
zt gz
4 K(r?) = weommaiom Y K(r)
dz r dr

D'autre part, la fonction de Bessel 1 Kh(r) vérifie la relation

[ K@J -5 gy )

Dioh 4.0 1.2
4 k(r) = L [(Cr) °x 1 (c:-)] = - G(Cr) 2k (cr)

dr ar

o s
g

Portons dans (42) o

n
N2 z z 2
ofx) = = .,_9_____ 2 9 |4 g(r) = e 2 (Cr) K (Cr)
r a .n 2
(21:)? dr sop (W2 T )

Compte tenu de la symétrie K)» K des fonctions de Bessel K/\ rela-=-’
tivement 3 leur indice, on retrouve bien le résulta‘b (35)-

3

6.~ Relation entre krigeage et régression linéaire. . f

Le krigeage nous est apparu comme.un cas limite de la régression linéai- )
re, de méme que la théorie intrinsdque elle-méme est un cas limite de la théorie

des processus statiommaires d'ordre 2. Mais, en réalité, le rapport est plus étroit.
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e

.Dans les applications, en effe'bg la moyenne g priori m est inconnue,
et doit.&8tre elle-méme estimée & 1taide des valeurs numériques disponibless Gompte
tenu de cet mpératlfg on peut voir que la régression lindaire conduit, inévitable~

ment, aux mémes équations que le krigeage.

_ - Soient, gn effet, n+l varisbles aléatoires g fi(i =1, 2,:..'1), de

néme: moyenne m a»ipi’!i'wi et de covariance 9 4o 11 n'est pas utile de les supposer

: 'gaussiennes«,'lue‘é“'fi -étant conmmes, la théorie de la régression lindaire se propo-
se de constituer lfestimateur

I *

i « T | | ) e
(43) . fc =Z s !;i +b T . .

' » S . : ;
tel que la variance p? [fﬂ - 0] s0it minimale. Or on a - :

2

th;fomf]'_o‘ wzzu, _,+Z_ UACA +[m(ﬂ. Zu mb:]

e e

! con&;l.t:.on du minimum, af exprme en annulant les dérivées en oci e'l:
‘ en bo L”équat:.on en 'b &cmne simplanent

o

() p;mEm;_%j

Liéquapion en o, de son cdté, domne 3
Tty =+ [1-F.0) >

Soit, compte temu de (44) 2

(45) Z__&', g,..=0..

o i 0i
3 e} J .

clest-a~dire l”equatlon (3) que nous av:.ons écrite dlrecstemen'h da:ns le cas gaus=—
sien, Une fois resolu le s;ystém& (45)9 on adﬁpte 1'estimateur -

(46) i;oc f +m [ -«Lai:l

i

Mais m n“est pas connu9 et doit gtre estimée ﬁ, partir des f; ' eux-
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Aprés résolution de ce systime, on obtient fo sous la forme -
L (1-2) g, | £
fo =L E‘i* = (51] 1
i

(A:E . )

pe 3

(50)

L]

Considérons le coefficient de fys S0it ¢

Yy =0t (4-a) [31 = o + ﬁi(’l =) o)

Ces coefficients sont solutions d'un systeéme linéaire facile & for-
mer. Multiplions (49) par (1-A) et ajoutons membre 3 membre & (45). I1 vient °

; yicij=x(1~A)+eij

De méme-multiplions la deuxi2me relation (49) par (1 - 4) et ajoutons
membre & membre % la deuxidme relation (50). Il vient o

Zyiﬁi : | .

Autrement dit, en remplacant A(21=A) par A', 1'estimateur
s Z_ £
= Y: £,
| 0 T i
se forme en calculant les coefficients y; & l'aide du systime ©
=21 '
§ Zyidij—h +<:‘0j
i
\ Z: Yi =1
) i

Or des équations (51) sont identiques 3 celles du krigeage. Compte tenu
de la nécesgité d'estimer m, la régression linéaire conduit bien, dans tous les cas,

au procédé du krigeage. -

(51)

'

Dans ce ra.,i‘é‘onnanen’c, on a admis que les covariances dij

a priori. En fait, elles se déduisent d'une fonction de covariance X(n), dont 1'esti~

mation pose un problime plus difficile. Mais on sait que les incidences de 1'estima~

étaient connues
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I
tion des moments du 2%me ordre ne se répercutent que par des termes correctifs sur

1'estimation des moments d?ordre 1.

Cas Gaussien

Dans le cas gaussien, le systéme (49), dont (51) découle comme nous _
Llzvons vu, s'obtient directement par la méthode du maximum de vraisemblahceo‘:En ef-
fet, la densité de probabilité a priori des £, est o

(52) . B -exp [w’;z; hij(fi - m)(f;j - m):]

&

B kétaht une constante de normglisation, et les 7\.5_5 constituant la matrice iﬁversé

des O.. - G
13
+4 si i=k
(53) ) Mg "jk’éﬂc"‘%o si 1fk

_ Remplagons m par un estimatewr m* dans (52), et écrivons que la
valeur numérique de m* maxime cette expression. On obtient .
y 0 ] () ) == F L
T I ARE Rl ST e

f_"ia-m*-:»f.,'wm*]:()
Vm* ij 31 I

Dol 1%on déduit 1'estimateur du maximum de vraisemblance -
y W : T,
i)

4 J
o = ij

Aes ’
1]
i3
Ce résultat s'écrit plus commodément .
n* = I_ (}j fj
J

(54)
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mémess S'agissant d'une théorie de la régression lindaire (cfest-a~dire d'une théo-
rie qn:z. ne veut faire intervenir f;ue les moments d*ordre 1 et 2, et non 16s lois
de répartitions elles-mémes, et se limite par suite & des estimateurs linéaires),
on doit prendre pour m* un estimateur de la forme. ‘

@ e “L-Pi .

et déterminer les gdefficients lei et la constante . par la condition dé ren-
dre minimgle l'expression . ’ "

s fpre?] - [;_nm(a -I pi)] Z.,el

En a:;nulan’c la d.ern.vee en pi, on obtient ©
b= n- Z {3 i
I1 apparatt ainsi un cercle vicieux, puisque la moyenne m a priori

doit figurer, par l'intermédisire de p, dans 1'expression de l'estimateur m¥*.

Pour sortir de 1’J'mpésse9 ‘on doit giimposer la condifion a priori

(48) L Py =

qui domne M = O. Il reste a exprimer que:-

Z_(si {;ijij

" est minimum, compte $enu de’ (48), et cela conduit au systime -
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Montrons que ces coefficients Pi vérifient le systéme (49)9 De 1a
deuxidme relation (54), on déduit, en:premier liew :

;%“1

En deuxidme lieu, on déduit de (53) :

P
ij“ji= : ;“kj"ji"' e =
3 ) Mg J L My Z:_"i;j
ij ij ij

La constante A' est indépendante de i, de sorte que l'on retrouve bien
le systime (49).

Ainsi, dans le cas gaussien, ce nfest pas seulement la théorie de 1a
régression lindaire, mais aussi la méthode plus puissante du maximum de vraisemblan-
ce qui conduit aux équations du krigeage. : N .

¢, MATHERON

Novembre 1963.





