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NOTE GEOSTATISTIQUE No44

RECHERCHE D*OPTIMUM DANS L'ESTIMATION

DES PARAMETRES TECHNIQUES ET ECONOMIQUES

Introduction

e Dans la Note n®4l1, nous avons donné une méthode qui permet de déterminer
le volume optimal des travaux de reeonnaissance'dans le.cas ol les données techniques
et économiques sont parfaitement comnues. En fait, ces données technico~économigues
sont toujours estimées avec une précision plus ou moins bonne, précision qui peut
souvent 8tre améliorde par des études supplémentaires. Il peut arriver, par exemple,
‘dans le cas d'un gisement marginal, qu'une erreur, méme 1légere, sur la prévision du
rendement de laverie présente plus d'importance pratique quune erreur du méme ordre .
affectant l”évalué.ti_on des réserves. En pareil cas — & dépenses égales - il sera
plus intéressant de procédder & des essais de traitement plutdt qu'ad des travaux de
reconnaissance supplémehtairesnl‘v{ais9 naturellement, ces essals, eux aussi, colitent
cher, et la valeur de l'information qu'ils apportent doit &tre mise en balance avec
leur prix de revient. L3 encore, il doit exister un optimum. D'une manidre plus gé-
nérale, on doit mettre en balance le cofii de tous les travaux;(miniersg techniques,

économiques) aves la valeur de 1'information qufils appogtent.

Tout comme dans la Note 41, nous exasminerons ce probldme de deux points
de vue différents. En premier lieu, mous traiterons le cas o_ﬁ le risque de ruine est
exclu, la certitude de la rentebilité ayant pu €tre “&tablie. Dans ce ¢as; les er-
reu.rs affectant les pavamdtres technico~économiques - tout comzme les errsurs commises
c{ans l°eétiﬁ1ation des réserves - conduisent & un dimensionnenent de l7exploitation
qu.l s'écarte légdrement de 1'optimum, I en résulte une perte, dont la valeur pro-
bable doit &tre comparée avec le coitt des études et des travaux gqui permettent de
préciser les différents parametres. En deuxigme lieu, mous traiterons le probléme

du risque de ruine dans un schéma séquentiel généralisant celui de la Note 41.
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En un point cricial C, cinq options, au lieu de trois, sont ici possi-
bles 3
1 — Femner,
2 - Exploiter,
"3 . Faire des études technico-économiques,
4 - Paire des travaux de reconnaissance,
5 = Faire & la fois des travaux de reconnaissance et des études écoronmi-

ques.

et les trois dernidres entrafnent, en aval, de nouveaux points eruclaux et de nouvel-
les options. Bien que la formulation deviemne plus compliquée, le principe reste le
méme que dans la Note 41 ¢ on calculera les cing espérances mathématiques attachées
aux cing décisions possibles, et on adoptera la meilleure. '

i Les paramdtres sont les mémes,que dans la Note 41, et somnt désigdés par -

- les m&mes notations ¢

-+ Parametres géologiques ¢ Tonnage T, teneur m et relation tonnage-teneur.
¥ | fechniques 3 teneur de coupure x, cadence d*exploitation t.
R % Economiques s p(t) = prixz de revient & la tonne (exploitation

et traitement).

) , I(%) = investissements, o
R . " b = valeur du point de métal siipplémentaire
dans une tonne de minerai.
On notera que b est de la forme
b=10pC "

o p est le taux de récupération du traitement, et C la valeur du kilo de métal

. . Y )
contenu dans le concentré, telle qu'elle résulte des cours et de la fomule de vente.
Les deux variables p et C, 1'une purement technigue, lfautre pgrément éconcmique,

L

n'interviennent que par leur produit ¢ et llerreur sur b résulte de la composition
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de deux erreurs de nature trés différente. La premidre peut 8tre diminuée autant

" hernded

que 1'on veut grice & des essais de traitement, qui deviennent cependant vite assez

onéreux. Quant & la deuxi®me, une fois effectuémslss études prévisionmelles de cours;

on n'a plus aucun moyen de la réduire. Il en résulte, en particulier, que l'erreur
sur b ne poura pas 8tre abaissée en déssous d'une certaine limite inférieure non
nulle,

. I.- SOLUTION OPTIMALE VIS—-A~VIS DU DIMENSIONNEMERT

La perte ‘dfle & un mauvais dimensionnement est une expression du type @

(1)P ==} [B" 812 +2 B 516t + B ot
; 0 Tt t
o 8T et Ot représentent les écarts de la solution T = To + 6T, t.='t°' + 6%

vis-d-vis de 1a solution optimale T »t, obtenue en résolvant le systime

et ol B représenté le bénéfice

(é) B = (bm.-=p)T=I' | | . ,

-

les denx dcarts 8T et 6t.sont. la conséquence des errsurs commises dans

l%estimation des réserves, d'une part, des paramstres écqnomiques, de 1l'autre. Ces

deux catégories d'erreurs sont en général indépendantes. I1 en résulte, quand on rem- :

place 1'expression (1) de la perte par sa valeur probable, qu'il y a additivité des |

per’ce's entrainées par chacun des deux groupés dterreurs g Autrement dit, on peut

ca.lcuier 1a perte dfie aux erreurs sur b, p et I en supposant les réserves par—

faitement conmues, et lui ajouter la perte dfle aux erreurs sur les réserves, calculées |

comme si b, p ‘et I étaient connues. Si PE et PTR sont ceSx,'deux pertes, et

Qoo /boo
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BEC et Ry les coliys des études technico-~économiques et des travaux de reconnais—

sance, on doit minimiser la somme -
Pre * Fr * Bpe * By

P_EC et REC dépendent uniquement des paramdtres Ui mesurant 1%intensité des étules.
technico-$conomiques, tandis que Py et By ne dépendent que des paramdtres v, fi-
xant la dimension des iravaux de reconnaissance. Le probleme se scinde en deux.

La résolution du systme ' A o

W BBy

donne le volume optimal de la Teconnaissance, qu:_. correspond au minimum de Pm+ P"l’?..‘ :

comme dans la note 41. Et le systime 3

Py By

(3) -« ZE__y
qui se résou‘{’a-indépendamment du pz:'ezriier’9 donne le minimm de PEC + Rpas cfest-2-dire

la solution optimale relativement aux recherches technico-économiques.

Pour caleuler la perte Py, nous considérerons le bénéfice B scus ume

forme

—

(4) B= B [t4, a,(1,0), aé(T;%;) ]

-

dépendant de T et t explicitement et par Fintermédiaire des fonctions économigues

a; (T,t). Nous utiliserons les notations o~
’éB E 33 §ai 3 3

B = Fm e

5) T P i ?ai a7

ORI st s 7N

£+E3gﬁi_ o

oo T Ba %

Des erreurs éai('l‘gt) sur les fonctions ai(‘l‘,,t) ont pour conséquence des

B

écarts BT et 5t entre la solution adoptée et la solution optimale définie par 2
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(6) By =3B ;= 0
Ces dcarts se calculent en faisant varier le systime (6) rd

BW §T + BW &% +Z 6a Z’B ,-?a_sa =0

12 T4 1
‘B'BV
o 8% + BJt oF +Z-_= da, +Z S S X a; =0
Ba, i NE aij g
i ot 7% '
Comme - By et B% sont linéaires en Eﬂ et B—-ﬂ— » on obtient
' RT ot ]
0B e
. )
B .3T + B¥ &t = - da, = s 8a, =N
(7 p2 Ky’ ? Ba 1 ; a; Pr 5%

B! ‘ |
"% ¥ 9-
BU §T + B® 5t = 2 Ba, =Y o oz Ba; =N
Tt 12 53 i TPag BEULT 2

et la perte résultante se met sous la forme o

P=-% l}l 6T + N, Gt]

- En résolvant (7) en 8T et &t, il vient 3

S
= e - L1 S BE’?
| P'= e o [2N1N2BTt Ng_Bta' ¥ B2, \
(8) ' | A
. __2
D = B® =B BY
oy T2t

Si B a 1l'expression (2) -~ non actualisée; puisqu'il s’agit idi d'une optimisation

3 caract®re technique — les dérivées ont les expressions suivantes o

Y’
1

o - T
Bt- I
B,i = bx '=’.p
. B, ::-:Tp”"_l'
12
(9) BY = = pt
; T4 P
BY - dx :
| T2 dT. soe /ooo

R 2 ik



m6=
1

(10) N, = [§p=§ 6'b]

N, = [1_‘51)" + 8T° ]

tandis que les deuxiumes membres N, et N, de (7) stécrivent ¢

Le premier ne dépend que de 1l'erreur sur lfestimation du rapport %, qui

-est la teneur limite;, et le deuxilme de l“erreur sur l'estimation de la dérivée en
t des depenses totales Tp + I. En subgtituant dans (8), il vient @

P=w-t|o2p (T6p'+61 ") (6p = 2 &b) + (17 + Tp )(op = 2 5b)° &

S b b :
1 | 2~ =
- & (611 + 15 |
| o - dT( p*)°_ |

D= p’?'+.b.%% (T + Tﬁ??) !

Toutes les efreprs op, &p*, &I, 8I%, &b pgpvent &tre consiqérées corme indépendar~|

tes les unes dgs aufres9 a 1%'exception des couples (pp') et (I,I'). En valsur p:obéb

on trouve, en introduisant les variances et les covariances de ces erreurs 3 i

(12)' P = =':$-“ [ 2p' @ p, + (IW+ Tp )(c + 2; o ) -b = + 72 c .)

(d.
2D 2. ar

-
~

.Dans les applications pragiqpeég on saura, en général, forfaiter des valeurs plausi~
» 2 2 R ) . .

bles pour leg variagces GP,'oi ou Ubg On sera, par contre, géné pour évaluer les

variances ob, ou o~ variances des erreurs sur la dérivée pf(t) ou I:(%).

Pour les covariances, on notera la relation 2
a 2 |

1
1 o = = e O
(13) PPT 2 at P

Certains artifices permettent de tourner la difficulté. Par exemple, si p(t) est |
de la forme 3 .
p(t) = a, + o

t .0‘1 / eoo




on a, avec des notations évidentes

2
oi = °§ + 2 Sigmil“+ :gil'
(I t £2
2
__Sagam &
va—m t2 - t3
2
2 Uéi
o, =
P t4

Or, 3 et a, représentent les frais fixes (plus exactement 9.indépendants de la ca-
dence d'gxploitation adoptée dans le projet) et les frais proportionnelsc'Ils sont, :'
en général, de nature différente, et peuvent parfois Etre considérés comme estimés

- indépendamment 1'un de 1'autre. Dans ce cas, on a 2 . j

'On peut ensuite admettfe‘que,lgs frais fixes et proportionnels sont estimés avec une

o0

méme précision relative, soit

2 2
o R + 3 2

842 _ 2 =t

ay a2 :

On a alors
a 2 -
o = [%? + e A
0 ta
ai .
> .
(14) O'Pp’ oo ? A

2 ai 2 b
c, = — A !

p t4

En ce qui concerne les investissements, si 1%on prend ume expression du type &
. h E - . ) e :'-

. .
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Souvent, on g'étalonnera sur un seul projet, en forfaitant la valeur de Y (par |
exemple Y =§= ) Dans ce cas, &I et 8y peuvent &tre considérés comme indépen- |
dants, et 1'on a ¢ '

) 2
S _ oL
IIf f‘;IZ
- | 2, 2
(25) o2 _ 1 %
2 2
12 I Y

Exemple numérique ~ Avec 1l’exemple numérique de la Note 41 (42me partie), on avaii ©

B"é = = 0,1233

T "
B® = 0.2420
T4 ‘
B® = - 3.8284
i
o = 46496 N o .
T o= 9 | o
580
= 36,64 + =— = 46,5
P ’ 49




" b

-0 =

Pour avoir un ordre de grandeuré prenons toutes les variances et covariances relati-=

ves égales 3 urie m&me valeur A 3
- 2 2. 2 2 2
.Gp _ iPP' 'r,:ﬁpvz - i?,,, - d]j - GIIW _ 611: —?\2
P2~ D! pn?. b 12 . II' 102
On trouve o
N, =220 pok = _ 5200 22 |
172 2
t . .
W =225 = 4320 22
28 2 1% |.2 2
‘ N; =17 e + YT | A7 = 26260 A
! E t2 'b2 ! )
22 o
P = M E 0.1233 x 5220 + 3,8284 x 4320 + 0,1233 x 26260
0.828 ! |

a2 [., 3080 + 20,000 + 394o]= 20.860 A°

Par exemple, pour 7\2 = Z-L%a (erreur de 20;%sur les estimations économ:i.g_ues)9 on a

P = 208 = 20%%00 N.F.
(1*unité est le millier de NF)o On voit qu'on a le droit de épenser 100,000 IF

pour diviser cette variance par deux. On notera aussi que l’essentiel de la perte
provient du terme 20,000, issu de B ui En fait, N3 est supérieur & K5, mais son

coefficient B"“2 est extrémement petit. Les termes en Nl N2 et N?_ sont petits et
T . ’ - .
. \
de sens contraire. On voit qu'en premire approximation on pourrait prendre

. o2 2
: 2 b .
t o 0¢ N« I . v
. N?.Btkﬁ= (1% + 2p)(p” 5=+ 0, )
- ™ . ]
2 D - 2 [pg +b d_g (IOQ+TP7F) ] 3
. i aT : .
. 1 g2 ;t d—x ny, 00 3 . . »
.81 1'on note que p'" est pe‘;'lt devant b 57 (1o 4 Tp )‘, cette expression se simpli-
. 'r2 2
fie encore 3 _— Ef ar Sﬁ_ . o‘p :
(16) - 2 dx T ' ooe / eco
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Avec la loi de IASKY, il vient 3

o &
(17) P=Lpr® |2+ 2
2 P |v? P2

Dans notre exemple numérique 2

2
g, g

P =8.800 |2 + 2 [10° N F
b2 p?
P

La conclusa.on ‘pratique est qu'il faut surtout chercher & préciser p et b. En ce
qui concerne P, cela implique une etude technique plus détaillée du projet d’ex—
prloitation et de traitement. Quant & b, il dépend de la récupération p et du

/

cours Co Ona 3

2 - 2
G % 9
el skl
b2 P ,
.2 . 2 |
On a peu de moyen pour réduire dco Par contre, on peut agir sur ©_en effectuant I
des essais de traitement. Par exemple, remplgcer la fourchette @
| L |
0,6 L p £ 0.9, soit L= ' |
. 2 .
. ) 100 ‘
. I
par la fourchette ¢ 2
: o
0.7 < p < 0.8 - soit -2 =i
: . P2 900 .
vaut 8
8.800. 10° |-+ - .X | = 78.000 N F_
100 900 :

J1 est nommal, sur ce gisement, de c'onsacrer 8 millions dYanciens francs 3 des es=
sais d¢ traitement. Une fois atteinte la fourchette 0.7 < p < 0.8, il n'est

bpas utile dfaller beaucoup plus loin. Passer de Gg 1 Y o’P =0, ne vaut

plus que 10.000 NF environ. 92 900

- N

000/000 ,
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L'amélioration de p est également in’céresésan’ceo Passer de ¥ 10 9,

' : o
3 £ 59, , clegt--dire =¥]='== 3 e pour =%= o vaut $
400 1600 p

8,8 10° T = T | = 16-500 1P

On peut sans hésiter consacrer un mois d'ingénieur & une étude qui au-
rait ce résultat, La précision sur les investissements est moins payante. La per-.

te correspondante est

2 . 2 2
dx .
6., b o, ooy
LS I = 3,300 10.3.% NF
D Ingpup 10

Passer de ¥ 109, 3 £5 9, ne vaut ici que 6,200 NF seulement.
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II.~ OPTIMISATION SEQUENTIELLE ET ARRET DES RECHERCHES

Dans la formulation séquentielle du problime, il n'est plus possible de
traiter séparément la recomnaissance et les études technico-économiques. Les di-
verses sortes de variables interfirent. Parmi ces variables, les unes sont relati-
ves au gisement et se traitent come des variables régionaliséés (tonnage et teneur),
les autres  sont de nature économique et doivent &tre plutdt assimilées & des varia-

bles aléatoires {p, b et I). Afin de traiter ces diverses variables par un procé=

dé unique, nous devrons étendre aux variables aléatoires classiques les résultats

obtenus dans la Note 41 pour la probabilisation des erreurs d’estimation gdostatise— ‘
tiques. Ce sera 1l'objet d'un premier paragraphe, consacré & la théorie dés chatnes
de krigeage. Nous présenterons ensuite 1lfarbre ééquentiel des options possibles en
aval du point crucial C;, et nous calculerdns les différentes espérances mathémati-

ques-attachées aux 5 décisions primaires possibles. Enfin, nous indiquerons dans

' une annexe des méthodes de calcul approchées relativement faciles & mettre en oeu=

vIee.

1. - Théorie des chafnes de krigeage.

La fhéorie des chafnes de krigeage est une transposition au calcul des

probabilités du procédé géostatistique du krigeage.

‘1 - a- Définition.

T, - :
z ooa Z_ oeo Drises dans cet
27 n P

ordre constitue une chafne d’estimateurs de Krige pour une variable z si la va-

" Une suite de variables aléatoires Zy9

leur probable de z lorsque les i premidres variables zi' Zy eoe Zg sont fi-

xées est égale ¥ la dernilre d’entre elles, zZ; o

(18) E(Zo z § zi“’l aota . ZI.L) = zi ' . ‘t

ooo / ooo
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Si; de 1la chatne finie z,l'o'_oo‘ z;, nOUS extrayons une chafne partiel-—
le lep z:'_29 voe zikon 7y (avec i, < i, < i, <Li), on voit immédiatement.
que (18) entrafne s

E(Zo

Ziﬂ‘g Ziz ooo0 Zi) = Zi

Et, en particulier s

E(Zo Zi) = Zi

Autrement dit, la valeur probable de z lorsqu'un nombre fini quelconque d’esti:a%
teurs de la chafne sont conmus est égale & la valeur prise par le dernier estins= :

teur comnu (ctest-a-dire celui de plus grand indice).o ‘On le voit immédiatement en

-]

revenant & la définition d‘une valeur probableo On a, par exemple .

E(zoz ) f f z i‘(z,, py oo % )dgl 0oo 47, ’ld

f z (2. 7 nooo 2 ) f(z 59 eooe Zs ) dzl soo 47, ,idz

fff(zig coo z o-Z )dz coo A%, el

3-b — Théordme 1 = ' B : 5

Toute chaine partielle finie Zg eoo (:1. < 1 < P ( i ) consti=
A
tue une chalne de krigeage pour toutes les varlables zg- sltuees 4 sa dro:.te

(3> 1) E

- 3

Désignons par z; 1'ensemble des variables (zl:\1 oo Z. ), €t par

| , ~'n
£(z, 250 zi) 1a loi de 3z et'zj lide par (ziﬂ. oo zin)o Par' hypothééeg on a’

E (2. z; zj) =z

1
N
]

E(Zo Zi)

}
b
4




On en déduit 3

'E(zjg zi) =‘/z3 f(zj. 'zi) c’;z’j

=fE(Zo z; Zj) f(Zjo Zi) dz;j
=[/ z ©{zo Zg zj) f(Zjo- Zi) dz dz
=.[/ z £(z, Zjo zi) dzd.zj = E(zozi) = Zin

" En particulier, on peut noter z, = E(z) =m 1a valeur moyenne a priori de z.’

(Y

. ?
‘Si l'on considere z, comme la premidre variszble de la chaine Zys Zy eeo Zpece Iz
. -
on a °

E(z) = E(-zi) =z =m

Toutes les variables de la chaine ont m&nej valeurs probables. Plus généralement,

lorsque n variables quelconques 2z, oo Z; (i'l <i, <. <in) sont connues;
T n

PO

" toutes les variables 75 situdes 3 droite (3§ > in) et z ont une méme valeur

probable égale & 1z, .

(19) E(Zj° Zil 000 Zin) = E(Zo Ziieoo Zin) = Zo

1 = C = Variances et covariances

~

Dans ce qui suit, nous utiliserons une suite dfindices croissants o

3

<k, £ e <k L1 v

Ssi ar’ g i ooo LY 1
- et nous désignerons par’ sz 1'ensemble des. variables ('zkl ‘ an) Calculons la
- variance Dz(zio zk) lorsque les 1z, sont fixdess Ona 3§ !

cea / eeo
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B [Zio Zk] "i[/zi E(z. zg Zk) £(z, Zs o zk) dzdz,

' flu, z5. Zk) udu
-ﬂ 1 f(ZZia Zk) dz'dzi jf(ug Zs o Zk) du

o ff et 5 ) aaga =2 [zzieag]

On en déduit qu'ad Z fixée, la variance de z; est égale & la covariance de z et

7., SO0it
39 SO

' 2
(20) ¢ = C
Z3e B 224 0%y

Il en résulte immédiatement du théoréme 1 que 1'on a aussi (pour § > 1)

.2 -
(21) o, = 0,
109, %50 7

Az fixée, z; a méme covariance avec .z et avec toutes les variables gz 3 si-

tuées 3 sa droite, et cette covariance est égale d la variance de Z; elle-méme,

~ En particulier, si 1%on prend Z =%, = M ce résultat s'applique aux variances

a priori o
2 1
(22) o = ¢ = o
z4 Z473 224
1 = & - La relation d'additivité R

BN

Dans ce qui suit, les = coe ) sont supposdes fixées. Pour
B = (5 oor B

. .
alléger 1l'écriture, nous omettrons le symbole o2y Dans le gas particulier =2

les résultats obtenus concerneront les variances a priori. Mais ils s'appliqueront
plus généralement aux variances & z, fixées. Les indices utilisés vérifient les
. Y

. inégalités . . o

Vkﬂ-_ <}..o <k, <i<j <.u

la variable Z, pouvant &fre remplacée par la variable terminale z.

e e

FS O .. . ,'is.'.-."
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. Cettg relation exprime que la variance d'estimation de zs par z; est la différen- ‘;I

-16 =

. Calculons en premier lien la variance Dz(z. - z) de la différence

(z = z.). Cette variance sera désignée comme la variance d'estmatlon de zJ par

Z (eventuellemen’c 2 om fizde)o La relation (21) donne :.mmedlatement s o
. ~ 2 .2 > 2 i

C(23) Dz(zimz.).—.cz-f«crz ~206 =0 =0 : |

J i 3 2375 23 i

Ceci impligue, en particulier, 1'inégalité

2 2
| r* o’zj>dzi pour j> i
e 2 2 '
Cette indgalité est stm.c’te (car 0, .= o‘z_ entrainerait z; = zjg et 1fune des |

‘deux variables serait superflue). AEIJ.BSZL, les variances (éventuellement 2 z, fixée
2

vont en croissant avec 17indice, et sont toutes majorées par czo . ;|
De (23), on déduit immédiatement, avec u>j>i ¢
| 2, 2, 2,y
(24) D (zj - zi) +D (zu - 'Zj) =D (Zu - zi)

Ecrite sous la forme 2

: 2 2
(25) 9%(s; = 7) =2%(g, - 7)) = D°(z, < 2))

ce entre les variances d'estimation de z, par z; et de 3z, 'par Zgo L®indice ' ;

u>j est quelconque. On peut, -én particulier, prendre. Z, = Zo La variance
2(2 - 2. ) peut alors 8tre 1nte1prétee comme le gain d“mfomatlon obtenu en pas=
sant de lﬂestlmateur Zs a 1"es’c1mateur zjo Ces résultats constituent une transpo= :

sition des relations analogues obtenues dans le cas des vai'lables régionalisées.

" Pour interpréter une variance telle que Dz(zjmzi)9 on notera que 1'cn a ¢

(26) Dz(zi - zj) =f Dz(zjozi) f(zi)dzi )

La variance d‘'éstimation de Zg Par  Z est égale & la valeur moyenne en z; de

2 2

la variance o . =D (ZJ Zs ) de 4 & z; flxéo Cette variance lide o nfest
Zjozl ZJoZi

indépendante de z; que dans certains cas particuliers, par exemple, si toutes les '
eoo0 / Qoe ‘
7
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variagbles de la chaine sont normales (ou lognormales, & condltlon de prendre les

variances logarithmiques).

. . N . 2
Ces résultats s'appliquent & des variances dfestimation lides D zimzjoz.?

- 3 . . 3 2 e r
- ou % des variances d'estimation a priori D (zi - zj)o En général, on nfaura pas

1%8galité
2 2
(27) D (zi = zj°zk) =D (zi - zj)
" Car 1'égalité des valeurs probabies de zj a Zg fixé et & z; et Z fixé .

E(Zj°zi) = E(Zjo Ziz'k) =3z;

n%implique pas,, en général, l'indépendance de z et z a z; fixé. Cette mdepe._==
dance; ‘et la relat:.on (27), sont cependant assurees dans le cas des chafnes fories.

1 ~ e - Chafnes fortes de krigeage =

Une chatne de krigeage sera dite forte si elle est markovienne, ctest~a-
dire si la loi de probabilité des variables Zp ece Zp B (n quelconque) est de
1ls forme ¢ '

=,

f(g.l) f2(22_.,z sas fni(z ,z =ﬂ_) h iy (z,z ) -

-

Lorsqu'il en est ainsi, & z; fixé toutes les variables z, ( j >1) sont !

:Lndependantes de toutes les variables. zk(k <i)o En p::).::"l;::.culz.er9 on ‘a

D(Zoz)—D(ZoZJ_Zk) | \

et par suite la relation (27) est vérifide,

Théortme 2 -
Toute chafne de krigeage normale est une chafne forteq En effet, si ;
les n + 41 variables Zgooo ZpoZ sont simultanément normales, leur loi de dis-

tribution est obligatoirement de la forme ¢

ooo /000
4




2 Y 32 2
‘. (5p-m)®  (zy=2)" _ (z~z ) (=)
XP 2 62 - 2 cco 2 2 2
‘i 2 623;1. 2 Gno_ndl ) gﬁon

et par suite la chafne est markovienne.

On montre de la méme manidre que toute chaine de krigeage lognormale esv
vne chafne forte.

] = £ = Construction d*une chaine de krigeage.

Soient Xjp X eoo Xy coe une chafne de-variables aléatoires représentant

des estimations successives d‘une meme variable sz, mais ne vérifiant pas la rela—-—'i

tion (18). Posons $
Z’l{xi) = E(ZQ%)

(28) . zz(x;_‘;gxz.) = E(Z°§1912)

E-3 -3 o - o © o o o o (-3 L4
Zn(xﬁ. soo xn) ='E(Z.oxd.ooo xn)

o o a o o (-] o L ] - e o ° -3 L

Ie changement de variables, cons:.stant a remplacer les n- prenléres va~

Triables xi coo xn par leurs exoressmns en fonctlon de Zpooe Zn’ est possible

si le déterminant fonctionnel ¢ ‘ .~

D(7 ..o zy) _ 9% 97 Vay

0oo0

D(x,louxn) 21'1 ‘Dx2 9x {

n

n'est pas identiquement nul, c’est-d=dire si la valeur probable z; de z a
x,_L, Xjoo0Xy fixds dépend effectivement de X3 \
dzy : ,
i - g'xliéo pour i=%;, 2 coo n

Si cette condition est remplie, les nouvelles variables Zgs dont la loi de proba-

bilit€ se déduit de celles des x,,vérifient les relations (18), et constituent done

une chafne de ‘krigeagea . : /
. . - XX ‘/o o0

-0 E
|
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1 = g = Conséquences pour 1'optimisation séquentielle.

_ Dans 1%optimisation séquentielle, on assimilera les paramdtres écononi~
ques b, p, I & des variables aléatoires /3 o W, % s et on admebtra que les es-
fimations successives bﬂ,,
‘m¥tres constituent trois chafnes indépendantes d'estimateurs de Krige pour les ve-

b2 oce DPap Py ooe I‘i"— 12 des valeurs vraies de ces para-

riables B, W et - I1 résulte du paragraphe précédent que lfon peut toujours s
ramener & ce cas. D'un point de vue prathueg on peut observer que 1l'on n'aura, &= |
gex_mral9 aucune information sur la valeur probable a priori d‘une variable telle

que l@ en dehors de 1'estimation 1;,1 elle méme ¢ on admettra nécessairement au |
départ E(B ) = bys de sorte que Ila premidre estimation b, sera dtelle~méme un esti-|
mateur de Krigs de 8. . ,

-j)e plus, nous admettrons, en 1“absence de renseignements expérimentaux
dlrectsy que ftoutes ces variables sont simultanément normales. Il résulte alors
du theoreme 2 que les trois chaines de krigeages son’c fortes, de sorte que les re=
lations (27} 's appllquen’c et qu'il y a identité entre les variances d'estimation
et les variances lides. | '

o Les propriétés des chafnes de krigeage établies ci-dessus, comparées aves

h._ _

“ les résultats obtenus dans la Note 41 dans la probablllsatlon des erreurs géosta
tiques d9est1matlon, permetten’c de traiter de manidre formellement identique les
trois variables aléatoires é’conomiques 3T - 7, et l'esy deux variables régionalis
sées Ji et T représentant la teneur et le tonnage. Si g désigne 1°une quelcongus
de ces cing variables, et X{LQ X, 000 les estimateurs de Krige que 1lfon s‘en forme

successivement, on sura o

E(go X’l) = I,l _ Da(z"o X’l)
(29) | Bz %) =%, | 2%(e. x,)

2

N "‘3:1 N

1]
Q
l
Q
il
Q

N
N

B(ipe ) =4 D%(xpe%;)

g ]
-

e ] ane

T o x




Ces notations sont les mémes que dans la Note 41. Une variance, felle

que 5 - '
2 2

o =D (geXy) =D7(x = %))
X
représggﬁe la variance d'estimation de g par Xig aussi bien que la variance liée
de g a X, fixée, L'expression de la variance de Dg(Xzoxi) est une conséquence
de la relation d'additivité (25) appliquée am cas d'une chafne de krigeage normale,

done forte.

2.~ Formulation du Schéma Séquentiel

Dans ce»paragfaphep‘nous présentéfonsg en premier lieu, 1l%arbre des déci-
sions possibles, puis nous donnerons la formulation abstraitgﬁdu schéma séquentiel.
" Cette formulation sera, enfin, particularisée dans un dernier paragraphe, oll 1%on

indiquera comment calculer numériquement les diverses espérances mathématiques.

Pour alléger le texte, certaings méthodes de calcul intermédiaires seront exposdes

en plusieurs annexes. ' : . %

2 —a - L'Arbre des décisions. ' i

—

L'arbre des décisions poésibles9 et de leurs conséquences en aval, est
présenté sur la Figure 1. On est parvenu en un point cxucial C, ot 1l°on dispose d’un
- premidre estimation (Tlp Iy 5 big Pl”Ii) des paramdtres du probléme, et ol 1°on a le

choix entre cing décisions 3 : ' ‘ '

!

1l ~ Eermer les recherches, et abandonner le gisement,

2 — Exploiter fout de suite,

3 = Faire des tfavaux de reconnaissance complémentéires TR,

4 = Faire des études technicé-économiques complémentaires EC
5 = Faire % la fois les TR et les EC. :

soo / eeo

R )




possible de pousser plus’ ou moins 101n chacune des études techniques ou économig

"e
s

=21 =

Les deux premires décisions n?appelient aucun commentaire particulier; i
et les espérances mathématiques (en C), E(B )=0 et E(Bz) se calculeront facile=
ment. En ce qui concerne les trois derniéregg il faut préciser que les travaux de
reconnaissance TR, ou les études technico-économiques EC possibies sont pratique=
ment iﬁlposésg"de sorte que le seul choix consiste & les entreprendre, ou non. L
Fous avons vu, dans la Note 41, que la technologie méme de la recherche miniére ne
laissait aucun choix quant & la nature des TRo Pour les EC, il est ,theor-lausm-en‘c

jues
ou méme de ne faire que certaines dfentre elles en gbandonnant les autres, de sor=
te que vient, en principe, se greffer, sur notre probléme séq_ﬁeiltiel principal, ux
probléme secondaire &‘”Gptimisation des EC elles-m&mes = probleéme de nature conti-
nue, puisqu’il cons:x.s’ceral’c déterminer les meilleures valeurs poss::.bles des pera-
mdtres mesurant 1'intensité de chacune de ces études. Nous négligerons ce protlize
secondaire, qui compliquerait inutilement notre schéma 2 en pratique, en effet;
les études proprement économiques (prévision des cours, évaluation des prixz de re-

vient et des investissements) sont assez bon marché pour quon ait toujours intérs:
; 1eTLT P qu-or J

3 les entreprendrg. Quant aux recherches techniques, plus cnéreuses,telles qus les

. essals de traitement la possibilité de les pousser plus ou moins loin reste assez

,théorique S en reallte,, une fois que les techniciens ont prepa:ce un progr

dfessais, le choix se limite, le plus souvent, & le réaliser ou non.

*

Si 1%on adopte la troisidme décision, on se trouve, & 1'issue des TR,

en un point crucial CI, ol 1'on a le choix entre 3 décisions 3§ . : . ‘

3

= l.= Fermer,
- 2.~ Exploiter, T :
= 3.~ Faire les éfudes technico-économiques EG.
) ;
Les deux premi®res conduisent aux espérances, en C%,E%(B,l ) =0 et B (52:5
aisées & calculer. La troisi®me am2ne & un nouveau point cxucial tertiaire 3”, on
) L - 3 ) ’ . "
a le choix entre deux décisions

’

= 1.~ Permer,
~ 2°— Exploiter.
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& chacune desquelles est associde, en.0§§ une esPérance.Eg(Bl) =0 et E%(BZ) aisées

& caleuler. L'espérance E7(53)9 attéchée en C% 3 la troisime décision, doit s2 cal=
culer en anticipant ces deux espérances en Cg‘ et les décisions qu'elles inpligue-
ront. Et flnalement9 1’espérance primaire E\B ) attachée en ¢ & la troisilme déci-
sion, doit se calculer en anticipant en probablllte les tr01b espérances secondaires
E’(Bl), E“(B2)9 E“(BB)D et les décisions quvelles impliqueront en C*. ‘
v ~ La quatri®me décision s’analyse de la méme manidre, en intervertissant les
r8les des TR et des EC. On est conduit 3 calculer successivement deux'espérances te‘=
tiaires <?5(B ) et E® (325) et trois espérances secondaires - E“(B ), Bi (32,9 E: (3 )=
dont 1l'anticipation permet le calcul de 1° esPerance primaire E(B4) attacbe= en_ ¢ 3 a

la quatrilme décision.

‘Enfin la cinquilme décision conduit au point crucial secondaire CZ, ol le
- ' choix se limite 3 fermer ou & exploiter, avec lés éspérances secondaires E;(Bl)9

et E%(Bz),, dont l'anticipation en C donne E(BS),

' . Cette cinquidme décision paraftra peut-8ire superflue, pulsque 1%une ou 1liz
tre des décisions 2 et 3 conduit nécessairement 2 une meilleure espérance. Cepen— i
dant, en tant qufelle consiste & entreprendre simultanément les deux catégories de
travaqxD cette solution conduit & gagner du temps, et ce gain peut, dans certains-
cas, largement contrebalancer une 1légdre diminution de l*espérance. On pourrait, du ~
reste, tenir compte du facteur temps, en introduisant & chacun des stades des coef=
ficients d'actualisation liés & la durée propre de chacun des travaux. Nous avons
préféré, cependant, ne pas introduire &e tels facteurs, qui appdrteraient une nots
de précipitation artificielle dans la lente maturation de 1a recherche mini¥re, et
conduiraient, dans bien des cas, & adopter une solution de mise en exploitation préai
maturée, Si plusieurs recherches sont en cours 81multanement, selon un planning conve
nablement congu, il n'y a, en général, pas dtintérat majeur & avancer d*un an ou de
6 mois le demarrdge dfune exploitation particuli®re, surtout si ce gain de texmps
doit avoir comme contrepartie une augmentation du risque de rqiné, En tout état de

cause, les facteurs d'actualisation traditiomnels ne doivent intervenir qu’aprés

1%entrée en jeu des investissements qui accompagnent la mise en exploitation.

ceo / coo
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2 = b = Pormulation générale du schéma séquentiel.

~ Le probl®me consiste & calculer les cing espérances attachées aux cing

décisions primaires possibles en C. En premieér lieu, on a 3

(30) E (8) = 0.

! deuxidme espérance se déduit de 1°expression B(T 9p 25 W 5 17 ) du
bénéfice futur et de la loi : '

£(T, FPofBsWolh T,lo Tyo bi’ P,lv Iﬁ.)
des cing variables au point C; clest~3=dire & Ti}, 1,, Py et I conmues, Cet-
te loi, de méme que toutes celles que nous allons mtrodu:.re, do:r.t 8tre co:npat:.-

<

ble avec les relations (29). On a ¢

(51) E(8,) = [ B(T spees) £(Ty gt wees  mp, b ooo)d"fdpdﬁdﬁ'd.p

L'intégrale, qui est une intégrale d'ordre 5, est étendue au chaznp des valeurs |

possibles des cing paramdtres T, m, b, p et I. , |

Pour calculer la troisilme espérance, on doit introduire, outre la loi f

o

valable en C déja définie, les quatre lois conditionnelles suivantes ¢

B

~ En G%‘

noterons 3 {

!f
f% E:»Paﬁ 9@19'] ? Tzv B, b;la P,ly I’l]

-

P 1a 1oi'deZJ,, poesed TQ” s b'l” Ppo I,lg ;‘ixéss que nous

L X ¥ / oo
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- En c;, ‘la loi de ‘Z’p eoe & Ty myy by P, I, Fixés, notée
fg[?fg B oooos § Tg,,. My bys p2912:|
flEn C%g la loi de bz.p2 129 3 Do T29 bag Bys 11 fixés, notée
&5 (byo B0 Iy # Ty Wy, TENE A | ;
" =EnC, enfin, la loidem,, T, & my ﬁl,ﬁly P1o1, fixés, notde f

g5(mp Tp 8 mpo Tps s By ) ‘ o -

Outre les relations (29)9 qes dlfferentes 101s domvent vérifier les

deux relations de composition suivantes @

[T;P. oo 2 m2 bﬂ_oo g3} 2 P2 2 9 T m.2 b oo) f (TP. 009 2 m2 .bzcc)*.j'
(32) | bz«ipzdlz B

f[.t pp- ° o: Tiamq-?bq.o o ] :—-;/‘gB [szz : mlTleo c] f; [Fﬁoo; sz.zbio o] amszZ !

Pour calculer E(B ), on doit se transporter, par la pensée, au point

crucial secondaire C% oﬁ 1°on se trouvera aprés lfexécution des TR, et calculer

les trois espérances secondaires EX en ce p01nto Les deux premidreS se calculent

3

facllement ' , . !

E%(Bi) =0 o
(33) , | , {
E,)!(Bz) = f%('fsp“; T,omyoby o) BT proo) d';dﬁqﬁoo :

" Pour calculer la troisi®me, il faut se placer au point tertiaire €, ;
L)

3

ol les deux espérances tertiaires ont pour expression ¢
EX(B,) =0
(34) (% |
27 - x :
33(132) _/‘B(‘Z’,,px.,.f ) fs(Tp”g Tobye e )dTdp dBees

%o0¢ /Qe-
7

T
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En G, on exploitera ou on fermera selon que E*(B ) sera positif ou né=

>

gatifs En G%Q ce résultat doit &ire anticipé en probablllte9 en méme temps gqus lion
doit faire intervenir le coft PEG des recherches technico-€conomiques, puisque
cellés=¢i, en C%s n'ont pas encore été effectudes, Dol la troisilme espérance se=

condaire 3

(35) E“(B )v//E (,) g3(byp,T 0 szz,, 99,5 )45, dp2d12 'Prg

Dans cette intégrale E3“ (Bz)' a son expression (34); et 1%intégration est

faite davs le domaine D} défini par 1'inégalité 3

E;’ (B,) > 0

qui represente l'ensemble des cas oly; en 039 on décidera dfexploiters

On peut remplacer 1'expression (35) par une intégrale simple, en intre-

duisant une variable aléatoire asuxiliaire Yé o définie par ¢

-2

(36) Y5 = Ep(3,)

dont 1a loi de probabilité en Cgp notée

Hy [Y% Toolgs b‘l"’p’l"Iﬁ.] |

B N
~

peut théoriquement se déduire par le calcul des lois précédement introduites. On

-]

a alors &
Jo i

(7). E5(B5) =:/Y333 [Y 2m2 p1 1] dYB;';m
0 .

Les équations (33) et (37) donnent les espérances secondaives au point crucial - Cé
Au point primaire C, pour calculer 1'espérancé primaire E(B )} on doit anticiper en
probabilité les frois espérances secondaires, et la déClSIOD qu'elles impligueront

en C!, en méme temps que l’on doit introduire le cofit PTR des fravaux de reconnsis-

3
sance, puisque ceux-ci ne sont pas encore exdcutés. On obtient ainsi s

/
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(38) E(B) “//E(B)g3ljm2T s 'buo]d.mzd’l‘

ﬂ E'5(B3) &5 [mz Tyo my Ty ,lee]dmz dT, = Pp

Dans cette équatlon9 E”(B ) et E“(B ) sont données par leurs expressions
(33) et (37) en fonction ds mys 29 bi” Py Ii Les domaines d%intégration D et D 39
qul representent 1l’ensemble des cas ol, en CB, on adoptera respectivement la deu21&=

o

me ou la tr01s1éme dec1s1on9 sont définies par les 1negalltes H

-l e el

T

E4(B,) > 0 33«(;33)"}/9
’ D
> D5 :
2 me) 7o) C)ne) > ) :

Le Qalcul de (38) peut étre 51mp11f1e 31 l"on 1ntrodu1t les deux'varlables aleauom=

> . -

g} BT B

dout 1a 1oi de distribution en C, soit K3 [Xé 235 1 T1 b1f° ].g Peutp en princire,
ge dedulre des diverses lois degé 1ntrodu1teso La tr0151éme esPerance prlma¢re se

met aloxs sous la forme 8

(1 %f?;) LR S, %55 ) a5, -2

'§g§§9maines d'lntegratlon étant ¢ '~

D, = (> 0; ;> 5;) et Dy= (270, 2;7X)
: ' . ’
. 1
* %

Le calcul de la quatri®me espérance primaire E(B )'se conduit de la méme

fagonp ¢n échangeant les rfles des deux groupes de variables (Tm) et (bpl). Fous 1ex-

pogerons gggg qg manlére plus ra.p_lde° Outre ;a loi de proyablllte primaire i
£(Topeee 3 Ty my by 7y )

400 / LYY
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déja introduite, on a besoin des lois secondaires et tertiaires ¢

S

2o

f40’ ‘Tgp.ooo Tﬁ, mﬂ, bz P2 12 ]

9
f4ﬂ g}looo ; TZ m2 bz pz Iz ]

dont la deuxiéme, fz , est identique & la loi £¥ , et des lois conditionnelles g

3
“ .
5 ?4['1‘2 Mg Ta Ty Pp Pp 121
) -
5 AP RILER SN
avec,entre ces 5 lois, des relations de compositions analogues 3 (32).

On calcule suﬂces31vemvut 3 En QO

4

i () = o0 | | -
(41) .
Ef (BQ':—./B £y (T opoo s Ty m, byeoo) AT dpdwdy

et on pose s

T, = E (132)

-

. 7 2 4
avec une loi, en 04, de la forme H4 [ 43 b2 Py Iz] . On & alors en 04

- .
~

E°(B) = 0
(42) E;(B,) /jva(tgpa, . T, my b, p, L) dTap dpdedy

E4(33) .-:/ 4 4[ g2 Ty oy by By 12] ¥, - Frp
1

o ,
]

oco / soo
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Enfin, pour remonter en ¢ on introduit les deux variables s

(43) % X, =B (8,
%y = B} (33)

et leur lol simultance K4 [54 24; ml my hl By 21 ]-

E(B4) .—:% X, K4(X4 54)@14 az, {:/.A By K4(X4 554) ax, a%, = Py
2 _ 3 .

on a s

Le caleul de la cinquidme espérance est plus simple, puisqu’il ny a pas

de point ocrucial fertiaire Cgo On introduit les deux lois ¢
7 " : -
fs(Tgp coe o Ty my b2 ‘pa 12)

g5(Ty my by 2y Ty Ty my By By 1) _

On calcule ensuite les espérances secondajres

i

E,_g(Bi) 0

E;;(Bz) =ﬁ fg(‘z’g,. s Tz m, bze,.,) 'd‘Z'dp.:...?\,

(45)

Puis on introduit la verieble auxiliaire © .

% = 54(z,)

et sa loi H5(X50.T1 Ly h1 Bl Ii)oet on en déduit la cinqui%ms espérance e

(46) E(n;) = /‘ K BR)aT, = By o7
. . 0 eee [ oes

/

o il ot
o [
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2 = ¢ = Méthodes de Calcul Numérique.—

_On prend pour le bénéfice la fonction habituelle ¢

=1

(47) B(Tmbpl) (bm - p)t 222

avec N = %9 ol 1'oh suppose connue (ou foxrfaitée) la cadence t. Le calcul des deux

premidres  espérances primaires ne présente pas de difficulté. On prendra 2

(8) ( E(B) = 0

E(BZ) = B (Tﬁ. m, by 'b ) = (b m, p,l)t

12" -
I I
La deuxiéme relation (48) est, en réalité, une expressibn approchée, trés suffisante,

pour les appllcatlons prathueso Liexpression exacte est, du reste, donnée dans ia
Note 41, en Armexec :

Clest 1e calcul de E(B ) et E(B ) qui rencontre les plus grandes dlff:.cultes.
.R.alsonnons‘9 par exemple, sur E(BB') La formule (40) nous montre que le problime est

centre sur ~ 1a détermination de la loi % [X3 3A:[des deux varn.ables X3 et Z—.),

.Mais, en reall‘ce,, ces deux varlables sont lides par une relation fonchonnelleo Si

1'on considére, en ef'fe’i:9 1a varlable auxiliaire deflnle en (36)

N\

Y3 = E,)",” (32) . ~.

et-saf'},oal_. de pr:obabilité en Gég soit H3(Y33 T'2 m, b P{L ,_,L), \on a de toute endeme 3

- . ‘ +0 o '
Xy 2/% Hy(¥5) a7y <
() =, ,,
7 =i/(" T, 33(13)d15 - Ppo !
b S

cee [ 0en

R vaat i
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La premi%re de ces relations exprime que la valeur probable; en 03 de T
nfest autre que Xz b résulte de (33), tandis que la deuxilme est identique 2 (37).
Une fois fixés tous les paramdtres de la lo:J.H3 et en particulier sa moyenne X3

% est parfaitement défini, et par suite 23 est bien 1ié & X3 par une relation fonc=

3

tionnelle de la fom;e S
(50) &5 = 4 [’%J

En particulier9 si la loi H3 centrée est de la forme h(y), on a
H3(Y )- n(t; = %) o :
et, en'déri%rant deux ‘fOZ‘.LS 1l'expression de %3, et en intégrant par parties, on frouve .
af -
(51)-% = h(axj) = H3(o)
2. '
Par su:d:e:‘7 K3(X3) désignant la loi de probabilité de X.), en C, la troisi®me esperar:—

:ce prlmalre est donnée par
(52) &(85) / X, KB(X?)de / 2(X;) Ig(g) dx3 =Py

PRy

Les intervalles d“m’cegratlon D2 et D, sont définis par les inédgalités

5

sulvantes 4
(152) g x> 0 - () §z3>o ]
Z5(%;) 4"3 | 23’33‘

Le détail des calculs est expose en Annexe. On utlllsera la formule (L)

©

de cette annexe, avec les valeurs numériques suivantes 8 3

-=iN2 2 2 2: _ _
xz_tz l-i [20' +d] +O‘I - : ’

47b P .
o~k '
o3y § B -t
2 2 4.2 lN o4 2 . = J L
P b P EE ) o (g opy )P €M o 4 2008ty - p e U (EE Do
P =P

EC

LA 4 /.OOO

Ve
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On prendra garde aux notations utlllsees pour les variances et covariances. Une no=
tation sans indice, telle que Gﬁ doit s“expllcltev selon.(29) de la mzniére sui=
vante ¢ - . 5 5
O'm=0' =0
oM
On en déduira @

(54) E(By) =U Py

Le calcul de la quatridme espérance primaire se conduit de fagon symétri=-

que. On utilisera la méme formule (1) de 1'annexe, avec les valeurs numériques sui-

vantes o ' .
. 2 -
22 = b t‘?("""=e 1)2 o + ( - p,_,_)2 e“zm’l Op
- ~iN
: -iN, A= 4
+ 2t,a,l’c(b,lmi-== p'i) e ( T ) O.p
(55)
=il
. 1671
= (b myg “’Pi)t —f -t
2 2 :
2 —‘e i
= (l cb + 0 ) +op .
P = By
On en déduira 2 - .
(56) B(By)) = U =P _
B * ) \

* % ' -
Enfin, le calcul de la Einquiéme espérance primaire s’effectuera par
la formule ¢ 3
. . 1
x2
(57) E(Bs) = X G(-» ?(Q«- ) + -3 exp [.,, ..,9,,4},_ Prr = Pro
"V 262

vee / evo

o - T
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“Avec les valeurs numériques suivantes 3

: -iN
_ 4-7
X, = (ogmy -t —5—-T;
2 o 54l 2 2 om 2
(50) o =b1t(-=——=j-j-=-)6m+(bdmi=-pq_) e oy
| N, Aoy
+2 bt m ~p)e (2 o,
- ~iN 2 2 2
247522 | 2
+’c(l T ) [mdab+6p]+61

G. MATHFRON et Ph. FORMERY. f
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a=_1,9632 + 2,6859 \/0,1352 _log,, p
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A NXNXEZXHE

Soit une variable normale Y, de moyemme X et de variance 7\2° On consigé-

2 1% ssion 3
r 1%expre on 3 Qo

] 2
a(x) = —2— [T exp |- EEL

M/‘Z_E 2w
(8 - | °

dYf = P

= xe=% )2 exp =w§25 - P

SO
4 ¥ o | "
ot G(u) =/ ~=— exp (- -é== )Jdy est 1'intégrale de Gauss, et P une quantits
u

pdsi’cive donnée. Z(X) apparait comme une fonction de X. Si X est lui-méme 1me

2
© variable aléatoire normale, de moyenne m et de variance 0, Z(X) devient 1lui

‘aussi une variable aléatoire, dont la loi de distribution peut se déduire des paza= |

métres A, P, m et o. Nous sommes intéressés, en fait, par le calcul de 1l’ex-

pression

(B) U(x;P,,m;c) =] X f(X)ax + f Z(x) £(x)ax
- D, D3 o

ol 1%on a posé ' ' -
2
1 X=m
e

25t © 20’2 “

£(x) =

~

et ol les intervalles dfintégration sont définis par les indgalités 3

.
\

A

v

. X
D

0 D g
2 > 3

> 0
>y 8 >x
. - ‘,’

Pour effectuer ces calculs, nous introduirons les variables réduites
x 4 P
= Z = = = =
A x - PER _

- ’ . 600 / 000

A

X =

7




-

P S [ - - .

=35 =

La variable réduite x a une moyenne m' ef une variance of données par 3 .

n 62 . ,
mV = e Gn = o= N : f
A A2 . : |

Ltexpression de 2z en fonction de x devient 3

1 %2
2(x) = x 6(=x) +?2; exp‘(‘:: 5 )=p

et 1'éguation B se met sous la forme s

. \ . 2 | 2
(Bs Eg;ﬁ.:im g { uc}?im exp % m(xmm"z) ;{dx + 2(x) xp [-=» m_(x n’)
. A 25 ot 2 ¢i=
D , :
2

Précisons les limites des intervalles D2 et D_. Pour cela, posons g

>

' 2
- 1
(€) ol(x) = x 6(=x) + == exp(= %ﬂ )
Cette fonction tp(x) vérifie les deux relations suivantes 3

(@) ( olx) =¢(=x) + =

‘ng (x)..’-: me;m=n exp(m Ei )
V2r :

[

Lfintervalle D, est défini par les deux inégalitéa 2

3

&) (ol=) >p
p(zx) >p+x

-,
~

I1 en résulte gque l'cn doit considérer deux cas de figure, selon gue Q(O) =t d

! Var

est inférieur ou supérieur 2 po ]
. i
X 1 A
Premier cas § D 2 === , OQ P 2 =tio

J

N\

Daus ce cas, les inégalités E ne peuvent jamais 8ire satisfaites simulta= -

nément. Le domaine D, s'évancuit, et (B') ss réduit 3 3

R oo / coco
- "V N




= %6 =
N 2
. H ? £ 2
g = = Xo‘ eXP = (xmm ):' dx = qu(= I‘E"" ) + g::: exp (.:. E';::’:
A 2 5 o 262 | o' Vo 2 ¢'2

Soit, en revenant aux variables non réduites 2

- 2
(¥) v(x,Pom,c) = m Ef- 2+ g exp(e e
o 2 2 &2
A

Deuxidme cas D Lok, cu P <
V2 7 V2 %

Dans ce cas, le demains ZD3 ne s'anmule pas. Sa borne supérieure positive;

a, est définie comme ls racine de 1*éguation : . 3

(©) ¢la) =a = » S N

et sa borne inférieure (négative) b comme la racine de 2 . _'
?(5) = P

La premi®re relation (D) donne immédiatement ¢

On a done & calculer l'expression 3

~.a o
XS » 2"‘
3 b x—m® )
@ el [ x e G e A o) exp |- Zmlas
A o2 m , 2 g2 ot \2n ‘ 2 g22 J
a : =8 .

ot a est domnde, en fonction de p, comme la racine a(p) de G. Le calcul de la

premidre intégrale ne souldve pas de difficultés particulieres
. i

H 2 m ] ¢ 2 )
(I) .,mu./;.x.'m,. exp [.= ,,(-551{2..2.3 dx = m' G(é.:ﬂlm‘ o+ g?:-m gxp |-~ ._(.iilim)q
> 202 o° - V21 2 o2
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La deuxitme inte’graie peut, le sas échéant, se calculer rigoureusement % l'aide des
tables de double coupure de Pho FORMERY. On peut obtenir des méthodes de calcul ap=
prochées en remplagant la fonction tp(x) exacte par une expression approchée plus .

simple. Plus exactement, nous allons chercher une fonction paire Ly(x) de la forme o

5 .
¢(x) = L,f(-x) = e xp | = = +_3£33xl
1/-5‘3: 2

représentant convenablement ¢(x) = x, pour =3>0, et y(x) pour =x < Q. Nous

disposons de 3 paramdtres A, «, et 3. Pour les ajuster numériquement, nous de=

o

vons prendre garde que la dérivée seconde 2
gl{x) =@ (x)

doit représenter une approximation de la loi normale réduite ;g-,,_ exp (= = )o Si

nous éerivons que cette loi g(x) doit &tre normde & 1'unité, et avoir mémes mo-
m;en’cs absolus d'ordre 4 et 2 que la loi normale réduite, nous obtencns les trois
e!onditions suivantes ¢

@0

/g(X)dx == ¢ (0) =%

Dax = gl0) = ok
fg(xw( Vs

o

fxz g(x)d:;: = %/ty(x)d.x = 4 ‘ ;
o

O ~.

1t

Ces trois conditions expriment aussi que ¢ {(x) et sa dérivée ont mémes valeurs pour
q ¥ ;
Y

x nul que tp(z) et sa dérivde, et que les intégrales de w et de ¢ prises de 0 2

1%infini ont mémes valeurs mmériques. Ces trois conditions conduisent & prendre

2 o
$Om o |- 2261

. \, AT 2 &2
() "

o = 1,2516

cx2 o
. ﬁi = “-2“' = 1,9632




I1 est facile de contr8ier sur des exemples numériques que la fonction ¥
ainsi définie domns une bonne approximation de qx‘ (x)~x. La racine a de 1l°éguation

o

(¢) doit &tre remplacée par la racine de 3

It

y(a) =p

c'est-a-dire ¢

(x) a =<=p3 %\’fig _ o 10g(2n 1)

Avec cette valeur mmérique de a, on calcule facilement la deuxilme intésrele figu=

rant en (H).o On domne & z{x) 1'expression suivante s

z(x) = y(x) +x-p pour x 20
z(x) = P(x) = p pour x40

L'intégrale du terme en x de O & a, et du terme p de =a 2 + & apportent

les contribu’cions suivantes H

2
o 9 [ [
- nfff.:,,) dx = mt G‘(m E—lc) 4 :r)?:-emc:- exp(m ”13.1,»”.)
2-7‘3 20 o' Ven 2 g22
o
s ?
-t x exp z,(xflzanx
o? \/2n 2c¢
a

Io \.-\ 9
P Exp | = S, ..x:}ox:: dz = p G(z, éc—.:i;_—g'vc = P G(aum )
ot V’m 2 o2 . ot ot

i

La premlérc de ces efpresq::_ons ge regroupera cowquement avec la prexidre intégrale

de H. Tl reste & iniézrer ¥ dans les deux mter alles (< a, 0) et (On a)e
i

L]
Afin de sinplifier les no"cations; on désignera,comme plus haut, par g la
fonction de Gauss '
g(x) = """"L'* exp(= . )
2:4C 2 : e
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on trouvera dans les tables usuelles G(x) et g(x) pour les valeurs de 3z inférisurs

4 ¢. Au deld, on pourra utiliser le développement asymptotique.

o A 5=
pour z positif et grand G(x) = g(x)| = 1. =2 I
X g0 2

Ceci posé, pour évaluer l'intégrale de =a & a 3
a
1 exp |~ (xem?)? _ % + 23]
2 1t ot 2 ¢12 2 of

=8 . .

o

il y a intérét 3 prendre de nouveaux paramdtres et 3 poser; par exemple 3

/7
a'o?
S & oo avee o = 1,2516

Vo© + 0'92.

7 'm“

7 = s( R
2 G‘UZ

¢ (\FE m®

z' =8 o )
2 6“2

,

L'intégrale de 0 & a s'expyime alors par ¢

( G(z) = &(z + %) - !
\/’27 ‘ &(z) |

~ .
~

«

Ltintégrale de '=a ¥ 0 s'en déduit en changeant m® en = m', c'est-d-dire z en z°

Finzlenent, on obtient ¢

i
I.I atu’ [G(Z)‘G(Z + 2) G{z )—*Iu(* ‘+ \

¢ - ¢ g
D mio(= B¢ 07p(R0)- pla(e TR o(BR s -2 g LT
A o e otz | () (2?)

i

..
L...........w« !

Cette expression se calcule faca\lemn’r & 1l'aide des tables, ou du. développement asyor.

totique indiqué pour les grandes valeurs de z et z° o et des valeurs nunériques 3

& = 1,2516 mt = o ot =S
A A




