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REPRESEN‘TATIQN TRANSITIVE
ET THEORIE INTRIHSEUE DES DISTRIBUTIONS

1[ Espaces de fonctions et distribubions.

I1 est naturel de représen{;er une minéralisation par une distributiono
On ne comnait ;iamals 1le phénomdne ponctuel, mais seuleman-t 1la reponse,, que donne
1z nature sous forme npmérlqueg aux questions prec:.ses quion Iui poss, en appli-
quent gu gisement une @"éra‘bvion tec;;nqloglque définie (prelévement d*échantillon,
exploitation de pamnesu, eic e;.,)-» De telles opérations peuvent tre ﬂfepfésentées
par des fonctions y appartenant & un certain espace fonctiommel (F). & foute ques=
tion, symbolisée par une fonction déterminée ¢& F, la nature domnne une :r;é’ponse
mﬁnériqﬁé T oy d_om; on peut voir qu'elle se présente comme une fonctionnelle li=
néaire continue définie sur 1l'espace F ; autrsment dit, le phénomdne naturel lui-
méme doit &twe symbolisé par une distribution T € F', appartenant 3 1'espace F!
dual de Fer"" | | :

Comme exemp:le~simple de fonction ¢, citoms les fonctions caractéristi-—-
ques de prelévementg deflmes comme suit ° au préldvement, dans le gisement, diun
ensemble v (d:x.t echant:.llon) est associée la fonction de peint @ (M) telle que

q)v(m) =1 si M&v
¢, () =0 si Mgv

L'espace de distribution’ associé 3 cet espace fonctionnel est celui des
mesures. En tant ‘que mesure, la minéralisation associe une guantité de métal dé-
flm.e a tout échantlllon v (v dorb &tre un ensemble borélien). Les mesures

agissent, d“a:.lleurs9 sur un espace fonctionnel plus vaste que celui des fonc-.
*:

- 1
tions caractéristiques, & savoir celui des fonctions boréliennes + Comme exem~-

(1)* |

Cet espace est le plus petit ensemble de fonetions qui contienne toutes les fonc-
tions .continues,et ne puisse contenir une suite convergénte de fonctions sans con-
tenir leur 13.m1te9 cf LSCHWARTZ, Théorie des distributions, Tome I, page 15.
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En transitif
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ple, on peut citer les fonctions de pondération qui interviennent dans la théos-
rie Gu krigeage con‘cinug ou encore, pour les gisements d%uranium, le i)aSSage

aes ‘beneurs aux rad:.oact:.v:.téso Dans. ce dernler cas, la radq.oaci::.v:.te en un

. pg;{nt est une moyenne de toutes les teneurs -du vo:.sinage pondérees par une

fonctionide la distance du type g B (p coefficient d"absorpt:.on);. ce qui peut
4nre

se noter comme un produit de convolution £ £ W

I1 pburfa y avoir intéret ¥ considérer des distributions plus généra~
les que les mesures, définies, par conséquent, sur des éspaces fonctionnels pltﬁs
restreints que les espaces boréliems, par éxemple des espaces de fonction infié«%
finﬁinent dérivables. Cependant, qé:mme nous aurons besoin des ressources de 1'ana-
lyse harmonique, toutes les distributions ﬁtilisé_es devront avoir des transfor-
mées de Fourier { elles devront appartenir (1) % 1lespace (f * des distributifns
tempérées (& croissance len’se) et, comélat:.vementg 1'espace des fonctions sur
lesquelles elles ag:.ssent devra contenir l'espace C? deg fonctions indéfiniment

dérivables ¥ decmlssance rapide.

D'autre part, les espaces que l'on peut avoir & utiliser ne soqt pas}_ﬁ
les mémes selon que 1l'on met en oeuvre des méthodes transitives ou des méthodeé
intrinsdques. Bn transitif, le phénomdne naturel est considéré comme fini, les
distributions devront &tre sommables dans téut_ 1“esga{3ee En intrinséque,, aun con=
traire, 1e phénom%n@ se poursuit indéfiniment dans tout l%espace et les distri-

butlons he peuvent pas &tre sommables. Nous nous l:.mlterons aux espaces sulvants

Y

n espace g de distributions 2 support eompaetg définies sur 1"es==

pace % des fonctions indéfiniment dériwvables.

o

~ Un espace W! de mesures sommables, définies sur 1'espace N des

foncthns contlnues borndes (ou plus généralement borélisumes et borndes).

='Un espace &’ &e mesures ) support compact, définies sur l'espace’ C

des fonctions continues (ou borélieunes).

/ r
200 o od

1 - SCHWARTZ, op. ¢it. Tome II, chp. VII.
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En mtmns@ue R

= L'espace J:f des dlstr;'butlonb tempérées, définies sur l"’espaee ja
des fonctions indéfiniment dérivables, & décroissance rapide ainsi que toutes
leurs dérivées,
= L'espace ‘/}@ des mesures 3 croissance lente, définies sur un espa=

04 ' . o 2 . ‘o
cetﬁQde fonctions continues & décroissance rapide.

1

En intrins®que, la montée sous puissance constante est tougours défi-
nissable. Pour une fonction (dans J ou. dans /L ), tout d’abord, une montée

sous puissance a le long de ltaxe des %, Se note
. %o+ B
1
I'Ia k? -2;_"":’ / Q?(ylg%ooo%) ax
%]::: m—:

9

et s'interpréte comme le prodult de comvolution o

(1) M gp=9p* [a(@a(@ 0o 3, ) a(:xm)]
! ' '}5

gvec
s &

kel

a( zn) =

fp~

0=

=
pour. = 5

g e

a(Xn) =0 pour |= ‘i>/

]

Cette définition s'étend immédiatement & une distribution quelconque,
puis-quﬂ Te produit de convolution ( i) a toujours un sens, la distribution

6(31) oo 6(x 1) a(x }  étant ¥ support compact.

Ly montée transitive

(2) Ny= //@(21932 oo %) dz =u ¥ [b(“a.ﬂ oo Blm 1) Az 3]
Y :
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est déi"’inie pour toute fongtion ¢ SOmma'ble en X et notanunent pour ¢ é\f -

. 7, Pour une distribution & support compact, le produit de eonvolutlon éerit,
en (2) & un Sems. ei; aéfinit la montee sans aucune ambiguité. Il en est a:l.nsq, dans’
les cas. 1€ Elet T & C'. Mais pour une distribution tempérée T € L' quel-
conque, le produit de conmvolution (2) n'est, en général, pas de:f":u.m.~

Nous ne traiterons pas ici le cas general, trds étroitement 1ié au
probléme de Rad;on( ) Nous nous contenterons d”exam:.ner le cas, partmuller,, mais
trés significatif, des fonctions et distributions :Lsotropeso

Soit, dans 1“espace R }_21 n dimensions,, wne fonction 1so*brope
appar’cenant 3 .f Etant isotrope et mdef’:.nlment dérivable, elle est de la forme
gn(r ). Sa transformée de Fourier, également isotrope, appartient aussi, comme on

sait, é o HNous la noterons
2 “ ' 2
) o) =, g D

La montée d'ordre n = A transforme 'gn(rz) en une fonction g)‘(rz-)-
eons:.deree comme appartenant & un espacze & M dimension$, Elle s'obtient en pre-
nant 1'inverse de Fourier de G(p ) dans 1l'espace & X dme;:gsions :

=1 N

@ 6® = n, g6 ;—%}i &(p®)

Pourva que A som positif, g - inverse &e Fom":.er de G & 309 apnartlent egale«
ment & 1'espace :f

Passons malntenant a une distribution isctrope T Qf Une d:.str:.bu-a
tion T 4 de 1'espace & n dimensions est isotrope si 1l'on a, pour toute foncm
tion ¢ e S :

2
Tll P = Tn gﬁ(;r )

&, (r Ve étant 1a fonction isotrope obtemue en prenant la valeur moyemne de ¢ € :f

(1) Le problime de Radom, pour 1les distributions, est traité dans Guelfand * obobchtche-
niefunkstie, Tome v, mtegralna:.a geometria’® Moseou 1962, et permet de résoudre le

problime d'une montée d'ordre n-l dans un espace & n dimensions.
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sur la sphére de rayon r. Il revient au méme, pour deflnlr T n? de se limiter sux

fonctions gn(r ) e v

8i T 2 ' | elle admet wne transformee de Fourier e(p ), dont on
voit facilement qu elle est elle-méme isotrope (dans 1'espace & n dimensions
des images de Four.:.er) On est tenté de généraliser (4)‘9 en ecr:.vant e

) o -F @(pz) ‘

Mais, pour—que cette deriture ait un sens, il faut que la distribu-
tion @(p § définie dans 1“espaee :Lms,ge 3 n dimensions puisse &ire mterpré’cee
comme une distribution dans un espace & A dimensions, et cela souldve certaines
difficultés. | |

La trahsfomée de Fourier &..n dimensions

@‘=$T

n L 'n

se. définit comme la fonctionnelle agissant sur G(p ) = ? g, ( ) ef conformé-

‘ment 3 1°Egalité.

19 . o
= (2n T, % -
Mais € agit sur G dans un espace & n dimensiohs. En éeriture‘ sympolique, on a.-
: o _
(6). © G-=(2~3¥?iﬂ a @(pa) a(p?) gt

2-‘.
Qh = ﬁ’(‘n) : etam‘ 1a strface de la sphire de rayon unité dans R . Pour

que la deflmtmn (5) soit posgl’bleg i1 faut que 1'on puisse définir T, come la |
dlatmbution agissant sur g& = % de la méme maméa;e que & agl’g_ sur G .dans

Rka soit ©
(M) T, 8= (25552 W CHE U

¢

Or & (p ), définie en (6), peut &tre considérde comme une fenetlonnelle 3 support
sur le demi-axe p ¥ 0, ag:.ssa_nt sur des fonctions de bases de la forme p G( 2)9
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avec G €F , Pour A quelcongue, son sction sur p?"”% G(pz) n'est nullement défi-
nie. Dans le cas particulier A =n + 2k {descente d'ordre pair) on éorit

P%‘l G(P_z) = pnul ka G(pz) avec ka G(pz)(i g, de sorte que la descente'd-?'brdi‘_e

pair est bien définie. On a o .
Snt2k

2y 2k 2 =),
Twac Sz =28y f00) 07 6(p) 7 4
O

Comme

o 66 = (- F " g?)

A étant le Laplacien (dens Rn)g on a symboliquement .

k On+2k k
Thao Sauok = (-2) _,._i,’-i;__ T &
| o r(5) '
. k .2 k
(8) T2k B = (=1) FEW (A Tn) &,

A un facteur prés, Tn+2k agit sur B4 FOLME le lsplacien itéré-

Aan de T

n agit sur gy dans Rn.

Mais déja pour la montée paire apparaissent des indéterminations. Dans
la formule (7), en effer, 1llaction de é(pz) sur une fonction du type pnalu%(-pa)
n'est connue que si pc-’gk G(p?') £F , clest-d~dire si G(pz)-appar’cien’c 2F et s'an~
mule & llorigine ainsi que ses dérivées jusqu'd l'ordre 2(k-1). En tant que fonc-
tiomelle sur 1'espace entier des p"2F G(p2), 8(p°) ne définit quiune classe de
distributions se déduisant de 1'une d'entre elles par addition d'une distribution -
arbitraire de la classe zéro, clest-d-dire une distribution ®  telle que

;2
8, pn-=l~==2k G(pz} =0 pour g%@%m ef
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_ Comme on se limite gux distributions isotropeé,, la classe zéro est
congtituée de 1'ensemble des combinaisons linéaires des laplaciens itérés d’ordre
infériecur 8 k
o 2 k=1
6, =a tad+ah+.ta ) O
En tant que fgnc‘éibnnelle dans Rn _2k? @(92) est définie & © o pPrés.
Son inverse de Fourier %n o ® =T, »  est donc définie % une distribution ar-

bitraire pr¥s, qui est ici un polynome pair de qegré inférieur & 2k. -

2 2k=2
(9) T ""a ‘3“8.1 +ooo +ak‘=,1r

N . . o . ’
Ainsi la montée paire ne définit qu'une classe de distribution de UD 9
la classe zéro étant le polynome pair écrit em (9).

S:L 1'on pasge a une montée ou descente d'ordre impair, les choses se

| comphquent encore. -En effet, lﬂaetlon de € n est définie que sur les fonet:wnﬁ

n=l -

p G-(pz), ou @ est une fonction paire de S . Pour effectuer une descente d”orb

n=1+2k +1 G-( 2)@

dre 2 k + 1, on devra définir son action sur p Or la fonction

P2k+1 G(p‘z) ne peut pas appartenir ¥ ;iﬁ , puisqu'elle n'est pas J:ndéfinimént dérivas
ble & l'origine.-Pour donner un sens 3.: la montée ou descente d*ordre imp.;;.irg et, |
plus généralement, d'ordre gquelcongue, il est nécessaire de ‘re:s‘t;:i*fca:in(flr‘= cdnside’ram'
blement 1°esPace de base des fonctlons G. Nous avons besoin d'un espace j tel que;
s:rG appart:l.ent & 32%_» , toutes les fonctions |pl G(p ) y appartiennent aussi. Un
tel espace existe, et peut gtre défini comme 1'ensemble des fonctious G ﬁaﬂa s'agn=

nulant rapidement (c estmémdlre plus rapldemen’s que p“’k quel que so:.t 1'entier k)

-3 1'origine ainsi que toutes ses dérivées. Si H(p )& Ja H(p + 52) % f , de sor-

te que ;70 a m@me puissance que :f Comme exemple simple de fonction de Jow ) on peut
citer. €xp E p - ’éé] » L'inverse de Fourier d'une fonction ¢ dé f , dang un es-
p

pace & % dimensions

& tous ses moments pairs égaux & zéro, c'esi-d-fire vérifie pour tous les entiers k
1%égalité ‘

(10) / o () 2 o,
Q
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© : ] un
Liespace des g, véri:f‘iant (10) sera désign;zéja 5 ° Cf"es’i;\ sous espace d.e:f » Qi a

la ménme puissance que £ °

L:mn.’cons-»nous aux fonctions G & 3” Comme toute fonction de f peuf {
étre mise sous la forme p Gg avec GE Qa la distribution 6(9 ) agit sur tot~,
tes les fonctions de L), et, comme '@ est egalement dansdo la formile (7) a
un sens, et définit la distribution T:e\ comme fonctionnelle sur :)0 A cette fong-
tionnelle, ne peut pas correspondre une distribution unique de :)0 “9 mais seulement
une classe de dis’i:ributionsg se déduisant les unes des sutres par addition ’de d'is=-"'
tributions T quelconque de la classe 0. Cette classe zéro se détermine comme
plus ‘haut. La distribution € mne peut &tre etendue a toutes les fonetlons de :lo

ko

qu'avee un arbitraire '@

n
A =3 s, b

n=0

c'est=i~dire & une série entidre de laplacien pres. En inversant la transformation
de Fourier, on voit que la classe zéro de T?\. est constitude de 1l'ensemble des
séries entidres paires

.n
(11) 7, =% a =

Dans la note 45, la notion d’équivalence analytique avait é4é a.ntro=
duite pour les foﬁctions.? Deux fonctions étaient dites équivalentes analybiquement
lorsgu’elles ne différaient l'une de l“autre que per une série entidre dtz typé (il)o
Liintérét de cette motion Stait 1ié au fait gue les variances d'estimation, pour
one maille a, calculéessur des fonctions équivélente;) admettent le méme développe=
ment limité au voisinage de & = o, la contribution de la classe zéro 3 ce déve-
loppement étant identiquement mulle (dans 1a présente terminologie, on dirait que
la variance d'estimation calculée sur uvne fonction de la classe zéro é“annule»ram

pidement en a = .0, ainsi que toutes ses dérivées).

L'équivalence analytique s’étend tout naturellement sux distributions
tempérées. En fait, les opérateurs de montée et de descente n'sgissent pas sur les
distributions elles~-mémes, mais seulement sur les classes d'équivalence analytique.
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VMontée et descente pour r

-G -

A

A titre d'exemple, montrons que la montée (& une équivalence prés) ef-
fectuée sur la distribution rm' permet de retrouver immédiatement 1'un des résul-

tats majeurs des notes 42 et 45.

Considérée comme une distribution de l'espace '3 n dimensions R ?

r admet la transformée de Fourier

n oy Atn
9<P2) 2?11 r?\ - 2?\,+n ﬂ? ﬁ(- 2 ) =A=1

L¥inverse de Fourier 'FP« 9(92) dans l“espace a p dimensions est par conséquent :

-1 s W(m“ﬂ*&m“%")
N 6( -
R T

Mn=p

Ainsi, en eha.ngea;nt les notations, om voit que la montée d"ordre
& =n =y effectude sur W(m c—n)r domne, & une équivalence analythue préss9 le

résultat o
(1«2) E@ W(“ %)I?\' o= mr?( m&%%)rh’m

Cecl n'est pas autre chose que la foxmule (14) de la note (45). Appliquée terme &

-terme & ume fonction quelconque, cette formule donne la montée & une équivalence

pres, équivalence qui n'intervient pas dans le caleul d'une variance d’estimation.

Rerﬁsen’ta’c:.on transitive des distributions s s

Les distributioms de {i les mesures de /72’“’. et aussi certains espaces

de distributions ou de mesures un pev plus générales vérifiant des conditions de

4 " o o 2 Vs a o ;. i D o 9
& croissance suffissmment rapide, reldwent des representations transitived définies

dans 1ls Nobs 42, Le covariogramme transitif ezt une distribution g, définie par
le produit de couvolution de T peaw zs transposée, produit qui a touwjours un sens
lorsque T est & support compavt.

¥
(13) g= 1731
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Clest évidemment, une distribution de type positif. La transformée
de Pourier © de T, si T est & support compact, est une fonction analytique_ en=
titre & croissance expomentielle bornée (théordme de Palay Wiener). La transformée
¢ du covariogramme transitif est donc la fonstion positive o

2 e
(14) & =1iel

G et @ étant des fonctions, les opérations de montés et de descente sont défi-
iiies sans ambiguité (_eela ;ﬂésulte gussi du fait que;, g et T ayant des supports
compacts, le produit de conmvolution (2) existe), et 1%on voit immédiatement qu“apr‘és
une montés M, Mg reste le covariogramme de MT + .le covariogramme de MI, aprds
une montée le long de 1laxe des ® o par‘exempiég a pour transformée de Fourier la
fonction

%2 = G(ul oo B g 0),. qui n'est autre que la

|8uys vpoo w0 O?

transformée de Ngo

-Le prélévement d"un?yéchantillon”v - gu point érigine 0, caractérisé
par une fonction g, donne le résultat Tp. La fonction ¢, naturellement, doit ap-
partenir & 1'espace fonctiomnel sur lequel T est défini. Si T est une mesure 3 |
support compact, 9 peub &bre la fonction earactéristique d'un échantillon ordinai-
re (de taille finie, ou non), ou méme d'un nombre quelconque, fini ou non, 'd"éehanw
$illons ordinsires. Le méme dchantillon, prélevé en un point h quelconque, donne
le résultat T «p(x = h)e I1 lui correspond la fonetion de préldvement translatée

@%ﬂx)=¢&:mh)

I1 revient strictement su méme deffectusy la translation inverse ft‘ Ly Svr T la
fonctionnelle ?Zﬁ#@ Stent définie par 1'égalité

{ fi:h‘l) @(x) =T @( % = h)

En notations de fonction, on suralbt simplement

T #1(x) = Bz + ) -

Lh
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dingi, le prelévement d'échantillons ¢ selon une maille régulidre ka = (k al“"
k a ) stéerit, indifféremment

() (L Up)*rd=2 CT .4

I1 peut &tre egalemen{: :Lnteressant de remplacer la dls’cr:,but:.on T par une de ses
régularisées. L'échantillon Lp prélevé aun point x domne le résultat numer:.que

f(z) =T g@

qui peut &tre considéré comme upe fonction de x, ¢'est-d-dire comme une varisble
régionalisée & support ponctuel. Une telle fonction n'est pas autre chose que le

produit de convolution

. ¥
(16) £ = T+ ¢
de T par la transposée de y, ou régularisée de T par ¢o Les résultats de 1a
Note (42) s'appliquent & de telles régularisées fo On notera que f,‘,' définie en (16)
possdde les mémes propriétés de régularités que (? o si q'&@ £ est indéfiniment
dérivable, il en est de méme de f. Si C?E JNest continue, £ est contimye. Le co=
veriograme g, de la régularisés £ a'obtient immédiatement & 1'aide de (13) 3 R

v v 5 ¥

€, =T*T #b¥gagshrd

On notera que v
b+ ¢ = K(n)

n'est pas autre chose que le covariogramme transitif de la fonetion §(x) considé-

rée comme une variable régionalisée. support panctuelo En particulier, si <}) est

la fonction caractéristique d'un échantillon ordingire v, K(h)_n’est autre que’

le covariogramme géoméirique de v. On g ainsi la régls s:unple o

(17) g = %K

Les covariogrammes se régularisent par les covariogrammes des fonctions de prélé-
vement,

Lz définition (16) et la propriété (17) subsistent si ¢ est une

distribution quelconque, pourvu que @ *@l goit défini (il en est ainsi si 9.
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a un support compacty En particulier, on peut prendre un opérateur I)P de dérivation
d'ordre p. Ainsi, la dérivée

DT =D #7

p P

a pour covariogramme transitif la dérivée d'ordre double, soit o
Y
g, = (=1) D, &

Ces dérivées doivent, naturellement, &tre prises au sens des ’di_s‘afribu’cions.

Enfin, la théorie de l'estimation & 1'zide d'une maille régulidre de
préldvements d’'échantillons ¢ ge ramepe & 1'estimation, par la méme maille de pré-

g

18vements ponctuels, de la varisble ponctuelle de covariogramme gr =g *K,

Examinons, en passant, le cas d'une'mgille aléatoire stratifiée, qui
n'a pas été traité dans.la Note 42. D'aprés ce qui précede, on peut se limiter au

cas diune variable ponctuelle et de prélevements ponctuels.

Maille sléatoire stratifide en transitif.

Désignons per f£(x) = f(xl ves % ) la variable ponctuelle, par g(h)
son covariogramme, par |1 12 parallélépipdde construit sur l= meille a = (alma )
et centré & 1llorigine, par m(h) sa fonction caractéristique et par P(h) son cova-

riogramme géométrigue

(18) P(h) = n#®x

La maille aléatoire stratifide est définie lorsque 1l'on comdait la

position ¥ = (viow vn) du centre d'un parallélépipede franslaté de RED dans une

translation v, soit “‘f“ﬁ .Dans chacun d#S parallélépiptdes @ +k;§%.‘_ de la maille,
on tire =u sord un-pamt de prélévement v + ka + Yo de telle mani®re que chacun

des points de @17 +ka T zit méme probablllte d'étre tiréd I autrement dit, w0 est_

tiré au sort dans [T selon une loi de probébilité wmiforms, Pour estimer la guan-

tité de métal, on forme 1'estimateur

(19) @* =lai) flv+la+u)
k



=13 =

lal est le volume dé'lTu_nsoit o) = By8500 By 6F los résultent de tirages au sort

indéper_ldants densT]. Q* est une varisble aléatoire relativement & ces wu, et aus-
81 relativemeént & la position v de llorigine du résean, gue 1'0on peut considérer

comme tirée au sort dans T indépendamment des w o Raisonnons d’abord 3 v fixd.-

Liespérance mathématique de Q¥ & v fixé est

ro) = 1ol 2 - /oo
E(Q*s V) = lal };7;7 é(v + ks o+ oy )du, ‘/f(x)dx= Q

Elle est égale 3 la vraie valeur de la quantité de métal Q ¢ on a donc aussi

Be*) = B(@.v) = Q

Pour calculer la variance 3 v fixé, formons le carré

‘ Q*zzgagng(v%ka-buk) (v + pa + up) .
kb

Pour k # (19 fk et fﬁ sont indépendantss Pour k = p, la variance de f2 apparalte.
On a ainsi % ' —
T 2
- 2
E [fk fk] BE,) +0%(t,)
B [fk fh] = E(g,) E(fh)

Par suite, il vient

it

2 2 ; ~ 2
B v) = tel % (r) B(ep) + 1) 2 2()
=+ WP I Pe)

k

D'ol 1'expression de la variance, lorsque llorigine v du réseau est domnde °

| (20) D?_(Qﬁé@) = %az ! Zné [f(v + ka + uk)]
k
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Comme E(Q*ev) = Q, ne dépend pas de v, on aura la variance a priori D (Q*) en
prenant la valeur probable relativement & v deD (Q*ur) Pour expliciter son expres-
sion, introduisons la varlab;l.e régionalisée

1 1 -y
¥(x) = === flg+u)du = —o £ %
tat i taj

égale & la valeur moyemme de f dans le parallélépipdde Tr centré en x. On &

=,

2

I [f(v + ka + uk)] = T%T ‘ﬁzgv + ka + u)du - yZv_‘-t-_‘ka} -
m | )

Par suite, d‘'aprés (20)

DZ(Q%v)' |al / )iz - jal? T 7(v + ka)
- - -

2

it

tal &(0) = al® Z TV + ka

S

Le premler terme est mdependsn’c de vo Le deuxitme, lorsque v est pr:.s au hasa;ed
dans %, a pour valeur probable

. '2
la~|2-E Z V(v + ka) = ial /y(ﬁsz dx
k : '

Comme le covariogramme de y(x) est

, - B A '
= A ué-*.i_ *Wa L #P
&y = ja) Ly 1al = BYE g

on obtient finalement

D) - |al [g(o) - ﬁa / glh) P(h)dh]_

La varisnce s'obtient en multipliant par ) Bla d;ifférence entre g(O) et 1a moyen-
ne de g(h) dans la meille 11 ce gue ndus derirops o'

(20): D%(@) = 1al [gw) - e, <o>]

Cette formule est la transposition exacte du re’sulta‘hl conmm que 1'on obtien‘b"dans‘

le cas intrinsé‘eciueo



6.~ Définition des distributions aléatoires.

»

Pour- étendre aux distributions la théorie intrinsdque de la Note 47,
il convient en premier lieu d'introduire la notion de distribution aléa'boire, qui
est une génerallsatlon naturelle de la not:Lon de processus stochasthueo En toute
rigueur, pour pro'bablllser un espace de dlstr:.bu‘tlons T(deflm comme l'ensemble
des fonctionnelles lindaires continues agissant sur les fonctions d'un espace T
donné) s il convient de se dommer sur P° d'u’ne part une ¢ = algdbre, de 1l'sutre
une probablln.tég c'egt-3-dire une mesure sommable 2 1“um.te déflnle pour cette
o algdbre. Cette définition, la seule rigoureuse, d "une dlstrlbu’clon aléatoire dans
P conduit d de. trés hautes et trés dbstraites spe’culétions -mathémafiques qui ne
peuvent trouver place icil. Nous nous contenterons de-la définition suivante, non

b

rlgoureuseg mais pragmatique -

601 = Définition
Etant donné un espace de distribution ""&’?9 défini sur un espace de
fonctions (Z?s, nous dirons quune distribution T %2'8" est définie en tani; que dis~
tribution aléatoire (ou stoehastique)g gi, pour tout ensemble de fonefions P € T
en nombre arbifraire n, les nombres Tp, sont des variables aléatoires dont la loi

de répartition-probabiliste F(’quls 'I.'ﬁpz9 coo Tq) ) est connue.’

_ Ces fonctions de répartition probabiliste F(Tﬂpl voe Ik?n)s dont 1l'en-
semble défini¥ une distribution aléatoire, ne peuvent pas 8tre absolument quelconqgues

Nous leur imposerons les deux conditions suivantes :

!
1 = Quelles que soient les fomtions R 21N 0 de (E on &

F(Tpyo Tp, oo Tpy 4020) = F(Tp,,Bppeo Tp . )
F(iﬁ?lg Tﬂ?g o0 TiinlQ "’@c):o
2-8ig; —>Y; etsi Y ET, oma FTg) > KT $,)

Ia condi‘éion 1 est une simple condition de cohérence. Elle signi-
fie que F(T&pl oo T‘Pn-,l) est une loi marginale de F(ﬂ?lo@_ Tg 10 Itpn)p quelle que

soit ¢ £C'. 1a condition de contimité 2 exprime que si les fonctions ¢, & €
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-+ convergent, au sens de la convergence utilisde dans ‘Zf pour deflm.r ?; vers des
fonetlons LI) i appartenant elles-mémes %"@ la loi F(Tcpi) converge vez;s la loi
_F(T \V )9 au sens habituel de la convergence des fonctions de répartitionse (Une
condition necessalre et Spffa.sante “pour cette convergence est que la fonct:.on ca-
racté_r:.s‘l;:.que de F(Tcpi) converge vers la fonction caractéristique de F(T{pl) uni~
formément sur un domaine fini quelconque contenant 1l'origine). Si les moments de
lg loi des T{pi existent, ils convergent .vers 1es‘moments c-Or:;‘espondants de la loi

des . T&pi-o - , ;

: D‘iune manddre plus synthétigque, on obtient une définition équivalen=—
te & la preeedente en ‘se donna:n'l; la i‘onctlonnelle caracterlstz.gug C( \y) qui, & tou-
te fonct:.,on q) de ‘“69 associe l'espérance mathemat:.que de l“e@onent'- elle 81 ¥

C (y) = (e

' En effet,, si toutes les lois F(Tl?) gont connues, & (\p) est bien déter—
minée. Inversement, la fonctionnelle caractem.stig_ue permet de retrouver toute loi
du type F(Tq:l oo Tngn) En posant, en effet o

='uj-kP1+em'o +un‘-Pn

1z fonction ¢ est dans ‘2? , donc (] (tp} est connue, et

1, Tp. + oo 4 duTo |
G(@):E [eul Wl .. n‘Pn] |

n'est paé autre chose que la fonction caractéristique de la loi if’(‘.l‘tplm ‘l’tpn)c

La condition (2). exprime que la fonctionnelle C (p) est continue, ¢! est-&~dire que
e (l?i) converge vers O (p) lorsque éi tend vers ¢ (au sens de la convergence
utilisée dans G ). ‘

La fonctionnelle caractéristique permet de méme de définir éommo_dé-
ment un ensemble de distributions aléatoires mon indépendantes Tl’ 0o Tko On prend

Clgy oo ) = B ‘[Bj_'i‘rli?l"ﬁ' vo + Ty ‘?k)]

dans ce cas
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Comme ‘cas particulier, on doit examiner les distributions aldatoires
stationnaires, et les distributions aléatoires 4 accroissements indépendahtsg qu:L
se correspondent~1"une 1fautre par images de Fourier réciproquessDans tout ce qui

'- suit, de mani®re & rendre possible 1“analysé. harmonique, on suppose que '8" est un
espace de distributions tempereeso En prathue,) C pourra étre l'espace " ' ent:;.er,,
et dans ce cas les fonctions de base ¢ devront appartenir aJD s € Yest-3~dire 8tre

" indéfiniment dérivables et & décroissance rapide § ou bien ”E’ ¥ gera lVespaceJm
des mesures & ‘croissance lentef,‘ définies sur un espace\/)Zde fonetions boréliennes
vérifiant des conditions eonvenables de g_iécroissanceo En particqlierg m contien~

Y

dra les fonctions boréliennes 3 support c:oxnp.aad;9 ety notamment les fonctions carac-

téristiques de.tout ensemble borélien v fini (ou échantillon).

1

6.2 = Dls‘cmbut:x.on aléatowe stat:.onnalreo

Une dlstrn.‘butlon aleato:me sera dite statlonnalre,, 81 toutes les lois
F(Tcp ) vestent invariantes, pour toute transla’cn.on affectant smm’canément les fone-—-
tions 9y autrement dit si l'on a, quelles que soient les L? & T, . quel que so:.t

t

n et quel que soit le vecteur h o |
(21) F [Tqal(x) oo T (x)] E’«Pl (3=h) coo Ty (x—h)]

On peut aussi considérer la translation réciproque affectant T

(P10 ¢(x) = 27 ¢) = Tp(==h)

-

- et dire qué tout ensemble de @’ T)Ly, a m8me loi de répartition que.l'ensemble fhp. .
en langage bref, les lois de répartition sont mvar:.antes pour toute transdation

de T. Avec la fonctiomnelle caracterlsthueg on a .

Clp) =C @ 9

603 — Distributions gléatoires & accroissements indépendants,

Une distribution aléatoire T sera dite & acoroissements indépendants,
si, pour tout ensemble de fonctions qﬁi & supports Vi disjoints, c'est-a-dire
tels que _

LA v, =0 pour i # j
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les variables aléatoires Ty, sont mutuellement indépendantes

~

F(Tyyee Tp,) = F(Tp,) F(Tp,) oo ﬁ%Twn)" R

En p‘a:e’c:‘\.cm}_ier9 81 ? em" est une mesure aléatoire, on peut 'p:'cendre
comme . les fonetions earacterlsthues d'ensemble borélien disjoints V dq me-
sures ‘finies (échantillons dlstlncts au sens usuel) Algrs les quantn.tes de métal

Tv.pi portées par leg ‘échan’clllons Vi sont des variables aléatoires mutuellement

o

indépendanteso

L'aﬁalgse harmonique établit un rapport étroit entre processus sto-
chastiques statiomnaires et & accroissements indépendants, les transformées. d@ Fou~
rier dé; ;mcéssus du premier type étant des processus du 2%3 type. (Théordme de
Kolmogorov,lq Ce resultat devrait pouvoir &tre etendu gux distributions a.leato:.res.
Nous nous 11m1'berons au cas statlonnalre d’oz{gire deux et aux sceroissements non

{
correlléds. : ' S “

Moments d “ordre 1

Pour toute fonection @ @ 7: la variabie aléatoire Ty a une espérance
mathématique E(Pg). La fonctionnelle E(Ty) est manifestement linéaire, car

E ,"[T; K A %:l == [E ?;i T@J =Z 2y B(T ¢y)

Elle est continue, car, dfaprés la condition 2 du paragraphe 5.1,
@' - LP (au sens de la convergence utilisée dans %pou:c déf:i.nir les distributions
deT') entratne E(Tq} ) = B(T \{)i Ainsi E(T¢) résulte de 1l'action sur ¢ d'une
certaine distribution de‘f'g que nous noterons E(‘;E), soit o

(22) E(mp) = E(T) ¢

“t

I1 est loisible de remplacer T par T = E(’E) 5 de manidre 3 se ramener
au cas ol la distribution espérance mathématique est identiquement nulle. Dans le

cas stationnaire, on g, pbur toute translation ”Cﬁh

T%*E@): B(T)

d'od résulte que toutes.les dérivées de E(T) sont nulles, de sorte que cette dis-
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tribution se réduit % une simple constante.

..................

»

6_05.,-; Moments dordre 2.-
. o ‘A tout couple (@1 (}2 de fonctions de CLD est associé le moment rectan~
gulaire B [T_cpl Tgpz:] , valeur probable du produit des variables aléatoires Tq)i;

et-Ty,. Dans le cas E(T) = 0, cé moment est une covariance. 4 ¢ fixé, E(Tp; Ty,)
est une fonctionnelle linéaire de P dont la condition 2 assure la contimuité.

C'est donc une distribu’cion € "fé. A ¥ fixé, E(Tcpl Tcpz) est de méme une distribu-

tion de"f' agissant sur ¢q° Dans le produit topologique R; X R; de R™ par lui-mé-—

me, les fonctions du type 4)1(2:) d)z(y)- et les combinaisons lindaires des fonctions
de ce type constituent un ensemble partout dense dans 1l'espace fonctionnelf asso=-
cié & Ri X R?., E(Txpl Tlpz) fonctionnelle lindaire continue sur les produits xpi(x) 5
tzpz(y)9 induit une fonctionnelle linéair‘e sur ‘Cdans B?C b4 R?, « Comme cette fonctions .
nelle est continue, en vertu de la condition 2 de 6.1, c¢'est une distribution X de

_‘ﬁ”., _En utilisant une notation symboiique,g‘ on a

(25) 3[rv, 79,] = & [, () % B,00)] S xew dy(x) bylr)asy -

Cette distribution K, dans Rg X B§9 ~est la covariance de la d_:i.s’cribu-e

tion aléatoire T. Elle est symétrique en x et y, puisque E(T&pl ':\.‘Lpa) = E('Ikp2= T\pl)

Examinons ce que 1l'on peut en dire dans les deux cas particuliers 6.2

et 643::

646 - Digtribution stationnaire d'ordre 2 =
Supposons d’abord que T soit stationnaire au sems de 6.2, c'est-i-dire
que les lois F soient invariantes pour toute:translation. En particulier, la dis-

tribution covariance K(xy) doit &tre invariante pour toute translation, soit 5. -
o -
Vu(®) G (7) * K(zy) = K(xy)

En notatiops symboliques, quelles gque soient Py et 95 dauns fg on a .
(24) K(xy) ¢1(x - ) ¢2(ywh)dxdy'=/f k(xy) §,(x) 9,(y) dxdy
Si X était une fonction ordinaire, on en déduiralt immédiatement

K(z =1, y =h) =K(xy)
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“e

'

et on-en-conclurait que- K est de la forme K(x-y), c’est~i~dire une fonction dans
R~ du seul argument (x=y), fonction paire puisque K est symétrique en x et yo

(25) K(x=-y)=K(y=-=x

Dans ce cas, l'équation (24) sg met sous la forme

.‘//;Cix»&): b, (x) d,(v)axdy =ﬂ(h) ¢, (v +-  h).¢g(Y)dXd¥ |

=/;<(h)ah ﬂﬁy«sh)_ bo(vay

On voi.ﬁ;'- apparaii:ré le covariogramme rec’cangulairé de dl et (}2,

(26) Cpp (W) =g, * &y

et on peﬁ‘t éerire
(27) B(Tp, Ty,) = K(xy)'[‘pl(x) tiz(y):l K(n) g ,(0)

Comme X est pair, on peut aussi bien remplacer 012 par
v v
- * o oo
Ca1=%2 " 91=C,
Mais, dan.& le cas général ol K(x,y) est une distribution, il faut mon~
‘trer que les résultats écrits ci-dessus restent valables. -On partirs de la rela~-

" tion (24)

"

qui montre que la distribution E(xy) agit seulement sur des classes de fonctions du
type q:l(x)x ‘pz(y)s les éléments d'une classe étant constitués d'un prodwit de deux
fonctions ¢, et y, et de tous leurs translatés. Or les éléments d'une méme classe

sont caractérisés par un méme covariogramme rectangulaire 94 *‘éb s puisque l'on a

v '4
o, # % * ({3 ) 7
bn " T R - S L R AT T
Y,
Ainsi, a tout covariograme ¢ (-‘)Z la distribution K(xy) associe un nombre déter-

miné, et définit une fonctionnelle KX sur l'ensemble des fonctions Py * ‘P o cette
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fonctionnelle est bilinégire, car on a
(28)'K{ﬂxixj;p ] Zx xx[ ¥j}

On en fait une fonct:.onnelle linéaire sur l'espace 1€ engendré par les fonc-
tions ¢ * Y ; ¢ et l\) € ’f en posant par convention

v
1 (20) K. 3 % o * gy =22 Ky ¥ ‘Pi

‘la relation bilinéaire (28) étant un cas particulier de (29). En’fin; la condition 2
de Bs1 nous garantit la continuité de cette i‘m'ic‘c::.onnelle9 de sorte que K apparait
comme une distribution sur l'espace fonctionnel WL engendré par les np-m,(, et 1'on a
la relation fondamentale

v v
(30) B(T g5 Ty,) =Kfp, * -32\ = K(p, * ¢

En particulier, pour BE(T) = 0, la variance d'un préldvement ¢ est donnée par

v
(51) (T ¢)=Kfp*y)

‘ Cette variance doit £tre positive ou nulle, quelle que soit ¢ dans‘f"
la covariance est donc une dlstrlbntlon du type positif. On sait (théoréme de *&hner)
q_ue 1a condition néeessaire et suffisante pour gu'une distribution K soif de type po- -
sitif est que sa transformée de Fourier soit unme mesure(l)posn.tn.vee Cette ‘bransformee _

de Fourler x agit sur 1'espaee des prodults ll/l 4’2 deg’ ’cransformées de Fourier

des tpl lpz (on doit se limiter & 9 et . B’ Dafl),, sselon la définition habituelle
x(py ) = (2")11 Klg, * ‘92-)
En Particulierg pour tpl = q)z - (99 on a

' 2
n .2
x 9} = (2m)" D%(7)
et cette relation montre bien que yx doit &tre une mesure positive. Deux cas sont

alors possibles ¢ ou bien la mesure Y est sommable. Dans cé &as, K est une fone=

(1)* Schwartz, op.cit. tome II, pp.130 eb suiv.
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: ) f_:f'»i; .
tion continme K(x)g de type positif, et telle, en particulier que K(x) < X(0),

pour X. 74 0. La valeur K(0) & 1l%origine existe et est égale %. la somme de la mesure Yo

S5i, au contraire, vy n'est pas semble, K ne peut pas &ire une f_:onction
continue, car K(0) n'est pas définie. C'est une disj;ributibn de type positif.

La régularisée T * ?]: de T par une fonction \I)G- T possiéde les. pro-
priétés de régularité (continuité et aérivabilité) de. ‘}l ellé-méme. C'est une fono~
tion. Si T est statiomxaire, il en est de méme de sa régularisée, et cette régsula-—
r:.see a pour covariogramme K ¥ L\) Y , qui est necessalrement une fonction conti-
nue de type positif. Cette fonction est étroitement lide au vamog:!-annne y(r) de 1a
variable ponctuelle intrinséque T * lP = f(x). ‘En effet, un accroissement

x) - #() = [r ¥ e, -2 )
a pour "irariance;,l selon (31)

2 Y(h) = [(6:;1 - bg) * (O - é;z)]

En effet, K =X * P = W étant une fonction régulidre agit sur les .

mesures 8 de Dirac.

Comme on’ a v
8zf * Jx =9
Qxa - Xd.axz =8y -
bm Oy = ‘5&;3:1_ =8y

11 vient simplement
2y(n) = 2£,(0) - £,(n) - K (-h)

et, comme K est une fonction paire: .

(32) y(n) =K (0) - K (n)
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Les  résultats obtenus ici supposent simplémen‘t: la relation (_24)9 clest- .
3~dire 1l'invariance de K(xy} pdur toute translation. Inversement, si (24) est véri-
fié, on dira que la distribution T possdde le caractire stationnaire diordre 2.

‘En général, on ne pourra pas affirmer que T est stationnaire au sens strict de §.2.
L¥invariance de K(xy) pour les tremnslations n'entratne pas, en général, celle de

toutes les lois F.

6.7~ Distributions aléatoires 4 accroissements sans corrélation.

X

Une distribution aldatoire T X accroissements izidépendants au sens
6+3., et pour laquelle E(T) = 0, est telle que, pour deux fonctions 9, et g, de ©

% supports disjoints Vl et VZ” on ait

(33) E(Ry, Ty, =0

Inversement, si T est telle que E(T) =0 et que (33) soit vérifide pour T.l’ln\Ta--_-O9

on dira que T est une distribution gléatoire & accroissements sans corrélations.

Mais on ne pourra pas, en général , affirmer qu'elle est 3 accroissements indépendants.

BExaminons comment se présente la covariance K(xy) dtune distribution T

% accroissements sans corrélation et telle que E(T) = 0,

S:i_gqyl et ¢, ont leurs supports Vl et V2 disjoints dans Rn” le support
du produit tpl(x) cpz(y) ‘dans _Rz_ pe RZ a yhe intersection mulle svec la bissectrice
x =y de Ri’ x Ri,i’ et dans ce cas K(xy) [tpl(x) Lpz(y)] =0, i'}omme les produits tpl(X)
‘ cpz(y) sont partout denses dans 1'espace G des fonctions p(xy) de RixRi, on voit
que K p(xy) est nul poyr toute fonction ¢ dont le support ne coupe pas cette bis-
sectrice. Par conséguent K(xy) est uneé distribution concentude sur cetbe bissectrice,

et peut 8ire mise sous la forme

(34) K(xy) = 8(y = =) E(x)

ol K(x) est une distribution de Rfl., (34) signifie que K(y.;y) aglt sur boub produit
Lpl(x) q:z(y) pomme K(x)? sur (pl(x) ¢,(x), soit

(5) x(m) [y 9,0)] =2 [y () 0]
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Lorsque V, et V, sont disjoints, cpl(x) q:z(x) =0, ot la relation (33)
est blen vérifiée. K(x) est une sorte de densité de variance. En particulier, si
T est une mesure aléatqire & accroissements sans corrélat;’.onp on peut prendre

1

9y =9, = k(z) .

k(x) étant la fonction caractéristique d'un échantillon borélien v. Ici, on a iden-
tiquement kz(x) = k(x). La relation (35) montre que la variance de la quantité de
métal ' @ = Tk contenue dans 1“échant1110n v nfest autre que °

1"(q) = K / aK(x)

La variance de 1'échantillon v est égale & la somme dans v de la mesure K,
qui joue bien le r8le d'une densité de variance.

Dans le cas particulier o T est en outre statlonnalre,, X(x) est une
constan’re,, et on a une densité de variance uniformément répartie dans tout 1'espa—

C&.

6-8.~_&nalyse harmonigue d'une distribution statiomnaire d'ordre 2.

Soit T wune distribution aléatoire sur liespace :F des fonctions indé=
finiment dérivables % décroissance rapide, et K(xy) sa covariance, distribution de
R x Ry Ls transformée de Fourier de T, soit 'ﬁ est la distribution aléatoire dé~
f:m:.e sur 1l'espace des fonctions ‘V transformée de ¢ (ces fonctions Y sont éga-

lement indéfiniment dérivables & décroissance raplde) par la relation
(36) T V= (2n)"

du facteur (2m)" prds, les ¢ ont mémes lois de répartition que les T ¢, de
sorte que rCJ est effectivement définie comme distribution aléatoire sur 1l'espace
des \b’ Soit \{(uv) la covarlamce de (5 dis umbu‘cs.on de Rn x R » La covariance de
e 1*11 et 7‘{92 est égale, } (2:0;) prés, & celle de T py ot T ipgs, et 1'on a par

conséquent

(37) 37, Tyl (202 K] () 0, |



x(uv) est donc la transformée de Fourier, dans Rz X R;,, de K(xy).

Supposons maintenant que T soit stationnaire d'ordre (2), c'est-d~-
dire

K(m) [, () (pz(y)l = X(xy) [cmx - 1) (7 - h>]

La transformée de Fourier de ¢(x ~ h) &tant elulé'Ll)(u)Q olt th désigne

le produit scalaire w; by + e.o +u by, on déduit de (37)

1
) [e~i<u+v>h@> @)} x<uv>[@> b, ]

I1 est commode, changeant v en - v, dvintroduire la distribution x(u, =v) définie

@

bar .

X2 =) () Y5() = xww) §, (@) G ()

On n'oubliera pas, d'ailleurs, que x(u; =v) = x(~u,v), en raison de la symétrie

de x. Du fait que T est stationnaire du second ordre, on déduit donc .
eu:.(uuv)h . -
x(w,=v) = x(u;~v)

. . e
et on en déduit que x(u,-v) est nécessairement de la forme

(58)  x(uv) = (ar) x ()

Ainsi x(u,~v) est. la covariance d'une distribution aléatoire & acerois-
sements sans corrélation. On voit facilement que la covariance de T sten déduit en
changegnt v en =v.

(58)  lusv) = 8(u +v) x(u)

.En portant dams (37), on obtient -

(1) x(a) g, () §,0) = (20 K(z) gy (=) * (2

De sorte que x(u)9 distribution densité de variance dans Rz est aussi

1a transformée de Fourier de la covariance stationmnaire K(x) de Rz (% un facteur
(2n)" prés)



: La distribution T elle-m8me n'est pas exactement & accroissements Sans
corrélation. [ q;l et ¢ L%'z sont sans eorrélation iorsque le support de "‘?1 est
di*sjoini? du symétrique du support de 4{2 par rapport 3 liorigine. Il n’est pas pose
sible (et dépourvu de signification physique) de séparer wune fréquence wu de RZ‘;

de la fréquence “négative " -u qui lui est associde.
En fait toute fonction de base \,y est de la forme
b=t +iy,

ol i\)l est réelle et paire, et ipz fé_élle ¢t impaire. La distri“bu‘bionfelle&éﬁle

se met sous la forme d'une somme d'un terme pair 'lfs gt d'un terme impéir ,tég

T =T+ %)

S
A
(1) {7, =HT-T)
T = Tg+ ’Z:a

On voit immédiatement que ’KS ntagit que sur la partie réelle \.\)1 d'une fonction LPS,
et z'a sur la partie imagingire

’Usl,) = %T('P*.@ =*€qu1 .
) Yo = 100§ = 1Ty,

chacune de ses deux distributions T:S et 27;’ est 3 accroissements sans corrélation.

On a, en effet, d'aprds (42) et (39)

§ E["S qﬂg uo]: EEfgpl T'u)l:l x(w) @ll(u) wl(uﬁ= g(u) [g&bg (u) w (u)-‘!
| Efc’a X4 u):l = E[C% ’l’q_{l s (u) Eyz(u) wz(eu):l=_x(u)E¥2(u) *Dafu)] |

'tég agissant sur les fonctions paires réelles, et ?é,agissa:;t sur les fonctions im-
paires réelles, ont méme densité de variance y(u)s Hontrons, de plus, que?fs et ’l;;
sont sans corrélation, c'est-fi~-dire que, pour %[.9 et W quelconquesg_%é \{) et %w sont

des variables aldatoires & corrélation mulle. En effet, on a ’

o[ ol affh, T = 6 [y (o) 0] =0

et cette expression est nulles,ﬁuisque x et l{)l sont paires, tandis quewz eat impair.

li
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Ny . s e , .
Bn résumé, 1l'inverse de Fourier { d'une distribution stationnaire T

% covariance X(x) se met sous la forme d'une somme

(+3) T=T +7C

de deux composantes indépendantes, l'une paire et llautre impaire, ayant méme
covariance x(u), transformée de Fourier de K(x), & (2n)® prds, lorsquielles
agissent la premigre sur 1l'’espace des fonctions \bl paires, la deuxiéme sur 1l'es=

pace des fonctions [?2 impaires.

Inversement, T est l'inverse de Fourier de (LJ, su sens des distribu-
tions, et 1l'on peut écrire (symboliquement, ear'(fa et%; ne sont jamals des fonc~
tions ordinaires, puisque T est stationnaire, donc non sommable).

2
(44) T = —E—-n cos ux f dx + — ‘// Sin ux z; dx
2ni

(2n)

Ams, ; la formule (44) permet de résoudre le probldme inverse
de la synthdse harmomique, qui consiste & construire une distribution qui puisse
8tre considérée comme une réalisation parﬁiculiére d'une distribution stationnai-
i’e dfordre 2 de covariance K(x) donnée & 1'avance. En pratique, on se contente de
déterminer les valeurs nmnériques de T #¥ Eg ot k est wne fonction régularisante.
Si T est une mesure, on peut chercher & construire ainsi les valeurs mumériques
des quantités de métal Qq portées par des parallélépipddes Ty constituant un réseav
régulier. On prendra la covariance K * k * k , de cette régularisée, et sa trans—
formée de Fourier (& (2rn)™ prds).

x fef?
ol € est la transformée de ke Pour construire une réalisation d.e'f9 on effectue-
ro une partition de 1l'espasce des fréguences Ru en domaines .P. tels que P i soit
la mvme1"::»:|.<1a,e de P par rapport & llorigine, de fonctions caraeténsthues
Py (w) = p (u)e A L.hgqua couple de domaines P, et P_., on associe une fonction

paire et une fonction impaire
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v
p;(u) + p; (w)
2

(45) ¢ ¥, =

2 () - 2y (w)
2~ 2

On tirera au sort, indépendamment 1'une de 1'autre, deux variables aldéatoires
’Zfs b, et z;; *29 de méme variance.

2 2

(46) D@ ) = 2T B = x py(0) = % / ()
Py

Et 1'on affectera & Pi et P " les nombres

-1

it

Tr;
(47) |

o+ T
by =T Y

m“?

Les valeurs numériques de la régularisée 'l‘r(:x:) s'en déduisent par (44).

7o~ Distributions aléa‘coires intrinséques.

| FNous avons Géfini, au paragraphe 5, les distributions aléatoires dé=-
finies sur un espace TCae fonctions ¢(pratiquement ¢ .ja ol €= JY@’) Mais il
peut arriver que les lols F(T&p ), et particulidrement leurs moments d?ordre 1
et 2, ne soient pas définies pour toutes les fonctions P e fﬁ’ mais seulement
pour des fonctions appartenant 2 un sous espace Vel Gomme exemple dﬁespace’u-'
on peut prendre l'espace '}f des fonctions qp de P@ dont tous les moments d'ordre
inférieur ou égal 3 k Sont nuls. Nous nous limiterons, dans ce qui suit, & l'es-

@

pace ?‘?0 des. fonctions l?t% ¢ de somne mille, c'est-a~dire telles que -

(48) i.,/ $lx) dz = 0

I1 est clair qua: les dlstrlbutmﬁs ainsid de.;‘m;s.es sur qﬁ ne corres-
pondent pas, de manidre unwoqueg 3 des distributions de ﬁ“ En f’a,lt,, a chague dis-
tribution sur ‘50‘ cn peut faire correspondre une classe de distributions .de 'f’,

définies 3 une constante arbitraire prds. Pour le voir, il suffit de raisommer sur

les images de Fourier. La transformée ¢ d'une fonction de base de ;jo o vérifiant
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o , 0
(48) fest une fonction %p@,f 930 ° désignant le sous espace des fonctions de.:/ ml-

les & 1l'origine -
‘[)(O) = 0

La transformée '-If de T, définie sur {_{ 09 ne se prolonge pas de manidre univoque
sur do s mais avec l'arbitraire dfune distribution A3, ol A est une constante quel=-

conque. En passant aiix images inverses, on voit que T, définie sur DDO s Ne Se pro-

longe sur Jo qu'} une constante prés A.

Une distribution aléatoire sera dite intrinsdque (de 2&me ordre) si
elle est définie sur. llespace (ﬁo des fonctions vérifiant (48) et possdde, pour
ces fonctions;.le caractére sta’cionnairé (de 2%me ordre). On parlera aussi de dis=-
tribution & accroissememts stationnaires. En éf'fei:,P toute fonction ¢ ae “f&_ﬁeut

&tre mise sous la forme de la diffé’x;ence
P=9 =9

de deux fonctions def gyant méme somme dans Rn

| ./;1dx= ﬂzax

T‘?""T‘P]_‘:’T‘?g

La quantité de métal

peut &tre int_erpré'tée_ conme un accroissement. Dans le cas particulier ol 'I‘I.(l’égu-
larisbede T) est une fonction continue, on peut faire agir sur T, lamsure

On trouve .

.9 = T:a“(xl) - Tr(‘ﬁ)
et il s'agit bien d'un sccroissement au sens usuel o il faub noter que seule la
différence des valeurs prises auz points Xy et %y est ainsi définie, les valeurs

ponctuelles Tr(xl> et I‘r(xz) n'étant conmues qu'i une constante arbitraire pres.

- -
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La raison majeure de gette restriction & l'espace ’ﬁo des acerois— ’

sements est, évidemment, de permettre 1'étude de phénomdnes dont les varian~
ces a priori seraient infinies, mais dont les accroissements ont des varian-
ces finies. On sait que cette circonstance se rencontre dans le cas d'une va-
riable ponctuelle (fonetion continue, et noxi di.'sﬁ::c'ib‘:.x‘t;io,n),7 lorsque le vario=- |
gramme Y (h) croit indéfiniment. ILa variance d'un échantillon v dans un
domaine V fend vers 1'infini lorsque V devient infiniment grand, et il est
clair que les variances a priori sont infinies. Par contre, les accroisSements

f(x + h) = £(x) ont une variance bien déterminde, égale & 2 y(h).

Le moment d'drdre 1 se définit comme au paragraphe 5, Il donne nais—
sance & une fonctiomnelle contimue E (T), qui se réduit & wne constante en ver-
tu du caractire stationnaire. On peut supposer B(T) = 0. Mais il faut bien vo:Lr_
que B(T) n'est défini que pour les fonctions . ¢ éff vérifiant. (48). Pour une
fonction P de ¢, de scmme non mlle, 1“esperance ma'thémat:.que B(T ip) n’est ‘

définie qu'd une constante arbitraire prés,

En ce qui concerne les moments d'ordre 2, les raisomements faits en
6.5. restent spplicables. La covaeriance K(xy), définie comme une distribution
de R X Ry sur les produits q)l(x) @2(37)9 avec &916 Y 95 = ef o compte te-
nu du caract%re stationnaire, conduit & la distribution K(x) de R telle

que
(49)  B(ng, Ty, =K [0() * g, ()]

Mais K n'est définie que pour des fonctions ¢, et ¢, de sommes
mulles toutes deuxs La transformée de Fourier de Lpl% i) est le produit
Wl Q?fz de deux fonctions nulles & l'origine, dong s“az{arnule elle-méme ¥ 1l'ori~-
gine ainsi que ses dérivées premieres. Par suite 91 # ¢y appartient & rfl, es=
pace des fonctions de somme nulle ayant fous leurs moments dlordre 1 égaux &

zéro, et la distribution K ne peut &tre définie que sur tl’
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Sur cet es;pace (f K doit étre de type positif, pumque toutes
les variances K(tp (?) d.oa.ven’t étre mon négatives pour ¢ e (t En parti-
culier, K est une distribution pairg. Sa transformee de Fourler Xs dé=

finie par

x4y ‘_Pz = () kg * 2.

ant

sur l'espace dp 1 des fonctlons de 30 nulles a 1'or1g1ne ainsi que tou'l:es
~ leurs dérivées premilres do:.t 8tre une mesure pos:.t:.veg puisque \2
est necessmement non negatlfo Mais ce n'est que sur 1 que cette proprle-
6 est mposeeg Par conséquent X n est pas obllga‘boa.rement une mesure sur
» On peut noter que le prodmt d‘une . fonction ‘-?535 quelcongue par le carre
d"une forme lz.néalre9 oLy plus généralement, par une forme quadrathue def:.n:.e
positive, est une fonction de 39 « Par conséquent, ) Q(u)x est obllga’con.remen'b'
une mesure pos:L’cJ:ve sur DD Q étant une forme quadratique. def:.nle posn.fslve, .
et, par conséquent aussiy ’coute comblnalson llnealre de tyne elllpthue des
déri’g’ées secondres de K est ( au signe prés ) une distribution de type PO~
sitif (définie au moins surJ ).
. | -

Ce théoréme admet une réciproque, au moins dans le cas particulie‘r ime
portant oi. X est une dlstm.bu’slon isotrope K(z)> Dans ce cas, l'actlon
de X . sur une fonection . tpl 9?2 de ‘le est 1den1;1que 3 lfactlgn de K
sur la fonotion qs(r ) obtenue en prenant la valeur moyemne de ayl P ::su;-
la surface de la sphére de rayon T (?(r ) est une fonction pa:Lre, appartenant
a dp si 9y et ¢ appartmennent & DG En passant gux images de Four:.er
X e-t P, et comme toutp LP(p YEF®, ¢ est--awd:.rw mlle & 1’or1g1ne9 peut se
mettre sous la forme p%@ (p ) avec WET, 11 est clsir que si p ¥ est une

mesurs positive, on aurs

) 2 220
x Plp7) = px e p o



- 32 e
On voit ainsi, comme dans la Note 47, que 1a distribution r?‘ peut
jouer le rle de covariance K(r) pourvu que A soit inférieur & 2 (l'%hnége de

P =A=n =A=1r+2
P

Fourier de r?" est en p , et est une mesure positive dans Rn

si, et seulement si
a2

Les formules synthétiques de la Note 47 se généralisent aiéément.
En estimant la teneur ( généralisée ) Ty correspondant & une fonetion de prée
lévement ¢ vErifiant )

T (50) f gdx = 1

% 1'aide de la teneur d'un préldvement \P(dé somme unité), on commet une erreur
Ty = P); et come ¢ - LP appartient & (gé,vcette erreur se caractérise “commo-

dément par lz variance d'estimation
Y
"
fae - )] =K§9 i ACE \p.ﬂ
En développant, on obtient (compte temu de la parité de K)
o 2 | v v v |
- (51) D[T(lpm\yﬂz K[(p*gp+t}’%~l§)w.g¢p =y |

Si K est une fonction continue (et on peut toujours se ramener & ce cas,
moyennant use régularisation de T), la variance dtun aceroissement T(x+h)-F(x)
est ¢ N |
v T v
k {sx Tt Oy T Oy =20, % 8x+h} = 2%(0) = K(h)l
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Comme cette variance n'est autre que 2 y(h), y(h) désignant le demi~variogramme,

L 4

ona o

(52) y(n) = x(0) - K(h)

Goni‘ormement 2 la régle générale; K(h)g en tant que d:.strlbutlon sur
'8 n est—détemlnee qu'd une constante prés K(0). i 1'on prend K(O) = O, K{h)
coincide, au signe prds, avec_y(h)o La formule synthétique (51)9 compte tenu de _

(52)9_ se met sous la forme .
: B 2 v v
g (y -¥) = \/(19 * G)y(h)dh = / (9 % ¢) y(n)dn -ﬂ =Y )ly(h)dn

3 / (x)g])(x+h) Y / (x) p(xtn) y(B)axtn

f (=) q;(m)y(h)axah

| ' %
. En 1>a,x-1::1.c:u.*L:Ls.ar_‘J si ¢ et QP sont lew fon@tions caraetens’;lque@, Hop- .
mées & llunité, de deux ensembles V.et V', on retrouve la formule hab:.tuelfe

DZEPGP-@] _ w;;?_ 4{/‘; y(h)dh - ;—%J{\,{/\‘((h)dﬁ —12,17/2!’\((@53&

8i, au contraire, L%’ est une somme de préldvements ponéfuels_,

N

\P’:%a‘l"ooo'ﬁ'a

x, X

et p Ia fonction caractéristique normée & 1'unité d'un panneau V, il vient

. 2 3 .
2 [T(? =€f{]= _— ? l‘/ir/;(x=»xi)’c1x - «;5 vu{’;(xeﬂ)dxdx

l .
b oo Xo” R
S gY( 17%5)

n
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