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'NOTE GEOSTATISTIQUE N° 55

EQUATION DE LA CHALEUR, ECOULEMENTS EN MILIEﬁ POREUX
ET DIFFUSION GEOCHIMIQUE

I,~ INTRODUCTION

(1)

=

Nous nous proposons d'examiner, dans cette Note, dans quelle mesure un proces—
sus de diffusion géochimique peut &tre comparé 3 un processus de diffusion thermique,
autrement dit, dans quelle mesure 1l'équation de la chaleur peut elle conduire 3 une
interprétation intéressante déé phénoménes géochimiques. Rappelons cette équation.

Si ¢(x,t) représente la température du point x = (qu’ooo xn) fu temps %, elle

stéerit o . .

Ay =

QI

Qe
0% .
®2 32
A représentant 1'opérateur laplacien 5m-= + seo + ;a-—iu s et ¢ une constante que
% %
nous appellerons ici conductibilité, En intégrant (1) dans un domaine fermé, on ob-
tient & droite une quantité proportiomnelle a la variation de la quantité de chaleur
contenue dans ce domaine, et & gauche le flux du gradient de temgéra’cure, de sorte
gue (1) signifie que les échanges de chaleur sont proportionnels aux différences de

température.

8i mp(x,t) représente la ‘teneur au temps + et au point x d'une auréole de{
dispersion géochimique, la méme équation signifierait que les échanges de matidre
sont proportionnels aux différences de teneur. Il est trés probable que le vérrbable
mécanisme de la diffusion géochimique est beaucoup plus complexe. Cependa_nt, on sa:.’c
gue l'équation (1) déerit trés bien les phénomdnes de diffusion en phase gazeuse
(théorie cinétique des gaz). D'autre part, les géochimistes russes (1) interprétent
les profils d'anomalie, & 1l'aplomb d'un filon vertical, par des courbes de Gauss, et
déduisent des paramdtres de ces courbes. la profondeur et la teneur du filon. On sait
(voir ci-dessous) que la solution élémentaire de 1'équation (1) est une exponentiel-
le de Gauss. Dans la mesure ol la pratique des géochimistes russes est justifide, el=

le implique que les processus de diffusion soient régis par 1'équation de la chaleur.

(1) Indication verbale de Mr. SAKOVITCH.
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TI1 n'est peut-&tre pas licite de se montrer aussi affirmatif, mails les rémar=

ques qui précédent montrent 1'intérét du problime abordé.

En réalité, 1'équation (1) od ¢ est une constante ne peut convenir que si
le milieu ol se fait la diffusion peut &tre considéré comme homogine. Cette homogé-
néité est peu plausible. Nous considérerons donc la conductibilité ¢ comme une va—
riable régionalisée c(x), et nous chercherons ¥ construire une interprétation sto-
chastique de 1'équation (1). Plus exactement, il apparaftra nécessaire dtintroduire,
pour décrire en toute généralité le milieu hétérogéne ol stopdre la diffusion, d'une
pért un vecteur régionalisé, représentant une dérive, de l'autre un tenseur régiona-
lisé 1ié aux moments du deuxidme ordre (équation de Kblmbgorov), Dans le cas ol |
1'analogie avec 1'équation de la chaleur doit &tre maintenue, ce vecteur et ce tehn
seur s'exprimeront d'une manidre simple en fonction d'un autre tenseur (de conduct1~

bilité) et d'un scalaire (la capacité calorifique).

D'autre part, la méme équation (1) se rendontre dans 1'étude de nombreux phé-
nom¥nes hydrsuliques. La fonction f ‘représente alors la pression, ou la densité
d'un fluide s'écoulant dans un milieu poreux homogéne et isotrope. Si le milieu n'est

Y

ni homogdne ni isotrope, ses propriétés doivent-&tre décrites % 1'aide d'un tenseur
des perméabilités et d'un sealaire de porosité, qui doivent &tre rapprochés du tén-
seur de conductibilité et du scalaire de capacité ‘calorifique . ce rapprochement per—

met l'identification formelle de l'équation hydraulique avec celle de la chaleur.

Ainsi trois catégories de phénomdnes bien différents - mouvement brownien -

‘ou diffusion géochimique (si 1'on accepte l'identification des auteurs russes), pro-

pagation de la chaleur, écoulement d'un fluide en milieu poreux - obéissent 3 la mé-
me équation aux dérivées partielles, et cela méme dans le cas ol le milieu n'est ni
homogéne ni isotrope. Moyemnant le choix des mémes conditions aux limites, une seule

et méme solution représentera donc ces trois sortes de phénomdnes. Nous nous attache-

rons surtout & la recherche de la solution élémentaire, & partir de laguelle il est
possible de construire les solutions correspondant & une gamme trés large de condi-
tions aux limites. La solution élémentaire est celle qui répond aux conditions aux

limites suivantes .

1 - Introduction au temps t = o0 et a 1'origine des coordonnées d'une mas—

se unité [f(x,o) = 8(x), & mesure de Diraé]*
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2 = Diffusion libre dans l'espace entier avec conservation de la masse

ﬁ(x,t)dx = 1,

Suivant les cas, f(x,t) représentera la densité de probabilité de présence
de la particule au point x et au temps +, la densité de quantité de chaleur, ou le .
produit Wp de la densité du.fluide p par la porosité () du milieu.

Dans cette Note, nous commencerons par écrire les deux équations de Kolmogorov,
et celles de la chaleur et de l'hydraulique. Nous examinerons ensuite un principé de
réversibilité, puis nous aborderons les cas d'intégrabilité. En dernier lieu, nous
étudierons la théorie de la promenade aléatoire sur laguelle il est possible de fonder

des méthodes de résolution numérique approchée.

. =

LES EQUATIONS DE KOLMOGOROV

‘que 1'on avait Xi(‘t) = 37 .

Soient X (’c) les coordonnées d'une fonction vectorielle aléatoire du
temps t . on peut se représenter les XJ' (t) y 1=1,2...n come les n coordon-
nées, au temps t, d'une particule animée d*un mouvement brownien dans l'espace a n
dimensions (euclidien et rapporté & des axes de coordomnées rectangulaires). Le pro=-
cessus stochastique Xi(t) est supposé markovien. Sa loi temporelle est donc entidre- -

ment définie par la donnée de la fonetion
i .
F(y ’(C'; xl; t)

qui représente la probabilité conditiomnelle pour que l'on ait x* (t) £ %" sachant
i

' Nous nous limiterons au cas ol le processus markovien est statiommaire (ho-
mogine dans le temps), c'est-a—dire au cas ot F ne dépend pas sépardment de U et
t, mais seulement de leur différence +t - {’ et nous éerirons F(yi,xi. t =) an
lieu de F(y ,’(\f X ,t) De plus, nous admettrons le plus souvent que F(ylgxlet) pPOS—

sdde une dens:.té de probabilité f£(y*,= .1:) telle que 1'on ait :

y o X .t) / / £(y+ ,,xi;t) dxt... a2

Cette restriction n'a d'ailleurs rien d'essentiel.



[CN

-4 -

Dérive et tenseur des moments d'ordre 2.

3
'

©

Le processus sera supposé-continu au sens (assez striet) suivant °

Quel que soit le nombre positif &, on a

lim = / a_ Py, x, At) = o
n :
At -y 0 \y—}d>/8

Pour introduire la dérive (vecteur A™) et les moments dlordre 2 (tenseur 913),

nous admettrons l'existence des limites suivantes, quel que soit e£>o

ly=xi<e

Come LS A ) o am b = V)

A’c - 0 . ’y—x\(e

Ces limites n'entrafnent nullement l'existence des moments d'ordre 1 et 2.
Néanmoins, le plus souvent, ces moments existeront et les relations (1) seront rem-

placées par

S ?\,i(Y) = lim - E(xi - yi)

At
(2) ij g FERINE T BN
Q (y)=1im T E{(x -5) (x —yi’g

Sous cette forme, il est clair que ?»l(y) représente la dérive (ou vitesse

probable) de la particule et que le tenseur —Ql’] est 1ié & son énergie cinétigque.

lé¢re équation de Kolmogorov

Le processus étant markovien, et le passage de 1'état y(o) & 1'état x(t) pou-

vant donner lieu au passage par n'importe quel état z(‘Q) au temps intermédiaire

T<T <%), le principe des probabilités composées conduit & 1'équation de Markov:



6) . o) =/ Hext -T)a, PaT )
ou, s'il y a des densités de probabilité &

f(y,x;t) =O//9f(ygzg?f) f(zsx;t =T)ag

Prenant ¥ trds petit, on aura @
F(y,x; t +At) =/F(z,x;t) a F(ygz;At)

Par passage & la limite, compte temu de (1) et en Supposant 1'existence et
la continuité des dérivées 1T°° ot 2émes en y;, on en déduit la premidre équation

de Kolmogorov '
@ B3 V) by 7 e 9, v

Dans cette écriture, on utilise la convention de sommation sur tout indice
répété en positions. co et contravariante (inférieure et supérieure) Le symbole 31
- represente la dérivation partielle par rapport a la coordonnée d'indice i ¢ Dans (4)

ces dérivées sont prlses par rapport aux y s c'est-a~dire par rapport 3 l’etat 1n1-
tisl.

S'il y a une densité de probabilitd, par dérivation relativement sux xl9

on obtient )

(5) 2z _1 Yty 8, +n'()0,; ¢

0t 2

2tme équation de Kolmogorov

Dans cette deuxidme éguation, on veut introduire des dérivations en xi (par
rapport & 1'état actuel au temps t) et non plus en yi(état initial). Des hypoth®ses
plus strictes sont requises . on doit supposer ll'existence de la densitéd f(y,xot),
l'existence et la continuité des derlvees .

of 9 ij
. at%(f>'axax9f)
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De 1'équation de Markov dcrite sous la forme

f(y,x;t + At) “—'/f(szg’c) f(Az,,xs A+) dy,

on-déduit, par passage % la limite, la deuxidme équation de Kolmogorov, ot les dé-

rivations sont faites par rapport aux T - c'est=3~dire par rapport & 1'état sctuels

(6) e L0, (V) -9, (7\ £)
0t 1

Cas particulier

Si la dérive est nulle h = 0 et si le tenseur :? 13 est isotrope et constant

(‘Vij = 6ij, 5t =§ g :i ; f . 5 les deux équations (5) et (6) prennent la méme
forme.
” O
(7) =3 As
0t

(1e laplacien étant pris par rapport aux ¥ ou aux yl selon qufil s'agit de la

- deuxiéme ou de la troisidme équation).
q

On sait que la solution classique de (7) est l'exponentielle de Gauss |

- i Z (- l)

£ = ek e
(2n ct)n;z

Le processus est dit, dans ce cas, de Wiener-Levy. Il se caractérise par sa
loi gaussiemne et sa variance proportiommelle au temps . c'est l'exemple le plus sim-
ple de processus stochastique a accroissements indépendants. On verra que (8) repré-
sente aussi la solution élémentaire de 1'équation de la chaleur ou de 1'hydranlique

dans le cas homogéne et isotrope.

ITI.~ FORME TENSORIELLE DES EQUATIONS DE KOILMOGOROV

Supposons que l'espace euclidien dans lequel se meut la particule soit rappor-
té 4 un systime de coordonndes curvilignes g s de temseur fondamental &; (gl)
cela signifie que la métrique est domnde par .

ds? _ i3
= gij da dﬁ
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Si 1'on-pose g = Det | € i, 1'élément de volume est Vg dg dg o d@
Les- 3 ( t) representent un nouveau processus dont la densité de probabilité se déduit
de f(y 9 X .t) en remplagant y et x par leurs express:.ons en fonction des coor-~
données curvu.llgnes g y » nous désigmerons par f("ﬂ; & .t) cette nouvelle expres—
sion de 1a densité. On doit bien noter que la probabilité pour que le poinf
g(t) = (g (%), 2(1:) ses) appartienne 3 l'ensemble A est &

B(Y'y4,t) /f(p Lo) Ve gt ash. a®

Si 1'on désigne par A (g) et ? (g,) les composantes contravariantes du vecteur

dérive et du tenseur des moments dans le repére naturel attaché au point Es les équa~

-

tions de Kolmogorov s'écrivent immédiatement sous forme tensorielle :

(5bis) —I%-% =% Qij(y) Vij £ o+ ?»i(*f) AR

(6bis) .5.- =3 V (V (g)f) +V, i)
t
Les dérivations covariantes Vi sont prises en !yi pour la premidre équa-

tion et en gi pour la deuxiéme.

Mais, d'autre part, le raisonnement classique qui a conduit 3 (5) ou & (6)

-

peut &tre repris directement en coordomndes curvilignes. Introduisons les quantités .

5 Q,i = lim ..,Q'.., E(al - 91)

At

© ST
!113 = 1lim 'Kjb- E[(t:l“ 91)(53" ya)}

Comme f \/z dga.a. dgn représente la probabilité affectée au volume élémentai-
re construit sur dgﬂ'... .d.gn, le raisonnement aboutit aux mémes équations (4) et (6),

3 condition de remplacer f par f Vg : soit
) ’()f .. i
(5ter) § V& %;—%;3013 ee+ U0 £Ve
. £ .. i
(6ter) é ﬁ%:%'@m nlJfVEu-’()iQ £ Ve
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Ces équations ne coincident pas avec 5 S et 6 lorsqu on identifie 52
?\.l, nl'j etv J. il y a d‘'autant moins de raison pour qu'lelles coincident que .v,l et
17 n'ont aucune raison, aipriori, de présenter 1'invariance tensorielles en parti-
culier, la pseudo-dérive ,Q, n'est pas un vecteur et ne coincide pas avec ?\. -
Pour préciser le rapport des El et 7\. s 11 est nécessaire d'introduire les sym-
boles de Christoffel Tﬂ k, qu:. expriment la courbure du systéme de'coordonndes g .
Par def:.n:.t:.oﬁ méme des F k, le vecteur de placement correspondant aux accroissements
A g~ des coordonnées 5 a pour composante dans le repdre local attaché au point gl
les quantités .
i
i i, 4 . k J
= Azt +3 M B D

les termes diordre 3 étant négligés. A la méme approximation, on a
5 .
gy e

Prenons la valeur probable de ces quantités. Par définition, A" et ’QJ'J, compo-
santes contravariantes dans le reptre local du vecteur dérive et du tenseur des mo-

ments, sont données par -

2t = 1in L gd)
M
‘Qla linm -2 B(ul wd)
e
On en déduit immédiatement .-
i~ i
i 1 .k
(10) SRR AU
. Iy
W =g
A:Lns:., ‘Q n'est pas un vecteur, et la courbure des coordonndes, sans effet sur

le tenseur des moments, introduit urepseudo-dérive apparente représentée par le ter—

Y"gn

Compte tenu de (10), on vérifie facilement 1l'équivalence de 5 S et '6‘]Dls avec

ter

5 et 6 ¥, Prenons par exemple la deuxidme équation et expliciténs les dérivations

covariantes .



AR e -

5 =0(VaV, ey - R0 Ve e -

2 v"‘ i \/— fv \/z \/’-

% 'b.lv-(""; V‘fﬁl"‘-r kv}" ) L ’b Ve ot r

b ._..\7: '3lJ Va £ V33 - 'Vi‘.; £ V-[ y jik?fk}

Ainsi, compte tenu de (10), (6bis) et(6ter) sont bien équivalentes.

Equations de Kolmogorov dans un espace de-Riémann.

(11)

En fait, 1l'hypoth®se que l'espace est euclidien ne joue aucun r8le ici. Avec
les quantités Qf‘et n?j (non tensorielles) définies en (9), le raisommement direct
conduit & nouvéau 3 5ter et 6ter si l'espace est riemannien. Par contre, les compo=
santes contravariantes u- du déplacement oo rrespondant aux accro:.ssements A i ont
1l'invariance tensorielle, ainsi que les ul ua par suite ?\ et Vlg sont un vec-
teur et tenseur et les relstions (10) pemettent de remonter de 5ter ot 6%€T gux

formes tensorielles 5bis et 6bis.

Cas particulier
Dans le cas homogene et isotrope (euclidien ou riemannien) 1*équation (7) -

s'éerit sous forme tensorielle

soit

£
Vel 1%y
Ve
si l'on prend p =7 VE, cette équation s'derit .

%91': =g®iyggijaj ‘ng
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Si la solution de (7) est connue, on en déduira, par passages en coordonndes
curvilignes, la solution de (11),les gl“j étant les coefficients de la forme quadra-
tique euclidienne associée aux coordonnées curvilignes. Nous verrons dans un instant

que (11) représente un cas particulier de 1'équation générale de la chaleur.

2
Exemple : (=)
A une seule dimension 2 oo 2ct est solubtion de *
\2 7t
(LY s
at 2 ax
Le changement de variable
S ap
‘alg)

oh a(g),, pourvu qu'elle soit positive, peut 8tre discontinue, montre que

a

“ o . 4 2
e ol e &)

est solution de

@: = -@-. a -@n a
(13) : 'a’h aE, (E‘,) ,ag (a) f(? 9&2 t)

avec les conditions sux limites habituelles ¢ on notera que, a(g) pouvant
trds bien n'&tre pas continue, il en est de mé&me de la solution f- Par contre le

produit a f£(qui séra interprété ci-dessous comme une température) est toujours conti-

Nle

IV.- EQUATIONS DE LA CHALEUR ET DE L'HYDRAULIQUE.

8i e(x) = i désigne la capacité calorifique, et f(x,t) la densité de cha-
a(x
leur au point =x = (x... xn) et au temps t, la température en x est .

T(x,t) = a(x) f(x,,t)

Dans la propagation de la chaleur, on admet que le flux q =(q1... qn) de
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quantité de chaleur est fonction lindaire du gradient de la température; autrement

dit, en chaque point, il existe un temseur k™ de conductibilité tel que l'on ait ©
i -
g (x) - x9(x) 'Dj [ a(x) f(xg’c;\

L'équation de conservation de la quantité de chaleur :©

-f + div q = 9

0%

conduit immédiatement 3 l'équation suivante .

Or
0t

Sous forme tensorielle générale, ceci s'éerira .

(15) ,()f i’j Vﬁ af

'Bt

ou, sous forme explicite

, A osVE=0.VF 9 D, £
0+ i J-

(14)

B(k“’al af )

Posant p = f'yf- (de manidre que P dx .‘odx représente la quantité de cha-

leur contenue dans 1%élément de volume constrult sur les d4x ), on aurs -

| Do g
o =0, V5 Y, 2
(16) 57 = Ve, v

En comparant (14) et (16); on voit que la courbure du syst®me de coordonnées

se manifeste dans le remplacement apparent de k 13 par k 2 g et de a par 2

Ve

Diautre part, si l%on compare (11) et (14), on voit que, s'il existe wun

tenseur.de'composantes contravariantes g;g telles que «

Ve &

1
( i - 1

. Ve

K

]
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~ 1'équation (14) s'identifiera avec 1'équation du cas homogdne et isotrope dans

-(17)

1'espace (en général riemannien) de métrique 8s 5o Comme Det \g13|= %, cette iden~

J
tification sera possible si, et seulement si, on a (% un facteur constant prés)

Det | &M |

Physiquement, d'ailleurs, cette condition est peu satisfaisante . comme a
est 1'inverse de la capacité calorifique, elle implique que capacité et conducti-

bilité (ou, dans le cas hydraulique, porosité et perméabilité) varient en sens in-

verse.

Equation de 1'hydraulique

Soit un milieu poreux, de porgsité UJ (x) dans lequel circule un fluide de
densité vraie p(x), sous 1a ;91:'6;?;'3s:‘.o:c:f?3 p(x)e La quantité de matidre contenue dans
le volume dx est Wpdx, de sorte que c'est la quantité conservative Wp qui doit
8tre identifide & la densité de chaleur f£(x) envisagée ci-dessus. On s'intéressera,
d'ailleurs, en réalité‘non & pet p mais & la propagation des variations de ces
quantités relativement 3 un état d?équilibre. En particulier, si au temps t = o
et & 1'origine on préléve une quantité unité de fluide, on devra s'intéresser & la
propagation dans 1'espace de ce déficit, qui sera représentée par la densité yyp(x,t)

conservative de déficit.

La loi de Darcy indique que le flux g est fonction lindaire du gradient de
la pression. Autrement dit, il existe un tenseur k™J(x) tel que 1'on ait en tout

point

i_ 43
& =i

Par ailleurs p <~ variation de pression - est supposée proportiomnelle 3 p

= variation de densité, soit p = ap. En regroupant la constante @ avec k}a, on

obtient
i ij 7
a =-ka ,()jp
Enfin, la conservation de la quantité de fluide s'exprime par

@"“(‘@'_EEZ + divg = o
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D'ol finalement la relation

(18) f-b—%%el =0, 69,

]

Pogant
S Wop =i(xgt)
! w=3 | .

on obtient
/ -9 -
£ ij
=~ =), . af
(19) 5 =0: k70 e

C'est-a-dire la méme Squation qu'en (14). D'odl le tableau de correspondance

Chaleur Hydrauligue
|
N - quantité de chaleur

quantité de fluide

-densité de chaleur f densité "macroscopique ” o P
conductibilitd k9 perméabilité kI

capacité calorifique

o]

porosité uJ = %
Température T = af densité microscopique p, ou mieux ,

& un facteur constant prés, pression

Comparaison avee 1'équation de Kolmogorov

~ Dans 1'équation (14) de la chaleur; les dérivations sont faites relativement
aux coordonnées actuelles * c'est done & la deuxiéme équation de Kolmogorov que l'on
doit songer. De fait, (14) peut s'derire :

Of

e ij - ij
Si nous posons
S 2= 25 o
20 -
@ |

Cette équation s'identifie avec (6), de sorte que 1°

2 aklj

]

équation de la chaleur

*
.
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est un cas particulier de 1'équation de Kolmogorovs En termes d'hydraulique, la
premidre équation (20) stinterprétera en disant que la dérive est égale au produit

de la porosité par la divergence du tenseur des perméabilités.

i i3 :
Inversement, A~ et T\) J Stant données, il n'est pas possible, en général, de
calculer a-et k™9 dlapres (20), de manidre & ramener 1'équation de Kolmogorov & cel-

le de la chaleur. Pour que cela soit possible, il faut que l'on ait -

; 13—2a’a i +2k3’5 a=2%" +93'6 log a
I1 doit exister un scalaire a tel que 1l'on ait ¢
1j _ o ai , id e
(21) 3 V=2 + i)j log a

Résolvant le systéme (21) en I() log & et en exprimant les conditions d'in-

- tégrab:.llté en ?\ et Vl"’ , on obtient les conditions nécessaires cherchées, et 1l'on
voit aussitdt qu'elles sont aussi suffisantes.
La signification physique de 1'équation (21) est liée au principe de récipro-

eité qu:L va 8tre exposé.

V.- PRINCIPE DE RECIPROCITE.

Posons-nous le probléme suivant o £(y, xat) etant la solution des équations
de Kolmogorov, quelle condition doit vérifier les A" et les VQ J pour qu'il existe

une fonetion' h(x) telle que lfon ait (pour tout x, tout y et tout t)°

(22) n(z) £(y,x;t) = bly) £(zmy;t)

Lorsque (22) sera réalisée, nous dirons que le principe de réciprocité est
vérifid. Si (22) est vérifide, comme f(y, x;t) vérifie la premidre équation de Kolmo-
gorov écrite en y, il en résulte que h(y) f(xpy,;t) vérifie cette méme équation. En
échangeant-x et y, on voit que h(x) £(y,x,t) vérifie la premidre équation par rapport

£

3 x(3 1'état actuel). Sous entendant y pour plus de clartd, écrivons f(x,t) au lieu de
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£(ysxgt)e Ainsi £(x,t) doit vérifier (6) et, en méme temps h(x) £(x,t) doit véri~

fier (4)..On doit donc avoir simultanément

EERER

2 1
(23) d .
. =L TLWID, ne et Qe
2 h(x) +J
Posapt

B 9; log b+ 228 -9, JH
0t

on vérifie facilement quien égalant les deux express:Lons ‘de &= dans (23) on ob-
tlent la cond.:.t::.on b

pigi iy +‘%'»f E)i p.i + p.i E)i log'.h].; =

avec la solution évidente p* = o (il ne semble pas qu'il puisse en exister d'autre),
clest-a~dire o

ij _ i ij
’aj’q =22" +Y ﬂjlogh
Cette condition ne differe pas de (21) avee ¢

(24) h=a

Supposons maintenant remplie cette condltlon (21) Alors, At etQ J peuvent
se mettre sous la forme (20) et par suite la deux:;.eme équation de Kolmogorov peut

stéerire

(25) -«—0 @99, a
La premiére équation de Kolmogorov, s'éerit 2 son tour &
“"“ = ""ql‘j i()i, £ +xi@, £
=ak3’b f+a(@ J)r() o

Soit

(26) %f;‘-ala kij 9. f‘.
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Autrement dit si une fonc:cion f(x,t) vérifie (25), alors a(x) £(x,t) véri-
fie (26)< -Si done £(y,x,t) est la solution de (25) correspondant & la condition ini-
tiale :'masse unité en y au temps t = o, la fonction a(x) f(y,xot) vérifie (26) en
x et doit donc 8tre comparee avec f(xgyet) solution de la méme équation (en x) et
correspondant 3 1la condltlon initiale ° masse unité en x au temps £ =0, or, en t = o,
on a a(x) f(ysxoo) = a(y) 8(y=x) = a(x) 8(y=x). Au faeteur a(y) prés, la condition

en t = o est donc vérifide. Considérons donc la fonction 2L f(y, x.t) Comme
a

'()/a(x) f(ygxat)dy a(x)(@i ki‘j @j f)dy

puisque £(y,x.t) vérifie (26) en y, et que cette expression est nulle, puisque k”.?)j £
8
est nulle & 1'infini, on voit que cette intégrale est indépendante du temps, de sorte
a(x)

que la deuxiéme condition aux limites est vérifide et que =G f(ygxot) doit 8tre

identifide & f(x, Vs t).

.Soit

al=) £(yyx%) = aly) £(xy;t)

Ainsi les conditions (21) expriment que le principe de réeiprocité est véri-
fié : 1'équation de la chaleur est la seule forme de 1'équation de Kolmogorov pour

laguelle il en soit ainsi.

Physiquement, a ©&tant 1l'inverse d'une capacité calorifique, af est une
’cemperature. Désignons par T (x,,t) la température observée au point x et au temps t
loquu une quantité de ehaleur unité a é4é placee en y au temps o. Le prlncn.pe de ré-

ciprocité s'éerit ©

(28) 2 (%) = T (y:%)

Dans l'interprétation hydraulique, c'est aux pressions que s'appliquera la

relation de réciprocité (28).
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VI.~ CAS D'INTEGRABILITE

Nous citerons simplement les résultats classiques relatifs aux cas suivants
équations & coefficients constants sans second membre et avec second membre, équa-

tions & dérive variable (mais tenseur des moments constant).

Equation sans second membre & coefficients constants

N
Elle se ramene au type

(29) % o de

La -solution élémentaire est soumise aux conditions aux limites °©

g £(x,0) = 8(x)

( ‘/f.‘(x,t)dx =1

La transformée de Fourier de f, prise relativement & x(3 % fixé) est une

(30)

fonction § (ugt) qui vérifie 1'équation transformée de (29) ©
(51) %tL -2 o uf? §lu,t)

avec les conditions

S §(u,o) =1
 Glont) =1
Comme la solution générale de 1'équation différentielle (31) est de la for-

2 2
me B(u) e~ 2" clu |t

, ces conditions sont vérifides avec B(u) =4 :
Diod le résultat .
) -0 2 elif'e

£(x,t) = (2nct) 2 e 20t

Ainsi, la solution élémentaire de (29) n'est autre que 1‘'exponentielle de

(32) 1x)2

' Gauss. A partir de la solution élémentaire, on peut construire d'asutres solutions
’

correspondant & des conditions aux limites plus générales. Au lieu de (30), prenons &

e .
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2(x,0) = 7, (x)

(32) § /f(x,t)dx = /fo(x)dx

(34)

(35)

(36)

Ces relations imposent 3 f(x,%) d'&tre conservative et de coincider avee une

fonction donnée f_ (x) eu temps initial t = 0. Avec les transformées de Fourier, ces

conditions s ecmvent o

lwo) =7 (u)
o0, t) = (o)

On a donc .

- 21 ¢ }uﬂz't
§lu,t) = § (u) e MZ
(e /’ £ (xy) —Eemy e 20 g |

(25 t)

Pour plus de concision, désignons par «(x,t) llexponentielle de Gauss qui

L

représente la solution élémentaire. On o &
f(xgt) = fo % O

Le sighe % représente la convolution dans 1'espace B® de la varisgble x.

Considérons cette fois 1'équation -

U 4 aiv q = H(x, )
Vs

avec q = = % grad £« On voit que 1l'équation avec second membre

y

Y

%—f -5 Af =H(z,t) }

représente la propagation de la chaleur en présence de la densité (1) de sour-

G S RS S S S s T WD CRMD SN CHEE ) MO G e (Ol e Cmi e e S W mmm s e v - Semm i i e St wow wmm m— vay  t - G

(1) On doit entendre par 1% que la quantité de chaleur introduite dans un volume V

£
entre les instants ty ef tp est /2 d#u/» M(x,t)dxa
tl v
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ce-M(xyt) - On vérifie d'ailleurs medlatement que la solution écrite en (32)

vérifie non pas (29) mais-

% ¢ oot o(o
O
Ainsi on obtiendra des solutions de (36) en effectuant dans l'espaceu-temps
R la convolution de M(x,t) par l'ezponentielle de Gauss o(x,t), étant entendu -
que 1'on doit prendre «(x, t) 0 pour t<0. La solution de (36) doit d.onc 8trer

G f(x,w / & / olx, +0) K(rm)an

SouSz forme symbolique, on écrira

(38), = f(zmt) =e@ M
Le symbole @ représentant la convolution dans Rn+1

Si ~M(x, t) ne depend pas de t, la solution (37) represente (en termes. hydrau—
llques, le: reglme perm gen engendre Ppar les sources permanentes de d_ensﬁ:e M(x). .
Sila source est ponctuelle, et placde ¥ 1lorigine, ona M(x) = 6(1:) et (37) se

.reduz.t & .

f(x,t) / oz, tuh)d.h

Dans d'autres cn.rconstancea au ccnﬂ:ra.:.re9 on s’:x.nteresse au cas oﬁ 1a den-
sn.te de source M(x,t) est 1ntrcdu:|.te au temps t'= 0. On a alors M(x, ) = 0 ';pour
t(o, et la solution s’ecrrt;

(o) f(x;t)-=/dy‘/>)c(x=yst¥h)'M(y§h)dh
o . .o

cilerchons,l'expression de f o(x) = f(X;Q)o Effectuant la ‘transformation de

Fourier dans B (en x) sur (39), on obbient
o % . ‘
S 2 2, .
E(ust) = / p..h(u,h) e 2 Gu'-‘»(tzh)-dh
A _

D'od $(u,0) = 0. On conclut que la solution (39) de 1'équation avec second
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membre est celle qui correspond & la condition aux limites £ (x)

Cas ol le tenseur des moments est constant.

L'équation & dérive variable et tenseur des moments constant se raméne 3

la forme :

(40) | @-£=§Bfa?), AT £

On considére alors une suite Lyees £ vérifiant les équations suivantes o

Os_

=----—- Af =0

!

i
el
&
]

(41) § Ibf ’bf
i
g ——Afn”“ai?"fn»ﬂ.
Pour fo; nous prendrons la solution élémentaire e(x,t) qui est 1’eiponef1—
tielle de-Gausse Pour f,» nous choisirons la solution indentiquement nulle en t = o,.
c'est-a~dire, d'apres (39)

(42)‘ £ (x%) = -/Ziy / :a(xmygtmh) 03 E‘ At frn (ygfﬂ dn
o

Moyermant des hypothdses raisonnables sur la dérive (les xi et leurs dérivées
premiérleg doivent &tre bornées) on montre que la série Lot Tyt eoe fn-p- ooe CONVED-
ge uniformément. Il suffit d'additionner membre & membre les relations (41) pour vé-
rifier que .

T=f 4 oo v £ + oue
est solution @& (40). Par ailleurs, au temps t = o on a fo(x,o = 6(x) et fn(x,t): 0,
de sorte que f est la solution élémentaire. Enfin, on a bien /f dx =1 : en inté-
grant les relations (41), on obtient 2 / f dx = 0, car 1l'intégration de Af et
de'b ?\. T 1donneo.
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Autres conditions initiales . si au-temps t = 0 la masse unité est placée
en un point z -quelcongue, et non plus & l'origine, on a la condition £(x,0) = 5(z~z).

La solution s'obtient en remplagant a(x,t) par a(z=z,t) : Posons &

(43) £ _(7,%1) = a(x-zst)

t
- ﬂy /éc(xmyngtnh),ai AL fnwi(zgy;h)dh
0

i

fn( %y Xs t)
La solution cherchée est -

: [
(4‘4) f(ZQX; t) = Zofn(ZD X;t)
n= '

Enfin, si, au temps t = 0, on veut observer la densité \p(x), la solution

sera de la forme .

_ /‘P(z) £(z,xyt)dz

L'équation (44) domne la solution de la deuxilme équation de Kolmogorov, et
celle-ci vérifie nécessairement la premidre équation de Kolmogorov (en z). On peut
aussi observer la démarche. inverse, clest-a~dire construire la solution de la pre-

midre équation de Kolmogorov : elle vérifiéra nécessairement la seconde. Posant 3
£ (yox;8) = o(y=2; %)

(45) % .
* p 1
( fn:(yﬂ x; t) = L/g%(y‘=’x”zs t_h) ?\' ?)i fn“jl(zﬂ X;h)dh

on aura donc sussi .
oo

(46) tamt) =) £ (y,xt)
n=o0 ©
Ces méthodes théoriques élégantes sont difficiles 3 manier numériguement.
D'gutre part, elles ne s appllquen‘b qut au. cas ol v J est un tenseur constant,c’ est—
a-dire, comme on le voit en se reportant aux relatlons (20), au eas ol poros:.'l;é Q et

perméabilité Kk 13 sont proportionnelles. Il sera souvent nécessaire de recourir 3
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des méthodes d'approximation plus pragmatiques, dont le principe sera donné au pa=-
ragraphe suivant.

Cas ol porosité et perméabilité sont régionalisées

Pour s:.mpllf:.er, llmltons-nous au cas ol la perméabilité est isotrope (ma;l.s
non constante), soit k k(x) 613 « L'équation de la chaleur, ou de 1thydrauli~
que, s'éerit alors |

%tf- = div k grad a f

supposons que a(x) et k(x) soient des variables régionalisées obéissant & un
schéma intrinstque. Alors la solution f(ygx;t)s & yet t fixés, apparatt elle
aussi comme une variable régionszlisée, mais elle ne peut évidemment pas posséder le
caractere intrinséque. Dans sa généralité, le probléme & résoudre est le suivant
connaissant les lois de répartition Fl(a oo B sTieos xk) et F (k oo K o xl'"xm)
de-a et k(pour des points x, en nombre quelcongue), trouver la lo:x. F(f&o.cf Xpstpses
Xt ) de répartitions des valeurs f; prise par la solution f(y, xot) en un nombre
quelconque de points (xl,t ) d'espace X temps . en pratique, il suffirait de connaf-

~ tre les lois F correspondant a des points conbemporains (td. =ty = .o =t =t)

Il y a peu d'espoir d'arriver a résoudre un pareil problemeo

En deuxiéme lieu, on peut se demander si les moments d'ordre 2 .

{ n(zt) =,Erf(xsm
K(x,x';t4') = B[ £(x,t) £(x',t']
(y est sous-entendu dans cette éeriture) ne peuvent pas se déduire des seuls moments
d'ordre 1 et 2 de a(x) et k(x). Malheureusément, il n'en est rien, m et K dépendent

de tous les moments de a et k, et non Pas Seulement des moments des deux premiers
ordres,

Cela peut se voir sur la forme des equatlons (43)(44) qui donnent 1a solution
théorique de 1'équation (47) dans le cas ob a k = 5 est une constante (pemeablllte k
et porosité % étant alors proportiomnelles). Dans ce cas, les équations (20) donnent:

* =%3i log k
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de sorte que la dérive est proportiomnelle ah gradient du 1ogar1thme de la perméa—

b:Ll:Lté Pour utiliser (43) et (44), on voit de plus que les A% et leurs dérivdes
premidres doivent &tre bornés. Admettant cette hypothdse (qu:. impose des conditions
trés restrictives & la fonction aldatoire k(x)), on obtiendra le moment d'ordre 1
m(x,’c) en prenant les valeurs probables des relations (43). Posons

% )
m =% ﬁn(xgt)h] =~E ViM o x-y-2, t—h)ai At fn_l(y,h)dh]

On a évidemment

o(x-2,%)

- Ej(hi)(/?i{/;(x-y-—zg t—h)@i ;vc(ymz§h)dh

m
[¢]

il

]

]

On &, en réglité, m; = o, car E(?\ ) est nulle,, 7\ étant le gradient d'une
fonetion aléatoire statlonnalre log k. Mais 1'express:.on de m, fait intervenir les
moments d'ordre 2 des 7&, s €ty plus generalement, mn les moments d'ordre n.

Les representatlons transitives rencontrent la méme difficulté. Le covariogram-
me transitif g(h,,t) de f(xgt)9 en effet, a une valeur probable qui dépend de tous

les moments des A%, I1 Yy a peu d'espoir d'obtenir des résultats par cette voie.

Miliey gu@:. homogéne

Pour essayer de voir de quelle manidre la solution, dans le cas régionalisé,
s'écarte de l'exponentlelle de:Gauss, imaginons que a(x) et k(x) ne puissent diffé-

rer de leurs valeurs moyennes que de quantités treés petites.
ca(x) = a, + N «(z)

k_(x),

it

k0+7x[3(x)

A étant trds petit, o(x) et A(x) étant des régionalisations a priori quelcongues.
I1 est alors possible d'obtenir la solution sous la forme d‘un développemen’c de la

forme .

2 n
£(xt) = o + A £y + A7 £ + cew + N £



~ La-partie principale f - 8era toujours-une- exponentielle de Gauss, et le-
calcul des- f " 8e fera par itération (aveec des dlfflcultes ¢roissantes). Nous nous
limiterons, pour abréger les notations, au cas ol poros:;.te et permeablllte sont pro-
portionnelless Posant

C
&Ky = 5
C k(x) = 1, P

1'équation aux dérivées partielles se met sous la forme

Br _
D

La méthode d'itération conduit aux équations (43)

Af‘ - A div(f grad W)

5 f (X9t) = “(Xst)
ﬁ;/gc(x-yg t-h)div [fn Jl(ygh)grad Gf(y)] dh

On a pris z = 0, ce qui revient & prendre 1'origine au point ol on a déposé

g fn(x,t)

la masse unité initiale, et on a posé

- 4 . 2
(x,4) = (2nct) 2 o - ..Aé.%g}

Limitons-nous au deuxidme ordre (les termes en A° &tant négligés). Alors on
trouve . -
n(z,8) = B[ £(x,t) | B(£,) + & 5(g, ) + 22 B(e,)
H - 9 - o) n_ 2

my(x,7;%) = B[e(m)2(y,8) | = B (x) (5,4
n2fe (@ £6) + 2,0 5] #1028 1,00 £,0) + 2 (2,0, (5, 0)]

Pour asbréger, nous sous entendrons + qui est fixée On a vu que

[£ ()] = «(x)
[f (x)-l
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dlon

_S m(x) = a(x) + A2 E(f )

2 ny(%,y) = o(x) oc(y) + N Fa(y) E\f (X)>+ o(x) B(f, (y>+ E [t ()% (y)]

Au lieu de mz(x?y)g on peut introduire la covariance K(x,y) = mz(x,y)-m(x)m(y):
s m(x) = oc(x) + 7\.2 Eer(x)1

% K(z,y)= 2> B[ £, (x) £,(5)]

On voit que les perturbations sont d'ordre deux relativement & A (les per-

turbations au premier ordre sont identiquement mulles). Toup revient donc & calculer

B(z,) ot B [54(x) £,(3)]- m &
’ t
fa_(x)= m'/é.f/'oc(x-z,t—ah)’div roe.(zsh) grad m(z)‘l dh

+
=ﬁ%/’,oc(z,h) grad ®(z). grad o(x~z,t-h) dh
o )

]

t z
= :/:17, w(a)div [ alz,h) erad a(z-z,t-n)| dn

]

Posant

c(z=z?') = E Fﬁ(z)m'(z’)\a

on obtient ainsi

: t 1 N :
K(x,y)= X%gdz '”//é( Zz; ! )div[m('zgh)grad o x=2, t-=h)-| ""i"f"‘.(Z' gh: Yerad' o~z ot ¥h5,ti-hdh

E(f ) s'exprimera de la méme manidre & 1l'aide d'une fonctionnelle de c(z-z‘) Nous

n 1ns:.s*l:erons pas davantage dans cette voie, et passerons & d'autres méthodes d'ap-

proxmatmn, mieux adaptées au calcul numérique et fondées sur la théorie de la pro-—
menade aléatoire.
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VII.~ PROMENADE ALEATOIRE.

Le principe d'approximation consiste & remplacer le mouvement brownien con-
tinu déerit par les équations de Kolmogorov par un processus stochastique discontinu,
dans lequel la particule effectue des petits déplacements aléatoires & des instants
séparés par des intervalles de temps constants Ata

Désignons par «(y,x) la densité de probabilité de présence de la particu-
le en x au temps t + A+, sachant qu'elle était en y en t. Les mouvements ayant lieu

aux temps t =o0, t= At, ... f’n =1 Ate.., on aura

S f(.V9 Xe t/l> = “(Y9X)

£(y,x;t,) = /aly,2) ozox)dz = ay(y, %)

- ow mw o 0m o OO mm o ¢ oo on o o o mn GO0 R Gw Ex

2(y,x5%,) = o (yy2) = ‘//QG(TY»Z) o, (2,x)dz «jf/;cn(yﬂ) o(z,x)dz

Par itérations successives, le calcul des ocn(ygx) est possible. Lorsque le

nombre n des itérations sera assez grand, At étant petit vis-a-vis de tn, ¢ce proces-—
sus discontinu représentera une bomne approximation d‘*un processus continu dont

il est facile de déterminer les paramétres.

Posons, en effet <
5 m'(y) = E(z* - y'|y) =/X‘1 oy, x)dx - y*
? "I(y) = B[(y") (d=y? ) =:/€xl==yl)(x3~y3) o(y, x)dx

Le mouvement brownien continu dont on a une approximation est celui qui

obéit & 1l'équation de Kolmogorov avec une dérive et un tenseur des moments donnés
par . i
S ¢
At
("N - 22G)
At

- En pratique, la loi émémentaire o(y,x) la plus simple possible est celle
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ol la particule ne peut, tous les —At, qufeffectuer un mouvement de translation d'am=

plitude + ¢ parallélement & un axe de coordonnée. Désignons par -
P_i,(S.’) la probabilité de la translation + ¢ paralllement & o xl(xlayl = 4€)
qi(y) W n - ) (xlmyl - - 8)

(}"'@ (Y)} d pour que la parbicule reste en y (xlnyi =0 quel que soit i)

On g =

( m(3)= efp;(7) = ;]
Gy § o st i#3
le3 (LY) '%SZ(Pi'B‘q-i) S’i i=3j

¢

2
Em(p,-ﬂ-qi),, d*ou résulte que az'doit 8tre un infiniment
At o

petit du méme ordre que At. Posons ¢

2
e

At

Pour que la dérive reste finie, P;=a; doit &tre lui-méme un infiniment pe-

o . 4.
On aura ainsi h? J =
[

tit de 1l'ordre de s. Prenons donc &

( py+q =)

%
(

P; =93 = ad-i(Y> ’

On en tirera -

‘Ai = C di(:Y)
Qii = @ Wi(y)

Les W; doivent &tre positifs, de somme inférieure 3 1, et on doit avoir

)T G) =T )

Les d;(y) peuvent 8tre quelconques, sous réserve que l'on ait
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- e e e ) - ~

Ty -e ) =24y

(49) : - -
( m‘;«x-edi(y):Zpi&{Z

lorsque & est réellement trés petit; ces conditions sont remplies ! mais,

'

en pratique, on adopte € comme unité de longueur (6 =) et At comme unité de

temps (At = 4). Il faudra veiller 3 ce que les conditions (49) soient rumériquement
remplies.. Avec ces unités de longueur;, on a ¢ =1, et 1'équation de Kolmogorov est:

@ﬁm’lz (t@f)wz.,@. d, f

2)13 XI

Nous nous 11m11:erons au cas :Lsotrope (mals non homogene), soit

w;(y) = m?ﬂ’(y)

et ¢
) EE A § ?
cmezy BE cooms f = do f
o @ O,

2n i

Il reste & exprimer que cette équation est du type de la chaleur (avee une
perméabilité isotrope k(x)) autrement on doit avoir, d'apres Tes rela,tlons (20):

(51) R
%

- On en tire

di  qa 9
%ﬁ—gnTIng

d;
Le veateur %3 doit &tre proportionnel au gradient de la perméabilité.Dans

la pratique, on se dormmera les régionalisations a et k, on en déduira et d

par les zelations (51), et on calculera ensuite p; et g,. L'équation de Kolmogorov
(50) sera alors remplacée par une équation aux différences finies que l'on résoudra
par itération.

Désignons par Pk(:.i,)lzm. i ) la probabilité pour que la particule soit
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au point de coordonnées (11..,o1n) k:.éme itération. On a o

Ek(mgoqoln) = p,l(::. -=ZL 3.29“0:1. ) Pk(:ﬂm‘ﬂ. :.2.°1 ) + ql(l Hlodge ol )Pk (l,l"l'a. ipeed, ) .

+ 00e + P (]Jlgooln godp 1) fk (:n.ﬁ,“:. ety 1)+ qn(l&,,”l ﬂ“‘nﬂ) ?k-a.(lmnl mln“"l)

§
(52) §
§ *Eﬂ - Tﬁ(llg izon i S—’ Pk 1(119 29"" in)

Cas particulier

81 1'on prend W= 4 (1a particule ne peut pas rester en place), le terme
en 1 =T disparaft dans (52)..Ce cas correspond a une porosité proportiomnelle 3 1a
perméabilité, et & une équation de Kolmogorov 3 9 £ constant. Lg dérive 4 est alors

donnee par . 1
d = ~55 grad log k

Enfin, si de plus, la perméabilité est constante, la dérive est nulle, et
1'on retombe sur l”é’quation & coefficients constants, dont la solution est 1'exponen~
tielle de Gauss. Dans 1'approximation discontinue, les Ax sont des variables bino=-
miales . Ainsi, dans ce cas particulier, le nombre n d'jtérationsrequis n'est autre
gue le nombre de répétition de 1'alternative répétée de Bernouilli nécessaire pour que
la convergence vers la loi normale soit pratiquement réalisée @ on' sailt que cela a
lieu pour des valeurs de n relativement peu élevées (n = 20, par exemple). On peut
penser (mais ce n'est pas démontrd) que, dans le cas général, le nombre d'itérations
requis pour que la solution de (52) ne se distingue pas de eelle de (51) doit &tre, du

méme ordre de grandeur.

Promenade aléatoire isotrope dans un espace de Riemamn,

La méthode précédente s'applique aussi dans le cas d'un espace de Riemann.

A titre d'exemple, traitons le cas d'une promenade aléatoire isotrope. Voici ce qu'il
faut entendre par 1li. En chaque point de coordonnées Xlg choisissons n dlrectlons
orthogonales de vecteurs unitaires Uy les composantes controvariantes des W,

étant u?x dans le repere naturel du point xla
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La particule étant en x an -temps t;, i1 y 2 wne probablllté —:l-» - pour qu'el-
le se frouve en t + Aﬂ; sur la géodes:.que passant par x et tangente & u?\ -au point -

situé 3 la distance + ¢ (ou - &) de x~, distance mesurde sur cette geodes:Lq_ue. Lféqua~

tion dlune telle géodésique, paramétrée 3 17aide de la distance s au po:Lnt x" s est

(A) = 2 +"x Aa&+-dxl Ax?

dg‘l»
avec 24 ik _h
dz _ _ l‘*k h % Yo
a2

i i 2 h
AX =:ﬁ;€u7\'“““’ ‘-1 ?\'

i .
On en déduit les quemtités D" o V" qui figurent dans 1'équation de
Kolmogorov sous la forme (6ter):

i 2 h
1& 14 i i & z 73k
22 mocmion E(A X )_-—_-..' ot exne n u
3 A 7 n ~ kb A Ua
( Vig a9y oL

oy
%
&

Pour calculer la somme Z u ; u ?‘1 remarquons que, S1 nous rapporitons

1qesp§ace euclidien osculateur en A L aux vecteurs Uys la métrique est donnée par
i
= u =g,. U,
Y?\;,L o i 1J o i

. “ Comme la mgtrice wu ;E représente le cha:ngemént d'axes de coordonﬁées
W, = u;t e.iy on a aussi
foud ulye | |
Comme, enfin, les v sont orthonormées, il vient .
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Ces quantités ne dépendent pas du choix des géodésiques orthogonales. Il

suffit de porter ces valeurs dans (10) pour obtenir le vecteur dérive ?»3":
. i i .
i_ }_ ki _
=l 4 A p VE _ o

La dérive est mulle. Portant ces résultats dans (6bis), nous obtenons 1'équa~

tion de Kolmogorov sous forme tensorielle.

% _ 1 6 i3
Ty Vi 8

% 2u
2 ‘.
Posant o= = ¢, et introduisant le laplacien Ar = Vij gla £, il vient
-t ) .
,af' G 3
N =7 b

On retrouve bien l'équation qui représente la diffusion homogdne et isotrope
dans l'espace de Riemann, et, inversement, la méthode de la promenade aléatoire peut

conduire & une solution approchée de cette dquation.

VIII.~ GENESE DES PARAMETRES MACROSCOPIQUES

Les rapports entre porosité et perméabilité restent assez énigmatiques. La
raison en est, évidemment, que la perméabilité ne dépend paé seulement du volume glo-
bal des vides du milieu poreux, mais, avant tout, de la forme géométrique des pores,
et de leurs relations de c;)nnexi'bé‘ 4 volume de vide égal, on peut avoir des pores en-

titrement isolés et un milieu imperméable, ou un réseau entidrement connexe et un mi-
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lieu permésble. Il ne peut donc pas y-avoir de relation univoque entre porosité et
perméabilité : dans chaque cas particulier, 1'expérience montre seulement une corré-
lation positive (entre porosité et logarithme de la perméabilité), et une droite de
régression dont les paramétres dépendent du milieu étudié.

Les indications qui suivént ne lévent pas 1l'énigme, mais pourraient servir
de points de départ & des études expérimentales qui feraient correspondre une perméa=
bilité macroscopique & un réseau de pores de caractéristiques données. Dans une hypo-
these simplifide, on peut imaginer que le fluide se meuve librement dans les pores .
et que les grains constituent des barri‘éres@ans les pores, par conséquent, 1l’écoule-

ment est soumis 3 1'équation du cas homogéne et isotrope o
3 quat

U _c e

9t °
et la structure poreuse du milieu se manifeste seulement par des conditions aux limi-
tes, d'ailleurs exbﬁaordinairement complexes (flux ml & la surface de chacun des grains).
On peut décrire 1° ensemble pores~grains par une variable géométrique (x) égale 3 o
dans les grains et & 4 dans les pores, et assimiler d/x) & une réalisation d'une fone-
tion aléatoire stationnaireo Dans un volume Ax, = A:Xl sz A:% de dimensions grandes
vis-3~vis de la portée (mais peut &tre petites & 1'échellé macroscopique) on peut ad-
mettre que 1'ergodicité apparait © toute fonctionnelle de () .x), prise en moyemne spa-
tiale dans ce volume Axy co:’ztncide alors pratiquement avec sa valeur probable, qui est

une constante si ¢ (x) est stationnaire.

Prenons un intervalle de temps At ae référence, tel que ¢\t soit plus
grand que le carré de la plus grande dimension de Ax9 et désignons par oc(y,,xg’c) la
solution de (53) avec les conditions aux limites : masse unité en y au temps o0, flux
nul & la surface des grains, et considérons la répartition oc(;\n, Xs At) au bout du temps
A‘b ¢ elle intéresse un volume supérieur ¥ Axa Naturellement oy, z; At) est fonetion
trds irrégulidre de y et de x. Mais, dans 1'observation macrosco-pique '(et gi le x}oluw
me Ax est petit) on niobserve pas on(ygxg At), mais sa moyemme spatiale dans un volu- -
me élémentaire grand vis-a-vis de la dimension des pores, par exemple un volume égal

& Axo On observe donc -



- 3% ~

/3(5’9155 At)= mmg%//cc(y + Vv, x + Ug Z&t)&u@v
by 4=

D'aprds 1l'hypothése d'ergodicité /3 (y,,x;ﬁtb) coincide avec sa valeur proba-—
ble .-c'est donc une répartition invariante par translation, de la forme /3(x-y3 At).

A cette échelle, le milieu est doué de paramétres macroscopiques constants.Si 1’on poses

AT = é%/zi /g(xgjxt)dx

wij == %fxi 9 ﬂ(x,, A+)ax

1'écoulement macroscopique (observé sur des volumes et des temps grands vis-d-vis

de Ax et At) obéira 1'équation de Kolmogorov (6) avee A- et(\;)i:j constant : du carac-
tere statiomaire du milieu, il résulte d'ailleurs que ?\,i est nul. Par contre ‘Vij n'y
aucune raison de présenter la symétrie sphérique. Le milieu macroscopique sera homo-
gene, mais non isotrope. Ainsi, gréce & la fonction de transition /3(x==3‘r; At) relative
3 1'échelle intermédiaire des \x et At, 1e milien est doué dtune perméabilité cons~

tante.

=1 Y

ot WY est la porosité moyenrie. Comme on ne sait pas détéerhiner 3, on ne pourra pas

relier ki‘jg par une formule théorique, aux caractéristiques du réseau des pores. Mais
il sera possible de le faire mumérigquement, en résolvant l'équati’é?ﬁ (54) par la métho-
de de la promenade aléatoire, la surface des grains fonctj.onnant conme une paroi réflé-

chissante.
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